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Bevezetés

Napjainkban elterjed grafikai alkalmazasok szinte kivétel nélkll egy fajta racs tipust
hasznalnak a grafikai adatok megjelenitéséhez. Ez a racs a pixelracs, mely
tulajdonképpen egy négyzethaldnak foghato fel. A kétdimenzids rajzol6 algoritmusok zéme
is e racshoz tartozéan szuletett meg. Pedig a pixelracs nem a legidealisabb ezekre a

célokra.

Idealis racs természetesen nem létezik, de jobb tulajdonsaguak igen. Viszont e racs
tipusok alkalmazasanak terjedését nagyban gatolja a szoftver és hardver gyartok

bejaratott pixelracsos megoldasai és algoritmusai.

Az egyik ilyen jobb tulajdonsagokkal rendelkez6 racs tipus a haromszogracs. Ezen
dolgozat keretei k6z6tt ismertetésre kerllnek a racs legfontosabb tulajdonsagai,

sajatossagai, illetve 6sszehasonlitdsa a pixelraccsal.

Az altalanos ismertetés utan, megvizsgaljuk a szakasz és korrajzolé algoritmusokat, ahol
latni fogjuk, hogy nagyon egyszeri algoritmus segitségével ugyanolyan egyszerien

rajzolhatunk egyenest, mint a pixelracson.

A kovetkez6 fejezetben a tertlet kitoltd rutinokat vesszik kézelebbrél szemigyre, itt latni
fogjuk, hogy ugyanazon algoritmusok kisebb modositasokkal vagy specializalassal
minként hasznalhat6é a haromszdgracson ugy, hogy az eredeti algoritmus alapétlete

valtozatlan maradjon.

Megmutatjuk, hogy a haromszogracs a pixelraccsal szemben jobb telitettségi mutatokkal

rendelkezik. Ezen tulajdonsag ez egyik komoly fegyvertény lehet ezen racstipus mellet.



Osszehasonlitjuk a két fajta racs képtarolasi tulajdonsagait, ahol latni fogjuk, hogy a
haromszogracs specialitasa miatt esetlegesen sokkal alkalmasabb digitalizalt képek

tarolasahoz.

Az utolso fejezetben megvizsgaljuk, melyik racs valdjaban mennyire is 6rzi meg egy

digitalizalt képen lévé korvonalakat.

A dolgozat témakdrei probaljak a lehet legtdbb alkalmazasi terlletet lefedni, és minden

terlleten megmutatni az alkalmazasi lehet6ségeket.



A pixelracs felépitése és tulajdonsagai

Felépitése

A pixelracsot a derékszogi Descartes koordinata rendszerbél fogjuk szarmaztatni.

Ya Az 1. abran lathat6 tengely keresztbdl kivesszuk
it +(23) azokat a pontokat melyek mindkét koordinataja
24 egész szam, az igy kapott szam kettesek fogjak
(30 4 alkotni a pixel racs egyes racspontjait,
; — ,'“-“':I — -:, megfigyelhet6, hogy az igy kapott pontok
! tartalmazzak a koordinata rendszer két alap
5l vektorat, u(1,0)ésv(0, 1).

Az u,v vektorok, és két n,m e Z segitségével a pixelracs barmely pontja szarmaztathato,
generalhato, példaul a (2,3) pont:

n*u + m*v = ( n*1+m*0, n*0+ m*1 )=(n, m)=(2,3), han=2ésm = 3.
J-I Kitintet pontja az origé (0,0), amely a rendszer

kozéppontja. Minden racspont egy origdbol

induld nullvektort takar.

X 1Y R Egy P( x, y ) pont origétdl mért tavolsagan a
(0,00) hozzatartozo6 vektor hosszat értjuk, tehat
——— ———
-2 - 1 2 3 X P|= W
. * . -la * * . y
. . . -1 * N .




Miiveletek
Legyenek po( Xo, Yo ) €s p1( X1, Y1 ) pontjai a racsnak. A racs pontjain értelmezzik az
Osszeadas, kivonas, és egy A konstanssal valé szorzas miveleteket:

Po — P1 = ( Xo=X1, Yo-Y1 )

Po+ P1 = ( XotX1, Yoty1 )

Apo = ( AXo, AYo )

Ha po— p1=( 0, 0), akkor a két vektor egyenld, Xo=X1, Yo= Y1 €S po = p.
Egy P( x, y ) racspont abszolut vektoran a P koordinatainak abszolut értékeibél el allo
vektort értjuk, Pas = ( [X], |y] )

Tavolsag fogalom
Egy P( x, y ) racspont tengelyektél vet tavolsagan az abszolut vektorat értjuk, oly médon,

hogy az elsd, x tengelytdl vet tavolsagot fogja a masodik, y koordinata jelenti, és forditva.

Szomszédossag

Két pontra azt mondjuk, hogy kdzvetlen szomszédok, ha a két pont abszolut vektoranak
kulonbsége egyenld az u, x tengely mentén szomszédosak, vagy a v, y tengely mentén
szomszédosak, vektorral.

Ha a két pont két pont abszolut vektoranak kiulonbsége egyenlé az u+v ponttal, akkor a két

pont atlésan szomszédos egymassal,

Ha két racspont kozvetlen szomszédok, akkor nevezzuk 6ket egy-szomszédos pontoknak,
egyetlen koordinataban érnek el, ha atlosan szomszédosok, akkor legyenek két-

szomszédosak, mindkét koordinataban eltérnek.

A valamelyik tengely mentén szomszédos racspontok egymastél egyenld, egységnyi
tavolsagra helyezkednek el.

Az atlésan szomszédos pontok tavolsaga a Pitagorasz tételbd| kdvetkezéen V2.

Szimmetria
A pixelracs szimmetrikus, origé koéruli n*(1t/2), n € Z forgatassal a racspontok egymasba
transzformalhatoak.

Legyenek po( Xo, Yo ) €s p1( X1, Y1 ) pontjai a racsnak, ha po-t (4n+1)*(7w/2), n € Z,



Orajarasaval megegyezd iranyu origo koruli forgatassal megkapjuk p. -t, akkor igaz a
kovetkezb dsszefliggés xo = X1€s yo=-Y1, ha a forgatas szdége (4n+2)*(rr/2), akkor xo=-X4
€s Yo=-Y1, ha a sz0g (4n+3)*(1r/2), akkor X, =- X1 €s Yo=Y, €s végul ha a szdg (4n)*(r/2),
akkor Xo= X1€S Yo=Y1.

A n*(mt/2), n € Z forgatasok, végeredményei képen el allé racspontok, az eredeti pont
tukrozéseiként el6allé pontok, ahol a tikrozeés tengelyei a koordinata rendszer
alaptengelyei.

Mint latszik a racs bnmagaba transzformalhaté 4n*(m/2), n € Z forgatassal barmelyik
iranyban.

Minden egy-szomszédos racspontot 6sszekotve egy szabalyos négyzethalot kapunk.



A haromszogracs felépitése és tulajdonsagai

Felépités
A haromszdgracsot egy haromtengely( koordinata rendszerbdl fogjuk szarmaztatni,

melyben a tengelyek egymassal paronként 120° zarnak be.

v o

A A "-__F(—E, 1.0 A

Mint az abran lathaté a tengelyek iranyai specialisak, ennek még nagyon fontos
kovetkezményei lesznek.
A racspontokat az alabbi modon képezhetjuk:

Legyen az origd a 3 tengely metszés pontja
az origobal kiindulva mind 3 tengely mentén vegyunk fel pontokat egymastal ?

tavolsagra

az x tengelyen fekvé pontokba allitsunk x tengellyel merbleges egyeneseket



ismételjuk meg az y és z tengelyeken fekvd pontokra is
A rendszer tengelyeire merbleges egyenesek metszés pontjai szabalyos haromszdgeket
jeldlnek ki, a racs pontjaink ezen haromszogek sulypontjai lesznek, példaul az abran a P
pont. Ezek a pontok lesznek a rendszer egész koordinatas pontjai.
Tehat minden pont a rendszerben 3 koordinataval irhato le, legyenek ezek sorrendben x,
y, Z, tekintsuk ezeket az origébdl induld ( x, y, z ) koordinataju vektoroknak, amelyek

koordinatai rendre a megfelel6 tengelyen felvett értéket jelentik.

A rendszer k6zéppontja itt is az origd O(0, 0, 0), viszont itt 3 egység vektor kell a pontok
eléallitdsahoz, legyenek ezek u( 1, 0,0 ), v(0,1,0), w( 0, 0, 1), szlkség van még 3
egész szamra legyenek ezek rendre n, m, I. Megfigyelhetd, hogy a racs barmely pontjara
igaz, hogy a pont koordinatainak 6sszege vagy 0, vagy 1, ez egy jol definialt részhalmazt
jeldl ki a szam harmasok halmazabdl, ennek értelmében igaznak kell lennie a kdvetkez6
dssze flgésnek: n+m+1€(0,1] | ha ez nem teljesiil olyan pontot kapunk, amely nem

része a racsnak.

Paros és paratlan racspontok
Nevezzik parosnak a racspontot, ha a koordinatak 6sszege 0, és paratlannak ha az

0sszeg 1.

Ha adott a harom egész szam, amely megfelel az 6sszegukre vonatkozé feltételnek, n,m,|
e Z, akkor ezek segitségével a racs barmely pontja szarmaztathato, generalhato, példaul a
P(4, 5, -9 ) pont az alabbiak szerint bonthato fel:

n‘u+m*v+Iw=(n*1+m*0+1*0,n*0 + m*1 + "0, n*0+m*0+ " )=(n,m, |)

Legyenek po( Xo, Yo,Zo ) €s p1( X1, Y1, Z1 ) pontjai a racsnak. A racs pontjain értelmezzik az
Osszeadas és a kivonas miveleteket:

Po— P1 = ( Xo-X1, Yo-Y1, Zo-Z1)

Po+ P1 = ( Xo+X1, Yo+, Zo+2Z1)

Ha po—p1=( 0, 0, 0), akkor a két pont egyenld, Xo=X1, Yo= Yy1,Z0= Z1€S pPo = p1.

Lathatd, hogy a koordinata tengelyen elhelyezkedd pontok koordinatai specialisak.

Ha P(x,y, z) az x tengely helyezkedik el, akkor y=—x/2,z=—x/2 a hanyadosokat a

9



kerekités szabalyai szerint képezzik, tehat 5 tizedtél felfelé kerekitink. Az y tengelyen
elhelyezkedd pontra igaz x=-y/2,z=—y/2 , és a z tengelyen elhelyezked6 pontra

pedigaz x=-:z/2,y=-z/2 0&sszefliggés igaz.

Egy P( x, y, z ) racspont abszolut vektoran, vagy abszolut pontjan, a P koordinatainak
abszolut értékeibdl eld allé vektort értjik, Paos = ([X], |YI, |2| )-
Az abszolut vektor, vagy pont altalaban nem pontja a racsnak, mivel nem tesz eleget a

koordinata 0sszeg megszoritasnak.

Szomszédossag
Két racspontra azt mondjuk, hogy kozvetlen szomszédok, ha a két racspont

kulonbségének abszolut vektora egyenlé az u, v, vagy w vektorral.

Ezeket a pontok nevezzuk kozvetlen, vagy egy-szomszédos pontoknak, ezek csak egy

koordinataban térnek el.

Ha a két racspont kulonbségének abszolut vektora egyenlé az u+v, vagy u+w, vagy az
v+w vektorral, akkor a pontok két-szomszédos pontok.
Ha a két racspont kulonbségének abszolut vektora egyenl6 az u+v+w vektorral, akkor a

két racspontok harom-szomszédos pontok.

Egy paros pont minden egyszomszédos szomszeédja paratlan pont, minden két-
szomszédos szomszédja szintén paros, €s minden haromszomszédos szomszeédja
paratlan.

Egy paratlan pont minden egyszomszédos szomszédja paros pont, minden két-
szomszédos szomszédja szintén paratlan, és minden haromszomszédos szomszédja

paros.
Tehat ha veszek a racson egy egy-szomszédos pont sorozatot, akkor igaz lesz az, hogy a

sorozat egymas utan kovetkez6 elemei valtakozva parosak és paratlanok, minden paros

elem mindkét szomszédja paratlan, és minden paratlan elem mindkét szomszédja paros.

10



Paros és paratlan pontok kozotti osszefiiggések

&

Y

Ha megvizsgaljuk a paros és paratlan pontok egy-szomszédos szomszédait, akkor két
nagyon fontos 6sszefuggést figyelhetiink meg. Az abran lathaté P paros pont és az egy-
szomszédos szomszédai, a P( px, py, p: ) koordinataibdl felirhatéak a Q,V,W pontok
koordinatai: Q( px, py, p=+1), V( px+1, py, Pz ), W( px, py*+1, pz )Mint Iathatd ha egy paros
pontrél valamely egy-szomszédos szomszédara megyunk, akkor valamely tengely mentén
haladtunk pontosan egy egységet pozitiv iranyban. Hasonl6 6sszefuggést figyelhetiink

meg a paratlan pontokra is:

X zZ

Az abran lathato P partalan pont és Q,V,W paratlan egy-szomszédos szomszédai, itt is
felirhatjuk a P( px, py, p- ) koordinataibdl a szomszédai koordinatai:Q( px, py-1, Pz ), V( px-1,
Py, Pz ), W( px, Py, P~1 )Lathatd, hogy ha egy paratlan pont valamely egy-szomszédos

11



szomszédara lépunk akkor valamely tengely mentén haladtunk pontosan egy egységet

negativ iranyban.

Tavolsag fogalom

Ha veszunk két pontot, amelyek egy-szomszédosak, akkor ezen két pont tavolsaga fugg
az elhelyezkedésuktél, fugg attédl, hogy melyik tengely mentén szomszédosak, ezért a
haromszogracson nincs egyértelmi tavolsag fogalom, szemben a pixelraccsal.

Egy P( X, y, z ) orig6tdl vett tavolsagan értsiik a hozza tartozé abszolut vektor

koordinatainak dsszegeét.

Euklideszi tavolsag fogalom
Ertelmezhetiink két racspont kézoétt Euklideszi tavolsagot is, ehhez hatarozzuk meg egy
adott pont Euklideszi tavolsagat az origotol.
Mivel a racs szabalyos egységnyi oldalhosszu haromszogekbdl épll fel, és a racs pontjai
a haromszdgek sulypontjainak feletetjuk meg, felirhatjuk a kdvetkezéket:
A (0,0,0) haromszog sulypontja legyen az origo, legyenek a koordinatai O(0,0).
Lathatd, hogy ezen pont 6sszes egy-szomszédos paratlan szomszédja ugyanolyan
tavolsagra talalhato, illetve minden egy-szomszédos paratlan szomszédtol

ugyanolyan tavol van az origé.
Latni fogjuk, hogy a tavolsagot egy egy-szomszédos pontsorozattal fogjuk definialni, amely
az origdbdl indul és a keresett tavolsaghoz rendelt pontban végzédik, tovabba a tavolsag

fuggetlen lesz a pontsorozatban szerepl6 elemektél.

Végul definialunk egy egyszer( képletet a tavolsag gyors megadasara, illetve a két pont

kozotti tavolsag gyors kiszamolasara.

12



Descartes koordinata tengely elhelyezése a haromszégracson
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lllesszuk ra a haromszogracs pontjait egy Descartes koordinata rendszerre, ugy hogy a
két rendszer origdja egy pontba essen.
Az abra az orig6 és 1-3 szomszédos szomszédait abrazolja, az abra alapjan felirhatjuk a

kovetkez6 tablazatokat:

A szomszédos pontok tavolsagai

Az egy-szomszédos szomszédok:

Szomszédos pont 0,0,1 1,0,0 0,1,0
Tavolsag az origé6tol V3 V3 V3
9IOMITN (052 0500 | (0=

A két-szomszédos pontok
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Szomszédos 0,-1,1 1,-1,0 -1,0,1 1,0,-1 -1,1,0 0,1,-1
pont
Tavolsag | (5 N3 | (g5 33y (C1ON(L 0o N3y (g5 3
az origotol 2 2 2 2
A harom-szomszédos pontok tavolsaga:
Szomszédos pont 1,-1,1 -1,1,1 1,1,-1
Tavolsag az orig6tdl 3 3 3
gazongltel (o33 1) -2

Lathatd, hogy elég ismerni az egy-szomszédos pontok tavolsagat, hiszen ezek

segitségével felirhatjuk a tobbi pont tavolsagat.

Példaul, irjuk fel az (1,1,-1) pont tavolsagat kicsit masképpen, vegyunk fel egy egy-

szomszédos pont sorozatot, amely az origébdl indul és a (1,1,-1) pontban ér véget:
(0,0,0), (0,1,0), (0,1,-1),(1,1,-1)
Haladjunk végig a pontokon és irjuk fel a koordinatak tavolsagait:

Pontok A pontok kozotti tavolsag
(0,0,0)->(0,1,0) (0 _\/_5)
3
(0,1,0)-> (0,1,-1) 05 Q)
6
0,1,-1)->(1,1,-1) (0.5 _ﬁ)
6
osszesen (1,— @)

A végeredménynek ugyanezt kapjuk ha a (0,0,0),(1,0,0),(1,0,-1),(1,1,-1) pontsorozatot

vesszuk alapul a szamolashoz, bizonyithatd, hogy az eredményt nem befolyasolja a

valasztott egy-szomszédos pontsorozat, mivel ha barmelyik tengely mentén tavolodnank a
vég ponttdl, lesz a sorozatnak olyan részsorozata amely ugyanannyival kozelebb visz a

végponthoz, mint amennyire eltavolodtunk, és ezek a tagok az 6sszegzésnél kiegyenlitik

egymast, tehat az 6sszeg szempontjabdl nem jatszanak szerepet.

Vegyuk észre, hogy elég az egyszomszédos pontok tavolsagat ismernink a tavolsag

meghatarozashoz.
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Tengely menti tavolsagok

A paros pontok tablazatat mar ismerjik, irjuk fel most a tengelyek mentén megteheté

lépésekhez parositva az értékeket, itt minidig pozitiv iranyban Iéphetink 1 egységet:

Tengely +X +y +Z
Tavolsag a ponttol 05, g) (0’_\/75) (_0.5,§)
irjuk fel a paratlan pontokra is:
Tengely -X -y -z
Tavolsag a ponttol (_0.5,_§) (O’g) (0.5,—?)

Mint lathat6 a két tablazat elemei csak el6jelekben kulonbdéznek egymastdl, ezért
gyakorlatilag elég csak az egyiket ismerni.

Az elsb esetben még hasznaljuk mindkét tablazatot a szamolashoz.

Két tablazatos modszer

Legyen adott P( pyx, py, p- ) pont, ennek a pontnak akarjuk meghatarozni az Euklideszi
tavolsagat az origotol.

Ahhoz, hogy az origdbdl eljussunk a P pontba minimum px egységet kell mennunk az x
tengelyen p, egységet az y tengelyen és p, egységet a z tengelyen.

Ha valamelyik koordinata értéke pozitiv, akkor vegyuk alapul az elsé tablazatot, mivel
annak segitségével tudunk pozitiv iranyba haladni, ha negativ, akkor a masodik tablazatot
hasznaljuk, az egységet felszorozva az egységnyi tavolsaggal megkapjuk a pont
tavolsagat az adott tengely mentén, ezt igy folytatva mind harom koordinatara megkapjuk

a tengelyeken meért tavolsagokat, ezeket 6sszegezve pedig a végleges tavolsagot.

Egyszeriisitett modszer
Ezen az algoritmuson egyszerisithetlnk is, mivel elég egy tablazat is, illetve a fenti
algoritmust alapul véve megadhatunk egy zart képletet:

Pa(X, y) = P * (0.5, % )+ Py * (0, - ? )+ P, * (-0.5, ? )

Az igy kapott Py, pontra mar alkalmazhatjuk a pixelracsnal hasznalt |P, |=Vx’+ )’

tav

képletet, amely megadja a P pont origo6tdl vett Euklideszi tavolsagat.
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Két tetszbleges racspont egymashoz viszonyitott tavolsaga
Megadhatjuk két tetszdleges Q, V pontok egymashoz viszonyitott tavolsagat is, képezzik
a két pont kuldnbségét, a kovetkez6 modon:

P=V-Q
Az eredményul kapott P pontra pedig alkalmazzuk a fenti eljarast, igy gyakorlatilag a V
pont Q-val kézelebb toltuk az origbhoz, és kiszamitottuk az eredmény origétdl mért

tavolsagat.

Szimmetria

A haromszogracs szimmetrikus, origd korali n*(mw/3), n € Z forgatassal a racspontok
egymasba transzformalhatdak.

Egy Po( X, y, z ) pont 1t/3 sz6gl érajarasaval megegyez6 iranyu forgatasan a kdvetkezd
Osszefliggést értjik: Po = (y, z, x).

A rendszernek harom szimmetria tengelye van, ezek rendre a rendszer alaptengelyei,
tehat x, y, z.

A racs 6nmagaba transzformalhatdé 6n*(rt/3), n € Z forgatassal barmelyik iranyban.

Ha minden egy-szomszédos racspontot 6sszekotlnk, akkor egy szabalyos hatszdg racsot
fogunk eredményként kapni, ennek egyenes kdvetkezménye, hogy az ilyen felépitési
haromszogracsot szarmaztathatnank egy szabalyos egységnyi oldalhosszu szabalyos
hatszogracsbdl is ahol, ha a szomszédos hatszdgek oldalfelez6inek metszés pontjait
Osszekatjuk, akkor megkapnank az egységnyi oldalhosszu szabalyos haromszogekbdl allé

racsot.

A haromszogracs kétkoordinatas reprezentacioja

Minden P(x,y,z) x,y,z€Z racs ponthoz megadhatunk egy vele ekvivalens Q(1i, j )
i,J€Z pontot, a Q pont a P pont ,kétdimenzios” reprezentacidja, barmely P( x, y, z)
ponthoz megadhaté egy egyértelmi vele ekvivalens Q( i, j ) pont, €s minden Q( i, j )

ponthoz megadhato6 egy egyértelmii vele ekvivalens P( x, y, z).
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Szarmaztatasa
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Az abran lathaté modon szarmaztatjuk a racspontok kétdimenzids reprezentaciojat.
A képzés hasonld a pixelracsnal alkalmazott képzéshez, csak itt a pixel racs pontjainak
egy torzitott képével dolgozunk, mivel feltettlik, hogy csak egész koordinatakra hasznaljuk

az eljarast, ezért példaul a Q és V pontoknak megegyezik az y koordinataja.

A konverziés miivelet
Legyen a mivelet jele: 0 , és definialjuk a mindkét alkalmazast kalén-kulon.
Definialjuk elészéra o(P(x,y,z))=0(i,j) miveletet:

i=y

j=X—-2z

A 0(0(i,j))=P(x,y,z) mivelet mar kicsit konyultabb:
Ha az i, j érték paritasa megegyezik, akkor:

y=]

z=(--i)/2

X=-Z-]
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Ha az i, j érték paritasa kulonbozd, akkor:
y=]
z=(1-j-i)/2

X=1-z—-j

Miiveletek a kétkoordinatas reprezentacioban, ekvivalencia a haromkoordinatas
reprezentacioval

Legyenek po ponthoz tartozé reprezentacio qo( Xo, Yo ) €s p1 ponthoz tartozo reprezentacio
pedig g:( X1, y1 ) . Ertelmezziik az 6sszeadas és a kivonas miiveleteket ezeken a
pontokon:
Qo — Q1 = ( Xo-X1, Yo-Y1 ), €z egyenértékd a po — p1 mlvelettel.
Qo+ Q1 = ( Xo+Xs, Yoty1 ), €z egyenértéki a po + p1 mivelettel
Ha qo—q:= (0, 0 ), akkor a két vektor egyenld, Xo=X1, Yo=Y1€S Qo = Q1, ekkor igaz a
kovetkezd is: po = p1. Tehat,
0(q,—4,)=Py= P,
0(qo+q,)=potp,
90— 4,=0(py— p))
90t 4,=0(pyt+ p))
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Egyenes szakasz rajzolasa 2 pontra

Pixelracson alkalmazott eljaras

Legyenek adottak PO( x0, y0 ), P1( x1, y1 ), pontok keressuk az ezekre illeszked6
egyenest. Az egyenest a racson balrdl jobbra fogjuk megrajzolni, tehat igaz az, hogy a PO

pont van kdzelebb az origbhoz, ha ez nem igaz, akkor cseréljik fel a 2 pontot.

Induljunk ki az egyenes egyenletébdl, ami a kovetkezd: y =mx + B .

Az m az egyenes meredekségét jeldli, erre 2 esettél eltekintve mindig igaz, a kovetkez6:
O<m<1.

Az m = 0 esetben egy x tengellyel parhuzamos egyenest kell el6 allitani, az m = 1 esetben

pedig egy y tengellyel parhuzamost.

Az egyenletet kicsit masképpen megfogalmazva kapjuk az alabbi egyenlet az egyenesre,
barmilyen alakban felirt egyenes egyenlet hozhato ilyen alakra, ax + by + ¢ = 0, ahol a és

b egyszerre nem lehet nulla, mivel az mar nem egyenes.

A triviadlis esetekben az els6 racspont legyen a PO, a kdvetkez6t mindig az el6z6bél kapjuk,
az m=0 esetben az el6zb pont x koordinatajat noveljuk 1-el, az m = 1 esetben az y-t, amig

el nem érjuk a P1 pontot.

A nem trividlis esetekben, 0 <m < 1, a kdvetkez6 eljarast fogjuk alkalmazni.

Legyen az utolsénak megjelenitett pont a P( xp, yp ) pont, ekkor a kdvetkezé |épésben 2
racspont kozul tudunk valasztani, E, NE, a 2 pont kozul azt fogjuk kivalasztani, amelyik

kozelebb van az elméleti szakaszfelezd ponthoz.
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Jeldlje az E és NE pontokat 6sszekotd szakaszok felezd pontjat M, és Q a kereset

egyenes és a 2 pont kozotti szakasz metszés pontjat Q.

.P=(XDO’ YD NE a
/ G/
El6z6 Jelenlegi Kovetkez6

Az elv roviden: azt a képpontot valasszuk NE és E kdzul, amelyik kdzelebb van a Q

metszésponthoz, azaz, hogy Q az M felezéspont melyik oldalan van, az dontson a
valasztasban.

Analitikusan a kdvetkez6képpen szamolhatjuk az egyenes pontjait:
legyen F(x,y) = ax+by+c =0
dx = x1-x0
dy =y1-y0
F(x,y) = dy-x-dx-y+B-dx = 0
>0,ha(x, y)azegyenes alattvan,

F(x,y)!=0,ha(x, y)azegyenesenvan,
<0,ha(x, y)azegyenes folott van.
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Definialjuk a valasztasi kritériumot a kdvetkez6képpen:

] >0,ha M alul, NE ,
d:F(M):F(Xp"‘l,yp"‘E) =0,ha M rajta, NE vagy E
<0,ha M foliil , E

A kovetkez6 pontnal egyszerUsithetink a valasztasnal:
Ha az el6z6 Iépésben az E-t valasztottuk, akkor legyen

Ap= dLJj'd

régi = F(xp+2, yp+1/2)-F(xp+1, yp+1/2) = dy,
ha NE-t valasztottuk, akkor legyen

Ang = F(Xp+2, yp+3/2)-F(xp+1, yp+1/2) = dy-dx.

Az eljarast kezdjuk a kovetkez6 értékekkel:

d

start F(X0+1’y0+1/2) = F(XofyO)"'dY'dVZ =dy =dx/2

Szamolhatunk végig egész aritmetikaval is, ha az F(x,y) fuggvényt a kdvetkezéképpen
definialjuk:
F(x,y) = 2:(dy-x-dx-y+B-dx) = 0

A kovetkez6 Iépésben mar a most kivalasztott pontbdl kiszamolt A értékekkel

szamolhatunk tovabb.

Az eljaras a megvaldsithato tisztan egész aritmetikai miveleteket hasznalva.

Egy-szomszédos pontokbol allo vonal rajzolasa

A fent definialt algoritmus csak a koordinata tengelyekkel parhuzamos egyenesekhez allit
elbé egyszomszédos pontsorozatot. Az algoritmust kiegészitve kdnnyen készithettink olyan

rajzolo algoritmust, mely minden esetben egyszomszédos vonalat ad eredménydl.

Vegyuk ujra a fenti abran 1évé esetet, itt az algoritmusnak megfeleléen az NE pontot kell
kivalasztanunk kovetkez6 pontnak, de mivel a P és az NE pont nem egyszomszédos, igy
meg egy pontot be kell venni az egyenes pontjai kdzé. Jelen esetben az E pontot kell

felvennunk az egyenes pontjai kozé.
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Altalanos esetben ha a kdvetkezé pont nem egyszomszédos pontja a jelenlegi pontnak,
akkor mindig 2 pont kozul kell kivalasztani azt a pontot amelyiket be kell venni a pontok
kozzé. Ez a két pont mindig az aktualis és a kivalasztott kovetkez6 pont altal
meghatarozott négyzet masik két csucsa, a fenti példaban az E és a p pont felett

elhelyezkedd pont.

A dontés alapja legyen az egyenes rajzolas iranyatdl figgéen valasszuk az egyenes 'alatt’
elhelyezkedd pontot, jelen esetben az E-t. Viszont ha példaul a generalas iranya forditott

lenne akkor a p feletti pontot kell valasztanunk.

A dontést definialhatjuk egy masik modszerrel is, ennek a mdédszernek a Iényege, ha adott
|épésben nem egyszomszédos pontot valasztottunk, akkor az egyenes az M pont folott
halad el, ilyenkor az egyenes pontjai kdzzé az M pont alatt [évé pontot is hozza kell

vennunk.
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Haromszogracson értelmezett algoritmus
A haromszogracson értelmezett vonal, tulajdonképpen egy egy-szomszédos pontsorozat,
amelyben szerepld pontok befoglalé haromszdgeit metszi az idealis egyenes. A

pontsorozatban szerepl6 pontokat egy inkrementalis eljarassal fogjuk meghatarozni, amely

kihasznalja a racs specialis paros és paratlan pontokra megfogalmazott allitasait.

/ \

¥y

Legyenek adottak Po( Xo, Yo, Zo ), P1( X1, Y1, Z1 ), pontok keresslk az ezekre illeszkedd

egyenest.

Elsé Iépésben hatarozzuk meg egy ndvekmény vektort, amivel az egyenest fogjuk pontrol
pontra kozeliteni, ehhez el6szor hatarozzuk meg a két pont kildnbség vektorat, nevezzuk

ezt a vektort az egyenes egyszerii meredekségének, vagy meredekségnek:

v=P —-P,
Ez a vektor gyakorlatilag megmutatja, hogy melyik tengely mentén, hanyat kell [épnunk,
ahhoz, hogya P, -béleljussunka P, -be.

A ndvekmény vektor a v vektorbdl fogjuk kiszamolni, oly mdédon hogy a v vektor minden

koordinata értéket elosztunk a v vektor hosszaval, tehat:
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Ezt a vektort nevezzuk az egyenes normalt meredekségének, vagy egyszeriien normanak.

A tovabb Iépéshez észre kell venniink egy nagyon fontos megfigyelést, amely az 6sszes

vonalat alkoté egy-szomszédos pont sorozatra igaz a racson:
Vegylk az abran szereplé P, P, vonalat(szakaszt), képezzik a v vektorat:
v=(-=5,-2,6)

Mint Iathato a legnagyobb abszolut értékl elem a z koordinatan lévé érték, ezek utan ha
az abran szerepld szurkével szinezett haromszodgeket nézzik a z tengely mentén, észre
vehetd, hogy minden egyes z érték-re 2db haromszdg jut. Szemléletesen, ha képzeletben
ratesziink egy vonalzét a z tengelyre merélegesen amely a atmegya P, ponton, akkor
a vonalzo 2 olyan haromszdget is érinteni fog amely a szakasz része, ha a vonalzét egy
egységgel eltoljuk a z tengely mentén a P, irdnyaba, akkor a kdévetkezd z pontban is

ugyanezt fogjuk tapasztalni, és igy tovabb egészen amig el nem érjik P, -et.
Ezt a megfigyelést megfogalmazhatjuk egy allitasként is:

Az egyenes meredekség vektoraban szerepld legnagyobb abszolut értéki koordinatahoz
tartozé koordinata tengely mentén legalabb annyit kell haladnunk, mit a masik két tengely

mentén 0sszesen, csak az ellenkez6 iranyban.
Mit is jelent pontosan ez az ellenkezé irany ?

A fenti példaban szerepléd v=(—5,-2,6) , esetén latszik, hogy a z tengely mentén kell
haladunk pozitiv irdnyban a legtdbbet, haa P, pontbdl indulva akarunk végig lépkedni
az egyesen akkor, minden Iépésnél két eset lehetséges vagy lépunk egyet z iranyban,
vagy lépunk egyet x, vagy y irdnyban. Mivel pozitiv irdnyba csak paratlan haromszogrol
tudunk lépni tehat ha z iranyba megyunk, akkor egy paros haromszogre érkezunk, innen
viszont csak paratlanra tudunk lépni, tehat valamely tengely mentén Iéphetlink egyet

vissza negativ iranyban.

Az algoritmus kdvetkezd lépéseként hatarozzuk meg azt a tengelyt melynek mentén a
legtobbet kell Iépnink a végpont felé, ezt meghatarozhatjuka v ésa v, vektorbdlis,
jeldlje ezen tengelyt ¢ , szUkségunk van tovabba az iranyra is, ha a kivalasztott
koordinata értéke kisebb nullanal, akkor legyen paros, ellenkezé eseteben paratlan, jeldlje

ezt a valasztast s .
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Az s fogja meghatarozni, hogy egy adott pontbdl milyen irdanyba is fogunk tovabb menni,
ha az aktualis pont paritas megegyezik az s -el akkor ¢ mentén fogunk lépni, ha nem
akkor a maradék 2 tengely valamelyike mentén.

A mindenkori aktualis pontot jeldlie P,

Szukség lesz 2db szamlaléra:
¢, - hanyszor prébaltunk ¢ tengely mentén lépni.
¢,, - hanyszor probaltunk nema ¢ tengely mentén lépni.

Az algoritmust egy egyszer(i pszeudokdd fogja prezentalni.
P,=P,nc,=c,=0

while( P #P, )

begin
if( P, paritasa= s )
begin
c,=c,+1
Pu = Pa
i = t tengelynek megfelel6 koordinata index

P,=cx*xv, ,az i koordinatalegyen egyenlé anorma | koordinatajanak és az
aktualis |épés szam szorzatanak kerekitett értékével.

If( P, pontiaaracsnakés P, és P, egyszomszédosak )
P, =P,
end if
else
begin
c,,=c,+1

nt nt

Pu] =Pu2=P

a

i = t tengelynek nem megfelel6 egyik koordinata index
Jj =t tengelynek nem megfelel§ egyik koordinata index és  j#i
Pui = Cnt* vni

Puj = Cnt * vnj

ift P, és P, ispontaaracsnakés P, és P, , isegyszomszédos P,k -val)

a
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begin

Fu=le V=Pl Cu*Vai szorzat tértrészének abszolit értéke
= —_ % . . ., , R
T2 |Cnt*vnj Pu2| , Sn™Vaj szorzat tortrészének abszoldt értéke

ift 7,=00 )
Pa = Pul
else
If( ru2=0'0 ) Pa = PuZ
else
If( ru1<ru2 ) Pa = Pul
else

If( ru]>ru2 ) P = Pu2
else

P, = P, ,valaszuk ki valamelyik pontot tetsz6legesen, de minden ilyen
helyzetben konzekvensen ugyanaz az index(i pontot,

legyen ez most az 1-es indexd.

end if
else
begin
ift P, pontaaracsnakés P, és P, egyszomszédosak )
P, = P,
else

iftlp P, pontaaracsnakés P, és P, egyszomszédosak )

P, =P

a u2
end else
end else

end while.

Magyarazatra szorul a kdvetkezé pont kivalasztasa abban az esetben amikor nema ¢
mentén Iéptiink és mindkét ( P,, és P, ) keletkezet (j pont pontja a racsnak és mind

kett6 egyszomszédos P, -val.

Mindkét pontra meghatarozzuk a pont kiszamitasakor hasznalt koordinata kerekitéssel
elhagyott tortrészének az origotdl vett tavolsagat. A két pont kdzott az alapjan fogunk

donteni, hogy melyik is esik kdzelebb a pontot tartalmaz6 haromszdog sulypontjahoz.
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Ha valamelyiknek a maradéka megegyezik 0-val akkor egybe esik a sulyponttal.

Mivel mindkét pont csak egyetlen koordinataban tér el a sajat haromszogének

sulypontjatol ezért elég ha csak ezen koordinatak tavolsagait hasonlitjuk 6ssze.

A két tavolsag kozul a kisebbik az van kozelebb a sajat haromszdgének sulypontjahoz,

tehat ezt fogjuk valasztani.

Ha mindkett6 azonos tavolsagra van akkor elméletben barmelyiket valaszthatjuk. llyen

eset akkor fordulhat el6, ha az egyenes parhuzamos valamelyik tengellyel. Ezekben az

esetekben az idealis vonal nem egyszomszédos pontsorozatot metsz ki a racsbal.

M

y

Mint lathaté ebben az eseteben nem egy olyan pontsorozaton megy at az idealis egyenes

amely valtakozva tartalmaz egyszomszédos és haromszomszédos pontokat.
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Ha nem engedjlik az ilyen pontsorozatok vonalat alkossanak a racson akkor fent emlitett

bizonyos dontésnél valaszuk mindig valamelyik pontot konzekvensen. Az eredmény:

Az idealis vonal altal kijelolt pontsorozat erésen eltorzult és nem kelti tengellyel

parhuzamos egyenes latszatat.

Ha megengedjuk az ilyen specialis vonalakat is akkor médositanunk kell a vonal alap
definiciojan, és ezeket a specialis pontsorozatokat is hozza venni azon pontsorozatok

halmazahoz amelyek vonalat alkotnak a haromszdogracson.
A fent megadott algoritmus kisebb mdodositassal képes ezen vonalak kezelésére is.

Az ilyen specialis helyzetl vonalak felismerhetbek, az ilyen vonalak meredeksége

specialis alaku:
v, +v +v_€[0,1]Av,=v_ - xtengellyel parhuzamos egyenes
v, +v +v_€[0,1]Av,=v, -y tengellyel parhuzamos egyenes
v, +v +v_€[0,1]Av,=v -z tengellyel parhuzamos egyenes

A rajzol6 algoritmus elején ellendrizhetjuk ezen feltételek, ha valamelyik teljesul, akkor egy

specialis eljarassal rajzoljuk ki a vonalat, ha nem akkor maradunk a hagyomanyos
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eljarasnal.
A v ésa v, vektorok kiszamitasa ugyanaz, illetve a hagyomanyos algoritmus

megkezdése el6tt mar rendelkezésre allnak. Jeldlje ¢ azon tengelyt melyre teljesult, a

parhuzamossagi kritérium, jeldlje s az iranyt ugyanugy mint eddig.

Belathato, hogy a legnagyobb koordinata mindig az lesz amelyik tengellyel parhuzamos az
egyenesunk, mivel ha a masik két koordinata egyenld, akkor a harmadiknak legalabb

akkora az abszolut értéke mint az elsé kett6 6sszegének abszolut értéke.

pP,=pP, , 0=(0,0,0) , ¥=(0,0,0)

if( v,<0 )

o,=1, Vi¢s:_1/\Vj¢i,s:_1
else

Qsz_ ’ Vi#szl/\Vj#i,szl

while( P, #P, )

begin

ift P, paritasa= s ) P, = P,+0
else P, = P, +0+V

end while
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Kor rajzolasa

Az r sugaru kor egyenlete x>+ y°=r* . Az egyenletet atrendezve a kvetkezd
dsszefliggést kapjuk: F(x, y)=x*+y"—r*=0 .Afliggvénybe behelyettesitve a sik
pontjait, eldonthetjuk, hogy az egyes pontokrdl, hogy belsd, kilsé pont, vagy éppen pontja
a korvonalnak. Ha az F(x,y) < 0, akkor belsé pont, ha >0, akkor kllsé pont, ha pedig =0,

akkor éppen pontja a kérvonalnak.

Midpoint algoritmus

A korvonal maghatarozasahoz a pixelracson, egy a vonalrajzolashoz nagyon hasonlé
modszer fogunk hasznalni, mely a kor adott pontjaban felvett érinté segitségével fogja
meghatarozni a korvonal pontjait. Minden eseteben origd kozéppontu kort rajzolunk,
melynek pontjait a kirajzolas soran el toljuk a rajzolando kor kdzéppontjanak

koordinataival.

Nyolcas szimmetria

Hasznaljuk ki a kor szimmetriajat, ahelyett, hogy az egész kort megrajzolnank elég csak
egy kor cikket kiszamolni, a tobbi pontot ezekbdl tukrozések segitségével elballithatjuk. A
trivialis tengelyes tukrozések segitségével elég csak egy negyed kort megrajzolni.
Azonban ez még nem a legoptimalisabb kdzelités, ugyanis felvehetjik a Descartes
koordinata tengelyek szogfelezd egyeneseit, amelyek szintén szimmetria tengelyek, igy
nyolcadokra osztva a sikot. Ezen felosztas mellet pedig mar elegendd csak egy nyolcad

kort megrajzolni.

y
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Az algoritmus révid leirasa

Legyen az aktualis kivilagitott pixel a P, az idealis kdrvonalhoz legkdzelebb esé pont. Az
eljaras ugyanaz mint a vonal rajzolas eseten, a kdvetkez6 I1épésben két pixel (E,SE) kozdl

kell kivalasztani az idealis korivhez kozelebb esét.

MSE

ANSE

U/ G/

| M | ME

P(xp, yp .

D I

./ G/
El6z8 Jelenlegi Kévetkez6

A kiszamolt koriv minden pontjaban a korérintéjének meredeksége -1 és 0 kdzott van.
Ebbdl addéddan a kévetkezb kirajzolandd pont az ( xp+1, yp ), vagy az ( xp+1, yp+1 ) lehet.
Jeldljik az E és SE pontok altal meghatarozott szakasz felezé pontjat M-el. Ha kérvonal M
alatt halad el, akkor E-t valasztjuk, ha felette, akkor SE-t.

Jeloljuk d-vel az F(M) értékét:

1 1.2
d=d0,d=F(M)=F(xp+l,yp+5)=(xp+1)2+(yp+§) -

Ha d<0, akkor az E-t fogjuk valasztani, és ekkor d Uj értéke a kdvetkez6 lesz:

2
dMW=FWkHH=[pr+l)@%ﬁ=(xﬁ+2f+(y Ly ed+(2x,43)

P2

d,=d

nhew

dold=2xp+3
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Ha d>= 0 akkor az SE-t valasztjuk, ekkor a d értékek a kovetkezbféleképpen alakulnak:

3 2
+5) —r’=d ,+(2(x,+y,)+5)

new P

d —F(MSE)=F(xp+2,yp+%)=(xp+2)2+(y

dg=2(x,+y,)+5
Az egyenes rajzolassal szemben a itt a differenciak értéke az xp és yp linearis figgvénye,
ezért ezeket mindig az adott pontban megfelel6 értékekkel ujra kell szamolni.
Az algoritmust a (0, -r) pontbdl inditva a kezd6 differencia értéke:

1, 3
dozF(l,lf—f‘E):Z—l"

Az eljarast addig ismételjuk az eredményul kapott pontokra amig a teljes nyolcad kor
pontjait meg nem kaptuk. Utana az eredményul kapott pontok tukrozésével a

megrajzolhato a teljes kor. A nyolcad kort az x = -y pontban érjuk el.

Egy-szomszédos korvonal rajzolasa

A vonal rajzol6 algoritmushoz hasonldan definialhatunk olyan kdrvonal rajzolé algoritmust,

amely egyszomszédos pontsorozatot allit eld.

A valaszthato pontok szama itt is minden esetben kettd. A kér pont kozul az egyik mindig

belsé pontja a kornek.

A fenti algoritmust kiegészitjik egy plusz |épésél, abban az esetben, ha az aktualis pont és
a kivalasztott pont nem egyszomszédos. llyen esetben a két lehetséges pont kozul

rajzoljuk azt a pontot is, amely belsd pontja a kdrnek.
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Kor rajzolasa a haromszogracson

. ¥ ¥ - .

Az abran egy r=2 sugaru kor lathato. Mint Iathato a kis sugaru korok ezen a racs tipuson

fokozatosan hatszéggé torzulnak.

Az alkalmazott eljaras alap otlete ugyanaz lesz mint a pixelracsos parjanal, vagyis vegyuk
az adott pontban a kor érint6jét, amely segitségével kijeloljuk a kovetkez olyan
racspontot amely pontja a korivnek. Minden eseteben origd kbzéppontu kort rajzolunk,
melynek pontjait a kirajzolas soran el toljuk a rajzolando kor kozéppontjanak

koordinataival.

Tizenkettes szimmetria elve

Mint a pixelracs esetében itt sem kell a teljes kort megrajzolni, alap esetben elég egy
hatod kort rajzolni. Ha viszont felvesszik a tengelyek szégfelezd egyeneseit, akkor mar
latszik, hogy valdéjaban elég egy tizenketted kort megrajzolni, és ezt a kor iv darabot

tukrozni.

Kérvonal definicidja

Legyen a korvonalunk egy olyan egyszomszédos pontsorozat, melynek minden pontja
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azonos tavolsagra van egy adott O pontdl, és a sorozat elsé és utolso tagja is

egyszomszédos a racson.

Ebbdl a definiciobdl adodik, egy fontos észrevétel: Tekintsuk a feljebb Iévd abran a P

pontot, ennek a P pontnak 3 darab egyszomszédos pontja van. Minden racs pontra amely
része egy korvonalnak igaz, hogy a 3 egyszomszédos pontja kozul az egyik biztosan nem
lehet rajta ugyanazon a koriven. A P pont esetében ez a (1, -1, 0) pont. Tehat valdjaban itt

is 2 darab pont kézul kell majd valasztani minden Iépésben.

A modszer rovid leirasa

A mindenkori aktualis pontot jeldlje: P, A kor rajzolasat valamelyik tengely menti pontbol
fogjuk inditani, hasznaljuk mondjuk az x tengely. Tehat az els6 pontunk a (r, -r/2, -r/2 )
pont lesz. A kovetkez6 pont kiszamolasahoz ,meg kell hatarozni a kor érint6 egyenesét
ebben a pontban, az egyenes iranya legyen M(x,y,z). A kdvetkezé pontot az egyenes
rajzolo rutinnal fogjuk megkerestetni még pedig, ugy, hogy a most kiszamolt meredekség
egyenesnek meghatarozzuk a kovetkezd pontjat a P.-bdl kiindulva. Gyakorlatilag minden

pontban meghatarozzuk a kor érint6jét és ezen érinté mentén lépunk egyet.
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Erinté meghatdrozasa az aktudlis pontban

Tegyuk fel, hogy az aktualis pont a P. Elsé I1épésben felvesszlk azt ez egyenest mely
athalad a korkozép pontjan és a P is, keressuk ennek a segédvonalnak és a korivnek a
metszés pontjat, amelyet jeloljunk Q-val. A keresett e érinté a segédvonalra merdleges

egyenes amely athalad a Q ponton.

Az OP egyenesnek ismerjuk az iranyat ez N = P-O-val, mivel origé kdzéppontu kort
rajzolunk ezért az O mindig 0, igy valdjaban az N = P-vel. Innen az M-et egy 90° forgatas

utan kapjuk. Majd m-bdl meghatarozhatjuk az irany normajat.

M. M M
v =, 2, —=)
" M| M| M|

A kovetkez6 pont meghatarozasa

A kovetkez6 pont kiszamolasahoz meg kell hataroznunk az egyenes rajzolasahoz
szUkséges adatokat, el kell végezni a vonal rajzolasnal leirt [épéseket, majd ezutan az

aktualis pontbdl v, iranyvektor mentén egy pontot kirajzolni.

Ismételjik az el6z6 lépéseket addig amig el nem érjuk az (r/2, -r/2, 0) pontot. Ezen a

ponton el6allt a tizenketted korivink, amelyet tikrozve megkapjuk a teljes kort

35



A teljes algoritmus

Az eljaras egy origd kdzpontu r sugaru kort rajzol a haromszogracson.

while( Pa;é(r,—%,O) )

begin
M =P 90° fokkal elforgatva
s,t eértékek maghatérozasa M-bél.
M_M M
At it o
ift P, paritasa= s )

begin

i = t tengelynek megfelel6 koordinata index
P,=cxv, ,az i koordinatalegyen egyenlé anorma | koordinatajanak és az
aktualis 1épés szam szorzatanak kerekitett értékével.
If( P, pontiaaracsnakés P, és P, egyszomszédosak )
Pa = Pu
end if
else

begin

Pul =Pu2=P

a

i = t tengelynek nem megfelel6 egyik koordinata index

Jj =t tengelynek nem megfeleld egyik koordinata index és  j#i
Pui:Pui+vni

Puj=Puj+vnj

ift P, és P, ispontiaaracsnakés P, és P, isegyszomszédos P,k -val)

a

begin
=V,
ru2=|vn_j|
ift 7,=00 )
P, = P,
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else
iftc »,=00 ) P, = P,
else
if( ru<rp ) P, = P,
else
ift »,>r, ) P, = P,
else

P, = P, ,valaszuk ki valamelyik pontot tetsz6legesen, de minden ilyen
helyzetben konzekvensen ugyanaz az indexi pontot,

legyen ez most az 1-es indexd.
end if
else
begin
ift P, pontjaaracsnakés P, és P, egyszomszédosak )

P = Pu]

a

else

iflp P, pontjaaracsnakés P, és P, egyszomszédosak )

P, = P,

a

end else

end else

end while.

Megjegyzések

A bemutatott algoritmus egyenlére még elméleti szinten van, az implementalasa ezen

dolgozat irasa alatt még folyamatban van.

Mint lathat6 az algoritmus implementalasahoz sziikséges egy nem trivialis forgatasi

muvelet az érinté meghatarozasahoz. Féleg ezen muivelet kidolgozasa miatt nem teljes

még az implementacio.
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Poligonok Kkitoltese
A pixelracson értelmezett barmelyik kitoltési algoritmus alkalmazhato kisebb

modositasokkal haromszogracson is.

Az 6sszehasonlithatosag mindkét racson értelmezett alakzatoknal hasznaljuk az

Euklideszi tavolsag fogalmat.
Ha adott egy egység négyzetnyi terulet mindkét racson, akkor a kdvetkez6ket mondhatjuk:

A haromszogracson az egyseégnégyzet alatti tertlten tobb lesz a racspont mint a

pixelracson vet egységnégyzet alatt.
Emiatt az egység négyzet kitoltése tobb id6t vesz igénybe a haromszogracson.

Mint lathato, ugyanakkora terulet kitoltése mindig tobb eréforrast fog igényelni a
haromszogracson, ezért ebben az 6sszehasonlitasban a haromszoges algoritmusok
mindig alul maradnak, am ha hasonlé képpont szamu alakzatokat veszunk alapul, akkor

belathatd, hogy az eltérés minimalis a két fajta racson értelmezett mdédszerek kozott.

Flood-fill algoritmus

A legegyszeribb kitoltési algoritmus, a flood-fill, mindkét racsra ugyanolyan médon

alkalmazhaté.

Az algoritmus bemend paramétere a racs egy P pontja, illetve egy C szin, valamilyen
reprezentacioban, ez lesz a kitolt6 szin. Az algoritmus mikodése nagyon egyszeri, ha az
aktualisan vizsgalt pont szine megegyezik a P pont szinével akkor azt atallitjuk C-re és az
aktualis pont 6sszes szomszédjat megvizsgaljuk.
flood_fill( P,, C,, C)
begin
if( P, szine == C; )
begin
P.szine=C
flood_fill( P, bal oldali szomszédja, C;, C );

flood_fill( P, bal-felsé szomszédja, C,, C);
end if;

end;
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Mint lathato ez egy tradicionalisan rekurziv algoritmus, ezért az implementacioé soran

ugyelni kell a memoéria problémakra.

A flood-fill algoritmust nagyon egyszerien atultethetjuk haromszogracsra is.

Az els6 lehetdség, hogy hasznaljuk a haromszogracs két koordinatas reprezentaciojat, igy

az eredeti algoritmus szomszédos pont képzésen szem kell valtoztatni.

A masik lehetéség, hogy kihasznaljuk a haromszogracs sajatossagait, a szomszédos pont

képzésénél egyszerre képezzik az egy-, két- €s haromszomszédos pontokat.

A pixelracson egy pontnak egyszerre 8db szomszédjat tudjuk képezni, a haromszogracson
ezzel szemben egyetlen pontnak egy lépésben 12db szomszédjat tudjuk eléallitani. igy a
haromszogracson alkalmazott algoritmusnak egy Iépésben nagyobb a tarigénye. Viszont
ha a kitdltendé tertlet azonos racspontot tartalmaz, akkor a haromszdgracson értelmezett
algoritmus kevesebb Iépésben vizsgalja meg az 6sszes pontot, ha nem a két koordinatas

reprezentaciot hasznaljuk.

Scan-line fill ( terulet kitoltés )

Az algoritmus részletes leirasa megtalalhaté az [SZK01] jegyzetben, itt a teljes ismertetés

nem cél csak a két racs kozotti eltérésekbdl adddo eltérések ismertetése.

Az eredeti algoritmus vizszintes pasztakat hasznal, a haromszogracson is hasznalhatjuk
ezt a fajta pasztat, azonban a racs specialitasa miatt nem mindegy, hogy melyik
reprezentacioban allitjuk el a pasztakat. A két koordinatas reprezentaciéban csak x
koordinataban térnek el a paszta végpontjai, viszont a 3 koordinatas reprezentaciéban

csak az y egyezik meg. Tehat célszer( a két koordinatas reprezentacié hasznalata.

A paszta és él metszéspont meghatarozashoz a haromszogracson a pontok Euklideszi
tavolsag fogalmat kell hasznalni, ami plusz szamitasokat igényel minden egyes metszés
pont kiszamitasakor. Ezen a ponton veszitunk az algoritmus végrehaijtasi idejébdl, viszont

a tobb racspontot kell kitoltenlnk, igy a az azonos teruletl kitoltésnél a tobb szamlasért
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cserében tdbb pontot is toltink fel. Az azonos racspontszamu kitoltésnél az eredeti

pixelracsos algoritmus a hatékonyabb.

A modszer optimalizalt valtozata is atlltetheté haromszogracsra is, itt is elég a polygon
minimalis és maximalis y koordinatai kozott metszés pontokat keresni. Az inkrementalis elv
is alkalmazhato, de itt is a racspontokat mint Euklideszi pontokat kell kezelnunk, tehat itt is

konverziéra van szikség, amely plusz id6t igényel.

Tehat a terulet kitolt6 algoritmus is alkalmazhatdé haromszogracsra is, de a modszer nem
olyan hatékony mint a pixel racson, viszont a haromszogracson ugyanakkora Euklideszi
terllet alatt 1,5x annyi racspont talalhato, igy végul is a modszerek tobb racsponton

dolgoznak mint a pixelracson.
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Telitettség vizsgalatok

Vizsgaljuk meg, hogy az egyes szakaszok kirajzoladsahoz mennyi racspontot kell

felhasznalni, annak fuggvényében, hogy mekkora a szakasz Euklideszi hossza.
Legyen adott egy PoP1 szakasz, legyen n a szakasz kirajzolasahoz szukséges racspontok
szama, és legyen | a szakasz Euklideszi hossza. Nevezzik a szakasz telitettségének az

? hanyadost.

Vegyuk el6szor a pixelracsot vegyuk fel egy vizszintes, egy fuggbleges és végul egy 45°

egyenest. Szamoljuk ki az egyes vonalak telitettségét.

{2250, 7))

(2. 2)(50,500)
{2.2)2.50)

mumber of poelA%, encledian lenc 67, 88225, podlen - 0, 216382
mumber of pocebA?; escledian lenc 48; podien - 1,04833
numiber of pooebAT, eocledian benc 48, pocen - 1,0ERE0

Az abran lathatdak a vizsgalat végeredményei. Megdfigyelhet6, hogy a tengellyel
parhuzamos vonalak telitettsége kozel 1, mig a 45° vonalé ettél messze elmarad. Mint
lathatd ezen a racs tipuson fenn allhat az ugynevezett Jordan paradoxon, azaz fel tudunk
venni 2 olyan egyenest amely geometriailag metszik egymast, még sincs k6zdos pontjuk a

racson.
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Az eredmeények jelen allapotukban nem Osszevethetbek a haromszogracson kapott
eredményekkel, mivel a haromszdgracson a vonalakat egyszomszédos pontsorozatnak
definialtuk, ezért a pixelracs tesztjehez hasznaljuk az egyszomszédos vonalat rajzolé
algoritmust.

{2250, 7))

{(2.2)(50, 500)
{2.2)2.50)

A vizszintes és a fuggdleges vonalak adatai nem valtoztak, viszont a 45° vonal adatai a

kovetkezbképen alakulnak:

pixelek szama=97
eklideszi tavolsag =67,88225
plxe’lek Sz’ama __ 9 _ 1428944
tavolsag 67,88225

Mint varhat6 volt a 45° vonal telitettsége a duplgjara nétt. A telitettségi 6sszehasonlitast a

két racstipus kdzott ezen adatok alapjan fogjuk elvégezni.
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Most nézzUk meg ugyanezen elhelyezkedésl egyenesek adatait a haromszogracson.
Ebben a vizsgalatban csak az idealis egyenes mentén elhelyezked6 egyszomszédos

pontsorozatot tekintjuk egyenesnek.

{(2.2)( Mk, 25}

mumber of pocel 147, encledian lenc 64, 25972% podlen - 2 287670
mumber of pocel97; eocledian lenc 41, 56922, podien - 2, 333457
mummiber of pooet 99, eochedian lenc 49 poaben o 200G
mummibver wiif oinoelt 0, coclodbim benc A8 poaliem - 2 TGRS

Mint az abran lathaté ezen racs merdben eltéré adatokat mutat. Paronként hasonlitsuk
Ossze az egyes tipusu vonalak eredményeit a pixelracsos vonalak eredményeivel. A
vizszintes és fliggdleges vonalak esetén a telitettség duplaja a pixelracsos megfelel6jénél.

A 45° vonal esetén az eltérés az el6z6 adat kozel masfélszerese.

A haromszdgracson nem allhat el az az esete, hogy két szakasz geometriailag metszi

egymast, de a racson nincs kozos pontjuk.

A vizsgalatok alapjan allithatjuk, hogy a haromszogracson vett szakaszok telitettebbek
mint a pixelracson. A nagyon fontos észrevétel a legkisebb és legnagyobb telitettségek

aranya. A pixelracsnal ez qNT\ESBNIJ% , mig a haromszogracs esetében
q~2'333457 ~1,154
2,020408
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Képek tarolasa

A pixelracson és a haromszogracson is tarolhatunk képeket. Az elv mindkét racstipusnal
megegyezik, az eredeti 2 dimenzids kép x és y koordinataihoz rendeljuk hozza a racs egy
pontjat, a pontot tartalmaz6 geometriai format ( egység négyzet, vagy egység haromszog )

szinezzuk olyan szinlre mint az eredeti x, y képpont szine.

Mivel jelen pillanatban nem all rendelkezésre olyan eszkdz mely haromszogracsot
hasznalna megjelenitésre, ezért a pontosabb 6sszehasonlitas véget emulalni fogjuk

mindkét racs tipust.

A pixelracsot 6x6-os négyzetekbdl aloé haléval fogjuk modellezni, igy egy eredeti pixelnek

36db pixel fog megfelelni a szimulalt racson. A haromszogracsot a kdvetkezd két alakzattal

fogjuk modellezni:

A paros és paratlan haromszogek is 36 pixelbdl alinak, igy a két racs egyes pontjainak
'pixelezettsége’ megegyezik. Nézzuk meg, hogy az egyes szimulalt racsok milyen mintat

kovetve veszik fel a mintat az eredeti képbdl.
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A haromszdgracson valo tarolashoz a racs specialis két koordinatas rendszerét fogjuk
hasznalni, igy mindkét racson két tengely mentén kell 6ssze rendelnlink a racs pontokat

az eredeti képpontokkal.

Induljunk egy nagyon hires veszteség mentes képbdl, ezen a képen bemutatjuk a

kilonbo6z6 tarolasi technikakat.

Mivel az alapkép a két racson tarolva 6x nagyitasban fog megjelenni, ezért a tovabbi
képeket ezen dolgozat csak kicsinyitve mutatja be, a teljes méretli képek megtekinthetdk a

dolgozat példa képei kdzott.

Tarolas pixelracson
A szimulalt pixelracson a kép minden egyes p(x, y) pontjat a racs r(u,v) pontjanak

feletetjuk meg a kovetkez6 moédon : x =uésy=u

Mint lathat6é a kép megtartja az aranyait, minden szin informacié ami az eredeti képen

megvolt megtalalhaté az eredmény képen is.
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Tarolas haromszogracson
A haromszdgracson is hasznaljuk a fenti p(x,y) r(u,v) megfeleltetést, akkor eredmény

képunk tartalmaz minden szin informaciot, amit az eredeti is tartalmazott, viszont mint

Lathatd a kép az aranyait nem 6rzi meg.

A torzulas a racs specialitdsaval magyarazhato, mivel a haromszog racson a specialis
kétkoordinatas abrazolasnal a vizszintes tengely mentén sdribben helyezkednek el a

racspontok, pontosan 2x siribben.

Ritka tarolas
El6allithatunk méretarany helyes képet is ha, az eredeti képpontokat a haromszdogracs

csak paros, vagy csak paratlan pontjainak feletetjuk meg.

Az alabbi két képen lathatd a két eredmény kép a baloldalin a paratlan a jobboldalin a

paros haromszogek felhasznalasaval készult kép lathaté.

Mint lathato a meéretarany helyes, mindkét valtozat tartalmazza az eredeti kép 6sszes szin
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informaciojat. Nevezzlk ezt a technikat ritka tarolasnak. Ha meg akarjuk kilénboztetni a
ritka tarolas két fajtajat, akkor a nevezhetjik ezeket a felhasznalt haromszogek paritasa

utan paros vagy paratlan ritka tarolasnak.

A ritka tarolasnal maradnak olyan racspontok amiket nem hasznaltunk fel, ezek a racs
pontok az eredeti kép szin informacidjan fellili pontok, ezeket hasznalhatjuk plusz

informaciok tarolasara, vagy egyszeriien a szomszédos racspontokbdl kiszamolhato szin

informaciokat tarolhatunk ezekben a pontokban. Az fenti képen ezeknek a pontoknak a

szinét a szomszédos pontok szineinek atlagaval lettek feltoltve.

A ritka tarolasnak nagyobb a racspont igénye mint a hasonlé méretl pixelracsos
tarolasnak, viszont cserében olyan képet kapunk amelynek méretarany megegyezik az
eredeti kép méretaranyaval, és az eredeti szin informacidin felll viszont plusz informacio

tarolasara is van lehetdség.
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Korvonal vizsgalatok

A képtarolas fejezeteben elballitott képeket fogjuk tovabb vizsgalni. Egy korvonal keresé
algoritmus[EDGEO01] segitségével kulonbdzé finomsagi szinteken kdrvonalakat fogunk

keresni az egyes képeken.

A vizsgalathoz a haromszdgracs ritka tarolassal eléallitott képét fogjuk hasznalni, szemben

a pixelracs 6x6-os pixelekbdl eldallitott képével.

Hasonldan a képtarolas fejezethez, a hely hiany miatt itt sem a teljes méretl képek

szerepelnek, az eredeti képek megtekinthet6k a dolgozathoz mellékelt példaképek kozott.

Pixelracs Haromszogracs Finomsag

7

1.5

A legdurvabb finomsaggal készult képeken, mar latszik némi eltérés, féleg a vonalak
alakja szembetling, a pixelracson szabalyosnak tiind négyzetek jelentek meg, mig a
haromszogracson készult képen szabalytalanabb formak jelentkeznek. Megfigyelhetd,
hogy a fébb korvonalak mindkét abran megvannak, de mintha a haromszdogracson 'siriibb'
lenne az informacidé. Szemmel lathatdéan tébb részlet marad meg a haromszoégracsos

képbdl.

A kovetkez6 prébahoz novelni fogjuk a finomsagok 2.5-re. A varakozasok szerint ezen a
finomsagi szinten mar tisztulnia kell a képnek, és a gyengébb kdrvonalaknak el kell tlnnie

a képral.
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Pixelracs Haromszogracs Finomsag

2.5

Az eredmény szembetling, a pixelracson mintha tobb részlet maradt volna, viszont a f6bb
vonalak sokkal gyengébbek, vékonyabbak, mint a haromszogracsos kép esetében. Ezt a
kildnbséget a kicsinyités még jobban el6térbe hozta. A képen baloldalon lathatd oszlop
parhuzamos vonala mar eléggé kezd felbomlani a pixelracsos képen, mig a masik képen
még egyértelmien felismerhet6. Az arc és a kalapon Iévé targyak korvonalai is jobban
kivehetbek a jobb oldali képen.

Végso probaként emeljuk a finomsagot a duplajara, és nézzuk, hogy mit kapunk.

Pixelracs Haromszogracs Finomsag

5.0

Az eredmények ilyen finomsag mellett mar majdhogynem megegyeznek, a fébb vonalak

kozott elenyészének mondhatd az eltérés, viszont a kicsinyitett képek kdzul inkabb a
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pixelracsos kép a felismerhetébb.

Az 6sszehasonlitasban hasznalt haromszdogracsos képen elméletben tdbb informacio van,
mint a pixelracsos képen, mivel a ritka tarolassal tarolt képet hasznaltuk, ahol a paratlan
haromszogeket interpolaciéval eléallitottuk. Az 6sszehasonlitas viszont igy is megallja a
helyét, mivel mindkét kép az adott racs legjobb tarolasi képessegét reprezentalja, és

mindkét kép ugyanabbdl a forras képbdl lett el6allitva, igy ezek 6sszehasonlithatdak.
Az 6sszehasonlitas jelenlegi formajat, helyettesithetnénk valamilyen matematika
formulaval, de ezen vizsgalatnak, csak annyi volt a célja, hogy 'ranézésre' bizonyitsuk,

hogy a haromszogracson tarolt kép van olyan j6 mindségu, mint a pixelracsos parja.

Osszegzésil elmondhatd, hogy a haromszogracs ezen a téren is megallja helyét a

pixelraccsal szemben.
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Osszegzeés

Mint lattuk a haromszogracs, minden olyan alkalmazasban, ahol most a pixelracs az

egyeduralkodd, megallja a helyét, és adott esetben jobb tulajdonsagokkal is rendelkezik.

Az 6sszehasonlitas mégsem teljes, €s nem is lehet teljes, amig nincs olyan megjelenité
eszkdz, amely haromszogracsot hasznal. Csak akkor lehet a két racsot ténylegesen
Odsszehasonlitani, ha mindkett6t a sajat racs tipusahoz kapcsolédd megjelenité eszk6zok
segitségeével vizsgaljuk. llletve a az egyes megjelenitdk végtermékét hasonlitjuk 0ssze, ez

lenne az igazi 6sszehasonlitas.

Vizsgalhatnak még az egyes algoritmusok szamitas és tarigényét, illetve optimalitasat,
ezen vizsgalatok meghaladjak a dolgozat kereteit. Ahhoz, hogy lassuk ezen racs tipus
alkalmazasnak f6 elényeit, nincs sziikség ezekre a szamitasokra. Az egyik ilyen nagy
elény a telitettség, melynek adatai adatok magukért beszélnek. Egy masik izgalmas
alkalmazasi terulet lehet a ritka tarolas, ahol az Ures racspontok segitségével, lehetéség

van sokkal jobb min6ségl képek elballitasara, mint hasonlé alkalmazasban a pixelracson.

A dolgozatban vazolt algoritmusok szinte mindegyike tovabb optimalizalhato, példaul az
elsd nagy Iépés lenne csak egész aritmetikat hasznald algoritmusok alkalmazasa, illetve a

haromszogracs specialitasanak jobb kihasznalasai.

Mindezek alapjan nem is olyan merész a kovetkez6 kijelentés:

A haromszdgracs lehet az alapja a jov6 grafikus szabvanyainak és hardver eszkdzeinek,
mivel nagyon sok elény0s tulajdonsagokkal rendelkezik, amelyek nem jellemzbek a

pixelracsra.

Az alkalmazasi lehet6ségeknek semmi sem szabhat hatart.
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