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ELOSZO

A jegyzet a Magyar fels6oktatas MsC képzésében résztvevd, Vidékfejlesztési és
gazdasagi agrarmémoki szakos hallgatok szamara késziilt a TAMOP-4.1.2.A/1-11/1-2011-
0029 sz. ,,A Vidékfejlesztési és gazdasagi agrarmérndki mesterképzési szakok és a feltétellel
belépdk felzarkoztatasa, esettanulméanyokon alapuld, gyakorlatorientalt, modul rendszerii
tananyaganak fejlesztése, kiilonos tekintettel az informatikai eszk6zok alkalmazasara™ cimi
péalyazat keretében. A pélyazatban vallaltak alapjan gazdasagmatematika' és statisztika
témakorben egy elméleti €és egy gyakorlati jegyet késziilt el.

Az elméleti részben szem el6tt tartottuk azt a tényt, hogy nem matematikusok
képezéséhez kell igazitani az ismeretanyagot. Célunk az volt, hogy a hallgatokat
megismertessiik azokkal a fobb matematikai alapeszkozokkel, amelyek a mezdgazdasagi,
kozgazdasagi, természettudomanyi, valamint informatikai tantargyak tanulmanyozasahoz
nélkiilozhetetlenek. Ennek érdekében arra torekedtiink, hogy a lehetd legegyszeriibben,
szemléletes modon jussunk el az alkalmazhat6 matematikai modszerekhez,
valamint, hogy a matematikai ismereteket - ahol csak erre lehetdségiink volt - bizonyitasok
nélkiil, a legalapvetobb fogalmakat példdkkal aldtdmasztva hozzuk kozelebb az
Olvasohoz, ¢és alapot teremtsiink arra, hogy sor keriilhessen majd alkalmazasi
lehetéségekre egy kiilon gyakorlati jegyzetben. Az elméleti ismeretek gyakorlati
kapcsolodasaként — emlithetjik meg a termelési tényezOk  rendszerezését, a
tényezOkapcsolatok fliggvényekkel torténd feltarasanak lehetdségét, valamint a kiilonb6z6
gazdasagi becsléseket €s a pénziigyi miiveletek hozadékainak szamitasat, illetve a gazdasagi
¢s egyéb informaciok statisztikai eszkdzokkel torténd feldolgozasat, elemzését.

A jegyzet keretei kozott nem torekedtiink teljes elméleti felépitésre. A
kozépiskolai matematikai fogalmakat kozvetleniil hasznaltuk és fejlesztettiik tovabb,
egyszerill példdkon keresztiil megprobaltuk értelmezni a definiciokat, tételeket. Tudatdban
vagyunk annak, hogy célkitizéseinket nem minden tekintetben sikeriilt maradék
nélkiill megvaldsitani. Ha azonban elébbre tudtunk Iépni a matematika mezdgazdasagi
és gazdasagi, természettudomanyi alkalmazdsa komplexebb ismeretanyaganak
kidolgozéasaban ¢és a kiilonbozo teriileteken tanuld hallgatokat kozelebb hozhattuk a
matematikahoz, akkor faradtsagunk mar nem volt hiabavalo.

a Szerzok

" A jegyzet matematikai fejezetei nagyban tamaszkodnak a Biré és Vincze (2000) konyvének anyagara.
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1. HALMAZELMELET ES SZAMHALMAZOK

A természetben lejatszodd események, jelenségek kolcsonhatasban allnak
egymassal. A kapcsolatok leirasa, vizsgalata ¢és gyakorlati alkalmazésa a
mindennapi nyelv segitségével a legtobb esetben igen nehézkes, sOt idOnként
kivitelezhetetlen. Igy kialakult egy sajatos nyelv, amely megkdnnyiti a dolgunkat. E nyelv
alapeleme a fiiggvény, amely igen  jelentds szerepet  jatszik a
gazdasagi és az ¢élet egyéb teriiletein, a mezdgazdasagi és ipari termelésben, valamint a
kutatasban is. A fiiggvény altalanos fogalmahoz sziikségiink van a halmaz fogalmanak
ismeretére, valamint meg kell ismerkedniink néhdny, a halmazokhoz kapcsolédo
szakirodalmi fogalommal is (Rimén, 1992; Csernyak, 1998).

1.1 A halmaz fogalma, jelolések

A halmaz fogalmét a matematikdban nem definialjuk, tulajdonsagaival koriilirt
alapfogalomnak tekintjiik. A halmaz bizonyos jol meghatarozott, kiilonb6zo
objektumoknak az Osszességét jelenti. A halmazokat altalaban latin nagybetiikkel
(H.K,L,...), elemeit pedig latin kisbetiikkel (h.k,L,...) jeloljiik.

A halmazt alkoté objektumok a halmaz elemei, az clem fogalmat is
alapfogalomnak tekintjiik. Egy halmazban annak mindegyik eleme csak egyszer fordul
elo, és az elemek sorrendje tetszoleges. Egy halmaz akkor tekintheté adottnak, ha
minden elemrdl egyértelmiien el tudjuk donteni, hogy benne van-e az adott halmazban
vagy sem.

A halmaz megaddsa az elemeinek megadésat jelenti, amely torténhet a halmaz
elemeinek felsorolasaval, vagy a halmaz elemeire jellemz6 kozos tulajdonsag megadasaval.
Létezik olyan halmaz is, amelynek egyetlen eleme sincs. Az ilyen halmazt jires
halmaznak nevezziik és @-val jeloljik. Ha egy halmaznak véges sok eleme van,
akkor véges halmazrol, ellenkezd esetben végtelen halmazrol beszéliink.

Definicio. Két halmaz egyenld, ha ugyanazokbol az elemekbdl all. A H és K
halmazok egyenldségére a H = K jelolést, ennek tagadasara a H # K jelolést hasznaljuk.

1.2 Részhalmaz, hatvanyhalmaz

Definicié. A H halmaz a K halmaz részhalmaza, ha a H minden eleme benne van a
K halmazban. Ennek jelolése: H € K. Azt is mondhatjuk, hogy a “H benne van a K-
ban”, vagy “K tartalmazza H-t”. Ez szimbdlumokkal a kovetkezdképpen fejezhetd ki: Vh
€ H=> h € K. Ha a H halmaz a K halmaznak részhalmaza, de H # K, akkor a H valédi
részhalmaza a K-nak. Ennek jel6lése: H < K.

Megjegyzés. A <, C a tartalmazas, illetve a wvaldédi tartalmazas jele; ezek
tagadasa: %,Z. A részhalmaz definicigja alapjan az {res halmaz része
minden halmaznak, és minden halmaz része Onmaganak: @ € H, H € H. Ez
azt jelenti, hogy barmely nemiires halmaznak van legalabb két részhalmaza.
Ezeket a részhalmazokat trividlis részhalmazoknak nevezzik.

Tétel. A H és K halmazok pontosan akkor egyenlok, ha H € K és K € H tartalmazas
egyidejlleg fennall.



Definicio. Egy adott H halmaz 06sszes részhalmazainak halmazat a H
hatvanyhalmazdanak nevezzik. Jele: P(H), vagy 2".

Tétel. Ha egy H halmaznak n darab eleme van, akkor a P(H) halmaznak 2" eleme van.
1.3 Halmazok szemléltetése

A halmazok szemléltetésére gyakran hasznalunk 4brékat, ezeket a halmazokat a
sik bizonyos tartomanyaival (pl. korlapokkal, téglalapokkal,...) jelenithetjik meg.
Ezeket az abrakat Venn-diagramoknak nevezzik (1. abra).

-~ e

s / \ TN

| K|

S \ / i

e g

1. dbra: Az U alaphalmaz, illetve a H és K halmazok Venn-diagramja
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy a szoban forgé H, K,... halmazok egy
adott U halmaznak a részhalmazai. Az ilyen U halmazt alaphalmaznak
(univerzumnak) hivjuk. Az U alaphalmazt altalaban téglalappal, a H, K....
részhalmazokat pedig valamilyen zart gorbével hatarolt tartoméannyal dbrazoljuk. A
késObbiek sordn a szemléltetés megkonnyitheti a halmazokra vonatkozé Osszefliggések
igazolasat.

1.4 Miiveletek halmazokkal

Tekintsiik az U alaphalmazt, illetve a H és K halmazokat, amelyekre teljesiil, hogy:
H,Kc U.

Definicio. Két (vagy tobb) halmaz unidja (egyesitése) azoknak az elemeknek a
halmaza, melyek a megadott halmazok koziil legalabb az egyikben benne vannak (2. dbra).

Jele: U, szimbdolumokkal: HU K = {x € U |[x € H vagy x € K}.

L.'

2. abra: A H és K halmazok unidja
Forras: Biré és Vincze (2000)
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Minden H,K,LL € U halmaz esetén az unidoképzésre teljesiilnek a kovetkezd tulajdonsagok:
(1) Hu K =K U H, azaz kommutativ;
(2)HU (KU L)=(HUK)U L, azaz asszociativ;
(3) HU H = H, azaz idempotens;
4 KuU=U;
(5)HU @ =H.
Definicio. Két (vagy tobb) halmaz metszete (k6z0s része) azoknak az elemeknek a

halmaza, melyek a megadott halmazok mindegyikében benne vannak (3. dbra). Jele: N,
szimbolumokkal: HN K= {x € U |x € H és x € K}.

3. abra: A H és K halmazok metszete
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

Definici6. Azt mondjuk, hogy két halmaz diszjunkt, ha metszetiik az iires halmaz.
Az unio- és metszetképzésre V H,K,L € U halmaz esetén teljesiilnek az alabbi allitasok:

(1) HU(HNK) = H, HN(HUK) = H, abszorbciods tulajdonsag;
(2) (HUK)NL = (HNL)U(KNL) és (HNK)UL = (HUL)N(KUL), disztributivitas.

Definicié. A H ¢és K halmaz kiilonbségén a H Osszes olyan elemének halmazat
értjiik, melyek nincsenek benne a K halmazban (4. dbra). Jele: H \ K.

Szimbélumokkal: H\K = {x € H | x ¢ K}.

4. abra: A H és K halmazok kiilonbsége
Forras: Bird és Vincze (2000)

Definicié. A H halmaz alaphalmazra vonatkozo komplementere (kiegészité halmaza)
az U \ H halmaz (5. dbra). Jele: H® vagy H. Szimbdlumokkal: H® ={x€U |x ¢ H}.

11
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5. dbra: A H halmaz komplementere
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

Tetszoleges H,K,LL € U halmazra teljesiilnek a kdvetkezok:
(HU=0,0°=1U;
(2) (K =K;
B)KUK*=U,KNK"=0;
(4) ha K = H, akkor K = H;
(5) ha K € H, akkor H® € K¢;
(6) De Morgan-azonossagok: (KNH)®= K°UH®, (KUH)*= K NH";
(7) H\ K = @ akkor és csak akkor, ha H € K.

1.5 Szamhalmazok

Ebben a részben az egyértelmiség, illetve az egységes jelolés miatt a szakirodalommal
Osszhangban tekintsiik at a szdmfogalom felépitését (Szendrei, 1996).

1.5.1 A természetes szamok halmaza

Definicio. Az N = {1,2,3,4,5,6,...} halmazt a természetes szamok halmazanak
nevezzik. Ebben a halmazban két miveletet értelmeziink, az Osszeadas és a szorzas
muveletét:

Vnm € Neseténn+ meE€ Nésn -m € N.
1.5.2 Az egész szamok halmaza
Definicio. A Z = {... ,—/3,—2,—1,0,1,2,3,...} halmazt az egész szamok halmazanak
nevezzik. Ebben a halmazban harom miuiveletet értelmeziink: az 6sszeadas, a kivonas és

a szorzas muveletét.

Vx,yEZesettnXx +y€Z,x—~y€EZésx y€EL.

Megjegyzés. Lathatd, hogy ebben a halmazban mar az dsszeadas inverz mivelete, a
kivonas is elvégezhetd, valamint az, hogy N € Z.

12



1.5.3 A racionalis szamok halmaza

Definicié. A Q = {E
q

p.q€’l,q# O} halmazt a raciondlis szamok halmazanak nevezziik. A

B kifejezést kozonséges tortnek mondjuk, melynek p a szamlalédja, q a nevezéje. Ebben a
q

halmazban négy miiveletet értelmeziink: az Osszeadas, a kivonas, a szorzas €s az osztas
miuveletét.

VX,yEQesetbnx+y€EQ,x—yEQ, X yEQEs iEQ(y;«r&O).
y

Megjegyzés.

(1) Lathato, hogy ebben a halmazban mar a szorzas inverz miivelete, az osztds is
elvégezhetd (kivéve a 0-val vald osztast), valamint az, hogy NCZcQ.

(2) A raciondlis szam tizedes tort alakja vagy véges, vagy szakaszosan ismétlddod
végtelen tizedes tort.

Tétel.

(1) Barmely véges vagy szakaszosan ismétlodd végtelen tizedes tort fel irhatd két
egész szdm hanyadosaként.

(2) Minden racionalis szam felirhatd véges vagy szakaszosan ismétlodé végtelen
tizedes tort alakban.
1.5.4 A val6s szamok halmaza
Definicio. Az olyan szdmokat, amelyek tizedes tort kifejezése végtelen, de nem
szakaszosan 1smétlddo, irraciondlis szamoknak mondjuk.

Definicié. A racionalis és az irraciondlis szdmok halmazanak unidjat a valdés szamok
halmazanak nevezziik ¢s R-rel jeloljik.

Megjegyzés. A valos szamok abrazolhatok szamegyenesen (6. abra).

¥

=1 0 1 g

l |
T T
2 3w

=1

6. dbra: A valds szamegyenes
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

A valds szamok halmazaban elvégezhetdk az alapmiiveletek:
(1) vx,y € Reseténx +y € R,
(2) Vx,y E Resetén x —y E R,
(3) vx,y E Reseténx -y ER,

(4) Vx,y € R, y#0 esetén XeR.
y
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Az Osszeadas és a szorzas tulajdonsagai:
() x+ty=y+xéx-y=y: x Vx,y €R, azaz kommutativ,

QDQx+y)+tz=x+(y+tz)éesx-'y) z=x" "(y" z) VXxy,z€ R, azaz
asszociativ,

B)xx+y)-z=x-z+y- -z Vxy,z€R, azaz disztributiv,
(4) 30 € Rugy, hogy x + 0 =x V x € R, (létezik a nulla elem),
(531 e Rugy, hogy 1 - x=x V x € R, (Iétezik az egységelem),

(6) Vx € R esetén Iy € R ugy, hogy x+y = 0 (ezt az y elemet nevezziik az x elem
negativjanak, amelyrdl igazolhat6, hogy egyértelmi és y=-x),

(7)VO = x€Resetén 3y € Rugy, hogyy - x=1

(ezt az elemet nevezziik az x elem reciprokanak, amelyrdl igazolhatd, hogy

egyértelmii és y=l vagyis y=x").
X

Definicio.
(1) A H < R halmaz feliilrol korldtos, ha 31 € R gy, hogy az 1 elem minden H-beli
elemnél nagyobb egyenld.

(2) A H c R halmaz alulrdl korldtos, ha 3k € R ugy, hogy a k elem minden H-beli
elemnél kisebb egyenld.

(3) Ha egy halmaz alulr6l és feliilrdl is korlatos, akkor korldatosnak nevezziik.
Definicio.

(I)Ha a H < R halmaz feliilr6l korlatos, akkor a H felsd korlatainak legkisebbikét
pontos felsé korlatnak (idegen szoval supremumnak) nevezziik. Masként
fogalmazva a pontos fels6 korlat az, amely minden felsé korlatnal kisebb egyenld.
Jele: sup H.

(2)Ha a H < R halmaz alulrél korlatos, akkor a H als6 korlatainak
legnagyobbikat pontos also korlatnak (idegen szoval infimumnak) nevezziik.
Masként fogalmazva a pontos also korlat az, amely minden alsé korlatnal nagyobb
egyenld. Jele: inf H.

Megjegyzés. A valdés szamok halmazanak fontos tulajdonsaga, hogy benne minden
feliilr6l korlatos halmaznak van pontos felsé korlatja és minden alulr6l korlatos
halmaznak van pontos alsé korlatja.

Definicio.

(1) Ha a H felilrdl korlatos halmaznak van H-beli felsé korlatja, akkor ezt a H
maximumanak mondjuk. Jele: max H.

(2)Ha a H alulrol korlatos halmaznak van H-beli alsé korlatja, akkor ezt a H
minimumdanak mondjuk. Jele: min H.
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Megjegyzés.

(1) Egy H halmaz maximuma pontosan akkor létezik, ha a H halmaz supremuma a
H halmazban van, és ekkor sup H = max H.

(2) Egy H halmaz minimuma pontosan akkor 1étezik, ha a H halmaz infimuma a H
halmazban van, és ekkor inf H = min H.

Megjegyzés.
(1) Minden valés szamnal van nagyobb természetes szam.

(2) A racionalis szamok a szamegyenesen mindeniitt siirtin helyezkednek el. Azaz
barmely két kiilonb6z6 valds szam kozott van racionalis szam.

Definicio. Az I < R halmazt intervallumnak nevezzikk, ha V x,y € 1
¢s x < z < y esetén z € I, azaz barmely két elemével egyiitt a koztiik

1évo elemeket is tartalmazza. Ha I = {x}, akkor I-t elfajult intervallumnak
mondjuk.
Jelolések.

(1) [a,b] ={x € R|a<x <b},

) [a,b[={x € R|a<x <b},

3)]a,b] ={x € Rla<x <b},

@ ]a,b[={x € R|la<x <b}.

Definicié. Az Ry:= R U {—o0,+0} halmazt a valds szamok kibdvitett halmazinak
nevezziik. Ebben a halmazban -co < +oo és minden x € R-re teljesiil, hogy -0 <x < o0.

Megjegyzés. Az R" halmaz a pozitiv valos szamokat tartalmazza, azaz
R" = {x €eR|x>0)}.

Definicié. Legyen x € R. Ekkor

(1
X+ (+90) = 400+ x = 400,
X+ (—0)= —c0o+x= —0
€s
x x
_— —=0’
+o00 —o00

(2) hax> 0, akkor
X+ (+0) =(+0) - x = 40
X - (—OO) = (—OO) X = 400

(3) hax <0, akkor

x + (+0) = (+)x = —o0
x + (=) = (=) x = +o0

15



4

(+00) + (+00) = +oo, (+00) - (+00) = +oo,
(=) + (=00) = —oo, (—00) - (—00) = +oo,
—(400) = —oo, (+0) - (—00) = —oo,
—(—00) = +oo, (=) - (+0) = —oo.

Megjegyzés. A —oo ¢és +o0o szimbdlumokkal végzett alabbi miiveleteket nem értelmezziik:

(1) (+0) + (=) (2) (=) + (+)
(3) 0+ (+) (4) 0+ (=)
(5) (+)-0 (6) (=) -0
(7) :—Z (8) t—z
—> —00
O ¥ (1) —

Definicié. Legyen a € R. Ekkor

()]a,+oo[ = {x|x €Résx > a},

]
2) [a,+o[= {x|x €ERésx = a},
3)]—,al = {x|x ERésx <a,}
(4)]—o0,al = {x|x ERésx < a},
1.6. Ellen6rzé kérdések
1. Mit értiink halmazon?
2. Hogyan adhatunk meg egy halmazt?
3. Mikor mondjuk, hogy két halmaz egyenl6?
4. Legyen a H és K tetszéleges két halmaz. Mikor mondjuk, hogy a H halmaz
részhalmaza a K halmaznak?
5. Mit értiink trivialis részhalmazokon?
6. Definidlja a hatvanyhalmaz fogalmat.
7. Hogyan szemléltethetjiik a halmazokat?
8. Mit értlink két vagy tobb halmaz egyesitésén €s milyen tulajdonsagokkal rendelkezik?
9. Mit értiink két vagy tobb halmaz metszetén és milyen tulajdonsagokkal rendelkezik?

10. Mit értiink disztibutivitason az egyesités €s metszetképzés szempontjabol?
11. Mikor mondjuk, hogy két vagy tobb halmaz diszjunkt?

12. Adjon meg diszjunkt halmazokat.

13. Mit értiink két halmaz kiilonbségén, milyen tulajdonsagokkal rendelkezik?

14. Definidlja a komplementerhalmaz fogalmat, és adjon meg néhany, a komplementerre
vonatkoz6 tulajdonsagot.

15. Mit mondhatunk egy halmaz komplementerének komplementerérdl?
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16. Igaz-e minden halmazra, hogy (H\K)U (K\H))c HUK ?
17. Milyen kapcsolat van a H és a K halmazok k6zott, ha H\K =@ és H U K = H?
18. Milyen kapcsolat van a H és a K halmazok k6zott, ha H\K =@ és H N K =H?
19. Milyen kapcsolat van a H és a K halmazok k6z6tt, ha H\K =@ ¢s K\ H = @?
20. Venn-diagram segitségével dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok!

a) A\(BNC)=(A\B) U (A\C)

b) (ANB)\ C=(A\C) U (B\C)

21. Mit értiink természetes szdmokon? Milyen miiveleteket végezhetiink a természetes
szamok halmazan?

22. Mit értiink az egész szamokon? Milyen miiveleteket végezhetiink az egész szamok
halmazéan?

23. Definiélja a raciondlis szamok halmazat. Milyen miiveleteket végezhetiink a racionalis
szamok halmazaban?

24. Mik azok az irracionalis szamok?

25. Definidlja a valds szdmok halmazat. Milyen alapmiiveleteket végezhetiink a valos
szamok halmazéan?

26. Adja meg a valos szamok halmazaban értelmezett 6sszeadas €s szorzas tulajdonsagait.

27.Legyen H egy valds részhalmaza a valds szamok halmazanak, Mikor nevezziik a H
halmazt feliilr6l, ill. alulrol korlatosnak?

28. Definidlja a H halmazt (ha a H egy valos részhalmaza a valos szdmok halmazénak)
pontos also, ill. pontos felsé korlatjat.

29. Mit értiink egy H feliilrdl korlatos halmaz maximuman?

30. Mit értiink egy H alulrél korlatos halmaz minimuman?

31. Adja meg az intervallum fogalmat.

32. Hogyan kell intervallumot megrajzolni, majd szamhalmaz formaval megadni?
33. Dontse el az alabbi allitasokrol, hogy igaz vagy hamis-e?

a) Barmely szakaszosan ismétlodd végtelen tizedes tort felirhatd két egész szdm
hanyadosadként.

b) A raciondlis szdmok végtelen tizedes tort alakban irhatok fel.

c¢) Ha a H (cR) alulr6l korlatos halmaz, akkor als6 korlatainak legkisebbikeét
pontos alsé korlatnak nevezziik.

d) Egy H halmaz maximuma pontosan akkor 1étezik, ha a H halmaz pontos
fels6 korlatja a H halmazban van és ekkor supH=maxH.

e) Minden valds szamnal van nagyobb természetes szam.
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2. RELACIOK ES FUGGVENYEK

Mind a hétkéznapi, mind a tudomanyos ¢letben gyakran el6fordul, hogy
bizonyos halmazok elemei kozott kapcesolat figyelhetd meg. A kapcsolat fogalménak
matematikai leirdsa a relacio.

Legyen az h, k két tetsz6leges elem. Ha ezek koziil az egyiket, mondjuk a h-t elsének,
a k-t masodiknak kijeloljiik, akkor remdezett elempdarrol beszélink, és ezt (h,k)-val
jeloljik. A rendezett elemparok kozott az egyenldséget a kdvetkezdképpen értelmezziik:
(h,k)=(m) h=1¢és k=m.

2.1. A Descartes-szorzat, a relaciéo fogalma

Definicié. Legyenek H, K nemiires halmazok. H és K Descartes szorzatdn a rendezett
elempérokbol allo6 HxK = {(h,k)|h e H,k e K} halmazt értjiik. Szemléletesen a 7.
abran mutatja be a Descartes-szorzatot.

—— L __
I I I
I I I
I I I
I I I I
—_——— 4 b — - —
I I I I
I I I
I I I
I I I
S - S-S

|
|
1
|
+
|
1
|
|
e e P A R i e S =
1
|

7. abra: H és K halmazok Descartes-szorzata
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

Definici6. Legyenek adottak a H, Hy, ..., Hy, (n > 2) nemiires halmazok. A H;, Ha,
..., H, halmazok Descartes-szorzata a

H; x Hy x -+ x Hy={ (hy, ha, ..., hy)lh; € Hy, hy € Ha, ..., hy € Hy | halmaz,
ahol a (hy, ha, ..., hy)-t rendezett szam n-esnek nevezziik.
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Megjegyzés.

(1) Az R x R = R? halmazt kétdimenzids térnek (siknak), az RxRxR=R> halmazt
pedig haromdimenzios térnek nevezzik.

(2) A valos szamokat ugy szemléltethetjiik, hogy a valdés szamok halmaza és a
szamegyenes kozott kdlecsondsen egyértelmli hozzarendelést 1étesitiink. Szamparok
esetén a derékszdgli koordinata-rendszer segitségével a sik pontjai és az R* halmaz
elemei kozott 1étesithetd kapcsolat. Hasonldan értelmezhetd a haromdimenzids tér
pontjai és az R® kdzott is kapcsolat.

Definicio. A H és a K halmazok kozotti HxK Descartes-féle szorzatanak barmely p

részhalmazat a H és a K halmazok kozotti reldacionak nevezziik. (A H és a K sorrendje
fontos!)

Megjegyzés.

(1) Azt a tényt, hogy (h, k) €p, igy fejezhetjiik ki: “a h elem p relacidoban van a k
elemmel”.

(2) Az (h,k) €p jelolés mellett hasznalatosak még a kdvetkezd jeldlések is: hpk, p (hk),
p hk.

(3) A reléaciot ugy szemléltethetjiik, hogy a HxK Descartes-féle szorzat adbrajan a p
elemeit jel6ld pontokat megjeldljiik.

(4) A H halmazt targyhalmaznak, a K halmazt képhalmaznak nevezziik.
2.2. A relacio értelmezési tartomanya, értékkészlete, inverze, az dsszetett relacio

Definicié. A p reldacio értelmezési tartomdanya azon h (€ H) elemeknek a halmaza,
amelyekhez van olyan k (€ K), hogy (h, k) € o, azaz

D, = {heH|3keK:(h,k)ep } S H.
Definicio. A p relacio értékkészlete azoknak a k (€ K) elemeknek a halmaza,
amelyekhez van olyan h (€ H), hogy (h, k) € p, azaz

R = {keK|3heH:(h,k)ep } S K.
Definicié. A p relacié inverzén azt a p '-gyel jeldlt relaciot értjikk, amelyet a
kovetkezOképpen definialunk:

p' = {(kh)thk) Ep} S K xH.
Definicio. Legyen p € HxK és p’ © KxL adott relacio. A beldliik képzett dsszetett
relacio:
p' °ep={(hl)eHxL|3IkeK:hk)e p és(kl)E p’'}.

A p'" o p aHés L elemei kozotti relacio.
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2.3. A fiiggvény fogalma

Definici6. Legyenek X, Y nemiires halmazok. Azf <& XXY relaciot fiiggvénynek
nevezzik, ha (x, y) € fés (X, z) € fesetén y = z (azaz, ha az frelacié egyértelmit).
Megjegyzés.
(1) Egy X-beli elemhez legfeljebb egy Y -beli elem tartozhat. Ebben az esetben az
egyértelmli y elemet f(x)-szel jeloljik, és az “f fiiggvény x-beli értéké”’-nek
mondjuk.

(2) Mivel minden fiiggvény egy relacid, igy a figgvény értelmezési
tartomanyanak ¢és értékkészletének definicidja megegyezik a relaciod
értelmezési tartomanyaval és értékkészletével, ugyanaz a jeldlése is, mint a
relaciok esetében.

(3) Ha az f értelmezési tartomanya az X halmaz, akkor az £ € XxY jelolés helyett
az f: X — Y jelolést hasznaljuk. Ha az f értékkészlete az Y halmaz, akkor azt
mondjuk, hogy az f fiiggvény Y -ra képezo.

Definicio. Legyen f: X — Y fiiggvény, H € K, K € Y. A H halmaz f szerinti képe
f(H) = {yeY|axeH:f(x)=y}.

A K halmaz f szerinti 6sképe f'(K) = {x€X] f(x) € K}.

Definicié. Az f figgvény invertalhato, ha az f—1 relacié is fiiggvény. Ekkor f'-et az f
fliggvény inverz fiiggvényének nevezzik.

Definicio. Legyen f: X — Y fiiggvény. Ha V y € Y elemre f'(y) legfeljebb egy X-
beli elemet tartalmaz, akkor az f-et kélcsondsen egyértelmii leképezésnek nevezzik
X-r6l Y-ba. Ezt masképpen kifejezve: f kdlcsondsen egyértelmii leképezése X-nek Y-
ba, ha f(x;) = f(x,), valahdnyszor x; # x; és x;, X € X.

Megjegyzés. Csak a kolcsonosen egyértelmii leképezéseknek van inverze.

Definicié. Legyenek X, Y, Z adott nemiires halmazok gy, hogy X € Y, ¢s legyen
f: Y — Z adott fliggvény. Legyen g: X — Z olyan fliggvény, melyre f(x) = g(x)
minden x € X esetén. Ekkor g-t az f X-re vonatkozo lesziikitésének mondjuk.

Definicié. Adott f, g fliggvények esetén a g o f kompoziciot dsszetett fliggvénynek
mondjuk. Ha f: X - Y, g: Y — Z, akkorh=g - f: X — Z fliggvény, melyre h(x)

= (g ° H(x) = g(f(x)).
2.4. Halmazok szamossaga

Definicio. A H ¢és K halmaz egyenlé szamossdagu, ha van olyan f: H — K invertalhato
fliggvény, melynek értékkészlete a K halmaz. Jele: H ~ K, amit ugy olvasunk, hogy H
ekvivalens K-val.

Definicié. Azt mondjuk, hogy a H véges halmaz, ha vagy lires halmaz, vagy van
olyan n pozitiv egész, hogy H ekvivalens az {1, 2, 3, 4 ,..., n} halmazzal. Az utébbi
esetben azt mondjuk, hogy a H halmaz n elemi, vagy azt, hogy a H halmaz elemeinek
szama n.
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Definicio.
(1) Azt mondjuk, hogy a H halmaz végtelen, ha nem véges.

(2) A H halmaz megszamldlhatoan végtelen, ha ekvivalens a természetes szamok
halmazaval.

(3) Azt mondjuk, hogy a H halmaz megszamldalhato, ha véges vagy
megszamlalhatdéan végtelen.

Tétel. Egy halmaz akkor és csak akkor végtelen szamossagu, ha ekvivalens valamelyik
valodi részhalmazaval.

Definici6. Azt mondjuk, hogy a H halmaz szdmossaga kisebb vagy egyenld, mint a K
halmaz szamossaga, ha van olyan részhalmaza a K-nak, amely egyenlé szdmossagu az
H-val. A H halmaz szamossaga kisebb, mint a K halmaz szdmossaga, ha a szamossaga
kisebb egyenld, de nem egyenld K szamossagaval.

2.5. Ellenorzo kérdések

Adja meg a rendezett par fogalmat.

Mit értiink a H és K nemiires halmazok Descartes szorzatan?

Hogyan szemléltethetjiik a Descartes szorzatot?

Mit ért rendezett szdm n-esen?

Definialja a relacié fogalmat!

Mit értiink a relacid értelmezési tartomanyan, értékkészletén és inverzén?
Adja meg az Osszetett relaciod fogalmat.

Mi a fiiggvény, és hogyan lehet megadni egy fliggvényt?

W0k Wwh =

Mit értiink egy fliggvény értelmezési tartoméanyan és értékkészletén?
. Definidlja a kdlcsonosen egyértelmii leképezés fogalmat.

—_
— O

. Mit értiink a fliggvény inverzén?

—
[\

. Mikor mondjuk, hogy két halmaz egyenld szamossagu?

—
W

. Mikor mondjuk, hogy a H halmaz véges halmaz?

—
AN

. Mikor mondjuk, hogy a H halmaz végtelen halmaz?

—
9

. Adja meg, hogy a H halmazt mikor nevezziik megszamlalhatatlanul végtelennek,
ill. megszamlalhatonak?
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3. EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK

A figgvény fogalméanak nemcsak a matematikdban van kiemelked6 szerepe, de
nélkiilozhetetlen a gazdasagi ¢let és a természet folyamatainak leirasaban, az ipari és
mezogazdasagi tervezésben egyarant. Ha sikeriil ugyanis azt megallapitani, hogy bizonyos
mennyiségek adott értékeinél mas tolik fiiggd mennyiségek milyen értéket vesznek fel,
vagy bizonyos mennyiségek megvaltozasadra mas mennyiségek hogyan reagalnak, akkor ez
segitséget jelenthet az adott teriilet szakemberei szdmara. A  felismert
torvényszertiségeket a szakemberek igyekeznek zart formaban megfogalmazni, és
fiiggvényekkel megadni.

A tervezés, az elemzés vagy a termelés teriiletén gyakran taldlkozhatunk
fliggvényekkel. Ezen fliggvények koziil talan legjelentdsebbek a termelési fiiggvények;
amelyek tobbek kozott arra a kérdésre adnak valaszt, hogy a termelési feltételek
(raforditasok: fold, miitragya, a muveletek elvégzési ideje stb.) hogyan befolyasoljak a
termelés eredményét. A fliggvények felismerését azonban neheziti az a tény, hogy ezek a
fliggvénykapcsolatok gyakran csak tendencia jellegliek, szamos véletlen koriilmény is
befolyasolja dket. Ezekhez a fiiggvényekhez altaldban a regresszio- és korrelacidanalizis
segitségével juthatunk el.

A matematikai médszerek alkalmazasa esetén is nélkiilozhetetlenek a fliggvények
elemzésének fogalmai, eszkozei, a filiggvények jellemzd sajatossagai. Az elézdekben
ismertetésre keriilt a fiiggvény altalanos fogalma. Ebbdl kiindulva tudjuk értelmezni az
egyvaltozos valos fliggvényt.

3.1. Az egyvaltozoés valos fiiggvény fogalma, miiveletek
Definicio. Legyen D € R. Az f: D — R fliggvényt egyvdltozos valos fiiggvénynek
nevezziik.

Megjegyzés. Az egyvaltozos valos fliggvények szemléltetésére Descartes-féle derékszogi
koordinatarendszert haszndlunk, melyben az (x, f(x)) szdmparokat abrazolva kapjuk
meg az f fliggvény grafikonjat.

Definicio. Legyen D € R, f,g: D — R adott fliggvények, c € R. Ekkorac-f, f+ g,
f—g fg £ fliggvényeket az f c-szeresének, f €s g Osszegének, kiilonbségének,
g

szorzatanak, illetve hanyadosanak nevezziik, és a kovetkezdképpen értelmezziik:

(1) (c-H(x) = c-f(x),

) (f+ g)(x) = f(x) + g(x),

) (f-2)(x) = f(x) — g(x),

4 (f-2)x) = f(x)- g(x)

f
®)) (—] x)= % , feltéve, hogy g(x) # 0 minden x € D esetén.
g g(X
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3.2. Az egyvaltozos valos fiiggvény zérushelye
Definicié. Legyen D € R, f: D — R adott fiiggvény. Az xo € D pontot az f
fliggvény zérushelyének nevezziik, ha f(x¢) = 0.

A zérushely geometriai jelentése. A fliggvény zérushelyét a fliiggvény grafikonja és
az x tengely metszéspontja adja (8. dbra).

8. abra: A zérushely geometriai jelentése
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

Definicié. Az f(x) =a, - X"+ an; - X" ' + ... +a; - x + agalaka fliggvényt n-ed foku
raciondlis egész fliggvénynek vagy n-ed fokl polinomfiiggvénynek vagy egyszeriien csak n-
ed foku polinomnak (réviden polinomnak) nevezziik, ahol az a; (i = 0, 1, ..., n)
egylitthatok valos szamok és a, # 0.

Tétel. Az R R, f(x) =an - X"+ an; - X ' + ...+ a; - X + ag polinomnak (ao,
a, as,..., a, adott valds szamok és a, # 0) legfeljebb n szamu zérushelye lehet.

Megjegyzés. Ezt roviden Uigy is mondjuk, hogy egy n-edfoku polinomnak legfeljebb n
valés gyoke van.

A p polinom adott x = X helyen vett helyettesitési értékének meghatarozasara a Horner-
elrendezést hasznalhatjuk. A Horner-elrendezés a

p(x) =a, - X"+ a, X"+ +a cx+ag=
=(C((apx +ap-1)x +a,2)x + -+ +a;)x+ ap

polinom o helyen vett helyettesitési értékének (€s igy a zérushelyének, azaz a
p(a)=0 egyenlet valos gyokének) meghatarozasara szolgal. A felhasznalando
adatokat az alabbi mdodon rendezziik tablazatba:

1. tablazat: A Horner-elrendezés tablazatos formaja

ay ayu-1 a2 apo

o | an an” o+ an (@n- ot apgy - o+ ano p(a)
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

Az 1. tablazatot nevezziik Horner-féle tablazatnak. Az els6 soraban p egyiitthatoi
allnak (csokkend hatvanyok szerinti sorrendben), a masodik sor elemeit pedig ugy kapjuk,
hogy a bal oldali szomszédos elem a-szorosdhoz hozzaadjuk az éppen kérdéses rovat
folotti egyiitthatdt. Az ap ala éppen a p(a), az a helyen felvett helyettesitési érték
keriil. Ha p(a) = 0, akkor a zérushelye a p-nek. A Horner-elrendezés gyok behatarolasara
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is alkalmas, mert ha p(x;) > 0 és p(x2) < 0, vagy p(x1) < 0 és p(x2) > 0, akkor x; és x;
kozott legalabb egy gyok van.

Tétel. Haoazf: R —> R, f(x) =a, - X" +a,1 - X" ' +...+a; - x +ao, (a, a;, az, ...,
a, valds szamok és a, #0) polinomnak zérushelye, akkor az f mindig felirhaté a
kovetkezd alakban:

f(x)=x—a) - g(x) vV x €ER,
aholg: R — R, g(x) =b,1 - x4 b; - X + by, (bo,b1,ba,...,by—1 valds szamok,
by-1#0). Az (x — o) szorzot gydktényezonek nevezziik.
Megjegyzés. Azaz f mindig oszthatdo az (x—a) gyoktényezdvel, sét az osztast €ppugy
végezhetjiik, mint a valés szdmok korében.
Tétel. Haaz f: R > R, f(x) =a, - X" +an; - X" ' + ... +a; - X + ag, (ag, a1, a2,
..., &y valos szamok ¢s a,, #0) polinom f(x) = (x — OL)k - g(x) (k € N) alakban irhat6
fel és g(a) = 0, akkor az “a” szam k-szoros zérushelye az f polinomnak.

A p polinom zérushelyét kereshetjiik egy kozelitdé mddszer segitségével is, az intervallum
felezés modszerével, vagy roviden felezé modszerrel.

Tekintsiik az f: R — R polinomot, és az x;, X, € R, x; < x, pontokat. Amennyiben
f(x)) és f(x,) ellentétes eldjeliiek, az azt jelenti, hogy x; és x, kozott a fiiggvénynek

X, +X,

biztosan van legalabb egy zérushelye. Vegyiik az x, = pontot (X3 az [Xi, Xz]

intervallum felez6pontja), és vizsgdljuk meg az f(x;) el6jelét, majd vegylk az x;
ponthoz x; ¢és x, koziil azt a pontot, amelyre a fliggvényérték ellentétes eldjelii lesz az
f(x3)-mal. gy Gj intervallumot kapunk ([x;, x3] vagy [Xs, X»]), ennek vesszik a
felezOpontjat. Az eljarast tovabb folytatva a fliggvény zérushelyét tetszéleges pontossaggal
kozelithetjiik meg.

3.3. Korlatossag, monotonitas, szélséérték

Definici6. Legyen D € R, f: D — R adott fliggvény.

(1) Az f fliggvényt alulrol korlatosnak nevezziikk, ha értékkészlete alulrél
korlatos halmaz, azaz 1étezik k € R ugy, hogy k < f(x) minden x € D esetén.

(2)A g fliggvényt feliilrol korlatosnak nevezziik, ha értékkészlete feliilrél korlatos
halmaz, azaz 1étezik 1 € R ugy, hogy g(x) <1 minden x € D esetén.

(3) Ha a h fiiggvény alulrol és feliilrdl is korlatos, akkor korldatos fiiggvénynek
nevezzik.

Definicio. Legyen D € R, f: D — R adott fliggvény.

(1) Az f fiiggvény monoton névekvd, ha Vx;, x, € D : x; < X, esetén
f(X]) < f(Xz).
(2) Az f fiiggvény szigoriian monoton névekvd, ha Vx,, x; € D: x; < x; esetén
f(X]) < f(Xz).
(3) Az f fiiggvény monoton csokkend, ha Vx,, x, € D : x; < x; esetén
f(Xl) = f(Xz)
(4) Az f fiiggvény szigoriian monoton csokkend, ha Vx;,x, € D : x| <X, esetén
f(X]) > f(Xz).
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Definicié. Az xo € R pont egy 6 > 0 sugaru kérnyezetén az |xo — 0,X9 + o[ nyilt
intervallumot értjiilk. Matematikai jeldléssel: G (x9,0) = {X ER | x — 0 <x <x + 5}.

Definici6. Minden xy € R esetén azon x € R szdmok halmazat, melyre x > x¢, a +o©
egy kornyezetének nevezzik és xo,+oo[-nel jeldljiik.

Megjegyzés: Hasonloan értelmezzilk a —oo egy kormyezetét is, amit ]—oo,Xo[-lal
jeloliink.

Definicié. Legyen D € R, f: D — R adott fliggvény ¢és xo € D. Az f figgvénynek
az xo pontban

(1) abszolut minimuma (globalis minimuma) van, ha f(xo) < f(x) minden x € D
esetén,

(2) abszolut maximuma (globalis maximuma) van, ha f(x¢) > f(x) minden x € D
esetén,

(3) abszolut szélsoeértéke (globalis szélséértéke) van, ha ott abszoliit minimuma
vagy abszolut maximuma van,

(4) helyi minimuma (lokalis minimuma) van, ha Iétezik olyan 6 > 0, amelyre
fennall, hogy f(x¢) < f(x) minden x € ]x¢ — 3,Xp + o[ N D esetén,

(5) helyi maximuma (lokalis maximuma) van, ha létezik olyan 6 > 0, amelyre
fennall, hogy f(x¢) > f(x) minden x € ]x¢ — 3,Xp + o[ N D esetén,

(6) helyi szélsoeértéke (lokalis szélséértéke) van, ha ott helyi minimuma vagy
helyi maximuma van.

Megjegyzés. Ha az f fliggvénynek az x¢-ban szélséértéke van, akkor az x(-t
szélsoértékhelynek nevezzik.

3.4. Konvex és konkav fiiggvények, inflexios pont

Definicio. Legyen D € R, f: D — R adott fliggvény, a,b € D és a <b.
(1) Azt mondjuk, hogy az f fliggvény konvex az [a,b]-n, ha minden x;,x; € [a,b] és
minden A € [0,1] esetén
fA-x1+(1—2A) - x2)<A-f(x))+(1—2A) - f(x2),

azaz ha minden x;,x, € [a,b] esetén a P(x;,f(x1)) és Pi(xz,f(x2)) pontokat
0sszekotd har a fliggvénygorbe f6lott halad.

(2) Azt mondjuk, hogy a g fiiggvény konkdv az [a,b]-n, ha minden x;,x, € [a,b] és
minden A € [0,1] esetén
gh - xi+ (1= x2) =k gx) +(1-2) - g(xa),

azaz ha minden x;,x, € [a,b] esetén a Pi(x;,g2(x1)) és Pa(x2,2(x2)) pontokat
0sszekotd hur a fiiggvénygorbe alatt halad.

Definicié. Legyen D € R, f: D — R adott fiiggvény, xo € D. Az x¢ az f fiiggvény
inflexios pontja, ha 1étezik 6 > 0 ugy, hogy az ]x¢o — 9,X¢] intervallumon az f
fliggvény konvex, az [x¢,Xo + O[ intervallumon pedig konkav, vagy pedig az f fiiggvény
konkav az ]x¢ — §,X¢] intervallumon, az [x¢,x¢ + [ intervallumon pedig konvex.

Megjegyzés. Az inflexios pont a fliggvény olyan pontja, ahol a konvexitas megvaltozik.
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3.5. Paros és paratlan fiiggvények

Definicio. Legyen D € R, f: D — R adott fliggvény.
(1) Azt mondjuk, hogy az f fliggvény pdros, ha minden x € D esetén —x € D ¢és

f(—x) = f(x).
(2) Azt mondjuk, hogy az f fliggvény pdratlan, ha minden x € D esetén —x € D ¢és
f(—x) = —f(x).

Megjegyzés. Konnyen ellendrizhetd, hogy minden olyan f(x) = a, - x" + a1 - x* ' +
..t a; - x+ ap, (ap,a1,a,...,a, valdés szamok ¢és a, = 0) alaka fliiggvény, amely az x-nek
csak paros kitevds hatvanyat tartalmazza, paros fliggvény. Kénnyen ellendrizhetd, hogy

minden olyan f(x) = a, - X" + ap—; - X" + ... + a; - X + ap, (ap,ar,az,...,a, valds

szamok ¢s a, #0) alaka fiiggvény, amely az x-nek csak paratlan kitevds hatvanyat
tartalmazza, paratlan fliggvény.

3.6. Periodikus fiiggvények

Definicio. Legyen D € R, f: D — R adott fiiggvény. Az f fiiggvény periodikus,
ha létezik p € R, p =0 ugy, hogy minden x € D esetén, ha x+p € D akkor
f(x)=f(x+p). Ekkor a p szamot periodusnak nevezzik.

3.7. Az egyvaltozés valos fiiggvények nevezetes osztalyai

I. Algebrai fiiggvények

1. Raciondlis egész fliggvények (polinomok)

2. Racionalis tortfliggvények

3. Irracionalis fiiggvények
II. Transzcendens fiiggvények

1. Exponencialis ¢és logaritmikus fliggvények

2. Trigonometrikus €s arcus fliggvények
III. Egyéb nevezetes fiiggvények

1. Abszolutértek fiiggvény

2. Elgjel- (vagy signum) fiiggvény

3. Egészrész és tortrész fliggvény

3.7.1. Algebrai fiiggvények
Algebrai fliggvényeknek nevezziik az olyan fiiggvényeket, amelyeket a négy alapmiivelet,
a természetes kitevdjli hatvanyozas és a gyOkvonds véges szdmu, egymast kovetd
alkalmazaséaval adhatunk meg.
3.7.1.1. Raciondlis egész fiiggvények

Azokat az algebrai fliggvényeket, amelyek képletében csak a négy alapmuvelet €s az

egész kitevdjli hatvanyozas fordul el6, racionadlis egész fiiggvényeknek nevezzik.
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a.) Konstansfiiggvény. f: R — R, f(x) = c (c € R).
al

flx)=¢

L '

9. dbra: A konstansfiiggvény grafikonja
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

Grafikonja egy x tengellyel parhuzamos egyenes (9. abra). Ez a fliggvény egyszerre
monoton novekvd és csokkend. Minden valdés szam minimum- ¢és maximumbhelye.
Minimuma: ¢, maximuma: c. Az f paros és periodikus filiggvény. A vizsgalt
konstansfliggvény értékkészlete az Ry= {c} egyelemii halmaz.

b.) Els6foku vagy linearis fiiggvény. f: R — R, f(x) = ax + b, ahol a,b € R, a#0.

A fliggvény grafikonja egy egyenes. Az f-nek egy zérushelye van a _b helyen. Az f
a

fliggvény nem korlatos.

v flz)=azx+b, a<0

/{.E'} =aqr+b a=0

/ x o

10. abra: A linearis fiiggvény grafikonja
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

Ha a > 0, akkor a fliggvény szigortan monoton névekvo (/0. dbra). Ha a < 0 (10.
abra), akkor a fiiggvény szigordan monoton csdkkend. Ha a=1 és b=0, akkora az f-et
identikus fliggvénynek nevezziik. Az identikus fiiggvény paratlan. Ha b = 0, akkor f
paratlan, egyébként f se nem paros, se nem pdaratlan. Az f kdlcsondsen egyértelmii
leképezés, igy van inverze. Ertékkészlete az Ry= R halmaz.

c.) Masodfoku fiiggvény f: R — R, f(x) = ax> + bx + c,aholab,ceR,a=0. Az f
fliggvény képe parabola. Zérushelyeinek szama 2; 1 vagy 0 att6l fiiggden, hogy a

b++/b? —4ac

D = b’ — 4ac szam pozitiv, nulla vagy negativ. A zérushelyek a —

2a
szamok. A parabola egyenlete f(x) = a(x - u)? + v alakra hozhaté, ahol u :—23,
a
4ac-b* . , 1 e
V= - A T(u,v) a parabola tengelypontja (/1. abra). Az f nem kdlcsondsen
a

egyeértelmii leképezés, ezért nincs inverze.
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flz)=az® +bx+ec,

LI

T{u:v)

=

f(z)=ax:+br+e |a<0

11. abra: A masodfoku fiiggvény grafikonja
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

1) Ha az a > 0 (/1. abra), akkor az f fliggvény szigordan monoton csokkend
a]—oo,u] intervallumon ¢€s szigortan monoton ndvekedd az [u,oo[ intervallumon.
Az u helyen a fliggvénynek abszolit minimuma van, a minimum értéke f(u) =v. A
fliggvény alulrél korlatos, feliilrél nem. A fiiggvény konvex. Ertékkészlete az Ry =
[v,oo[ halmaz.

i) Ha az a < 0 (/1. dbra), akkor az f szigortan monoton ndévekedd a ]—oo,u]
intervallumon és szigoruan monoton csokkend az [u,co[ intervallumon. Az u
helyen a fiiggvénynek abszolit maximuma van, a maximum értéke f(u) = v. E
figgvény feliilrél korlatos, alulrél nem korlatos. A fiiggvény konkav. Az f
értékkészlete az Ry = ]—oo,v] halmaz.

Az a elgjelétdl fliggetleniil ha b = 0, akkor az f paros fiiggvény, ha b # 0, akkor az f se
nem paros, se nem paratlan fliggvény.

d.) Hatvanyfiiggvény. f: R — R, f(x) = x" (n € N).
E fliggvény sajatossagat az hatdrozza meg, hogy az n paros, vagy paratlan.

(1) Ha az n paratlan (/2. dbra), akkor az f szigorian monoton névekedd fiiggvény. Sem
alulrdl, sem feliilr6l nem korlatos, paratlan fliggvény. Egyetlen zérushelye van, az
x = 0. Sem abszolut, sem lokalis széls6értéke nincs. Az f kolcsondsen
egyértelmii igy van inverze. A fliggvény értékkészlete R¢= R.
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flx) ===,

ha n pdratlan

Y

12. abra: A hatvanyfiiggvény grafikonja, ha n paratlan
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

(i) Ha az n paros (/3. abra), akkor az f fiiggvény a ]—0,0] intervallumon szigorian
monoton csdkkend, a [0,00[ intervallumon szigortan monoton novekedd. Alulrol
korlatos, paros fliggvény. Az f-nek abszolut minimuma van az x = 0-ban. A 0 az f
fliggvény egyetlen zérushelye. Ez nem kolcsondsen egyértelmil leképezés, tehat
nincs inverze. Az f fiiggvény értékkészlete Rr=R" U {0}.

' U

f(z)==",
ha n paros

1

13. abra: A hatvanyfiiggvény grafikonja, ha n paros
Forras: Bir6 és Vincze (2000)
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3.7.1.2. Racionalis tortfiiggvények
Két racionalis egész fliiggvény hanyadosat racionadlis tortfiiggvénynek nevezzik:

n n-1
a,-x"+a,, -x"" +..4+a,-x+a,

f(x) =

— b
b, -x™+b_ -x""+..+b,-x+b,

ahol m > 1 és b, # 0. Ha n < m, akkor valédi tortfiiggvényrdl beszélink. Az f
fliggvény értelmezve van minden olyan x-re, ahol a nevez6é nem 0.

a.) A legegyszeriibb tortfiiggvény az f: R\ {0} — R, f(x) _1
X

14. abra: A legegyszeriibb tortfiiggvény grafikonja
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

Az f(x)zlfuggvény grafikonja olyan hiperbola, amelynek aszimptotai a koordinata-
X

tengelyek (/4. abra). Az f nem korlatos, paratlan fliggvény. Kolcsondsen egyértelmii
leképezés, érdekes tulajdonsdga, hogy Onmaganak az inverze. Sem zérushelye, sem
abszolut, sem lokalis szélsdértékhelye nincs. A ]—o0,0[ intervallumon ¢€s a ]0,00[
intervallumon is szigorian monoton csdkkend. Ertékkészlete Ry = R\{0}.
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b.) Az f: R — R, f(x)= Lz tortfliggvény
X

15. abra: Az f(x)= iz tortfiiggvény grafikonja
X
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

A 15. abran lathato tortfiiggvény alulrdl korlatos, paros fiiggvény. Nem kolcsondsen
egyértelmi leképezés, igy nincs inverze. Zérushelye nincs. A ]—o0,0[ intervallumon a
fliggvény szigortan monoton novekvd, a ]0,00[ intervallumon pedig szigorian monoton
csokkend. Az f fiiggvény értékkészlete Ry=R".

3.7.1.3. Irracionalis fiiggvények

Irracionalis fiiggvénynek nevezziikk azokat az algebrai fliiggvényeket, amelyek nem
raciondlis fliggvények.

Négyzetgyikfiiggvény: f: R" U {0} — R, f(x) = Jx (x=0).

.h.!"II

.

16. dbra: A négyzetgyokfiiggvény grafikonja
Forras: Bir6 és Vincze (2000)
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A négyzetgyokfiiggvény (/6. dbra) alulrdl korlatos fliggvény, az x = 0-ban abszoluat
sz¢lsoértékhelye van. Kolcsondsen egyértelmii leképezés, igy létezik inverze. A

fliggvény szigoriian monoton ndvekedd, egyetlen zérushelye x = 0-ban van. Az f fliggvény
értékkészlete Rr=R" U {0}.

3.7.2. Transzcendens fiiggvények
Transzcendens fiiggvényeknek a nem algebrai fliggvényeket nevezziik.
3.7.2.1. Exponencialis, logaritmus filiggvenyek

a)Haa € R\ {1}, akkor az f: R — R, f(x) = a* fiiggvényt exponencidlis
fiiggvénynek nevezziik. Raciondlis kitevd esetén a hatvany kozépiskolaban
k

tanult definici6jat hasznaljuk: an® =(%)“. Kimutathato, hogy egyetlen olyan
fliggvény van, amely ezt teljesiti, ezt jeloljik a*-szel. Az f(x) = a™ fliggvény se
nem paros, se nem paratlan fliggvény. Alulrdl korlatos, feliilrél nem korlatos,
zérushelye nincs.

& y

fle)=a", a1

_///

17. abra: Az ,,a” alapu exponencialis fiiggvény, haa > 1
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

2 Y

v

flzy=a", Q=<a<1
i

-
-

18. abra: Az ,,a” alapu exponencialis fiiggvény, ha 0 <a <1
Forras: Bir6 és Vincze (2000)
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Haaz a>1 (/7. dbra), akkor az f fiiggvény szigorian monoton névekvd, ha 0 <a <1
(I8. abra), a figgvény szigortan monoton csékkend. Az exponencidlis fiiggvény
értékkészlete Rex, = R'. Kolcsdndsen egyértelmii leképezés, inverze az a-alapl
logaritmusfiiggvény.

b)Haaza € R "\ {1}, akkor az f: R" — R, f(x) = log.(x) fiiggvényt ,,a” alapt
logaritmusfiiggvénynek nevezziik (19. abra).

e

FlEy=—1log =, a =1

19. abra: Az ,,a” alapu logaritmus fiiggvény
Forras: Szerényi (1988)

Az f se nem paros, se nem paratlan fliggvény. Nem korlatos, egyetlen zérushelye az
x = 1 pontban van. Ha a > 1, akkor a fliggvény szigorian monoton novekvo, mig a 0 <
a < 1 esetben a fliggvény szigoruan monoton csdkkend. Az f fiiggvény kdlcsondsen
egyeértelmli leképezés, igy van inverze, mégpedig az exponencialis fliggvény. A
logaritmusfiiggvény értékkészlete Ry = R.

log, (x)

Az a” és a log,(x) fliggvényeket - 1évén egymas inverzei az a =X, és a log,(a*) = x

Osszefliggések kotik Ossze.

c.) A természetes alapui exponencidlis (e*) és logaritmus (In(x)) fuggvény. Mint
azt a késdbbiekben latni fogjuk, az e = 2,714... irraciondlis szam specialis
szerepet jatszik a matematikaban. Az e-t Euler-féle szamnak nevezziik. Az e
szam a matematikdban alapvetd jelentdségli. Az e-alapli logaritmust természetes
logaritmusnak, azaz “logaritmus naturalisz’-nak mondjuk ¢és In szimbdlummal
jeloljiik:

logex) = In(x) (x > 0).
Ina » In(x
a*=e* " gg 10ga(x)=L (a>0,a= 1).
a

In(a)

Az ¢ fiiggvény (20. dbra) jellemzése megegyezik az a* fiiggvény jellemzésével, abban az
esetben, ha a > 1. Az In(x) fiiggvény (20. dbra) jellemzdi pedig a log,(x) fliggvény
jellemzdivel egyeznek meg, ahol a > 1.
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fla)=es

/ 1
20. abra: A természetes alapu exponencialis és logaritmus fiiggvények
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

'IF;_J

3.7.2.2. Trigonometrikus fiiggvények

Azokat a fiiggvényeket, amelyek az f(x) = sin(x) és g(x) = cos(x) fliggvényekbdl,
valamint a valos szamokbdl véges sok Osszeadds, kivonds, szorzas €s osztas utjan allithatok
eld, trigonometrikus fiiggvényeknek nevezzik.

Trigonometrikus fliggvény a sinus, cosinus, tangens és cotangens figgvény. E
fliggvények mindegyike periodikus. A sinus és cosinus fliggvények periddusa 2w, a
tangens és cotangens fiiggvényeké pedig m.

A sinus ¢€s cosinus fiiggvény tulajdonsagai (k € Z.):

(%) Ry hrfl?;;lq- Minimum Novekedés Csokkenés Paritas

. 3
sin(x) | [-1,1] g+2kn 3§+2kn {—g+2kn,g+2kn} Bukn,?’”zkn} Pératlan

COS(X) [_ 1 , 1 ] 2km T+ 2krt [Tc +2km,2m+ 2kn] [Zkrc, T+ an] Paros

Mind a sinus (2/. dbra), mind a cosinus (23. dbra) fiiggvény korlatos. A tangens ¢és
cotangens fliggvényt a

sin(x) , illetve a C(.)S—(X) hanyadossal értelmezziik, igy
cos(x) sin(X)
Dy =R\ {gjtk'rc,k EZ}, és Dy =R\ {k-m,k e Z}

A tangens fiiggvény szakaszonként szigorian monoton ndvekedd, a cotangens fliggvény
szakaszonként szigortan monoton csOkkend. Sem abszolut, sem lokalis szélséértékiik
nincs. Mindkét fiiggvény paratlan, R = R = R.
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21. abra: A sinus fiiggvény
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

n'-ri
T3 f(z) = arcsinz

22. dbra: Az arcussinus fiiggvény

Szerényi (1988)

Az y = sin(x), x € {—g,g} fliggvény inverze az y = arcsin(x) fliggvény, melyet

“arkuszszinusz”-nak olvasunk. Az inverz fliggvény értelmezési tartomanya a Dyyegin =

R | -1 < x < 1} halmaz, amely minden X € Dy.sin e€setén azt a [—g,g

intervallumba esd szoget adja meg (radianban), amelynek a sinusa Xx.

Jh.u
1

f(x) =cosz

3w
32

L

o

23. abra: A cosinus fiiggvény

Bir6 és Vincze (2000)
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24. abra: Az arcuscosinus fiiggvény
Szerényi (1988)

Az y = cos(x), x € [—g,g} fliggvény inverze az y = arccos(x) fliggvény, melyet

“arkuszkoszinusz”-nak olvasunk (24. dbra). Az inverz fliggvény értelmezési tartomanya a
Darccos = {Xx € R | =1 < x < 1} halmaz, és amelyben az y azt a [0,n] intervallumba es6
szoget adja meg (radianban), amelynek a cosinusa x.

f(xr)=tgx

|
lﬂlﬁ

[=1E
[S1E]

25. abra: A tangens fiiggvény
Bir6 és Vincze (2000)
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flz) = arctg =z

“."'E

26. abra: Az arcustangens fiiggvény
Szerényi (1988)

Azy=1tg(x),x € }g,g{ fliggvény (25. abra) inverze az y = arctg(x) fliggvény, melyet
“arkusztangens”-nek olvasunk (26. abra). Az inverz fiiggvény értelmezési tartoméanya a

Darctie = R halmaz, és az y azt a }—g,g[ intervallumba esd szoget adja meg

(radianban), amelynek a tangense x.

flx)=ctgx

|
quffl"'
[SIE]

IE]

L

27. abra: A cotangens fiiggvény
Bir6 és Vincze (2000)
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f(x) = arcctg x

1':_;:

28. abra: Az arcuscotangens fiiggvény
Szerényi (1988)

Az y = ctg(x), x € ]0,n[ fiiggvény (27. dbra) inverze az y = arcctg(x) fliggvény, melyet
“arkuszkotangens”-nek olvasunk (28. dbra). Az inverz fiiggvény értelmezési tartomanya
a Darecte = R halmaz, és az y azt a [0,n] intervallumba es6 szoget adja meg (radianban),
amelynek a cotangense Xx.

3.7.3. Egyéb nevezetes fliggvények
3.7.3.1. Abszolutérték fiiggvény

X, ha x>0

fliggvényt abszolut érték fiiggvénynek
x ha x<0

Az f: R — R, f(x):|x|:{

nevezzik (29. dbra).

f(@) =zl

‘If:-._g

29. abra: Az abszolit érték fiiggvény
Bir6 és Vincze (2000)
A definiciobol kovetkezik, hogy a grafikonja a szdmegyenes pozitiv felén az f(x) = x
fliggvény grafikonjaval, a szdmegyenes negativ felén pedig az f(x) = —x fiiggvény
grafikonjaval azonos. Az f fliggvény a |—o0,0] intervallumon szigoriian monoton csdkkend,
a [0,00[ intervallumon szigordan monoton névekedd. Az x = 0 pontban a fliggvénynek
abszolit minimuma van ¢€s ez a hely egyben zérushely is. A fiiggvény alulrol korlatos és

paros. Nem kolcsondsen egyértelmii leképezés, ezért nincs inverze. Ertékkészlete Ry =
[0,0].
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3.7.3.2. Elojelfiiggvéeny

1, ha x>0
Az f: R — R, f(x)=40, ha x =0 figgvényt signum-, vagy eldjelfiiggvénynek
-1, ha x<0

nevezzik (30. abra).

A fliggvény monoton novekedd, korlatos. Minden negativ szam (abszolut)
minimumhely, minden pozitiv szam (abszolit) maximumhely. A minimum-
értéke —1, a maximumértéke 1. A signum fiiggvény pdératlan fiiggvény. Nem
kolcsonodsen egyértelmii  leképezés, ezért nincs inverze. Egy zérushelye van
az x = 0 pontban. Ertékkészlete az Rsgn = {—1,0,1} haromelemii halmaz.

] o
f(x) =sgnzx

L

0

—1

30. abra: Az eléjelfiiggvény grafikonja
Bir6 és Vincze (2000)
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3.7.3.3. Egészrész- és tortrész fiiggvenyek

Definicié. Egy x € R szam egészrészének a ndla nem nagyobb egész szamok
legnagyobbikat nevezziik. Jele: [x]. Egy x € R szdm tortrészének az x — [x] szamot hivjuk.

Definicié. Egészrész fiiggvénynek az a: R — R, a(x) = [x] flggvényt, tortrész
fiiggvénynek a t: R — R, t(x) = x — [x] fiiggvényt nevezziik.

Az egészrész fliggvény lépcsos fliggvény. Grafikonja egységnyi hosszisagu, balrdl zart,
jobbrol nyilt szakaszokbol all (31. abra). Ez a fiiggvény nem korlatos, monoton
novekedd. Minden x € R helyen lokalis maximuma van. Az egészrész fiiggvénynek
végtelen sok zérushelye van, ezek halmaza a [0,1[ intervallum. Ertékkészlete Re = Z.

JLH
+3 e
- —)
-1 —
] ] O3 ] II-;;iI-
2 W & % &
—_—]
—_— F—2

31. abra: Az egészrész fiiggvény grafikonja
Bir6 és Vincze (2000)

A tortrész fliggvény 1 hosszisagu, parhuzamos, balrol zart, jobbrol nyilt szakaszokbdl all
(32. abra). Ez a figgvény korlatos, szakaszonként monoton névekedd. Minden x € Z
helyen abszolit minimuma van, értéke 0. Ezek a helyek egyuttal zérushelyek is. A t
fliggvénynek sem abszolut, sem lokélis maximuma nincs. Se nem paros, se nem paratlan
fiiggvény. A tortrész fiiggvény periodikus, periodusa 1. Ertékkészlete a [0,1[ intervallum.

32. abra: A tortrész fiiggvény grafikonja
Biré és Vincze (2000)

Sem az egészrész, sem a tortrész fliggvény nem kolcsonodsen egyértelmii leképezés, ezért
egyiknek sincs inverze.
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3.8. Fiiggvénytranszformaciok

A fiiggvények abrazolasat legtobbszor megkonnyiti az, ha egyszeriibb fliggvények
segitségével, tobb I1épésen keresztill jutunk el a grafikonhoz. Ezt az eljarést
fiiggvénytranszformadcionak nevezzik.

Tegyiik fel, hogy az f fiiggvénylink grafikonjat ismerjiik a Descartes-féle
koordinatarendszerben.

1. Eltolas az ordindtatengely (y tengely) mentén

Legyen v rogzitett valdés szam. Az f + v, vagyis az x — f(x) + v, x € D¢
fliggvény gorbéje az f fliggvény gorbéjének y iranyu eltolasaval nyerhetd (33. dbra). Az
eltolas nagysaga |v|, az el6jele pedig a v eldjelének felel meg.

4 Y

y= f(z)+v

Ty = f(z)

33. abra: A fiiggvény eltolasa az y tengely mentén
Bir6 és Vincze (2000)

2. Eltolas az abszcisszatengely (x tengely) mentén

Az x — f(x + u), (x + u) € Dr fiiggvény abrija az f fiiggvény abrajanak x tengely
iranyl eltolasaval adddik. Az eltolas mértéke |ul. Ha u > 0, akkor balra torténik az
eltolas, ha u < 0, akkor pedig jobbra (34. dbra).

2y

y=fr+u), u<0

'I'-'__;r

34. abra: A fiiggvény eltolasa az x tengely mentén
Bir6 és Vincze (2000)
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3. Az abszcisszatengelyre merdleges k-szoros nyujtds

A k-f(x)vagyis az x —k-f(x), x € D¢, k>0 fiiggvény grafikonja az f fliggvény
grafikonjanak y irdnyu k-szoros nytjtasaval kaphaté meg (35. dbra).

35. dbra: A fiiggvény k-szoros nyujtasa y tengely mentén
Bir6 és Vincze (2000)
4. Az x tengelyre valo tiikrozés

A —f, vagyis az x — —f(x), x € D¢ fliggvény grafikonja az f fliggvény grafikonjanak
az x tengelyre vonatkozo tiikorképe (36. dbra).

el

;
'
7
\
\
Y

y=—f(zr)

36. abra: A fiiggvény x tengelyre torténé tiikrozése
Bir6 és Vincze (2000)
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5. Ordinadtatengelyre merdleges d-szeres nyujtas vagy zsugoritds

Az x — f(d'x), d-x € Dy fliggvény grafikonjat az f fliggvény grafikonjdnak x-tengely
iranyu, az y tengelytdl szamitott E-szeres valtoztatasaval kapjuk. Ez 0 < d < 1 esetén

nyujtast jelent, d > 1 esetén zsugoritast. A 37. abran egy 2-szeres nyujtas lathato.

o y=f(x)
L’ s /\ e ” 8 a
o - of \/ * \. F i ]
y= f(d-z)
37. abra: Kétszeres nyujtas sinus fiiggvényre az x tengely mentén
Biré és Vincze (2000)
6. Az y-tengelyre valo tiikrozés

Az x — f(—x), —x € Dy fiiggvény grafikonja az f fiiggvény grafikonjanak
az y-tengelyre vonatkozo tiikkorképe (38. abra).

]

2y
1

L
flzy— ot

r
¥

38. dbra: Az f(x) = x° fiiggvény y tengelyre tiikrozése
Bir6 és Vincze (2000)
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14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

26.

27.

3.9. Ellenorzo kérdések

Definialja az egyvaltozoés valoés fiiggvény fogalmat.

Hogyan lehet szemléltetni az egyvaltozos valos fiiggvényeket?

Derékszogl koordinata rendszerben milyen kapcsolat van a fliggvény €s inverze
kozott?

Milyen miuveleteket értelmeziink két egyvaltozos valos fiiggvény kozott, hogyan
értelmezziik ezeket?

Mit neveziink egy adott fliggvény zérushelyének?

Mi a zérushely geometriai jelentése?

Mi az az n-ed foku polinom-fiiggvény (réviden polinom)?

Mit tud mondani egy polinom zérushelyeinek szamarol?

Milyen moédszerekkel lehet megkeresni egy polinom zérushelyeit?

. Ismertesse a Horner-elrendezés 1ényegét.

. Mit jelent az intervallum felezés modszere?

. Mikor mondjuk, hogy egy fliggvény korlatos?

. Mikor mondjuk, hogy egy fiiggvény monoton? Mikor mondjuk, hogy egy

fliggvény egy adott intervallumon (szigoriian) monoton né? Mikor mondjuk, hogy
egy fiiggvény egy adott intervallumon (szigorian) monoton csdkken?
Mikor mondjuk, hogy egy egyvaltozés valos fliggvénynek az értelmezési
tartomanyéanak egy pontjaban abszolit maximuma, ill. minimuma van?
Mikor mondjuk, hogy egy egyvaltozés valos fliggvénynek az értelmezési
tartomanyéanak egy pontjaban helyi maximuma, ill. minimuma van?
Mikor mondjuk, hogy egy fiiggvény konvex, ill. konkav?
Mit neveziink egy adott fiiggvény inflexios pontjanak?
Mi az inflexids pont geometriai jelentése?
Mit jelentenek a kovetkezOk egy fiiggvénnyel kapcsolatban: periodicitas,
parossag, paratlansag?
Adjon meg paros fiiggvényt és abrazolja Descartes-féle derékszogli koordinata
rendszerben.
Adjon meg paratlan fiiggvényt és dbrazolja Descartes-féle derékszogli koordinata
rendszerben.
Sorolja fel az egyvaltozos valos fiiggvények nevezetes osztalyait.
Rajzolja fel a tanult alapfiiggvényeket.
Mi az a fliggvény-transzformacid?
Milyen fiiggvény-transzformaciokat ismer, szemléltesse ezeket Descartes-féle
derékszogl koordinata rendszerben.
Dontse el, hogy az alabbi allitasok igazak vagy hamisak-e.
a) Fliggvénynek nevezziik az egyértelmii relaciot.
b) Egy halmaz pontosan akkor végtelen szamossagu, ha ekvivalens
valamelyik valddi részhalmazaval.
¢) Minden iires halmaz véges.
d) A természetes szamok halmaza megszamlalhato.
Dontse el az alabbi allitasokrol, hogy melyek igazak, ill. hamisak.
a) Egy n-ed foku polinomnak (n-1) gydke van.
b) Az inflexiés pont a fliggvény olyan pontja, ahol a fliggvény alaki
tulajdonsaga megvaltozik.
c) A paros fliggvények az y tengelyre szimmetrikus fiiggvények.
d) Az x’ fuggvény paros fiiggvény.
e) A trigonometrikus fliggvények periodikus fliggvények.

44



f) A konstansfiiggvény monoton névekvo fliggvény.

g) A linearis fiiggvénynek vagy nincs zérushelye vagy 1 zérushelye van.

h) Az y=x fliggvényt identikus fiiggvénynek nevezziik.

1) A masodfoku fiiggvénynek nincs inverze, mert kdlcsondsen egyértelmi
leképezés.

J) Az y=% fliggvény képe hiperbola.

k) Transzcendens fiiggvényeknek az algebrai fliggvényeket nevezziik.

1) Az exponencialis fliggvény invertalhato és inverze a hatvanyfiiggvény.

m) Az abszolutérték fiiggvénynek az X=0 pontban abszolit minimuma van
¢s ez a hely egyben zérushely is.
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4. SOROZATOK

A korabbi fejezetben mar ismertetésre keriilt az egyvaltozos valds fiiggvény
néhany jellemzdje. Megismerkedtiink tobbek kdzott a monotonitds, az inflexidés pont, a
sz€lsdérték stb. fogalmaval. Ezek meghatarozasa nagy jelentdséggel bir, és az eljarasok
ismerete, amelyek segitségével ezeket meghatdrozzuk alapvetdek. Ezen eljarasok
megértéséhez azonban elébb meg kell ismerkedniink a fliggvény adott helyen vett
hatarértékének fogalmaval. Ehhez azonban meg kell ismerniink egy specialis
fliggvényt, a sorozatot.

A matematikai analizis legfontosabb fogalmat, a hatarérték fogalmat egy specialis
fliggvénytipus segitségével vezetjiik be (Csaszar, 1983; Rudin, 1978).

Definici6. A természetes szamok halmazéan értelmezett valdés értékli a: N — R
fliggvényt valos szamsorozatnak (roviden sorozatnak) nevezzik.

Megjegyzés. Az ,,a”° sorozat ,,n” helyen felvett helyettesitési értékét, amit az ,,a” sorozat
n-edik tagjanak (elemének) neveziink a,-nel jeloljik. A sorozat jelolésére pedig az (a,)
szimbolumot hasznaljuk.

4.1. A sorozat megadasa, szemléltetése, miiveletek sorozatokkal

A sorozatokat altalaban képlettel adhatjuk meg, azaz megadjuk a sorozat altalanos

(n-edik) tagjat. Ezt a megadasi modot explicit megadasi moédnak nevezziik. A masik mod
a rekurzioval torténd megadas, ami azt jelenti, hogy megadjuk a sorozat néhany kezdd
tagjat, majd eloirjuk, hogyan kell a sorozat barmely tagjat az eldzéek ismeretében
kiszamitani.
Megjegyzés. A gyakorlatban is naponta talalkozhatunk sorozatokkal, példadul ha
feljegyezzilk naprél napra a keltetdben kikelt kacsdk szdmat, a napi
csapadékmennyiséget mm-ben megadva stb. A gyakorlatban el6fordulé sorozatoknak
mindig véges sok eleme van, ezek a véges sorozatok. A véges sorozatok megadasa
elemeik felsoroldsaval torténhet. Az analizisben altaldban olyan sorozatokkal
foglalkozunk, amelyeknek végtelen sok elemiik van, ezek az Uin. végtelen sorozatok.

Mivel a sorozat egy specidlis fliggvény, igy a fliggvény abrdzolasdnal tanultak
alapjan koordinatarendszerben is szemléltethetd (39. abra).

Y
13 .
19 .
11 2
. =z
1 2 3 4 5 6 7

39. abra: Sorozat szemléltetése koordinatarendszerben
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

A masik lehetdség a sorozat szemléltetésére az, hogy szamegyenesen jeloljik a
sorozat tagjait, és az igy kapott pontsorozatot tekintjiik a sorozat képének. A
koordinatarendszerben torténd dbrazolas soran a pontokat nem kothetjiik 6ssze folytonos
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vonallal (40. dbra).
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40. abra: Sorozat szemléltetése szamegyenesen
Forras: Bird és Vincze (2000)

Definicio. Legyen adott az (a,) és a (b,) sorozat. Ekkor

(1) a két sorozat ésszege a c, = a, + b, (Vn € N) képlettel értelmezett (c,) sorozat,
(2) a két sorozat kiilonbsége a c, = a, — b, (Vn € N) képlettel értelmezett (c,)

sorozat,
(3) a két sorozat szorzata a c, = a, - b, (Vn € N) képlettel értelmezett (c,) sorozat,
a
(4) a két sorozat hanyadosa a c, =b—“, b, #0 (Vn € N) képlettel értelmezett (c,)

sorozat,
(5) egy sorozat A € R skalarszorosa a c, = A-a,, (Vn € N) képlettel értelmezett
(cn) sorozat.

4.2. A sorozat tulajdonsagai

A fliggvények egyik lényeges tulajdonsaga a monotonitds, az ott elmondott

definiciok sorozatokra mint specialis fliggvényekre is érvényesek.

Definicio.

(1) Az (a,) sorozatot monoton novekedonek nevezziik, ha minden n € N esetén
fennall, hogy a, < aj+;.

(2) Az (a,) sorozatot sgigoruan monoton névekeddnek nevezziikk, amennyiben
minden n € N esetén fennall, hogy a, < ap:;.

(3) Az (a,) sorozatot monoton csokkenonek nevezzilk, ha minden n € N esetén
fennall, hogy a, > a,+.

(4) Az (an) sorozatot szigoruan monoton cséokkendének nevezzilk, amennyiben
minden n € N esetén fennall, hogy a, > ap;.

LN N4 ee ] oo 4 an r
Az (a,) sorozat monotonitasat az a,+; — a, kiildnbséggel, vagy az —* hanyadossal

n

célszerti megvizsgalnunk. Nyilvanvalo ugyanis, hogy minden n € N esetén

>0, akkor az (a, )sorozat monoton nd

Apyqp — Ay = .
nH " { <0, akkor az (a, )sorozat monoton csokken

tovabba ha a,> 0 és minden n € N-re

A

Ant1 { >1, akkor az (a,)sorozat monoton né
a, <1, akkor az (a,)sorozat monoton csdkken

sorozatoknal is lényeges tulajdonsdg a korldtossag. Errdl a fiiggvények

tulajdonsagaindl részletesen volt sz0, s ennek megfeleléen beszélhetiink sorozat esetén is
az also ¢és felso korlatrol, valamint a sorozat korlatossagarol.
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Definicio.

(1) Az (a,) sorozatot alulrol korldatosnak mondjuk, ha értékkészlete alulrol
korlatos, azaz létezik k € R ugy, hogy k < a, minden n € N esetén.

(2) Az (a,) sorozatot feliilrol korldatosnak mondjuk, ha értékkészlete feliilr6l
korlatos, azaz 1étezik K € R gy, hogy K > a, minden n € N esetén.

(3) Az (a,) sorozat korldatos, ha alulrol ¢és feliilrdl is korlatos.

Megjegyzés. Ha egy sorozat monoton ndvekedd, akkor alulrdl korlatos, és az egyik also
korlatja a sorozat els6 tagja. Ha egy sorozat monoton csokkend, akkor feliilrdl korlatos,
¢s egyik felso korlatja a sorozat elso tagja.

Definicio.

(1) Az (a,) alulrdl korlatos sorozat legnagyobb alsé korlatjat az (a,) sorozat
pontos also korlatjanak vagy infimumanak mondjuk. Jele: inf a,,.

(2) Az (a,) felilrdl korlatos sorozat legkisebb felsé korlatjat az (a,) sorozat
pontos felsé korldtjanak vagy suprémumanak mondjuk. Jele: sup a,.

Definicio.

(1) Az (an) sorozat minimuma a sorozatnak az az ayo tagja, amelyre minden n €
N esetén teljesiil, hogy ano < a,.

(2) Az (an) sorozat maximuma a sorozatnak az az ap,tagja, amelyre minden n €
N esetén teljesiil, hogy amo > ay.

Megjegyzések.

(1) Infimum és supremum mindig létezik, minimum €s maximum azonban nem.

(2) Legyen az inf a, = kg. Amennyiben van olyan eleme a sorozatnak, amely
éppen ko, akkor ez azt jelenti, hogy a sorozatnak van minimuma.

(3) Legyen a sup a, = Kyo. Amennyiben van olyan eleme a sorozatnak, amely
éppen K, akkor ez azt jelenti, hogy a sorozatnak van maximuma.

4.3. Sorozat konvergenciaja

Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat konvergens ¢és hatarértéke az A € R
szam, ha minden € > 0-hoz létezik N, € N (e-tol fiiggd) szadm ugy, hogy |a, — A| <&
minden n > N esetén.

Azt, hogy az (a,) sorozat konvergens ¢€s hatarértéke az A € R szam, igy jeldljik:
lima, =A, és igy olvassuk: ,limesz n tart a végtelenbe a, egyenlé A”. A lima, = A

n—o0 n—o
jelolés mellett szokas még alkalmazni az a, — A (n — o) jelolést is, amit igy
olvasunk ki: “az a, tart az A-hoz”.

Megjegyzések.

(1) Az |a, —A| < € egyenldtlenség azt jelenti, hogy A—¢ < a, < A+, azaz az a, az
JA — &, A + g[ nyilt intervallumban, vagyis A-nak az & sugara kornyezetében
van. Az (a,) sorozat konvergenciaja azt jelenti, hogy létezik olyan A € R szam,
amelynek minden kornyezete olyan, hogy a kdrnyezeten kiviil a sorozatnak csak
véges sok eleme, a kornyezeten beliil pedig végtelen sok eleme van.

(2) A definicioban szerepld € pozitiv szamot hibakorldatnak, az N, szamot az g-hoz
tartozo kiiszobindexnek nevezziik.
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(3)Mivel |a, — Al = |[(an — A) — 0|, ezért az (a,) sorozat A-hoz vald
konvergencidja egyenértékli az (a, — A) sorozat 0-hoz valé konvergenciajaval.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat divergens, ha nem konvergens.
Definicio. Az (a,) sorozat nullsorozat, ha konvergens ¢és hatarértéke a 0.
Tétel. A hatarérték mindig egyértelmii.

Tétel. Minden konvergens sorozat korlatos.

Megjegyzés. A tétel nem fordithatd6 meg, azaz ha egy sorozat korlatos, abbdl
még nem kovetkezik, hogy konvergens is. Példaul az a, = (—1)" sorozat
korlatos, de nem konvergens. Ha azonban a korlatossdgot még a monotonitassal is
kiegészitjiik, akkor abbdl mar adédik a konvergencia.

Tétel. Ha az (a,) sorozat monoton novekvd (csokkend) és feliilrdl (alulrd) korlatos,
akkor konvergens és lima, =sup(@,)(lima, =inf(a ))

Megjegyzés. Belathatd, hogy az (1+—) sorozat korlatos, és monoton novekvo, igy
n

n
konvergens. Ennek a hatarértékét nevezziik ,,e” szamnak: e = lim(l + —) .

n—oo n

4.4. Sorozatok hatarértékének kiszamitasara vonatkozoé tételek

Az alabbiakban megfogalmazott tételek sok esetben -eldsegitik a sorozat
hatarértékének gyors kiszamitasat. A tételeket bizonyitas nélkiil fogadjuk el.

Tétel. Legyen (a,) és (b,) konvergens sorozat. Ekkor az (a, + b,) is konvergens sorozat
és lim(a, +b )=lim(a, )+lim(b ), vagyis konvergens sorozatok Osszegének a

hatarértéke a sorozatok hatarértékének az dsszege.
Tétel. Legyen (a,) konvergens és (b,) korlatos sorozat, tovabba lim(a,)=0. Ekkor

lim(a,)=0.

Tétel.

(1) Legyenek az (a,) és (bn) konvergens sorozatok. Ekkor (a, - b,) sorozat is
konvergens és lim(a, -b,)=1lim(a )-lim(b,), vagyis konvergens sorozatok

szorzatanak a hatarértéke a sorozatok hatarértékeinek a szorzata.

(2) Legyenek az (a,) és (b,) konvergens sorozatok és lim(b, ) # 0. Ekkor az (E“ J

n

lim(a,)
sorozat is konvergens sorozat ¢s lim| — | ="=>—— vagyis konvergens sorozatok
oo b lim(b,)
n—oo

hanyadosanak a hatarértéke a sorozatok hatarértékének a hanyadosa, feltéve, hogy a
nevezdében szerepld hatarérték nem 0.

(3) Legyen az (a,) sorozat konvergens és A € R. Ekkor a (A- a,) sorozat is
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konvergens ¢és  lim(A-a,)=A-lim(a,), vagyis konvergens sorozat
n—»o0 n—o0

skalarszorosanak a hatarértéke a sorozat hatarértékének a skalarszorosa.
4.5. Részsorozat

Definici6. Ha az a: N — N szigoruan monoton né és b,: N — R olyan,
hogy b, = aum), akkor a (b,) sorozatot az (a,) sorozat részsorozatinak
nevezzik.

Megjegyzés. Az a(n) sorozatot szokas indexsorozatnak is nevezni.
Tétel. Ha az (a,) és (b,) konvergens sorozatok, és lim(a,)=A,lim(b ) =B, valamint
a, <b_ ,akkor A<B.

Tétel. (Rendor elv) Ha az (a,) és (b,) valos szamsorozatokra minden n € N esetén
teljesiil, hogy a, <b,  <c_, és lim(a,) = A =lim(c,), akkor (b,)is konvergal a k6zos

hatarértékhez és lim(b,)=B.

4.6. Végtelen, mint hatarérték

Definicio.
(1) Az (a,) sorozat a +©-be divergdl, ha minden m € R esetén létezik Ny, (m-t6l

fliggd) kiiszobindex, hogy a,> m minden n > Ny,-re. Jele: lim(a,) = +co.

(2) Az (a,) sorozat a —wo-be divergdl, ha minden k € R esetén 1étezik Ny (k-t6l
fliggd) kiiszobindex, hogy a, < k minden n > Ni-ra. Jele: lim(a, ) =—o0.

Megjegyzés. A hatarértékekkel kapcsolatos allitasok tobbsége igaz a +oo hatarértékekre is,
amennyiben a +oo és —oo jelekkel elvégzendd miiveleteknek van értelmiik.

Tétel. Ha az (a,) sorozat minden eleme pozitiv (negativ) és lim(a,)=0, akkor

) 1 ) 1
hm(—J = 400 [hm(—j = —oo] .
n—»oo! an n—>oo! an

Tétel. Legyen az (a,) sorozat konvergens és lim(a,)=A, tovabba legyen (by)
divergens és lim(b, ) = +oo. Ekkor

lim(a, +b,) =+

lim(a, —=b, )=—0  ¢és

+0, ha A>0

@ 'b“):{_oo ha A<

Megjegyzés: A = 0 esetén a szorzat hatarértékére nincs a fentiekhez hasonld egyértelmii
szabaly, a lim(a -b ) hatarérték mindig mas és mas.
n—oo
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Tétel. Tegyiik fel, hogy az (a,) sorozat elemei 0-t61 kiilonbdznek és lim(a, ) =+, vagy

1 .1
lim(a, ) =—o. Ekkor az (—J sorozat konvergens ¢s hm[—j =0.

an n—oo an

Tétel. (Nevezetes hatérétékek)

+o0,ha  c¢>1
(1) lim(c")=<1, ha c=1
o 0, ha -—-l<cx<l
+o,ha q>0, geR
(2) lim(n?) =41, ha ¢g=0
. 0, ha ¢<0, geR

(3) lim¥/c =1, ha ¢>0

n—oo

(4) lim%n =1

5) tim[ 1+ =e
n—oo n

©6) tim{1-1] =1
n—oo n e

(7) lim| 1+ S| =e°
n—oo n

rn

(8) Ha az (r,) sorozat olyan, hogy |ry| > 1 és lim|r, | =400, akkor lim(l +lj =e.

Definicio. Az (a,) sorozatnak az ,,a” € [— 00,+00] torlodasi pontja, ha az ,,a” minden
kornyezetében az (a,) sorozatnak végtelen sok tagja van.

Megjegyzés: A torlodasi pont fogalmara a fliggvény hatarértékének definidldsanal lesz
sziikség. A torlddasi pontok halmaza sohasem {ires.

4.7. A szamtani és a mértani sorozat

Az egyértelmliség kedvéért ismételjiik 4t a szadmtani és mértani sorozatokrol tanultakat.

Definicié. Az a;,a,,as,... sorozatot szamtani sorozatnak nevezzik, ha létezik d € R
ugy, hogy az a,:; — a, = d egyenldség teljesiil minden n € N esetén.

Megjegyzés. A d allandot a szamtani sorozat kiilonbségének vagy differencidjanak
nevezziik. Ha d > 0, akkor a szdmtani sorozat szigorian monoton névekvo, had <0,
akkor szigorian monoton csdkkend, mig ha d=0, akkor a sorozat minden tagja egyenld.

A sorozat tetszOleges tagja megadhatdo az elsé tag és a sorozat differencidjanak
ismeretében: a,=a; +(n—1) - d.
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A szamtani sorozat elsé ,,n” tagjanak az 6sszegét S,-nel jeloljik: S, =a; +a; + ... +a,

2 -1)-
_ata, a, +(n )d-n.

Ismeretes, hogy S, 5 5

Definicié. Az a;,a,,as,... sorozatot mértani sorozatnak nevezziik, ha létezik q € R ugy,
hogy az an+ = q - a, egyenldség teljesiil minden n € N esetén.

Megjegyzés. A q allandot a mértani sorozat hdanyadosanak vagy kvociensének
nevezzik. Az a; > 0 esetben

(1) ha q < 0, akkor a mértani sorozat tagjai valtakozo elgjeliiek,

(2) ha 0 < q <1, akkor a mértani sorozat szigorian monoton csdkkend,
(3) ha q = 1, akkor a mértani sorozat minden tagja egyenlo,

(4) ha q > 1, akkor a mértani sorozat szigorian monoton novekedd,

(5)ha q = 0, akkor a mértani sorozat tobbi tagja (azaz a,,as,...) 0-val egyenld.

n—1

A mértani sorozat tetszoleges tagja: a, =a; - q ,

q' -1
q-1-

K s ) Lo
Az elsd ,,n” tagjanak Osszege: S, =a, -

A mértani sor 0sszegét n — oo esetén megkapjuk S;-bdl a kdvetkezd modon:

1
a,+aq+aq’+aq’ +..=a,-——, ha |[q<1

l-q
4.8. A mértani sorozat alkalmazasai
4.8.1 Kamatos kamatszamitas

Néhany alapfogalmat sziikséges bevezetni a kamatos kamatszamitas targyalasa elott.
(1) Kamat: A kolcsonok utan az adods altal idéaranyosan fizetendd pénzosszeg.

(2) Kamatlab: A pénz hasznalataért egy megallapodas szerinti idStartamra fizetendd
kamat ¢és a tdke kozotti szazalékban megadott arany, jele: I (szdzalékban
kifejezve). Jelolje a kezdeti allomanyt ao,

(3) Kamattényezo: Azt mutatja meg, hogy a jelenlegi pénzdsszeg egy kamatozasi
1ddszak alatt hanyszorosara ndvekszik, jele: r és a kamatldbbol levezethetd az

r=1+$ képlettel. Jelolje ap a jelenlegi pénzallomanyt, ,,n” a kamatozasi

1ddészakok szamat, I a kamatlabat %-ban, r a kamattényez6t, a, pedig a jovobeli
pénzéallomanyt. Ekkor ,,n” iddszak elteltével a jovobeni pénzallomanyunk értéke
a kovetkez6képpen adhaté meg:

Iy .
an:ao' 1+ﬁ :ao-r
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4.8.2. Jaradékszamitas

A jaradékszamitas is a mértani sorozathoz kapcsolodo gyakorlati feladat. Feladata az
azonos i1d0kozonként (az iddszak elején!) befizetett ,,a” Osszegek és ezek kamatos
kamataibol (a-r'; a-r’;...ar™ar") Osszegyiilt téke Osszegének a meghatarozasa.

Jaradéknak az egyenld idokozonként esedékes pénzmennyiséget nevezziik.
El6fordulhat az, hogy feladatunk vagy a kamattényez06, vagy a jaradéktag, vagy pedig az

1d0k6z0k szamanak meghatdrozasa. A gyakorlatban altalaban ez utobbi feladat fordul
eld.

1 2 3 n
jaradéktagok i a i a
: T T T T T T -
jaradékkaz 1 2 n—1 n
a jaradéktagok
értéke az utolso g T (o -
jaradékkoz végén o ol at

ki
jaradékérték S,

41. abra: A jaradéktagok értékének alakulasa
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

A feladat megoldasa az a-rta-r™+...+a-1r™'+a-r" véges mértani sor Osszegének a
meghatarozasat jelenti (41. abra). A mértani sorozat 6sszegképlete alapjan:

-1 -1
S, =a, q —a-r-
q-1 r—1
Megjegyzés: Amennyiben az iddszak végén tessziik be az ,,a” 6sszeget, akkor a képlet a
-1
kovetkezdképpen modosul: S, =a- d o
r p—

4.8.3. Kolcsonok torlesztése

Jeloljiik K-val a kolesont, a kamatot I szazalékkal. Evente k Ft-ot torlesztiink. A 42.
abran mind a kolcsonnek, mind a torlesztéseknek az Ugynevezett jovéeértékeét, azaz
kamatos kamattal megnovelt értékét tiintettiik fel (42. abra).

K 1 2 3 nol
torlesztés | !:“ EL F L L ]
h'.;-fl A _I.:'l--l rl. rh —2 ;1._ J1,Jt--;i. L:r ;1‘

42. abra: A kolcsontorlesztés folyamata
Forras: Bir6 és Vincze (2000)
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Az n-edik év végén a tartozasunk a kovetkez6 képlettel adhatdo meg, ha a kdleson
felvételének az idoszaka végén kezdjliik meg a torlesztést:

K =K. —k- =1,
r—1
: : . : -1
A K" az egyosszegii K kolcson jovobeli értékét jelenti, mig a k- " az altalunk
r_

fizetett torlesztések kamattal felnovekedett értékeibdl all6 mértani sorozat Osszegképletét
adja, amikor a kettd ért€k megegyezik, akkor zarul a torlesztés, vagyis azon ,,n” esetén,

r" —1

r—1

=0

amelyre: K =K-r" —k-

4.8.4. Ismétlodo beruhazasok

A Dberuhdzasi szamitdsokndl a kamatos kamat és a jaradékszamitds modszereit

alkalmazzuk. Legyen A egy gazdasag tiszta jovedelme az egyik évben. Beruhazasokra

ennek és minden kovetkezd év tiszta jovedelmének b%-at forditjdk. A beruhdzasok az

el6z6 év tiszta jovedelmét 1%-kal emelik (r=1+1/100). Mekkora az ,n” év alatti

beruhazasok Osszege (B,)? Jelolje Aj,A,,...,A, az egyes iddszakok tiszta jovedelmét,

a1,az,...,a, az egyes iddszakok beruhdzasait €s ,,b” a beruhdzasi tényezo6t. Ekkor az elsd

beruhazéas: a; = A; - b, a kovetkezO év tiszta jovedelme: A, = A; - r. A masodik

beruhdzas: a, = A, -b=A; - r-b=a, -1, a kdvetkez0 év tiszta jovedelme:

A3:A2 . I‘:Al : 1'2.

A harmadik beruhazas: a;= A3 -b=A, r-b=A; - b= a - 1 stb.

A beruhazasok Osszegét az a;, a; - 1, a; - r2, ., ap ™! mértani sorozat Osszege
" —1

r—1-

adja, azaz B, =a,

4.8.5. Hozadékszamitas

A beruhézassal kapcsolatban igen fontos kérdésként meriilhet fel az, hogy vajon mekkora
értéket kell a beruhazott eszkozoknek évenként hozniuk, hogy a beruhazas megtériiljon.

2

Egy vallalkozads K értékben vasarol egy berendezést, melynek élettartama ,,n” év.
Mekkora értéket kell ennek a berendezésnek évente hoznia, hogy ez az értéket évenkénti
beruhdzasnak tekintve a beruhazasok felndvekedett értéke egyenld legyen a K Osszeg
felnovekedett értékével? A ,,beruhdzas” atlagos jovedelmezdsége 1%. A beruhazésra
forditott K Gsszeg r kamattényezével n év mulva K- 1" 6sszegre novekszik. Az ismeretlen
évenkénti beruhazasnak tekintett hozadék értekét jelolje H.

Ekkor a felnovekedett érték: B, = H- d _11.
r p—
. "1
H értékét a kovetkez6 egyenlet megoldasaval hatarozhatjuk meg: K-r" —H- d " =0
r —
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4.9. Ellenorzo kérdések

1. Definialja a sorozat fogalmat!

2. Hogyan lehet megadni egy sorozatot?

3. Hogyan lehet a sorozatokat szemléltetni?

4. Milyen miiveleteket értelmezhetiink két sorozat kozott?

5. Mikor mondjuk, hogy egy sorozat monoton, ill. korlatos?

6. Mit értiink egy sorozat pontos also6 ill. pontos felsé korlatjan?

7. Mit értlink egy sorozat maximuman, ill. minimuman?

8. Mikor mondjuk, hogy egy sorozat hatarértéke az A valos szam?

9. Mikor mondjuk, hogy egy sorozat co-be ill. -oo-be tart?

10. Milyen kapcsolat van a sorozatok konvergenciaja és korlatossaga kozott?
megfordithatd-e ez a tétel?

11. Milyen kapcsolat van a sorozatok monotonitasa, korlatossaga és konvergenciaja
kozott? Megfordithatok-e ezek az allitasok?

12. Mit tud két konvergens sorozat 6sszegérdl, szorzatarol és hanyadosarol?

13. Ha (ay) és (by) konvergens sorozat, akkor mit allithatunk az (a,+b,) sorozat

crer

s

15. Adjon meg sorozatokra vonatkozoan nevezetes hatarértékeket.
16. Mit ért szamtani, ill. mértani sorozaton?
17. Ismertesse a kamatos kamat szamitas 1ényegét.
18. Mit neveziink egyszerii kamatnak?
19. Mi az a kamattényez6?
20. Mi az a jaradékszamitas?
21. Mit értiink infl4cio alatt?
22. Mondja el a jovOérték-szamitads 1ényegét.
23. Ismertesse a beruhazasi szamitasok esetében alkalmazott mddszereket, képleteket.
24. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak, ill. hamisak.
a. Egy sorozat maximuma és minimuma mindig 1étezik, supremuma ill.
infimuma azonban nem.
Azt mondjuk, hogy egy sorozat divergens, ha nem konvergens.
A hatarérték mindig egyértelmi.
Minden konvergens sorozat korlatos.
Ha egy sorozat korlatos, akkor konvergens is.
Az a,= (-1)" sorozat korlatos és konvergens, hatarértéke az 1.
lim,_, o (1 + %)n =e !
Konvergens sorozat skalarszorosanak a hatarértékei a sorozat hatarértékének a
skalarszorosa.
Ha egy szdmtani sorozat differenciaja kisebb mint 0, akkor a sorozat
szigorian monoton névekvo.

j. Ha a mértani sorozat kvociense 0, akkor a mértani sorozat minden tagja 0-val
egyenld.

R =2

— o

-1

k. A mértani sorozat elsé ,,n” tagjdnak az Osszege: S,= a, -
q
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5. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA

5.1. Fiiggvények hatarértéke véges helyen

A sorozat hatarértékének segitségével bevezetjiik a fliggvény hatarértékének a fogalmat.
»A hatarérték és az ezzel kapcsolatos vizsgalatok eredményei lehetdvé teszik példaul
annak vizsgalatat, hogy bizonyos fiiggvényekkel leirhatd gazdasagi folyamatok hogyan
fliggnek az ezt befolyasol6 tényezoktdl, és hogy milyen koriilmények kozott érhetd el a —
valamilyen szempontbdl — legjobb eredmény” (Denkinger, 1997).

Legyen D € R ¢és f: D — R adott fiiggvény. Tekintsiik az (x,) € D sorozatot. Ekkor
létrehozhatjuk az (f(x,)) sorozatot, amelyet a fliggvényértékek sorozatanak neveziink.
Legyen az x¢o € R adott, amelynek kornyezetében az f fiiggvény értelmezve van. Az f
értelmezési tartoméanyaban adjunk meg egy x¢-hoz konvergéld sorozatot, és vizsgaljuk
meg, hogy a fiiggvényértékek sorozata konvergens-e.

Definicio. Legyen D € R ¢és f: D — R adott fiiggvény és x a D halmaz torlédasi pontja.
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke az xo-ban A, ha minden x, € D

(Xn #Xo), lim(x,)=x, sorozat esetén az (f(x,)) sorozat konvergens és limf(x )=A.
n—0 n—oo

Jele: lim f(x) = A, és ezt Gigy olvassuk, hogy “limesz x tart x esetén f(x) egyenlé A-val”

X—)XO

Megjegyzés. Fontos, hogy csak x, = xo elemeken tekintjiik az f értékét. Az f(xo) értéke
nem befolyasolja a lim f(x)értékét. Az x¢ helyen a hatarérték nemcsak véges lehet,

hanem * oo is.

Tétel. Legyen D € R, f: D — R és x¢ legyen torlodasi pontja mind az ]x¢,00[ N D-nek,
mind pedig az ]—oo,xg[ N D-nek. Ekkor az f fliggvénynek pontosan akkor létezik a
hatarértéke az xo-ban, ha itt 1étezik a bal, ill. jobb oldali hatarértéke, és ezek egyenlok.
Ez a kozos hatarérték lesz az f fliggvény xo-beli hatarértéke.

Definicio.

(1) Legyen D € R, f: D — R, x¢ € R torlddasi pontja az ]xo, +oo[ N D-nek.
Az f fiiggvénynek xo-ban 1étezik a jobb oldali hatarértéke, ha az f fliggvény
[x0, Too[ N D-re valo lesziikitésének 1étezik a hatarértéke. Jele:

lim f(x) =y,

x—>xy+0
(2) Legyen D € R, f: D — R, x¢ € R torlddasi pontja az ]—o0,xo[ N D-nek.
Az f fliggvénynek xo-ban 1étezik a bal oldali hatdrértéke, ha az f fliggvény
]—o0, xo] N D-re vald lesziikitésének létezik a hatarértéke. Jele:

lim f(x) = y,

x—x5—0
5.2. Hatarérték a végtelenben

Definicio.

(1) Legyen D € R feliilr6l nem korlatos halmaz, f: D — R adott fliggvény, tovabba
X, € D olyan sorozat, amelyre lim(x, )=oc. Ha az (f(x,)) sorozat minden ilyen

tulajdonsagli (x,) sorozat esetén konvergens és limf(x,)=A, akkor azt
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mondjuk, hogy az f fliggvénynek is 1étezik a hatdrértéke a végtelenben ¢&s ez
A-val egyenld. Jele: lim f(x) =A

(2) Legyen D < R feliilr6l nem korlatos halmaz, f: D — R adott fliggvény, tovabba
Xn € D olyan sorozat, amelyre lim(x, )=—oo. Ha az (f(x,)) sorozat minden ilyen

tulajdonsagli (x,) sorozat esetén konvergens és limf(x,)=A, akkor azt

mondjuk, hogy az f fiiggvénynek is Iétezik a hatarértéke a minusz
végtelenben ¢s ez A-val egyenld. Jele: lim f(x)=A

5.3. A fiiggvény folytonossaga

Definicié. Legyen D € R, f: D — R adott fliggvény ¢és xo € D torldédasi pontja D-nek.
Az f fiiggvény folytonos az x¢-ban, ha f-nek létezik véges hatarértéke xo-ban ¢€s az
megegyezik a fliggvény helyettesitési értékével, azaz lim f(x) =f(x,).

Ha x¢y € D nem torlddasi pontja D-nek, akkor xo-ban az f-et folytonosnak tekintjiik.

Ha az f fliggvény a K S D halmaz minden pontjaban folytonos, akkor azt
mondjuk, hogy az f fiiggvény folytonos a K halmazon. Ha az f filiggvény
a D halmaz minden pontjaban folytonos, akkor azt mondjuk, hogy az f
folytonos az értelmezési tartomanyan, vagy roviden: f folytonos fiiggvény.

Megjegyzés. Ha az f fiiggvény az értelmezési tartomdnyanak valamely pontjdban nem
folytonos, akkor a fliggvénynek ott szakadasi helye van.

Definicio. Az f filiggvénynek x¢-ban elsdfaju szakaddsa van, ha Xp-ban
szakadasa van ¢és itt 1étezik a jobb és bal oldali hatarértéke, de nem egyezik meg (43.
dbra, 1. eset). Ha még az is teljesiil, hogy a jobb és bal oldali hatarérték megegyezik,
akkor ez a szakadds megsziintethetd (43. abra, 2. eset). A figgvény szakaddsi helye
mdsodfaju, ha nem elséfaju (43. abra, 3. eset).

Y1 Y ¥
oO—
_C}
i L i ____._.--""’ L
iy X xQ X Io X
1. eset 2. eset 3. eset

43. abra: A tuggvény szakadasanak alapesetei
Forras: Sajat szerkesztés
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5.4. Ellenorzo kérdések

Mit értiink egy fiiggvény torlddasi pontjan?

Hogyan definidlna egy fiiggvény hatarértékét az értelmezesi tartomanyanak egy
adott pontjaban?

Mit értiink egy fliggvény x=x, pontbeli jobb, ill. bal oldali hatarértékén?
Mikor mondjuk, hogy egy fliggvény folytonos az x=x, helyen?

Mit értiink a fliggvény tagabb értelemben vett hatarértékén? (Mikor mondjuk, hogy
egy fliggvénynek az x=x, helyen tagabb értelemben vett hatarértéke: oo?)

Mikor mondjuk, hogy egy fliggvénynek a co-ben vett hatarértéke az A valds szam?
Mikor mondjuk, hogy egy fliggvény folytonos az x=x, helyen?
Mit értiink els6faju, ill. masodfaju szakadasa helyen?
Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és hamisak.
a) A fiiggvény x( helyen vett hatarértéke csak véges lehet.

b) Ha az f fiiggvény az értelmezési tartomanyanak valamely pontjaban nem
folytonos, akkor ott a fliggvénynek szakadasi helye van.
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6. DIFFERENCIALSZAMITAS

6.1. A differencia- és a differencialhanyados fogalma

A matematikai analizis egyik legfontosabb fogalma a differencialhanyados, ebben
a fejezetben ezzel a fogalommal ismerkediink meg. A differencialhanyados szerepe
mind a matematika, mind pedig mas tudomanyok, igy a mezdgazdasagi kutatdsok
terliletén is alapvetd fontossagu.

Egy klasszikus példa a fizikabol: az utfliggvény differencidlhdnyados fiiggvénye a
sebességfiiggvény. A koOzgazdasagtanbol: a hatartermék a termelési fliggvény
differencidlhanyadosa.

Fogadjuk el egy adott mezdgazdasagi nagylizem vonatkozdsaban, hogy a
kukorica termésatlaga (f(x)) és a felhasznalt vegyes mitragya mennyisége (x) kozotti
kapcsolatot az f(x) = 5 + 4x — x” fiiggvény irja le. Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik a
hektaronkénti termelés mennyisége xo = 1 tonna vegyes miitragya felhasznalasatol valo
eltérés esetén, az eltérés fliggvényében. Tekintsiik e célbdl az xy, = 1 kornyezetének
egy X pontjat, és jeloljiik az x—x¢ kiilonbséget h-val ( ezt a h-t a fiiggetlen valtozo
novekményének nevezziik) és az x pontbeli f(x) fiiggvényérték, és az f(xo)
kiillonbségét pedig H(h)val (ez a H(h) fiiggd valtoz6 ndvekménye). Példankban a
H(h)=f(1+h) - f(1)=[5+4(1+h)-(1+h)*]-(5+4-1%)=5+4+4h-1-2h-h>-8=2h-h*>. A h konkrét
értékének megadasadval mar kiszdmithatdo a varhatdo termésatlag valtozéas is. Példaul
h=0,2 mellett H(0,2)=2”‘0,2-0,22 = 0,396, ami azt jelenti, hogy 0,2 t-val ndvelve a
miitragya mennyiségét 396 kg-mal valtozik meg a termésatlag minden mas koriilmény
valtozatlansaga mellett. Ha a miitragya mennyiség valtozasanak egységre jutd
valtozasat i1s meg akarjuk hatarozni, akkor képezni kell aW(h):? (h=0)
hanyadost.

Ez szintén egy fliggvény, amelyet differenciahanyados fliggvénynek neveziink. Az
abrardl leolvashato, hogy a differenciahdnyados geometriailag az xo €s x abszcisszaju
pontokon atmend szeld iranytangensét jelenti. Ha azonban az xo = 1 pontban szeretnénk
meghatarozni a mitrdgya mennyiség valtozasanak egységre jutd valtozasat, akkor ez

problémat jelenthet, hiszen a W(h) fliggvény nincs értelmezve a h = 0-nal.
Meghatarozhatjuk azonban a W fiiggvény hatarértékét a 0-ban:
2
lim@:ﬁm2h h zlimh(2 h)zlimZ—h:2,
h—-0 h h—0 h h—0 h h—0

ami ¢éppen a fenti kérdésre ad valaszt. A matematikdban ezt a hatarértéket
a fliggvény adott x¢ pontjdhoz tartozé differencialhdnyadosanak nevezziik.

Szabatosan a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk meg a differencia- és differencidlhanyados
fogalmat.

Tekintsilik az f fiiggvény grafikonjat és a grafikon x¢ és x (Xo # X) abszcisszaju pontjain
athalado ,,e” egyenest. Ezt az egyenest nevezziik a fliggvény Po(X0,f(X0)) €s P(x,f(x))
pontjaihoz tartozé szeldnek (44. abra).
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44. abra: A differenciahanyados geometriai szemléltetése
Forras: Bir6 és vincze (2000)

Definicié. Legyen H € R. Az x¢ a H belsé pontja, ha van az x-nak olyan D nyilt
kérnyezete, melyre D € H.

Definicio. Legyen H € R, xo € H belsd pont, f: H — R. Az f fliggvény xo-beli
f(x) —f(x)

X=X,

differenciahanyados fliggvénye a d(x) = , X # Xo fuggvény.

Megjegyzeés. A differenciahanyados geometriai jelentése a két ponton atmend szeld
meredeksége (45. dbra).

Rogzitsiik az xo pontot. Ha xo rogzitett és x tetszOleges, akkor a szeld
meredeksége fiigg az x megvalasztasatol. Kozelitslink az x ponttal az x-hoz.

Ha létezik a lim L0 =f(%)

X—)XO X —_ XO

hatarértek, akkor ez az f fliggvény (Xo,f(X0))

pontjahoz tartozo érintd meredeksége (43. dbra).
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45. abra: A differencialhanyados geometriai szemléltetése
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

Definici6. Legyen f: H — R és xo € H bels6 pont. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
differencialhato (derivalhato) az xy pontban, ha a differenciahanyados fliggvénynek

i L)~ (%)

X—)XO X —_ XO

létezik az x(, pontban véges hatarértéke. A =1f'(x,) szamot az f
fliggvény xy-beli differencidalhdanyadosanak (derivaltianak) nevezziik.

Megjegyzés.

(1)Ha a lim M

X—)XO X —_ XO

hatarérték nem létezik, akkor azt mondjuk, hogy az f

fliggvény nem differencidlhat6 xo-ban.

(2)Ha az f: H — R fiiggvény a D € H halmaz minden pontjaban differencialhato,
akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény differencidlhaté a D halmazon. Ha az f
fliggvény az értelmezési tartomanyanak minden pontjaban differencialhaté, akkor
az : H — R fliggvény az f differencialhanyados-fiiggvénye vagy derivalt-
fliggvénye.

(3) A derivaltfiiggvény jelolésére gyakran hasznaljak a j—f jelolést is.

X

(4) Az f fuggvény xo-beli derivaltja geometriai értelemben az Xo-beli érintdjének a
meredekségével egyenld. A derivalt segitségével az xp-beli érintd egyenlete az
alabbiak szerint adhatdé meg:

y—f(x0)=f"(X0) " (X—Xo).

Vizsgaljuk meg a folytonossag és a differencialhatosag kapcsolatat.
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Tétel. Ha az f: H — R fiiggvény differencialhatd xo € H-ban, akkor f folytonos is
Xo-ban.

Megjegyzés. A tétel megforditva nem igaz, a folytonossagbol nem kovetkezik a
differencialhatésag.

6.2. Derivalasi szabalyok
A kovetkezotételek lehetévé teszik, hogy a fliggvények differencidlhanyadosainak
meghatarozasat elemi fliggvények differencidlhanyadosaira vezessiik vissza.

Tetel. Ha az f és g fliggveny differencialhatd xo-ban, akkor f + g is differencialhato6 Xo-
ban, és (f + g) (x0) = f(x0) + g (Xo).

Tétel. Ha az f ¢és g fuggveny differencialhato xo-ban, akkor f - g is differencialhato xo-
ban, és (f - g) (x0) = f(X0) - g(x0) *+ f(X0) * g(X0)-

Kovetkezmény. Ha az f filiggvény az értelmezési tartomany X pontjdban
differencialhato és ¢ € R, akkor a ¢ - f fiiggvény is differencialhatd az x pontban és

(c - ) (x0) = ¢ - f(x0).

: : | :
Tétel. Ha f és g differencialhatd xo-ban és g(x¢) # 0, akkor — is differencialhat6 xo-

ban és [ij (x,) = fy(xo)'g(xo)z_f(xo)'g'(xo) '
g g (xo)

Tétel. Az Osszetett fliggvény derivalasi szabalya. Ha Hy, H, € R, f: H; — H,, g: H,
— R. Legyen xo € H; belsd pont, és tegyiik fel, hogy yo = f(x9) € H, belsd pont.
Ekkor, ha f differencidlhaté x¢-ban és g differencialhatd yp-ban, akkor g - f is
differencialhatd xo-ban, és (g ° f) (x0) = g (f(x0)) - f(x0).

Megjegyzés. Az eldz0 tételek kettdnél tobb tagu kifejezésekre is alkalmazhatok. Példaul
harom tényezd esetén a kovetkezd modon:

(1) (f+ g +h)(x0) = (f + &) + h)'(x0) =
= (f+ g) (x0) + h'(x0) = f(x0) + g(xX0) + h'(x0).

) (f g h)(xo)=((f- g h)(xe) = (" g)(x0) - h(xo) + (f+ g)(x0) " h'(x0) =
= (f(x0) * g(x0) + f(x0) * g(x0)) * h(x0) + f(x0) * g(x0) * h'(x0)=
= f'(x0) - 8(X0) - h(Xo)+f(Xo) - g'(X0) - h(x0) + f(X0) - &(X0) - h'(X).

(3) (flg(h(x0))) = f(g(h(x0))) - g (h(x0)) - h'(x0).

Tétel. Az inverz fliggvény derivalasi szabalya. Ha az f: ]Ja,b[ — ]c,d[ kélesondsen
egyértelmi folytonos fliggvény differencidlhat6 a < xy < b pontban, és f(x¢) = 0, akkor az
f':]c,d[ — Ja,b[ inverz fiiggvény differencialhato yo = f(xo) pontban, és

1
f(xo) £ (yo)

() =)=

62



6.3. Az elemi fiiggvények derivaltjai

Az elemi fliggvények differencidlhanyadosaira vonatkozo szabalyokat egyrészt a
definicio felhasznaldsaval, masrészt pedig a mar megismert altaldnos Osszefliggések
alapjan vezetjiik le (Banach, 1967; Denkinger és Gyurko, 1987).

Tétel. TetszOleges r racionalis szdm esetén az f(x) = x" hatvanyfliggvény az értelmezési
tartomanya minden 0-t6] kiilonb6z6 pontjaban differencialhato, és (x) =1 - x" .

Megjegyzés. A tétel irraciondlis kitevd esetén is érvényes.

Tétel. Az f(x) = In(x) és a g(x) = loga(x) fliggvények az értelmezési tartomanyuk
minden pontjaban differencialhatok, és [In(x)] = 1 , valamint [log, (x)] = b .

X x In(a)

Tétel. Az f(x) = a” és g(x) = ¢ fliggvények az értelmezési tartomanyuk minden
pontjaban differencialhatok, és (a*) = a™ - lna, valamint (e*) = e*.

Tétel. Az f(x) = sin(x) és g(x) = cos(x) fliggvények az értelmezési tartomanyuk minden
pontjaban differencialhatok, és [sin(x)]’=cos(x) és [cos(x)]’=sin(x)

Tétel. Az f(x) = tg x és g(x) = ctg x fliggvények az értelmezési tartomanyuk minden

>, illetve [cte(x)] = S

1
[cos(x)] [sin()J*

Bronstejn és Szemengyajev (1987) alapjan az elemi fiiggvények derivaltjai a
kovetkezOképpen adhatok meg:

pontjaban differencialhatok, és [tg(x)]' =

(1) fx)=c fi(x) =0
2) fx)=x" f(x) = n-x""
3) fx)=¢ f(x) =¢"
4) fix)=a" f(x) = a*In(a)
(5)  f(x)=In(x) fi(x) = 1
X
6 f=log®  FO) =~ —
x In(a)
(7)  f(x) =sin(x) f(x) = cos(x)
(8)  f(x)=cos(x) f(x) = - sin(x)
1
©) fo=-tegx)  Fe)= %M
10) fx)=ctex)  £x)=—
sin” (x)
(11) f(x)=arcsin(x) f(x) = ;, X| <1
1-x?
(12) f(x)=arccos(x) f(x)= — ! Jx| <1
1—x?
(13) f(x) = arctg(x) f x) = ! 5
1+x
(14) f(x) = arcctg(x) f(x) = — ! 5
1+x



6.4. A L’Hospital-szabaly

A fliiggvények hatarértékének megallapitasa nem mindig egyszert feladat, de vannak
olyan esetek, amikor a differencidlszamitas segitségével egyszeriisithet a probléma.

Tétel. (L’Hospital-szabaly): Legyen —owo<a<b<+ow, fig: Ja,b[ — R, és legyen
a<x, <b. Ha f és g differencialhat6 fliggvények Ja,b[\{x¢}-on, g(x) # 0 minden

X € Ja,b[-re és

(1) lim f(x)=0= lim g(x) vagy lim f(x) = o0 = lim g(x), valamint

(2) létezik lim E ; = A véges, vagy végtelen hatarérték,
X—)XO g X

akkor lim fx )—1 fX)
X=X, g(X) X% g (X)

Megjegyzés. A L’Hospital-szabaly a %, vagy % alaka hatarértékek meghatarozasara
o0

hasznalhat6. Megfeleld helyettesitéssel viszont mas alaku fiiggvények hatarértékének
meghatarozasa is elvégezhetd:

(1) 000 alaka: ha f, g olyan, hogy Ilimf(x)=0 lim g(x)= =00, akkor

hm f(x)-g(x) = hm (IX) ami mér% alaka, hiszen ha lim g(x) = too, akkor
g(x)
. 1
lim —— =0,
X=X, g(X)

(2) co—o0 alaku: ha f, g olyan, hogy lim f(x) =+o0 lim g(x) = +oo, akkor

(F-gD A +e)

f(x) +g(x)
végtelen. Ha a szamldlonak van hatarértéke €s véges, akkor a tort hatarértéke 0,
ha a szamlalo hatarértéke végtelen, akkor alkalmazhat6 a L Hospital-szabaly.

a nevezd hatarértéke

lim f(x) - g(x) = lim

6.5. Magasabbrendii derivaltak

Definicio. Legyen H € R, f: H — R differencialhato, és tegyiik fel, hogy az xo € H
pontban az f: H — R derivaltfiiggvény differencialhaté. Ekkor azt mondjuk, hogy az f
kétszer differencidalhato x(-ban, és az f masodik derivaltja az xo € H-ban f'(x0) =
(f(x0)). Ha az f a H minden pontjaban kétszer differencidlhatd, akkor f-et kétszer
differencialhato fiiggvénynek nevezziikk, és f: H — R figgvény az f masodik
derivaltfiiggvénye.

Megjegyzés. A magasabbrendii derivaltakat az aldbbi rekurzidval értelmezziik:
amennyiben az f":H — R n-edik derivaltfiiggvény létezik és differencialhatd xo-
ban, akkor ™ (x¢) = (f"(x0)) az f fiiggvény x¢-beli (n+1)-edik derivaltja. Ha az f
fliggvény a H halmaz minden pontjdban (n + 1)-szer differencidlhato, akkor f (n + 1)-szer
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differencialhato fiiggvény.

Megjegyzés. Az f fiiggvény végtelen sokszor differencialhaté az xp-ban, ha minden n
pozitiv egészre 1étezik az n-edik derivaltja.

Megjegyzés. f 0-adik derivaltja: f° = f. Tovabbi jelslések: {1 =, {2 =7, {9 = p7,
Tétel. Legyen H € R, f: H — R, Ja,b[ < H, f differencialhat6 Ja,b[-n.

(1) f monoton nd Ja,b[-n < f(x) > 0 minden x € Ja,b[-re,

(2) f monoton csékken Ja,b[-n < f(x) < 0 minden x € Ja,b[-re,

(3) f szigorian monoton nd ]a,b[-n, ha f(x) > 0 V x € Ja,b[-re, és nincs olyan Jc,d[
C ]a,b[ (részintervallum), melyre f(x) = 0 minden x€]c,d[-re,

(4) f szigortan monoton gsékken az Ja,b[-n, ha f(x) < 0, Vx € Ja,b[-re, és nincs olyan
]c.d[ € Ja,b[, melyre f(x) = 0 minden x € Jc,d[-re,

(5) f konstans Ja,b[-n <> ha f(x) = 0 minden x € ]a,b[-re.
Tétel. Legyen H € R, f: H — R, ]a,b[ € H és f differencialhat6 ]a,b[-n.
(1) f konvex Ja,b[-n<> f monoton né ]a,b[-n,
(2) f konkav ]Ja,b[-n< f monoton csékken Ja,b[-n.
Tétel. Legyen H € R, f: H — R, Ja,b[ < H, f kétszer differencialhaté]a,b[-n.
(1) fkonvex Ja,b[-n<> f (x) > 0 minden x € ]Ja,b[-re,
(2) fkonkav Ja,b[-n<> f (x) < 0 minden x € Ja,b[-re.
Tétel. Legyen H € R, f: H — R (n + 1)-szer differencidlhat6 fliggvény. Ha xo a H
belsd pontja tigy, hogy
f(x0) = f'(x0) = ... = f™(x0) = 0, de " V(x¢) # 0, akkor
(1) ha n paros, akkor x, inflexids pont,
(2)ha n paratlan, akkor xo szélséértékhely, és ha f™(x) > 0, akkor
xo minimumbhely, ha f*"D(x4) < 0, akkor x maximumbhely.

Tétel. Legyen H < R, f: H — R differencialhat6 fiiggvény. Ha f(xo) =
¢és f az xo-ban elgjelet valt, akkor az x az f fliggvény szélséértékhelye.

Tétel. Legyen H < R, f: H — R ketszer differencialhato fliggvény. Ha f'(x0) =0 és
f' az xo-ban el6jelet valt, akkor az x, pontban az f fiiggvénynek inflexios pontja van.

6.6. Teljes fiiggvényvizsgalat

A valés életbdl  vett tOrvényszerliségek — vizsgalatanal és  ezen
torvényszertiségek kvantitativ formaban valdé megfogalmazasanal gyakran kell
fliggvényeket alkalmazni. TObbéves tapasztalati, vagy mesterségesen beallitott
kisérletek altal szolgaltatott adatokbol regresszidanalizis segitségével az
Osszefiiggéseket bizonyos pontossaggal jellemzd fliggvények képleteit hatdrozzuk
meg. Mind a jelenséget leir6 fiiggvény kivalasztasahoz, mind a jelenség elméleti
elemzéséhez ismerniink kell az egyes fliggvények jellemzdit. Ezen jellemzok
meghatarozasahoz hasznalhatjuk fel a hatarértékszamitds és a differencialszamitas
eszkozeit, melyek eredményeként eljuthatunk a filiggvény grafikonjahoz.
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A grafikonok szemléltetik a fiiggvények tulajdonsédgait, amelyek altal képet
kaphatunk a vizsgalt jelenség sajatossagairdl. Legyen adott az y = f(x) fiiggvény.
Ennek a fliggvénynek a vizsgalatan - mint az el6z6ekbdl is kitlinik - olyan jellemzdk
meghatarozasat értjiik, amelyek segitségével pontosan felrajzolhatdé a fiiggvény
grafikonja, amely az adott fiiggvény lényegi vonasait is kozelebb hozza szdmunkra.
Fiiggvényvizsgalaton azt értjilk, hogy moddszeresen megallapitjuk a fliggvény
tulajdonsagait az alabbiakban felsorolt szempontok alapjan:

(1) Az értelmezési tartomany meghatarozasa.
(2) A fiiggvény zérushelyeinek a meghatarozasa.

(3) A fiiggvény hatarértékének a vizsgalata (a végtelenben, vagy az értelmezési
tartomany végpontjaiban, és a szakadasi helyeken).

(4) Megkeressiik a fliggvény lehetséges szélsoértékhelyeit.
(5) Megkeressiik a fliggvény lehetséges inflexids pontjait.

(6) A fliggvény lehetséges szélsdértékhelyei, lehetséges inflexids pontjai,
szakadasi helyei segitségével tablazatot készitiink. A derivaltak segitségével
meghatarozzuk a fliggvény menetét, konvexitasi intervallumait. A tablazatbol
leolvassuk, hogy hol vannak a filiggvénynek szélséértékhelyei és inflexios
pontjai. Ha vannak, akkor meghatarozzuk azok koordinatait.

(7) A téblazat, a szakadasi helyek és a zérushelyek segitségével megrajzoljuk a
fliggvényt.
(8) Az abrardl leolvassuk a fiiggvény értékkészletét.

6.7. Elaszticitas

Legyen az y = f(x) fiiggvény ¢értelmezési tartomanya ¢és értékkészlete a
pozitiv szamok halmaza. Feleltessik meg az (X,y) koordinata-rendszer els6
siknegyede pontjainak az (u,v) koordinata-rendszer azon pontjait, melyre

u = In(x) és v = In(y).

Az 10j koordinata-rendszerben 4abrazolva az eredeti fliggvényiinket a v = g(u)
fliggvény képét kapjuk meg. A v = g(u) flggvény up helyen vett
differencialhdnyadosat az eredeti f fliggvény xo helyéhez tartozé elaszticitasanak
nevezziik, ¢és a jele: E. Az E-t a definici6 alapjan a kovetkezdképpen fejezhetjiik ki.
Mivel

v =In(y) = v = In(f(x)) = In(f(e")),
fgy v-t, mint dsszetett fiiggvényt derivalva kapjuk E-t:

1

BT

f'(e")-e",
felhasznalva, hogy e" = x, kapjuk, hogy:

E(x) =%-f'(x)~x =%-f'(><),
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Ha meg akarjuk kapni az elaszticitas szemléletes jelentését, az E-t az alabbiak szerint
alakitsuk at:

o) - 1(x,)
B(x) = f(x) = fim 1O IR o OO
f(X) f(X) X=X X —X, X=X, X=X,
X

Ebbdl leolvashatd, hogy az elaszticitas egy adott f fliggvény valamely x pontjaban a
fliggd valtozo relativ megvaltozédsa és a fiiggetlen valtozd relativ megvaltozasa
hanyadosanak a hatarértéke x — x esetén.

Amennyiben ismerjilk a fiiggetlen valtozo relativ megvaltozasat (pl. szazalékban),
akkor az elaszticitas segitségével megbecsiilhetd a fliggd valtozdé megvaltozasa. Ha
tehat a fiiggetlen valtozo a %-kal megvaltozik, akkor a fliggd valtoz6 kozelitéen a -
E(x) %-kal valtozik. Az elaszticitds szemléletes jelentésébdl az kovetkezik, hogy ez a
becslés annal pontosabb, minél kisebb a fliggetlen valtozo megvaltozasa.

6.8. Raforditas - hozam fiiggvények elemzése

Egy termék eloallitasa altalaban tobb tényezo6tdl fiigg. Ha ezeket a befolyasolo
tényezOket értékiikkel helyettesitjiik, és ezekhez rendeljiikk hozz4d a varhaté hozam
értékét, akkor azt mondjuk, hogy ez a fiiggvény a réforditds-hozam fiiggvény (To6th
¢és Horvath, 1991). Egy ilyen fliggvényt tapasztalati Uton, kisérletek kiértékelése
alapjan hatarozhatunk meg. Tekintsik a 46. dbran lathatdo raforditas-hozam
fliggvényt.
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46. abra: A raforditas-hozam fiiggvény alakja és nevezetes pontjai
Forras: Toth és Horvath (1991)
Ezzel a fliggvénnyel kapcsolatban a legfontosabb kérdéseket az aldbbiakban
ismertetésre keriilé pontokban foglalhatjuk 6ssze:

(1) Hol lesz maximalis a hozam értéke? A fliggvény ismeretében a valasz egyszerd,
ott, ahol f'(x) = 0 és f'(x) < 0. Ezt a pontot a beruhdzas soran akkor célszerl
elérni, ha barmilyen aron maximalis hozamra téreksziink. A 46. abran ezt a
helyet A;-gyel jeloltiik.

(2) Hol ad 1000 Ft plusz raforditds 1000 Ft plusz termelési értéket? A nyereség
akkor lesz 0, ha a fiiggvény meredeksége éppen 1, azaz f'(x) = 1. A 46. dbran ezt
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4

a helyet A,-vel jeloltiik.

Hol lesz maximalis az 1000 Ft raforditasra esd termelési névekedés? Ez akkor
lesz maximalis, ha f maximalis, azaz f'(x) = 0, és f" az adott pontban eldjelet
valt. A kapott megoldast mindenképpen célszeri meghaladni, mert ekkor
novekszik leggyorsabban a bevétel (46. abra, As hely).

Mikor lesz az 4tlagos hatékonysag maximalis? Atlagos hatékonysagon az addigi
Osszes termelési érték (f(x)) és az Osszes raforditas (x) hanyadosat értjik, azaz

) hanyadost értjiikk. A 46. abran lathatd, hogy ez a hanyados az origotdl az
X

(x,f(x)) pontokhoz huzott szeld meredeksége. Ez akkor a legnagyobb, ha a szeld
éppen érinti a fliiggvény grafikonjat. Mivel az érinté meredeksége az t'(x), ezért

f(x) = m Azt a helyet (x érték) kell tehat megkeresni, ahol teljesiil a fenti
X

egyenldség. A 46. abran ezt a helyet az A4 jeloli.
6.9. Ellendrzo kérdések

Definialja a differencia- és a differencialhdnyados fogalmat és adja meg ezek
geometriai jelentését!

Hogyan derivaljuk az f+g fliggvényt az xo pontban, ha az f és g fliggvény is
differencialhato xq-ban?

Hogyan derivaljuk az f*g fliggvényt az xo, pontban, ha az f és g fliggvény is
differencialhat6 xq-ban?

Hogyan derivaljuk az f/g fliggvényt az x, pontban, ha az f és g fliggvény is
differencialhato xq-ban?

Adja meg az elemi fiiggvény derivalasi szabalyat.

frja fel az elemi fiiggvények derivaltjait!

Mi az a L’ Hospital szabaly, mire alkalmazzuk?

Mikor mondjuk, hogy egy fiiggvény kétszer differencialhato?

Mit értiink magasabbrendii derivaltak alatt?
. Milyen kapcsolat van a fliggvény elsérendli derivaltja és monotonitasa kozott?
. Milyen kapcsolat van a fliggvény méasodrendii derivaltja €s a monotonitasa kozott?
Ismertesse a teljes fliggvényvizsgalat 1€péseit!
. Ismertesse a derivaltak alkalmazasat a fliiggvények teljes vizsgalatanal!
. Mi az az elaszticitas?
. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak ill. hamisak.

a) A differenciahdnyados geometriailag két ponton 4tmend szel6 meredeksége.

b) Ha az f fliggvény differencidlhat6 az értelmezési tartomanyéanak x, pontjaban,
akkor ott folytonos is.

c¢) Ha az f fiiggvény folytonos az értelmezési tartomanyéanak xo pontjaban, akkor ott
fy differencialhato is.

d) Az L’ Hospital szabaly a g alaku hatarértékek meghatarozasara szolgal.

68



7. MATRIXOK ES DETERMINANSOK

7.1. A matrix fogalma

A gyakorlatban naponta sok-sok szamadattal kell dolgoznunk. Ezeket az adatokat
legtobbszor célszerti - az attekinthetdség kedvéért — tablazatba rendezni. Példaul egy
egyetem els6éves agrarmérnok hallgatdéi 1. csoportjanak az elsd féléves vizsgakon
szerzett vizsgajegyeit tablazatba rendezve:

Tantargyak |5 4 3 2 1

matematika |2 4 6 7 0

fizika 2 3 7 5 2
kémia 0 2 8 8 1
allattan 0 54 5 5

Ebben a forméaban az adatok konnyen attekinthetok, 6sszehasonlithatok. Ha azonban
az évfolyam Osszes csoportjardl és ugyanezekrdl a tantargyakrol van szo, folosleges a
fejléceket mindig megismételni, egy-egy csoport jegyeit elegendd az alabbi alakban
megadni:

2 46 70
2 3 7 5 2
0 2 8 8 1
05455

Lényeges, hogy melyik szdm melyik helyen all. A felirt tdbldzatot matrixnak
nevezzik.

Definici6o. Helyezziink el nxm elemet egy olyan téglalap alakt tablazatba, amelynek
n sora €s m oszlopa van; az i-edik sor €s a j-edik oszlop k6z0s elemét jeldljiik ajj-vel;
a tablazat elemeit szdgletes, vagy kerek zardjellel foglaljuk egybe. Az igy
szerkesztett tablazatot mdtrixnak nevezzik, pontosabban nxm tipusti matrixnak:

a; ap A
a a a
21 22 2m
A = : (alj)'
anl ar12 anm

Megjegyzések.

(1) Az aj; elem esetén az i indexet (1=1,2,...,n) sorindexnek, a j indexet (j=1,2,...,m)
pedig oszlopindexnek szokas nevezni.

(2) Ha azt is fel akarjuk tiintetni, hogy a matrixnak n sora és m oszlopa van, ezt
igy tehetjiik meg: Apxm = (@ij)nxm-

(3) A matrix elemei lehetnek valds vagy komplex szamok, fliggvények, vektorok
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¢s esetleg matrixok is. A tovabbiakban - ha mast nem mondunk - olyan
matrixokkal foglalkozunk, amelynek elemei valds szamok.

7.2. A matrix transzponaltja

Definicié. Ha az

a;; ap A
A= as a?z aZ.m
anl anZ anm

matrix sorait és oszlopait felcseréljiik egymassal, akkor az A madtrix transzponaltjat
kapjuk, amit A'-vel (vagy A -gal) jelsliink:

a; Ay o ay
AT = dp Ay Ay
a‘lm a'2m a'nm

Megjegyzés. A transzponaléas azt jelenti, hogy az elsd sor elemeibdl az elsé oszlop
elemei, a masodik sor elemeibdl a méasodik oszlop elemei stb. lesznek. Egy nxm-es
tipusl matrix transzponaltja mxn-es tipusu lesz.

7.3. Specialis matrixok

(1) Kvadratikus, vagy négyzetes madtrix: olyan matrix, ahol a sorok és oszlopok
szama megegyezik egymassal, azaz n = m. Jelolése: A,,.

oy

Megjegyzés. A kvadratikus matrixoknal bevezetjik a fddtlo, illetve a mellékatlo
fogalmat. A matrix féatlojan szemléletesen a bal felsé sarokbol a jobb alsé sarokba
huzott atlot, mellékatlon a jobb felsd sarokbol a bal alsé sarokba hiuizott atlot értjiik.

(2) Diagonalmadtrix, vagy dtlosmadtrix: az olyan kvadratikus matrix, amelynek
csak a féatlojaban van 0-tdl kiilonboz6 elem. Azaz:

a;; ay - 0
A a'12 a.22 0
0 0 - a,
(3) Egységmatrix: az a diagondlmatrix, amelynek féatl6jdban minden elem 1.
Jele: E,.
1 0 0
0 1 0
E = )
00 - 1

(4) Felsé (C matrix), illetve also hdromszogmdtrix (D madtrix): az olyan
négyzetes matrix, melynek a féatldja alatt vagy felett csupa 0 all:
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0 0 - a, Ay Ay Ay Ay
(5) Zérusmatrix (vagy nullmadtrix): az olyan matrix, amelynek minden eleme O.

(6) Oszlopmatrix (oszlopvektor): olyan matrix, amelynek egyetlen oszlopa van.

(7) Sormatrix (sorvektor): olyan matrix, amelynek egyetlen sora van.
By :(bll blm):é
7.4. Miveletek matrixokkal
Definici6. Két matrix azonos tipusu, ha mindkettd nxm-es, azaz mindkettOben
ugyanannyi sor és ugyanannyi oszlop van.
Definicio: Két mdtrix pontosan akkor egyenlé egymassal, ha azonos tipusuak ¢és a
megfeleld helyeken alland6 elemik rendre megegyeznek.

7.4.1. Matrixok O0sszeadésa, skalarral szorzasa ¢€s linearis kombinacigja

Az 6sszeadas miivelete csak az azonos tipusti matrixok halmazan értelmezett.

Definicio. Az Ay« = (@j) €s Buxm = (bjj) matrixok 0sszegén azt a Cpxyy = (cjj) matrixot
értjiikk, amelynek minden elemére

Cij = aj t bij, i=1,2,...n; j=1,2,...m.

A matrixok 0sszeadasanak tulajdonsagai:

(I)Minden A, B azonos tipusi matrix esettn A + B = B + A, azaz
kommutativ.
(2) Minden A, B, C azonos tipusu matrix esetén (A + B) + C= A + (B + C), azaz
asszociativ.

(3)Minden A matrix esetén, A + O = A, ahol O az A-val megegyezd tipusu
nullmatrix.

(4) Minden A matrix esetén létezik (—A)-val jelolt A-val azonos tipusi matrix ngy,
hogy A + (—A) = 0.

Definicio. Legyen az A,xm = (a;) matrix és A € R adott. A A - A matrixon azt a
Bhnxm = (bjj) matrixot értjiik, amelynek barmely elemére
bij =X\ aij, i:1,2,...,1’1; _] :1,2,...,1’1’1.

Megjegyzés. Matrix szorzéasa skalarral tehat tgy torténik, hogy minden elemét
megszorozzuk az adott szammal.
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A skalarral val6 szorzas tulajdonsagai:
(1) Minden A matrix és A € R esetén: L-A = A-A.
(2) Minden A matrix és A,u € Resetén: (A-pn)- A=A (n-A).

(3)Minden A, B matrix é A,u € R esetén: (Atp)A = AA+u-A és
A (A+B)=A-A+ A-B.

(4)Minden A matrix esetén 1'-A = A és O-A = O, ahol O ugyanolyan tipust
nullmatrix, mint A.

Definicié. Ha az A;, A,, ...,A, azonos tipusu matrixokat rendre megszorozzuk a kj,
ks, ...k, valos szamokkal és a szorzatokat 6sszeadjuk, akkor az igy kapott

k,-A, +k, A, +..+k, -A, =L matrixot az adott matrixok linedris kombindcidjinak
nevezziik.

7.4.2. Matrix szorzasa matrixszal

Definicié. Az nxm tipust A = (a;j) és az mxp tipust B = (b;j) matrixok A-B szorzatan
azt az nxp tipusu C matrixot értjiilk, amelynek minden c;; elemére
C; =a;b;tapby+..+a, b= Zaik -b,;,aholi=1,2,...,n és j=1,2,....p.

k=1
Megjegyzés. Az A = (ajj) matrixnak a B = (b;)) matrixszal valé A-B szorzatat csak
akkor értelmezziik, ha az A matrixnak ugyanannyi oszlopa van, mint ahany sora a B
matrixnak. Ekkor az eredménymatrix sorainak szama megegyezik az A matrix

sorainak a szdmaval, oszlopainak szama pedig egyenld a B matrix oszlopainak a
szamaval.

Megjegyzés. Az eredménymatrix i-edik soranak k-adik elemét tigy kapjuk meg, hogy
az els6 (A) matrix i-edik sorat “szorozzuk” a masodik (B) matrix k-adik oszlopaval
oly modon, hogy az els6 elemet az elsé elemmel, a masodikat a masodikkal stb., az
m-ediket az m-edikkel szorozzuk Ossze, €s ezeket a szorzatokat Osszegezziik. Ezt a
“szorzast” sor-oszlop kompozicionak nevezzik.

A szorzatmatrix kiszamitasakor konnyti hibazni, a kiszamitott elemeket rossz helyre
irni. Ezért célszerli tigy elhelyezni a két szorzandd matrixot, hogy a beirand6 elem
helyét ne lehessen eltéveszteni. Az alabbi elrendezés (47. abra) egy ilyen lehetdséget
mutat, amelyet Falk-modszernek neveziink. Az Auxx és By.3=Cax3 szorzat Falk-
sémaba rendezve a 47. abran lathato:

L 'd

Age Bag

-
=

4x3

47. abra: A Falk-médszer szorzatmatrix kiszamitasanak megkonnyitésére
Forras: Bir6-Vincze (2000)
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Az eredménymatrix eleme tehat éppen annak a sornak és oszlopnak a kompozicioja,
amelynek a metszéspontjaban all.

Megjegyzés. Ezen modszer segitségével konnyli a szamitdsunk ellendérzése is, erre
alkalmas az un. oszlop-, illetve sordsszeg proba. OszlopOsszeg proba esetén adjuk
0ssze az A matrix oszlopaiban allo elemeket és Osszegeket irjuk az A matrix utolséd
sora ala. Ezutan végezziik el ezzel a sorral (sormatrix-szal) is a szorzast, €és a kapott
eredményt irjuk az A-B szorzatmatrix utolso sora ala. Ha helyes volt a szorzas, akkor
az A-B szorzatmatrix oszlopaiban all6 elemek 6sszegét kapjuk.

A matrix-szorzas tulajdonsagai:
(1) Van olyan A ¢és B matrix, hogy A-B ¢és B-A is elvégezhetd, de
A-B = B-A, vagyis nem kommutativ.

(2)Minden A, B ¢és C matrix esetén, amikor a miveletek elvégezhetok:
(A+B)-C=A-C+B-CésA-(B+C)=A B+ A - C,azaz disztributiv.
(3) Minden olyan A matrixra és E egységmatrixra, ahol a szorzdsok elvégezhetok:
A-E=A¢éE-A=A.
(4) Minden olyan A matrix és O nullmatrix esetén, ahol a szorzas elvégezhetd,
teljestil, hogy A- O=0¢s0O - A=0.
Definicié. Az A nxn-es matrix inverze az az A '-gyel jeldlt nxn-es matrix, melyre
teljesiil, hogy A-A™'= A™-A =E.
Megjegyzés. Nem minden kvadratikus matrixnak van inverze.

Példa. Egy élelmiszeriizletben egy elad6 1., II., III. tipust csomag Osszeallitasara
veszi fel a rendelést, mégpedig az els6bdl 3 db-ot, a masodikbol 4 db-ot, a

harmadikbol 5-6t rendelnek. A rendelést az x =(3,4,5) vektorokkal jellemezhetjiik.
Az egyes csomagfajtak Osszeallitasat a kovetkezd A matrixszal irhatjuk le:

csokoladé ital cigaretta virag

(dkg) (liveg) (doboz) (szal)
I. csomag 25 1 3 2
II. csomag 20 1 5 3
[II. csomag 0 2 4 2

Hatarozza meg az Osszes megrendelt csomag Osszedllitasahoz sziikséges arumennyiséget,
valamint a megrendelt csomagok arat, ha az egységarak a kovetkezok: 1 dkg csokoladé 1 Ft, 1
iiveg ital 80 Ft, 1 doboz cigaretta 6 Ft, 1 szal virdg 8 Ft. Az egységarakat jellemezziik az
y = (1,80,6,8) vektorral.

Megoldas:

A sziikséges arumennyiséget az x - A szorzatmatrix adja meg, a megrendelt csomagok értékét
pedigaz x-A-y' szorzat adja meg.
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7.5. A determinansfiiggvény

Definicié. A kvadratikus matrixok halmazan értelmezett valds értékti fliiggvényt
determindns-fiiggvénynek nevezziik, ha

esetén det A = [A| =Y (-1 -a,, -a, -...-a

...-a_. , ahol az 0sszegzés az 1,2,...,n szamok
iy ni,

Osszes lehetséges ij,1z,...,1, sorrendjére terjed ki, I pedig az ij,iy,...,in sorrendben az
inverziok szamat adja meg, vagyis azt, hogy hanyszor fordul el6 az az eset, hogy

k>1,hak <l
Megjegyzés.

(1)Az 1x1l-es matrix egyetlen valdos szam, aminek determinansa maga
a szam.

(2) Az nxn-es matrix determinansat gy kapjuk, hogy minden sorbo6l kivélasztunk
egy elemet ugy, hogy minden oszlopbol is csak egyet valasszunk, ezeket
Osszeszorozzuk, vesszilkk az Osszes ilyen szorzatot, és ezeket megfeleld
eldjellel ellatva Osszegezziik.

a;; ayp

A definici6 alapjan meghatarozzuk az A,, =( ]métrix determinansat!

dy; Ay
Készitsiik el az Osszes lehetséges kéttagii szorzatokat, melyeket ugy kapunk, hogy
minden sorbdl kivalasztunk egy elemet ugy, hogy minden oszlopbol is egyet
valasszunk. Két ilyen szorzat van: ajj-a, ill. ajp-ap;. Az inverzidk szaménak
meghatarozasdhoz a sorindexeket névekvd sorrendbe rakjuk, és az oszlopindexeket
vizsgaljuk. Az a;i-ay; szorzatnal az oszlopindexek:1, 2, ekkor az inverzidok szama 0.
Az ajy-ap; szorzat esetén az oszlopindexek: 2, 1, ekkor az inverziok szama 1, hiszen
2 > 1. Tehat a determinéans a kévetkezoképpen adodik:

_3n Ay

|A2><2

= (_1)0 "ayptdyy +(_1)1 "ty = Ay 78y —ayp tdy,

21 4

azaz egy 2x2-es matrix determinansat gy szamoljuk, hogy a féatloban 1évd elemek
szorzatabol kivonjuk a mellékatloban 1év6 elemek szorzatat.

a;; 4 Ay

A definici6 alapjan meghatarozzuk az A, , =|a,, a,, a,,|matrix determinansat is!
a3, a3  ag;

Készitsiik el az Osszes lehetséges haromtagu szorzatot, a sorindexeket rakjuk

novekvd sorrendbe €s nézziik meg az oszlopindexeknél az inverzidk szamat (48.
abra)!
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a haromtagi szorzatok | oszlopindexek | az inverzidk

a1 -d33-233 1.2.3 I=n

Qi -d33-237 1.3.2 I=1, mert 32

P e T 2.1.3 I=1, mert 22>1

Qg d33-231 2.3.1 I=2, mert 21, 351
dyg-aaq-aa 3.1.2 I=2, mert 3>1, 3>2

Qi3 -@33-23] 3.2.1 I=3, mert 32, 351, 21

48. abra: Segédlet a 3x3-as matrix determinansanak meghatarozasahoz
Forras: Biro6 és vincze (2000)

Azaz

a;; 4 Ay,
|A3><3

=@y Ay Ap|=
a3; a3 dg
=(-D°-a,,-a,, a3, +(-D'-a, RCTERREY) +(-D'-a,-a,, i
+(-1)° "y tagytag t -1? "d3ay Ay + (-1)° "dy308y; a5 =
=ay;Qy, v 833 7a; 8,383, a8, A33 13y Ay3783; 181378783, —Ay3785, 85 =
=(a;,;"8y @5 +8;, 8,085,238, 85,) —(Q), -8, 85, 18,8, 83, +23 78y, "8y,)

A 3%3-as matrix determinansanak kiszdmitasahoz a Sarrus-szabaly néven ismert
egyszerli modszert célszerli alkalmazni (Bronstejn és Szemengyajev, 1987):

=(a;,a,,-a;;+8,,"8,5-8;5,+8,;-8,,-83,) —(a3,-8y, -8 ;;+8;,-8,;-a,, +233-8,,°a),)

Megjegyzés. Eszrevehetd, hogy a nxn-es (n > 4) matrix esetén a definicié szerint
torténd szadmolas nagyon hosszadalmas lenne, hiszen példaul 4x4-es matrix esetén a
determinans 4 - 3 - 2 - 1 = 24 tagl 6sszeg. Ezért n > 4 esetén az nxn-es matrixok
determinansanak a meghatarozasara mar az un. kifejtési tételt célszerti hasznalni.

1 20
Példa. Hatarozza A,, =| 0 3 1| matrix determinansat Sarrus-szaballyal.
-1 5 4

Megoldas: (1:3-4+2-1-(=1)+0-0-5)—((-1)-3-0+5-1-144-0-2) =10—-5=5

Tétel (Kifejtési tétel). Az nxn-es matrix determinansat a kovetkez6 modon
hatarozhatjuk meg:

ay A A,
a a v a n n
21 Ay 2m
A =| . — . _Zaik Ay = Zaik Ay
: : .o P i1
anl ar12 anm
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ahol az els6 esetben a kifejtés az i-edik sor szerint (i = 1,2,...,n), a masodikban a k-
adik oszlop szerint (k = 1,2,...,n) tortént. Az Aj az i-edik sor k-adik elemhez tartozo
algebrai aldetermindans, aminek az értékét ugy kapjuk, hogy az eredeti matrix i-adik
sorat ¢és k-adik oszlopat elhagyjuk €s a kapott (n-1)x(n-1)-es matrix determinansanak
az értékét szorozzuk (-1)"*-val. Azaz Ay = (-1)"* Dy, ahol Dj tehat egy (n-1)x(n-1)-
es matrix determinansa, amit az a;, elemhez tartozo aldeterminansnak mondunk.

Megjegyzés. Nyilvanvald, hogy a kapott (n—1)x(n—1)-es matrix determinansanak
meghatarozasa visszavezethetd (n—2)x(n—2)-es matrix determinansanak meg-
hatarozasara, igy véges sok 1épésben eljutunk a 2x2-es matrix determinansahoz.

7.6. A determinansfiiggvény néhany tulajdonsaga

A determinans ¢értékének a kiszamitdsat az aldbbiakban megfogalmazott
tulajdonsagok nagymértékben eldsegitik.

(1) A matrix determindnsanak értékét megkaphatjuk barmelyik sora, vagy
oszlopa szerinti kifejtéssel is.

2 A deteTrminéns értéke nem valtozik, ha a matrixot transzponaljuk, azaz
| A=A

(3) A determinans értéke c-szeresére valtozik, ha a matrix valamelyik soranak,
vagy oszlopanak minden elemét megszorozzuk c-vel (azaz a determinans-
fliggvény homogén).

(4) Ha egy matrix valamely sordban, vagy oszlopaban csak O elem all, akkor a
determinans értéke 0.

(5) Ha egy matrixban felcserélink két oszlopot (vagy két sort), akkor a
determinans értéke a (—1)-szeresére valtozik.

(6) Ha egy matrixban két oszlop (vagy sor) megegyezik, akkor a determinans
értéke 0.

(7) Ha egy matrix valamely oszlopa (vagy sora) egy masik oszlop (vagy
sor) skalarszorosa, akkor a determinans ért€éke O, hiszen ekkor a
skalart kiemelve olyan matrixhoz jutunk, melyben két oszlop (vagy
sor) megegyezik.

(8) Ha egy matrix valamely oszlopahoz (vagy sordhoz) egy masik oszlop
(vagy sor) skalarszorosat adjuk, akkor a determinans értéke nem
valtozik.

(9) Az egységmatrix determinansa 1.

(10) Minden fels6 haromszogmatrix, illetve minden alsé haromszogmatrix
determinansa megegyezik a féatloban 1évo elemek szorzataval.

Tétel. Szorzatmatrix determinansa egyenld a determinansok szorzataval:
|A-B[ =[A[-[B].

Megjegyzések.
_ 1
(1) Ha az A matrixnak 1étezik az A~'-gyel jelolt inverze, akkor ‘A’l‘ = m
(2) Kvadratikus matrixnak akkor és csak akkor van inverze, ha det A # 0.
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b11 b1

Tétel. Az A  kvadratikus mdtrix inverze A'=|: -, i |, ahol

n

nl nn

és Aj; a j-edik sor i-edik eleméhez tartozo algebrai aldeterminéns.
7.7. Ellenorzé kérdések

Hogyan magyarazna el a matrix fogalmat?

Mit jelent az, hogy egy matrix 3x4-es tipusu?

Mikor mondjuk, hogy két matrix egyenld?

Mit értiink a matrix transzponaltjan?

Mi a szimmetrikus és antiszimmetrikus matrix?

Mi a matrix diagonalisa?

Sorolja fel, hogy milyen specialis matrixokat ismer és jellemezze ezeket.
Mikor mondjuk, hogy két matrix azonos tipust?

A A o

Hogyan értelmezziik a matrixok O0sszeadasat, skalarral valod szorzatat és a matrixok
linearis kombinaciojat?

10. Osszeadhaté-e egy 3x2-es és egy 2x3-as matrix?

11. Ossze tudjuk-e szorozni a 3x4-es matrixot az 1x4-es sormatrix transzponaltjaval?
12. Mi a Falk-modszer?

13. Mire hasznalja a sor-, ill. oszlopOsszeg probat?

14. Mi az a determinans?

15. Mit jelent az i-edik sor szerinti sorba fejtés?

16. Mi az az algebrai aldeterminans?

17. Mi a Sarrus-szabaly?

18. Sorolja fel a determinansfiiggvény néhany tulajdonsagat.

19. Milyen matrix az inverz matrix?

20. Hogyan lehet inverzmatrixot meghatarozni?

21. Mikor van egy matrixnak inverze?

22. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak ill. hamisak:

a) Az Osszeadas mivelete csak kvadratikus matrixok halmazan értelmezett.

b) A Sarrus-szabalyt a 4x4-es kvadratikus matrixok  determinansanak
maghatarozasara hasznaljuk.

c) Ha egy matrixban két oszlopot felcseréliink, akkor a determinans értéke nem
valtozik.

d) Ha egy matrix valamely oszlopédhoz egy masik oszlop skalarszorosat adjuk, akkor
a determindns értéke (-1)-szeresére valtozik.
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8. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

Definicio. Az
a, x,+a;,X,+--+a, x, =b,
a,X,+a,Xx,+-+a, x, =b,

(1)

a, X, +a,X, +--+a, x, =b,

egyenletek halmazat, ahol x; valos szamok (j = 1,...,n) az ismeretleneket, a;; adott
valos szamok (i = 1,2,....k, j = 1,2,...,n) az ismeretlenek egyiitthat6it jelentik és a b; -k
adott valos szamok, linedris egyenletrendszernek nevezziik.

Megjegyzés.

(1) Amennyiben b; = b, =...= by = 0, az egyenletrendszert homogénnak, ellenkez6
esetben inhomogénnak mondjuk.

(2)A ci,c2,...,cn szamok az egyenletrendszer megoldasat adjak, ha az x;
ismeretlenek helyére helyettesitve minden egyenletet kielégitenek.

8.1. Linearis egyenletrendszerek megoldasa

Az egyenletrendszerek megoldhatdsaganak vizsgalata azt jelenti, hogy egy
adott egyenletrendszerrdl el tudjuk donteni azt, hogy van megoldasa, vagy nincs, és
ha van, akkor hogyan oldhaté meg. Ha az egyenletrendszernek nincs megoldasa,
akkor ellentmonddsosnak nevezzik, ellenkez6 esetben pedig megoldhatonak.

Ha csak egyetlen megoldas létezik (azaz pontosan egy X, X2, ... , Xn), akkor az
egyenletrendszert hatdrozottnak, vagy reguldrisnak, ha tobb megoldasa is van az
egyenletrendszernek, akkor hatdrozatlannak, vagy irregularisnak mondjuk.

Definicio. Két egyenletrendszert ekvivalensnek neveziink, ha a megoldasaik
azonosak.

Megjegyzés. Ekvivalens egyenletrendszert kapunk, ha
(1) Az egyenletrendszer valamelyik egyenletét A = 0-val (A € R) megszorozzuk.
(2) Valamelyik egyenlethez az egyenletrendszer egy masik egyenletét hozzaadjuk.
(3) Két egyenletet felcseréliink.
(4) Az egyenleten beliil felcseréljiik a tagok sorrendjét.

8.1.1. Egyenletrendszerek megoldasa Gauss-eliminacidval

Tekintsiik az (1) egyenletrendszert. Feltételezziik, hogy az a;; egylitthatok kozott
van zérustdl kilonbozd. Tegyiik fel, hogy a;; # 0, ha esetleg az lenne, akkor az
egyenletek sorrendjének felcserélésével biztosan taldlhato olyan x;, melynek egyiitthatoja
nem nulla (ellenkezé esetben ugyanis (n—1) ismeretlenes lenne az egyenletrendszer).
Tehat az egyenletek sorrendjének felcserélésével az a;; # 0 elérhetd.
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Az elsd egyenletet osszuk el a;j-gyel, a masodik egyenlethez adjuk hozzé az els6 egyenlet

a’ r r 4 . . I3 .
— 2L _szeresét, igy a masodik egyenletben az x; ismeretlen mar nem fog szerepelni.
a
11

. . . , ., a, ) L
Hasonléan az i-edik egyenlethez adjuk hozza az els§ —— -szeresét, ekkor az i-edik
a
11

egyenletben mar nem szerepel az x;. Ezek az atalakitasok ekvivalens atalakitasok, és igy
az alabbi (1) egyenletrendszerrel ekvivalens (2) egyenletrendszerhez jutunk:

X, +a,X,+---+a, x, =b,

a,.X,+--+a, X =b.

(2) .22 2 2n“*n ] 2
a,,X,+--+a, X, =b,

A (2) egyenletrendszer olyan alak®, hogy a masodik, a harmadik, ... , k-adik egyenletben
nem szerepel x;, vagyis ott az x;-et kikiiszoboltiik. Ha a (2) elsé egyenletét nem vessziik
figyelembe, akkor a maradék (k—1) egyenlet egy (n—1) ismeretlenbdl all6
egyenletrendszert alkot. Ha a

a'nx2 +---+a'2nxn :b'2
(3) : :
a,X, ++a, X, =b,

egyenletrendszer megoldhatd, akkor a (2) is megoldhat6 és ha x,,...x, a (3) egy
megoldasa, akkor ezek az x,,...,x, értékek és a (2) egyenletrendszerbdl felirt

X, =b, —(a,x, +++a,X,)
a (2) lineéris egyenletrendszer megoldéasat adjak.

fgy a k egyenletbél 4ll6 n ismeretlenes (1) linearis egyenletrendszer
megoldhatosagat ¢és megoldasat visszavezettik egy (k—1) egyenletb6l allo (n—1)
ismeretlenes linearis egyenletrendszer vizsgdlatara. EbbOl a visszavezetéses eljarasbol
lathato, hogy ha az egyenletrendszer megoldhato, akkor az (1) valamennyi megoldasa
felirhat6 az egylitthatokbol a négy alapmiivelet segitségével.

Az eljarasunkat ismételjiik meg a (2) utols6 (k—1) egyenletén, majd igy tovabb. Az
eljaras akkor ér véget, ha mar nincs tobb egyenletiink, vagy az egyenletrendszer tovabbi
egyenleteinek a bal oldalin minden egyiitthaté 0. fgy az (1) egyenletrendszerrel
egyenértékil egyenletrendszerhez jutunk, amely a kovetkez6 alaku:

* * * _b*
X, taX, +a,X; +---+a, X, =0,

* * *
X, +ay,X; +---+a, X, =b,

(4) Xr +ar,r+lxr+l +“.+aan = br
O =br+l
0 =b’



ahol r < min(k,n). Ezt az egyenletrendszert az (1)-hez tartozd trapéz alaku linedris
egyenletrendszernek nevezzik. Specialis esetben az egyenletrendszer haromszog alakt.

Elemezziik tovabb a Gauss-eliminacio altalanos menetét!

Tétel. Minden linearis egyenletrendszer véges sok 1épésben vele ekvivalens trapéz alaku
linearis egyenletrendszerré alakithato.

Tétel. Az (1) egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha a hozza tartozd trapéz
alaku linearis egyenletrendszer azon egyenleteiben, amelyeknek a bal oldalan csupa nulla
all, a jobb oldali konstansok is nullaval egyenlok.

Megjegyzés. Azaz a trapéz alaku linedaris egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha
b;—l :b:+2 :”':b; :O'

A trapéz alaka (4) linedris egyenletrendszerbdl amellett, hogy eldonthetd, hogy
megoldhat6-e az egyenletrendszer, megoldhatdsag esetén a megoldasok is megadhatok. A
trapéz alaku linearis egyenletrendszer pontosan akkor hatdrozott, ha n =r. Har <n,
akkor hatarozatlan, és ekkor partikularis megoldast kapunk. (A trapéz alaka linearis
egyenletrendszer pontosan akkor ellentmondasos, ha 1étezik olyan i, melyre teljesiil,

hogyr+ 1<i<nés b; #0.)

Tegyiik fel, hogy a (4) megoldhat6. Tekintsiik ekkor az elsé r egyenletet, ami
szemléletesen a 49. dbrdn a vizszintes egyenes folotti egyenleteket jelenti.

E<mn k=n k>n

r<k = = =

r=k<n r=k=mn k=n=r

49. abra: A trapéz alaki linearis egyenletrendszerek formai

a megoldhatosaguk tekintetében
Forrés: Bir6 és Vincze (2000)
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A kapott egyenleteket rendezziik at az alabbi mddon:

* * * _b* * *
X, +a,X, +a,X; ++a X, =b; —(a,,, X, ++a,x,)

Ir*r

X, +8y,X, +-+a, X, =b, —(a,,, X, +-+a5X,)
2 233 2r*r 2 2,r+1 % r+l 2n“*n

)

* * *
X, =b _(ar,r+lxr+1+“'+amxn)

T r

Ekkor az alabbi esetek valamelyikéhez jutunk el, attél fliggéen, hogy n>rvagyn=r

(1) Ha n > r, akkor a 50. dbran lathato6 alakt az (5) egyenletrendszer:

T n—r

50. abra: Az n > r alapeset szemléltetése
Forras: Biré és Vincze (2000)

(2) Ha n =r, akkor az 51. dbrdn lathat6 alaku az (5) egyenletrendszer:
-

51. abra: Az n =r alapeset szemléltetése
Forrés: Bir6 és Vincze (2000)

Az (5) egyenletrendszer utolsd egyenletébdl x,, az utols6 el6ttibdl X, i,..., az elsd
egyenletbdl pedig x; fejezhetd ki. Ekkor az x,,x,...,X; ismeretlenek:

Xy =X oo+ X, £

IL,n“*n

X2 = 12,r+1Xr+l +”.+12,an +12

x =1

r r,r+l1 Xr+I

+-+1 x, +1

alakban irhatok fel, ahol az egyiitthatok meghatarozott konstansok, az X, ...,x, pedig
tetszOleges értékek lehetnek.

Az (5) egyenletrendszer 0sszes megoldasat az xy,...,X;,...,X, értékek adjak. A (4)-ben
az utolsé (k — r) egyenlet Osszes egylitthatoja 0, ezért az elébbi értékek a (4) minden
egyenletét kielégitik. A (4) linearis egyenletrendszer azonban ekvivalens (1)-gyel, azaz az
(5) megoldasai egyben az (1) 6sszes megoldasat is adjak.
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8.1.2. A Cramer-szabaly

Tétel (Cramer-szabaly).

Tekintsiik az alabbi
a, x,+a,x,+---+a, x,=b,
a, X, +a,,X, +--+a, X, =b,

a, X, +a,x,+--+a x, =b

n

n egyenletbdl 4ll6 n darab ismeretlent tartalmazo egyenletrendszert, ahol az aj és bj-k
(i,k = 1,...,n) konstansok ¢és xi,X,....x, ismeretlenek. Legyen A az egyenletrendszer
egylitthatomatrixa, és tegyiik fel, hogy az A matrix determindnsa nem nulla. Ekkor

X; = i, aholi=1,...,n,

A

ahol d; annak az nxn-es matrixnak a determinansa, amit ugy kapunk, hogy az A matrix i-
edik oszlopat kicseréljik b = (by,b,.. .,bn)T-re.

8.2. A homogén egyenletrendszer megoldasarol

A homogén egyenletrendszernek mindig létezik megoldésa, amely az x; =x, = ... = x, = 0.
Ezt a megoldast trividalis megoldisnak nevezzikk. A kérdés az, hogy a homogén
egyenletrendszernek mikor van trivialistol kiiloénb6z6 megoldasa.

Tétel. A homogén egyenletrendszer megoldasaira a kovetkezdk igazak: ha ay,...,on €s
B1,...,.pn megoldasok, akkor az

o+ Bi,y eee, 0y + Pn s cay, ..., C O,
1s megoldas.

A korabban targyalt Gauss-féle eliminacids eljarassal minden homogén linedris
egyenletrendszer az aladbbi vele ekvivalens egyenletrendszerré alakithato:

X, +dpx, +dx; +o+d x, =—(d X, o+ dX)
Xy +dyXy +o+dy X =—(d, X+ +dy X))
X, =—(d, X,y ++d X))
0=0
(k—r1) egyenlet
0=0

Megjegyzés.

(1) A homogén linedris egyenletrendszernek pontosan akkor van csak trividlis
megoldéasa, han =r.

(2) A homogén linearis egyenletrendszernek pontosan akkor van végtelen sok
megoldéasa, han>r.
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(3)Ha a homogén linearis egyenletrendszerben kevesebb egyenlet van, mint
ismeretlen, akkor mindig van trivialist6l kiilonb6zé megoldasa.

8.3. Ellenorzo kérdések

Mit értiink linearis egyenletrendszeren?

Mikor mondjuk, hogy egy linearis egyenletrendszer homogén, ill. inhomogén?
Mit tud mondani a linearis egyenletrendszerek megoldéasarol?

Mikor mondjuk, hogy egy linearis egyenletrendszer ellentmondasos?

Mikor mondjuk, hogy két linearis egyenletrendszer ekvivalens?

Milyen linearis egyenletrendszer megoldasi modszereket ismer?

Ismertesse a Gauss-eliminacio lényegét.

Mikor ¢és hogyan alkalmazhatjuk a Cramer-szabalyt?

A AN oo i o

Milyen tanult modszerrel tudnéd megoldani azt a linearis egyenletrendszert, amely 3
egyenletbdl és 5 ismeretlenbdl all?

10. Mit tud mondani a homogén linearis egyenletrendszerek megoldéasarol?
11. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak, ill. hamisak

a) Ha egy linedris egyenletrendszernek tobb megoldasa is van, akkor az
egyenletrendszert irregularisnak mondjuk.

b) Két egyenletrendszer ekvivalens, ha mindkettd ugyanannyi egyenletet
tartalmaz ¢és ugyanannyi ismeretlenbdl all.

¢) Minden linearis egyenletrendszer véges sok lépésben vele ekvivalens trapéz
alaku linedris egyenletrendszerré alakithato.

d) A Cramer szabaly csak olyan linearis egyenletrendszerek megoldasara
hasznalhat6, amely inhomogén és az egylitthato-matrixdnak a determinansa
nem nulla.

e) Ha a homogén linedris egyenletrendszerben kevesebb egyenlet van, mint
ismeretlen, akkor csak trividlis megoldasa létezik a  linearis
egyenletrendszernek.
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9. VEKTORTEREK ES A BAZISTRANSZFORMACIO
9.1. Vektorterek

Definicié. A V halmazt vektortérnek (vagy linedris térnek) nevezziik, ha értelmezve van
benne két miivelet az 0sszeadas és a skalarral valo szorzas (azaz x,y € V esetén 3x +y €
V.,ésx €V ,A€E Vesetén 3 Ax € V ) az alabbi tulajdonsagokkal:

(1) Vx,y € V esetén x +y =y + X, azaz kommutativ,
(2) Vx,y,z € V esetén (x +y) +z=x + (y + z), azaz asszociativ,
(3) 30 € V (nullelem, vagy zéruselem), hogy Vx € V esetén x + 0 = x,

(4) Vx € V esetén létezik —x € V (az x elem negativja, vagy additiv inverze) 0gy,
hogy x + (—x) =0,

O)VapER,VXEVesetén(a+P) - x=a-x+ "X,
(6) VoeER,Vx,yE Veseténa - (x+ty)=a-x+a-y,
(D Va,ER,VXE Vesetén (a-P)-x=a- (B x),
(8) VX E Vesetén 1 - x =x.
Megjegyzés.
(1) A fenti axiomakbol kovetkezik, hogy 0 - x = 0 minden x € V.

(2) A vektortér elemeit vektoroknak nevezziik, még akkor is, ha az elemek nem a
hagyomanyos értelemben vett vektorok.

s

elvégezhetdségét is megkoveteljiik, akkor specidlis vektorteret definidlunk. Azt a
vektorteret, amelyben a kozépiskoldban mar megismert skaldris szorzés
érvényességét is megkoveteljiik, euklideszi térnek nevezziik. A térbeli iranyitott
szakaszok példaul euklideszi teret alkotnak.

9.1.1. Linearis kombinacio, linearis fiiggetlenség, linearis fliggdség
Definicio. Az a;,az,as,...,a, vektorok a;,0,,0s,...,0, skalarokkal vett linedris kombindcioja
azo;-a;t+oy-a;toz-azt..+ o, a,kifejezés.

Megjegyzés.
(1) Az ay-a; + 0272 + a3-a3 + ... + o,-a, kifejezés vektort hatdroz meg.
(2) Az 04,02,03,...,0, skalarokat a linearis kombinaci6 egytitthatdinak nevezziik.

Definicié. Az a;,az,a3,...,2, vektorok linedrisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak, ha az
op-artoy-a+taz-azt+..+a, a,=0egyenléségcsakaza;=m=03=..=0,=0
esetben all fenn.

Megjegyzés. A linearis fliggetlenség azt jelenti, hogy az aj,aj,as,...,a, vektorokbol a
nullvektort csak csupa nulla skalarokkal vett linearis kombinécidval (azaz csak trivialis
linearis kombinacioval) lehet eléallitani.

Definicié. Az a;,a3,a3,...,a, vektorrendszer linedrisan fiiggd, ha nem linedrisan fiiggetlen.
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Megjegyzés.

(1) A linearis fiigglség azt jelenti, hogy az a;,a,,as,...,a, vektorokbol a nullvektort nem
csak csupa nulla skalarokkal vett linearis kombinacioval lehet eldallitani.

(2) Tehat V = R" esetén linearis fiiggetlenség, illetve fliggdség vizsgalatanal egy
homogén egyenletrendszert kell megoldani. Ha a homogén egyenletrendszernek
csak trividlis megoldasa létezik, akkor azt mondjuk, hogy a vektorrendszer
linearisan fiiggetlen, mig ha létezik trividlistol kiillonb6z6 megoldas (azaz végtelen
sok megoldéasa van), akkor a vektorrendszer linearisan fiiggd.

Tétel.
(1) Ha az a;,az,as,...,a, vektorrendszer linearisan fliggd, akkor koziiliik legalabb egy
eldallithato a tobbi linearis kombinécidjaként.
(2) Ha egy vektorrendszer linearisan fiiggd, akkor ujabb vektort hozzavéve, a
vektorrendszer tovabbra is linearisan fliggd marad.
(3) Ha egy vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, akkor barmely vektorat elhagyva, a
vektorrendszer tovabbra is linearisan fiiggetlen marad.

9.1.2. Generatorrendszer, dimenzio, bazis

Definicio.

(1) Az ay,az,as,...,a, vektorrendszer generdtorrendszer, ha a vektortér minden eleme
eldallithat6 az ag,a;,a3,...,a, vektorok linedris kombinacidjaként.

(2) Az ay,a3,a3,...,a, vektorrendszer bdzis, ha linearisan fliggetlen ¢és  generatorrend-
Szer.

Tétel. Ha az ay,a,,a3,...,2, 2 V vektortér egy bazisa, a by,ba,....bx a V vektortér egy masik
bazisa, akkor n = k.

Megjegyzés. A vektortérben tehat a bazisok tagszama egyenld.
Definicio.

(1) Ha a V vektortérnek van véges sok elembdl allo bazisa, akkor véges dimenziosnak
mondjuk.

(2) A V vektortér n-dimenzios, ha a benne 1év6 bazisok tagszama n.
Tétel.

(1) Az n-dimenzidos V vektortér barmely vektora egyértelmiien kifejezheté a
bazisvektorainak lineéaris kombinacidjaként.

(2) Az n-dimenzids V vektortérben legfeljebb n darab lineérisan fiiggetlen vektor lehet,
azaz az n dimenziés V vektortérben n-nél tobb vektor linearisan fliggd
vektorrendszert alkot.

Definicié. Ha az a;,az,as....,a, vektorrendszer a V vektortér egy bazisa, és x € V esetén x
=X; a1 t+Xy a,+ X3 a3+ ..+ X, a, akkor az xi, Xp, X3,..., X, Szamokat az x vektor
a1,22,43,... ,A, bdzisra vonatkozo koordinatdinak nevezzik.

Megjegyzés. Az R" vektortér eq,es,...,e, bazisat természetes bazisnak nevezziik, ahol:
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e1=[0|,e=|01,...,ex=

0 0 1

Megjegyzés. A térben a természetes bazist a kovetkezé modon képzelhetjiik el: valasszunk
ki 3 egységvektort a térben (ej,ez,e3), amelyek paronként merdlegesek egymasra, és ugy
helyezkednek el, mint jobb keziink hiivelyk ujja, mutato ujja és kozépso ujja (52. abra).

Io
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52. abra: Az R® tér természetes bazisa
Forras: Biré és Vincze (2000)

Az ilyen vektorrendszerrél azt mondjuk, hogy jobbsodrasu rendszert alkotnak. A sikbeli
vektorok esetén az e;,e; egymasra merdleges egységvektorok, tovabba az e;-et az e;-be (az
oramutat6 jarasaval ellenkezd iranyti) 90--os elforgatas viszi.

9.1.3. Altér, rang, kompatibilitas
Definici6. Ha a V vektortérnek van olyan részhalmaza, ami szintén vektortér

ugyanazokkal a miveletekkel, akkor ezt altérnek (vagy linedris altérnek) nevezziik.

Megjegyzés. Az altér olyan tulajdonsagl, hogy az O0sszeadas és a skalarral szorzas nem
vezet ki beldle, vagyis ha K € V altér, akkor minden x,y € K esetén A - x+p -y € K.

Definicié. Az a;,a3,a3,...,a, vektorokkal generdlt altéren az
L(a1,az,a3,... ,an) = {(1131 + opay +ozaz + ... + dya, ‘(li € R, 1= 1,2,3,...,11}
halmazt értjiik.

Megjegyzés. Ebben a vektortérben az aj,aj,as,...,a, vektorok generatorrendszert alkotnak,
de csak akkor alkotnak bazist, ha lineérisan fliggetlenek.

Definicio. Az aj,aj,as,...,a, vektorrendszer rangjan az 1.(a;,aj,as,.. ,a,) generalt altér
dimenziojat értjiik. Jele: rg(as,az,a3,...,a5).
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Megjegyzés.

(1) A vektorrendszer rangja megegyezik a benne 1évé maximalis szamu linedarisan
fiiggetlen vektorok szamaval.

(2) A vektorrendszer rangjat nem valtoztatjuk meg, ha
a) valamelyik vektorat nem nulla skalarral megszorozzuk,
b) egyik vektorahoz hozzaadjuk barmely vektorat,
¢) megvaltoztatjuk a vektorok sorrendjét.

Definicio. A b vektor akkor kompatibilis az aj,az,as,...,a, vektorrendszerrel, ha teljesiil,
hogy b € L(a,az,a3,...,a,).

Megjegyzés. A b vektor kompatibilis az aj,aj,as,...,a, vektorrendszerrel, ha eldallithato
azok linearis kombinaciojaként.

9.1.4. Az egyenletrendszer matrixos alakja

Az (1) egyenletrendszer egyiitthat6ibol alkotott

a;; A ot Ay
A= ay, a.zz ay,
dy A Ain

Xy b,

X5, b,
X= esb=| |,

Xn bn

ekkor a linearis egyenletrendszer roviden a kovetkez6 alakban irhato le:
A-x=b

Ezt nevezziik az egyenletrendszer matrixos alakjanak. Ha

akkor
Xirart+txpraytxy-az+...+Xx, a,
az egyenletrendszer vektoros alakja.

Tétel (Kronecker-Capelli). Egy linearis egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté6 meg,
ha rg(a1,22,23,...,25) = 1g(21,22,235...,2p,b).

87



9.2. Az elemi bazistranszformacio és alkalmazasai
9.2.1. Az elemi bazistranszformacio

A vektorterek vizsgalatanal nagyon fontos szerepet jatszik a bazis megvalasztasa. A
bazis definicidja szerint az R" vektortér minden n szam® linearisan fiiggetlen
vektorrendszere bazist alkot az n koordinataji vektorok terében.

Vizsgaljuk meg azt, hogyan lehet a tér egy bazisardl attérni a tér egy masik bazisara!

Definicié. Ha az R" tér valamely adott bazisarol attériink egy masik bazisara, akkor
bazistranszformadciorol beszéliink.

Definicié. A bazistranszformacionak azt a legegyszerlibb esetét, amelynél az adott
bazisnak egy 1épésben csak egy bazisvektorat cseréljiik ki, elemi bdzistranszformdcionak
nevezzik.

Legyen az R" vektortér egy bazisa a by,bs,...,b, vektorrendszer. Legyen tovabba ¢ # 0 az
R" egy vektora. A ¢ kifejezhetd a bazisvektorok linearis kombinaciojaként, azaz

c=ciby tc2by - +epby,

ahol a ci,cy,...,cn skalarok a ¢ vektornak a bi,b,,...,b, bazisra vonatkozo koordinatait
jelentik.

Annak a feltétele, hogy a ¢ vektort a by,bs,...,b, bazisba beirhassuk példaul a by vektor
helyébe, az, hogy a ¢ vektornak a by bazisra vonatkoz6 koordinatdja nullatél kiilonb6zo
legyen.

Kérdés: Hogyan alakulnak az R" vektorainak a koordinatai az elemi bazistranszformacio
végrehajtasa utan?

Tegyiik fel, hogy az R" egyik tetszdleges x vektoranak a by,b,...,b, bazisra vonatkozd
koordinatai az x,x,,...,x, skalarok. Ez azt jelenti, hogy

X = X]b] +X2b2 +-- '+ann-
Tegyiik fel, hogy az adott kikotés mellett attériink a ¢,bq,ba,...,by bazisra. Mivel ¢, # 0, igy
c¢=c;by +cyby +---+cyby, alapjan
b1:L C - L 'Cz'bz - ... -L ‘bn.
C1 C1 C1
Ezt a formulat az x = x;by +x,b, +---+x,by-be helyettesitve az

X X X
X = —‘-c- —]'Cz'bz- -—l‘bn
Cy C C

+ Xoby + - +x,bp

egyenldséghez jutunk, amely egy egyszerl atrendezés utan

X X X
x="Lc+|x,——Llc, byt ...+ x, ——L|c, b
C C C

alakra hozhato. Ezt tovabb alakitva:

X X,C, — X,C X C, —X,C
X:_l_c+ 2¥1 1¥2 b2++ n>1 1¥n 'bn
C ¢ ¢
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A jobboldalon allo

i | X6 =X6 | ] X6 T X6
D B
¢ ¢ ¢

skalarok az x vektornak az 0j bazisra vonatkoz6 koordinatait jelentik.

A by,by,...,b, bazisra vonatkozo helyzet:

bazis | ¢ X
bl (] Ty
bz Co To
by G B

A ¢,by,bs,...,.b, bazisra vonatkoz6 helyzet:

bazis | ¢ X

c 1 L3 8
1
by |0 =ea—ze
L} |

hl'.l. {] Il —L1Cn

g

A cj-et generdlo elemnek nevezziikk (generdld elem csak 0-t6l kiilonbdzd szam
lehet).

9.2.2. Linearis fliggdség/fliggetlenség meghatarozasa

A bazistranszformacid segitségével adott vektorrendszerrdl el tudjuk doénteni, hogy
linearisan fliggd, vagy linedrisan fiiggetlen vektorrendszert alkot-e. Mivel a
bazistranszformacios tablazat bal oldali oszlopanak elemei mindig bazist alkotnak, ezért
ha a vektorrendszer minden vektorat bevissziikk a bazisba, akkor a vektorrendszer
linedrisan fiiggetlen, ha nem sikeriill minden vektort bevinni a bdazisba, akkor a
vektorrendszer linearisan fiiggd (mivel a fennmarado tagok eldallithatok a tobbi linearis
kombinacidjaként).

9.2.3. A kompatibilitas vizsgalata

Adott az ay,a,...,a, vektorrendszer €és a b vektor. Feladatunk annak a vizsgalata, hogy a b
vektor benne fekszik-e az ay,a,,...,a, vektorok altal generalt linedris altérben, azaz eléall-e
a b az a;,ay,...,a, linearis kombinacigjaként. A mddszer azonos az elézdvel, az eljaras
addig tart, amig a bazisba bevihetd a; vektorok el nem fogynak. Ha a b vektor csak az a;
vektorok linedris kombinécidjaként all eld, akkor kompatibilis, ellenkezd esetben nem
kompatibilis.
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9.2.4. Matrix/vektorrendszer rangjanak megallapitasa

Matrix vagy vektorrendszer rangjanak megallapitasa soran azt kell megvizsgalnunk, hogy
az adott oszlopvektorok koziil maximalisan hany vektort tudunk bevinni a bazisba.

9.2.5. Matrix inverzének meghatarozasa

Az inverz matrixra fennall, hogy A-A™' = E. Ez az egyenl6ség azt jelenti, hogy az E
egységmatrix ¢; (i = 1,2,...,n) oszlopvektorai is eldallithatok az A matrix a; (1= 1,2,...,n)
oszlopvektoraibdl. Ezt elérhetjiik olyan elemi bazistranszformaciokkal, amelyekkel az E
matrix egységvektorai helyébe rendre az aj,ay,...,a, vektorokat cseréljik. Ekkor az e;
egységvektorok kifejezhetdk az a; (i = 1,...,n) vektorok linearis kombinaciojaként!

9.2.6. Egyenletrendszer megoldésa

Az A-x = b matrixegyenletet megoldani annyit jelent, hogy meg kell hataroznunk
mindazon x vektorokat, amelyek eleget tesznek az egyenletrendszernek. Keressiik tehat
azt az x vektort, amely a b vektort az A egylitthatomatrix oszlopvektorai altal generalt
altérre vonatkozoan kompatibilissé teszi.

Ha a kompatibilitds fennall, akkor az egyenletrendszernek biztosan van megoldasa
(esetleg tobb is lehet), ha azonban nem 4ll fenn a kompatibilitas, nincs megoldas. (Azt
szoktuk mondani, hogy ebben az esetben ellentmondas van az egyenletrendszer egyenletei
kozott.)

A linearis egyenletrendszer altalanos megoldasat x, = d — D-x, alakban adjuk meg, ahol
X, komponensei a kiemelt x;-k, a d komponensei a megvaltozott b komponensek, az x; az
esetleg visszamaradt x;-k, mig a D a visszamaradt egyiitthatomatrix.

9.3. Ellenorzo kérdések

Mi az a vektortér?

Hogyan értelmezziik a vektorok linearis kombinacigjat?

Mikor mondjuk, hogy egy vektorrendszer linearis fiiggetlen?

Hogyan magyarazna el, hogy mit jelent a vektorrendszer lineéris fliggdsége?
Mondjon olyan tételt, amely linearis fliggdségre ill. fiiggetlenségre vonatkozik.

A o e

Igaz-e, hogy ha egy vektorrendszer linedrisan fiiggd, akkor koziiliik egyetlen egy
vektor sem allithato eld a tobbi linearis kombinacidjaként?

7. lgaz-e, hogy ha egy vektorrendszer lineédrisan fiiggd, akkor ijabb vektort hozzavéve a
vektorrendszer tovabbra is linedrisan fiiggd marad?

8. Igaz-e, hogy ha egy vektorrendszer linearisan fliggetlen, akkor barmely vektorat
elhagyva, a vektorrendszer tovabbra is linearisan fiiggetlen marad?

9. Mikor mondjuk, hogy egy vektorrendszer generatorrendszer?
10. Milyen tulajdonsagokkal kell egy vektorrendszernek rendelkeznie, hogy bazis legyen?
11. Mikor mondjuk, hogy egy bazis véges dimenzids?

12.Igaz-e az, hogy egy n-dimenzids vektortér barmely vektora kifejezheté a
bazisvektorainak linearis kombinacidjaként?

13. Mit értiink bazisra vonatkoz6 koordinatak alatt?
14. Adjon meg természetes bazist hiromdimenzios vektortérben.
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15.

Mi az az altér?

16. Hogyan definidlné a vektorrendszer rangjat?

17. Mondjon olyan miiveleteket, melynek alkalmazdsdval nem valtozik meg egy

18.

vektorrendszer rangja.
Mit jelent, hogy egy vektor kompatibilis egy vektorrendszerrel?

19. Hogyan irhat6 fel egy lineéris egyenletrendszer matrixos alakban?
20. Mit mond ki Kronecker-Capelli tétele?

21.

22.
23.
24.
25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.

Allapitsa meg, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak, ill. hamisak.
a) A térbeli iranyitott szakaszok euklideszi teret alkotnak.

b) Egy vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ha a nullvektort csak csupa nulla
skalarokkal vett linearis kombinacidval lehet beldliik eldallitani.

c) Egy vektorrendszer linedrisan fiiggd, ha barmely vektora eldallithatd a tobbi
vektor linearis kombinaciojaként.

d) Az n dimenzids vektortér barmely vektora kifejezhetd bazisvektorainak lineéris
kombindaciojaként.

e) A vektorrendszer rangja megegyezik a benne 1évé maximalis szamu linearisan
fliggetlen vektorok szdmaval.

f) Egy vektor kompatibilis egy vektorrendszerrel, ha a vektor kifejezheté a
vektorrendszer vektorainak linedris kombinacidjaként.

Mi az a bazistranszformacid?
Mit neveziink elemi bazistranszformacionak?
Mire alkalmazhat6 a bazistranszformacidé modszere?

Hogyan lehet bazistranszformaciéval megallapitani egy vektorrendszerrdl, hogy az
lineérisan fiiggd, vagy fiiggetlen-e?

Hogyan lehet bazistranszformacioval megallapitani, hogy egy vektor kompatibilis-e
egy vektorrendszerrel?

Mondja el, hogy bazistranszformacio segitségével hogyan allapitja meg egy matrixrol
annak rangjat?

Mutassa be, hogy bazistranszformacio alkalmazéasaval hogy lehet megadni egy matrix
inverzeét.

Mi a feltétele annak, hogy bazistranszformacid segitségével meghatarozzuk egy
egyenletrendszer megolddsat? Mi a megoldhatdsag feltétele?

Homogén lineéris egyenletrendszer megoldhat bazistranszformécioval?

Irja fel a linedris egyenletrendszer altalanos megoldasat bazistranszformacio
alkalmazasa esetén.
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10. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

Az eddigiekben csak egyvaltozos valos fiiggvényekrdl volt szo, ahol a fiiggvény
értelmezési tartomanya és értékkészlete is a valos szdmok valamely részhalmaza volt. Az
egyvaltozés valos fliggvény megadja, hogy a fliggetlen valtoz6 megvaltozasanak hatasara
a fliggd valtozd hogyan reagdl. A gyakorlatban eléforduld feladatok jelentds részét
azonban nem tudjuk kezelni az egyvaltozos valds fliggvényekre vonatkozd ismereteink
segitségével, igy sziikségliink van arra, hogy bevezessik a tobbvdltozos fiiggvény
fogalmat. Tekintsiik az alabbi egyszert példat:

Tegylik fel, hogy egy gazdasdg 500 hektaron buzat, 400 hektaron kukoricat, 200
hektaron burgonyat, 100 hektaron napraforgoét és 50 hektaron dohdnyt termel. A
kiilonb6z6 névények termésatlagai bizonyos intervallumokon beliil valtoznak. Ha az xi,
X2, X3, X4, X5 szimbolumok a ndvények termésatlagait jelolik, akkor a gazdasag adottsagait
ismerve feltehetjiik, hogy a

0 <x; <50,

0 <x, <100,
0 <x3<300,
0 <x4 <20,
0§X5§60

relaciok teljesiilnek.

Ha meg akarjuk hatdrozni a megtermelt termék varhatd 6sszmennyiségét (jeloljiik
ezt y-nal), akkor ezt Ggy tehetjiik meg, hogy rogzitjiik az x, Xz, X3, X4, X5 értékét, s ezeket
a rogzitett termésatlagokat a megfeleld termelési teriiletekkel megszorozzuk, majd az
eredményeket Osszeadjuk. Szdmos — a feltételek altal megengedett - termésatlag
valtozathoz meghatarozhatéak az dsszmennyiségek. Az 0sszmennyiségek értékei (y-ok)
egy halmazt alkotnak, amelyet jeloljiink Y-nal. A termésatlagok egy-egy rogzitett szam-
0toséhez (amely (xi, X2 ,X3, X4, X5) moOdon jelolhetd, ahol az x;, X,, X3, X4, X5 sorrendje
kotott) tartozik egy “y” érték, amely szamotosoket szintén tekinthetjiik egy halmaz (X)
elemeinek. Amikor kiszamitjuk a termésatlagok egy rogzitett szamotoséhez a varhato
Osszes termékmennyiséget, nem teszliink mast, mint az elébbiekben megadott két halmaz
egy-egy elemét egymashoz rendeljiik, azaz az X halmaz elemeihez hozzarendeljiik az Y
halmaz elemeit. A hozzarendelés szabalyat az

y = 500x; + 400x; + 200x3 + 100x4 + 50xs

relacio adta meg, amely egy Otvaltozos fliggvény. A tobbvaltozos fliggvénytannak mi csak
azon részével foglalkozunk, amelyek a tovabbi tanulmanyaink soran sziikségesek.

10.1. Euklideszi tér, skalaris szorzat, norma, tavolsag
Definicio. Legyen adott az x = (X1, X2, ..., Xn) €8y = (Y1, Y2, ..., Yn), az R" (n-dimenzios

vektortér) két tetszdleges eleme. A két vektor skaldris szorzatin (vagy belsé szorzatan) a
kovetkezd valds szamot értjiik:

XY =Xy, +X,¥, +..+X,y, = inyi € R.

i=1
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A skalaris szorzat tulajdonsagai. Legyen X, y, X1, X, € R" tetsz6legesen adott. Ekkor
(1) {x,x) >0, tovabba (x,x) =0 pontosan akkor, ha x = 0.
(2) x,y) = (y,x) ,azaz szimmetrikus,
(3) (ax,y) =a (x)y) ,ahol a € R, azaz homogén,
4) x1+x7) = xy) + (x2y) ,azaz additiv.

Megjegyzés. Az (x,y) = 0 egyenl8ségbdl nem kovetkezik, hogy a szorzat valamelyik
tényezéje nulla. Ha x = (1, 1, 1) € R* és y = (1, 2, —3) € R®, ekkor az (x,y) =0, de
x #0¢ésy=0.

Definicié. A belsdszorzattal ellatott R" vektorteret n-dimenzios euklideszi térnek
nevezzik.

A skalaris szorzat értelmezése lehetové teszi, hogy a valds szam abszolut értékének a
fogalmat az R" térre is kiterjessziik.

Definicio. Legyen x € R". Az x vektor hosszdan, vagy euklideszi normdjan az

x| =V<x,x> = /Zn:xf
i=1

Tétel. Legyen o tetszOleges valds szam, x és 'y pedig két tetszéleges R"-beli vektor. Ekkor
igazak a kovetkezd allitasok:

(1) |x| =0, és |x| = 0 pontosan akkor, ha x =0,
(2) |o - x| =|a] - |x|, tovabba érvényes az
(3) |x+y| < |x|[*+|y| egyenldtlenség, amit haromszog-egyenldtlenségnek neveziink.

Az euklideszi norma segitségével definidlhatjuk az R"-ben a tavolsag fogalmat is.
Definicio. Legyen x,y € R". Ezek egymastol valo tdvolsdgdt — amit o(x,y)-nal jeloliink — a
kovetkezd egyenldséggel értelmezziik:

Q(Y) =y — X| = (¥, = X)2 + (Y5 —X,)% -+ (¥, —X,) -

Az x = (X1, X2) € R? és az y = (y1, y2) € R? vektorok tavolsiga a 53. dbra alapjan a

Pithagorasz-tétel segitségével szamolhat6 az |x —y| = \/ (x,—y,)” +(x, —y,)” képlettel.

&

Ui

L 4

1 I

53. dbra: Két R*-beli vektor tavolsiga
Forras: Biré és Vincze (2000)
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Tétel. Ha x, y és z az R" tetszdleges vektora, akkor
(1) o(x,y) =0, és a o(x,y) = 0 pontosan akkor, ha x =Yy,
(2) e(x, y) = e(y, %),
(3) e(x, z) = e(x, y) *+ e(y, 2).
10.2. Tobbvaltozoés fiiggvények hatarértéke, folytonossaga
Legyen D € R". Az f: D — R fliggvényt n-vdltozos valdsértékii fiiggvénynek
nevezzik. A fiiggvényt jelolhetjik a kdvetkezOképpen:
y = (X1, X2, ..., Xn) vagy y = f(x), ahol x = (x1, X2, ..., Xn) € R".
Definicio. Az xo € R" pont r sugari (nyilt gomb) kornyezete a kovetkez0:
G(xo,r):{xeR“ | |x—x|<r}
Definicié. Az xo € R" pont a H € R" halmaz belsd pontja, ha van az xy-nak olyan G(xg,r)
kornyezete, amely benne van a H-ban.

Definicié. Az xo € R" pont a H € R" halmaz torléddsi pontja, ha az xo-nak minden
G(x¢,r) kornyezetében van téle kiillonb6z6 H-beli pont.

Definicié. Az x,, € R" vektorsorozat konvergens és hatarértéke az xo € R" vektor, ha
minden € > 0-hoz 1étezik My € N kiiszobszam ugy, hogy m > M; esetén |xp,, — Xo| < €.

Jele: limx_ =X,

m—>o0

Definicié: Legyen D € R", xg a D halmaz torlodasi pontja. f: D — R fiiggvény
hatdrértéke xo-ban A, ha minden lim x _ =x,sorozat esetén, ahol x, € D\{ X}, a

m—»o0

fiiggvényértékek (f(xm)) sorozata A-hoz konvergal. Jele: lim f(x)=A.

X—)XO

Definicié. Legyen D € R", f: D — R. Az f fiiggvény folytonos az x, € D-ben, ha minden
€ > 0-hoz létezik & > 0 gy, hogy minden x € D-re |x — Xq| < 0 esetén |f(x) — f(xo)| <e.

Megjegyzés. Legyen D € R", f: D — R. Az f pontosan akkor folytonos az x, torlodasi
pontban, ha

(1) xo-ban értelmezve van,
(2) létezik az f hatarértéke x(-ban,

(3) az xp-beli hatarérték megegyezik a helyettesitési értékkel.
10.3. Parcialis derivaltak

Definicié. Egy D € R* halmazon értelmezett kétvaltozos f: D — R fiiggvény a = (a;,a,)
pontbeli elsé valtozoja szerinti parcidlis derivdltja alatt a

lim f(a1 +h>az)_f(a1,az)

h—o h

~f (a) = gm)

hatarértéket értjiik, ha ez 1étezik.
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Definicio. Legyen f: D(S R") — R n-valtozos valos fliggvény, az f fliggvénynek az
a = (a1,a,...,an) € D pontbeli x; valtozo szerinti parcialis derivaltjanak a

f(al,...,aj_l,aj +h,aj+l,...,an)—f(al,...,aj_l,aj,aj+1,...,an)

of
j (a) =lim

h—o h

hatarértéket nevezziik, amennyiben 1étezik.

A parcidlis derivaltak jelolésére hasznalatosak még az alabbi jelek is:
fj(a)=0,f(a)=0,f(a)=1;(a) G=1,...,n).

Megjegyzés. A parcialis derivalt nem egyéb, mint az a ponton athalado, j-edik koordinata
tengellyel parhuzamos egyenesre lesziikitett, és igy mar csak egyetlen, a j-edik valtozotol
fliggd fliggvény kozonséges derivaltja az a; pontban.

Definicio. Az f,;: D(S R") — R fiiggvényt, mely az értelmezési tartomany minden a
pontjahoz az fy(a)-t (G = 1,...,n) rendeli, az x; vdltozo szerinti parcidlis
derivaltfiiggvénynek nevezzik.

A parcialis derivaltaknal sokszor folytonosan differencialhatosagot kovetelink meg.

Ertelmezziik a folytonosan differencialhatosag fogalmat az értelmezési tartomany egy
pontjaban, illetve az egész értelmezési tartomanyon.

Definicié. Az f: D(S R") — R fliggvény folytonosan differencialhaté

(1) az a € D pontban, ha a egy gombkornyezetében 1éteznek a parcidlis derivaltak és
az a-ban folytonosak,

(2) a D halmazon (értelmezési tartomanyon), ha a parcidlis derivaltjai D minden
pontjaban léteznek és folytonosak.

A parcialis derivaltfiiggvények meghatdrozasa a gyakorlatban az egyvaltozdés valos
fiiggvényekre megismert derivalasi szabalyok alkalmazasaval torténik gy, hogy az x;-n
kiviili valtozokat atmenetileg konstansnak tekintjiik.

10.4. Derivalasi szabalyok
Tétel. Legyen adott a h: D(€ R") —» R, x € R" és (j=1,2,...,n). Ha

(1) h(x) = ¢ - f(x), akkor ;X—hj(x) = c-;;—i(x),
og
OX .

J

(2) h(x) = f(x) + g(x), akkor jf (x) = ;fj 0 +-28 (x),
M )0 - 2 (x)-£(x)
3 he) = 1 akkor M= X ox, _ha g(x) # 0,
g(x) X [eT

(4) h(x) = f(x) - g(x), akkor %(x) . g(w g+ %(x) £(x)

] ] J

(5) h(x) = f(g(x)), akkor ;X—h(x) =1 (g(x))- %(x) , ha f egyvaltozos fiiggvény.

J ]
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Tétel. Legyen E € R", g: E — R folytonosan differencidlhato. Legyen DS R", f;: DR
i = 1,.,k) folytonosan differencidlhato. Amennyiben minden x € D esetén
y = (fi(x),f2(X),....fk(x)) € E, akkor a D halmazon értelmezett

x = h(x) = g(y) = g(f, (x), £,(x),.... f (x))

Osszetett fiiggvény is folytonosan differencidlhatd, és a j-edik valtozo szerinti parcialis
derivaltjai a kovetkezd szaballyal kaphatok:

ajh(x) =0,8(y)- ajfl (x)+0,8(y)- ajfz (x)+...+0,8(y) ajfk (x)
10.5. A tobbvaltozos fiiggvények szélsoérték-szamitasa

A tobbvaltozos fiiggvények a mezdgazdasagi gyakorlatban elssorban kiilonféle
mennyiségek egymasra gyakorolt hatdsanak vizsgalataban, valamint kiilonféle gazdasagi
problémak optimalis megoldasdban jatszanak jelentds szerepet. A gazdasagi problémak
optimalis megoldasat altalaban tobbvaltés fliggvények szélsOértékeik meghatarozasara
lehet visszavezetni. Tekintslik az 54. dbrdn lathato kétvaltozos fliggvény grafikonjat:

Plxo, o)
54. abra: A kétvaltozos fiiggvény grafikonja
Forras: Bird és Vincze (2000)

Az 54. abran lathato, hogy az f-nek az értelmezési tartomany P(X,yo) pontjaban lokalis
minimuma van. A kérdés az, hogy hogyan keresheték meg a tobbvaltozos fliggvények
szélsdértékhelyei.
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10.6. Tobbvaltozos fiiggvények lokalis és globalis maximuma és minimuma

Definicié. Az f: D(S R") — R n-valtozos fliggvény valods fiiggvénynek az értelmezési
tartomany Xx¢ pontjaban helyi (lokalis) maximuma van, ha az xo-nak valamely G(xo,r)
kornyezetében f(xg) > f(x) minden x € DN G(xo,r) esetén. Globdlis maximumrol
beszéliink, ha a fenti relacid6 nemcsak xy valamely kornyezetében, hanem az egész
értelmezési tartoméanyon fennall.

Definicié. Az f: D(S R") — R n-valtozos fliggvény valds fiiggvénynek az xo € D pontban
helyi (lokalis) minimuma van, ha az x¢-nak valamely G(x,r) kdrnyezetében f(xy) < f(x)
minden x € DN G(xg,r) esetén. Globdlis minimumrol beszElink, ha a fenti relacio
nemcsak xg valamely kdrnyezetében, hanem az egész értelmezési tartomanyon fennall.

10.7. A magasabbrendii parcialis derivalt fogalma

A tobbvaltozos fliggvények parcidlis derivaltjait a tovabbiakban elsérendli parcialis
derivaltaknak nevezziik. Tobbvaltozos fliggvények szélsdértékhelyének meghatarozasara
az els6- és masodrendli parcialis derivaltakat hasznaljuk fel, ehhez azonban még
értelmezniink kell a tobbvaltozos fliggvények magasabbrendii parcidlis derivaltjait.

Definicié. Az f: D(S R") — R n-valtozos valds fliggvény parcialis derivaltjainak parcialis
derivaltjait — amennyiben azok 1éteznek — mdsodrendii parcidlis derivaltaknak nevezziik.

o’f o0 [ of
a)= a 1,j=1,2,....,n
Ao axj(axi()] (i )
Ezek az f filiggvény a pontbeli x; és X; valtozd szerinti masodrendi parcialis
2
derivaltjai. Tovabbi jelolések: aquif (a)= 6fif (a)= f;jxi(a) = Gxaafx (a).
] i

Megjegyzés. Hasonloan értelmezhet6k a magasabbrendil parcialis derivaltak is. Ha i = j,
akkor tiszta mdasodrendii parcidlis derivaltrol, ha 1 #j, akkor pedig vegyes mdsodrendii
2 2 2
f

parcidlis derivaltrol beszEliink. pee) ¢s — tiszta masodrendii parcialis derivaltak, a
X

2

és pedig vegyes masodrendi parcialis derivaltak.

Tétel. Az f: D(S R") — R kétszer folytonosan differencialhatd n-valtozos valos fliggvény
vegyes masodrendii parcidlis derivaltjai megegyeznek, azaz

afjf(x) = a]?if(x)

minden 1,j = 1,2,...,n és x € D esetén.
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10.8. A tobbvaltozos fiiggvények feltétel nélkiili szélséértékének meghatarozasa

Tétel (sziikséges feltétel). Ha az f: (S R") — R n-valtozos fiiggvénynek az a € D belsd
pontjaban lokalis szélséértéke van, és itt Iéteznek az elsdrendli parcialis derivaltak, akkor
ezek mindegyike nulla, azaz

;X—i(a):o G=1,....n).

A tétel alapjan tehat a tobbvaltozos fliggvények lehetséges szélséértékeinek a
meghatarozasa ugy torténhet, hogy a parcialis derivaltakat egyenlévé tessziik nullaval,
majd a kapott egyenletrendszert megoldjuk. igy a szélséértékek a megoldasok kozott
lesznek. A valodi szélséértékhelyek megkeresésében az alabbi tétel all rendelkezéstlinkre.

Tétel (elégséges feltétel). Legyen D < R", f: D — R n-valtozos fliggvény. Tegyiik fel,
hogy az f fliggvény az a € D belsé pont valamely kornyezetében kétszer folytonosan
differencialhato. Ha az f parcidlis derivéltjai az a-ban nullak, azaz

0,f(a)=0 (= 1,....n),

¢s a masodrendii parcialis derivaltakbol alkotott

o’f o f o*f
(@) (a) (a)
0x,0X, 0x,0X, 0x,0X
o’f o°f o°f
(a) (a) (a)
OX,0X, 0X,0X, 0X,0X,
azf azf o°f
(a) (a) (a)
0x,0X, 0X,0X, 0X,0X,
matrixbol képzett
o f
D.(a)=|—-(a
@ =[5 @
o*f o*f
—(a) (a)
ax1 ax16X2
D,(a)= 2 2
o-f o-f
(@ —(@
aXZaXI aX2
o*f o*f 0*f
~(a) a (a)
0X, 0x,0X, 0x,0X,
o*f o*f o0*f
D.(a) =
W= @ @ @
o*f o*f o0*f
(@) @ —@
0X;0X, 0X;0X, 0X;

sarokdeterminansainak eldjelére

(1) Di(a) > 0 (k= 1,...,n), akkor a-ban minimuma van
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(2) Dy(a) < 0, Dy(a) >0, Ds(a) < 0,..., azaz az adott sorrendben valtakoz6 eldjeliiek,
akkor a-ban maximuma van.

A sz€lséértéket az f(a) adja.
Megjegyzés. Egyéb esetekben tovabbi vizsgalatokra van sziikség.
Vizsgaljuk meg, hogy kétvaltozos fliggvény esetében hogyan alakul az elégséges feltétel.

Legyen D © R? f: D— R kétvaltozos fiiggvény. Tegyiik fel, hogy az a € D-ben az f
elsérendii parcialis derivaltjai eltinnek. Ekkor

2; @ aizafy(a)
;y;i (@) 2;5 (@)
azaz
D, =§Zf (a)
D, - gf (a)- Z;f (a)—{ a‘iafy (a)T

Azaz a tétel alapjan, ha D; > 0 és D, > 0, akkor a minimumbhely, ha D; < 0 ¢és D, > 0,
akkor a maximumbhely.

Tehat a szélséértek 1étezése D, eldjelétdl fiigg: ha D, pozitiv, akkor biztosan
szélsOértékhely, és D, eldjelétdl fiiggben minimum-, vagy maximumbhely.

Eszrevehetjilk azt is, hogy ha D, pozitiv, akkor minden esetben eldontheté, hogy
2

minimumroél, vagy maximumrol van-e sz6, mivel

—(a) # 0, mert ebben az esetben D,

negativ lenne.
Amennyiben D, < 0, Ggy biztosan nem szélsdértékhely az a pont. Amennyiben D, = 0, akkor
el6fordulhat, hogy az a pont szélséértékhely, de az is lehet, hogy nem az.

10.9. Feltételes szélsoérték

Az eddig targyalt szélsdérték-feladatokat feltétel nélkiili szélsdérték-feladatoknak nevezziik.
Nem tamasztottunk ugyanis feltételt arra vonatkozolag, hogy az értelmezési tartomany milyen
résztartomanyaban keressiik a szélséértéket, valamint hogy a résztartomany értékei milyen
megszabott feltételeknek tegyenek eleget.

Definicio. Legyen adva az m,n két természetes szam (m < n€ N), illetve a
g:D(ER"Y >R (i=123,...,m)
f:D(€R") —>R

figgvények. Legyenek tovabba H = {x € D | gi(x) =0, i = 1,2,3,...,m}. Azt mondjuk, hogy
az f: D (€ R") — R n-valtozds figgvénynek az a € D-ben a gi(x) = 0 feltételekre
vonatkoz6 lokdlis feltételes maximuma van, ha az a-nak van olyan G(a,r) kornyezete, hogy
az x € G(a,r)nH pontokban f(x) < f(a).
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A globadlis feltételes maximum értelmezése ettdl annyiban tér el, hogy a gdmbkornyezettdl el
kell tekinteni, és minden H-beli x-re meg kell kdvetelni a fenti egyenlétlenséget.

Megjegyzés. Hasonld6 mddon értelmezhetd a lokalis, illetve globalis feltételes minimum is.
Feladatunk ezttal az, hogy ugy keressiik meg az f: D (£ R") — R n-valtozos fliggvény
szélsdértékhelyeit, hogy a gi(x) = 0 (1 = 1,2,3,...,m) formaban felirt egyenleteknek is
teljesiilni kell.

Adott az n-valtozos f(Xxi,Xa,...,Xn) fliggvény. Ennek keressiikk a szélséértékét azzal a
megszoritassal, hogy az eredeti értelmezési tartoméanybdl csak azokat a pontokat vehetjiik
figyelembe, amelyek kielégitik a kovetkezo feltételeket:

21(X1,X2,...,Xn) = 0,

gZ(XhXZ:' . ')Xl‘l) = OJ

gm(X17X25- . -,Xn) = 0

A megoldas lehetOségét Lagrange francia matematikus teremtette meg az Uun. multiplikator
maodszerrel.

Ezzel a modszerrel el6szor bevezetjikk a A1, Ao,..., A, (nem mind 0) uj valtozokat, amelyeket
multiplikatoroknak neveziink. Masodszor egy uj fiiggvény, az un. Lagrange-féle fiiggvény
megalkotasaval feltétel nélkiili szélsdérték-feladatra vezetjiik vissza az eredeti problémat. A
Lagrange-féle fiiggvény alakja:

L(X5X 55 XA A gy A ) = (X, XG0 0 X ) T A -8 (XX, X, ) +

A, g, (XXX, ) Fe i H A 8 (X, Xy X))

Most mar ennek az (n+m)-valtozos fiiggvénynek kell megkeresni a feltétel nélkiili
sz€lsoértékét. A szélsdérték 1étezésének sziikséges feltétele:

A _y Ly AL _y
0X, 0X, '
Lo Lo .. Lo
o\, O, O\,

Tétel (sziikséges feltétel, Lagrange-féle multiplikator médszer). Tegyiik fel, hogy
(1) az f,g;: D (€ R") — R fiiggvények folytonosan differencialhatok,

(2) az f fliggvények az a € D pontban a gi(x) =0 (i = 1,2,3,...,m) feltételekre vonatkozo
lokalis feltételes szélsoértéke van,

(3) a (0,g,(a),...,0,(g;(a)),1=1,2,...,m vektorok linearisan fliggetlenek

Ekkor vannak olyan A, A,,..., A, € R skalarok (az un- Lagrange-féle multiplikatorok),
hogy az

Lx)=f(xX)+A,-g,(X)+...+A g (X)= f(x)+§:ki -g.(x)

fliggvény Osszes parcialis derivaltja eltlinik az a pontban, azaz

@L(a)=0(=12,...,0),
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Altaldban annak eldontése, hogy a kapott megoldasok valoban lokalis feltételes
sz¢élsoértékhelyek-e, vagy sem, nem konnyt feladat, igy ettdl eltekintiink.

Megjegyzés. Azzal az esettel foglalkoztunk, amikor a feltételek egyenldség forméjaban
adottak. Az egyenlétlenség formajaban megadott feltételek esetén torténd célfiiggvény-

maximalizalassal, illetve — minimalizalassal, ha az f linearis, a linedris programozas
foglalkozik.

10.10. Ellenorzo kérdések

Mit értiink két vektor skalaris szorzatan?

Definialja az n-dimenzi6s Euklideszi tér fogalmat.

Definialja a tobbvaltozos fiiggvények hatarértékét és folytonossagat.

Mikor mondjuk az f tobbvaltozods fliggvényrdl, hogy folytonosan differencialhat6?
Magyaréazza el a parcialis derivalas 1ényegét.

Definiélja a tobbvaltozos fliggvények lokalis és globalis maximumat €s minimumat.
Adja meg a magasabbrendii parcialis derivalt fogalmat.

Hogyan hatdrozhatjuk meg a tobbvaltozos fliggvények feltétel nélkiili sz&lsdértekét?
Ismertesse a tobbvaltozos fliggvények feltételes szélsdérték- szdmitasdnak 1épéseit.

A S SN

10. Mi az a Lagrange- féle multiplikatorok médszere?
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11. KOMBINATORIKA

A kombinatorika a véges halmazokkal foglalkozik. A véges halmazokkal kapcsolatban
szamos olyan probléma vethetd fel, amely fiiggetlen a halmazok elemeit6l. Példaul:
hanyféleképpen lehet n elemli halmazbol k elemii részhalmazt kivalasztani, n targyat
hanyféleképpen lehet szétosztani k személy kozott stb.?

A vizsgalandd problémat két f6 témakor koré csoportosithatjuk:
(1) egy halmaz elemeinek kiilonb6z0 sorrendben torténd elhelyezése, illetve
(2) egy halmaz elemeibdl kiillonb6z6 mddon valo kivalasztas.
Attol fliggben, hogy a csoportositas milyen szabaly szerint torténik, beszélhetiink:
(1) permutaciorol,
(2) variaciorol,
(3) kombinaciorol.
11.1. Permutacio

11.1.1. Ismétlés nélkiili permutécio

Definicio. Adott n kiilonb6zd elem. Az elemek egy meghatirozott sorrendjét az adott n elem
egy ismétlés nélkiili permutdcidjanak (rdviden: permuticidonak) nevezzilk. Az n elem
permutacidinak a szamat P, szimbolummal jeldljiik. A permuticiok képzését permutdalasnak
hivjuk.

Tétel. Az adott n elem ismétlés nélkiili permutacidinak a szama P, = n!
Megjegyzés. Az n! (kiejtve "n faktoridlis”) az els6 n természetes szam szorzata:
nl=1-2-3-..-(n—1)-né0!=1.

Példa. Hany 6tjegyli szamot irhatunk fel az 1,2,3,4,5 szamjegyekbdl?
Megoldas: Ps=5!=1-2-3-4-5=120

11.1.2. Ismétléses permutacid

Definicio. Adott n elem, melyek kozott r (r < n) kiillonboz0 talalhato, ezek ai,ay,...,a,. Az a,
elem k;-szer, az a, elem k,-sz0r, ... , az a, elem k,-szer fordul el6 és k; + k, +... +k,=n. Az
adott n elem egy meghatarozott sorrendjét ezen elemek egy ismétléses permutdciojanak

nevezzilk. A szoba johetd ismétléses permutaciok szamat Ptk = PR
l o 2 Cees’ T .

szimbolummal jeloljiik.
Példa. Hany 6tjegyli szamot irhatunk fel a 4,4,4,5,5 szamjegyekbdl?

!
Megoldas: P> = S _120

= = =10
312! 6-2
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11.2. Variacio
11.2.1. Ismétlés nélkiili variaciod

Definicio. Adott n kiilonb6z6 elem. Ha az n elem koziil k elemet (0 < k < n) Ggy valasztunk
ki, hogy mindegyik csak egyszer keriil sorra, és a kivalasztas sorrendje is szamit, akkor az n

......

.....

.....

K n!

" (n—k)!

=n-(n—-1)-...-(n—-k+1).

!
Megjegyzés. Han =k, akkor V¥ = V" = % =n!l=P,.

Példa. Hanyféleképpen rendelhetiink 3 gombos fagylaltot, ha 8 izbdl valaszthatunk és egy
izbdl csak egyet gombdt rendeliink, valamint az izek sorrendjére tekintettel vagyunk.
8 8

=2 =8.7-6=336
(8-3)! 5

Megoldds: v; =

11.2.2. Ismétléses variacio

Definicio. Adott n kiilonboz6 elem. Ha az n elem koziil k elemet tigy valasztunk ki, hogy egy
elem tobbszor is sorra keriilhet, és a kivalasztas sorrendje is szamit, akkor az n elem egy k-

,,,,,,,,,,,

.....

ki _ .k
V" =n".

Példa. Hanyféleképpen rendelhetiink 3 gombos fagylaltot, ha 8 izbdl valaszthatunk és egy
izbol tobb gombot is rendelhetiink, valamint az izek sorrende is szamit.

Megoldds: vy' =8 =8-8-8=512
11.3. Kombinacio
11.3.1. Ismétlés nélkiili kombinacio

Definicié. Adott n kiilonb6z6 elem. Ha az n elem koziil k elemet (0 < k < n) ugy vélasztunk
ki, hogy mindegyik csak egyszer keriil sorra, és a kivalasztas sorrendje nem szamit, akkor az
n elem egy k-adosztalyt ismétlés nélkiili kombindcidjat kapjuk. Az n elem k-adosztalya

ismétlés nélkiili kombinacidinak szamat a C¥ szimbolummal jeldljiik.
Tétel. Az n kiilonb6z0 elem k-ad osztalyt kombinacidinak szama

Ck = n! =n-(n—l)-...-(n—k+1)
" kMn-k)! k!
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n
Megjegyzés. A fenti kifejezést szokas az (kj szimbolummal is jeldlni (ezt ,,n alatt a k”-nak

n
olvassuk). Az (kj szimbolumot binomiélis egyiitthatonak nevezziik. ACYa kovetkezd

n!

alakban is felirhato: CX = M= _
k) kMn-k)!

Példa. Egy gyerek 8 kiilonb6zd izbdl valaszthat egy haromgombdcos fagylalt
vasarlasdhoz. Hanyféle lehet0sége van a valasztidsra, ha az adagolds sorrendjére nem
vagyunk tekintettel?

8 8 876 876

Megoldas: C; = = =
®o38-3)! 33 3! 6

56

11.3.2.Ismétléses kombinacio

Definicio. Adott n kiilonboz6 elem. Ha az n elem koziil k elemet tigy valasztunk ki, hogy egy
elem tobbszor is sorra keriilhet, és a kivalasztas sorrendje nem szamit, akkor az n elem egy k-
adosztalyG ismétléses kombindcidjat kapjuk. Az n elem k-adosztaly ismétléses

kombin4cidinak szamat a C*' szimbélummal jeldljiik.

.....

Cki _ n+k-1
n k .

Példa. Egy aruhazba 5 lada eper érkezik, melyek L., IL. ill. ITI. osztalytak lehetnek. Hanyféle
mindség szerinti osztalyozas lehetséges, ha nem szamit, hogy melyik ladat milyen sorrendben
mindsitjiik?

. (3+5-1 7 ! ! .
Megoldas: Cg’l = = = n = n = 76 =21
5 5) S47-5)! 528 2

11.4. Binomialis tétel
A kombinatorika eszkozeivel egyszerli mddszert nyerhetiink egy kéttagt kifejezés (binom) n-
edik hatvanyanak polinomma torténd alakitasara. Ezt mutatja be az Un. binomiadlis tétel.

Tétel. Tetszdleges kéttagu kifejezés barmely nemnegativ egész kitevdjii hatvanya polinomma
alakithat6 a kovetkez6 formaban:

n n n n n-1 n (n-2) 2 n b-1 n n
(a+b)" = -a’ + -a” b+ -a b+ 4+ -a-a’ + -b",
0 1 2 n-—1 n

aholn € Nésab€eR

Megjegyzés. A binomidlis tételt n = 1,2,3-ra alkalmazva az algebrabol mar jol ismert
azonossagokhoz jutunk:

1 1
(1) n=1esetén (a+b)' =(OJ-alb° +(J-a°bl =a+b,
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2 2 2
(2) n=2esetén (a+b)’ = (O]~a2b° +(J~alb' +(2J-a°b2 =a’ +2ab+b’,

3 3 3 3
3 _ 310 21l a2 a0R3 —
(3) 1 =3 esetén (a+Db) _(OJ a’b +(J a’b +(2j ab +(3) ab

=a’+3a’b+3ab’? +b’.

Megjegyzés. Egyszerli szamolassal ellendrizhetd, hogy

(o)

11.5. Binomialis egyiitthatok néhany tulajdonsaga

A binomidlis egyiitthatokat (n = 0,1,2,... értékekre) az Un. Pascal-féle haromszogben
helyezhetjiik el (55. abra).

OO 8

55. dbra: A Pascal-féle haromszog
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

(2

Az ,n” értekének megfelelden beszélhetiink nulladik, elsd, masodik stb. sorrdl. A
szimbolumok helyébe azok konkrét értékét beirva a Pascal-haromszog a kdvetkezd (56.
abra):

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

1 21 35 35 21

|

1

-]

56. abra: A konkrét értékekkel felirt Pascal-féle hiromszog
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

Tétel. Barmely k,n € N, 0 < k < n esetén fennall a(z)

n n
(1) szimmetria-tulajdonsag: =
k n-k
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+1
(2) 0sszegtulajdonsag: 1 + R (minden elem a felette 1évé két elem
k k+1 k+1

Osszegével egyenld),

3n+n+n+---+n—2rl 16sé
3) 0 { ) N egyenldség.

11.6. Ellenorzo kérdések

. Hany kiilonb6z0 sorrendje lehet n elemnek?
. Adja meg az ismétléses ¢és az ismétlés nélkiili permutacio képletét.
. Hogyan szdmoljuk ki az n! (n faktorialis) szamot?

------

------

. Mit neveziink n elem k-adosztalyu ismétlés nélkiili kombinacidjanak?
. Mennyi n elem k-adosztalyu ismétléses kombinaciojanak szama?
. Irja fel a binomialis tételt.

O 00 3 O Li A W N =
[arab]
finy
[}
oK
—_
o
N
S
o
—
5
A
o
o
o
72}
N
=
o
)
—
2
o~
=
O~
©»
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73}
o~
©»n
—
2
o~
=
o~
©»
=
o~
=
[=H]
=
joryd
s
=
P
o
o
P
L
[}
8
=
o
~
o~
o
—_
o
—=
o~
pLA

Sorolja fel a binomidlis egyiitthatokra vonatkoz6 tulajdonsagokat.
10. Hogyan szamoljuk ki az (Zj binomialis egylitthatot?

11. Rajzolja fel a Pascal-féle haromszoget.
12. Dontse el, az alabbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis!

a) Amikor n elem k-adosztalyt ismétléses kombindcidjarol beszélink, & > n is
lehet.

b) Az n elem k-adosztalyl ismétléses kombinacidinak szdma tobb, mint a k-
adosztalyl ismétléses variaciok szdma.

c) A lottohuzasok szamat ismétlés nélkiili kombinacioval lehet meghatarozni.
d) Ha egy kombinacidban két elemet felcseréliink, egy masik kombinaciot kapunk.

e) Ha egy ismétléses varidcioban két kiilonbozd elemet felcseréliink, egy masik
ismétléses variaciot kapunk.

f) Az n elem k-adosztalyu ismétlés nélkiili kombinacidinak szama megegyezik az
(n-k)-adosztalyl ismétlés nélkiili kombinécioinak a szamaval. (k # n-k).

.....

h) Az n elem k-adosztalyu ismétléses kombinaciodinak a szdma megegyezik n-k+1
elem k-adosztalyt ismétlés nélkiili kombinacidinak a szdmaval.

1) Az n elem k-adosztalyu ismétlés nélkiili kombindcidinak a szama megegyezik az
olyan n elemil ismétléses permuticiok szamaval, ahol k illetve n-k elem azonos.

J) A totdszelvény kitdltésekor egy ismétlés nélkiili variaciot adunk meg.
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12. VALOSZINUSEGSZAMITAS

12.1. Az esemény matematikai fogalma, eseménytér

Kornyezetiinkben sok olyan jelenséget figyelhetiink meg, amelyek azonos (vagy
majdnem azonos) koriilmények kozott megismétlddnek, de amelyek kimenetelét, eredményét
nem tudjuk elére meghatarozni. Ez a bizonytalansag a jelenséget befolydsold ismert
koriilményeken kiviil még szerepet jatszo (ismeretlen) un. véletlen okoknak tulajdonithato.
Példaul, ha egy dobokockat feldobunk, akkor nem tudjuk elére megmondani, melyik oldalara
fog esni, azt viszont tudjuk, hogy hat lehetdségiink van (az 1,a 2, a 3, a4, az 5, vagy a 6 pont
lesz feliil. Hasonldan, ha egy munkds egy gépen 100 munkadarabot készit, akkor mindség-
ellendrzés elétt csak annyit tudunk, hogy kétféle munkadarab késziilt (megfeleld, vagy
selejtes).

A valdszinliségszamitds olyan véletlen tomegjelenségekkel foglalkozik, amelyek
nagyjabol azonos koriilmények kozott elvileg akarhanyszor megismételhetok (Cseke, 1982).
Azon korilmények halmazat, amelyek kozott a vizsgalt jelenség lefolyik, kisérletnek, a
kisérlet azon kimeneteleit, amelyek csak egyféleképpen kovetkezhetnek be, elemi
eseményeknek nevezzik. Az Osszes elemi esemény halmaza az eseménytér, amelyet Q -val
jeloliink. Az, hogy éppen melyik elemi esemény kovetkezik be, a véletlenen mulik.

Definicio. Az elemi események halmazait eseményeknek nevezziikk. Azt az eseményt, amely
mindig bekdvetkezik, biztos eseménynek, azt az eseményt, amelyik sohasem kovetkezik be,
lehetetlen eseménynek nevezziik. Az eseményeket nagybetiikkel jeldljiikk: A, B, C.,....

Megjegyzés. Az események és az eseménytér kapcsolatban vannak egymadssal oly modon,
hogy az események az eseménytér részhalmazai. A biztos eseményt jelolhetjik Q-val, a
lehetetlen esemény jele pedig .

12.2. Miiveletek eseményekkel

Definicio. Az A esemény ellentettje az A esemény, amely pontosan akkor kdvetkezik be, ha
A nem kovetkezik be.

Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy Z =A.

Definicio. Az Aj, Ay, ..., A, események dsszege az A} + A, + ... + A, esemény, amely
pontosan akkor kovetkezik be, ha legalabb az egyik esemény bekdvetkezik.

Definicio. Az A, Ay, ..., A, események szorzata az A; - A, - ... - A, esemény, amely
pontosan akkor kovetkezik be, ha az Aj, A,, ..., A, események mindegyike bekovetkezik.

Megjegyzés. Az események szorzata végtelen sok eseményre is kiterjeszthetd.

Definicio. Az A esemény maga utin vonja a B eseményt, ha A bekovetkezése esetén a B is
bekovetkezik. Jele: A B.

Megjegyzés. Két esemény megegyezik, ha mindketté bekovetkezése maga utdn vonja a
masikat.

Definicio. Az A és B esemény kiilonbségén az A — B eseményt értjiik, amely akkor
kovetkezik be, ha az A bekovetkezik, de B nem.
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Definicio. Az A és B esemény kizarja egymadst, ha egyszerre nem kdvetkezhetnek be, azaz
szorzatuk a lehetetlen esemény (A - B= ).

Megjegyzés. Az események kozotti miiveletek megfeleltethetdk a halmazelméleti
miveleteknek, hiszen az események az eseménytér részhalmazai, igy az események
0sszege a halmazok unidjanak, az események szorzata a halmazok metszetének felel meg.
Az ellentett esemény a komplementer halmaznak, az események kiilonbsége a halmazok
kiilonbségének megfeleld mivelet. Mig a kizar6 események a diszjunkt halmazoknak
feleltethetok meg.

Definicio. Az Aj, Ay, ... események teljes eseményrendszert alkotnak (57. dbra), ha
(1) egyik sem lehetetlen esemény, azaz A; # & minden i=1,2,... esetén,
(2) paronként kizarjak egymast, azaz A - Aj= < ,hai #].

(3) 0sszegiik a biztos esemény, azaz A} + A, +... = Q

57. abra: A teljes eseményrendszer szemléltetése
Forras: Biré és Vincze (2000)

A matematikai elmélet kiépitése céljabol be kell vezetniink az eseményalgebra fogalmat.
Jeloljiik az adott kisérlethez tartozd események Osszességét gf#-val. Vizsgaljuk a kisérlet

végrehajtdsa soran megfigyelhetd események Osszességét. Ettdl a halmaztdl joggal varhatjuk
el azt, hogy a biztos eseményt tartalmazza. Végiil pedig azt, hogy ha tartalmaz néhany
eseményt, akkor az Osszegliket is tartalmazza.

Definicio. Az g#-t eseményalgebranak nevezziik, melynek tulajdonsagai:

() Qe g4,
(2) Ha A€ 2, akkor Keﬁ,

(3)Ha A, € An=12,...-re, akkor )" A € A.

n=l

Megjegyzés. Az események kozotti miiveletek tulajdonsagai megfelelnek a halmazok kozotti
miiveletek tulajdonsagainak:

(1) A+B=B+A,
2) A+B)+C=A+B+0),

(3) A+A=A,
4) A-(B+C)=AB+AC,
(5) A+ D =A,
6) A+Q =0,
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(7) A+ A =Q,
(8) A-B=B- A,
9 A-(B-C)=(A-B)-C,

(10)A - A = A,
(IDA- Q =A,
(12)A- @ =@,
(I13)A- A =0,

12.3. A valésziniiség matematikai fogalma

Az ¢el6z0 részben targyalt kérdések a valdszinliségszamitds megalapozasat segitették
eld. A valosziniségelmélet targya a véletlen tomegjelenségek torvényszeriiségeinek
vizsgalata. Véletlenben keresni torvényszertiségeket? Igen, ezek nem ellentétes fogalmak.
Példaul torvényszerli, hogy 6sszel lehullnak a fa levelei. Az, hogy egy megfigyelt levél mikor
valik le az 4gt6l, nagyon sok mindentdl fiigg. Tudjuk, hogy biokémiai reakciok zajlanak le a
levélben és a szarban, szelld fUj stb. Ezek egyiittes eredményeinek tekintheté az adott levél
lehullésa. Tehat jol meghatarozott oka van, de ezek az okok egymast ,keresztezik”, ezért az
ilyen jelenségeket a filozofia véletlennek mondja. A levelek a tél bealltara lehullnak. Ez a
torvényszerliség nagyszamu véletlenen at érvényesiil. A filozéfiaban ezt a tényt ugy fejezik
ki, hogy a véletlen a torvényszeriiség megjelenési formaja.

Amikor a TV iddjaras jelentésében bemondjak, hogy az es6 valoszintisége 50%, akkor
egyarant szamithatunk esdre, vagy arra, hogy nem fog esni. Lehet e a bizonytalansagot, vagy
a bizonyossagot szamszertien mérni? Igen. Megvizsgaljuk a jelenség lefolyasat, az esemény
be nem kdvetkezésének, illetve bekovetkezésének gyakorisagat igen nagyszdmui megfigyelés
esetén. Ahhoz, hogy a véletlen tomegjelenségekben rejlé torvényszerliségeket jobban
megismerjlik, és azokbdl kovetkeztetéseket vonhassunk le, sziikséglink van az események
valosziniiségének a fogalméra. Tegyiik fel, hogy egy A eseménnyel kapcsolatos kisérletet n-
szer elvégeziink, és ebbdl az A esemény k-szor kovetkezett be. Ekkor a ,k” szdmot az A
esemény gyakorisdagdanak nevezzik.

Egy feldobott pénzérme a dobas adottsdganak megfelelden porog, majd leesik
valamely oldalara. Miutan a kimenetelét eldre megmondani nem lehet, ezért ez egy véletlen
tomegjelenség. Dobjunk fel 80-szor egy pénzérmét és szamoljuk meg, hogy hanyszor lett fe;!
Husz ilyen kisérlet eredményeit tartalmazza az 58. dbra és a 2. tabldzat:

3

l L

0.5 -__ iy T ___...L__ s e v ﬁh-{fﬁ--

1 5 1w 15 20

58. abra: A fej dobasok relativ gyakorisaganak alakulasa a 20 kisérlet soran
Forrés: Bir6 és Vincze (2000)
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2. tablazat: A fej dobasok relativ gyakorisaganak alakulasa

Kisérlet SD?deOk Fej d obasolk Relativ gyakorisag (E)
zdma (n) szama (k) n
1 30 40 0,50
, %0 47 0,59
; <0 14 0,43
A %0 0 0,53
5 %0 37 0,46
) %0 Al 0,51
; <0 45 0,56
. <0 13 0,48
9 80 31 0.39
10 80 45 0,06
11 80 34 043
12 80 40 050
13 80 46 0,58
14 80 41 051
15 80 38 048
16 80 40 050
17 80 46 0.8
18 80 41 051
19 80 40 050
20 80 48 0.60

Forras: Bir6 és Vincze (2000)

Az 58. abra alapjan lathato, hogy a fejek szaméanak alakuldsa az egyes kisérletekben erdsen
ingadozik, igy a relativ gyakorisag is valtozik. Az is lathato, hogy a relativ gyakorisag 0,5
koriil ingadozik. Szamoljuk 6ssze, hogy a 80, 160, 240,320, 400, 480, 560 dobasszam mellett
egy-egy kisérletet elvégezve hanyszor kapunk fej dobast, és Osszesitsiik az eredményeinket.
Egy lehetséges valtozat a 3. tabldzatban 14thato.
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3. tablazat: A fej dobasok relativ gyakorisaganak alakulasa valtozo dobasszam mellett

Kiserlet Dobasok Fej dobasok i ., k
szdma (n) szdma (k) Relativ gyakorisag (E)
1 80 20 0,500
2 160 87 0,544
3 240 121 0,504
4 320 163 0,509
5 400 200 0,500
6 480 241 0,502
7 560 280 0,511

Forras: Bird és Vincze (2000)

A (Ej relativ gyakorisag értéke pontosabban ingadozik 0,5 koriil. Megfigyelhetd, hogy sok
n

kisérlet esetén a relativ gyakorisag altaldban kiilonbozd, de ennek ellenére stabilitdst mutat
abban az értelemben, hogy eléggé nagy ,n” esetén egy meghatarozott szdmérték koriil
ingadozik. Ez a szam az A esemény valosziniisége.

Mi azonban nem ezt az utat kovetjiik a valdszinliség targyaldsakor. A relativ gyakorisag
tulajdonsagaib6él néhany ésszeri kovetkezmény kirohato a valdszinliségre. Ezen
kovetkezményeket alaptulajdonsdagnak (axiomdnak) szoktak elfogadni. Az igy kiépithetd
elméletben az ingadozasrol, stabilitasrol szolo allitas tételként kimondhato.

Definicié. A P: &2 2R fliggvényt valdsziniiségnek nevezzik, ha
(1) 0 £ P(A) £ 1 minden A € # esetén,
(2) P(Q)=1,

(3) ha A, A,, ... véges, vagy megszamlalhatoan végtelen szdmi esemény, amelyek
paronként kizarjak egymast, akkor ZP(AH) = P(z A).

Tétel. A valoszinliség tovabbi tulajdonsagai:
(1) ha A < B, akkor P(A) < P(B),
(2) P(A) = 1-P(A),
(3) P(2)=0,
(4) P(B—A)=P(B) - P(A-B) (59. d@bra)
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59. abra: A Kkiilonbség esemény valdszintliségére vonatkozoé tétel szemléltetése
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

(5) haaz Ay, Ay, ..., A, teljes eseményrendszert alkot, akkor
P(A) +P(A)+... +P(A) =1,
(6) A valoszinliség 6sszegzési képlete: P(A + B) = P(A) + P(B) — P(A-B) (60. dabra).

A+ B

60. dbra: A valésziniiség osszegzésére vonatkozo tétel szemléltetése
Forras: Bir6 és Vincze (2000)

Megjegyzés. Ha valamely A eseménynek az elemi események {E;,E,,...,E,} halmaza felel
meg, akkor P(A) =P(E;) + P(Ey) + ... + P(E,).

12.4. A valdsziniiség kiszamitasanak modjai
12.4.1. A klasszikus valosziniiség
Ha az Q eseménytér véges sok (n) elemi eseménybdl all, és az elemi események
valdszinlisége azonos [%) , akkor egy tetszéleges A € # esemény valoszinliségét a E képlet

adja, ahol k az A eldallitasadban szerepld elemi események szdma. Tehat az A  esemény
valoszinlisége egyenld az A-ra nézve kedvezd esetek szamanak (k) és az Osszes esetek
szdmanak (n) hanyadosaval, azaz

P(A) = E

Megjegyzés. A kedvezd esetek és az Osszes esetek szamdnak meghatarozasahoz altalaban
kombinatorikai modszereket hasznalunk.

12.4.2. Visszatevéses mintavétel

Ebben a feladatban a klasszikus kiszamitasi mod hasznalhatd. Tegytik fel, hogy egy urndban
N darab teljesen egyforma golyd van, amelybdl ,,a” db fehér, ,,b” darab piros, a + b = N.
Vegyiink ki taldlomra egy goly6t az urnabol. Jelolje A azt az eseményt, hogy fehér golyot
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htzunk. Nyilvan az A esemény valoszinlisége N’ az ellentett esemény (piros golyét hiizunk)

valoszinlisége % Jeloljik p-vel az A esemény valoszinliségét, azaz % = p, ekkor b_ 1 -p.

Mi annak a valoszintisége, hogy n kisérletbdl — ha minden huizas utan visszatessziik a golyot —
éppen k-szor kovetkezik be az A esemény?

Feladatunk az, hogy meghatarozzuk az 0sszes esetek szamat és a szamunkra kedvez6
szama adja, hiszen az elsd huzéaskor N lehetdségiink van, és mivel minden huzéas utan
visszatessziik a golyot, igy mind az n huzas esetén N lehetdségiink van. Tehat az Gsszes esetek
szama N". A kedvez6 esetek szdmanak meghatirozasahoz elséként hatirozzuk meg valamely
adott sorrendii k fehér és n — k piros golyot tartalmazé n elemii mintdk szamat. Majd ezt a
szamot kell szoroznunk a ,k” fehér golyonak az n elemii mintaban vald elhelyezkedési
modjainak a szamaval.

A k> fehér goly6 kihuzasara a*, az n — k piros goly6 kihuzasara b ~* lehetSségiink
van. Az n elemii mintaban a k fehér golyo elhelyezkedésének a szdma az n elem k-ad osztalya

n ,
ismétlés nélkiilli kombinacidjaval egyezik meg, azaz (kj -val egyenld. Igy a keresett
valdszinliség (Fazekas, 1992):

B B R e

N™ NE. Nk k) \N N

12.4.3. A visszatevés nélkiili mintavétel

Klasszikus kiszamitasi mod segitségével megoldhatéd feladat. Ha az el6zd problémat
modositjuk oly modon, hogy a kihuzott golyokat nem tessziik vissza, akkor a gondolatmenet a
kovetkezOképpen valtozik.

Eldszor is meg kell jegyezniink, hogy ebben az esetben 0 < k < aés0 < n—k < b,
tovabbd n < N, azaz max(0, n — b) < k < min(a,n). Az 0sszes esetek szdma annyi,
ahanyféleképpen ki tudunk vélasztani N elembdl n elemet. Ez nem mas, mint N elem n-ed

N
osztalyt ismétlés nélkiili kombinécidinak szama, azaz ( .
n

A kedvezd esetek azok az ,,n” elemii mintdk, amelyekben ,.k” fehér és n — k piros

goly6 van. Az ,,a” darab fehér golyobol (lj -féleképpen valaszthatjuk ki a ,,k” darab fehér

N-a

b
golyét, a ,,b” darab piros golydbol pedig [ kj = ( k] -féleképpen valaszthatjuk ki az
n —

N-a

, a
n — k darab piros golyot. Igy a kedvezd esetek szama (kj[ )
e

j. Azaz a keresett

valoszintliség (Fazekas, 1992):
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12.4.4. A valészinliség geometriai kiszamitasa

A geometriai kiszamitasi mod analdgiat mutat a klasszikus kiszamitasi moddal,
elméletileg az Gin. mértékelméleten alapul. A valdszinliség geometriai modszerekkel torténd
meghatarozasa azon alapul, hogy az adott kisérlet lehetséges kimeneteleinek halmazat az
egyenes, a sik, vagy a tér részhalmazaként dbrazoljuk. A kisérlettel kapcsolatos A esemény
valoszinliségét ugy hatarozzuk meg, hogy kiszamoljuk azt, hogy a teljes hosszbdl, teriiletbdl,

vagy térfogatbol (T, ) milyen ardnyu rész tartozik az A-nak megfeleld hosszhoz, teriilethez,

: : T .
illetve térfogathoz (Tx). Igy az A esemény valosziniiségét a T_A hanyados adja meg.
Q

12.5. A feltételes valoszintiség

A gyakorlati életben sokszor vetddik fel az a probléma, hogy valamely kisérlet, megfigyelés
esetén egy esemény bekovetkezése befolyasolja-e és ha igen, akkor milyen mértékben egy
masik esemény bekdvetkezését. Tegylik fel, hogy az A és B valamely eseményalgebra
eseménye. Ha az eseményalgebrat 1étrehozo kisérletet n-szer megismételjiik, tegyiik fel, hogy

a B esemény n-szer kovetkezik be. Igy a B esemény relativ gyakoriségan—B. Vizsgaljuk
n

meg azt az esetet, amikor a B bekovetkezik, az A szempontjabol is és jeloljiik n,y-vel
azoknak az eseteknek a szdmat, amelyekben az A esemény is bekdvetkezik. Mivel A esemény

bekovetkezését a B esemény bekdvetkezésétdl fiiggden vizsgaltuk, igy az r;ﬁhényados az A
esemény B-re vonatkoz¢ relativ gyakorisaga. Ha a kifejezés szamlalojat €s flevezc’ijét is ,,n”-
nel osztjuk, akkor az Ry BN P(AB) koriil ingadozik, az Ts pedig a P(B) kériil ingadozik. igy
adodik a feltételes ValésI;inﬁség definicidja. ’

Definicié. Az A esemény B-re vonatkozo feltételes valosziniisége a

P(A-B)

P(A[B)= P(B)

2

feltéve, hogy P(B) # 0.
Megjegyzés. B esemény A-ra vonatkozo feltételes valoszinliségének képlete
P(B-A)

P(B[A) = P(A)

3

A két képletbol P(AB)-t kifejezve a kovetkezd egyenlétlenségeket kapjuk:
P(AB) =P(B) - P(AB)
P(AB)=P(A) - P(B|A)
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Feltéve, hogy P(A) #0 és P(B) #0. Mindkét egyenloség az A és B események egylittes
bekovetkezésének valoszinliségét adja, ezt a valosziniiség szorzasi szabalydanak nevezzik.

Megjegyzés. Igazolhatd, hogy a szorzdsi szabaly tobb esemény egyiittes bekovetkezésének
valoszinliségére is alkalmazhato, pl. harom eseményre:

P(ABC) =P((AB) - C)=P(AB) - P(C/AB) =P(A) - P(B|A) - P(C|AB),
feltéve, hogy P(AB) # 0, n eseményre is igazolhato, hogy:
P(A,-A,-...-A))=P(A))-P(A, |A)-P(A; |A,-A)-....P(A, |A,-...-A ),
Feltéve, hogy P(A;-...- A1) #0.
12.6. Események fiiggetlensége
Eldéfordulnak olyan esetek, amikor a feltétel nélkiili és a feltételes valdsziniiség megegyezik
egymassal, azaz
P(AB) =P(A).

Ilyenkor azt mondjuk, hogy az A esemény bekdvetkezése fiiggetlen a B esemény
bekovetkezésétdl, igy a szorzasi szabaly a kdvetkezd alakban irhato fel:

P(AB) =P(A) - P(B).
Definicio. Az A ¢és B események fliggetlenek, ha
P(A-B)=P(A) - P(B).

Megjegyzés. Az A ¢és B események fiiggetlenek, ha az egymdés bekovetkezésének
valoszinliségét nem befolyasoljak.

Tétel. Ha A és B fliggetlenek, akkor A és B is fliggetlenek.

Megjegyzés. Azt mondjuk, hogy az A, A,,..., A, események fliggetlenek, ha minden ,,k” és
1<i, <1, <---<iy <nesetén P(A; -A; -...-A; )=P(A, )-P(A,)-...-P(A,; ).

12.7. Teljes valosziniiség tétele, Bayes tétel

A feltételes valoszinliségekkel kapcsolatban gyakorlati szempontbdl igen fontos a teljes
valosziniiség tétele. Tegyiik fel, hogy az o# eseményalgebra egy tetszOleges eseménye A
esemény, a B; (1 = 1,...,n) pedig egy teljes eseményrendszere. Ha ismerjilk a P(B;)
valoszinliségeket és az A esemény Bi-re vonatkozo feltételes valosziniiségeit, akkor az A
esemény valoszinlisége meghatarozhato.

A teljes valosziniiség tétele. Legyen B,,..., B, teljes eseményrendszer, P(B;) > 0, P(B,) > 0,
..., P(By) > 0 ¢és A tetszbleges esemény. Ekkor

P(A)= Y P(A|B))-P(B,).
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Bayes-tétel. Legyen By,..., B, teljes eseményrendszer, P(B;) > 0, P(B,) > 0, ..., P(B,) > 0 és
A tetszdleges esemény, melyre P(A) > 0, ekkor
P(A|B;)-P(B))

n

> P(A|B)-P(B,)

P(B, | A) =

12.8. Ellenorzo kérdések

Mi az esemény fogalma?

Mondjon biztos, ill. lehetetlen eseményekre példat.

Mit értiink ellentett eseményen?

Mit értiink események Osszegén?

Mit értiink események szorzatan?

Mikor mondjuk, hogy az A esemény maga utdn vonja a B eseményt?

NSk

Mely események zarjak ki egymast?

a) ,,Kétszabdlyos kockaval dobva az 6sszeg paros”

b) ,,A két dobott érték koziil legaldbb az egyik paros”

c) ,Azegyik legaldbb oszthaté harommal”

d) ,,A dobott értékek szorzata paratlan”

e) ,A két dobott érték koziil az egyik négyszerese a masiknak”
8. Mit értiink események kiilonbségén?

9. Tekintsiik azt a véletlen kisérletet, hogy kihtizunk egy kartyalapot a 32 lapos magyar
kartyacsomagbol. Az aldbbiak koziil melyik esemény?

a) ,,A kihuzott lap szine makk”
b) ,,Nagy értékii a kihtizott kartya”
c) ,,Nem kirdly a kihuzott lap”
d) ,,Szép figuraju a kihazott lap”
e) ,A kihuzott lap a treff kettes”
f) ,,A kihuzott lap nem a treff kettes”
10. Mik a valészinliség axiomai?
11. Mit értiink klasszikus valosziniiség alatt? {rja fel a képletét.

12. Definidlja a visszatevéses ¢és a visszatevés nélkiili mintavétel fogalmat, adja meg a
képleteiket.

13. Mit értiink feltételes valosziniiség alatt?
14. Mikor mondjuk, hogy az A és B események fliggetlenek egymastol?
15. Mondjon példat fiiggetlen eseményekre.
16. Definidlja a teljes eseményrendszer fogalmat.
17. Mikor alkalmazhato a teljes valosziniiség tétele?
18. Mit mond ki Bayes-tétele?
19. Dontse el az alabbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis!
a) Barmely két esemény koziil az egyik maga utdn vonja a masik bekovetkezését.
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Két esemény szorzata olyan esemény, amely a két komponens esemény
mindegyikét maga utan vonja.

Az események szorzata felcserélhetd (kommutativ).

Az események 0sszeadasa atzarojelezhetd (asszociativ).

Egy esemény az ellentettjével teljes eseményrendszert alkot.

Egy esemény ¢és az ellentettje nem egymast kizard események.

Az események Osszege akkor kovetkezik be, ha a komponens események
valamelyike bekovetkezik.

Az események szorzata akkor kovetkezik be, ha a komponens események
valamelyike bekovetkezik.

Az események valdszinlisége lehet akar 100%-o0s is.

Az események valdszintisége a véletlen kisérlet minden egyes végrehajtasakor
mas €s mas.

Az ellentett esemény valdszinisége mindig nagyobb mint az esemény
valdszinlisége.

Az ellentett esemény valdszinliségének ¢és az esemény valdszinliségének
Osszege mindig 1.

Az események szorzatdnak a valdsziniisége nem lehet nagyobb barmely
komponens esemény valdszinliségénél.

Az események Osszegének a valoszinlisége nem lehet nagyobb barmely
komponens esemény valdszinliségénél.

A fliggetlen események kizarjak egymast.
A fiiggetlen események nem zarjak ki egymast.

Két olyan fiiggetlen esemény, melyek koziil egyik sem lehetetlen vagy biztos
esemény, nem zarhatjadk egymast ki.

Fiiggetlen események szorzatanak valdszinlisége egyenld az események
valoszinliségeinek szorzataval.

Fiiggetlen események szorzatdnak valoszinlisége egyenld az események
valdszintiségeinek osszegével.

Egymast kizaré események szorzata a lehetetlen esemény.

Ha két esemény szorzatanak valoszinlisége nulla, akkor a két esemény kizarja
egymast.

Egymast kizaro események 6sszegének valoszinlisége a komponens események
valésziniiségeinek dsszege.

A lehetetlen €s a biztos események minden eseménytdl fiiggetlenek.
Egy esemény nem lehet fiiggetlen a komplementerétdl.
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13. VALOSZINUSEGI VALTOZOK

Egy gylimdlcs idedlis atmérdje a feldolgozas szempontjabol 8 cm lenne. Két kisérleti
fajtabol megmérnek 1000 — 1000 példanyt. Jeldlje x; (i = 1,...,1000) az i-edik mérés
eredményét az egyik fajtabol és y; (i = 1,...,1000) az i-edik mérés eredményét a masik
fa_]tébél Példaul az X1 = 7,2 és Xy = 8,3;...; X1000 = 6,3 és Y1 = 8,4 és Y2 = 7,1;...; Y1000 = 9,2.
Ezen szamok 6sszehasonlitasa igen nehézkesnek tlinik. A megoldast a valoszinliségi valtozok
elmélete adja. Ennek a keretében ugyanis csak két — két szam (a varhato érték és a szoras)
Osszehasonlitasara van sziikség. A korabbi fejezetekben annak a valoszinliségét vizsgaltuk,
hogy egy adott esemény bekovetkezett-e vagy sem. A kisérletek tobbségében a kapott elemi,
vagy Osszetett esemény esetén egy szamértéket kaptunk eredményiil. Egy eseményhez tartozo
kimenetelek mindegyikéhez pontosan egy szamot rendeliink, ezt ugy is felfoghatjuk, hogy az
adott eseményhez tartozé kimenetelek halmazén egy fiiggvényt értelmeziink, amelynek az
értekei valos szdmok.

Definicié. Az elemi események halmazan értelmezett valos értéki fliggvényt valosziniiségi
valtozonak nevezzik. Jele: E,n,C,... .

A preciz matematikai targyalds érdekében a tovabbiakban feltessziik, hogy minden x € R
esetén (megy elemi eseményt jeldl) a { < X} = {co | () < x} halmaz eseményt alkot.

A valoszinliségi valtozok lehetnek diszkrétek, vagy nem diszkrétek attol fiiggden,
hogy milyen értéket vesznek fel. A diszkrét valosziniliségi valtozo értékkészlete véges, vagy
megszamlalhatéan végtelen halmaz. A nem diszkrét valésziniiségi valtozo tetszdleges
értéket felvehet.

Megjegyzés. Egy valdszinliségi valtozo akkor van teljesen meghatdrozva, ha minden elemi
esemény esetén ismerjiik az értékét, viszont sok kérdés megvalaszolasahoz elegendd annyit
tudnunk a valosziniliségi valtozordl, hogy lehetséges értékeit mekkora valosziniiséggel veszi
fel.

Megjegyzés. Legyen & diszkrét valdszinliségi valtozo, értéker xi,Xp,Xs,... . Jelolje A a
{ct, = xi} eseményt. Ekkor Aj, Ay, As,... teljes eseményrendszert alkot.

Definicié. A & diszkrét valdszinliségi valtozd esetén a p, = P(€=x,)valosziniiségek
sorozatat a & valoszinliségi valtozo valésziniiségeloszlasdanak nevezziik.

Megjegyzés. Ha a valoszinliségi valtozd6 nem diszkrét, akkor egy meghatarozott értéket
altalaban 0 valoszinliséggel vesz fel. Példaul a buzaszdlak magassadgat vizsgdlva nem
lehetetlen, hogy az 12 cm legyen, de a valdszinlisége 0. Viszont az, hogy a buzaszal
magassaga kisebb, mint 12 cm, mar pozitiv valoszinliségii. Ezért a nem diszkrét valosziniiségi
valtozo esetén annak a valosziniliségét célszerli vizsgalni, hogy a & wvaloszinliségi valtozo

mekkora valoszintiséggel vesz fel x-nél kisebb értéket (P( & <x)).

13.1. Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

Definicio. Az F(x) = P(§<x) (x € R) fliggvényt a & valoszinliségi valtozéd eloszlds-
fiiggvényének nevezzik.
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Tétel. Az F: R — R fliggvény valamely valoszinliségi valtoz6 eloszlasfiiggvénye pontosan
akkor, ha

(1) monoton novekvo,
(2) balrol folytonos, azaz az F x¢-beli hatarértéke megegyezik F(xo)-lal,
(3) lim F(x) =0 és limF(x) =1

Megjegyzés. A & diszkrét valosziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye:

F(x)=P(&<x)= D P(E=x)= D p,

Ebben az esetben F egy 1épcsds fliggvény, amely minden x; pontban pi-t ugrik (61. abra).

] "lu

1 PN < a)y = Fix)
D —
[ —
C—
(D —
T

61. dbra: A diszkrét valésziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye
Forrés: Bir6 és Vincze (2000)

Megjegyzés. Nem diszkrét valosziniiségi valtozo esetén az eldz6khoz hasonld eldallitds nem
lehetséges. Azonban sok olyan eset van, amikor a valdszintliségi valtozo eloszlasfliiggvénye

integral (jele: j ) alakban all el6. Az integralassal konyviinkben részletesebben nem

foglalkozunk. Az ilyen tulajdonsdgi valdszinliségi valtozokat abszolut folytonos
valosziniiségi valtozonak nevezziik.

13.2. A siiruségfiiggvény és tulajdonsagai

Definicio. Ha a & valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye olyan, hogy eldallithatd

F(x) = Tf(t)dt

alakban, akkor az f fliggvényt a & valdsziniiségi valtozo siiriiségfiiggvényének nevezzik.
Megjegyzés. Az integralas Uf (X)dX) geometriailag az f(x) fliggvény gorbéje alatti teriiletét
jelenti. Amennyiben az [a,b] intervallumon integralhato f fiiggvényre teljesiil, hogy f(x) > 0

b
minden x €[a,b] esetén, akkor az If(x)dx az f(x) fliggvény gorbéjének az [a,b]

intervallumhoz tartozé ive alatti teriiletet jelenti. Ugyelni kell azonban arra, hogy ha f(x) < 0,
akkor az x tengely alatti teriiletrészt ellentett eldjellel kapjuk meg. Az integral kiszadmitasara
ténylegesen nem keriil sor, mivel csak a nevezetes folytonos valosziniiségi valtozokat
targyaljuk, amelyeknek az eloszlas- és stiriségfiiggvényének a képlete ismert.
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Megjegyzés. Abszolut folytonos esetben F folytonos fiiggvény. Igy diszkrét valésziniiségi
valtoz6 nem lehet abszolut folytonos. Az abszolut folytonos esetben F(x) ,,néhany” ponttol
eltekintve differencialhato, és F’(x) = f(x).

Tétel. Az f: R — R fiiggvény egy valdszinliségi valtozo stirliségfliiggvénye pontosan akkor,
ha

(1) f nemnegativ fiiggvény,

(2) f integralhat6 fliggvény, és _[ f(t)ydt=1

b
Megjegyzés. P(a < & <b) =F(b) — F(a) = [ f(t)dt
Definicio. Legyen & olyan diszkrét valoszinliségi valtozd, melynek értékei: x;,X2.X3,... .
Legyen p; = P(§ = x;), ekkor ha a ZXi -p, véges, akkor a & valoszinliségi valtozo6 vdrhato
értéke:
E(§)= in “Pi

Megjegyzés. A vérhato értéket szokas M-mel jelolni.

Definicio. Ha & olyan abszolut folytonos valdszinliségi valtozd, amelynek f a

striiségfiiggvénye, és _[ |x|- f(x)dx véges, akkor a & varhatoértéke:

—00

()= [x-f(x)dx
Megjegyzés. A varhatd értek nem mindig 1étezik.
Tétel. Legyen & olyan diszkrét valosziniiségi valtoz6. Ha Z:Jg(xi )| -p; < oo, akkor létezik
g( &) varhato értéke és

E(g(&)= D g(x,)-p;.

Tétel. Legyen & egy folytonos valosziniiségi valtozo, aminek f a siiriségfiiggvénye. Ha

J. lg(x)|- f(x)dx < oo, akkor létezik a g( & ) varhatoértéke, és

E(g(£) = [2(x)-f(x)x
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Tétel. Ha a & ¢és m valoszinliségi valtozoknak véges a varhatoértékiik, akkor a,b,c
konstansok esetén a (c-&)¢és az (a-&+b) valdszinliségi valtozoknak is létezik a varhato
értékik, és
E(c-&) =c-E(©)
E(c-&)=a-EE)+Db
Megjegyzés. Vizsgaljuk meg az n=&-E(§) valoszinliségi valtozé varhatd értékeét.
E(E-E(&)) =E(E)—E(§) =0, azaz a & valoszinliségi valtozo varhato értékétdl vald eltérése

olyan valésziniiségi valtozé, aminek a véarhato értéke nulla. Igy a vérhato érték koriili
ingadozas mérésére E(§ —E(&)) nem hasznalhato.

Megjegyzés. A valdszinliségi valtozok fontos jellemzdje a varhato értéktdl valod atlagos
eltérés. Ha példaul egy adott foldteriileten buzat vetiink el, akkor nemcsak a csapadék atlagat
(varhat6d értékét) célszerti tudnunk, hanem azt is, hogy ez milyen ingadozéast mutat. Azaz
mennyire sz¢€lsdséges, hiszen ha a csapadék egyenletesebb, akkor a kockdzat is kisebb, mert
biztosabban jelezhet6 eldre a csapadék varhaté mennyisége.

Definicio. A varhato értéktdl valo eltérés négyzetének a vérhatd értékét szordsnégyzetnek
nevezzik.

D*(&)=E(E-E®©)".
Azt mondjuk, hogy a & valdsziniiségi valtozonak 1étezik a szorasnégyzete, ha D*(&) < 0.

A szorasnégyzet négyzetgyokét szordsnak hivjuk:

D(§)=D*(§).
Megjegyzés.
D’ (§) =E(§-E(§))* = E(§” —2EE(§) +(E(§))*) =
=E(£") ~E(2EE() + (E(§))* =E(§’) —2E(§)E(§) + (E(§))* =E(&’) — (E(8))*
Megjegyzés. Folytonos valdszinliségi valtozo esetén:

D2(&) = E(§—E(€))* = j (x —E())? - f(x)dx = j x? - f(x)dx — [ j X f(x)de .

—00 —00

Tétel. Legyen & valdszintiségi valtozo, a, b € R, ekkor D*(a-&+b)=a’-D*(&).

Definicio. A & és m valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek, ha minden x, y € R esetén a
{F, < x} és az {n < y} események fliggetlenek, azaz

PE<x,n<y)=P(E<x)-PM<y)=FXx)-G(y),
ahol F és G a & ¢és n valoszinliségi valtozok eloszlasfiiggvényei.

Megjegyzés. Fiiggetlen valoszinliségi valtozok esetén a varhato értékre €s a szorasnégyzetre a
kovetkezOk igazak:

E(E-nm)=E)-E(m)
D*(+n)=D*()+D*(n).
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13.3. Nevezetes diszkrét eloszlasok
13.3.1. A binomialis eloszlas

Emlékezziink vissza a visszatevéses mintavétel feladatara! Egy urndban N goly6 van, ebbdl
»a  fehér és ,b” piros. Az urnabol n-szer huzunk visszatevéssel. Mekkora annak a
valdszinlisége, hogy az ,,n” kihtizott golyd kozott pontosan ,,k darab fehér van? Jeldlje a &

valosziniiségi valtozé azt. hogy hany fehér golydt hiiztunk. Ekkor a & valosziniliségi valtozo
lehetséges értékei: 0,1,2,... , n, €s a mar meghatarozott valdszinliségi eloszlas:

P(E = k) :(Ej-pk Q" k=0,12,...,n,

ahol p = % ,q=1—p. Ez a képlet tetszdleges p ]0,1[ esetén diszkrét eloszlast hataroz meg.

Belathato, hogy a binomiélis eloszlas varhatdértéke és szorasa:
E(§)=n-p,illetve D(§)=+n-p-q.
13.3.2. A geometriai eloszlas

Egy kisérletet egymas utan tobbszor megismétliink, ahol az egyes ismétlések egymastol
fiiggetlenek. Jelolje & valoszintiségi valtozo azt, hogy hanyadik kisérletre kovetkezik be az A

esemény. Legyen P(A) = p, ekkor P(A ) = 1 — p. Mivel az egymas utani ismétlések egymastol
fliggetlenek, igy annak a valdszinlisége, hogy az A éppen a k-adik kisérletre kovetkezik be:

PE=k)=(1-p)"-p, k=123,...

A geometriai eloszlas egyetlen paramétere a p. A geometriai eloszlas varhato értéke:

E(€) = 1 , szorasa: D(§) = \/Ez
p p

13.3.3. A Poisson-eloszlas

A & valoszintiségi valtozo Poisson-eloszlast, ha a k =0,1,2,3,... értékeket

PE=K) =t e

valoszintiséggel vesz fol.

A Poisson-eloszlas egyetlen paramétere a A > 0 konstans. A Poisson-eloszlas varhato értéke:

E(&)= A, szorasa: D(§) = .
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13.4. Nevezetes abszolut folytonos eloszlasok
13.4.1. Az egyenletes eloszlas

A & valoszintiségi valtozo egyenletes eloszlast, ha stirliségfliggvénye:

1
Fx) =154 ha a<x<b ’
0 egy ébként
az eloszlasfiiggvénye:
0 ha x<a
Fx)=42"%  ha a<x<b
b—-a
0 ha x<a

a+b (b—a)’

Az egyenletes eloszlas varhato értéke: E(& ) = , szbérasa: D(§) = >

13.4.2. Az exponencialis eloszlas
A & valoszintiségi valtozd A > 0 paraméterti exponencialis eloszlasu, ha a stirtiségfiiggvénye:

£(x) 0 ha x<0
X) = ,
A-e™ ha x>0

az eloszlasfiiggvénye:

F(x) 0 ha x<0
X)= s
l-e™ ha x>0
1 7 I3 7 o Ja 1 rr 1
Az exponencialis eloszlas varhat6 értéke: E( &) :X , szbérasa: D(§) = el

Megjegyzés. Az exponencidlis eloszlast a gyakorlatban elég sokszor hasznaljuk, amikor a
valoszinliségi valtozd valamely A esemény bekovetkeztéig eltelt idétartamot jeldl és az
esemény bekovetkezésének esélye adott x hosszisagli iddintervallumon fiiggetlen annak
kezdetétdl. Példaul annak a valdszinlisége, hogy egy radioaktiv atom elbomlik-e egy oran
beliil — fliggetlen attol, hogy ezt az egydras iddintervallumot mikor kezdjiik el mérni, ha addig
még nem bomlott le — exponencialis eloszlast kovet.

13.4.3. A normalis eloszlas

A valészinliségszamitdsban és a matematikai statisztikdban az egyik leggyakoribb ¢&s
legnagyobb jelentOségii eloszlas a normadlis eloszlds, alapvetéen azért, mert a véletlen
folyamatok nagy része ezzel az eloszlassal irhatd le, illetve kozelithetd. A & valoszinliségi

valtozo normadlis eloszlasu, ha stirtiségfiiggvénye (Prékopa, 1962):
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ahol p tetszdleges valos szam, o pedig tetszéleges pozitiv valds szam. Azt, hogy a §
valoszinliségi valtozd p és ¢ paraméterii normalis eloszlasi & ~ N(u,0°) - tel jeldljiik.
Ha& ~ N(0,1), akkor a & valdszinliségi valtozo6 standard normadlis eloszldsu.

Megjegyzés. A normalis eloszlas striségfiiggvényét Gauss-gorbének, vagy harang goérbének
nevezziik.

s Y

1
62. dbra: A standard normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye
Forras: Bir6 és Vincze (2000)
Tétel. Ha a & valdszintiségi valtozd standard normalis eloszlast, akkor az n=oc-§+n

valoszinliségi valtozo normalis eloszlasu, és n~ N(u,6°) . Megforditva, ha az n~ N(u,6°),

akkora ¢ = N7H standard normalis eloszlasa.
c

A standard normalis eloszlés striiségfiiggvénye (62. dbra) a kdvetkezd alaku:

—(x)?
2

1
(P(X)_E'e s

eloszlasfiiggvénye:
®(x) = [@(t)dt .

Ez az integrdl elemi Uton nem szadmolhatdé ki, igy az értékeit tablazatba foglaltak.
Helyettesitéssel kaphaté a &~ N(p,6”) valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye:

F(x) = @(ﬂj .
(e)

2 r1: Jo SO S S r ’ roroar r s
A &~ N(u,07) normalis eloszlasu valoszinliségi valtozo varhato értéke: E(§) =p, szorasa:

DE)=o.
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Megjegyzés.

(1) Ha a mintabeli adatok csak diszkrét értékek (pl. egész szamok) lehetnek, akkor a
diszkrét eloszlasok kozott, ha pedig tetszéleges értéket vehetnek fel egy adott
intervallumon beliil, akkor a folytonos eloszlasok kozott keresiink alkalmasat.

(2) A mérési hibak altalaban normadlis eloszlast kovetnek. Normalis, vagy normalishoz
kozeli eloszlast kovetnek altalaban a ndvényi és allati egyedek nagysagat (hosszusag,
tomeg, stb.) kifejez0 adatok, tovabba a termelési adatok (tejtermelés, atlagtermés,
stb.).

(3) Ha a megfigyelt adatok diszkrét szamok ¢és ezek csak korlatozott szamértéket vehetnek
fel (pl. 0-tol n-ig terjedd egész szamok), az eloszlds legtobbszor binomialis, vagy
hipergeometrikus.

(4) Poisson-eloszlast kdvet a részecskék egyenesmenti, teriileti, illetve térfogati eloszlasa,
ha azt vizsgaljuk, hogy adott hosszusagu, teriiletdi, illetve térfogati részekre milyen
gyakorisaggal esnek a részecskék. Ilyenek példaul a peték, a permetlé cseppjeinek, az
oldatban 1év0 részecskék szamanak (mikromolekuldk, baktériumok, virusok) térfogati
eloszlasa.

13.5. A nagy szamok torvénye

A korabbiakban lathato volt, hogy a varhat6 érték koriili ingadozés egyik fontos mérészdma a
szoras. Most egy olyan Osszefliggéssel fogunk megismerkedni, amelynek gyakorlati
jelentésége abban van, hogy segitségével csupan a szords birtokdban az ingadozas
valdszintiségére becslés adhato.

Tétel (Markov-egyenlétlenség). Legyen & > 0valdszinliségi valtozo, A pozitiv valds szam.
Ekkor

E©
PN ===

Tétel (Csebisev-egyenlétlenség). Ha az nolyan valosziniségi valtozo, amelynek véges a
szorasa, akkor o > 0 esetén:

P(n.—E(M)|=0) < D;f’) .

Megjegyzés. Ha egy valdszinliségi valtozo eloszlasat nem ismerjiik, de a varhatoértékét és a
szorasat igen, akkor a Csebisev-egyenldtlenség segitségével felsd korlatot tudunk megadni a
varhat6 érték koriili szimmetrikus intervallumba esés valdszinliségére.

Definicié. Azt mondjuk, hogy a &,,&,,... valoszinlségi valtozd sorozat sztochasztikusan
konvergal a & valoszinliségi valtozohoz, ha minden € > 0 esetén

lim P(&, ~& > )= 0

Tétel. Legyenek &,,E,,... paronként fiiggetlen, azonos eloszlasu valdsziniiségi valtozok.
Tegyiik fel, hogy E(&) < . Ekkor

& +& +...§,

n

sztochasztikusan konvergal a k6zos varhatoértékhez.
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Ezt a tételt a nagy szamok gyenge torvényének nevezziik. Ennek segitségével

bizonyithato, hogy egy esemény relativ gyakorisdga konvergal a valosziniiségéhez.

A R o

10.
11.
12.
13.

14.

15.

16.
17.
18

13.6. Ellenorzo kérdések

Definialja a valészintliségi valtozé fogalmat.

Mit ért diszkrét valoszintiségi valtozo alatt?

Mit ért eloszlasfiiggvény alatt?

Milyen tulajdonségok jellemzik egyértelmiien az eloszlasfiiggvényt?
Definialja a binomialis eloszlast!

Mit ért a valdsziniiségi valtozo stiriségfiiggvénye alatt?

Mikor mondjuk, hogy két valosziniiségi valtozoé fiiggetlen?
Soroljon fel diszkrét eloszlasokat.

Adja meg a binomialis eloszlas képletét, varhato értékét és szorasat.
Adja meg a geometriai eloszlas képletét, varhato értékét és szorasat.
Adja meg a Poisson-eloszlas képletét, varhato értékét és szorasat.
Soroljon fel nevezetes abszolut folytonos eloszlasokat.

Mi az egyenletes eloszlasu valdszinliségi valtozo stirliség- és eloszlasfiiggvénye? Adja
meg varhat6 értékének és szorasanak képletét.

Mi az exponencidlis eloszldsu valosziniiségi valtozo stirliség- és eloszlasfiiggvénye?
Adja meg varhat6 értékének és szordsanak képletét.

Mi a normalis eloszlast valdszinliségi valtozo surliség- és eloszlasfiiggvénye? Adja
meg varhat6 értékének és szorasanak képletét.

Rajzolja fel a standard normalis eloszlas siirliségfiiggvényét.
Fogalmazza meg a Markov- és Csebisev egyenldtlenséget.

. Mi az a nagy szamok torvénye?
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14. Statisztikai alapfogalmak

Az informaciotechnologia fejodésével az informécidk és kiilonosen az adatok egyre
inkdbb elérhetobbé valtak a mindennapi emberek szamadara, és mennyiségiik egyre inkabb
megnovekedett. Ezt a megndvekedett adatmennyiséget tudni kell kezelni, feldolgozni,
elemezni ¢és beldlik a megfeleld kovetkeztetéseket levonni. Kiilondsen igaz ez a gazdasagi
élet szamos teriiletén, ahol a dontéseket szamszer(i informacidokkal kell alatamasztani,
bemutatni. A statisztikai informacié (adat) eldallitasa, feldolgozasa, szerepe a gazdasagban,
tarsadalomban egyre inkabb novekszik, ezért elengedhetetlen kdvetelmény, hogy a gazdasagi
¢letbe kilépni szandékozo hallgatd fel legyen vértezve a legkiilonfélébb statisztika-
modszertani ismeretekkel. Ennek a fejezetnek az a célja, hogy a hallgatd megismerje az
alapveto statisztikai fogalmakat és értse a koztiik 1évo Osszefiiggéseket, valamint képes legyen
alapvetd elemzések elkészitésére.

14.1. A statisztika fogalma

Definicié. A statisztika olyan gyakorlati szambavételi tevékenység, amely tomegjelenségek
(pl.: munkanélkiiliség, foglalkoztatottsag, népesség) szambavételére, adatok Osszegylijtésére
¢s rendszerezésére, valamint azok elemzésére, Osszefiiggések feltarasara, kovetkeztetések
levonasara, dontések eldkészitésére, tudomanyos eredmények aldtdmasztasara szolgal. Szokas
a statisztikdt azonositani magaval a tudomanyos modszertannal, valamint az dsszegyiijtott
adathalmazzal. A statisztikai adatok gytijtése, feldolgozasa, kozlése mogott egy egységes
intézményi hattér all, amelyet statisztikai informdcios rendszernek neveznek.

A statisztika modszertani szempontbol megkozelitve egy olyan ismeretrendszer, amely
elméleti problémakat vet fel és magaba foglalja az ezek megoldéasara irdnyulé modszereket is,
valamint az altalanos elvek egy-egy teriileten torténd alkalmazéasat. A statisztika céljai kozé
tartozik egyrészt a tajékoztatds, valamit egységes adatbazisok kialakitasa a kutatds és a
termelésiranyitas, valamint a vallalatmenedzsment szdmara. A statisztikan, mint
modszertanon beliil megkiilonbdztetiink leiro statisztikdt, amely magaba foglalja az adatok
csoportositasat, gylijtését abrazolasat, valamint matematikai (kutato) statisztikdt, amely a
tomegjelenségek egyedeinek szlikebb csoportjat vizsgalja, majd ez alapjan ad a sokasag
egészére vonatkozo kovetkeztetéseket.

Ezeken kiviil 1étezik még gazdasagstatisztika (gazdasagi jelenségek feltardsaval foglalkozik:
inflacié, GDP), 4gazati statisztika (mezOgazdasagi, ipari termelés adatai elemzése),
funkcionalis statisztika (munkaerd alakulasa és beruh4zéasok vizsgalata), valamint demografiai
statisztika (népesség jellemzdinek vizsgalata nem, kor, csaladi allapot szerint.

A statisztikai tevékenységet a gyakorlatban egy statisztikai informacios rendszer feliigyeli és
milkodteti. A fobb informacidigénylék a korményzat, orszagos vezetd testiiletek, iizleti
dontéshozok, tudomanyos kutatok, valamint a kozvélemény. Az tizleti dontéshozok igényeit
altalaban maguk a gazdasagi szervek elégitik ki, vagy erre szakosodott kozvélemény-,
piackutatd cégek végeznek kiilon statisztikai tevékenységet (pl. Szonda Ipszosz, Monitor,
Gallup, Gki, Gfk, Ecostat, Szinapszis). Az informéciok szolgéltatdsa a kormanyzat és a
tudomanyos kutatds szamara jellemzOen egy erre specializdlddott hivatalos statisztikai
szolgalat feladata. Ez egy olyan makroszinti informacios rendszer, amely a tarsadalmat, a
gazdasagot, a természeti viszonyokat jellemzd statisztikai adatok, mutatoszamok folyamatos
biztositasat és bemutatasat tlizte ki f6 céljaul. F6 feladata a makroszintli tarsadalom- és
gazdasagpolitikai dontésekhez sziikséges statisztikai adatok folyamatos szolgaltatasa,
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valamint moédszertani szabvanyok kidolgozasa. A magyar hivatalos statisztikai szolgélat
centralizalt, tobbcsatornas és az alabbi részekbol tevodik Ossze:

- Kozponti Statisztikai Hivatal (KSH), amely 1867. 6ta miikddik
- Minisztériumok

- Orszagos hataskorii szervek (pl.: MNB, PSZAF, Legfébb Ugyészség)
14.2. Alapfogalmak

Definicio. Statisztikai sokasag a vizsgalat targyat képezd tomegjelenséget alkotd egységek
halmaza. A sokasdgot meghatarozo egységeket a sokasdg egyedeinek hivjuk. Az egyedek
lehetnek valdsdgos egységek abban az értelemben, hogy a valdésagban ténylegesen létezd
személyeket, targyakat, allatokat vesziink szamba, vagy lehetnek nem valosdgosak, olyan
értelemben, hogy egy eseményt, vagy folyamatot, vagy teljesitményt, termelést figyeliink
meg. A nem valdsagos egységek vizsgalatat, megfigyelését mindig egy iddtartam alatt
végezzik (pl. egy havi sortermelés), a valdésagos egységek szambavétele pedig egy adott
id6épontban kovetkezik be.

14.3. A statisztikai sokasag tipusai

Definicio. Allo, vagy dllapot sokasdgrol (stock) akkor beszéliink, ha valdsagos egységekbdl
allo sokasagot vesziink szamba egy adott idOpontban, azaz jellemezzilk a sokasag
egységeinek pillanatnyi allapotat.

Mozgo sokasdgnak (flow) azt a sokasagot nevezzik, amelynek az egységei nem valosagosak,
tehat folyamatok, amelyeket csak egy adott id6tartam alatt tudunk megfigyelni. Fdsokasdgot
ugy képezhetiink, hogy az egyedekre jellemzo sok megkiilonboztetd tulajdonsagbol
kiemeliink egyet, és e szerint azonos egyedek vesziink a sokasagba. A fésokasagon beliil egy
ujabb tulajdonsdg mentén ujracsoportositva a sokasagot tobb részsokasdgot kapunk. Teljes
sokasdgrol akkor beszéliink, amikor a vizsgélt sokasdg minden egységét szamba vessziik.
Amennyiben a teljes sokasdg egységeinek csak egy részét kérdezziik meg szisztematikusan
elére adott, k6zos tulajdonsagsagok alapjan, akkor mintasokasdgot kapunk.

A sokasag egységeit egyrészt statisztikai alapadattal jellemezhetjiik, amely lehet a sokasdag
elemszama, vagy az egységekkel kapcsolatos egyéb szdmszerii jellemzd, amelyet mérés
eredményeképpen kaptunk. Masrészrol a sokasag jellemezhetd mutatészamokkal is,
amelyeket statisztikai adatokkal végzett matematikai szdmitds eredményeképpen kapunk. A
sokasagot jol koriilhataroltnak hivjuk, ha minden elemrdl egyértelmiien el tudjuk donteni,
hogy része e a sokasagnak. Ehhez sziikséges, hogy az egységekre jellemzd iddbeli, térbeli,
mennyiségi, mindségi jellemzok adva legyenek.

14.4. Ismérvek

A sokasdg koncepciojadhoz szorosan illeszkedd maésik fogalom az ismérv. A
kovetkezOkben a legfontosabb ismérvtipusokat fogjuk attekinteni, hiszen ezek alapjan
alkotunk majd kiillonb6zd statisztikai sorokat. A statisztikai sorok fogalma révén pedig
eljutunk a statisztikai tablak fogalméhoz is.

Definicio. A statisztikai sokasag egységeinek jol koriilhatarolasdhoz  sziikséges
tulajdonsagokat, jellemzoket, szempontokat ismérveknek nevezziik. Az ismérveken beliil az
eléforduld kategoriak neveit, vagy az egyes értékeket ismérvvaltozatoknak nevezzik. Az
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ismérveknek harom f6 csoportjat kiilonitjiikk el aszerint, hogy milyen szempont szerint
mutatjak be az egyedeket.

(1) Targyi ismérvek: két formajat kiilonboztetjiik meg, a mindségi és a mennyiségi
ismérveket. A mindségi ismérvek a vizsgalt egységek szdmszeriien kifejezhetetlen
jellemzdi, a mennyiségi ismérvek a szamszertien mérhetd jellemzoket jelentik. Egész
szamok esetén diszkrét ismérvekrol, valos szamok esetén pedig folytonos ismérvekrol
beszéliink.

(2) Térbeli ismérvek: a sokasag egységeit teriileti elhelyezkedés szerint mutatjak be,
valtozatai foldrajzi egységek.

(3) Idébeli ismérvek: a sokasag egységeit idobeli alakulas alapjan hatdrozzak meg, lehet
adott idépontban, vagy iddtartam alatt elkiiloniteni az egyedeket.

14.5. Statisztikai sorok

Az adatokat altalaban nem rendszerteleniil kozdljiik, hanem bizonyos rendezd elvek
szerint csoportositott formaban adjuk kozre annak érdekében, hogy a vizsgalat targyat képezo
sokasag szerkezetét megfigyelhessiik.

Definicio. Statisztikai sorokat akkor kapunk, ha meghatarozott ismérvek szerint kivalasztunk
két vagy tobb logikailag 0sszetartozé statisztikai adatot, és azokat egymas mellé, illetve ala
rendezziik. A statisztikai sorok leggyakrabban csoportositas utjan jonnek létre, de képezhetdk
Osszehasonlitds révén is. Eldallithatok statisztikai alapadatokbol, vagy szarmaztatott
adatokbol.

Aszerint, hogy milyen ismérv szerint rendeztiik az adatokat sorokba, beszélhetiink valodi
sorokrol, azaz mennyiségi, vagy mindségi, teriileti, iddsorrol, illetve a kiilonb6zd ismérvek
szerint 0sszerendezett adatok nem valodi leirdsort alkotnak.

Definicio. A sokasag egyedeinek mindségi ismérv szerinti megoszlasaval mindségi sorokat
kapunk, az ismérvvaltozatok fogalmilag vannak meghatarozva. Amikor a sokasag elemei
mennyiségi ismérv szerint vannak csoportositva, akkor mennyiségi sorokat kapunk, az
ismérvvaltozatokat szamszeriien fejezziik ki. Egész értékek esetén diszkrét a sor, vald értékek
esetén folytonos sorrol beszéliink.

Mind diszkrét, mind folytonos esetben eléfordulhatnak nagyszamu ismérvértékek, ekkor az
Osszes lehetséges ismérv értékeket nem tiintetjiik fel, hanem leggyakrabban egyenld, vagy
egyenlOtlen osztalykozokre (csoportkiozokre) bontjuk azokat, vagyis informdciot tomoritiink.
Ennek a menete ugy torténik, hogy elészor az dsszes adatot nagysag szerinti sorrendbe rakjuk,
majd képezziik a legkisebb €s legnagyobb adat kiilonbségét, amely az adatok terjedelmét adja.
A terjedelmet felosszuk ,k” db egyenld osztalykdzre azért, hogy az osztalykozokben a
gyakorisagok egyenletes eloszlasuak legyenek, és hogy az osztaly kozepe relevans legyen. Az
osztalykdzok szamat, vagyis a ,k”-t az elemszam (N) fiiggvényében az aldbbi hiivelykujj
szaballyal kaphatjuk meg: 2% >N, ahol ,k” legkisebb olyan értékét kell venni, amelyre mar
éppen teljesiil az egyenldtlenség. A terjedelem és az osztalyk6zok szdmanak hényadosa
megadja egy osztalykoznek a hosszat.
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14.5.1. Mennyiségi sorok

A mennyiségi sorok a leggyakrabban hasznalt statisztikai sorok kozé tartoznak, két
valtozatuk létezik, a gyakorisagi- ¢és értékosszeg sorok. Kevés ismérvvaltozat esetén
mennyiségi sorokban az értéket tlintetjiik fel, egyébként pedig osztalykozoket képeziink az
értekek alapjan.

Definicié. A gyakorisagi sor azt mutatja meg, hogy mennyi a mennyiségi ismérvértékek
(egyes csoportkdzeibe tartozo egységek) szama, gyakorisaga. A gyakorisagot a statisztikaban
az angol frequency sz6bol fi-vel jeloljik, ahol i1 értéke a sorrendbe rendezett ismérvértékek
rangsorszama.

Definicio. Az értékisszeg sor megmutatja, hogy mekkora a mennyiségi ismérvértékek (egyes
osztalykozeibe tartozo egységek) altal képviselt értekek Osszege. Osztalykdzos gyakorisagi
sor esetén az értékek Osszegét ugy becsiiljiik, hogy az osztaly kdzepét szorozzuk az osztalyba
tartozo6 egyedek szdmaval.

14.5.2. Egyéb sorok

Definicio. Teriileti sornak azt a statisztikai sort nevezziik, amely a statisztikai sokasag
egységeit annak teriileti jellemz6i szerint mutatja be.

Definicid. Iddsorok esetén a sokasag alakulasat vizsgaljuk az id6 fiiggvényében. Az iddbeli
valtozast tobb idépontban térténd mérés, vagy idétartamok alatt torténd megfigyelések adjak.
Az id6beliség kezelésétol fliggben az alabbi két tipus kiillonboztetjiik meg az idésorok esetén:

(1) Allapot idésor: Allapot (stock) sokasig adatait tartalmazza az egyes
idépontokban.

(2) Tartam idésor: Mozgo (flow) sokasag adatait tartalmazza idétartamokban.

Megjegyzés. Jelenség, folyamatok, események adatait csak tartam iddsorba rendezhetjiik,
targyak, személyek, valosagos egyedek megfigyeléseit pedig iddpontokban figyeljiik meg.

Definicié. Az ugyanazon gazdasagi, tarsadalmi vagy politikai, teriileti egység kiilonb6zo
jellegti, sokoldalu, kiillonb6zd ismérvek szerinti felsorolasszerii jellemzésére szolgalnak az n.
leiro sorok.

14.5.3. A statisztikai sorok jellegzetességei

A keletkezés modja szerint a statisztikai sorok kétféleképpen johetnek létre, aszerint, hogy
hogyan ¢és milyen célbdl rendezziikk az adatokat sorokba. Ez alapjan beszélhetiink
csoportositasrol, illetve csoportositd sorokrol, illetve dsszehasonlitasrol, azaz 6sszehasonlitd
sorokrol. A statisztikai sorok altaldban csoportositds Utjan jonnek létre, de nem minden
esetben. A csoportositas célja az, hogy az Osszes ismérvértéket felsoroljuk, illetve
amennyiben osztalykozoket alakitottunk ki, az dsszes csoportot (részsokasagot) megadjuk. A
csoportositd sorok adatai Osszegezhetoek. Az Osszehasonlitds abban tér el a csoportositastol,
hogy nem adjuk meg az Gsszes értéket, illetve csoportot, hanem csak egyes részsokasagokat
valasztunk ki azok adatainak Osszevetése céljabol. Ekkor az egyes részsokasagok adatai
Osszeadasanak nincsen értelme.
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Csoportositas utjan jonnek létre az aldbbi sorok:

(1) Mindségi sor
(2) Gyakorisagi sor
(3) Ertékosszeg sor

Sorok, amelyek 1étrejohetnek csoportositas, vagy 0sszehasonlitas céljabdl is:

(1) Teriileti sor
(2) Tartam idGsor

Kizarolag 6sszehasonlitas céljabol hozzuk létre az alabbi sorokat:

(1) Allapot idésor

(2) Leir¢ sor
Megjegyzés. Terlleti, mindségi sorok esetén az ismérvvaltozatok sorrendje l1ényegtelen, mig
mennyiségi €s iddsorok sorok esetén 1ényeges.

14.6. Statisztikai tablak

A statisztikai sorok fogalmanak megértése utan eljutunk egy Osszetettebb statisztikai
fogalomhoz, a tabldkhoz. Ezek ismerete azért elengedhetetlen, mert a gyakorlatban é4ltalaban
ezeket haszndljdk az informéciok megjelenitésére, kozlésére.

Definicio. Két, vagy tobb egymas mellé, vagy ald irt statisztikai sor statisztikai tablat alkot. A
tabla egyrészt egy magyarazd mez6ébol all, amely megnevezéseket tartalmaz utalva ezzel a
tablat 1étrehoz6 ismérvek tipusara, valamint a sokasag egységeire, masrészt egy tablamezdobdl
all, amely a konkrét adatokat (alap, vagy mutatészam) tartalmazza.

A statisztikai tablakat rendeltetés, illetve a munkamenet statusza szerint az alabbi tipusokba
sorolhatjuk:

(1) Gyljto6 tabla: az alapadatokat foglalja magaba.
(2) Feldolgozasi tabla: az adatokkal végzett miiveleteket is tartalmazza a tabla.
(3) kozlési tabla: csak a kozlésre szant eredményeket mutatja be a tabla.

A csoportositas szerepe szerint az alabbi tablatipusokat kiilonboztetjiik meg:
(1) Egyszerii statisztikai tabla: csoportositast (0sszegzést) egyaltalan nem tartalmaz
(2) Csoportosito tabla: egy ismérv szerinti csoportositast (6sszegzést) tartalmaz.

(3) Kombinaciés tabla: két vagy tobb ismérv szerint csoportositist (Osszegzést)
tartalmaznak

Megjegyzés. Leird és Osszehasonlité sorokbol egyszerii tdbla képezhetd. Csoportositd és
kombinacios tablakat csoportositd sorokbol kapunk.

14.7. Formai és tartalmi kovetelmények

A statisztikai tablaknak nagyon komoly tartalmi és formai kdévetelményeknek kell
megfelelniiik. Szamos esetben egy beszdmolo, vagy dolgozat mindsége, mindsitése mulhat a
kozlés mikéntjén. A kovetkezOkben bemutatisra keriild szempontok azt a célt szolgaljak
elsésorban, hogy elkészitett tablazat elsd ratekintésre is atlathato, egyértelmii legyen.

Elengedhetetlen, hogy a tdblanak legyen cime, amelyet altalaban a tabla folott szokas
megadni. A magyarazo és tablamezok megfeleld modon legyenek kitéltve, valamint minden
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mez0t ki kell tolteni. Fontos, hogy fel legyenek tlintetve a mértékegységek vagy a magyarazéd
mezOkben, vagy a tablazat cimében, de elhelyezhetjiik a mértékegységet a tabla jobb also
sarkaban is. A forrds megjelolése minden esetben indokolt, ezt altaldban a bal alsé sarokban
szokas feltiintetni akkor is, ha a kozolt adatok sajat szamitdsaink eredményei. A tartalmi
kovetelmények a mezdk kitoltésére vonatkoznak. Ezzel kapcsolatban az alabbi jeldléseket
szokas alkalmazni (ahol létezik az adat, ott fels6 indexben megadni):

(1) Nem létezik adat: N.A., vagy ,,-,, jel hasznalata
(2) Az adat nem hozzaférheto: ,,...”

(3) Az adatot becsiiltiik ,,+”

(4) Az adat elhanyagolhato értekdi: ,,0,0”

4. tablazat: Néhany leltari elem szama és o6sszértéke

Leltari elem Gyakorisag (db) | Osszérték (eFt)
Konyvek (X1) 2 (f) 5 (Y))
Magazinok (X2) 10 (f) 4 (Yy)
Jegyzetfiizetek (X3) 30 (fy) 6 (Y3)
Papirtombok  (Xy) 20 (fy) 2 (Yq)
Tollak (Xs) 40 (fs) 1 (Ys)
Ceruza (Xe) 30 (fy) 3 (Ye)
Kiemel6 (X7) 20 (f7) 6 (Yy)
Ollo (Xg) 5 (fy) 3 (Yy)
Osszesen 3, YY;

Forras: Sajat szerkesztés
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5. tablazat: A leltari osszértékének alakulasa 2001-2008 kozott

Leltari év | Erték (eFt)

2001 (Xo) | 200 (yo)

2002 (X)) | 100 (v)

2003 (X») | 300 (v»)

2004 (X3) | 200 (v3)

2005 (Xy) | 400 (v4)

2006 (Xs)| 300 (ys)

2007 (X¢) | 200 (vo)

2008 (X7) | 500 (yy)

Osszesen Y

Forras: Sajat szerkesztés

A 4. és 5. tablazat nem csak a tdblak formai ¢és tartalmi kdvetelményeit szemlélteti, hanem
megadja a hasznalatos statisztikai jeloléseket is a tablaban. A leltari elem mindségi ismérv,
ezért mindségi sorokat rendeztiik 0ssze egy tablaba. A mindségi ismérv valtozatait az X jeloli,
az i-edik valtozatot az X; -vel jeldljiik. Az fj jeloli az i-edik ismérvvaltozat gyakorisagat, Y;
pedig az i-edik ismérvvaltozathoz tartoz6 adatot jeloli. Iddsor esetén az elsé évet szokas 0-val
indexelni, altalaban ezt szoktak a bazisévnek megadni (3. tabldzat).

14.8. Statisztikai viszonyszamok

A statisztikai munka soran nagyszamu alapadatot gylijtiink €s rendeziink Ossze.
Ezekbdl rendszerint szdrmaztatott adatokat (mutatészamokat) képeziink. A statisztikai
elemzések legegyszerlibb, legaltalanosabban hasznalt eszkoze a viszonyszamok képzése.

Definicio. Két statisztikai adat ardnyat kifejez0 szamokat viszonyszdmoknak nevezzik.
Formajukat tekintve mindig hanyadosok (tortek), a tort szdmlalojdban a viszonyitott adat
(targy) all, mig a nevezdjében a viszonyitasi alap (bdzis) talalhato.

Megjegyzés. a viszonyszamok képzésekor a viszonyitott adat, mind a viszonyitasi alap
meghatarozasakor koriiltekintden kell eljarni, mert bizonyos adatokat egymassal elosztva nem
kapunk értelmezhetd eredményt (viszonyszamot).

Viszonyszamok megadasa az alabbi képlettel torténik Az 5. tablazat jeloléseit kovetve:
Y,

V=_i
Yb

2

ahol Y, a viszonyitott adat (targyadat), Y, a viszonyitas alapja (bazisadat).

Megjegyzés. A viszonyszam mértékegysége a bazis €s a tdrgyadat mértékegységétol fiigg.
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Definici6. Amikor két azonos mértékegységli adatot osztunk, akkor egynemii
viszonyszamokat kapunk, ellenkezd esetben kiilonnemii viszonyszamokrol beszélink. A
kiilonnemii viszonyszamokat intenzitdsi viszonyszamoknak nevezzik.

Egynemti viszonyszamok csoportositasa:
(1) megoszlasi viszonyszdm
(2) 0sszehasonlito viszonyszam
(3) teljesitmény viszonyszam

Az intenzitasi viszonyszamok mértékegységgel rendelkez6 mutatok, amelyek leggyakrabban
két kiillonbozo statisztikai sor adatabol képezhetdk, de leird sorok jellemzésére is
hasznalhatok. Megjelenési formajuk lehet egyiitthatos (azaz tizedes tort forma: 0,5933), vagy
szazalékos forma (59,33%). Az egylitthatos format altalaban 4 tizedes jegyig szokéas megadni.

14.8.1. Egynemi viszonyszamok

Az egynemi adatokat szazalékos formaban jeldljiik és mivel azonos mértékegységt adatokat
hasonlitunk 0Ossze, ezért az eredmény egy mértékegység nélkiili tiszta szdm lesz. A
korabbiakban kiilonbséget tettiink csoportositd és dsszehasonlité sorok kozott. Az egynemil
viszonyszamokat is tovabb csoportosithatjuk aszerint, hogy csoportositd sorok vizsgalatara
hasznaljuk 6ket, vagy dsszehasonlitd sorok jellemzésére.

14.8.1.1. Megoszlasi viszonyszamok
A csoportositd sorok (ezek a mindségi €s mennyiségi sorok, valamint esetenként a teriileti €s

tartam iddsorok) vizsgalata tipikusan megoszlési viszonyszdmokkal torténik.

Definicio. Megoszldasi viszonyszam a statisztikai sokasag részeinek a sor egészéhez vald
aranyat fejezi ki. A vizsgalt sokasag Osszetételének, belsd szerkezeteinek feltarasat segiti eld.
Az 5. tablazat jeloléseit alkalmazva a képlet az i-edik adat megoszlasi viszonyszdmara a
kovetkezd:

f, .
my = miy = ——— (relativ gyakorisag), ahol a szamlaloban a
2 21
i=1 i=1

részsokasag adata 4ll, a nevezdben pedig az 0sszsokasag adata.

A% rl}]—‘ , illetve V.

Megjegyzés: Az y, +y,+...+y, ,,n” db adat Osszege helyett a tovabbiakban bevezetjiik a

n
Zyi roviditést (kiejtve: ,,szumma”). A megoszlasi viszonyszamot altaldban szézalékos
i=1
formaban adjuk meg.
Amennyiben a sor minden tagjanak, azaz a sokasag minden 0sszetevdjének meghatarozzuk az
egészhez viszonyitott ardnyat (szdzalékos formaban), akkor az igy kapott viszonyszamoknak
az Osszege 100%. Amikor megoszlasi viszonyszamokat gyakorisagokbdl szamoljuk, akkor
szokasos a relativ gyakorisag elnevezés hasznalata is.
Mindségi, mennyiségi, teriileti €s idésorokbol egyarant szamithatd6 megoszlasi viszonyszam
(ha azok 6sszegezhetdk, pl. vilag 0ssznépessége és az egyes orszagoke).
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14.8.1.2. Osszehasonlité viszonyszamok idésorokra

Az egyneml viszonyszamokon beliill nagyon fontos szerepet toltenek be az
dsszehasonlitd viszonyszamok. Osszehasonlitasi viszonyszamnak az a f8 elénye, hogy
barmelyik valodi sorbol szdmithato, €s a viszonyitasi alap a sor barmelyik tagja lehet. Ezek
koziil is részletesen foglalkozunk azzal az esettel, amikor idésorok adatait hasonlitjuk Ossze,
hiszen a gyakorlatban a leggyakrabban ilyen statisztikai sorokkal talalkozunk.

Definicio. Dinamikus viszonyszamokat kapunk, ha két kiilonboz6 idésor (idépont, id6szak)

adatainak egymashoz val6 aranyat képezziik az alabbi képlet szerint az 5. tablazat jeloléseivel:

Vaiy = i , ahol y, a targyiddszak (viszonyitott) adata,
0

¥, a bazisadat (viszonyitési alap)

Megjegyzés. Az eredményt altalaban %-os formdban fejezziik ki, a bazisadat rendszerint az
els6 adat.

A dinamikus viszonyszamoknak két formdja létezik a szerint, hogy mit véalasztunk meg
béazisadatnak:

(1) Bazisviszonyszam
(2) Lancviszonyszam

Definicio. Allandé bazisi viszonyszamrol (bazis viszonyszam) akkor beszéliink, ha a sor
valamennyi adatat egy kozos alappal osztjuk el (vagyis a bazis allando). A bazisviszonyszam
megmutatja, hogy milyen mértékii volt a jelenség valtozasa a bazisévhez képest- fontos a
bazis adat helyes megvalasztdsa. Az i-edik id6szak bazisviszonyszdma a kovetkezé modon
hatarozhat6 meg:

Yi

Vb(i) =

Yo
Definicio. Valtozo bazisu viszonyszamnak (lanc viszonyszam) azt a viszonyszamot hivjuk,
amelyet Ugy kaptunk, hogy az iddsor valamely iddszaki, idéponti adatdt a kozvetlentil

megel6zd 1ddszak, id6pont adataval osztottuk el. A lancviszonyszdm megmutatja a vdltozds
iitemeét:

Vig = Ji , ahol y, , a megel6z6 id8szak, idépont adata.
i-1
Amennyiben a lanc viszonyszdmokat valamely gazdasagi jelenség vizsgalatara alkalmazzuk,
ugy a 6. tablazat szerinti négy alapesetet kiilonithetjiik el az idésorokban. Természetesen egy
iddsor esetén a négy alapeset nem mindig tisztan kivehetOen jelentkezik, esetleg tobb eset
keveréke fordul el6 az iddsorban. A novekedés, illetve csokkenés iddszaka is lehet hosszabb,
vagy rovidebb.
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6. tablazat: A lancviszonyszamok alakuldsanak 4 lehetséges alapesete az idésorokban

Ev 1. eset 2. eset 3. eset 4. eset
2001 0,7623 1,3221 1,0732 0,9743
2002 0,8423 1,2743 1,1843 0,9443
2003 0,8912 1,2134 1,2134 0,8912
2004 0,9443 1,1843 1,2743 0,8423
2005 0,9743 1,0732 1,3221 0,7623

Jelenség Lassulo iitemii | Lassul6 iitemii | Gyorsuld iitemil | Gyorsul6 iitemii
csokkenés novekedés novekedés csokkenés

Forras: Sajat szerkesztés

Megjegyzés. Altalanosan megfogalmazhatd, hogy ha a lancviszonyszam értéke egyiitthatos
formaban 1 feletti, akkor novekedés van az el6z0 évhez képest, 1 alatti érték mutat csokkenést
az el6zé évhez képest. Szokds az viszonyszdmokat szazalékosan megadni, és ezutdn a
viszonyszamokbdl 100-at kivonni. Ekkor megkapjuk az elézé évhez (vagy a bézisévhez)
torténd valtozast szazalékban eldjelesen.

Ugyanazon iddsor adataira szamitott bazis és lancviszonyszamok kozvetleniil egymasbol
kolesondsen meghatarozhatok. Bazis viszonyszdmokbdl adott iddszaki lancviszonyszamot
ugy szamithatunk, hogy megkeressiik lancviszonyszammal az azonos id6szakhoz tartozé
bazisviszonyszamot €s osztjuk az el6z6 iddszaki bazisviszonyszammal:

Vi
() ) o, e e ,
, ahol Vy.1yaz i-1-edik évre felirt bazisviszonyszam.

Vig =
b(i-1)

Lancviszonyszamokbol bazisviszonyszamot Ugy szdmithatunk adott targyiddszakra, hogy a
targyiddszakig szamitott lancviszonyszamokat 6sszeszorozzuk az alabbiak szerint:

Vo= Viay = Vi)

Megjegyzés. Amennyiben az induld adat a bazis, ez a 100%, és a tobbi adatot ehhez
viszonyitjuk. A ldncviszonyszamokbol eggyel kevesebbet tudunk mindig szamitani, mint
bazisviszonyszamokbol, hiszen az els6 adat esetén nincs megelz6 iddszaki adat.

14.8.1.3. Egyéb dsszehasonlito viszonyszamok

Az egyéb dsszehasonlito viszonyszamokat ugyan ugy kell szamitani, mint a dinamikus
viszonyszamokat, csak nem iddsor alapjan képezziik Oket, hanem teriileti, mindségi,
mennyiségi sorokbol. A badzis megvalasztasara nagy figyelmet kell forditani. A vallalkozéasok
minden esetben kitliznek egy elérendd célt maguk elé, ezeket tervezet formajaban
fogalmazzék meg. Sziikséges minden esetben nyomon kovetni, hogy a terv milyen valtozast
iranyoz el a bazisul valasztott adathoz képest, €s hogyan érjék el a kitlizott célt, illetve
mennyire valosult meg a tervezet. Ennek a mérésére szolgalnak a tervfeladat és teljesitmény
viszonyszamok.
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Definicié. A tervfeladat viszonyszamok azt fejezik ki, hogy valamely tervezett feladat
hanyszorosa a bazisadatnak, amely lehet az el6z6 évek barmelyik adata. Az i-edik
részsokasag esetén a mutato az alabbiak szerint szamolhato ki:

n
TERV
.Y
i=1

Vigiy =

i=1

ahol y, a bazisadatot jeloli, ,,n” az adatok szama, b értéke pedig 1 €s ,,n” kozott vehet fel
barmilyen értéket

Definicio. A teljesitmény viszonyszamok valamely feladat teljesitésének mértékét fejezik ki,
vagyis hogy a teljesitmény hanyszorosa az elérendd feladatnak. Az i-edik részsokasagra a
mutato6 a kovetkez6 modon szadmolhat6:

n ;.
TENY
Z Yi
i=1
n
TERV
2V
i=1

Definicio. Koordindcios viszonyszamokrol akkor beszéliink, amikor a viszonyitott két adat
ugyanazon sokasagnak két kizarolagos Osszetevo része, azaz két részsokasag adatat aranyitjuk
egymashoz és nem az 0sszes sokasag adatahoz.

Vi) =

14.8.2. Kiilonnem adatok viszonyitasa

Definici6. Kiilonb6zé tipust statisztikai sorok, vagy egy leir6 sor adatainak
Osszehasonlitdsakor keletkeznek az intenzitdsi viszonyszamok, amelyeknek a kifejezési
formaja mindig egylitthatos, azaz tizedes tort formaji. Ezen viszonyszamok mértékegységgel
rendelkeznek. Képzésiik az alabbi képlet szerint torténik:

O
Y

@’
Yi

Vi

ahol y}') és yfz) az egyik, illetve masik iddsor i-edik részsokasaganak adata.

Az intenzitédsi viszonyszam megmutatja, hogy az egyik jelenség milyen gyakran, milyen siiriin
fordul el6 a masikhoz képest. Azzal az adattal osztunk, melynek egységére vonatkoztatjuk a
masik adat mennyiségét.

A viszonyszam tartalma szerint a kovetkez6 mutatok 1éteznek:
(1) stirliség mutatok (népstirliség)
(2) atlag jellegli mutatok (1 ha-ra jutd atlagtermés)
(3) ardnyszamok (sziiletési és haldlozasi aranyszamok)

Definicié. Egyenes intenzitasi viszonyszdmnak azt a viszonyszamot nevezziik, amelynek
szamlalojat novelve, azaz a mutatd értékének a novekedése a vizsgilt jelenség jobb
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szinvonalat, hatékonysdgat mutatja, azaz egyenes aranyosan mozog a mutatd a vizsgalt
jelenséggel.

Definicié. Forditott intenzitdsi viszonyszamnak azt a viszonyszamot nevezzilk, amelynek
szamlalojat novelve, azaz a mutatd értékének a novekedése a vizsgalt jelenség jobb
szinvonalat, hatékonysdgat mutatja, azaz egyenes ardnyosan mozog a mutatd a vizsgalt
jelenséggel.

Megjegyzés. Termésatlag (t/ha) egyenes mutatd, minél tobbet termelnek egy hektaron, annal
jobb a termelés szinvonala, viszont a népsiirliség (f6/km?) forditott mutatd, mivel minél tobb
ember lakik egy négyzetkilométeren, anndl rosszabb a helyzet az adott teriileten a népstirliség
tekintetében.

A viszonyszamok tipusait foglalja 6ssze a 63. abra:

Viszonyszamok

Teljesitmény Megosqlasi  Intenzitasi
Osszehasonlitasi

Teriileti Idébeli Koordinacios
Bazis Lanc

63. dbra: A viszonyszamok fébb csoportjai
Forras: Balazsiné és mtsai (2003)

14.9. Kozépértékek

A kozépértékek az informacid siiritésének legerdsebb eszkozei, a statisztikai sorban szerepld
adatok tOmoritésére szolgalnak, céljuk a statisztikai sokasdgot egy szammal jellemezni.
Abban az esetben, ha az adatok homogének, vagyis nagyjabol egyetlen szam koré
csoportosulnak, akkor a kozépérték megbizhatd, ellenkezd esetben nem. Ezért sziikséges
vizsgalni a kozépértékek mellett minden esetben az adatok szorodasat a kozépérték kortil, ez
szintén egyetlen szdmmal kifejezheté mutatot jelent. A kozépértékeknek az alabbi fobb
kritériumokat kell teljesiteni (lehetdség szerint egyszerre):

(1) Egyértelmiiség: azt illetden, hogy milyen szdmolassorozat, képlett adja meg az értékét
(2) Konnyen értelmezhetdség: végeredmeényliil egy szamot kapjunk

(3) Ervényesség: a legkisebb és legnagyobb adat kozé essen a kozépérték

(4) Jellemzdség: lehetdleg a legkdzelebb legyen minden adathoz

(5) Erzékenység: ne legyen érzékeny a néhany tavol esé adatra, értéke ne véltozzon
nagyban

A kozépértékeknek két 6 csoportjat kiilonboztetjiik meg:
(1) Szamitott kozepértekek
(2) Helyzeti kdzépértékek
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14.9.1. Szamitott kozépértékek

Szamitott kozépértékeket mindig egyetlen matematikai szamitas (képlet) eredményeként
kapjuk meg, és értékiiket az adatok sorrendje sohasem befolyasolja. Rendelkezhetnek
egyszerl, illetve sulyozott formaval aszerint, hogy az adatok, amelyekbdl szamoljuk a
kozépértékeket onmagukban, vagy gyakorisaggal ellatva vannak megadva.

Ot fébb szamitott kozépértéket kiilonbdztetink meg: szamtani, mértani, kronologikus,
harmonikus, négyzetes.

14.9.1.1. Szamtani atlag

A szamtani atlag az észlelési adatok olyan kozépértéke, melyet az adatok helyébe
helyettesitve azok dsszege allandd marad. Az egyszerii és stilyozott szamtani atlagot egyenes
intenzitasi viszonyszamok atlagolasara hasznaljuk.

Definicio. Az egyszerii szamtani dtlag a statisztikai sokasag adatai 6sszegének €s az adatok
szamanak hanyadosa. Akkor alkalmazzuk, ha az adatok gyakorisaga egy, vagy azonos,
kiszamitasa a kovetkezoképpen torténik:

n
in
_ -
Xsz =+ ,
n

ahol x; a mennyiségi ismérv egyes valtozatait jelenti, i az adat sorszamat, n pedig az &sszes
adat szamat.

Definicio. Sulyozott szamtani atlagot akkor kapunk, amikor az észlelési adatok
el6fordulasukkal (gyakorisdgukkal) sulyozott Osszegének és a gyakorisagok Osszegének
hanyadosat vessziik. Az alabbi médon szamoljuk ki az atlagot:

f.x.

1 1

M-

S ® — . . ” ;. ,
Xsz == , ahol fj az i-edik adat (x;) eléforduldsainak szdma,

m
,»m” a kiilonbozd ismérvvaltozatok (x;) szdma, Zfi =n.
i=1

Az atlag értékét kizardlag az atlagolandd értékek, valamint azok eléforduldsainak nagysaga
befolyasolja.

A sulyozott szamtani atlag fObb sajatossagai a kovetkezok:
(1) Erzékeny a kiugro értékekre
(2) Az atlagtol vett eltérések eldjeles Osszege 0-at ad

(3) Négyzetes minimum tulajdonsadg: az észlelési adatok atlagtol vett eltéréseinek
négyzetosszege a legkisebb lesz

(4) Ertéke nem valtozik, ha a stlyokat egyenlé aranyban valtoztatjuk (osztjuk, vagy
szorozzuk), de valtozik, ha az atlagolando értékeket valtoztatjuk
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Amikor osztalykozos gyakorisagi sorbdl szeretnénk sulyozott szdmtani atlagot szdmolni,
akkor nem konkrét értékek gyakorisdgai vannak megadva, hanem egy-egy osztalykoz
el6fordulasi gyakorisagai. Ekkor az atlagolandé értékek maguk az osztalyok kozepei, ezek az
értékek az osztalykoz atlagat becsiilik. Az 4. tablazat jeldléseire tamaszkodva az atlag az
alabbi mdédon adhaté meg:

Xsz = 2 , ahol fj az i-edik adat (x;) el6forduldsainak szdma, u; az i-edik osztaly

kozepe, ,,m” a kiilonboz6 ismérvvaltozatok (x;) szama, Zfi =n.
i=1
Megjegyzés. A fenti képlet egyenld €és nem egyenl0 hosszil osztalykdzok esetén is
hasznalhato.

14.9.1.2. Mértani (Geometriai) atlag

A mértani atlag az észlelési adatok olyan kozépértéke, melyet az adatok helyébe helyettesitve
azok szorzata 4llandé marad. A mértani atlagot rendszerint lancviszonyszamok (a valtozés
iitemei) esetén hasznaljuk, és atlagos valtozasi iitemet fejez ki.

Definicio. Egyszerii mértani (geometriai) dtlagot akkor kapunk, amikor az észlelési adatok
szorzatat n-edik gyok ald vonjuk €s ,,n” az adatok szamat jeldli. Az alabbi modon szdmoljuk
ki az egyszer(i mértani atlagot:

SO m—

n

Definicié. Sulyozott mértani dtlagot akkor kapunk, amikor az észlelési adatok
eléfordulasukkal (gyakorisagukkal) stlyozott szorzatat annyiadik gyok aléd vonjuk, amennyi a
gyakorisagok Osszege (azaz n-edik gyok ald). Az alabbi mddon szdmoljuk ki a mértani
atlagot:

=0 f £ f s v m .
Xum = \f/ X, "X, -..-X, " ,ahol,m” akiilonbozd ismérvvaltozatok szdma.

m

Nagysagat a két szélsdértek donti el, csak allandéan emelkedd vagy csokkend idésorbol
célszerli kiszdmitani. Amennyiben lancviszonyszamokbol szamitjuk a mértani atlagot a
képletek a kdvetkezOk szerint modosulnak:

(1) Egyszerii esetben

>_<M = nﬂ/Vb(n) = n-1 yn
\ Yo

(2) Sulyozott esetben

el O f £ £,
Xn = Vi Vi, " - Vi,
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Megjegyzés. A lanc- és bazisviszonyszamok egyiitthatds formajat helyettesitjiik a képletekbe,
nem pedig a szazalékos format, és az eredmény is egyiitthatos formaban (tizedes tort) adodik.
Egynél magasabb érték esetén a valtozas atlagos iiteme ndvekvo, egynél kisebb érték esetén
csokkend volt. Szokas a mértani atlagot idésor esetén szazalékra atszamolni €s 100-at kivonni
az értékbol. Ilyenkor az atlagos valtozasi litemet kapjuk szézalékosan eldjelesen.

14.9.1.3. Egyéb atlagok

Egyéb atlagok kozé tartozik a harmonikus, kronologikus €s a négyzetes atlag, amelynek a
szorddas szamitdsakor még tovabbi jelentdssége lesz. A kronoldgikus atlagot allapot idésor
adatainak atlagolasra hasznaljuk, ahol az adatok egyenld idokozben allnak rendelkezésiinkre.
Az egyszerl ¢és sulyozott harmonikus atlagot forditott intenzitasi viszonyszamok éatlagolasara
hasznalhato.

Definicié. Az ,,n” kiilonb6zé idépontban megfigyelt adat atlagoldsara alkalmazott atlagot
kronologikus atlagnak nevezziik. Kiszamitdsa ugy torténik, hogy az elsé és utolsd adatot
felezziik, majd a tobbi adattal 6sszeadjuk, és osztjuk az iddszakok szamaval, ami az iddpontok
szamanal eggyel kevesebb:

X

n

Xy
T x, b, +
Xkr =

n-—1

Definicio. Az atlagolando értékek reciprok értékei atlaganak reciprokaként keletkezd atlag a
harmonikus dtlag, amelyet forditott ardnyossagot tiikkr6z6 mennyiségek atlagolasara
hasznaljuk.

1 1

— n 1
X1{=L+L+...+L = =an

n

— 1
X, X, X i1 X; i
i=1 Xi

n n

Az atlagolando értékeket a harmonikus atlaggal helyettesitve az adatok reciprokanak 0sszege
allando.

Definicio. Az atlagolandd értékek reciprok értékeinek sulyozott szamtani 4tlaganak
reciprokaként keletkezd atlag a sulyozott harmonikus datlag. Amennyiben viszonyszamot
atlagolunk, akkor alkalmazunk harmonikus atlagot, ha stlyként a viszonyszam nevezdje van
megadva.

Xy = f1L+f2L+--~+me = =

X, X, X, ifi
i
f,+f, +--+1 =1 X

Megjegyzés. Amennyiben viszonyszamot atlagolunk, és sulyként a nevezd van megadva,
akkor a stilyozott szamtani atlagot kell alkalmazni az atlagolashoz.

Definicio. Az egyszerii négyzetes dtlag a statisztikai sokasag négyzetre emelt adatai egyszeru
szamtani atlaganak a gyoke. Akkor alkalmazzuk, ha az adatok gyakorisaga egy, vagy azonos.
A sulyozott négyzetes dtlag a négyzetre emelt adatok stlyozott szamtani atlaganak a gyoke.
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Az atlag kiszamitasa a kovetkezoképpen torténik:

(1) Egyszert eset:

(2) Sulyozott eset:

Megjegyzés. A négyzetes atlag a kiugro értékekre érzékeny, az atlagolando értékek helyébe
helyettesitve azok négyzetdsszege valtozatlan marad.

Az atlagok kozotti nagysagrendi Osszefiiggés a kovetkezo:

)_(1-1 < X/M < )_(SZ < Xn

14.9.2. Helyzeti kozépértékek

A helyzetiiknél fogva jellemzik a statisztikai sort, igy az észlelési adatokbdl nem
matematikai Osszefliggés sordn nyerjiilk O6ket. Ahhoz, hogy meghatarozhassuk Oket, az
adatokat valamilyen szempont szerint eldszor sorba kell rendezni. A helyzeti kozépértékek
érzékenyek a kiugro értékekre és az adatok sorrendjére.

14.9.2.1. Median

Definicié. a nagysag szerint rendezett statisztikai sor kozépsd elemét a myers medidannak
nevezziik. A median paratlan szdmu adat esetén a sorba rendezett adatok koziil a kozépsod
elem, mig paros adatszam esetén a két kozEépsd elem egyszerli szamtani atlaga, jele: M. A
nyers medidn kiszamitasara az alabbi képletet hasznaljuk.
n+1
M, =——
2

Megjegyzés. Paratlan ,,n” esetén azonnal adodik a median, ha ,,n” paros, akkor tortérték jon ki.
A két egész értek, ami kozé ez a tort esik, mutatja meg, hogy melyik az a két kdzépso elem,
amelyet atlagolni kell.

A medidn kiszamitasa osztalykozos gyakorisdgi sor esetén is lehetséges, de sokkal
bonyolultabb, mivel a tényleges adatok nem 4&llnak rendelkezésre, csak az, hogy az adott
osztalykézbe hany adat talalhatd. Ekkor az alabbi szamitast alkalmazzuk:

n+l &
T Zfi
M¢=me,  +—=—-h,
fme
ahol ,,h” jelenti az osztalyk6z hosszat, mey, a nyers moduszt tartalmazd osztalykoz also
hatérat, f,. a mediant tartalmaz6 osztalykdzhoz tartoz6 adatgyakorisagok, az ,,me” jeldli a
me—1
mediant tartalmazé osztadlykdz sorszamat, a Zfi pedig a mediant tartalmazé osztalykozig
i=1
adja meg a gyakorisagok 0sszegét.
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14.9.2.2. Médusz

Definici6. a nagysag szerint rendezett statisztikai sor leggyakoribb értékét nyers modusznak
nevezzik, jele: M,

A modusz kiszamitasa osztalyk6zos gyakorisagi sor esetén a kovetkez6 mdodon torténik

f —f
M — moxo + mo mo—1 h ,

’ (fmo - fmo—l )+ (fmo - fmoJrl )

ahol ahol ,,h” jelenti az osztalykdz hosszat, moy, a nyers moduszt tartalmazo (modalis)
osztalykoz alsé hatérat, f,, a moduszt tartalmazo osztalykozhoz tartozo adatgyakorisagokat,
az ,,mo” jeloli a moduszt tartalmazd osztdlykoz sorszamat, fi,.;, illetve fo+; a moduszt
tartalmazo osztalykozt megeldzo, illetve kdvetd osztalykozok adatgyakorisagait.

14.9.2.3. Kvartilisek

A nagysag szerint rendezett sokasagot négy részre osztjuk, és megkeressiik az osztopontokat,
amelyeket kvartiliseknek neveziink.

Definicié. Az alsé kvartilis az az érték, amelynél a sokasdg 25%-a kisebb értéket vesz fel, a
felsd kvartilis pedig az az érték, amelynél az elemek 75%-a nagyobb értékkel rendelkezik.

Az alabbi képletek szerint az elemszdm fliggvényében (Hunyadi és Vita, 1991):

. 1
(1) Also kvartilis (Q1) esetén a nyers érték: %

osztalykozok esetén: ql ,+ ———=—-h

1
(2) Felso kvartilis (Q3) esetén a nyers érték: 3- %

q3-1

n+1
S-T—;fi

q3

osztalykozok esetén: q3, + -h

A fenti képletekben ,,n” az elemek szdma, qly, (q3xo) @ nyers also (felsd) kvartilist tartalmazo
osztalykoz alsé hatara, a q1 (q3) a nyers also (felsd) kvartilist tartalmazo6 osztalykoz sorszdma,
az fq1 (f3) a nyers also (felsd) kvartilist tartalmazoé osztalykozhoz tartozé adatgyakorisagok,
" az osztalykoz hossza.

Megjegyzés. Paratlan elemszam esetén egész nyers értékek adodnak a kvartilisekre, azaz
annak az konkrét adatnak a sorszama adodik, amely a kvartilist adja. Viszont amikor paros
szamu adatot osztunk négy részre, akkor 25 szazadra végzOdo tort értékek jonnek ki (egy
negyeddel tobbet kapunk az egésznél). Ekkor a kvartilis értékét kozelitéssel és aranyitassal
keressiik meg. Példaul 9,25 esetén az alsé kvartilist gy hatarozzuk meg, hogy a 9. és 10. adat
értékének a kiilonbségét negyedeljiik, és hozzaadjuk a 9. adathoz. fgy az als6 kvartilis a 9.
adathoz lesz és aranyos modon kozelebb.
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14.10. Sz6rodas és mutatoi

Az eldézéekben lathattuk, hogy a kozépérték egy szammal jellemzi a statisztikai
sokasagot. Az atlag alkalmassaga, megbizhatosaga a sor altaldnos jellemzésére mindig attol
fligg, hogy a vizsgalt statisztikai sor egyes adatai hogyan helyezkednek el az atlag koriil,
vagyis milyen az adatok atlag koriili eloszlasa. Ezen jelenség vizsgalatara szolgal a szorodas.

Definicio. A statisztikai sor értékeinek valamely kozépértéktol valod eltéréseit, illetdleg az
eltérések atlagat szordddsnak nevezzik. Leggyakrabban a szamtani atlaghoz képest allapitjuk
meg, de barmely mas atlaghoz is képezheté szorodas. Ertéke minél kisebb, annal jellemz6bb,
megbizhatobb az atlag.

Az alabbi szorédasi mutatékat kiilonboztetjiik meg a gyakorlatban (Hunyadi és Vita, 1991):
(1) Kozépeltérés
(2) Abszolut atlageltérés
(3) Variancia (szorasnégyzet)
(4) Négyzetes atlageltérés
(5) Terjedelem, kvartilis terjedelem

14.10.1. Terjedelem

A terjedelmet a nagysag szerint sorba rendezett adatok legnagyobb és legkisebb elemének
kiilonbségével kapjuk meg. Nagysdga megmutatja, hogy az adatok milyen hosszu
értéktartomanyban mozognak. Amikor a kvartilis terjedelmet szdmoljuk ki, akkor az adatok
értekének terjedelmét csak az als6 (Q) és felsd (Qs) kvartilisek kozott szdmoljuk ki.

14.10.2. Kozépeltérés

A mediantol szamitott abszolut eltérések szamtani 4tlaga, vagyis az eldjeleket nem vessziik
figyelembe. Kiszamitasara az alabbi képlet alkalmazhato:

n

Z|Xi -M,
K = i
¢ n

14.10.3. Abszolut atlageltérés

A statisztikai sor értékeinek a szamtani atlagtdl abszolut értékben vett eltéréseinek egyszerli
(vagy sulyozott) szamtani datlaga. Az egyszerli (vagy sulyozott) szamtani atlag
megbizhatosdganak elemzésére hasznalatos mutatd, amely eredményiil egy mértékegységgel
biré hanyadost ad. Alkalmazasa a gyakorlatban kevésbé elterjedst.

(1) Egyszerti eset: 5=
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i fm‘xi - i‘
(2) Sulyozott eset: & = ET—

i=1
14.10.4. Variancia (szérasnégyzet)

A variancia az egyik legalapvetobb szorédast méréd mutatd, kiilonosképpen akkor
alkalmazzuk, amikor a szordst okozd tényezdket, ismérveket vizsgaljuk. Az feltételezett
befolyasold tényezok, ismérvek szerint csoportokat képeziink, €s az egyes csoportokban
illetve az egész sokasdgban is meghatdrozzuk a varianciat.

Definicié. Az adatoknak azok szamtani atlagatol vett eltérései négyzetének az egyszerii (vagy
sulyozott) atlagat a szords négyzetének, illetve variancianak nevezziik. Kiszamitasa az adatok
jellegétodl fliggden az alabbiak szerint torténik:

n

> (x; -X)?

2 _ =l

(1) Egyszerti eset: o n

f(x; - )_()2
(2) Salyozotteset: O = — 5
21

i=1

14.10.5. Négyzetes atlageltérés (szoras)

A négyzetes atlag egyik gyakorlati alkalmazdsa a szords mutatéja. A négyzetes atlag
képletében az x; adatok helyett azok szamtani atlagtol vett eltéréseit helyettesitjiik, igy jutunk
a szO0rashoz, amely egy mértékegységgel rendelkezd hanyados lesz.

Definicio. A szoérasnégyzetbdl, variancidbol szamitott négyzetgyok értekét nevezziik
szordsnak.

i fi(x; - X)z
i1

Zm:fi

il

Definicio. képezhetjiik a szorédas és az atlagnak a hanyadosat, amelyet a gyakorlatban
szorodadsi egyiitthatonak, vagy relativ szordsnak hivunk.

O =

A relativ szoras megmutatja, hogy az atlagnak hany szazalékat teszi ki a szorodas, és alkalmas
kiilonb6z6 jelenségek atlaganak és szorasanak Osszehasonlitdsdra. 30%-ot meghaladd érték
esetén szélsoséges valtozékonysagrol beszéliink az adatokban, ekkor megkérddjelezhetd az
atlag megbizhatosaga. 10%- alatti érték esetén a sokasag adatai homogénnek tekinthetdk, az
atlag ekkor a legmegbizhatobb a sokasag jellemzésére. A 10-20, illetve 20-30% kozotti relativ
szoras kozepesen, illetve er0sen valtozékony jelenséget mutat.
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14.11. Statisztikai indexek

Az index egy latin eredeti szo, amely egyszeriien mutatot jelent. A statisztikai
indexszam komplexebb tartalmu és kifejezobb, mint egy viszonyszam. Mig a viszonyszamok
azt mutatjak meg, hogy egy jelenség hogyan valtozik idében vagy térben, addig a statisztikai
indexek alkalmasak annak kifejezésére is, hogy tobb, kiilonbozé fajta jelenség egyiittesen
hogyan valtozik.

Definicio. Az indexszamok olyan sszetett (komplex) viszonyszamok, amelyek mindig tobb,
egymassal kapcsolatban levd, de kiilonnemi, kozvetleniill nem 0&sszesithetd mennyiség
(jelenség) egyiittes, atlagos - leggyakrabban idébeli - valtozasat fejezi ki.

Csak az 0sszetett indexek tekinthetok tényleges indexeknek. Az egyes résztényezok valtozasat
kifejez6 dinamikus, vagy egyéb Osszehasonlitd viszonyszamok az egyedi indexek, de ezek is
csak az Osszetett indexszamitas keretén beliil nevezhet6k indexeknek.

A statisztikai értelemben vett indexek tehat atlag jellegli, komplex viszonyszdmok. Az
indexeknek két nagy csoportja van:

(1) Abszolut szamokbdl szamitott indexek
- Ertékindex
- Arindex
- Volumenindex

(2) Viszonyszamokbdl szamitott indexek
- Viéltozo allomanyu index
- Viltozatlan dllomanyu index

- Osszetételindex
14.11.1. Abszolut szamokbdl szamitott indexek

A termelés természetes mértékegységében torténd szdmbavétele tdjékoztatast nyajt arrol,
hogy az egyes termékek mennyisége kiilon-kiilon hogyan valtozott, de legtobbszér nem ad
vélaszt arra, hogy egészében, vagy a termékek bizonyos korénél egyiittesen, hogyan alakult a
termelés. Ennek leggyakrabban az lehet az oka, hogy a termékek kiilonb6zOsége miatt az
azokra vonatkoz¢ adatok kozvetleniil nem Osszesithetok.

Az indexeknél azonban tobb jelenség tobbféle termék egyiittes valtozasat kell
megallapitanunk (pl. ha a novénytermesztés és az allattenyésztés kiilonbozo fajta termékeinek
egylittes alakuldsat akarjuk vizsgalni, olyan mértékegységet kell keresni, amellyel az
egymastol eltérd mindségii és értékii termékek kdzosen kifejezhetok.

Ez a k6z0s nevezd altalaban az egyes termékek pénzben kifejezett értéke, vagyis ara, melynek
segitségével a kiillonbozé termékek egymassal, vagy az el6z6 iddszakok adataival
Osszehasonlithatokka valnak. A tovabbiakban a mennyiséget g-val jelolom a quantum szo
alapjan, az arat pedig p-vel a prix sz6 alapjan.
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14.11.1.1. Ertékindex

Az értékvaltozasokban a mennyiség és az arvaltozas egyiittesen jut kifejezésre. A termelési
értéket itt szélesebben értelmezziik és értékindexszel mérjiik nemcsak a termelt, hanem az
eladott, értékesitett, felvasarolt, vagy fogyasztott mennyiségek értékének alakulésat is.

Definicio. A kiilonb6zo fajta, de valamilyen szempontbol Osszetartozd termékek, vagy
termékcsoportok termelési értékének egyiittes atlagos, rendszerint idébeli alakulédsat kifejezo
Osszetett dinamikus viszonyszamot értékindexnek nevezzik:

T
D) @)
zqi Pi
=1

Iy ="fr——
(0),,(0)
qu' P;
)

Megjegyzés. az értékindex mindig az érvényben 1évo, folyddrakon szamitva fejezi ki a
termelés értékének valtozasat. Mivel az értékindex a termékek mennyiségének €s a termékek
egységaranak valtozasat egylittesen fejezi ki, ez a sajatossaga lehetdévé teszi, hogy beldle
kiindulva az arindexet és a volumenindexet is meghatarozzuk.

14.11.1.2. Ar- és volumenindex

Definicio. Az drindex a termékek bizonyos csoportja arainak egylittes atlagos iddbeli
valtozésat, az arszinvonal egészének alakuldsat fejezi ki:

T T
0) (1) @D
Zqi p; Zqi P;

0) _ =l M _ =l
I, =~ vagy I =+

T T

(0).,(0) 1)..(0)
zqi p; ZQi b;
i=l i=1

Definicio. A volumenindex a termékek meghatarozott csoportjara vonatkozoan, azok termelt,
vagy eladott mennyiséginek egyiittes atlagos iddbeli valtozasat fejezi ki:

T T
1)..(0) 1., (M)
Zqi p; Zch b;

Iy = vagy Iy =5—
(0).~(0) (0) (D)
zqi P; zqi Pi
i=1 i=1

Megjegyzés: két idoszak helyett iddszakok egész sorat is 0Osszehasonlithatjuk, ilyenkor
indexsorokat kapunk. Szdmithatunk érték-, ar-, volumen indexsorokat. Mindhdrom lehet
bazis, illetve lanc indexsor aszerint, hogy hogyan valasztjuk ki a két idészakot. Egymas utan
kovetkezd idészakok esetén lanc indexsort kapunk, amikor az elsé idészakot rogzitjiik, akkor
bézis indexsort kapunk. Allandé sulyu indexsor esetén a stlyokat az indexsor minden tagjanal
véltozatlannak vessziikk, mig valtozé stlyt indexsorban az indexsor egyes tagjainak
meghatarozasa sordn mas-mas iddszak sulyait alkalmazzuk. A gyakorlatban az alland6 sulya
indexsorok alkalmazésa terjedt el.
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Fobb alkalmazasi teriiletek:
(1) Uzemi szint
volumen index a legelterjedtebb
(2) Népgazdasagi szint

munkabeér index

realbér index = F——
fogyasztoi  arindex

A redlbér index a fogyasztds volumenindexeként tekinthetd, amely azt fejezi ki, hogy a
keresetért, mennyivel lehet tobb vagy kevesebb fogyasztasi cikket vasarolni egy adott
idészakban valamely bazisidészakhoz képest.

Uzemi szinten az érték indexnek tSbb év Osszehasonlitdsaban nincs nagy jelentdsége az
arvaltozasok miatt, az arindexet nem tizemi szinten kell vizsgalni.

14.11.2. Viszonyszamokbol szamitott indexek

Tobb viszonyszam, vagy atlag egyiittes valtozasat fejezik ki. Harom f0 tipusa létezik:
(1) Foéatlag index,
(2) Részatlag index,
(3) Osszetétel index.

A részatlag- és az Osszetétel index szamitasa az Un. standardizalas modszerén alapszik.

Definicio. A standardizdlas azt jelenti, hogy az altalanos szinvonal mutatdékban csak az egyik
befolyasold tényezd hatasat tekintjiik. Standardizéalas alkalmazéséara heterogén ill. kiilonbozo
Osszetételll sokasdgok atlagos szinvonalanak iddbeli vagy térbeli Osszehasonlitisakor van
szikség.

A heterogén sokasdg egészére vonatkozd atlagos szinvonal alakuldsat két tényezd
befolyasolja.

- arész sokasagok atlagos szinvonalanak valtozasa ill. kiilonb6zdsége,
- a rész sokasagok nagysaganak ill. sulyainak az aranya.

A standardizélas a gyakorlatban ugy torténik, hogy a heterogén sokasag egészére vonatkozo
atlagos szinvonal valtozasat ill. kiillonbozdségét kifejez6 mutatokat Gsszetett viszonyszam
formajaban, a sokasagot alkoto részcsoportok atlagos szinvonalat kifejezd részviszonyszamok
sulyozott atlagaként szamitjuk ki vagy, hogy a részviszonyszamok eredeti sulyai helyett
valtozatlan (standard) sulyokat feltételeziink.

14.11.2.1. Foatlag index

A foatlag indexet akkor alkalmazzuk d&ket, amikor két csoport, vagy részsokasag azonos
tipusu adataibol akarunk viszonyszdmokat képezni, €s ezeket a viszonyszamokat akarjuk
Osszehasonlitani a két csoportban (részsokasagban).

Definicié. A heterogén ¢€s a valtozd Osszetételll sokasag tényleges atlagszinvonaldnak mutatoit
két idészakra kiszamitjuk és a két mutatészambol dinamikus viszonyszdmot szamitunk az
alabbiak szerint:
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T —_—
0
Zfi X;
i=1
T

Zf'(l)

lo =4"—
Z £Ox©
i=1
i f‘(O)
i=1
Ahol f"  :azegyes csoportok atlagszinvonal mutatoinak sulyai a targyidészakban

X" :azegyes csoportok atlagszinvonal mutatoi a targyidészakban

1

£© . az egyes csoportok atlagszinvonal mutatoinak sitilyai a bazisiddszakban

1

X :azegyes csoportok atlagszinvonal mutatoi a bazisidészakban

r : a csoportok szama
i : az adott csoport sorszamat
Ertékét befolyasolja:

(1) A csoport vagy részsokasagok szinvonaldnak valtozasa.

(2) A csoportok Osszetételének valtozasa, ill. az Osszetétel eltolodasa a
nagyobb vagy kisebb szinvonalu csoportok felé.

(3) Kiszamitasa stulyozott szdmtani atlaggal torténik.
14.11.2.2. Részatlag-, Osszetétel index

A részatlag index esetén standardizalassal kikiiszoboljiik az dsszetétel valtozasnak hatasat.

Definicio: A sokasag egyes csoportjaiban mutatkozd szinvonalvaltozasok atlagos mértékét
fejezi ki. Az index a két idOszakra standard Osszetétellel szamitott atlagos
szinvonalmutatokbol képzett dinamikus viszonyszam.

A stlyaranyok allandosagat megszabhatjuk a targyidészak alapjan:

T PR
My
Zfi X
i=1
T

Z f‘(l)

o — i=1

RESZ r —
z fi(l) X50)
i=l

T

Z f‘(l)

i=1
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a bazis idészak alapjan:

T —_—
Z fi(O) Xi(l)
i=1
I

310

o) i=1
IRESZ T

z fi(O) Xi(O)

i=1
Y (0)
2
i=1

Az Osszetétel index szamitdsakor a részsokasagok szinvonal mutatoit vessziik valtozatlannak
mindkét idészakban.

Definicio: Az dsszetétel index azt fejezi ki, hogy a vizsgalt heterogén sokasag dsszetételében
tortént valtozas hatara milyen mértékii volt a sokasag egészének atlagszinvonalara.

Altaldban a részsokasagok bazisidészaki mutatoit vessziik valtozatlannak:
T _
Z fi(l) X i(0)
i=1
\ )
(1
21
I(O) i=1

0ssz — 1

Z fi(O) XEO)
i=1
T

z f'(O)

i=1

A targyiddszak alapjan is szamolhatunk:
Zr“ FOxD
i=1
Zr: £
I(l) i=l1

0ssz —

Zfi(o) Xfl)

i=1
\ (0)
>
i=1

Az Osszetétel megvaltozasa a magasabb szinvonalll csoport vagy csoportok javara tortént
abban az esetben, ha a valtoz6 adllomanyl index nagyobb, mint a valtozatlan dllomanyu és az
Osszetételindex értéke a 100%-ot meghaladja.

A héarom index kozott atszamitasi Gsszefiiggés 1étezik. Ha a részatlag index szamitasakor a
targyiddszak sulyait, és az dsszetétel index esetén pedig a bazisiddszak részszinvonal mutatoit

vesszik valtozatlannak, akkor a féatlag indexek megkaphatjuk a részatlag és az Osszetétel

: ; (0) m _
index szorzataként, azaz Iy, * 1. =14
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Fobb alkalmazasi teriileteik:

A I A e

[S—
=]

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

23
24

25
26
27
28
29
30

31

(1) Gjabb agro- és zootechnikai eljarasok alkalmazasa
(2) munkatermelékenység vizsgalata
(3) Onkoltség, munkabér szamitasa

(4) térbeli 6sszehasonlitasok
14.12. Ellen6rzo kérdések

Mivel foglalkozik a statisztika?
Adja meg a statisztikai sokasag fogalmat.
Ismertesse a statisztikai sokasag tipusait.
Mivel jellemezhetjiik egy sokasag egységeit?
Mit neveziink ismérvnek?
Adj meg a targyi ismérvek, a térbeli ismérvek és az idébeli ismérvek jellemzdit.
Mit neveziink statisztikai sornak?
Definialja a mennyiségi ¢s mindségi sor fogalmat.
Mi a gyakorisagi és értékosszeg sor?
. Soroljon fel egyéb sorokat, adja meg jellemzdiket.
. Ismertesse a statisztikai sorok jellegzetességeit.
. Ml az a statisztikai tabla és hogyan lehet csoportositani azokat?
. Milyen tartalmi és formai kovetelményeknek kell megfelelnie a statisztikai tdblaknak?
. Definialja a statisztikai viszonyszam fogalmat.
. Milyen viszonyszamokat ismer?
. Hogyan csoportosithatok az egynemii viszonyszamok?
. Definialja a megoszlasi viszonyszdm fogalmat.
. Mit ért 6sszehasonlitd viszonyszdmon?
. Mi az a dinamikus viszonyszdm?
. Adja meg az éllando €s valtozo bazisu viszonyszdm fogalmat.
. Definidlja a tervfeladat, a teljesitmény és a koordinacios viszonyszamok fogalmat.

.Igaz-e, hogy az intenzitasi viszonyszamok azonos tipusu statisztikai sorok, vagy egy
leir6 sor adatainak 0sszehasonlitasakor keletkezik?

. Soroljon fel mutatdkat a viszonyszamok tartalma szerint.

.Igaz-e, hogy az egyenes intenzitasl viszonyszamok azok, melyek szamlalojat novelve
a vizsgalt jelenség jobb szinvonalat, hatékonysagat mutatja.

. Definidlja a forditott intenzitast viszonyszam fogalmat.

. Mit értiink kozépértek alatt?

. Milyen f6bb kritériumoknak kell megfelelniiik a kdzépértekeknek?
. Milyen f6 csoportjat kiilonboztetjiik meg a kozépértékeknek?

. Sorolja fel a szdmitott kozépértékeket.

. Definiadlja a szamtani atlag fogalmat. valamint az egyszerli ill. stlyozott szdmtani
atlagot.

. Definidlja a mértani atlag fogalmat, valamint az egyszer( ill. sulyozott mértani atlagot.
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32. Mit értiink kronologikus atlagon?

33. Mikor szamolunk harmonikus atlaggal?

34. Adja meg az egyszerl és a sulyozott négyzetes atlag fogalmat.

35. Sorolja fel milyen helyzeti kozépértékeket ismer.

36. Mit értiink medidn alatt?

37.Igaz-e, hogy a mdédusz a nagysag szerint rendezett statisztikai sor leggyakoribb értéke?

38. Mi az also ill., fels6 kvartilis?

39. Mit értiink szorodas alatt?

40. Milyen szorodasi mutatokat kiilonboztetiink meg a gyakorlatban?

41. Definialja a terjedelem, kdzépeltérés, abszolut atlageltérés fogalmat.

42. Mi a variancia?

43. Mi a szorés és hogyan hatdrozzuk meg?

44. Soroljon fel statisztikai indexeket.

45. Definialja az értékindex, az ar- és volumenindex fogalmat.

46. Milyen alkalmazasi teriiletei ismertek a gyakorlatban az allandé sulyu indexsoroknak?

47. Melyek azok a viszonyszamok, amik tobb viszonyszam, vagy atlag egyiittes valtozasat
fejezik ki?

48. Mit jelent a standardizalas?

49. Mikor alkalmazzuk a féatlag indexet?

50. Mit értiink részatlag és Osszetétel index alatt? Milyen alkalmazési teriileteit ismeri?
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