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#�� ����� �� �$� �$����
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

#�# &'����� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

� ����	� ��
���	� �� �� �	
 ��

(�� �$� &$����� )�*�+ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ##

(���� ���� �� ,��� &���� )� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ##

(���� ���� �� &�����	��� ������ -	���.�� )� ����� � � � � � � � � � (#

(�� ������ -	���.�� �������
�	���	�� )� ��������� � � � � � � � � � � � � (�

(���� ������ -	���.�� )� ������ /��$ ���0���	� �������� �	 1����	
���
�� 2��
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (�

(���� ��	 ��3�	�� �� � ������� &��' ������� � � � � � � � � � � � � � � (4

�



� ��������

����� ����	
�	��	 �
 ��	 ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��� �
 ��	 ��	���	�� �
 ��	 �	���	� ���������� ���	 ���	� ��

����� ��	 ���	 �
 �	�	
��  �
��� !���"� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ���������� �	 �
� ���� �


��# ���	 �
 ��������
$ %� &
��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

��#�# �(��)�	� �
 ��������
$ &
��	��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���	 �
 *	
� ���
� %� &
��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '�

����# �(��)�	� �
 *	
� ���
� &
��	��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � '#

�����	������ ���������� �������� 
�
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! "��	������ #��$� ��
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N ��� �� ������	 ��
����
R ��� �� ���	 ��
����

R
d d�
�
�������	 ���	�
��� �����

C ��� �� ��
�	�� ��
����
|x| ��� ����	��� ��	�� �� x
||x|| ��� ���
 �� � �� � 	����� �����

x ��
�	�� ��������� �� x� x ∈ C
d

��x ��� ���	 ���� �� ��� ��
�	�� ��
��� �
�
x ��� �
������� ���� �� ��� ��
�	�� ��
��� �
< ·, · > ���	�� ���
���
E �����������
E(X|Y ) ���
������	 ����������� �� X ����� Y
A� ��������� �� 
����� A
��A ����� �� 
����� A
DetA 
����
����� �� A
�(A) �������	 ��
��� �� 
����� A
A� ����
� ������� �� 
����� A
Id d × d �
������ 
�����
ΨT (α) ���	��� ��������


Q̂ ����
���� ��� Q
D−→ ���� �����������
��� 
���
�
 	���	����
 ����
���
� � 	���� �!����� ����
���
PX ��� 
������ ��������
 �� ������� X
N (m,D) ���
�	 
����������� ���� 
��� "������# m ��
 ����������� "
�����# D
dPX

dPW
(x) ��
���$���
�
 
���������

D= �!��	��� �� 
�����������
 %� ���������� 
�&�������	 �!������
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� ��� �	����� �������

� �����	�� #012% 
� ���
����
� 
� ��� �
�������	���� ��	��

	�� ���� 
���� 	��
���������� ��
�����

��� �
�������	���� ��	��

	�� 	��
���������� ��
���� ξ(t) = ξ1(t) + iξ2(t)� t � 0�
�	
 �� ����
 �� ��� ��
��	���� ��3���
��	� ���	��

 #�42%

dξ(t) = −γξ(t)dt + dw(t)�

����� w(t) = w1(t) + iw2(t)� t � 0 �� 	 ��	
�	�� �
�����  ��
�� ��
���� # ��� w1(t)
	
� w2(t) 	�� �
����
��
� ��	
�	�� ��	���	����  ��
�� ��
������% 	
� γ = λ − iω
���� λ > 0� ω ∈ R� ���� ���	��

 ��������� ��� �
�	��
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�
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���� �
�����
*�	�+ �
 -'/ �	�� 	 
�� ��

� ��	� ��� ����	��� 

��	��)�� 012 
� ��� ����
� ω
��	���� 

��	��� ������������

!� �� ������� ��� �42 	� 	 ��
�����
��

	� ��	���	���� �42� ��� �
��
��
� 
	���	�
������

 	������ "

����� ��� d�����
��

	� ��
���� X(t)� t � 0� ����
 �� ��� �42

dX(t) = AX(t)dt + dW (t)� t � 0�

����� W (t)� t � 0 �� 	 ��	
�	�� d�����
��

	�  ��
�� ��
���� 	
� A �� 	 d × d
�	�����  ���� �

����

� ��
��� �� ���
��� 

 ��� �	����A 	
� 

 ��� ����������
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���	� �	��� X(0) �
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��	��)��
012 
� �
�� �
����� 
� ��� �	���� A5 6	� 	
� �	
 7��8��
 �	�� 	 ���������
��

	�
��
��	��)	��

� !
 -9/ �� �
��� ��	��
 ��� �

����

� 
� 6	� 	
� �	
 7��8��
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� �� �����:�
�� �
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��

������������	�
� ��	
����

dX(t) =

(
−λId +

m∑
i=1

ωiCi

)
X(t)dt + dW (t), X(0) = 0 �����

����� Id �� ��� d × d ���� �
����� λ, ω1, . . . , ωm ∈ R 
�� ����	�� �
�
������ 
��
C1, . . . , Cm 
�� ���� �������������
 �
���
��� ��� ��� 	� ω = (ω1, . . . , ωm)� ��
 �!�� "�

ω̂X(t) = σ−1
X (t)rX(t)�

����� σX(t) �� ��� m × m �
����

σX(t) =
(∫ t

0

〈CiX(s), CjX(s)〉ds

)
1�i,j�m

�


�� rX(t) �� ��� m��������	�
� 
	���� !�
�	�

rX(t) =
(∫ t

0

〈CiX(s), dX(s)〉
)�

1�i�m

�

#� $�% �� ��	!�� ��
� ����� ��� ��
���� 
	�����	��� ��� ����
"�� �	��
��&�� ���
	� ��� ����	��
 �
�
����� ω �� ��

��� �	��
��� ������"�����

#� '�
���� �(� ��
��� ����
"��� ��
��� ��
"�� 
�� ����	��!� )* �	���� 
�� ��������
) ������������	�
� )* �	��� 

� "� 
�
�

����&�� "� ��� ���� 	� ��� 
	�+
����
�
����� '	������ ��� d��������	�
� 
��	�� �����!� �	���{

Xk = QXk−1 + εk, k = 1, 2, . . . ,

X0 = 0,

����� ��� d��������	�
� ��
��!
���� �
��	� !�
�	� εk 
	��
��� ��� �
��	� �	��� 
�
���� k� 
�� ��� d × d �
���� Q �� ��� ����	�� �
�
����� 	� ��� �	���� ��� �(Q)
���	�� ��� ���
��
� �
���� 	� ��� �
���� Q� ����� ��� �
����� 	� ��� 
"�	���� !
����
	� ��� �� ��!
���� 	� ��� �
���� Q� ,��� �(Q) < 1� ��� �	��� �� �
�� �	 "� ��
"��
	� 
�����	��

��� ��
��	�
��� #� �� �������	� ��
� ����� ��� 
�������	� ��
� ���
εk-� 
�� ������ ���� Eεk = 0� Eεkε�k = Σ� ��� ��
�� �.�
��� �����
�� ��/�� 	� Q
�� 
�����	��

��� �	��
� ���� $�%� $00%�� ,��� �(Q) = 1� ��� �	��� �� �
�� �	 "�
����
"�� 	� ����
��	�
��� ���� �(Q) > 1 ��� �	��� �� ����	��!�� ��� ��1����� �����
	� �	���� "��
!�� ��!������� ��� 
	�����	� �(Q) < 1� �� ������ �	� ��� ��	
��� �	
�
!� 
 ��
��	�
�� �	����	�� #� ���� 

�� ��� ��	
��� �� �
����� ��� ����	��!� �	���
2"��
�� �		��2 
���� 
 ��	�� ����
��	� ����	�� ���� ���  ����
��� �	��� ��
��� 
��	��
�	 ������� �
��� ��� ����
"�� �	��� �� 
��	 

���� ���� �		� 

�� 
�� �
!� "���
��� ��"3�
� 	� ��
� ��
��� 
������	� �� ��� �
	�	�����
� �����
����� #� �
��� ���� ��
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������� ��� �	
� ���� �
������
� 
� �� ��	�
������� 
	������ 
	 ����
���
�	�� 	�� �	�

�
�� ���� ���� �	�	�
�� �	� ������
�
 ������� ����� 
� ��� � ��	� �
����
 ��� ����
�
�� ��������� �
�� ���
��� �� �� �
�� ��� ������ ��� ���
������ �� ���������� 
	 �����
������ ������� �
����	��
�

�	 ��� ���� ���� �� ������� �� � ��
�� 
� ����� �	 !"#� �� ����
 � ��$��	�� ��
	����
 �	������ �% ������&{

X
(n)
k = α(n)X

(n)
k−1 + ε

(n)
k , k = 1, 2, . . . ,

X
(n)
0 = 0,

�'�� 

�����

α(n) = 1 − γ(n)

n
, γ(n) → γ ∈ R.

(� �
����� ��� $����
�	� ��	���	
	� ��� )*+ �� ��� ��
��,���������m(n) �� ��� �����

Z
(n)
k := X

(n)
k + m(n)h

(n)
k , k = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . ,

����� m(n) ∈ R 
� �	 �	�	��	 ��������� �	� h
(n)
k � k = 1, . . . , n� n = 1, 2, . . . ���

�	��	 ��	����
	���

-�� ������� ��� �� 
	����
���� ��� �
�
� �����
��� �� m̂
(n)
T1,T2

�� n → ∞ �	�

��� ��		���
�	 ������	 m̂
(n)
T1,T2

�	� ��� .)+ m̂T1,T2 �� ��� ��
��,��������� �� ���
������� ��	�
	���� �
�� ������ (� �
����� ����� $����
�	� 
	 ��� 	����
 ������� 	����

�	������ �	� 	����
 �/����
�� ������

�� ���	� ��� ���� m̂
(n)
T1,T2


� ����
� ��
�����
����
 	������ ��� ��� ����� �� ��	,
�����	�� 
� ���� ���� 
	 ��� 	����
 �	������ ���� ���	 
	 ��� �	������ ����� 0��

����
�	��
 ���� 
� ���� �������� ���	 m̂
(n)
T1,T2

�
��� 	�� �� ��
�����
����
 	����� 
�

γ(n) → 0� ����� γ(n) 
� ��� ����
	� ��������� �� ��� ������

�	 ��� ����	� ���� �� ������� �� � ��
�� 
� ����� �	 !�#� 	����
 �	������ ���,
�
�
��	�
�	�� �% ��������� ��� �������� (� �
����� ������ ����� ��� ���1�
�	�
����
��� ��� 
	 2����	 	����� ����� ��	�
��� ��� d3�
��	�
�	�� ������/3������
�����������
�� ����� {

Xk = J(λ, d)Xk−1 + εk, �4'���� � � ,

X0 = 0,

����� λ ∈ C �	� d ∈ N� J(λ, d) 
� � d × d ����
/ 
	 2����	 	����� ����� �
��



��

���������� λ	

J(λ, d) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ 0 · · · 0
1 λ 0 ·
0 1 λ 0 ·
· · · · ·
· · λ 0
0 · · 0 1 λ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
��
 λ �� �
� ������� ��������� �� �
� ��
���

�� �
� ���
�� ����������� εk ������� � ������ ���
�� ������� ���
������ �
�� ��
����
 �
�� �
� �������� ���������
 ��� �� �
� ���������� λ̂n ��������� ������ �� �
���������� �� � ������� d�
���������� ��������� 
������� �������	

nd(λ̂n − λn) D−→ e(d−1)θi

∫ 1

0
Yd(t) dWd(t)∫ 1

0
|Yd(t)|2 dt

,

�
��� �
� ������� Y (t)� t ∈ [0, 1] �� ����� ��

dY (t) = AY (t)dt + ΣdW (t) Y (0) = 0,

���
 � ������� �����! A� ��
 W (t)� t ∈ [0, 1] �� � ����
��
 ������! d"
����������
#����� ��������

#� ���� ����� �
�� �� �
� ����
���������� ��
�� �
� ��� �� �
� 
������� ����
��
��� ��������� �� �
� $�� �� �
� ���%����� �� �
� ���������
��� ���������� ����
��
���

�� d � 2 �
�� ���
 ���������
�� 
��� ��� 
��
�

�� &
����� '()� �
��
 �� ����
 �� *+,� �� ����� �
� ���������� �� �
� ���� ��
������������ -. ���������� �� -���/ *�, �
� ���������� �� �
� ������� ���� �� �����
��
 ������!������
 -.'0) ��������� �� 
�������
� ��� ��� ��� �� ����������� �
�
������� �� ���������� �� �
� ���� ��� ���������� ��
 1��� ����� �����
����������
�������������� ���������� #� �
�� �
�� ��� �������������� ��������� �
� ���������� ��
�
� ���� ��� ���������� �� �
� ��������� �� �
� ������� �� 2�����
����2� ��
 �� �� ���
�
� ���� �� �
� ��������� �� � 2
������2 ���� �� �
� ����
���������� -.'0) ����� �
�
���� ������ �� ��������
 ����� �� �
� ������! -.'0)� �
��� �
� ������� ��
����
�����
������� �
� ���� ��� �� ��������
 ����� 3�� �� -.'4) �������� �
� ���� ��� ��
��������
 ����� �� �
� ����� �� �
� �
������������ �5������ ��� ������!�

�� �� ����� �
�� �
� ������� ������� ��� �� ���
 ���������� �� � ����������� �����!� ���

�� �� �������� �� ������� 
����
����� ���������� ����������� ��
 ���� �� ������������
���6
���� ������� ��� �
� ������� �����������
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�� ���� �����	
 �	 ���
�
��	 
���
	�	 ��
 ���������� ���	 �����
��	������� �� ��
�
	�� ��
 ���� ��� ��	 ��� �	� 	������	� �� ��	 ���� ����
���� ��
��	�	
� 	��� ��	
��	���	�� ���
�� �
 ��	 ��������
��	�	
�

��� ��������� 	
 �	������ 
	��

� d�
��	������� ���������� �	���
 �
��	�� X�(t) = (X1(t), . . . , Xd(t)) �� ����	
 	�	�
�	���
� �������� �� �� �� ��������
�� ��
��� ��
 ��������� �� ���������� ���	 �� ��
�����	
 ���� ��	 �
��	�� �� �� 
������� ���	� �� �� ������	
 ���� ��	 �
��	�� X(t) ��
���
	�	�	
��	 ��
 �� �� ���	�
�� 
	����
  �
 ��
	�� ����
	�	
��������!� "��
	�	�	
���
�	��� ���� ��	 ������	��� �� X(t) �
	 ��������	 ���	�
�� ��
	�	�
	���

X(t) �� ����	
 ���	�
�� 
	����
 �� �� ��� �� 
	�	
�������� ������	��� �� ���� ���	
��	 #��
$� 	�������� ���
� �� 
���
	�	 ���	�  �		 	�� �
��% &'(� )��
���	� &'*(!

X(t) =
∞∑

k=0

Akε(t − k),

��	
	 ε(t) �� d�
��	������� �
��	��� EX(t) = 0� +�� (ε(t), ε(t)) 	������ +�� (ε(t), ε(t−
k)) = 0, k � 0� )��� �� ε(t) �
��	�� ���� ,	 ����	
 � ����	 ����	 �
��	���

-�	 ����	����� ,	��		� ���������� 
��	
	��	 	.������� ��
 	�	�	���
� �
��	��	�
��� ,	 ���
���	
�/	
�

�� ��	 ��������� �	 
	���	 ��	 ���	 ,� n �� ��	 
���
	�	 ���	 ���	�

01



�� ������� �� ���	
�
���
�


��� εn �� � d���	�
���
�
 �������
 ����� 
���� ������� ���� ����	�����

Eεn = 0, ��� (εn, εn) = Bε,

����� ��
� Bε � 1� ��� Q �� � 
�
���
��
�� d × d 	������ ��� �� ����	� ���� ���
�������


B(0) = QB(0)Q� + Bε �����

��� � 
�
���
��
�� �!		����� �������� ��"
��� ��
����
 #�$�� %�� ��

�����
 �� ���
&�

���
� ��� '���( )*+,

������� ������ ��� ������� Xn �� 	 d
����
���
	� �	����	
 ������� �� 	
� �
�� ��
�� �� ��� �������
 �� ��� �������
� �����	���� ������
�� ���	���


Xn = QXn−1 + εn, n = 0, 1, 2, . . . , �����

�
 ��� �������
� ��
���

��� ��� εn �� 	 d
����
���
	� �	����	
 ����� 
���� ��
����
��
�� ���
���	��� ���

�������� �����
�� �� �	
��� �������� ���� ���	��	
�� �	���� Bε(Bε �= 0, Eεn =
0) 	
� ��� Q �� 	 
�

��
���	� d × d �	���� ���� ����
�	���� �
 ��� ���
 �
��
���� ���
 ���	���
 �! !� �	� 	 �
���� �����	� ��	���
	�� �������
 ����� �� 	
�	����	
 "	�#�� ������� ����� ��� (Xn, Xn) = B(0) �� ��� �������
 �� �! $� 

���� ��� Xn (n = 0,±1,±2, . . . ) �� 	 
�
����
��	��� ��
�	��� �����	� d
����
���
	�
�����
�	�� �	����	
 ������� ���� EXn = 0� ��� (Xn, Xn) = B(0)� B(0) �= 0 
���
 ����� ������ 	 
�
��
���	� d × d �	���� Q� ���� ����
�	���� �
 ��� ���

�
�� ���� 	
� 	 �����
�� �� �
����
��
�� ���
���	��� ����������� �	����	
 �������
εn ���� ��	� ���	���
 �! !� ����� Eεn = 0 	
� Bε �� �
������ �������
�� ��
�! $� 

����� �������	
� �	
 ��
�
��� �	����

-&��
 ��� ���������
�� 	��� �����	�
� ��� ������ �& ��� �������������� ������� �� ��


�� ����	��� ��� ����	������ .& �� �� ������
� �� �����&! � 	���	�	 &�� ��� ������ �&
��� ������� � ������� �& ���� ������ ��
 "��� �� ����	���� �
� ������ ����� ���	�
��������� ���
� ���
���� ���������
 ����������� '
�����
 ��/��� ���� � ��������� &��
���� �������
 ����
�	� 0������ ����� 	���
 ���
��
� 	������ ����� �
 ���������

�����! ��
 �� ����� .
 ��� �����������
 �� ��
1� ����� ��� �������
 �& 	���
 ���
��
��
2� ��� ���
�
� ���� ����	���
� ��� ����	����� �& ��	� �����"�� 	���
� %�� &�

���
�
	���
 �� �
� �& ��� ��	�
��� �
� 	��� �����
! ���� 	���
� �
 ��	� ������ �
�
!����

%�� ������ '3��� ������� �� ����
 �!,

Xn = QXn−1 + εn, n = 0, 1, 2, . . . . ���*�



���� ��������� 	
 �	������ �	
� ��

��� d������	�
��� 
���
� �
���� ����

 εn �
�����	 ��� ��
�	�
����� 
���
� ���
�
����
� �� ���� n� �� 	���� ��� ��	� ���� ��� d × d ���
�� Q �	 ��� ����
��
��
�����
 
� ��� �
����

��� ���	� 	���
�	 �	�����

 ���� 
� Q ��	�� 
� ��� 
�	�
����
�	 X1, . . . , Xn

�	 !���� ��

Q̂n =

(
n∑

k=1

XkX�
k−1

)(
n∑

k=1

Xk−1X
�
k−1

)−1

.

��� �(Q) ���
�� ��� 	����
�� 
����	 
� ��� ���
�� Q" ����" ��� ������� 
� ���
��	
���� �����	 
� ��� ��!�������	 
� ��� ���
�� Q�

#	����
������� 	����
��
� �
���	" ���� �(Q) < 1" ��
� 	������ �� $��� ���
���� %&&' ��� #���
	
� %('�

)���
 ��� �		�����
� ���� ��� εk*	 �
� ������ ���� Eεk = 0" Eεkε�k = Σ" ���
��� 
� Q �	 �		����
������� �

���+

(Q̂n − Q)

(
n∑

k=1

Xk−1X
�
k−1

)1/2

D−→ Nd×d(0, I), �	 n → ∞"

���
�
D−→ ���
��	 �
���
!���� �� ��	�
�����
� ��� I �	 ��� ���� ���
���

���� �(Q) = 1" ��� �
��� �	 	��� �
 �� ��	������ ��� 
��������	�
��� ��	�����
#,�( �
��� Xk = QXk−1 + εk" k � 1" ���� Q = 1 ��	 	������ �� ����� %--'

��� �� ��	 	�
�� ���� ��� ��
�����	 n(Q̂−Q) �
���
!� �� ��� �
 � 
���
� ��
�����+

n(Q̂ − Q) D−→
∫ 1

0
W (t) dW (t)∫ 1

0
W 2(t) dt

,

���
� {W (t), t � 0} �	 � 	�����
� �����
 �

��		� $���������	�
��� ��	����� �
���	
�
� 	������ �� ���	" ��
�� ��� ���	
� %-('" �	�� ��� ���
 %&.'" ��� �� #
��/ %0'�

1� ��� ����
	��� ��	�+{
Xk = αXk−1 + εk, k = 1, 2, . . . ,

X0 = 0.2
�&�0 

���� |α| > 1" ��� 	������� (α̂n)n�1 �	 �!��� �
� �	����
������� �

���� 1�" �


�������" ε1 ∼ N (0, 1)" ����

αn(α̂n − α) D−→ 2�����(0, α2 − 1).

1� !���
��" ��� ����� ��	�
�����
� ������	 
� ��� ��	�
�����
� 
� ε1 ������ %--'"
#���
	
� %(' �



�� ������� �� ���	
�
���
�


�� ������	 ��	
���
������

⎛⎝ n∑
j=1

X2
j−1

⎞⎠1/2

(α̂n − α) D−→

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
N (0, 1), �� |α| �= 1�∫ 1

0
W (t) dW (t)(∫ 1

0
W 2(t) dt

)1/2
, �� |α| = 1�

����� ����� �� ���� |α| > 1 �� ε1 ∼ N (0, 1)�

����� 	������ ��� �� ��� ����� �� ��� ��������� ��������� ���	�� �������� 
������
���	�� �������� �	 ���	�� �����������	� 
������
�������� �� �	������� �	� ����	����
����	���� �� ��� ����
�{

X
(n)
k = QnX

(n)
k−1 + ε

(n)
k , k = 1, 2, . . . , n,

X
(n)
0 = 0,

��� !

���	� {ε(n)
k } �� �� �		�� �� d���
�������� 	����
 "����	� ��� Qn� n � 1� �� �

��#����� �� d×d 
��	���� ���� ���� Qn → Q� ���	� Q �� � 
��	�$ ���� �(Q) = 1�

��� ���� ���� Qn = eA/n� n � 1� ���	� A �� � %$�� d×d 
��	�$ ��� �������
�� &������� '()� *�	
�� ��� &�� '�) �	����� ��� ���� ���� Qn = e(γI+A)/n� n � 1�
���	� γ ∈ R ��� A �� � �+�����

��	�� 
��	�$ ����	 ��� ����
����� ���� εk��
�	� ������ "�	�������

,���+
�		 ��� -������� '.�) ��"��������� ��� ���� ���� Qn = I + A/n� &��
��� /��0��� '�1) ������� ��� ���� ���� Qn = eAn/n · eB � n � 1� ���	� An → A�
B �� � +���� �+�����

��	�� d × d 
��	�$� ��� AnB = BAn� n � 1� &��
��� "�� /��0��� '22) ���� ������� ��� ���� ���� ��� 
���� �� ��
���$�"����� ��� ���
���3����� 
��	���� �	� �� -�	��� ��	
�� ��	
�

4� ��� ���	�� �������� 
�	� ���	� ���2! 
����{
X

(n)
k = α(n)X

(n)
k−1 + ε

(n)
k , k = 1, 2, . . . ,

X
(n)
0 = 0,

���1!

���	�

α(n) = 1 − γ(n)

n
, γ(n) → γ ∈ R,

��� 5,6 α̂
(n)
n �� α(n) ����� �� ��� ����	"������ {X(n)

k : k = 1, 2, . . . , n} ��� ���
���
������ ����"���	

n(α̂(n)
n − α(n)) D−→

∫ 1

0
Y (t) dW (t)∫ 1

0
Y 2(t) dt

, ���(!



���� ��������� 	
 �	������ �	
� ��

����� {Y (t) : t ∈ [0, 1]} �� � �	
��
�	�� ��
� ����� ��	����� ����� �
 ��
����
�
����
���� ��	����� ���
�� �� ��� �	����	
 	� ��� ��	������� ������
���� � ����	
{

dY (t) = −γY (t) dt + dW (t), t � 0,

Y (0) = 0,
�!�"�

�#	��	��� $�%� &������� $!"%� '��
 �
� (�� $��%�� ����)� *	�
	+	�	, �
� -�
�.
$/% �
� ����) $!%� $0% ��� ����
 ��� ����
��	
 �	 ��� �	

����	
 ������
 �������� �
�
�	
��
�	�� ��
� 
	����� 1�� ������ �!�2� ��
 ���	 �� �	�
������ ��

γ̂(n)
n

D−→ γ̂,

�����

γ̂(n)
n = −n

∑n
j=1 X

(n)
j−1(X

(n)
j − X

(n)
j )∑n

j=1

(
X

(n)
j−1

)2

�� ��� 3-4 	� γ(n) �
 ��� �������� ��
� 
	��� �!�/� �
�

γ̂ = −
∫ 1

0
Y (t) dY (t)∫ 1

0
Y 2(t) dt

�� ��� 3-4 	� γ ����� 	
 ��� 	����,���	
� {Y (t) : t ∈ [0, 1]} �
 ��� �	
��
�	�� ��
�

	��� �!�"�� ����� �� ���	 ��� 
�5�
�
 �������		� ����
��	� �634� 	� γ ���� $7%�
6���� &��� 8��9��
 $!7%�� 1�� ����������	
 	� γ̂ �� ��������� �
 ����) $7%�

:
 ��� ����������	
 ��� 
����. �
������ ������� ����� 
	��� �� ���	 �������� 1��

����. �
������ ����� 
	���;{

X
(n)
k = α(n)X

(n)
k−1 + ε

(n)
k , k = 1, 2, . . . ,

X
(n)
0 = 0,

�!���

�����

α(n) = 1 − γ(n)

n
, γ(n) → γ ∈ R,

<	�� �	
����� ��� ������� 
	���

Z
(n)
k := X

(n)
k + m(n)h

(n)
k , k = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . ,

����� m(n) ∈ R �� �
 �
�
	�
 ����
���� �
� h
(n)
k � k = 1, . . . , n� n = 1, 2, . . . ���

�
	�
 �	
�����
���



�� ������� �� ���	
�
���
�


��� ��������� �	 
�	��	���� 
���

��� ���� ��	��
����
 ��� �������� �� ��	����� ����� ��
�������		� ��� �������
��
���	
����� ��	 ��	 ��
�
����	� �
 ��
� ��	�	 �� �	 ���� ������ �� ���� ���� ��� �����
��
��
���	 ������ ���� ���
���
� ��
 �� ��	������ ���� ���������� �
 ���� ���� �

����� ��	�	 ��� ��	��� ��
� ���� 	������ ����� ��� 	��������� ���	���
	 �� ��
��
���	
����  ! �����		�	 ��� 	������ �
  ���" #$%�

&�� (W (t), Ft) �� � d�����
	��
�� 	��
���� '��
�� �����		 ���� ����� ���������	
EW (t) = 0 (��� ����� �	 0)� E(W (t)W (t)�) = tI (���� �
�� ��*�	��
 ���������)�
&�� �	 ��
	���� ��� ��
��� 	�����	��� ��*���
���� �������
 ���� ��� 
�
�	�
����� d× d
�����+ A �
�� ��� �� 	�
������ ��	���
� 	�����,
��� �����+ BW �= 0

dX(t) = AX(t)dt + B
1
2
W dW (t), (-�.�)

�� �
 �
������ ����

X(t) = X(t0) + A

∫ t

t0

X(s)ds + B
1
2
W (W (t) − W (t0)),

����� X(t0) �	 
������� ��	�������� �
� �
����
��
� �� FW
[t0,t], t � t0� �
 �
� ����
�

	��
 �� ��
 �
������� ���	 �/0 �	 � ��� ��*���
���� �������
 ����� �	 ��	�����
� ���
�����
 �� � �������� �
��� ��� �*��� �� ��
��� �����	��
	 �
 ��� ���	�
�� �� �������
�
����� �	 ���������
�� �� ��� 	���� �� ��� ��������� ���	 �	 ��� 	�������� 1�
	���
�
2���
���� �����		� ��� �������
� 	������
� �	 �����

������� ������ ��� ���������	 d
�����	���
� �
���� �����		 X(t) �	 
� ������

�
�� ����� 	�
����
�� �
����� �
�		�
� �����		 �� 
�� ���� �� �� �	 ��� 	������� ��
	����
	��� ���������
� ���
���� ������ �� ��� �������� 	��	��

(�) !� X(t) �	 
 ���������	" EX(t) = 0" �������
�� �
�		�
� �����		 ���� �����
�#�	�	 
 ������ d × d �
���# A ���� �� ���
���	 �� ��� ���� �
����
�� 
�� 

$����� �����		 (W (t), FX

t ) = 0" E(W (t)W�(t)) = BW t" 	��� ��
� ������ ����	

��

B(t) = EX(s + t)X�(s) = eAtB(0), t � 0, (-�..)

�����

AB(0) + B(0)A� = −BW (-�.-)

���� ��� 	�������

B(0) =
∫ ∞

0

eAsBW eA�sds.



���� ��������� �	 ��	
�	���� 
��� ��

���� ��� d×d ������ A �� � 	
	���	
���� ������ ���� ��
�	������ �	 ��� ���� �������	��
�	� BW 	
	�	�
����� ���	���� ���	 ��� 
	�� �����
	��� ��
���� �
����
	 
� ������
���� �
	��	�
�� X(t),−∞ < t < ∞� �� �	 �����	����  ������	 ��
����� !��
�
�����	�� ������ ��	���
	 ��� ��� �
�� ���� ���� B(0) ��������	
 ������� !	
��� ���� ���	 X(t) �� ���	�� �
� t > 0 � X(0) �	� FW

t ��� �	����	��	�� X(0)
�� 	
������ ����������� ���� ���������� 0� B(0)�

�� ��� �	��
��� 
�	� ��� ��	�� ���	��� ���� � �������� ��	���� �� �
��������
�
 ��� 	�
� �
 ��� �	�������� ������ ��� ��� 
	��

B(t, s) = EX(t)X�(s) =

{
eA(t−s)Bs, t � s

Bte
A�(s−t), t � s

.

����� ������	
����
 ���
���
��� ��� �����

�� ��� ����������
 �����������	� 	
 �
�������� �������� ��	������ ���� �	�����	�� ����
���������� ����
��
� �	 ��� ���������� 	
 ����������� 	��������	��� ��� ��������

���
��		� �������
� �
��� �� ���	����� �	
��  	� ���� ����	�� �� �� ���	����� �	
��������� ��� !��	��"��	��� ���������� 	
 ��� ������� ��������� �� ��� ��	����
���� ������� �	 �	�� �������� �������� #
�������� �������� ��	������ ���� �	��	�
��$���	� ������ �������� �%����
��� ��������� ��� ����� �������� ��� �%����
��� �	
��� �������������� ���� ��� ���� 
	��
 ������ 	
 ��������� ��� �� &������� '��������
()�*�

&�� Cd[0, T ] �� ��� ������ ����� 	
 d��������	��
 ����	����
��� �	�����	�� 
����
��	�� 	� ��� �������
 [0, T ] ���� ��� ���
	�� ������� �� ��

 �� �	�������� �	 ������
Cd[0, T ] �� ������ ��	���� 	
 ��� ����� Cd

z [0, T ] 	
 d��������	��
 �	�����	�� 
�����	��
x = {x(t), 0 � t � T} ���� ��� ������
 �	�����	� x(0) = z ��� ��� d��������	��

#��
����� ����� Rd�

�� �	������ � �������� +���	� ��	����X(t) �����
���� ��� ��	������� ��$�������

�%����	� �)��,� ��� ������ f(0)) �� ������
 ��	����
��� ������� 
�����	�� &�� PX ��
��� ��	����
��� ������� 	� Cd[0, T ] ��������� �� ��� ��	�� ��	���� X(t) ��� PW ��
��� -�	�����	��
- ��	���� 	
 ��� d��������	��
 &����%���������� ��� ��� �������
��������� �� ��� ������ ��	���� 	� ��� ����� ���� ���� 	
 �)��,��

��������� ������ "
� � d×d ������ A� �� ��	
�� �� A� ��� 	
���� ��
��
�


� A� ����� �� ��� �	�#�� d × d ������ ��������	
 ��� �
��
��	
 ��
��������

��� AA�A = A�

���� $���� ����� �������� U �	� V ���� ���� A� = UA� = A�V �



�� ������� �� ���	
�
���
�


�� �������� �� ��	 
��	��	 �
 A� ��	 ��	��� 
��	��	 �
 A ������ 	�
����

������� ������ �� X �������� ��� 	
� �
���� ���� ��� �������� PX ��� PW ���
���������� ��� ����� ������������� ���������� ��� ��� ����

dPX

dPW
(x(t)) = f(x(0))e

R T
0 〈Cx(t),dx(t)〉− 1

2

R T
0 〈Ax(t),Cx(t)〉dt, ������

 ���� C = B�
W A! ��� f �� ��� ������� ���"���� �� ��� ������� ����� X(0)! ���� �� ���

������#����� �� X(0) �� �#�������� "����������

$�� ����� �� ���"�����" ����%���
∫ T

0
〈x(t), dx(t)〉 "�� #� ���������� ��� ������ ���

�����&������ x(t)  ��� ���'�"� �� PW �

(������ �
��)� ��� ���� #�  ������ �� ��� ����� ��% ����

dPX

dPW
(x(t)) = f(x(0))e��[C

R T
0 x(t)dx�(t)]− 1

2��[A
�C

R T
0 x(t)x�(t)]dt,

 ���� ��A ����� ��� ���"� �� A�

�� ��	 �
�	�����
����� ���	 �	 ��	 ��	 ������ 
!���� �	�
���
�	 �
 X 
� ��	
�
!	�
���� 	"���
�� �� �	�	��
�	 ��	 ���
��� �
!	�
���� 	��
���	 �
 ���	 �����	�	��
��� �	 ��� #	� ��	 ��$�
	�� ����
��
�� �� �	�� �

 ��	� 	�
����

�� ��	 �
��	����
�� �	 ��	 �	��
�# �
�� ��	 	��
���
�� �
 ��	 �	�� 
� ����
���
��	
����
����� �
�	 %� ����	��	�� %���& 
� '�( ����
	� ��	 	��
���
�� �
 ��	 �	�� 
� ��	
��	��
�	��
���� �	�� ��� �����	� ���	��� )	 ���� ����
	� ��	 ���	 
� ��
�� *��� ��	
����
�# �����	�	� ��� ��	 �	�� ��	 ��!���� 
� ��	 ��	��
�	��
���� ���	�� )	�	
�	 ������
+	 �
� �	����� �� � �����
�# ��
�� �
 ��� ������

,���
�	� � ����
����� %���� ����	�� {X̃(t) : t ∈ R} ��
�� 
� ��	 �	�!�� ����
�����
�����
�� �


dX̃(t) = −αX̃(t) dt + dW (t), t ∈ R, ����-�

��	�	 {W (t) : t ∈ R} 
� � �������� .
	�	� ����	�� ��	��	 EW (t) = 0� EW (t)2 = t ��
��� α > 0 
� ��	 ����
�# �����	�	��

/	� Z̃(t) := X̃(t) + m� t ∈ R� ��	�	 m ∈ R 
� �� ��!���� �����	�	��
��	�� ��	 ���
��� �
!	�
���� 	��
����� �0/1� �
 m *��	� �� ��	 �*�	����
�� �


{Z̃(t) : t ∈ [T1, T2]} 
� #
�	� *�

m̃ =
Z̃(T1) + Z̃(T2) + α

∫ T2

T1
Z̃(t) dt

2 + (T2 − T1)α
∼ N

(
m,

1
2α + (T2 − T1)α2

)
, ����2�

�		� 	�#�� %���& '�(�



���� ��������� �	 ��	
�	���� 
��� ��

����� ��� �	
���
���
�� 
����	���� �� ��� ��	����Pα,m �����	��
 �� ��� �������

Z̃(t) ���� ������� �� ��� ��	���� Pα,0 �����	��
 �� X̃(t) �� ��� ����������

dPα,m

dPα,0
= exp{−α(m(Z̃(T1) + Z̃(T2)+

α

∫ T2

T1

Z̃(t)dt) + m2(1 +
α(T2 − T1)

2
))}.

�� �	� �	����	�� ��� �	
���
���
�� 
����	���� �� ��� ������
 ������� ���� �������
�� ������	� ��� �� ��� ���� �� ��� ����� ������	 ���� � !"�#!

�� �	�� ��� ��������� 	��������� ���	����� �� ��� �	��	��� �� m̃

lim
T2−T1→∞

(T2 − T1)Var m̃ =
1
α2

, lim
α↓0

αVar m̃ =
1
2
.

$�����	���%
lim

T2−T1→∞
Var m̃ = 0, lim

α↓0
Var m̃ = ∞,

����� m̃ �� 	���������	��� ���������� 	� T2 − T1 → ∞% 	������� ��� ��������� ��
α! &����������% Var m̃ �� ������
�
 	� α ↓ 0!

'�� ������ �� �	�	������ �	� �� ��
���
 �� ��� ��������� �	�! �� �	� �������
T1 = 0 	�
 T2 = T ���	��� �� ��� ��	����	����! (�������% ��� �� �����
�� ���

������� { ˜̃
Z(t) := Z̃(Tt)/

√
T : t ∈ [0, 1]}! '���

˜̃
Z(t) = ˜̃

X(t) + m/
√

T % �����˜̃
X(t) := X̃(Tt)/

√
T % �����

d ˜̃
X(t) = −κ

˜̃
X(t) dt + dW (t), t ∈ R,

����� κ := αT �� 	 ��� �	�	�����! )����
����� a := m/
√

T 	� 	 ��� �	�	�����%

�� ���	�� ��	� ��� (*$ �� a �	��
 �� ��� ������	���� �� { ˜̃
Z(t) : t ∈ [0, 1]} �� �����

��

ã =
˜̃
Z(0) + ˜̃

Z(1) + κ
∫ 1

0

˜̃
Z(t) dt

2 + κ
∼ N

(
a,

1
2κ + κ2

)
, � !"+#

��� ,�	�- .�/! &�� ��� �	��	��� �� ã �� �	��

lim
κ→∞κ2Var ã = 1, lim

κ↓0
κVar ã =

1
2
.

$�����	���%
lim

κ→∞Var ã = 0, lim
κ↓0

Var ã = ∞,



�� ������� �� ���	
�
���
�


����� ã �� ���	
������

� ���������� �� κ → ∞� ��� Var ã �� ��������� �� κ ↓ 0�

����� �� ��� �
�� ������ ���� �� ��� ��	
��� 
���	���� ��� ��� 	��� ���� ���
������� �� ��� ������	�������
 	���
� ���� ������ �� ����	���� ��

� �� ����������

�������������� �� ����
������ �����	 ������
��  ������������! �� �� ��

 ����� ���� ��
X1, X2, . . . , Xn ��� ���	�

� ����������� ���� 
���	����� (m,σ2)� ���� ���� �� ���	
��� �������� ���� ���� �� ��������� ������ �� ���"������ � "���� ���"����� �������

��� �� ������������ ����� �� ��� ��

 �� ������������� #��� �� ��� ��� ��������� �� ��� ����
�� � ���������� $������� %����� 
������� �� ����� ��� ��� ��

����� �� ������� &���
��� 
���	����� m ��� κ �� � ���������� $������� %����� 
�������� ��� �������� �� ��
�	
�����
� �� ��������� "���� ���"����� �������
� ��� m ����� ���������� ���������
��



������� �

��������� ��������	
 ����

�
��� ����������	
 �	�

������������ �� ��	������
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��� �������	
����
 ���������� ������������
� ������� ξ(t) = ξ1(t) + iξ2(t)� t � 0� ���
�� ��
�� �� ��� ���������� 
���������� �������� �����

dξ(t) = −γξ(t)dt + dw(t)�

����� w(t) = w1(t) + iw2(t)� t � 0 �� � ����
��
 ������� ������ ������� � �� w1(t)
��
 w2(t) ��� ��
����
��� ����
��
 ����	
����
 ������ ���������� ��
 γ = λ − iω
���� λ > 0� ω ∈ R 

!����
�� ��� ����������

s2
ξ(t) =

∫ t

0

|ξ(u)|2 du� rξ(t) =
∫ t

0

|ξ(u)|2 dθ(u)�

����� θ(t)� t � 0 �� 
�"��
 ��

ξ(t) = |ξ(t)| eiθ(t) 

��� �������

rξ(t) =
∫ t

0

(ξ1(u)dξ2(u) − ξ2(u)dξ1(u)) � t � 0� �# $�

%&



�� ������� �� �	��� 
�����
����� �� ��� ���

�� ������ ��	
�� ��
������� ���� ��
����� �� �� ��
�� ���� ��� ������� �������

�
�������� ����� 
� ��� ����
� ω ��

ω̂ξ(t) =
rξ(t)
s2

ξ(t)
�

���

sξ(t) (ω̂ξ(t) − ω) D= N (0, 1) �
� ��� t � 0�

�����
D= ���
��� �������
 �� ������ ���
�� !��������"�
� �� ��	� �� ����� ������ ���
��

�
� 
��
 �� ��
���
��� ��
����
� #��� ������ ��� $��� �
�������� ��� ������� ��
����
�
�
 �� %���&� '
��
"
�
	� !���
 (�)� *
��������� ��

�� ���  � �
��� ��
+
	��
	 (,-)� ������� ��� !���
�
�	 (,.)� /������
 %���& (-) "�	� �� ���"��� ���
��

� ����" +
	��
	�� ����
��

#�� ��������� ���  � ���
�������� ���
 �� ��� �
��
���" ��
� ��� �� �
������ ���
��
0�������
��� ����0	����� �����
���
 ���
��"�����	� ��
���� X(t)� t � 0� "�	��  

��� !1� (

dX1(t)
dX2(t)

)
=

( −λ −ω
ω −λ

)(
X1(t)dt
X2(t)dt

)
+

(
dW1(t)
dW2(t)

)
, �2�,�

����� W (t)� t � 0� �� � �������� ��
0�������
��� 3����� ��
����� ��� λ � 0�
ω ∈ R� *
������ ��� ����������

s2
X(t) =

∫ t

0

(X2
1 (u) + X2

2 (u)) du, rX(t) =
∫ t

0

(X1(u) dX2(u) − X2(u) dX1(u)).

#�� ������� �������

� �������� 
� ��� ����
� ω ��

ω̂X(t) =
rX(t)
s2

X(t)
,

���

sX(t) (ω̂X(t) − ω) D= N (0, 1) �
� ��� t > 0�

#�� �
��
���" ������� ������
� ���  � �
��������� *
������ ��� q0�������
���
��
���� X(t)� t � 0� "�	��  
 ��� !1�

dX(t) = AX(t)dt + dW (t)� t � 0�

����� W (t)� t � 0 �� � �������� q0�������
��� 3����� ��
���� ���A �� � q×q �������
3���� �
�����
�� ��
���  � ���
��� 
� ��� ������ A ��� 
� ��� ������ ���
� 
� ���
������� 	���� X(0) �� 
���� ���� ��� ����� �
 �
�������� ��� 
� �
�� 
� ��� ������� ����



���� ��� �� �	� �
�������
���
�� ���� ��

���� ������	 � 
��
�� �����������
� ���� ������� �� ��� ��������� ��
����
�����
����
������� �
� ��
������� �� � ��
����������
 �� ���
�� ����������

���  !"# �
� $������  %&# ���
� ��
� ���
���� ��� ������
��	 
������
�
���
��
��
����
�����
���� ��������� '���� ���� ��� ����� �������	� ��� �
� ��
 (��)��

���� � 
������
�
���
�� ��
����������
� �� ����� '����
 ��� ��
�����
 �� ��� �
�
��
 (��)��
 �	 ���'�
� ���� � ���� �� ��� ��
�����
� �� �����*���� �
  !�#�

+�
����� ��� �����'�
� 
������
�
���
�� �������,

dX(t) =

(
−λId +

m∑
i=1

ωiCi

)
X(t)dt + dW (t), X(0) = 0 -.�./

'���� Id �� ��� d × d �
�� 
�����0 λ, ω1, . . . , ωm ∈ R ��� �
��'
 ����
����� �
�
C1, . . . , Cm ��� 1��� ���'��	

����� 
��������

��� 234 �� ω = (ω1, . . . , ωm)� �� ����
 �	

ω̂X(t) = σ−1
X (t)rX(t)0

'���� σX(t) �� ��� m × m 
�����

σX(t) =
(∫ t

0

〈CiX(s), CjX(s)〉ds

)
(1�i,j�m)

0

�
� rX(t) �� ��� m���
�
���
�� ����

 ������

rX(t) =
(∫ t

0

〈CiX(s), dX(s)〉
)�

(1�i,�m)

�

5
  !�# �� �� ������ ����

σ
1/2
X (t)(ω̂X(t) − ω) D= N (0, Im) ��� ��� t > 0, -.�&/

�� ��
�����
� (C1) − (C3) ��� �����1��0 '����
-+%/ C�

i = −Ci, i = 1, . . . ,m
-+!/ (CiCj + CjCi)Ck = Ck(CiCj + CjCi), i, j, k = 1, . . . ,m
-+./ (CiCj + CjCi)(CkCl + ClCk) ∈ L(CuCv, 1 � u, v � m)0 i, j, k, l = 1, . . . ,m

'���� L(CuCv, 1 � u, v � m) ��
���� ��� ��
��� ���� �� ��� 
�������
CuCv, 1 � u, v � m�
�� ���'�� ���� ��
�����
 (C3) �� �����*�����

������� ������ ��� X(t)� t � 0� �� ��� ���	�

 ��
�� �� ������ ��� �
 
����
� ����
��� 	��������
 (C1) ��� (C2) 
���
��
�� ���� ����� ����
� �� ���� ��� ���������
�����
 �� ���
� ��� ��������



�� ������� �� �	��� 
�����
����� �� ��� ���

�� ����� ���� 	�� 
� ��� �
��

��� ��������� �
��	�� 
���� �� � ������� ���� 
�
����� ���� �� �����

����� ������ �������� � �	������ d
����������� 
����� ������� W (t)� t � 0� ���

��� t � 0 ��	 B(t) ��� Q(t) �� d × d ��	����� ���� 	��	 Q(t) �� �����	���� ����	���

���������	� ���

��

∫ T

0

(B(t)B�(t) + Q(t)) dt < ∞. ���� 

����

E exp

{
−

∫ T

0

(∫ t

0

B(s) dW (s)
)�

Q(t)
(∫ t

0

B(s) dW (s)
)

dt

}

= exp

{
1
2
��

∫ T

0

B(t)B′(t)Γ(t) dt

}
,

����� Γ(t)� t � 0 ��� ����	��� ���������	� ��	����� ��	������� �� 	�� �����	� �����


��	��� ����	���

Γ̇(t) = 2Q(t) − Γ(t)B(t)B(t)�Γ(t), Γ(T ) = 0.

��� 	� !��
�� ��� �
�� 
� ��� �"�������# �
����$� ����!�%���� d × d �������� &"
Cd� �� ����� ���
 	�� ���� ��� !�����&	��
� 
� � �"�������# �
����$� ����!�%���� d×d
���!
� ������ �� 	��'	��" !��������! &" ��� $��	� 
� ��� ������� ������
�� 
� ���
�
�� Cd�

����� ������ � σ �� � ������ ��	��! ��	� σ� = σ ��� σ � 0 	��� 	�� ���	����	���

� σ �� �������� ��	������� �� 	�� "������ 	���� ��� Ψ # Cd → (0,∞) ����� ��

Ψ(α) := E exp
{−��(α�σ)

}
= E exp

⎧⎨⎩−
d∑

i=1

d∑
j=1

αijσij

⎫⎬⎭ � α ∈ Cd

�	

�� (���� 
� ��
$� ���� �
� α ∈ Cd 
� ��$� ��(α�σ) � 0� )� �� 
��� ��

� ����
����� �� � �"�������# �
����$� ����!�%���� ������ β ∈ Cd �	�� ���� α = β2 = β�β�
��� ������ βσβ� �� ����� �"������� ��! �
����$� !�%���� �����

〈βσβ�x, x〉 = 〈σ(β�x), (β�x)〉 � 0# x ∈ R
d.

*����# ��!��!
��(α�σ) = ��(β�βσ) = ��(βσβ�) � 0



���� ����� �� ��	 ��	��	
 ��

��� ���� k ∈ {1, . . . , d} ��	 
� ��
����� 	�� ��	��� α(k) ∈ Cd ��	� �
	����

α
(k)
ij =

{
1 �� i = j = k,

0 �����

���
 ��((α(k�))�σ) = σkk + 2σk� + σ���

���
� 	�� ��������� ���
�	 �
 	�� ������� 	��
����� �� � ��
��� ���	�� ��	� 
�
�

���	��� ������
�	�� �� �
�� 	��	 	�� ���
	 ���	���
	��
 �� 	�� ��
��� ���������

σkk : 1 � k � d} ∪ {σkk + 2σk� + σ�� : 1 � k � � � d}�  !�"#

�� 

�$
��% ��	����
�� �% 	�� ������� 	��
�����

ϕ(sk, 1 � k � d, sk�, 1 � k � � � d)

:= E exp

⎧⎨⎩−
d∑

k=1

skσkk −
∑

1�k���d

sk�σk�

⎫⎬⎭ � sk, sk� � 0.

&�����%

ϕ(sk, 1 � k � d, sk�, 1 � k � � � d)

= E exp{
d∑

k=1

sk��((α(k))�σ) −
∑

1�k���d

��((α(k�))�σ)}

= E exp{−��(α�Σ) = Ψ(α)�

�����

α =
d∑

k=1

skα(k) +
∑

1�k���d

sk�α
k� ∈ Cd.

&�
��$
�
	�% 	�� ���
	 ���	���
	��
 �� 	�� ��
��� ��������� �
  !�"# �� 

�$
��%
��	����
�� �% 	�� ������� 	��
����� Ψ : Cd → (0,∞) �� 	�� ��
��� ��	��� σ� ��
���
	�� ���
	 ���	���
	��
 �� 	�� �
	���� �� 	�� ��	��� σ �� ���� 

�$
��% ��	����
�� �%
Ψ : Cd → (0,∞) ��
�� 	���� �� � �
��	���
� ��������
��
�� ��	���
 	�� �
	���� �� σ
�
� 	�� ��
��� ��������� �
  !�"#�

��� ����� �� ��	 
�	��	�

��� ����� ��
 �� ������� �
	 �� �
 '()*� +� ���� 	� ���� �
�% 	��	 ��� ��� T > 0 	��
���	���
	��
 �� 	�� �%���	���� ����	��� �������
�	� ��
��� ��	��� σX(T ) ���� 
�	



�� ������� �� �	��� 
�����
����� �� ��� ���

������ �� ��� �	
	����
 ω = (ω, . . . , ωm)�� 
���� ����	 �������� �� �� �������� ��
���� ��	� ��� �	��	�� �
	����
�

ΨT (α) = E exp

⎧⎨⎩−
m∑

i,j=1

αi,j

∫ �

0

〈CiX(t), CjX(t)〉dt

⎫⎬⎭ � α ∈ Cd�

���� ��� ������ �� ��� �	
	����
 ω� 
���� ��� ���	����

C :=
m∑

i=1

m∑
j=1

αijC
�
i Cj �

�� �	��

ΨT (α) = E exp

{
−

∫ T

0

X(t)�CX(t)dt

}
�

���� �� ���� ��	� C �� 	 ������
��� �������� ������ ���� �	�
��� !� ��� 	�	��
��	� ���
� ������ 	 �	�
�� β ∈ Cd ���� ��	� α = β2 = β�β� ����� αij =

∑d
k=1 βkiβkj �

!� �	��

〈Cx, x〉 =
m∑

i=1

m∑
j=1

d∑
k=1

βkiβkj〈C�
i Cjx, x〉 =

d∑
k=1

∣∣∣∣∣
m∑

i=1

βkiCix

∣∣∣∣∣
2

� 0�

���� C ∈ Cd� �������

���

A = −λId +
m∑

i=1

ωiCi�

"� �� #���� ��	� ��� �������� X(t)� t � 0� �� ��� $%&��� �	� '� 
��
������� �� ���
��
�

X(t) =
∫ t

0

e(t−s)AdW (s)�

(����)�������∫ T

0

X(t)�CX(t)dt =
∫ T

0

(∫ t

0

e−sAdW (s)
)�

e(tA�)Ce(tA)

(∫ t

0

e−sAdW (s)
)

dt�

!� ���� ���� ��	� ����	 �����*�� �	� '� 	������ ���� B(t) = e−tA 	�� Q(t) =
eta�

Ceta� (��	
�� ��� ��������� �(�� 	�� �(*� �����

B(t)B(t)� = e2λtId



���� ������� ����� ��

��� AC = CA� �����

Q(t) = Ceta�
eta = e2λtC�

��� 	� �
������� 
�� ������
� 
� 
�� �
���
�
� ������ �������� ����� ������ ���
����� 
�� ��
�� �
������ 	� 
�
���

ΨT (α) = exp

{
1
2
��

∫ T

0

e2λtΓ(t)dt

}
� α ∈ Cd�

	���� Γ(t)� t � 0� �� �� ��� ��

Γ̇(t) = 2e−2λtC − e2λtΓ2(t)� Γ(T ) = 0�

!
���"���
�� 
�� ������� 
�����
�� ΨT �
�� �

 ������ 
� 
�� ������
�� ω ���

�� ��

� �� �
����
���

��� ������� 	�
�


#� ���� �
�� �������
�
� 
� 
�� ���
����

��������� �� �������� �	� d
����������
 ����������	
������ ������� X(t)� t � 0,
����� ��

dX(t) =
(
−λI +

∑m

i=1
ωiCi

)
X(t)dt + dW (t), X(0) = 0,

�	���

C�
i = −Ci� i = 1, . . . , m�

CiCj = −CjCi� 1 � i < j � m�

�	�� �	� ������� 
���
�	��� ���������� �� �	� ���������� ω1, . . . , ωm ��� �����

��

ω̂
(i)
X (t) =

r
(i)
X (t)

(s(i)
X (t))2

,

�	���

r
(i)
X (t) =

∫ t

0

〈CiX(s), dX(s)〉, s
(i)
X (t) =

∫ t

0

〈CiX(s), CiX(s)〉ds,

���(√
s
(1)
X (t)

(
ω̂

(1)
X − ω1

)
, . . . ,

√
s
(m)
X (t)

(
ω̂

(m)
X − ωm

)) D= Nm(0, I) ��� �

 t > 0�



�� ������� �� �	��� 
�����
����� �� ��� ���

��������� �� �������� �	� d
����������
 ������� X(t)� t � 0, ����� ��

dX(t) = (−λI + ωC)X(t)dt + dW (t), X(0) = 0,

�	��� C� = −C�

�	�� �	� ������� 
���
�	��� ��������� �� �	� ��������� ω ��

ω̂X(t) =
rX(t)
s2

X(t)
,

�	���

rX(t) =
∫ t

0

〈CX(s), dX(s)〉, s2
X(t) =

∫ t

0

|CX(s)|2ds,

���

sX(t) (ω̂X(t) − ω) D= N (0, 1) ��� �

 t > 0�



������� �

������ ���	�
�� �� 
�����

��� ��� ����	�
 ��
�� �������

��� m̂
(n)
T1,T2

�� ��� ��� �� m(n) �	
�� �� ��� ��
�
�	����
 {Z(n)
k : [T1n] � k � [T2n]}�

���
� 0 � T1 < T2� ��
 ��
��
� �
 �� ����
���	�� ��� ����� ���	����
 �� m̂
(n)
T1,T2

	


n → ∞� 	�� ��� ���������� ������� m̂
(n)
T1,T2

	�� ��� ��� m̂T1,T2 �� m �	
��

�� ��� ��
�
�	����
 {Z(t) : t ∈ [T1, T2]}� ���
� Z(t) := Y (t) + mh(t) �
 ��� 
������

�
�
�������������� �
���

 ���� 
��� 	��
��
�	�� �������� h� �� ��
��

 ���
�

���
����
 �����
���� ��	
� 
�	���� ��	
� ��
�	��� 	�� ��	
� �!���
��� �����
� 	


����� "� ��
�
 ��� ��	� m̂
(n)
T1,T2

�
 	��	 
 	
 �������	�� ��
�	�� ��� ��� 
���� ��

�����
����� �
 ���� ��

 �� ��� ��	
� ��
�	��� �	
�� #�� 
�	����	
 �	
� ���� �� 	�
�

�
�	���� ���� m̂
(n)
T1,T2

����� ��� �� 	
 �������	�� ��
�	� �� γ(n) → 0�

����� ���� �� 	�
� ���
� 
� �����

$�

�� ���
���
 	 
������ %�
� 
�	
� �
�
�������������� �
���

 {Z(t) : t � 0} �����

� ⎧⎪⎨⎪⎩
dY (t) = −γY (t) dt + dW (t), t � 0,

Y (0) = 0,

Z(t) = Y (t) + mh(t), t � 0,

���
� γ ∈ R �
 	 ����� �	
	����
� h : [0,∞) → R �
 	 ����� �������� 	�� m ∈ R

�
 	� ������� �	
	����
�

&&



�� ������� �� 	���
� �	
���
� �� ����



��� 0 � T1 < T2� ����	
 ��� �	
 ������	 ��� �����
 ��� �������	� ������ �	 ���
��� �� m� ��	���  ! PZ �	
 PY ��� "������� ��	�����
 �	 C([T1, T2] → R)
 ! ��� ���#����� Z �	
 Y 
 �����#�����!�

$� h �� ���#� #�	��	�����! 
�%���	��� �� ���� h(0) = 0
 ���	 ��� "������� PZ �	

PY ��� �&������	� �	
 ��� ��� �� m  ���
 �	 ��� � ��������	� {Z(t) : t ∈ [T1, T2]}
��� ��� ���"

m̂T1,T2 =
ζ̂T1,T2

ÂT1,T2

,

�����

ÂT1,T2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ coth(γT1)h(T1)2 + γh(T2)2 +
∫ T2

T1

(
γ2h(t)2 + h′(t)2

)
dt,

�� γ �= 0
 T1 �= 0


h(T1)2

T1
+

∫ T2

T1

h′(t)2 dt, �� γ = 0
 T1 �= 0


γh(T2)2 +
∫ T2

0

(
γ2h(t)2 + h′(t)2

)
dt, �� T1 = 0


ζ̂T1,T2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
γ coth(γT1)h(T1) − h′(T1)

)
Z(T1) +

(
γh(T2) + h′(T2)

)
Z(T2)

+
∫ T2

T1

(
γ2h(t) − h′′(t)

)
Z(t) dt, �� γ �= 0
 T1 �= 0


h(T1)Z(T1)
T1

+ h′(T2)Z(T2) − h′(T1)Z(T1)

− ∫ T2

T1
h′′(t)Z(t) dt, �� γ = 0 T1 �= 0


(
γh(T2) + h′(T2)

)
Z(T2) +

∫ T2

0

(
γ2h(t) − h′′(t)

)
Z(t) dt, �� T1 = 0�

��������
 m̂T1,T2 �� 	��"���! 
����� ���
 ���� "��	 m �	
 �����	#� 1/ÂT1,T2 �
'� 	��� ���� ��� ����"����	 h(0) = 0 �� 	��
�
  �#���� �� h(0) �= 0 �	
 m �= 0

���	 ��� "������� PZ �	
 PY ��� ��	����� ���� �����#� �� ��#� �����
 ��	#�
Y (0) = 0 �	
 Z(0) = mh(0) �= 0�

(�)�
 #�	��
�� � ��&��	#� �� ������
 *��� ����� +,-./ "�
���⎧⎪⎨⎪⎩
X

(n)
k = α(n)X

(n)
k−1 + ε

(n)
k , k = 1, 2, . . . ,

X
(n)
0 = 0,

Z
(n)
k = X

(n)
k + m(n)h

(n)
k , k = 0, 1, 2, . . . ,



���� ��� ������	 
���
 ������� ��

��� n = 1, 2, . . .� ����� {α(n) : n = 1, 2, . . .} 	
� {h(n)
k : n = 1, 2, . . . ; k =

0, 1, 2, . . .} 	�� �
��
 	
� {m(n) : n = 1, 2, . . .} 	�� 

�
��
 �	�	�������

��� ��� m̂
(n)
T1,T2

�� ��� �	�	����� m(n) �	��� �
 ��� ������	���
� {Z(n)
k :

[T1n] � k � [T2n]}� ����� 0 � T1 < T2� �	
 �� ���	�
�� �� ��
�����
� ��� �
� ��
��
	���

(
Z

(n)
[T1n] − m(n)h

(n)
[T1n]

)2

Var Z
(n)
[T1n]

+
[T2n]∑

j=[T1n]+1

(
Z

(n)
j − m(n)h

(n)
j − α(n)(Z(n)

j−1 − m(n)h
(n)
j−1)

)2

� �!"
�� T1 �= 0� 	
� �� ��
�����
� ��� �
� �� ��
	���

[T2n]∑
j=1

(
Z

(n)
j − m(n)h

(n)
j − α(n)(Z(n)

j−1 − m(n)h
(n)
j−1)

)2

� �#"

�� T1 = 0�

$� �	
 ������� ��	�

X
(n)
k =

k∑
j=1

(
α(n)

)k−j

ε
(n)
j ,

��
���

Var Z
(n)
k = Var X

(n)
k =

k∑
j=1

(
α(n)

)2(k−j)

=

⎧⎪⎨⎪⎩
1 − (

α(n)
)2k

1 − (
α(n)

)2 �� |α(n)| �= 1�

k �� |α(n)| = 1�

%�
���
�
�&��

m̂
(n)
T1,T2

=
ζ̂
(n)
T1,T2

Â
(n)
T1,T2

,



�� ������� �� 	���
� �	
���
� �� ����



�����

Â
(n)
T1,T2

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
1 − (

α(n)
)2
)(

h
(n)
[T1n]

)2

1 − (
α(n)

)2[T1n]
+

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(∆h
(n)
j )2,

�� |α(n)| �= 1� T1 �= 0�

(
h

(n)
[T1n]

)2

[T1n]
+

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(∆h
(n)
j )2 �� |α(n)| = 1� T1 �= 0�

[T2n]∑
j=1

(∆h
(n)
j )2 �� T1 = 0�

ζ̂
(n)
T1,T2

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
1 − (

α(n)
)2
)

h
(n)
[T1n]Z

(n)
[T1n]

1 − (
α(n)

)2[T1n]
+

[T2n]∑
j=[T1n]+1

∆h
(n)
j ∆Z

(n)
j ,

�� |α(n)| �= 1� T1 �= 0�

h
(n)
[T1n]Z

(n)
[T1n]

[T1n]
+

[T2n]∑
j=[T1n]+1

∆h
(n)
j ∆Z

(n)
j , �� |α(n)| = 1� T1 �= 0�

[T2n]∑
j=1

∆h
(n)
j ∆Z

(n)
j , �� T1 = 0�

��	� 	�� 
�	�	��


∆h
(n)
j := h

(n)
j − α(n)h

(n)
j−1, ∆Z

(n)
j := Z

(n)
j − α(n)Z

(n)
j−1.


� ������ 	��	 m̂
(n)
T1,T2

��� ���
 m(n) �
� �����
�� 1/Â
(n)
T1,T2

�

��� 
��	 �	�	���
	 ��������� 	�� �����	�	�� ��������� �� m(n) �
� 	�� ��

���

	��
 ��	���
 ������	� �
� ��
	�
���� 	��� �������

������� ������ ������� ���� h
(n)
k = h

(
k
n

)
	�
 n = 1, 2, . . .� k = 0, 1, 2, . . . �
��

���� ��
�� ����
������� �
��
���
���� 	����
�� h : [0,∞) → R �
�� h(0) = 0�
������� ���� 	�
 ��� n� {ε(n)

j : j = 1, . . . , n} �
� 
�
���� ���� ��
� ��� ��

���� ��



���� ��� ������	 
���
 ������� ��

��� �� n(1 − α(n)) → γ ∈ R� ����

m̂
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

D−→ m̂T1,T2 − m
D= N

(
0,

1

ÂT1,T2

)
.

���� �� n(1 − α(n)) → ±∞� ����

√
n(1 − α(n))(m̂(n)

T1,T2
− m(n)) D−→ N

(
0,

1∫ T2

T1
h(t)2 dt

)
.

������ ���� ����	
 ����
�� 	��	 T1 �= 0
 ��� �
� ��� �������	�� ����� n ∈ N


α(n) �= 1� �� �����	���	� 	�� �����	
	�� ������
�� 
� Â
(n)
T1,T2

����� ��� �� ���		��
�� 	�� �
��

Â
(n)
T1,T2

=

(
1 − (

α(n)
)2

1 − (
α(n)

)2[T1n]
− α(n)(1 − α(n))

)(
h

(n)
[T1n]

)2

+ (1 − α(n))
(
h

(n)
[T2n]

)2

+ (1 − α(n))2
[T2n]∑

j=[T1n]+1

(
h

(n)
j

)2

+ α(n)

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(h(n)
j − h

(n)
j−1)

2. �����

�� ���� ��
�� 	��	 nÂ
(n)
T1,T2

→ ÂT1,T2 �� n → ∞� �� ����

n(1 − α(n)) → γ, α(n) → 1 �� n → ∞�

�
��
���


(α(n))2[T1n] =

((
1 − n(1 − α(n))

n

)n
)2[T1n]/n

→ e−2γT1 .

 � γ �= 0 	���

n · 1 − (
α(n)

)2

1 − (
α(n)

)2[T1n]
=

n(1 − α(n))(1 + α(n))

1 − (
α(n)

)2[T1n]
→ 2γ

1 − e−2γT1
.

 � γ = 0 	���

1 − (
α(n)

)2[T1n]

n(1 − (
α(n)

)2)
=

1
n

[T1n]−1∑
j=0

(α(n))2j → T1.

!
���"���	��


n · 1 − (
α(n)

)2

1 − (
α(n)

)2[T1n]
→

{
2γ

1−e−2γT1 �� γ �= 0

1
T1

�� γ = 0�



�� ������� �� 	���
� �	
���
� �� ����



�������� 	� 
��� �
� ��� T ∈ [T1, T2]�

h
(n)
[Tn] = h

(
[Tn]
n

)
→ h(T ).

�
��
����

1
n

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(
h

(n)
j

)2

→
∫ T2

T1

h(t)2 dt,

n

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(h(n)
j − h

(n)
j−1)

2 →
∫ T2

T1

h′(t)2 dt,


���� 	� 
����� nÂ
(n)
T1,T2

→ ÂT1,T2 �

�
	� 	� ����������� �
� ������
��� ��
���
�� 
� ζ̂
(n)
T1,T2

	
��
 ��� �� 	������ ��
�
� �
��

ζ̂
(n)
T1,T2

= m(n)Â
(n)
T1,T2

+

(
1 − (

α(n)
)2

1 − (
α(n)

)2[T1n]
− α(n)(1 − α(n))

)
h

(n)
[T1n]X

(n)
[T1n]

+ (1 − α(n))h(n)
[T2n]X

(n)
[T2n] + (1 − α(n))2

[T2n]−1∑
j=[T1n]+1

h
(n)
j X

(n)
j

− α(n)

[T2n]−1∑
j=[T1n]+1

(h(n)
j+1 − 2h

(n)
j + h

(n)
j−1)X

(n)
j

+ α(n)
(
h

(n)
[T2n] − h

(n)
[T2n]−1

)
X

(n)
[T2n] − α(n)

(
h

(n)
[T1n]+1 − h

(n)
[T1n]

)
X

(n)
[T1n].

�
� ����
� ���� ������
��

Y (n)(t) :=
1√
n

X
(n)
[nt], t ∈ [T1, T2],

��� �� �
�������� �� ����
� �������� �� �
� ��
�
�

� ����� D([T1, T2] → R)� ��
�� ��
	�  ���� ����� !�� ��� "��#��� $%&'( �
��

Y (n) → Y, �� D([T1, T2] → R)�

!������������ �
� ��� T ∈ [T1, T2]�

1√
n

X
(n)
[Tn]

D−→ Y (T ).



���� ��� ������	 
���
 ������� ��

�� ��� ��	�
	���� 
���
	� ������� �� ����
	

1
n3/2

[T2n]−1∑
j=[T1n]+1

h
(n)
j X

(n)
j

D−→
∫ T2

T1

h(t)Y (t) dt,

√
n

[T2n]−1∑
j=[T1n]+1

(h(n)
j+1 − 2h

(n)
j + h

(n)
j−1)X

(n)
j

D−→
∫ T2

T1

h′′(t)Y (t) dt,

��	��� �� ���

√
n
(
ζ̂
(n)
T1,T2

− m(n)Â
(n)
T1,T2

) D−→

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ coth(γT1)h(T1)Y (T1) + γh(T2)Y (T2)
+h′(T2)Y (T2) − h′(T1)Y (T1)
+

∫ T2

T1

(
γ2h(t) − h′′(t)

)
Y (t) dt, 
� γ �= 0�

h(T1)Y (T1)
T1

+ h′(T2)Y (T2)
−h′(T1)Y (T1) −

∫ T2

T1
h′′(t)Y (t) dt, 
� γ = 0�

= ζ̂T1,T2 − mÂT1,T2 .

�
	����� �� ��	�����

m̂
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

=

√
n
(
ζ
(n)
T1,T2

− m(n)Â
(n)
T1,T2

)
nÂ

(n)
T1,T2

D−→ ζT1,T2 − mÂT1,T2

ÂT1,T2

= m̂T1,T2 − m
D= N

(
0,

1

ÂT1,T2

)
.

����� �� ������� ���� T1 �= 0� �	� ��� ��� ����
�	��� ����� n ∈ N� α(n) = 1�
���	� �� �� 
����� �� �

nÂ
(n)
T1,T2

=

(
h

(n)
[T1n]

)2

[T1n]/n
+ n

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(h(n)
j − h

(n)
j−1)

2 → h(T1)2

T1
+

∫ T2

T1

h′(t)2 dt = ÂT1,T2 .


���� ���

ζ̂
(n)
T1,T2

= m(n)Â
(n)
T1,T2

+
h

(n)
[T1n]X

(n)
[T1n]

[T1n]
+

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(h(n)
j − h

(n)
j−1)(X

(n)
j − X

(n)
j−1),



�� ������� �� 	���
� �	
���
� �� ����



������

√
n
(
ζ
(n)
T1,T2

− m(n)Â
(n)
T1,T2

) D−→ h(T1)Y (T1)
T1

+ h′(T2)Y (T2) − h′(T1)Y (T1)

= −
∫ T2

T1

h′′(t)Y (t) dtζ̂T1,T2 − mÂT1,T2 ,

��� 	� ��� �
������ �
��� ����

m̂
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

D−→ m̂T1,T2 − m
D= N

(
0,

1

ÂT1,T2

)
.

��� ���� T1 = 0 ��� �� ������� �� � ������� 	���

����� ��� �� ����� 	��� ��� ���� T1 �= 0� �
	� 	� ����

Â
(n)
T1,T2

n(1 − α(n))2
→

∫ T2

T1

h(t)2 dt �� n → ∞�

����� 	� ��� ��� �
��� ��� ������������
� ����� 
� Â
(n)
T1,T2

���

(α(n))2[T1n] =

((
1 − n(1 − α(n))

n

)n
)2[T1n]/n

→
{

+∞, �� n(1 − α(n)) → −∞�
0, �� n(1 − α(n)) → +∞�

����� 	� 	���� ζ̂
(n)
T1,T2

�� ��� �
��

ζ̂
(n)
T1,T2

= m(n)Â
(n)
T1,T2

+

(
1 − (

α(n)
)2
)

h
(n)
[T1n]X

(n)
[T1n]

1 − (
α(n)

)2[T1n]
+

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(h(n)
j − α(n)h

(n)
j−1)ε

(n)
j .

 � 	��� ��
�� ����

ζ̂
(n)
T1,T2

− m(n)Â
(n)
T1,T2√

n(1 − α(n))
D−→ N

(
0,

∫ T2

T1

h(t)2 dt

)
. �����

!������

U
(n)
T1,T2

:=

(
1 − (α(n))2

)
h

(n)
[T1n]X

(n)
[T1n]

√
n(1 − α(n))

(
1 − (

α(n)
)2[T1n]

) L2

−→ 0,



���� ��� ������	 
���
 ������� ��

����� E U
(n)
T1,T2

= 0 ���

Var U
(n)
T1,T2

=
(1 + α(n))

(
h[T1n]

)2

n(1 − α(n))
(
1 − (

α(n)
)2[T1n]

) → 0.

	
 ��� 
������ ����� ��������

1√
n(1 − α(n))

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(h(n)
j − α(n)h

(n)
j−1)ε

(n)
j

D−→ N
(

0,

∫ T2

T1

h(t)2 dt

)
,

�����

Var

⎛⎝ 1√
n(1 − α(n))

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(h(n)
j − α(n)h

(n)
j−1)ε

(n)
j

⎞⎠

=
1

n(1 − α(n))2

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(h(n)
j − α(n)h

(n)
j−1)

2

→
∫ T2

T1

h(t)2 dt

���

max
[T1n]�j�[T2n]

Var

(
(h(n)

j − α(n)h
(n)
j−1)ε

(n)
j√

n(1 − α(n))

)

= max
[T1n]�j�[T2n]

(h(n)
j − α(n)h

(n)
j−1)

2

n(1 − α(n))2
→ 0 �� n → ∞�


����������
� �� ������ ������

������ �����
 �� ������

√
n(1 − α(n))(m̂(n)

T1,T2
− m(n))

=
1√

n(1−α(n))
(ζ̂(n)

T1,T2
− m(n)Â

(n)
T1,T2

)
1

n(1−α(n))2
Â

(n)
T1,T2

D−→ N
(

0,
1∫ T2

T1
h(t)2 dt

)
.

��� ���� T1 = 0 ��� �� ������� �� � ������� ��
� �



�� ������� �� 	���
� �	
���
� �� ����



��������� ����	� ��� �� α(n) = 1 − γ(n)

n ���� γ(n) → γ ∈ R� ����

m̂
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

D−→ m̂T1,T2 − m
D= N

(
0,

1

ÂT1,T2

)
.

���� �� α(n) = 1 − γ(n)

n ���� γ(n) → ±∞� ����

√
n(1 − α(n))(m̂(n)

T1,T2
− m(n)) D−→ N

(
0,

1∫ T2

T1
h(t)2 dt

)
.

����� �� α(n) → α �= 1� ����

√
n(m̂(n)

T1,T2
− m(n)) D−→ N

(
0,

1

(1 − α)2
∫ T2

T1
h(t)2 dt

)
.


���
�� ������ 	�� α(n) = 1 − β
nq � q ∈ R� β �= 0� T1 > 0 
�� h(t) = 1 ��
 
��

t � T1�

��� �� q > 1� ����

m̂
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

D−→ m̂T1,T2 − m
D= N (0, T1),

����� ��� 

�� �� �����
����� ���� ��� ������ �� q� 
�� ��� ����� �
� ���� ���

������ �� β� T2�

���� �� q = 1� ����

m̂
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

D−→ m̂T1,T2 − m
D= N

(
0,

1
β coth(βT1) + β + β2(T2 − T1)

)
,

����� ��� ����� �
� ������� �� β� T1 
�� T2�

����� �� q < 1� ����

m̂
(n)
T1,T2

− m(n)

nq−1/2

D−→ N
(

0,
1

β2(T2 − T1)

)
,

����� ��� 

�� �� �����
����� ������� �� q� 
�� ��� ����� �
� ������� �� β�
T1 
�� T2�

������ ������ �� ���� ��
� �� 
��������� �� ������ �����
���� ��� �������� m(n)�

n = 1, 2, . . .� ������ �� �
�� �� ��� 	�� �� ��� ��������� α(n)�



���� ��� ������	 
���
 ������� ��

����� ���� �	 
�����
��� ������ �
������ �� �����

� ��������	
 ���
� ���� ��	��� �� ��� �����
 ��������	
 �������� ��

X̃k = αX̃k−1 + εk, k ∈ Z,

���	� �������	��
 |α| < 1�

�������	 � �������� �� ������� ��������	
 ���
� ������{
X̃

(n)
k = α(n)X̃

(n)
k−1 + ε

(n)
k , k ∈ Z,

Z̃
(n)
k = X̃

(n)
k + m(n)h

(n)
k , k ∈ Z,

��	 n = 1, 2, . . .� ���	� |α(n)| < 1� n = 1, 2, . . . ��� h
(n)
k � n = 1, 2, . . .� k ∈ Z �	�

����� ��� m(n)� n = 1, 2, . . . �	� ������� ��	�����	�� ������� ����� ���� ��	 ���

n� {ε(n)
j : j ∈ Z} �	� ������� ����  �	� ��� !�	����� 
�

"����

EX̃
(n)
k = 0, D2X̃

(n)
k =

1

1 − (
α(n)

)2 , ��	 k ∈ Z�

"�� #�$ m̃(n) �� ��� ��	�����	 m(n) %���� �� ��� �%��	!������ {Z̃(n)
k :

[T1n] � k � [T2n]}� ���	� T1 < T2� ��� %� �%������ %
 ������ ��� ��� ��� ��
����	�� ���
�� �����

m̃
(n)
T1,T2

=
ζ̃
(n)
T1,T2

Ã
(n)
T1,T2

,

���	�

Ã
(n)
T1,T2

=
(

1 −
(
α(n)

)2
)(

h
(n)
[T1n]

)2

+
[T2n]∑

j=[T1n]+1

(h(n)
j − α(n)h

(n)
j−1)

2,

ζ̃
(n)
T1,T2

=
(

1 −
(
α(n)

)2
)

h
(n)
[T1n]Z

(n)
[T1n] +

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(h(n)
j − α(n)h

(n)
j−1)(Z̃

(n)
j − α(n)Z̃

(n)
j−1).

&�'�� �������	 � ��������	
 (	������)*����%��� �	����� {Ỹ (t) : t ∈ R}� ����� ��
��� ��������	
 �������� ��

dỸ (t) = −γỸ (t) dt + dW (t), t ∈ R,

���	� γ > 0 �������	��
�



�� ������� �� 	���
� �	
���
� �� ����



�� �� � ���	 
��� ��
����� ��	���� ����

EỸ (t1)Ỹ (t2) =
e−γ|t2−t1|

2γ
.

�	������ � ������� �����	���� ������������������ ��	���� {Z̃(t) : t ∈ R}� ����� ��{
dỸ (t) = −γỸ (t) dt + dW (t), t ∈ R,

Z̃(t) = Ỹ (t) + mh(t), t ∈ R,

����� γ > 0 �� � ��	�� ����
����� h : R → R �� � ��	�� �
����	� ��� m ∈ R ��
�� 
���	�� ����
�����

��  !" ��� �	��	���� ���
�� �� ��	��� 	� ��� #$% 	� m� &��	�� �� P eZ ��� PeY ���


���
��� ��������� 	� C([T1, T2] → R) �� ��� ��	������ Z̃ ��� Ỹ � ������������� ��
h �� ����� �	����
	
��� ��'����������� ���� ��� 
���
��� P eZ ��� PeY ��� �(
�������

��� ��� #$% 	� m ����� 	� ��� 	��������	�� {Z̃(t) : t ∈ [T1, T2]} ��� ��� �	�


m̃T1,T2 =
ζ̃T1,T2

ÃT1,T2

,

�����

ÃT1,T2 = γh(T1)2 + γh(T2)2 +
∫ T2

T1

(
γ2h(t)2 + h′(t)2

)
dt,

ζ̃T1,T2 = γh(T1)Z̃(T1) + γh(T2)Z̃(T2) + h′(T2)Z̃(T2) − h′(T1)Z̃(T1)

+
∫ T2

T1

(
γ2h(t) − h′′(t)

)
Z̃(t) dt.

#	��	���� m̃T1,T2 �� �	�
���� �������
��� ���� 
��� m ��� �������� 1/ÃT1,T2 �

������� ����	� ������� ���� h
(n)
k = h

(
k
n

)
	�
 n = 1, 2, . . .� k ∈ Z �
�� ����

��
�� ����
������� �
��
���
���� 	����
�� h : R → R� ������� ���� 	�
 ��� n�

{ε(n)
j : j ∈ Z} �
� 
�
���� ���� ��
� ��� ��

���� ��

)�* �	 n(1 − α(n)) → γ ∈ (0,∞) ����

m̃
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

D−→ m̃T1,T2 − m
D= N

(
0,

1

ÃT1,T2

)
.



���� ��� ������	 
���
 ������� ��

���� �� n(1 − α(n)) → ∞ ����

√
n(1 − α(n))(m̃(n)

T1,T2
− m(n)) D−→ N

(
0,

1∫ T2

T1
h(t)2 dt

)
.

����� ��� n(1 − α(n)) → 0 ��� ε
(n)
k ∼ N (0, 1)	


�� �� h(t) = c ��
 ��� t ∈ R ���� ���� c ∈ R� ����

√
1 − α(n)

(
m̃

(n)
T1,T2

− m(n)
) D−→ N

(
0,

1
2c2

)
.


�� ����
�����

m̃
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

D−→ N
(

0,
1∫ T2

T1
h′(t)2 dt

)
.

������ ��� �	

� �� ��
���	 �
 ��� �	

� 
� ���
	�
 ��������� �

����	
� ��
��� ��� α(n) = 1 − β
nq � q � 0� β > 0� ��� h(t) = 1 ��
 ��� t ∈ R	

��� �� q = 1� ����

m̃
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

D−→ m̃T1,T2 − m
D= N

(
0,

1
2β + β2(T2 − T1)

)
.

���� �� 0 � q < 1� ����

m̃
(n)
T1,T2

− m(n)

nq−1/2

D−→ N
(

0,
1

β2(T2 − T1)

)
,

����� ��� 
��� �� �����
����� ������� �� q	

����� �� q > 1 ��� ε
(n)
k ∼ N (0, 1)� ����

m̃
(n)
T1,T2

− m(n)

nq/2

D−→ N
(

0,
1
2β

)
,

����� ��� 
��� �� �����
����� ������� �� q� ��� ��� ����� ����
������� ���� ���
������ �� T1� T2	



�� ������� �� 	���
� �	
���
� �� ����



��� ������ 	
���
�� ���������
���
�� �� ���������

��� ��� ��	 
� ��
�	
���
� ������ ��	
���� ��������
����� �����	� ����� 
�� �����
�����
 ��
����	 ��� �� ������ ������ ���� ��� 
� 	
��� 
�� ����
 ����
���� �� 
��
	��
���� �������	�� �� �� 
�� �����
����! "
 ���� 
��� ��
 
��
 
�� ����
 ��	
����
���
������	 ���� �� 
�� ��	
� d�
� ��������
 �� 
�� �����		!

#��	 
��� �� �����	 �	 ��
��� 	������! $���
�� ���� � ����
���� ����
 �� 
��� �
 �	
��
�� �	���� 
� ��
�	
���
� 
�� ����
���� �� 
�� ����
�	
 �����
����!

%� ��	� �������� �
 ��
� 
�� ������� ��&������� �	
���
�� '(� ) �� 
�� ������

���� �� 
�� ���*����
 ��
��� �� 
�� ����
�� ���
�����	 
��� �����! "
 �	 ��
���	
���

� ��
� 
��
 
�� (� �� 
�� �����
���� �� 
�� ����
�� ���
�����	 
��� ����� ������	
���� �� 
�� ��	
 ��������
� �� 
�� �����		! (�
����	 ���	�	
��� �� 
�� �� ���� ������
����&	 ���� ��	� 	
�����!

����� �����	 
��
���� �� ������ ��
� ��������
 ��
�����

�� ������ ������ ����

��
 C
d �� 
�� 	���� �� 
�� d������	����� ������� ������ 
��
��	! ��
 �	 ��
������


�� ������ �	�� ��
�
���

〈x, y〉 := x�y ��� x, y ∈ C
d

��� 
�� 	����� ������
 �� C
d� ����� y ����
�	 
�� ������� ���+���
� �� y! %�

��
������ 
�� ���� �� x ∈ C
d ��

‖x‖ :=
√

〈x, x〉.
,�� λ ∈ C ��� d ∈ N �� ��
������ 
�� ��
�
���

J(λ, d) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ 0 · · · 0
1 λ 0 ·
0 1 λ 0 ·
· · · · ·
· · λ 0
0 · · 0 1 λ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
��� � d×d ��
��� �� ������ ������ ���� ��
� �����
���� λ! %� 	���� �	� 
�� 	���

��
�
��� J(λ) �
 �
 ���	 ��
 ���	� ��	�����	
������!

-��	���� 
�� d������	����� ��������
����� ��
������		�
� �����{
Xk = J(λ)Xk−1 + εk, &./�0�! ! ! ,

X0 = 0,



���� ������ 	�
����� 
	�����
��
����� �� �����

�
 ��

����� λ ∈ C �� ��� 	
�
��
 
�������� �� ��� ������ �� �� ���� �
�� ��
���������


��� �
����� ���� �� ��� �������
� ������ ���
 �� ��
 ����	���� ��� ��� �� λ ��

��������

����� ������ ��� ��� �� λ� ����� �
 ��� ����������
� X1, . . . , Xn �� ����
 � 

λ̂ :=

∑n
k=1

∑d
j=1〈Xk,j − Xk−1,j−1, Xk−1,j〉∑n

k=1

∑d
j=1 |Xk−1,j |2

,

����� Xk = (Xk,1, . . . , Xk,d)� �
� Xk,0 := 0�

�	

�� ��� 	� ��
����� ��� �	� �� �!	����"

Λn(λ) :=
n∑

k=1

‖Xk − J(λ)Xk−1‖2

=
n∑

k=1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Xk,1

·
·
·
·

Xk,d

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ 0 · · · 0
1 λ 0 ·
0 1 λ 0 ·
· · · · ·
· · λ 0
0 · · 0 1 λ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Xk−1,1

·
·
·
·

Xk−1,d

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

=
n∑

k=1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

⎛⎜⎜⎜⎝
Xk,1 − Xk−1,0 − λXk−1,1

Xk,2 − Xk−1,1 − λXk−1,2

���

Xk,d − Xk−1,d−1 − λXk−1,d

⎞⎟⎟⎟⎠
∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

.

#����	�� 

Λn(λ) =
n∑

k=1

d∑
j=1

|Xk,j − Xk−1,j−1|2 − λ

n∑
k=1

d∑
j=1

Xk−1,j(Xk,j − Xk−1,j−1)

− λ

n∑
k=1

d∑
j=1

Xk−1,j(Xk,j − Xk−1,j−1) + |λ|2
n∑

k=1

d∑
j=1

|Xk−1,j |2.

$����� λ̂ �� � ����� �!	���� �������� �� λ �� Λn(λ̂) �� ��
����� %� ����� ���

���
��� 
	���� λ �
 ��� ���� λ = α + iβ� ����� α, β ∈ R� &������
� Λn(λ̂) ��



�� ������� �� 	���
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���
� �� ����



� ������	� 	� α ��
 β �� 
�� ��� �	��	���
�

Λn(α, β) =
n∑

k=1

d∑
j=1

|Xk,j − Xk−1,j−1|2−

2α · ��
⎛⎝ n∑

k=1

d∑
j=1

Xk−1,j(Xk,j − Xk−1,j−1)

⎞⎠+

2β · ��
⎛⎝ n∑

k=1

d∑
j=1

Xk−1,j(Xk,j − Xk−1,j−1)

⎞⎠+

(α2 + β2)
n∑

k=1

d∑
j=1

|Xk−1,j |2.

���� ��������	� ����� ������� �� ��� �	��	���
 ������	�� �	�
�

−2
n∑

k=1

d∑
j=1

��
[
Xk−1,j(Xk,j − Xk−1,j−1)

]
+ 2α

n∑
k=1

d∑
j=1

|Xk−1,j |2 = 0,

2
n∑

k=1

d∑
j=1

��
[
Xk−1,j(Xk,j − Xk−1,j−1)

]
+ 2β

n∑
k=1

d∑
j=1

|Xk−1,j |2 = 0.

����� ��� ��� 	� α ��
 β ��� 
� �� !"

α̂n =

∑n
k=1

∑d
j=1 ��

[
Xk−1,j(Xk,j − Xk−1,j−1)

]
∑n

k=1

∑d
j=1 |Xk−1,j |2

,

β̂n = −
∑n

k=1

∑d
j=1 ��

[
Xk−1,j(Xk,j − Xk−1,j−1)

]
∑n

k=1

∑d
j=1 |Xk−1,j |2

.

���� �� 	!���� ��� �������	� 	� ��� �����# �

����� ������	��
� �� � 
������ ���� ���
���

$	� n = 1, 2, . . . �	���
�� ��� d%
������	��� �	�����% ����
 &� �	
���{
X

(n)
k = J(λn)X(n)

k−1 + ε
(n)
k , k = 1, 2, . . . , n,

X
(n)
0 = 0,

'�#()



���� ������ 	�
����� 
	�����
��
����� �� �����

�
 ��

����� {ε(n)
k } �� �	 ����
 �� ��	
�� ������� �	 C

d �	
 λn = ehn/n+iθ ���� hn ∈ C�
hn → h ∈ C �	
 θ ∈ (−π, π]� ������
 J(λn) → J(eiθ) ��	�� λn → eiθ� �� �� ���

�� ��� ���� ��� ��
�� �� 	����
 �	������� ��	�� �(J(eiθ)) = 1�

�� ��	��
�� ��� �������	� ���	���������	 �	 ��� �����	�� �� C
d�

z �→ eikθz.

���� ���	���������	 ��	 �� ��	��
���
 �� � �������	 �	 C
d� ��	��

〈eikθu, eikθv〉 = 〈u, v〉 ��� u, v ∈ C
d�

�� 
��	� ��� �������	� ������
 �����	�� ���� ��	��������	 �� ��� ���� �� �	 �� �
!��"��	 #$%&'�

Z
(n)
k := e−ikθX

(n)
k ,

ζ
(n)
k := e−ikθε

(n)
k .

(��

J̃(λn) := e−iθJ(λn) =

⎛⎜⎜⎝
ehn/n 0 · 0
e−iθ · 0
· · ·
0 · e−iθ ehn/n

⎞⎟⎟⎠ .

��� �������	� ��
�� �� ������
 �)������	� ���� ���*'�{
Z

(n)
k = J̃(λn)Z(n)

k−1 + ζ
(n)
k , k = 1, 2, . . . , n,

Z
(n)
0 = 0.

+�� �� ��	��
�� ��� 	������,����	 ��������

Ln := 
���
{

n−1/2, n−3/2eiθ, . . . , n−d+1/2e(d−1)iθ
}

,

�	
 ��	
�� ��� ��	����	�

Y (n)(t) := e−i[nt]θLnX
(n)
[nt] = LnZ

(n)
[nt],

M (n)(t) :=
1√
n

[nt]∑
k=1

e−ikθε
(n)
k =

1√
n

[nt]∑
k=1

ζ
(n)
k .

(�� ��  �� ��� �������	� ��	
����	 �	 ��� ��	
�� 
�������	��� {ε(n)
k }�



�� ������� �� 	���
� �	
���
� �� ����



��� ε
(n)
k � k = 1, . . . , n� n � 1� �� � �����	
��� ����� 
� ��
��� ����	����� ������	���

���������� �� C
d ���� ������� �
 ��� �������
�� (F (n)

k )k=0,1,...,n;n � 1 �
��
���� �
� ��� t ∈ [0, 1]

1
nt

[nt]∑
k=1

E

(
η
(n)
k

(
η
(n)
k

)�∣∣∣∣F (n)
k−1

)
P−→ 1

2
I2d �� n → ∞,

����� η
(n)
k := (�� (ζ(n)

k ), �� (ζ(n)
k ))� ���

∀α > 0
1
n

[nt]∑
k=1

E(‖ε(n)
k ‖2χ{‖ε

(n)
k ‖>α

√
n}|F

(n)
k−1)

P−→ 0 �� n → ∞.

��
� ���� �
�����  !"# �� $�
� ���� �� ��� �
�����
� ��� �� �������� ���� ���
�
��
���	 ��������� ��� ��
� �
� Y (n)� M (n)%

M (n) D−→ W �� D([0, 1] → C
d)�

Y (n) D−→ Y �� D([0, 1] → C
d)�

(M (n), Y n) D−→ (W,Y ) �� D([0, 1] → C
2d)�

����� D([0, 1] → C
d) ���
��� ��� &$
�
$�
� ������ {W (t), t ∈ [0, 1]} �� � �
����'�

�������� (����� ��
���� ���� )��
�� �� C
d ��� {Y (t), t ∈ [0, 1]} �� � �
����'�

�
����


� ���� �
�
��	�����)� ��
����� ������ �� ��� �
�
��
� 
� ��� ��
������� ���*
��������� ��
���
�

dY (t) = AY (t) dt + Σ dW (t), Y (0) = 0,

����� Σ := ���	 (1, 0, 0, . . . , 0)� ��� A �� ��� +
���� �����' ���� ��	��)��
� h%

A :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
h 0 · · · 0
1 h 0 ·
0 1 h 0 ·
· · · · ·
· · h 0
0 · · 0 1 h

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

����� �����	
���� �� 
�� ���

,
������ ��� d-�������
��� �
����'-)��
�� ������ 
������� .� ��
���� 	��������
���
����	 �
 ��� ������ /01�21 (� ��� ���������� �� ��� ����� ����)�

� 
� ��� 3&4 
�



���� ������ 	�
����� 
	�����
��
����� �� �����

�
 ��

λn ����� ��� ��	 
������
� 
��� �������
� �� �	��� ���������

λ̂n =

∑n
k=1

∑d
j=1〈X(n)

k,j − X
(n)
k−1,j−1, X

(n)
k−1,j〉∑n

k=1

∑d
j=1 |X(n)

k−1,j |2
,

��	�	 X
(n)
k,0 := 0�

������� ������ ������� ���� �		�
 ε
(n)
k k = 1, . . . , n� n � 1 ������
�� ��� ������

���� 	
�� ����

nd(λ̂n − λn) D−→ e(d−1)θi

∫ 1

0
Yd(t) dWd(t)∫ 1

0
|Yd(t)|2 dt

, �����

���	� ��� �	����� Y (t)� t ∈ [0, 1] �� ����� �


dY (t) = AY (t)dt + ΣdW (t) Y (0) = 0,

��� W (t)� t ∈ [0, 1] �� � ������	� ������� d������������ �����	 �	������

����
� �
 �	 ���	 �
�� ��
���	�����
 ����

X
(n)
k,j = X

(n)
k−1,j−1 + λnX

(n)
k−1,j + ε

(n)
k,j 
�� 1 � k � n� 1 � j � d�

�	 �	� ��	 
������
��

λ̂n =

∑d
j=1

∑n
k=1

[
λn|X(n)

k−1,j |2 + 〈ε(n)
k,j , X

(n)
k−1,j〉

]
∑n

k=1

∑d
j=1 |X(n)

k−1,j |2

= λn +

∑d
j=1

∑n
k=1〈ε(n)

k,j , X
(n)
k−1,j〉∑n

k=1

∑d
j=1 |X(n)

k−1,j |2
,

λ̂n − λn =

∑d
j=1

∑n
k=1〈ε(n)

k,j , X
(n)
k−1,j〉∑n

k=1

∑d
j=1 |X(n)

k−1,j |2
.

��	 �������
����� �
 ��	 ���
�
�������
 z �→ e−ikθ �����	� ����

λ̂n − λn =

∑d
j=1

∑n
k=1〈ζk,j , Zk−1,j〉∑n

k=1

∑d
j=1 |Zk−1,j |2

.

 ��	�!	� ��	 
������
� �� !�����

Z
(n)
k,j = e−ikθX

(n)
k,j ,



�� ������� �� 	���
� �	
���
� �� ����



∫ 1

0

Y
(n)
j (t)Y (n)

j (t) dt =

n∑
k=1

∫ k/n

k−1/n

n−j+1/2e(j−1)θiZ
(n)
k−1,j(t)n

−j+1/2e−(j−1)θiZ
(n)
k−1,j(t) dt =

n−2j+1 · 1
n

n∑
k=1

|Z(n)
k−1,j |2,

�����
n∑

k=1

|X(n)
k−1,j |2 =

n∑
k=1

|Z(n)
k−1,j |2 = n2j

∫ 1

0

Y
(n)
j (t)Y (n)

j (t) dt.

����	
�	�∫ 1

0

Y
(n)
j (t) dM

(n)
j (t) =

1√
n

e−(j−1)θin−j+1/2
n∑

k=1

ζ
(n)
k−1,jZ

(n)
k−1,j ,


���
n∑

k=1

ε
(n)
k−1,jX

(n)
k−1,j =

n∑
k=1

ζ
(n)
k−1,jZ

(n)
k−1,j = nje(j−1)θi

∫ 1

0

Y
(n)
j (t) dM

(n)
j (t).

���������
	�

nd(λ̂n − λn) = nd

∑d
j=1 e(j−1)θinj

∫ 1

0
Y

(n)
j (t) dM

(n)
j (t)∑d

j=1 n2j
∫ 1

0
Y

(n)
j (t)Y (n)

j (t)dt

=

∑d
j=1 e(j−1)θi

∫ 1

0
Y

(n)
j (t) dM

(n)
j (t)∑d

j=1 nj−d
∫ 1

0
Y

(n)
j (t)Y (n)

j (t)dt
.

�
���� ��
� 
�����
 
�

 (M (n), Y n) D−→ (W,Y ) �� D([0, 1] → C
2d) 
�� ������

��� ��
��	�� �������
��� � �� ���
�

�
� �� ! "� �#

�� 
�� 
����
���$ �

����� ��� �� �	
 ��
�
�
�� �� �	
 �
���
� ���������� ���


���
�

�������� 
�� d%���������
	 ����	��%&
	��� '���
���%(�	��#��� ������� ��)��� 
�

�� ��	�
��� �� 
�� �
���
�
�� ��*����
�
	 ���

���

dY (t) = AY (t) dt + Σ dW (t), Y (0) = 0,



���� ������ 	�
����� 
	�����
��
����� �� �����

�
 ��

����� {W (t), t ∈ [0, 1]} �� � �	�
���� ���
�� 
������ ��	� ������ �
 C
d� ��	 ��

���
	��� 	�� ���
��� 
������ {W (t), t ∈ [0, 1]} ��	� 	�� �	�
���� ���
�� 
������

{W̃ (t), t ∈ [0, 1]} �
 R
2d� �����

W̃ (t) := (��W1(t), ��W1(t),��W2(t), ��W2(t), . . . ,��Wd(t), ��Wd(t)).

��	 �� ���
	��� 	�� ���
��� 
������ {Y (t), t ∈ [0, 1]} ��	� 	�� 
������

Ỹ (t) := (��Y1(t), ��Y1(t),��Y2(t), ��Y2(t), . . . ,��Yd(t), ��Yd(t))

��	� ������ �
 R
2d�

���
 	�� ����� ���
��� �	�����	�� ������
	��� ����	��
 �� ��������
	 ��	� 	��
�������
 ���� �	�����	�� ������
	��� ����	��
!

Ỹ (t) = ÃỸ (t) dt + Σ̃ dW̃ (t), Ỹ (0) = 0,

����� Ã �
� Σ̃ ��� ��"
�� �� 	�� �������
 ����#� �� ��	�����!

Ã :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
K 0 · 0
I2 K 0 ·
0 I2 K
· · ·
0 0 I2 K

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Σ̃ :=

⎛⎜⎜⎝
I2 0 · 0
0 0 ·
· ·
0 0

⎞⎟⎟⎠ = ��� (1, 1, 0, 0, . . .),

�����

K :=
(
��h −��h
��h ��h

)
, I2 :=

(
1 0
0 1

)
.

$Ã �
� Σ̃ ��� ���� 2d × 2d ��	������%

&�
����� 	�� �������� PfW �
� PeY �
 C([0, 1] → R
2d)  �
���	�� �� 	�� ����


�������� W̃ �
� Ỹ � ���
��	������ �	 �� #
��
 	��	 PeY �� ������	�� ��
	�
����
��	� ���
��	 	� 	�� ������� PfW �
� 	�� �����'(�#���� ������	��� ��� 	�� ����

dPeY
dPfW

(Ỹ ) = exp
{∫ 1

0

〈Σ̃�ÃỸ (u), dỸ (u)〉 − 1
2

∫ 1

0

〈ÃỸ (u), Σ̃�ÃỸ (u)〉du

}
, $)�*%

����� Σ̃� ��
�	�� 	�� 
����� �
����� $��  �
�����+�� �
�����% �� 	�� ��	��� Σ $���

,��	- .�/%� �	 ��
 �� ������ ����"�� 	��	 Σ̃� = Σ̃�



�� ������� �� 	���
� �	
���
� �� ����



�������	
 �� �
 �������
 ��
 ����� ���� ���
 �� ��
 
������� ����� �� �
h ���
��h� �
  �� ������ ��
 !"# �� �
h ��� ��h� �
�� ��
 !"# �� h� $
 ���


dPeY
dPfW

(Ỹ ) =�
h ·
{∫ 1

0

�
Y1(u) d�
Y1(u) +
∫ 1

0

��Y1(u) d��Y1(u)
}

+ ��h ·
{∫ 1

0

�
Y1(u) d��Y1(u) −
∫ 1

0

��Y1(u) d�
Y1(u)
}

− 1
2
(
(�
h)2 + (��h)2

) ∫ 1

0

{
(�
Y1(u))2 + (��Y1(u))2

}
du,

��
�
 Y1 �� ��
 %���  ��&��
�� �� ��
  ��&	
� &�� 
�� Y �

'���		
 �
 ������

ĥ =

∫ 1

0
Y1(t) dY1(t)∫ 1

0
|Y1(t)|2 dt

.

(� ��
 !"# �� h �
&
��� ��	
 �� ��
 %���  ��&��
�� �� Y �

$
 �
���) ���� �� ��
  ��
 d = 1 *�
��
� ���+�+�� ��
� ����

n(λ̂n − λn) D−→
∫ 1

0
Y1(t) dW1(t)∫ 1

0
|Y1(t)|2 dt

,

��� ��
 ��,-� �����	� ���
�

ĥ =

∫ 1

0
Y1(t) dY1(t)∫ 1

0
|Y1(t)|2 dt

= h +

∫ 1

0
Y1(t) dW1(t)∫ 1

0
|Y1(t)|2 dt

,

�
� 
 n(λn − λ) → h ��&	�
�

n(λ̂n − λn) D−→ ĥ,

���� ��� ��
 "(# �� ��
  �
. �
�� �� ��
 ��� �
�
 ���
 ���
	�  ���
��
� �� ��
 !"#
�� ��
  �
. �
�� �� ��
  ���
�&������  ��������� ���
 ���
	� �(

 �	�� /+01��

�� d � 2 ��
� �� � � �
	��������& ��
� ��� ��	�� �
 ���
 ��
 	���� ������������ ��
��
 "(# �� ��
  �
. �
�� �� ��
 ��� �
�
 ���
 ���
	� �
&
��� �� ��
 	���  ��&��
��
�� ��
  ��&	
� &�� 
�� Y �

�� �� �	�� ���
�
����� �� �
����� ���� ��
  ��&	
� &�� 
�� Y �� ����
�� �� �� ��
��	
 �
 ��
 %���  ��&��
�� W1 �� ��
 $�
�
� &�� 
�� W � ��� ��
 	���� ������������
�� ��
 "(#  ������� ��
 	���  ��&��
�� Wd� ��� � ��� �
 �
%������� ���
&
��
�� ��
��
 %���  ��&��
�� W1 ��� d � 2��



���� ������ 	�
����� 
	�����
��
����� �� �����

�
 ��

����� ��� ��	� 
� ��
���� �
���� ��
��	

��� ���� �� �	
����
 �	����������

��� λ(j)� j = 1, . . . , r� �� ����	�
� ��
���� 
�
��	� �
� ��� d1, . . . , dr ∈ N� ���
��� �������
� 
��	�� Qn �� ��� 
���� ����� ��
����� �� ��� ��		����
��
� ��	��

�������

Qn := ���� {J(λ(1)
n , d1), . . . , J(λ(r)

n , dr)},
���	� λ

(j)
n = eh(j)

n /n+iθ(j)
���� h

(j)
n ∈ C� h

(j)
n → h(j) ∈ C �
� θ(j) ∈ (−π, π] ��	

j = 1, . . . , r�

 �� ��� ��
 �� �!��	�� ��� ��� �������
� ��	
�

Λn(λ(1)
n , . . . , λ(r)

n ) =

=
r∑

j=1

n∑
k=1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

X
(n)
k,d1+···+dj−1+1

·
·
·
·

X
(n)
k,d1+···+dj−1+dj

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
− J(λ(j)

n , d1)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

X
(n)
k−1,d1+···+dj−1+1

·
·
·
·

X
(n)
k−1,d1+···+dj−1+dj

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

.

"�#�����$ λ
(j)
n �� ����
���� �	�
 ��� j%�� ����� �� ��
��
�
�� �� Xk �
 ���

��
� ��$ �� �
 ��� ���� �� � ��
��� ��	��
 ������

&�
��� �
��	 ��� '�
�����
 ���� ��� �() �� λ
(j)
n � j = 1, . . . , r �	� ��$
���������$

�
����
��
�� �
� ��� ��
�� ����#���	 ��
 �� �����
�� �� �� ��#� ���
 �� �
 ��� ����
�� � ��
��� ��	��
 ������

��� ���� �� ��� ������ ������ �	
� 
�� ���� �	��������

��� λ ∈ C �
� ��� d1, . . . , dr ∈ N� ��� ��� �������
� 
��	�� Qn �� ��� 
����
����� ��

Qn := ���� {J(λn, d1), . . . , J(λn, dr)},
���	� λn = ehn/n+iθ ���� hn ∈ C� hn → h ∈ C �
� θ ∈ (−π, π]�

 �� ��� �() �� λn ���� ��

λ̂n =

∑n
k=1

∑d1+···+dr

�=1 〈X(n)
k,� − X̃

(n)
k−1,�−1, X

(n)
k−1,j〉∑n

k=1

∑d1+···+dr

�=1 |X(n)
k−1,�|2

,



�� ������� �� 	���
� �	
���
� �� ����



�����

X̃
(n)
k,�−1 :=

{
0 ��� � = d1, . . . , dr�

X
(n)
k,�−1 �	����
���


�� 	�� ������
��	
�� ��	�
��� ���

Ln := �
��
{

n−1/2, . . . , n−d1+1/2e(d1−1)iθ, . . . , n−1/2, . . . , n−dr+1/2e(dr−1)iθ
}

,

��� ����� 	�� ����
	
�� ��� �� ���� 	�� ����������� �� 	�� ������ �	�� ����	
���

(M (n), Y n) D−→ (W,Y ) 
� D([0, 1] → C
2(d1+···+dr))�

����� 	�� ������� Y (t)� t ∈ [0, 1] 
� ������ ��

dY (t) = AY (t) dt + Σ dW (t), Y (0) = 0,

�
	�

A := �
�� {J(h, d1), . . . , J(h, dr)}, Σ := �
�� {Σ(1), . . . ,Σ(r)},
����� Σ(j) := �
�� (1, 0, . . . , 0)� Σ(j) 
� � dj × dj ��	�
�� j = 1, . . . , r�

��	 d := max{d1, . . . , dr}� �� 
�  ������ !� �� ��	�
� 	��	

nd
(
λ̂n − λn

) D−→ e(d−1)θi

∑
j:dj=d

∫ 1

0
Yd1+···+dj (t) dWd1+···+dj (t)∑

j:dj=d

∫ 1

0
|Yd1+···+dj (t)|2 dt

,

	��� 	�� ��������� �� 	�� ����	��	 �
����
�� �������	� �
	� ���� �	��� ��� ���
��	�

	�� ���	�

"	 
� 
�	����	
�� 	� ��	� 	��	 ��� d � 2 	�� ��������� Wd1+···+dj � ��� Yd1+···+dj

��� {j : dj = d} ��� 
���������	 �
��� 	�� ��������� Yd1+···+dj � {j : dj = d} ���

��
��� �� Wd1+···+dj−1+1� {j : dj = d}�



������� �

���������� �� �	
 �
�� ��

��
��������
 �� ����
��
�

��� ��� ��� �	 �
�����
��� ��� ��	���� 	� ��������	
 	� ��� ���
 �	� �����	
��� �
�
���	 ����� ���������
��	
�� ���	��
������� ��	�������

��� ���� �� 	
�
����
� �� �
�����

�	
����� � d�����
��	
�� �����	
��� �� ��	���� {Ỹ (t) : t ∈ R}� ����� �� ��� ������
�����	
��� �	����	
 	�

dỸ (t) = −AỸ (t) dt + Σ dW (t), t ∈ R, ��� !

����� A �
� Σ ��� d× d �������� ���� ���� ��� ��
�
������ 	� A ���� 
����������
�	������ ���� ����� �
� {W (t) : t ∈ R} �� � d�����
��	
�� ���
���� "��
�� ��	�����
����� {W (t) : t � 0} �
� {W (−t) : t � 0} ��� �
����
��
� d�����
��	
�� ���
����
"��
�� ��	������� #
 ����� {W (t) : t ∈ R} �� � �	
��
�	�� ���	 ���
 $������

��	���� ����

�	� (W (s),W (t)) = EW (s)W (t)� =

{
(|s| ∧ |t|) · I, �� st � 0�
0, 	���������

	�� �%������
���� {W (t) : t ∈ R} �� � �	
��
�	�� ��	���� ���� �����	
��� �
����
��
�
�
�����
�� ���� ���� �	� ��� �
�����
�� �� ����

W (t) − W (s) ∼ Nd(0, |t − s| · I).

�&



�� ������� �� �	�
���
�
 �� ��� ���


��� �����		 {Ỹ (t) : t ∈ R} 
	 � ���� 
��� ���		
�� �����		 �
��

��� (Ỹ (t), Ỹ (s)) = EỸ (t)Ỹ (s)� = e−(t−s)AB(0), ��� s � t�

����� ��� d × d 
���
� B(0) 
	 ��� ���� 	����
�� �� ��� 
���
� �����
��

AB(0) + B(0)A� = ΣΣ�. �����

�� ��
�� ���� B(0) 
	 � 	�

���
�� ��	
�
�� !�"�
�� 
���
� ��!

B(0) =
∫ ∞

0

e−uAΣΣ�e−uA�
du. ���#�

$��������

Ỹ (t) = e−tA

(
Ỹ (0) +

∫ t

0

euAΣ dW (u)
)

=
∫ t

−∞
e−(t−u)AΣ dW (u). ���%�

&��� ���	
!�� � 	�
���! 	���
����� '( �����		 {Z̃(t) : t ∈ R}� )
��� *�

Z̃(t) = Ỹ (t) + Hm, t ∈ R,

����� H 
	 �  ���� d×d ���	���
�� 
���
� ��! m ∈ R
d 
	 �� �� ���� ����
����

�������

������� ������ ��� [T1, T2] ⊂ R� �� H−1 ������ �	�
 �	� �����
� ������	���

��������� �� m ����� �
 �	� ����������
 �� {Z̃(t) : t ∈ [T1, T2]} �� ����
 ��

m̃ = U−1V eZ , �����

�	���

U = H�B(0)−1H + (T2 − T1)H�A� (
ΣΣ�)�

AH, ���+�

V eZ = H�B(0)−1Z̃(T1) + H�A� (
ΣΣ�)�

(
Z̃(T2) − Z̃(T2) + A

∫ T2

T1

Z̃(t) dt

)
. ���,�

���������

m̃ ∼ Nd(m,U−1). �����

�� ���! ��� ������
�) ��

��



���� ���� �� �	�	
����
 �� ������� ��

����� ������ ������ �� PeY ��� P eZ �	� 
����
�� ����
���� �� C([T1, T2] → R
d)

�� �	� �
������� Ỹ ��� Z̃� 
������������ �	��� �	� 
����
�� PeY ��� P eZ �
�

���������� ��� �	� ������������
 ��
������� 	�� �	� ��



dP eZ
dPeY

(X) = exp
{
−1

2
〈Um,m〉 + 〈VX ,m〉

}
. �����

�	

�� ����	� 
� PW 	�� 
������ ������	�� �� C([T1, T2] → R
d) 
� 	�� �������

W � ����� 	�� 
������� PeY ��� PW ��� ���������	 ��� 	�� ������������

������	��� ��� 	��  ��


dPeY
dPW

(X) =
1√

2πDetB(0)
exp

{
− 1

2
〈B(0)−1X(T1), X(T1)〉

− 1
2

∫ T2

T1

〈 (
ΣΣ�)�

AX(t), AX(t)
〉
dt ���!"�

−
∫ T2

T1

〈 (
ΣΣ�)�

AX(t), dX(t)
〉}

,

���� ����� #��	$ %&� ' (�&�&� ������
 ()�

*��������	��� 	�� 
������� P eZ ��� PW ��� ���������	 ��� 	�� ������������

������	��� ��� 	��  ��


dP eZ
dPW

(X) =
dPeY
dPW

(X − Hm)

=
1√

2πDetB(0)
exp

{
− 1

2
〈B(0)−1(X(T1) − Hm), X(T1) − Hm〉

− 1
2

∫ T2

T1

〈 (
ΣΣ�)�

A(X(t) − Hm), A(X(t) − Hm)
〉
dt

���!!�

−
∫ T2

T1

〈 (
ΣΣ�)�

A(X(t) − Hm), dX(t)
〉}

.

+� ����

〈B(0)−1(X(T1) − Hm), X(T1) − Hm〉 ���!(�

= 〈B(0)−1X(T1), X(T1)〉 − 2〈H�B(0)−1X(T1),m〉 + 〈H�B(0)−1Hm,m〉,



�� ������� �� �	�
���
�
 �� ��� ���


∫ T2

T1

〈(ΣΣ�)�
A(X(t) − Hm), A(X(t) − Hm)〉dt

=
∫ T2

T1

〈(ΣΣ�)�
AX(t), AX(t)〉dt − 2

∫ T2

T1

〈H�A� (
ΣΣ�)�

AX(t),m〉dt ������

+
∫ T2

T1

〈H�A� (
ΣΣ�)�

AHm,m〉dt,

∫ T2

T1

〈(ΣΣ�)�
A(X(t) − Hm), dX(t)〉

=
∫ T2

T1

〈(ΣΣ�)�
AX(t), dX(t)〉 −

∫ T2

T1

〈H�A� (
ΣΣ�)�

dX(t),m〉, ������

	
��


dP eZ
dPeY

(X) =
dP eZ
dPW

(X)
dPW

dPeY
(X) = exp

{
−1

2
〈Um,m〉 + 〈VX ,m〉

}
.

�

����� �� ������� �	
�
�
� 
��������� U �� � ����
����� �������
 �
����
 �������

�
����� ��
√

U ���
√

U−1 �	
 ���� ����
����� �������
 �
����
 �!���
 ���� �"
U ��� U−1� �
��
����
��� #
 ������

−1
2
〈Um,m〉 + 〈V eZ ,m〉 = −1

2

(
〈
√

Um,
√

Um〉 − 2〈
√

U−1V eZ ,
√

Um〉
)

= −1
2

(
‖
√

Um −
√

U−1V eZ‖2 − 〈
√

U−1V eZ ,
√

U−1V eZ〉
)

= −1
2

(
‖
√

U(m − U−1V eZ)‖2 − 〈U−1V eZ , V eZ〉
)

,

#	��	 �����
� �	�� m̃ = U−1V eZ �

$�
����� m̃ �� �������� ���������
� #��	 �
�� m� %	
 ��� �" �	
 "����#�� 
���������� �� �� �	�# �	�� Var m̃ = U−1� &
 	��
 V eZ = VeY + Um� $���
!�
�����
m̃ = U−1VeY + m� 	
��


Var m̃ = E(m̃ − m)(m̃ − m)� = U−1
E

(
VeY V �

eY
)

U−1.



���� ���� �� �	�	
����
 �� ������� ��

����� �� �� ��	
���� �
 ��
�� ���� EVeY V �
eY = U � ��� �� ����� VeY �� ��� �
��

VeY = H�B(0)−1Ỹ (T1) + H�A� (
ΣΣ�)�

∫ T2

T1

(
AỸ (t) dt + dỸ (t)

)
= H�B(0)−1Ỹ (T1) + H�A� (

ΣΣ�)�
∫ T2

T1

Σ dW (t)

= H�B(0)−1Ỹ (T1) + H�A� (
ΣΣ�)�

Σ(W (T2) − W (T1)),

����� Ỹ (T1) =
∫ T1

−∞ e−(T1−u)AΣ dW (u) ��� W (T2) − W (T1) ��� ������������

���
�

Var VeY = Var
(
H�B(0)−1Ỹ (T1)

)
+ Var

(
H�A� (

ΣΣ�)�
Σ(W (T2) − W (T1))

)
= H�B(0)−1B(0)B(0)−1H + (T2 − T1)H�A� (

ΣΣ�)�
ΣΣ� (

ΣΣ�)�
AH

= H�B(0)−1H + (T2 − T1)H�A� (
ΣΣ�)�

AH = U.

�

������ ����	� ����� �������	 
�� �� 
����� ����
��� �� ��� ���
 �� ����� ������
������ �

���������� �� ����� ��� T1 = t1 < t2 < . . . < tn = T2� ��� ������
��
����

Ỹ (t1), Ỹ (t2) − e−(∆t2)AỸ (t1), . . . , Ỹ (tn) − e−(∆tn)AỸ (tn−1)

��� ��
��������� ��� ���� �  ���� ������ ������������� ���
� ���� ��� ����
������
���� !��� ����� Var Ỹ (t1) = B(0) ���

Var
(
Ỹ (tj) − e−(∆tj)AỸ (tj−1)

)
= B(0) − e−(∆tj)AB(0)e−(∆tj)A

�
,

����� ∆tj := tj − tj−1� "���� ���  ���� ������� �� ��� ������ ��
����

(Ỹ (t1), . . . , Ỹ (tn)) ��� ��� ����

feY (t1),...,eY (tn)(x1, . . . , xn) = c exp
{
− 1

2
〈B(0)−1x1, x1〉−

− 1
2

n∑
j=2

〈(
B(0) − e−(∆tj)AB(0)e−(∆tj)A

�)−1

(
xj − e−(∆tj)Axj−1

)
, xj − e−(∆tj)Axj−1

〉}
,



�� ������� �� �	�
���
�
 �� ��� ���


���� � �������	 
��
�����
� ��
���
� c� ��	����� ��	 ���
� �	
���� �� ��	 ��
��

�	����� (Z̃(t1), . . . , Z̃(tn)) ��� ��	 ���


f eZ(t1),..., eZ(tn)(x1, . . . , xn) = feY (t1),...,eY (tn)(x1 − Hm, . . . , xn − Hm).

�� PeY (t1),...,eY (tn) �
� P eZ(t1),..., eZ(tn) �	
��	 ��	 �����������
 �
 R
n �� ��	 ��
��


�	����� (Ỹ (t1), . . . , Ỹ (tn)) �
� (Z̃(t1), . . . , Z̃(tn))� �	��	����	��� ��	
 PeY (t1),...,eY (tn)

�
� P eZ(t1),..., eZ(tn) ��	 	������	
� �
�

dP eZ(t1),..., eZ(tn)

dPeY (t1),...,eY (tn)

(x1, . . . , xn) =
f eZ(t1),..., eZ(tn)(x1, . . . , xn)

feY (t1),...,eY (tn)(x1, . . . , xn)
.

�	 ���	 e−(∆tj)A ≈ I − (∆tj)A� �	
�	

B(0) − e−(∆tj)AB(0)e−(∆tj)A
� ≈ (∆tj)(AB(0) + B(0)A�) = (∆tj)ΣΣ�.

���	��	��

xj − Hm − e−(∆tj)A(xj−1 − Hm) ≈ ∆xj + (∆tj)A(xj−1 − Hm),

��	�	 ∆xj := xj − xj−1� �	
�	�

dP eZ(t1),..., eZ(tn)

dPeY (t1),...,eY (tn)

(x1, . . . , xn)

≈ exp
{
− 1

2

〈⎛⎝B(0)−1 +
n∑

j=2

(∆tj)A� (
ΣΣ�)�

A

⎞⎠Hm,Hm

〉

+

〈
B(0)−1x1 +

n∑
j=2

A� (
ΣΣ�)�

(∆xj + (∆tj)Axj−1) ,Hm

〉
.

�� ��
 �	 	����� ����
 ����� �� n → ∞ �
� max
1�j�n

∆tj → 0�

dP eZ(t1),..., eZ(tn)

dPeY (t1),...,eY (tn)

(Ỹ (t1), . . . , Ỹ (tn)) P−→ exp
{
−1

2
〈Um,m〉 + 〈VeY ,m〉

}
.

�����
� VeY ∼ Nd(0, U)� �	 �����


E exp
{
−1

2
〈Um,m〉 + 〈VeY ,m〉

}
= 1,

�
� ��  �	��	
 !���"�# �
 $������	� %&'(� �	 ��
����	 ��	 ����	
	
� �� )	

�
*+�,�#�-�



���� ���� �� �	�	
����
 �� ������� ��

����� ������	
 �� 
��������� ����	

	


������� ��	�
� �������������	
 ����
�
��	
��� ������ �������� � ���	

��
�������� ��

���	������ ���������� ����� 
������ {X̃(t) : t ∈ R} ����� �� ���
������ ���������� �������� ��

dX̃(t) = −αX̃(t) dt + dW(t), t ∈ R,

����� {W(t) : t ∈ R} �� � ��

���	������ �������� ������ 
������ ������ W(t) =
W̃1(t)+iW̃2(t)� ����� {(W̃1(t), W̃2(t)) : t ∈ R} �� � �	��
�������� �������� ������

�������� ��� α = λ + iω ���� ��� ��

�� 
���
���� λ > 0 ��� ��� 
���������

���
���� ω ∈ R� �!�� ����"� #��
� ���� ��� !���� $%&� ����" $�&�� '�� �� ��� ���

�������� ReX̃(t) = Ỹ1(t)� ImX̃(t) = Ỹ2(t)� ��������(
dỸ1(t)
dỸ2(t)

)
= −

(
λ ω
−ω λ

)(
Ỹ1(t)dt

Ỹ2(t)dt

)
+

(
dW̃1(t)
dW̃2(t)

)
,

����� {(ReX̃(t), ImX̃(t))� : t ∈ R} �� � �	��
�������� ���������� �� 
������ ����
���(����� 
�����

A =
(

λ ω
−ω λ

)
.

)�� ���� �������� �� ��� 
����� �*������ AB(0)+B(0)A� = I �� B(0) = 1
2λI� �����

B(0)−1 = 2λI� +,�������� A�A = (λ2+ω2)I� ���� U = (2λ+(T2−T1)(λ2+ω2))I�
'�� Z̃(t) := Ỹ (t) + m� t ∈ R� ����� m = (m1,m2) ∈ R

2 �� �������� )����

V eZ = 2λZ̃(T1) + A�(Z̃(T2) − Z̃(T1)) + (λ2 + ω2)
∫ T2

T1

Z̃(t) dt,

�����*�������

m̃1 =
λ(Z̃1(T1) + Z̃1(T2)) − ω(Z̃2(T2) − Z̃2(T1)) + (λ2 + ω2)

∫ T2

T1
Z̃1(t) dt

2λ + (T2 − T1)(λ2 + ω2)
, ������

m̃2 =
λ(Z̃2(T1) + Z̃2(T2)) + ω(Z̃1(T2) − Z̃1(T1)) + (λ2 + ω2)

∫ T2

T1
Z̃2(t) dt

2λ + (T2 − T1)(λ2 + ω2)
, ������

��� ����" $-� ./�/��&�

0��������

(m̃1, m̃2)� ∼ N2

(
m,

1
2λ + (T2 − T1)(λ2 + ω2)

I

)
.



�� ������� �� �	�
���
�
 �� ��� ���


������������	 m̃1 �
� m̃2 ��� �
��
�
��
��

�� ���� ��� �������
� ����
����� ���������

lim
T2−T1→∞

(T2 − T1)Var m̃1 = lim
T2−T1→∞

(T2 − T1)Var m̃2 =
1

λ2 + ω2
,

��
�� m̃1 �
� m̃2 ��� ����
��������� ��
�����
� �� T2 − T1 → ∞� ��������	 ��
ω �= 0 �� ����	 ���
 �� ���	 �
 ��
����� �� ��� �
������
���
�� ����������� ����	 ����
Var m̃1 �
� Var m̃2 �����
 ���
��� �
������� �
 λ	 ��
��

lim
λ↓0

Var m̃1 = lim
λ↓0

Var m̃2 =
1

(T2 − T1)ω2
.

������� ��	��� �������������	
 ��	
��	

�� ������ ��
����� � �
������
�

���
�� ������
��� � !"# 
������ {X̃(t) : t ∈ R} ����� �� ��� ���$�� ������
���
�������
 ��

d2X̃(t) = −c1dX̃(t) − c2X̃(t) dt + dW (t), t ∈ R. ������

!�� �����$ ���� 
�� d eX(t)
dt = X̃ ′(t) �������# %�� �� ����� ��� �������������� 
���
��

���� �� ��� 
������ �
 ��� ����

ψ(λ) = λ2 + c1λ + c2 = (λ + λ1)(λ + λ2).

&'�����
 !(�)*# ��� � !�
�'��# ���$�� ������
��� �������
 �� �
� �
�� �� ��� ��� ���
�

�
� 
��������� �� ���� Reλ1 > 0	 Reλ2 > 0� %�� �� ��� ��� 
������
 X̃(t) = Ỹ1(t)	
X̃ ′(t) = Ỹ2(t)� �������	(

dỸ1(t)
dỸ2(t)

)
= −

(
0 −1
c2 c1

)(
Ỹ1(t)dt

Ỹ2(t)dt

)
+

(
0 0
0 1

)(
0

dW̃ (t)

)
,

��
�� {(X̃(t), X̃ ′(t))� : t ∈ R} �� � "�����
���
�� ������
��� � 
������ ����
���+���
� ��������

A =
(

0 −1
c2 c1

)
, Σ =

(
0 0
0 1

)
.

,�� �
�� �������
 �� ��� ������ �'�����
 AB(0) + B(0)A� = I ��

B(0) =
( 1

2c1c2
0

0 1
2c1

)
, ��
�� B(0)−1 =

(
2c1c2 0

0 2c1

)
.

-��������	 (
ΣΣ�)�

=
(

0 0
0 1

)
,



���� ���� �� �	�	
����
 �� ������� ��

�����

A� (
ΣΣ�)�

=
(

0 c2

0 c1

)
, A� (

ΣΣ�)�
A =

(
c2
2 c1c2

c1c2 c2
1

)
.

��� Z̃(t) := X̃(t) + m� t ∈ R� ����� m ∈ R 	
 ����
��� ���� Z̃ ′(t) = X̃ ′(t)�
t ∈ R� ����� (

dZ̃(t)
dZ̃ ′(t)

)
= Y (t) + H

(
m1

m2

)
, t ∈ R,

�����

H =
(

1 0
0 0

)
,

(
m1

m2

)
=

(
m
0

)
.

���


U =
(

2c1c2 + (T2 − T1)c2
2 0

0 0

)
,

V eZ =

(
2c1c2Z̃(T1) +

∫ T2

T1
(c2

2Z̃(t) + c1c2Z̃
′(t)) dt +

∫ T2

T1
c2 dZ̃ ′(t)

0

)

=

(
c1c2(Z̃(T1) + Z̃(T2)) + c2(Z̃ ′(T2) − Z̃ ′(T1)) + c2

2

∫ T2

T1
Z̃(t) dt

0

)
.

�� ����� ���������

dP eZ
dPeY

(Z̃) = exp
{
−1

2
u1,1m

2 + v1(Z̃)m
}

,

����� P eZ ���
��
 ��� ���
��� ��������� 
� C([T1, T2] → R
2) �� ��� ��
��

 (Z̃, Z̃ ′)�

��� u1,1� v1(Z̃) ���
�� ��� ��
� ����� 
� U ��� V eZ � ��
����	�� �� !
�
�"���� ��
��� ��#	���  	�� 	�

� �
�	���
� 
� m 	


m̃ =
c1(Z̃(T1) + Z̃(T2)) + Z̃ ′(T2) − Z̃ ′(T1) + c2

∫ T2

T1
Z̃(t) dt

2c1 + (T2 − T1)c2
������

∼ N1

(
m,

1
2c1c2 + (T2 − T1)c2

2

)
,


�� $���% &'� ( ������ ( )�)��*� +� ���� ��� �
  
�	�� �
����
�	� �����	
��,

lim
T2−T1→∞

(T2 − T1)Var m̃ =
1
c2
2

, ����� lim
T2−T1→∞

Var m̃ = 0�



�� ������� �� �	�
���
�
 �� ��� ���


���� m̃ �� ������	��
���� 
	�����
�� �� T2 − T1 → ∞� �����
��	�
�

lim
λ1↓0

λ1Var m̃ =
1

2λ2
2

, �
�

 lim
λ1↓0

Var m̃ = ∞�

�
�

 Var m̃ �� ���	���
� �� λ1 ↓ 0�

�� λ1 = λ2 = λ > 0 ��
 �	���
 �		��� ��
�

lim
λ↓0

λ3Var m̃ =
1
4
,

�
�

 Var m̃ �� ���	���
� �� λ ↓ 0�

�� ��
 
����
�
�����
 �	���	���� ��� 
	������
� 
	���
� �		�� λ1 = λ + iω� λ2 =
λ − iω� ��
�
 λ, ω ∈ R� λ > 0 �� ��
 ������� �����
�
� ��� ω �= 0 �� ��

�
��	��
�� �����
�
�� ��
�

lim
λ↓0

Var m̃ =
1

(T2 − T1)ω4
,

��� �
 �
� ���� Var m̃ �
����� �	���
� ����	���� �� λ�

������� ��	�
� �������������	
 ��	
��	

�� ������ �	����
� � 	�
����

�
���	��� �����	���� ���p ��	

�� {X̃(t) : t ∈ R} ���
� �� ��
 �
�!�� �����	����
�	����	� 	�

dpX̃(t) = −c1dp−1X̃(t) − . . . − cp−1dX̃(t) − cpX̃(t) dt + dW (t), t ∈ R. ������

"
� �� ����
 ��
 
����
�
�����
 �	���	���� 	� ��
 ��	

�� �� ��
 �	��

ψ(λ) = λp + c1λ
p−1 + c2λ

p−2 + · · · + cp =
p∏

j=1

(λ + λj).

#$����	� �%�&' ��� � ����$�
 �
�!�� �����	���� �	����	� �� ��� 	��� �� Reλj > 0
�	� ��� j = 1, 2, . . . , p� �� �
 ��
 ��
 �	����	� X̃(t) = Ỹ1(t)� X̃ ′(t) = Ỹ2(t)� � � � �

X̃(p−1)(t) = Ỹp(t) ��� Ỹ (t) = (Ỹ1(t), . . . , Ỹp(t))�� ��
� �
 ��(


dỸ (t) = −AỸ (t) dt + Σ dW (t), t ∈ R, ������

��
�


A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −1 0 · · · 0 0
0 0 −1 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0
���

���
���

� � �
���

���
0 0 0 · · · 0 −1
cp cp−1 cp−2 · · · c2 c1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, Σ =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 · · · 0 0
���

� � �
���

���
0 · · · 0 0
0 · · · 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,



���� ���� �� �	�	
����
 �� ������� ��

����� {(X̃(t), X̃ ′(t), . . . , X̃(p−1)(t))� : t ∈ R} �� � p���	����
��� �����
��
� ��
�

�����

�� ���� B(0)−1 = (dj,k)1�j,k�p� ���
�

dj,k =

⎧⎪⎨⎪⎩
2
∑p

�=1(−1)�cp−k−�cp−j+�+1 �� j ≡ k (mod 2) ��� j � k�

2
∑p

�=1(−1)�cp−j−�cp−k+�+1 �� j ≡ k (mod 2) ��� j > k�

0 
���
����,

������

���
�

c� :=

{
1, �� � = 0�
0, �� � < 0 

 � > p�

��� �
��� ��� � ������ � �������

 

 �!�	���� �� p = 3� p = 4 

 p = 5� ����

B(0)−1 = 2

⎛⎝c2c3 0 c3

0 c1c2 − c3 0
c3 0 c1

⎞⎠ ,

B(0)−1 = 2

⎛⎜⎜⎝
c3c4 0 c1c4 0
0 c2c3 − c1c4 0 c3

c1c4 0 c1c2 − c3 0
0 c3 0 c1

⎞⎟⎟⎠ ,

B(0)−1 = 2

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
c4c5 0 c2c5 0 c5

0 c3c4 − c2c5 0 c1c4 − c5 0
c2c5 0 c2c3 − c1c4 + c5 0 c3

0 c1c4 − c5 0 c1c2 − c3 0
c5 0 c3 0 c1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

"���
��
(
ΣΣ�)� = Σ� �����

A� (
ΣΣ�)�

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 · · · 0 cp

0 0 · · · 0 cp−1

���
���

� � �
���

���
0 0 · · · 0 c2

0 0 · · · 0 c1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,



�� ������� �� �	�
���
�
 �� ��� ���


A� (
ΣΣ�)�

A =

⎛⎜⎜⎜⎝
c2
p cp−1cp · · · c1cp

cp−1cp c2
p−1 · · · c1cp−1

���
���

� � �
���

c1cp c1cp−1 · · · c1
1

⎞⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎝
cp

cp−1

���
c1

⎞⎟⎟⎟⎠(
cp cp−1 · · · c1

)
.

��� Z̃(t) := X̃(t)+m� t ∈ R� ����� m ∈ R �	 
���
��� ���� Z̃(j)(t) = X̃(j)(t)�
t ∈ R� j � 1� �����⎛⎜⎜⎜⎝

Z̃(T1)
Z̃ ′(T1)

���

Z̃(p−1)(T1)

⎞⎟⎟⎟⎠ = Y (t) + H

⎛⎜⎜⎜⎝
m1

m2

���
mp

⎞⎟⎟⎟⎠ , t ∈ R,

�����

H =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 · · · 0
0 0 · · · 0
���

���
� � �

���
0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
m1

m2

���
mp

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
m
0
���
0

⎞⎟⎟⎟⎠ .

��
	

U =

⎛⎜⎜⎜⎝
2cp−1cp + (T2 − T1)c2

p 0 · · · 0
0 0 · · · 0
���

���
� � �

���
0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , ������

V eZ =

⎛⎜⎜⎜⎝
cp

∑p
j=1 cp−j(Z̃(j−1)(T2) + (−1)j−1Z̃(j−1)(T1)) + c2

p

∫ T2

T1
Z̃(t) dt

0
���
0

⎞⎟⎟⎟⎠ . ������

�� ����� ��������

dP eZ
dPeY

(Z̃) = exp
{
−1

2
u1,1m

2 + v1(Z̃)m
}

,



���� ���� �� �	�	
����
 �� ������� ��

����� P eZ ������� ��� 	�
���� �����
��� �� C([T1, T2] → R
2) 
� ��� �������

(Z̃, Z̃ ′, . . . , Z̃(p−1))� 
�� u1,1� v1(Z̃) ������ ��� ���� ����� �� U 
�� V eZ � �������
�������

������������� ��� 	
��	�	 ���������� ����	
��� �� m ��

m̃ =

∑p
j=1 cp−j(Z̃(j−1)(T2) + (−1)j−1Z̃(j−1)(T1)) + cp

∫ T2

T1
Z̃(t) dt

2cp−1 + (T2 − T1)cp
������

∼ N1

(
m1,

1
2cp−1cp + (T2 − T1)c2

p

)
,

��� ��
�� � � ! "�"�"� ! #�#�$%�

&� �
�� ��� ��������� 
��	������ 
��
�����'

lim
T2−T1→∞

(T2 − T1)Var m̃ =
1
c2
p

,

����� m̂ �� 
��	������
��� ���������� 
� T2 − T1 → ∞� (������	����

lim
λ1↓0

λ1Var m̃ =
1

2λ2
2 . . . λ2

p

, ����� lim
λ1↓0

Var m̃ = ∞�

���� Var m̃ �� ��
������ 
� λ1 ↓ 0�

)� λ1 = λ2 = λ > 0 ����

lim
λ↓0

λ3Var m̃ =
1

4λ2
3 . . . λ2

p

,

����� Var m̃ �� ��
������ 
� λ ↓ 0�

)� λ1 = λ + iω� λ2 = λ − iω� ����� λ, ω ∈ R� λ > 0� ω �= 0� ����

lim
λ↓0

Var m̃ =
1

2ω4λ2
3 . . . λ2

p

(
1

λ3
+ · · · + 1

λp
+ T2−T1

2

) ,


�� �� ��� ��
� Var m̃ ��	
��� 
������ 
� λ ↓ 0� )� 
 ��	��
� �
�� �� λ1 = λ′+ iω′�
λ2 = λ′ − iω′� λ3 = λ′′ + iω′′� λ4 = λ′′ − iω′′� ����� λ′, λ′′, ω′, ω′′ ∈ R� λ′, λ′′ > 0�
ω′, ω′′ �= 0� ����

lim
λ′,λ′′↓0

Var m̃ =
1

2(ω′ω′′)4λ2
5 . . . λ2

p

(
1

λ5
+ · · · + 1

λp
+ T2−T1

2

) ,


�� �� ��� ��
� Var m̃ ��	
��� 
������ 
� λ′, λ′′ ↓ 0�



�� ������� �� �	�
���
�
 �� ��� ���


������� ��	�
� ����������	�
��� ����
������ ��� �������� � d	��
���
������ 
 d � 2 � ����	������ ���������� �� ������� {Ỹ (t) : t ∈ R} ����� �� ��� ������
���������� �������� ��

dỸ (t) = −AỸ (t) dt + dW (t), t ∈ R, ������

����� {W (t) : t ∈ R} �� � d	��
�������� �������� ������ �������� ��� ��� d × d
��������� 
����� A ��� ��� ���
 A = λI + Ω ���� ��� ��
���� ����
���� λ >
0 ��� � ����	��

����� 
����� Ω 
� � � Ω� = −Ω �� ���������� ����
����� ��
���������� ���� !�� ���� �������� �� ��� 
����� �"������ AB(0) + B(0)A� = I
�� B(0) = 1

2λI� ����� B(0)−1 = 2λI #$�������� A�A = λ2I + Ω�Ω� ����

U = 2λI + (T2 − T1)(λ2 + Ω�Ω) %�� Z̃(t) := Ỹ (t) + m� t ∈ R� ����� m ∈ R
d ��

������� !����

V eZ = 2λZ̃(T1) + A�(Z̃(T2) − Z̃(T1)) + (λ2I + Ω�Ω)
∫ T2

T1

Z̃(t) dt,

��� m̃ = U−1V eZ ∼ Nd(m,U−1) 

�� ���� ��� ��������� ���
������ $��������

lim
T2−T1→∞

(T2 − T1)Var m̃ = (λ2I + Ω�Ω)−1,

����� m̃ �� ���
���������� ���������� �� T2 − T1 → ∞ &�������� �� Ω �= 0 ��
'���� ���� �� ���� �� �������� �� ��� ���	��
�������� ����	������ ����� ���� Var m̃1

��� Var m̃2 ��
��� $������ ������
�� �� λ� �����

lim
λ↓0

Var m̃ =
1

T2 − T1
(Ω�Ω)−1.

��� ���� �� 	�
� ���
� 
� �
�����

��	
��
� � d����
	
��	�� �
�� 
���� �� ����


{
dY (t) = −AY (t) dt + Σ dW (t), t � 0,

Y (0) = 0,
������

��
�
 A �	� Σ ��
 ��������� d × d ������

� ��
 ����


 {Y (t) : t � 0} �
 �
�
�� �
�	 �� 

��	 ����


 ����

��! (Y (t), Y (s)) = EY (t)Y (s)� = e−(t−s)AB(0, s), "�� 0 � s � t#



���� ���� �� 	�
� ���
� �
 �
����� ��

����� ��� d × d ����	
 B(0, s) 	� ��� �
�� �����	�
 �� ��� ����	
 �����	�


AB(0, s) + B(0, s)A� = ΣΣ� − e−sAΣΣ�e−sA�
.

�� ������ ���� B(0, s) 	� � �������	�� ���	�	�� ���
	�� ����	
 �
�

B(0, s) =
∫ s

0

e−uAΣΣ�e−uA�
du.

���������

Y (t) =
∫ t

0

e−(t−u)AΣ dW (u).

���� ��
�	��� � ��	���� ����	�
��� �� ������� {Z(t) : t � 0}� �	��
  �

Z(t) = Y (t) + m, t � 0,

����� m ∈ R
d 	� �
 �
�
��
 ��������� ������! "�� ������	
� ������� ��
  �

������ �� 	
 ��� ����	�
��� ����!

������� ����	� ��� 0 < T1 < T2� ��� ���	�
� �	���	�

� ���	���
� 
� m �����

� ��� 
�������	
� 
� {Z(t) : t ∈ [T1, T2]} 	� �	��� ��

m̃ = U−1VZ ,

�����

U = B(0, T1)−1 + (T2 − T1)A� (
ΣΣ�)�

A,

VZ = B(0, T1)−1Z̃(T1) + A� (
ΣΣ�)�

(
Z̃(T2) − Z̃(T1)) + A

∫ T2

T1

Z̃(t) dt

)
.

�
��
����
m̃ ∼ Nd(m,U−1).


����� ������ �� T1 = 0 ���� Z(0) = Y (0) + m = m �	��� ��� ����	�� ���
� 
�
��� ��������� m�

����� �����	
� �
 �
�� ����� ����
��
�


������ ������ �������������	
 ��
��� �
��	��� � 
����	����	
��� ���

�����  !"#$ ��
���� {

dX(t) = −αX(t) dt + dW (t), t � 0,

X(0) = 0,
#$!%�&



�� ������� �� �	�
���
�
 �� ��� ���


����� α ∈ R� �����

B(0, s) =
1 − e−2αs

2α
, B(0, s)−1 =

2α

1 − e−2αs
= α(coth(αs) + 1),

�	�
�����
���
U = α

(
coth(αT1) + 1 + α(T2 − T1)

)
.

��
 Z(t) := X(t) + m� t � 0� ����� m ∈ R �
 �� ����	�� ������
��� �����

VZ = α

(
coth(αT1)Z(T1) + Z(T2) + α

∫ T2

T1

Z(t) dt

)
,

�	�
�����
���

m̃ =
coth(αT1)Z(T1) + Z(T2) + α

∫ T2

T1
Z(t) dt

coth(αT1) + 1 + (T2 − T1)α

∼ N
(

m,
1

α(coth(αT1) + 1 + (T2 − T1)α

)
.

�� ���� 
�� �	��	���� �
���
	
�� ������	���

lim
T1↓0

T−1
1 Var m̃ = 1, lim

T2→∞
(T2 − T1)Var m̃ =

1
α2

,

���
lim
T1↓0

Var m̃ = lim
T2→∞

Var m̃ = lim
T1↓0, T2→∞

Var m̃ = 0,

����� m̃ �
 �
���
	
������ �	�
�

��
 �
 T1 ↓ 0� 	� T2 → ∞� 	� T1 ↓ 0, T2 → ∞�
�	��	����

lim
α↓0

Var m̃ = T1,

��� �� ��
� �� �	�
��

 
	 
�� 

�
�	���� ��
�� 
��
 Var m̃1 ������
 �	����� �
 α ↓ 0�

������� ��	�
� �������������	
 ����
�
��	
��� ������ �	�
���� � 	���
�����
�	��� �	���� ������� !��	 

��
 "#$%& ��	��

{

dX(t) = −αX(t) dt + dW(t), t � 0,

X(0) = 0,
������

����� {W(t) : t ∈ R} �
 � �	���� ������� 

������ ������ ��	��

 ��� α = λ + iω
��
� λ, ω ∈ R� ����� (Y1(t), Y2(t))� := (ReX(t), ImX(t))�� t � 0� �
 � '�
�����
�	��� !��	 

��
 "# ��	��

 ��
� �	�(����
 ��
�� 

A =
(

λ ω
−ω λ

)
.
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� �
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����� ��

��� ���� ����	
�� �� 	�� �
	�
� ���
	
�� AB(0, s) + B(0, s)A� = I 
� B(0, s) =
1−e−2λs

2λ I� ����� B(0, s)−1 = λ(coth(λs) + 1)I� ���
������ A�A = (λ2 + ω2)I�

	��� U = (λ(coth(λT1) + 1) + (T2 − T1)(λ2 + ω2))I� ��	 Z(t) := Y (t) + m� t � 0�

����� m = (m1,m2)� ∈ R
2 
� �������� �����

VZ = λ(coth(λT1) + 1)Z(T1) + A�(Z(T2) − (T1)) + (λ2 + ω2)
∫ T2

T1

Z(t) dt,

���������	���

m̃1 =
λ(coth(λT1)Z1(T1) + Z1(T2)) − ω(Z2(T2) − Z2(T1)) + (λ2 + ω2)

∫ T2

T1
Z1(t) dt

λ(coth(λT1) + 1) + (T2 − T1)(λ2 + ω2)
,

������

m̃2 =
λ(coth(λT1)Z2(T1) + Z2(T2)) + ω(Z1(T2) − Z1(T1)) + (λ2 + ω2)

∫ T2

T1
Z2(t) dt

2λ(coth(λT1) + 1) + (T2 − T1)(λ2 + ω2)
.

������

���������

(m̃1, m̃2)� ∼ N2

(
m,

1
λ(coth(λT1) + 1) + (T2 − T1)(λ2 + ω2)

I

)
. ����	�

�
�	
���
���� m̃1 
�� m̃2 
�� 
���������	�

�� �
�� 	�� ������
�� 
����	�	
� ���
�
��� 

lim
T2→∞

(T2 − T1)Var m̃1 = lim
T2→∞

(T2 − T1)Var m̃2 =
1

λ2 + ω2
,

lim
T1↓0

T−1
1 Var m̃1 = lim

T1↓0
T−1

1 Var m̃2 = 1,

lim
T2→∞

Var m̃1 = lim
T2→∞

Var m̃2 = lim
T1↓0

Var m̃1 = lim
T1↓0

Var m̃2 = 0,

����� m̃1 
�� m̃2 
�� 
����	�	
�
��� ����
�	��	 
� T1 ↓ 0� �� T2 → ∞� ��

T1 ↓ 0, T2 → ∞� ���������

lim
λ↓0

Var m̃1 = lim
λ↓0

Var m̃2 =
1

1
T1

+ (T2 − T1)ω2
,
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�	 	� 	�� ���!�
����
��
� ��
�!�
���� �
��� 	�
	 Var m̃1 
��

Var m̃2 ���

� ������� 
� λ ↓ 0� "	 
� �
�
� ���� 
� ω = 0� 
� ���	�
�	 	� 	��

�	
	
��
�� �
���
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����������� ����� � ��	������ �������������� ���������������� �����������
�������� � �������� �� � ���
����� 
�������� ����� �������� ��������� ��	������ �������
���	����� ���������������

� ���������	�
 �� 
��������� ���� �� ��� � ������ ����� �����
�� ��  ���� ����!
���������� "�� 	����� ��������� ���� �������# �� �� $� 
������ ���������� � ���������	�

�������������� ����������� �� � �������������� ����������� � %� 
������ � ���������!
	�
 �������
 ��������� ��������� ���������� �� ��	�������� ���������� ��������� � ���
������� �� �� &� ���������� ����� ���	�������� '�������� ������ � ����������������
������� ��(�������� � ������� 
�������� ��������� ��� � ������ ����������� � )�� �
*� �� �� +� 
������ ������������

� )� 
������ � ������ ,�� -�� .������� ������� "�� 	������ ���� /$0 ��������� ����
�
1��������� �� 2���� ���������� ���������� ���������"���� ����� � ������#!������
��������� ���	�������� �3 
������� ����
������� ��#����!������ ��� ��	��������
������ ����������
� ��
��

� ������#!������ ���	�������� �������������
� 
������� ξ(t) = ξ1(t)+iξ2(t)� t � 0
������ � ��������� ����	 �������� ��4����	����������� ���������5

dξ(t) = −γξ(t)dt + dw(t)�

� �� w(t) = w1(t) + iw2(t)� t � 0 � �������� ������# 6�����!
������� 7���� w1(t)
�� w2(t) 
(������� �������� ���
�!������ 6�����!
���������8 �� γ = λ − iω� � ��
λ > 0� ω ∈ R� 9� �� �������� � 	�������������� ���������� � :��� ����	�
� �����������
�������� "��� ��� �� ������� ����
��� �������"���� ����� ����
/*0 ������"����  ��� ��
ω ��������� 7����
���8 ���������� ������� ��#����!������ ��� ��	����� ��������
�������� ��������&� 9� �� �������� ����� 
������ ���� ������ ���������
� ��� ��
 ��
��� � ��	���� ������������� ���������������

;� � ������# ����������
� ���������� ����������
� ���
� ���������� ����"����� �
��������� ����������� ������ ��
���� <������� � d!�������
� X(t)� t � 0 
����������

=+



�� �����������	

������� � �	
������ 
������
�����
 ������������������� �� ����

dX(t) = AX(t)dt + dW (t)� t � 0�

���� W (t)� t � 0 �
���� 
������� d���������
 ��������������� �
A ��� d×d�
 ����� !
"����� �����
�
����� ���� ���#�� A ����� �
 X(0) ������� ���
���
 �
����� ���� A
����� $������
 ��������� �������
�� ������� �� ��������������� $��
��
� %����
��
�������
 ���
���
& ������' (�% �
 
�� )��*��� �������� �����A ����� ����� +�� 
����#��
� ���

����
 ��������� �	$$���������� ��������
+������! ,� -./ ����$�� �����+�*#�
(�% �
 
�� )��*��� �����
�
��� �� A ����� ��� ��������
� ���� ���� � ���������� ���
��
�� ����
����
 -0�/�$��!

1�����
#� � �	
������ �����������

dX(t) =

(
−λId +

m∑
i=1

ωiCi

)
X(t)dt + dW (t), X(0) = 0

���� Id � d × d�
 ���
������� � λ, ω1, . . . , ωm ∈ R �� �
�������� %���������� �

C1, . . . , Cm �	��+���� ������
����������
 ����� ��! 2���� ω = (ω1, . . . , ωm)� �� ��
�������������� $��
��
� � �	
�������

ω̂X(t) = σ−1
X (t)rX(t)�

���� σX(t) m × m ����� 

σX(t) =
(∫ t

0

〈CiX(s), CjX(s)〉ds

)
1�i,j�m

�

�
 rX(t) m���������
 �
���% 
�����

rX(t) =
(∫ t

0

〈CiX(s), dX(s)〉
)�

1�i�m

!

,� -./ ����$�� $�����+�*��� ���� � �����+���� ���������� ������� �� ω� %������
 *���
���3 %�������� �������
�� ������� �� ��������������� $��
��
� %����
�� �������

���
���
&!

, 4! ��*����$�� �	��� ��
��$��� �	��� 
��$�� �
 � %���+
 ,5 ���������� 
��
������!
, �	$$��������
 ,5 ���������� �� ���#������ ����� �� 
�*��������� 
������ �
����
�������*��! 1�����
#� � �	
������ d���������
 ���������

���
 ��������{

Xk = QXk−1 + εk, k = 1, 2, . . . ,

X0 = 0,
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���� εk d����	
���
 ����
������� ���	��	
 �	����� ��	�� � k �����
��	�� ���	��	
 ����
������������ �
 Q d × d�
 ������ � ���	�� �
�	�	��	
 �������	�	� �	����	 �(Q) �
Q ������ 
�	�����
� ����� ���� � 
���������	� ��
���!������	� ���"� � �	 
� �������
#� �(Q) � 1� � ���	��� 
������

�� �� � �
����������
�
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%���
�	�� �� �� 	�	���
�� �	�� 
�	��
�� �� � εk 
������ &"  	��	
� ���
�
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 �� 	
 
����

��� �����Q �	 ��
	�� 
� ��	�	
 �	$
��
	 �
�����
������
�
 
������
 '��
� ()*� (++*,� #� �(Q) = 1� ����� � ���	��� �

�����
��� ��
�(Q) � 1 	�����-�
�� 
	�	���� .� �

����� 	
	�	� 	 �
� ����	� �	
�	��	�� &�������
��
�
 �-����� �
 � ��� ����
� � �
 ��
�" �� 
�������������
 
��
�	�� ���	��� . /� &	�	�	�
	�
� &	���	
 ���	� �

����� .0 ���	�� 
����������� &� �������
�1{

X
(n)
k = α(n)X

(n)
k−1 + ε

(n)
k , k = 1, 2, . . . ,

X
(n)
0 = 0,

����

α(n) = 1 − γ(n)

n
, γ(n) → γ ∈ R.

. &������� m(n) 	�����
 �������	��
	� �	 ��
	�� 
� ��	�	
 �	$
��
�� ���
 �����1

Z
(n)
k := X

(n)
k + m(n)h

(n)
k , k = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . ,

���� m(n) ∈ R �� �
�	�	��	
 �������	� �
 h
(n)
k � k = 1, . . . , n� n = 1, 2, . . . �
�	��

�����	��

. ��� ������
 �	 ���
 ����� � m̂
(n)
T1,T2

� n → ∞ �����	��
���
��� �
 ���$
����

��� �	�	
"
� m̂
(n)
T1,T2

�
 � &�����
�
 ��	�� ���	�� 	�����
 �������	��
	� ��������
���	������ �	$
��
��	�� m̂T1,T2��	�� .� 	�����
 �������	� ��
	��	��
�� ��
� � 
������
��
� � ���	� �

������ ��
� � ���	� 	�����-� 	
	��	
 ��
����
�������

2	������� �� � m̂
(n)
T1,T2

��
�� �
����������
�
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�
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	�� � ���	� �

����� 	
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� �� �

����� ���	���	
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��$��
����

	
	�	� �	 ���
 ���� �	������� �� � γ(n) → 0 	
	��
� ���� γ(n) � ���	�� $
�����-��
�

�������	�	� � m̂
(n)
T1,T2

�	$
��
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�� ���� �� 	 �"������ ������ �����
�������

��
�

4	��
�
"� � d����	
���
 �����	�������� �����	 �	

���
 ���	���1{
Xk = J(λ, d)Xk−1 + εk, �5)�+�� � � ,

X0 = 0,



�� �����������	

���� λ ∈ C �� d ∈ N� J(λ, d) 	
� d × d ��
��������� ���
�� λ ������
����	��

J(λ, d) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ 0 · · · 0
1 λ 0 ·
0 1 λ 0 ·
· · · · ·
· · λ 0
0 · · 0 1 λ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�� λ � ���	�� ���	
	��	� ��
����	
	�

�� εk ���	��	� ����������� 	
� ��������� �	�� ���	� ��������� �	����	��	� �	��
	�	
	�� ����
 !	������"� ��
� � ������
��� �	
�	�	� 	� ��
���� �	
���	!! ��
��	�	�
!	#����	� λ̂n 
�	�
�� ����	

�� 	
� ��	#������ d����	���"� $
���	���%��	�!	#� ������
��� �&��#�����������

nd(λ̂n − λn) D−→ e(d−1)θi

∫ 1

0
Yd(t) dWd(t)∫ 1

0
|Yd(t)|2 dt

,

��� Y (t)� t ∈ [0, 1] �������� � �'�	��	� ����#�������&� ��(	
	�#���	
�	��	� �	
�������

dY (t) = AY (t)dt + ΣdW (t) Y (0) = 0,

���� A 	
� ��	#����� 	
�)�����" ���
��� �� W (t)� t ∈ [0, 1] � ������
�� �����	�
d����	���"� *�	�	
 ��������� +	!�����,��&�� ��
� �� 	
����	���"� �����
�� ��	�-
���	�� ��
����	
��	� �	
���	!! ��
��	�	� !	#����	 ����	

�� � �	
�	�	� 	
����	��
��"� ��������� ��	�- ���	�� 	
�)�����"����� �����&�����	������ !	#������	�� .d � 2
	�	�!	� ���	� '���	�)

�� �	� ��������"�
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