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1. Bevezetés

Turan Pal [Tu] 1941-ben Legendre polinomokra igazolt egyenlGtlenségére
1948-ban Szegd Gabor négy elegans bizonyitast adott, és kiterjesztette az
eredményt ultraszférikus, Laguerre, Hermite és Jacobi polinomokra. Ezt
kovetGen, a Turan Pal és a Szegs Gabor eredményeinek hatasara az 50-es és
a 60-as években matematikusok serege igazolta, hogy a legtobb (ortogonélis)
polinom (mint példaul Appell, Bernstein-Szegs, Hermite, Jacobi, Jensen,
Pollaczek, Lommel, Laguerre, Askey-Wilson, Gegenbauer), illetve speciélis
fiiggvény (mint példaul Bessel, g-Bessel, modositott Bessel, Riemann zeta)
teljesit bizonyos Turan tipust egyenlétlenségeket. Napjainkban ismét elGtér-
be keriiltek a Turan tipusu egyenlStlenségek, més speciélis fiiggvények kap-
csan.

A disszertacidban kiilonbo6z6 specialis fliggvényekre vonatkozd Turan ti-
pust egyenlGtlenségekkel foglalkozunk. Az elss fejezetben a kovetkezs téma-
kat targyaljuk: az elliptikus integralokra és a Gauss-féle hipergeometrikus
sorra vonatkozé Turan tipusi egyenlStlenségek, elliptikus integralokra vonat-
kozd6 also és felss korlatok, az altalanositott Gréotzsch gytri fliggvény paramé-
ter szerinti viselkedése és a Poincaré metrika elliptikus integralokkal valo
kozelitése. Itt megjegyezziik, hogy ezek az eredmények kiegészitik a Le-
gendre és Jacobi polinomokra igazolt klasszikus eredményeket. Pontosab-
ban, az 1.1.1 Tétel kiegésziti Turan Pal Legendre polinomokra igazolt ered-
ményét [Tu|, mig az 1.4.1 Tétel kiegésziti Szegs Gabor [Szel| és George
Gasper [Ga2]| Jacobi polinomokra igazolt eredményeit. A fejezet végén fel-
sorolunk néhény a kutatéis soran nyitva maradt kérdést a hipergeometrikus
és a gamma fliggvényekkel kapcsolatban.

A masodik fejezetben Bessel és modositott Bessel fiiggvényekre vonatkozo
Turan tipust egyenl6tlenségekkel, és azok azonnali alkalmazasaival foglalko-
zunk. Alkalmazzuk a megfeleld Turan tipusu egyenlStlenségeket trigonomet-
rikus és hiperbolikus fiiggvényekre felirt egyenlStlenlenségek altaldnositasa-
hoz. A f6 eredmények a 2.1.1 Tétel és 2.2.1 Tétel, amelyekben a fent em-
litett egyenlStlenségek mellett a Bessel és a modositott Bessel fiiggvényekre
megadtunk néhany fontos monotonitasi és konvexitasi tulajdonsagot. Itt
fontos szerepet jatszik Elbert Arpad [El| hires eredménye, miszerint az els6-
faji Bessel fliggvények gyokei konkadvak a paraméteriik szerint.

A harmadik fejezetben a fontosabb egyvaltozos eloszlasok strtségfiige-
vényeinek paramétereik szerinti konkavitasat vizsgaljuk. Az elsd alfejezetben,
az Edward Neumannal kozosen igazolt eredmények [BIN| segitségével, iga-
zoljuk, hogy a nemcentralt khi és khi négyzet eloszlasok stirtiségfiiggvényeire
is fennéllnak bizonyos Turan tipusu eredmények, akarcsak az elséfaji mo-
dositott Bessel fliggvényekre. Ugyancsak igazak lesznek bizonyos Turan ti-
pustu egyenlStlenségek a Student eloszlas stirtiségfiiggvényére is. Mi tobb, a
mésodik alfejezetben igazoljuk, hogy a masodfaju modositott Bessel fiigg-
vények logaritmikusan konvexek a paraméteriikre nézve. Végiil, a harmadik
alfejezetben az el6bb igazolt Turan tipusit egyenl&tlenségeket hasznaljuk
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arra, hogy egy lényeges egyszertibb bizonyitast adjunk a kiilonbo6zé faji mo-
dositott Bessel fliggvények szorzatanak monotonitédséra. Ez a monotonitéasi
tulajdonsag, amely egy biofizikai probléma kapcsan meriilt fel, finomitja
Robert Penfold és tarsai [PVG| eredményét. FEzenkiviil érdemes megje-
gyezni, hogy a 3.1 alfejezet eredményeit Yin Sun és a szerz6 [SB| eredménye-
sen hasznalta a radarjelek vizsgalatanal hasznalatos altalanositott Marcum
Q—fliggvény vizsgalatanal.

Végiil, a negyedik fejezetben a matematikai statisztikdban hasznélatos
standard normal eloszlas Mills ardnyéara vonatkoz6 monotonitési tulajdon-
sagokkal és Turan tipusi egyenlGtlenségekkel foglalkozunk. Itt fontos sze-
repet jatszik a Pinelis-féle in. monoton 'Hospital szabaly [Pi2|, amely
napjainkban egy nagyon fontos alapeszkoz, tobbek kozott a kvazikonformis
analizisben és az analitikus egyenl&tlenségek vizsgéalatanal.

Az itt kozolt eredmények jelentds része publikalasra keriilt. Az 1. fejezet
alapjaul a szerz6 [Ba4] és [Ba6| dolgozatai szolgaltak. A 2. fejezet a [Ba8|
munka alapjan irodott. A 3. fejezet els6 két alfejezetében a [Ba9| dolgozatra
tamaszkodtunk, mig a harmadik alfejezetben a [Ba7| dolgozatot hasznaltuk
fel. A 4. fejezet a |[Bab| cikken alapszik.

2. Hipergeometrikus fiiggvényekre vonatkoz6 Turan
egyenlGtlenségek

Tekintstik az F(a,b,c,z) Gauss-féle hipergeometrikus sort (fiiggvényt)
[AAR, p. 64], amelynek az a,b,c valos és ¢ # —1,—2,... szamok esetén a
kovetkezd alakja van

F(a,b,c,x) = Z

n>0 (

b n
w LT minden x € (—1,1) esetén,
Ay

ahol (a),, = a(a+1)(a+2)...(a+n—-1), (a), = 1 jeldli az tn. Pochhammer
(vagy Appell) szimbolumot. Ismert, hogy a Legendre polinom sajatos esete
a Gauss-féle hipergeometrikus fliggvénynek, vagyis fennall a P,(1 — 2z) =
F(—n,n + 1,1,x) azosossag minden = € (0,1) és n € {0,1,2,...} esetén.
Tovabba, tekintsiik az F,(z) = F(a,1 — a,1,z) jelolést, ahol x € (0,1),
a=-nésne{0,1,2,...}. A fentiek alapjan a

[Pas1(2)] > Po(z)Prya(z)

Turéan egyenlStlenség [Tu], amely fennall minden x € (—1,1) ésn € {0,1,2,...
esetén, ekvivalens az

Faysea (@) > Fuy(0)Fun(e),

egyenl6tlenséggel, ahol = € (0,1), a; = a és as = a — 2. Igy természetesen
tevédik fel a kérdés, hogy az el6bbi egyenlStlenség vagy a forditottja fennéall-e
az a paraméter mas értékeire. Erre a kérdésre a valaszt megadja az 1. fejezet

els6 {6 eredménye:
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1.1.1. Tétel. Minden a,z € (0,1) esetén az altalanositott teljes elliptikus
integral
s
a— Kq(x) = §-F(a,1 —a,1,2?)
szigortian szubadditiv és szigorian konkav, kévetkezésképpen szigoriian log-
konkév. Sajatosan, barmely a1, a2,z € (0,1) esetén

Ka, () + Kay ()

Koy (2)Ka, (x) < B

< Kooy (@) < Koy (2) + Kea ().

a1
2

olS

Karlin és Szegd a [KS]| cikkben felvetették a kérdést, hogy milyen « és 3
értékekre all fenn az alabbi altalanositott Turan egyenlGtlenség

(0% 2 (0% «,
RSP @] > RO @R ()
minden z € (—1,1) ésn € {0,1,2,...} esetén, ahol
RE(@) = PO () PEP(1)

a normalizalt Jacobi polinom és qua’ﬁ ) a Jacobi polinom, vagyis
1 1—
PlB) () = M-F <—n,n+a+ﬂ+1,a+1, 5 :E) , o, >—1
n!

Itt megjegyezziik, hogy RV () = P,(x) minden z € (—1,1) esetén és

2

1962-ben Szegs [Sze2| igazolta, hogy a fenti altalanositott Turan egyen-
16tlenség fennall minden 5 > |af és o > —1 esetén. Gasper [Gal, Ga2|
finomitotta ezt az eredményt igazolva, hogy a fenti altalanositott Turan
egyenlGtlenség fennall akkor és csakis akkor ha 8 > a > —1. Most tegyiik fel,
hogy (8 = 0 és tekintsiik az F,(z) = F(a,c — a,c,x) jelolést, ahol = € (0,1),
c=a+1€(0,1],a =—-nésn € {0,1,2,...}. Felhasznalva Gasper ered-
ményét § = 0 esetén, azt kapjuk, hogy a fenti egyenlGtlenség ekvivalens az
alabbival

R%a’ﬁ)(x)—F<—n,n+a+5+1,a+1,1_:5).

[Fasea (1)) > Fur(2) - Fus(a),

ahol z € (0,1), a1 = a és aa = a — 2. Akarcsak a Legendre polinomokra
felirt Turén egyenl&tlenségnél, itt is természetesen tevédik fel a kérdés, hogy
az el6bbi egyenlStlenség vagy a forditottja fennall-e az a paraméter mas
értékeire. Az aldbbi eredmény finomitja az 1.1.1 Tételt és kiegésziti a fenti
eredményt.

1.4.1. Tétel. Minden 0 < a < ¢ < 1ésx € (0,1) esetén az a —
F,(x) = F(a,c—a,c,x) fiiggvény szigorian szubadditiv és szigoriian konkav,
kovetkezésképpen szigorian log-konkav. Sajatosan, minden ay,as € (0,c¢) és
x € (0,1) esetén az alabbi egyenlétlenségek fennéallnak

Foy (r) + Fay ()
2

2

F, (z)Fy,(z) < < F% (x) < Fay (x) + Faz ().

SN
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3. Bessel fiiggvényekre vonatkoz6é Turan egyenlStlenségek

A szinusz és a koszinusz fliggvények a Bessel fiiggvények sajatos eseteli,
mig a szinusz hiperbolikusz és a koszinusz hiperbolikusz fiiggvények sajatos
esetei a modositott Bessel fiiggvényeknek. Igy ezekre az elemi fiiggvényekre
az ismert azonossagok, egyenlGtlenségek altalanositasa természetes.

Lazarevi¢ [Mi, p. 270] igazolta, hogy minden x # 0 esetén a
sinh a:> 3

T

coshx < <

fennall és a kitev6ben levds 3 a legjobb konstans.
Legyen p > —1 és tekintsiik az 7, : R — [1, 00),

Ip(z) = 2°T(p+ Dz PL(z) = »
n>0

A" s
(p+1),n!

fiiggvényt, ahol I, az elséfaju modositott Bessel fiiggvény [Wa, p. 77|

(x/2)2n+p
L = R.
»(@) T;)n!I‘(p—Fn—Fl)’me

Erdemes megjegyezni, hogy sajatosan

I 1p5(x) = V)2 961/2]71/2(96) = coshz,

sinh z

Tyja(x) = \/m/2 - 95—1/2[1/2(93) =
Figyelembe véve ezeket az azonossédgokat, a Lazarevi¢ egyenlGtlenség a kovet-
kez&képpen irhato

[1_1/2(50)]*1/%1 < [1_1/2+1(x)]71/2+2'

Az alabbi eredmény tartalmazza néhany ismert egyenl6tlenség kiterjesztését
és néhény fontos monotonitési, konvexitasi tulajdonsagat a modositott Bessel
fliggvényeknek.

2.1.1 Tétel. Legyen p > —1 és x € R. Ekkor a kivetkez6 allitasok igazak:
1. apw— I,(x) fiiggvény csikkend és log-konvex;
2. ap— Zyi1(2)/Iy(x) és p — [L,(2)|PT! fiiggvények novekvoek;
3. az alabbi egyenlétlenségek
[Ip+1<m)]2 < Ip(x)Zps2(w),
[Zp()P* < [Ty (2)]PF2,

[Ty (@)] 72 < Ty (@) < (@),

Zpt1(z)
1/(p+1) p+1
[IP+1($)] + Ip(x) > 2?

fenndllnak p > —1 és x € R esetén. Az altalanositott Lazarevié

egyenlGtlenségben a p kitevs a legjobb olyan értelemben, hogy T =
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(p+2)/(p+1) alegkisebb értéke T—nak tigy hogy Zp(z) < [Zp+1(z)]”

fennalljon. Mi t6bb, ha x > 0 régzitett és p — oo, akkor [I,(z)]* ~

Tp1(x)Ipy1(2);

4. az alabbi egyenlStlenség
Zp(x)

Zpsa(x)

igaz minden p > 0 és x € R esetén.

— 1 <log[Zpt1 ()] < log[Zp(x)]

Legyen p > —1 és tekintsiik a J, : R — (—o0, 1],

=2° —p I U G Ve
Tp(x) = 2P (p + a P Jy(z) = n; mxz
fliggvényt, ahol
PR o e 00 A

nzon!‘f‘(p—kn—kl)’

az elséfaju Bessel fiiggvény [Wa, p. 40|. Sajatosan igaz, hogy
j—1/2(x) = \/m : $1/2J_1/2(33) = cosz,

(@) = /m/2- a2y () = e

Mas részrél ismert, hogy ha 7 < 3 és x € (0,7/2), akkor az alabbi Lazarevi¢
tipusu egyenlStlenség fennall [Mi, p. 238

sinz\”
cosx < )
x

Mi t6bb, itt 7 nem a legkisebb konstans, mert ha 7 > 3, akkor létezik x4 (7) €
(0,7/2) ugy, hogy a fenti egyenldtlenség fennall minden = € (z1(7),7/2)
esetén. Vegylik észre, hogy 7 = 3 esetén a fenti egyenlGtlenséget tgy is
irhatjuk, hogy

[j—1/2(56)]—1/2+1 < [‘7_1/24_1(56)]—1/2—5—2'

Az aldbbi eredmény é&ltaldnositja a fenti egyenlStlenséget és tartalmazza
néhany fontos monotonitési, konvexitasi tulajdonsagat az elsGfaju Bessel
fiiggvényeknek.

2.2.1 Tétel. Legyen p > —1 és legyen jp. a J, Bessel fiiggvény n—edik
pozitiv gydke. Tekintsiik a A = A1 U Ay halmazt, ahol

Ay = U [—Jp2ns —dpon—1] 6 A= U [p,2n—1, Jp,2n]-
n>1 n>1
Ekkor az alabbi allitasok igazak:
1. az x — Jp(x) fiiggvény negativ A—n és szigoriian pozitiv R \ A—n;
2. azx — Jp(z) fiiggvény noévekvd a (—jp 1, 0]—on és csékkend a [0, jp 1) —on;

3. az x — Jp(z) fiiggvény szigorian log-konkav R \ A—n;
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4. az x — Jy(x) fiiggvény szigorian log-konkav (0,00) \ Ay—n feltéve
hap > 0;

5. a p— Jp(z) noévekvs és log-konkiv minden x € (—jp1,jp,1) esetén;

6. a p— Jy(x) fiiggvény log-konkav minden x € (0, jp1) esetén;

7. ap — Jpr1(x)/Tp(2x) fiiggvény csokkend minden x € (—jp1,jp1)

esetén;

ap— [Jp(x)]PT! fiiggvény novekvs minden x € (—jp1, jp1) esetén;

. az alabbi egyenldtlenségek fennallnak minden o € (0,1) és z,y €
(0,00) \ Ag, = # y esetén

© %

To(ax) > ol Jy(@)[Tp ()]

[y (@)] > p [Jp(@)] + & Tp(2) Iy (),

2 (55> (222) " i

10. az alabbi egyenlétlenségek fennallnak minden x € (—jp1,jp,1) esetén

[Tp+1(2)]? = Tp(2) Tpt2(2),

[jp(l")]pﬂ < [jp+1($)}p+27

o) . T (@)
[Tps1 ()] PF +7jp(:c) > 2.

4. Strtségfiiggvényekre vonatkozé Turan egyenlGtlenségek

Ebben a fejezetben bemutatunk néhany Turan tipusi egyenl&tlenséget a
nemcentralt khi, nemcentralt khi négyzet és a Student eloszlasok stirtségflige-
vényeire. Ezenkiviil igazoljuk, hogy a modositott masodfaju Bessel fiiggvény
szigorian log-konvex a paraméterére nézve, majd alkalmazzuk a moddosi-
tott Bessel fliggvényekre igazolt Turan tipustu egyenlStlenségeket, hogy egy
lényegesen egyszertibb bizonyitast adjunk a kiilonb6z6 faju moédositott Bessel
fliggvények szorzatanak monotonitédsidra. Ez a monotonitasi tulajdonséag,
amely egy biofizikai probléma kapcsan meriilt fel, finomitja Robert Pen-
fold és tarsai [PVG]| eredményét. Ezenkiviil érdemes megjegyezni, hogy a
3.1 alfejezet eredményeit Yin Sun és a szerz6 [SB| eredményesen hasznalta
a radarjelek vizsgélatdnal hasznalatos altaldnositott Marcum Q—fiiggvény

vizsgalatanal.
Legyenek X, Xo,..., X, olyan normal eloszlasu valészintiségi véltozok,
amelyeknek szoréasa 1 és varhato értéke u;, aholi € {1,2,...,n}. Ismert tény,

hogy az X? + X3 + -+ + X2 valészintiségi valtozé nemcentralt khi négyzet

eloszlast kovet n € {1,2,3,...} szabadsagfokkal és A = u3 + pu3 + -+ + p2

nemcentréltsagi paraméterrel. Ennek az eloszlasnak a x?2 , : (0,00) — (0, 00)
6



stirtségfiiggvénye [JKB| a kovetkezképpen értelmezett

n/2+k 1(A/4)k

2 — 9-1n/2,—(+X)/2
Xa(#) =27 g T(n/2 + k)]

e~ @+A)/2 o\ n/a-1/2
e £ R NN )

ahol I, az els6faju modositott Bessel fliggvény [Wa, p. 77|. Amikor pu =
= pun = 0, vagyis A = 0, az elgbbi eloszlas vibbzavezetc’idik a klasszikus
kh1 négyzet eloszlasra, amelynek siistiségfiiggvénye x2 0:(0,00) = (0,00),

xn/2—le—z/2
27/2T"(n/2)

Més részrél, ha az Xi, Xo,..., X, valosziniiségi valtozok olyanok mint
fentebb, akkor az [X 24 X34 - -+X2]'/? valoszintiségi valtozé nemcentralt khi
closzlast kovet n € {1,2,3, ...} szabadsagfokkal és 7 = [u3 4 p3+- - -4 pu2]"/?

nemcentraltsagi paraméterrel. Ennek az eloszlasnak a x,, r : (0,00) — (0, 00)
stirtségfiiggvénye [JKB| a kovetkezképpen értelmezett

. xn+2k—1(7/2)2k
Xnr(z) = 2—n/2+1e—(x +72)/2
(z) kzzo I'(n/2+ k)k!

_ o-(@r?)2 (TN
Te (7_) In/g_l(T.’E).

Vegyiik észre, hogy ha pu1 = -+ = p, = 0, vagyis 7 = 0, akkor az elgbbi
eloszlas a klasszikus khi eloszlasra vezetddik vissza, amelynek a stirtiségfiigg-
vénye Xpo : (0,00) — (0, 00),

X (@) = X o(x) =

pn—le—2%/2

272711 (n/2)’

Ennek a fejezetnek a {6 eredménye a kovetkezd:

3.1.1 Tétel. Legyen a > 0 és A\, 7 > 0. Tekintsiik a X?I,AaXa,T : (0,00) —

Xn(x) = Xn,(](aj) =

(0, 00),
a/2 A 4
2 o (@+X)/2 (z/2) /) k—1
Xa () DT T(a/2+ k)&
k>0
2k
_—(z2+72)/2 x%(1/2) 2k—1
Xar(@) = e Zzaﬂ T(a/2+ k)E"

fiiggvényeket. Ekkor az alabbi alhtasok igazak:
1. 22— Xi)\(as) és © — Xa,r(v/) log-konkav, ha a > 2;
2. A\— X?M(x) s T = X, /7(2) log-konkdv [0, 00)—on
3. a— X, \(2) és a Xa,r () log-konkav (0, 00)—on;
4 (z)

.a— Xi)\ 2)/x2(z) 65 a — Xar(7)/Xa(z) log-konvex (0, 00)—on;
7



5. a— X2 o (@)XE(@)]/ X2 a(x)X2 5 (2)] és
a = [Xat+2,7(2)Xa(®)]/[Xa+2(T) Xa,r ()] n6vekvs (0, 00)—on.

Tekintsiik a K, masodfaja modositott Bessel fliggvényt [Wa, p. 78]
mly(z) — Ly(z)

K —
/(@) 2 sinvm

ahol az egyenlet jobb oldalan levd kifejezést a hatarértékével helyettesitjiik,
ha v egész. Laforgia és Natalini [LN2, Theorem 2.4| igazoltak, hogy minden
vi,ve > —1/2 és x > 0 esetén az alabbi forditott Turan tipusa egyenl&tlenség

fennall
2
Koy (2) Ko (@) > [ K ()|

Vegyiik észre, hogy ha v = v és vy = v + 2, akkor minden v > —1/2 és
x > 0 esetén az alabbi egyenlStlenség fennall [LN2, Eq. 2.18|

Ky (@) Kyra(2) > (K (@)

3.2.1 Tétel. A v — K,(x) fiiggvény szigoriian log-konvex R—en min-
den x > 0 esetén. Sajatosan, a fenti Turan tipusi egyenlStlenségek igazak
minden x > 0, v1,vo és v tetszbleges valés szamok esetén. Mi tébb, az els6
egyenlétlenségben egyenlGség fenndll akkor és csakis akkor, ha vy = vo, mig
a masodik Turan tipusi egyenl6tlenségben nem lehet egyenléség.

Legyen I, és K, a v—edrendi els§ és masodfaji modositott Bessel fiig-
gvény. Egy biofizikai probléma kapcsan 2007-ben Penfold és tarsai [PVG,
Theorem 3.1] egy kissé komplikalt moédon igazoltak, hogy az u +— P,(u) =
I, (u) K, (u) fiiggvény szigortan csokkend (0, 00) minden v > 0 esetén. Erde-
mes megjegyezni, hogy v = n > 0 pozitiv egészekre ezt az eredményt méar
1950-ben igazolta Phillips és Malin [PM, Corollary 2.2].

Ennek a fejezetnek az utolso {6 eredménye finomitja a fent emlitett ered-
ményeket.

3.3.1 Tétel. Az alabbi allitasok igazak:

1. P, szigorian csékkend a (0,00)—on minden v > —1/2 esetén;

2. P, szigoriian teljesen monoton a (0,00)—on minden v € [—1/2,1/2]
esetén

3. u +— u'/?>7VP,(u) szigoriian teljesen monoton a (0,00)—on minden
v > 1/2 esetén.

5. Mills aranyra vonatkozé Turan egyenlStlenségek

Tekintsiik a standard normal eloszlas ¢ : R — [1/v/27, 00) stirtiségfligg-
vényét és a @ : R — (0, 1) tiléls fiiggvényét, amelyeket a kivetkezSképpen
értelmeziink

o(z) = ! e 2 g ®(x) = \/12? /:0 p(t)dt.




Az r: R — (0,00),

)= 2 = e [Tt
p(x) v
fiiggvényt a szakirodalomban Mills aranynak nevezik [Mi, Sect. 2.26| és
tobbszor eléfordul a matematikai statisztikiban (lasd példaul [FMAC]).
Megjegyezziik, hogy tobb also és felsg korlat ismert erre az aranyra (lasd
[Mi, Sect. 2.26]). A legismertebb korlatokat Gordon [Go] talalta meg 1941-
ben
1
R <r(z)< o
ahol z > 0. Pinelis [Pi4| felhasznéalva a monoton I’'Hospital szabalyt finomi-
totta az r(x) < 1/x egyenlStlenséget igazolva, hogy lényegében az x — xr(x)
fiiggvény szigorian novekvs a (0, 00) intervallumon. Megjegyezziik, hogy fi-
gyelembe véve az 1/(z) = xzr(x) — 1 azonossagot Pinelis eredményébdl még
a Gordon-féle als6 korlatot is visszakapjuk. Pinelis eredményeinek hatasara
ebben a fejezetben igazoljuk, hogy a monoton I’Hospital szabély segitségével
mas élesebb also és felsd korlatokat is kaphatunk, mi t6bb olyan monotonitéasi
és konvexitasi tulajdonsdgokat levezethetiink, amelyek egy érdekes és hasznos
fliggvényegyenlGtlenséglanchoz vezetnek. Ezenkiviil igazoljuk, hogy a Mills
arany egy teljesen monoton fiiggvény és hogy a Mills aranyra is fennéallnak
bizonyos Turan tipusi egyenlStlenségek.
A 4. fejezet f6 eredményei a kovetkezdk:

4.1.2. Tétel. Az alabbi allitasok igazak:

1. az r Mills arany szigoriian log-konvex az R—en;

2. az x — xr'(z)/r(x) fiiggvény szigorian csokkend (0, 00)—en;

3. az x — xr'(x) fiiggvény szigorian csokkend (0, xg)—on és szigortian
névekveé (g, 00)—on, ahol zg = 1.161527889. .. az z(z% + 2)®(z) =
(22 4 1)p(x) transzcendens egyenlet egyetlen pozitiv gyoke.

4. az x — x%r'(z) fiiggvény szigorian csékkend (0, 00)—on.

4.2.1. Tétel. Legyen x egy valés szam és n > 1 egy természetes
szam. Jelolje r™ a Mills arany n—edrendi derivaltjat és tekintsiik a A,, =
(=1)"r(") () kifejezést. Ekkor a Mills arany szigorian teljesen monoton az
R—en, vagyis A, > 0, és fennall az alabbi Turan tipusii egyenlétlenség

Ay Aprg > [An )

Mi tébb, az x — ‘7"(") (a:)‘ szigortian log-konvex az R—en és kévetkezésképpen
az alabbi Turan tipusi egyenlStlenségek fennéllnak:

2n
Aop_1- A > [Ag,]? >
2n—1 2n+1 _[ 2n] = 2n+1

Aop_1 - Aogpyr.



6. Thesis
In 1941, while studying the zeros of Legendre polynomials
[n/2]
d" [(2? —1)" 1 r o (2n—2k)! onk
= [ L8 e :

Tdx" | nl2n T oon prt n —k)!(n — 2k)! ’

Turan [Tu| has discovered the famous inequality
[Poi1(2)]? > Po(@) Poya(),

which holds for all z € (—1,1) and n € {0,1,2,...}. Even if Turan’s paper
[Tu| has been published just in 1950, Szegs [Szel] in 1948 presented four
different elegant proofs of the above inequality and extended the result to
ultraspherical (or Gegenbauer), Laguerre and Hermite polynomials. Turan’s
inequality established for Legendre polynomials has generated considerable
interest, and shortly after 1948, analogous results were obtained by several
authors for other classical polynomials and special functions. Today there
is an extensive literature dealing with Turan type inequalities, for example
analogous inequalities to Turan’s inequality has been found for:

1. Laguerre and Hermite polynomials [Di, Szel]

2. ultraspherical polynomials |BI1, BP, BuSa, Da, Szal, Szel, VL

3. Jacobi polynomials |[Gal, Ga2]

4. Appell polynomials [CW, Si|

5. Pollaczek and Lommel polynomials [BI3|

6. Askey-Wilson polynomials [AbBul|

7. Bessel functions of the first kind [JB, Szal, Sza2|

8. modified Bessel functions of the first kind [IL, JB, TN]|

9. modified Bessel functions of the second kind [IL, IM, LN2|
10. Galué’s generalized modified Bessel functions of the first kind [Bal]
11. polygamma function and Riemann zeta function [CNV, IL, LN1]
12. zeros of general Bessel functions Lo
13. zeros of ultraspherical, Laguerre and Hermite polynomials [EL1,

EL2, Lal,

and this list is far from being complete. This classical inequality still attracts
the attention of mathematicians and it is worth mentioning that recently the
above Turan inequality was improved by Constantinescu [Col|, and further
by Alzer et al. [AGKL]. Moreover, it is important to note that even if the
Turdn type inequalities are interesting in their own right, there are many
applications of these inequalities. For example, a necessary condition for the
Riemann hypothesis can be written as a higher order Turan type inequality.
The interested reader is referred to the papers [CNV, Di, LN2| and to the
references therein. Another example of applications can be found in the
recent paper of Krasikov [Kr|, where among other things the author used
some Turdn type inequalities to give new non-asymptotic bounds on the
extreme zeros of orthogonal polynomials. Finally, we note that recently Sun
10



and Baricz [SB| conjectured that the generalized Marcum @—function is log-
concave with respect to its order, and consequently satisfies a Turan type
inequality. This Marcum function is of frequent occurrence in radar signal
processing and the above conjecture - which was proved to be affirmative by
Sun et al. [SBZ] - is very useful in order to establish some new and very
tight bounds for the generalized Marcum ) —function.

This doctoral thesis is a further contribution to the subject and contains
certain new Turan type inequalities for some special functions.

The thesis is divided into four chapters. In the first chapter our aim is to
establish some Turan type inequalities for Gaussian hypergeometric functions
and for generalized complete elliptic integrals. These results complete the
earlier result of Turan proved for Legendre polynomials. Moreover, we show
that there is a close connection between a Turan type inequality and a sharp
lower bound for the generalized complete elliptic integral of the first kind.
In section 1.3 we prove a recent conjecture of Sugawa and Vuorinen [SV]|
related to estimates of the hyperbolic distance of the twice punctured plane.
The original results of the first three sections of this chapter were published
by the author [Ba4]. In section 1.4, in order to improve some results from
section 1.1, our aim is to establish a Turén type inequality for Gaussian
hypergeometric functions. This result completes the earlier result of Szegd
[Sze2| and Gasper [Ga2| proved for Jacobi polynomials. Moreover, at the
end of this section we present some open problems, which may be of interest
for further research. The results of this section were taken from the author’s
paper [Ba6].

In the second chapter we extend some known elementary trigonometric
inequalities, and their hyperbolic analogues to Bessel and modified Bessel
functions of the first kind. In order to generalize the Turan type inequal-
ities established for Bessel and modified Bessel functions we present some
monotonicity and convexity properties of some functions involving Bessel
and modified Bessel functions of the first kind. For instance, we show that
Elbert’s result [El] on the concavity of the zeros of Bessel functions of the
first kind can be used to improve the Turan type inequalities established for
modified Bessel functions of the first kind. We also deduce some Turén type
and Lazarevié¢ type inequalities for the confluent hypergeometric functions.
The original results of this chapter may be found in Baricz’s paper [Ba8].

Chapter 3 is devoted to the study of some Turan type inequalities for the
probability density function of the non-central chi-squared distribution, non-
central chi distribution and Student distribution, respectively. Moreover, in
this chapter we improve a result of Laforgia and Natalini [LN2| concerning
a Turan type inequality for the modified Bessel functions of the second kind.
The results of this chapter were taken from the author’s paper [Ba9|. As
an application of some results deduced in sections 2.1 and 3.2, in section
3.3 we present a new very simple proof for the monotonicity of a product
of two modified Bessel functions of different kind. This result complements
and improves a recent result of Penfold et al. [PVG]| which was motivated
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by a problem in biophysics. The original results of this section may be found
in author’s paper [BaT|.

Finally, in chapter 4 we study the monotonicity properties of some func-
tions involving the Mills’ ratio of the standard normal law. From these we
deduce some new functional inequalities involving the Mills’ ratio, and we
show that the Mills’ ratio is strictly completely monotonic. At the end of
this chapter we present some Turan type inequalities for Mills’ ratio. The
original results of this chapter may be found in author’s paper [Ba5|.

In what follows, without sake of completeness, we present the main results
of this doctoral thesis.

1. Turan type inequalities for elliptic integrals. Let F(a,b,c,x) be
the Gaussian hypergeometric series (function) [AAR, p. 64|, which for real
numbers a, b, c and ¢ # —1,—2,... has the form

F(a, b, C,.ﬁU) _ Z (a)n(b)n X ﬁ

for all z € (—1,1),
= (c), n!

where (a),, = a(a+1)(a+2)...(a+n—1), (a), = 1 denotes the Pochhammer
(or Appell) symbol. It is known that the Legendre polynomials are particular
cases of Gaussian hypergeometric functions, i.e. we have P,(1 — 2z) =
F(—n,n+1,1,z) for all z € (0,1) and n € {0,1,2,...}. Let us consider the
following notation F,(z) = F(a,1 — a,1,z), where z € (0,1), a = —n and
n € {0,1,2,...}. In view of the above relation clearly Turan’s inequality

[PnJrl (ZE)F > Pn($)Pn+2($)
is equivalent with
2
{ngaz (CC)} > by, (x)th (x)’

where a1 = a and as = a — 2. Thus it is natural to ask when the above
inequality or its reverse holds for other values of a. The first main result of
this chapter answer this question.

Theorem 1.1.1. For a,x € (0,1) the generalized complete elliptic inte-
gral
T 2
a— Kq(x) = §-F(a,1—a,1,:ﬂ )
is strictly sub-additive and strictly concave, consequently it is strictly log-
concave. In particular, for all aj,as,x € (0,1)

Ka, () + Kay ()
Koy (2)Ka, (x) < D)

< Kaytay () < IC%l(x) + IC%z(x)
2

Karlin and Szegd in their mammoth work [KS]| raised the question of de-
termining the explicit range of parameters v and 3 for which the generalized
Turan inequality

2
R @] > RO @R @)
12



holds for all z € (—1,1) and n € {0,1,2,...}, where
REO(a) = PO (@) PEO(1)
)

is the normalized Jacobi polynomial and PT(La”g is the Jacobi polynomial,

that is,
1—2

2

(a+1)

Pl () = 7RF<—mn+a+ﬁ+La+L

), a, 3> —1.

n!

Clearly we have Rgo’o)(x) = P,(z) for all x € (—1,1) and

RngQ=F<—mn+a+ﬂ+La+L1;$>.

In 1962 Szegd [Sze2| proved that the above generalized Turan inequality
holds for all 5 > |a| and @ > —1. Gasper [Gal, Ga2| improved this result
by showing that in fact the above inequality holds if and only if 8 > o >
—1. Now suppose that 3 = 0 and consider the following notation F,(x) =
F(a,c—a,c,x), where x € (0,1), c=a+1 € (0,1], a = —n and as above
n € {0,1,2,...}. Using Gasper’s result for 5 = 0, we obtain that the above
generalized Turan inequality is equivalent to

[Faysoa () S R (@) Fyy (@),

where a1 = a and as = a — 2. Thus it is natural to ask when the above
inequality or its reverse holds for other values of a. The second main result
of this chapter, which improves Theorem 1.1.1, answer this question.

Theorem 1.4.1. For 0 < a < ¢ <1 and z € (0,1) fixed the function
a +— Fy(x) = F(a,c — a,c,x) is strictly sub-additive and strictly concave,
consequently is strictly log-concave. In particular, for all ai,as € (0,¢) and
x € (0,1), we have

Foy(r) + Fay ()

By (@) Fo, () <

2. Turan and Lazarevié type inequalities for Bessel and modi-
fied Bessel functions. The sine and cosine functions are particular cases
of Bessel functions, while the hyperbolic sine and hyperbolic cosine functions
are particular cases of modified Bessel functions. Thus it is natural to gen-
eralize some formulas and inequalities involving these elementary functions
to Bessel functions and modified Bessel functions, respectively.

I. Lazarevi¢ [Mi, p. 270] proved that for all  # 0 the inequality

sinh x) 3

T

coshx < <

holds and the exponent 3 is the least possible.
13



For p > —1 let us consider the function Z, : R — [1, 00), defined by

_op DI (2) — /4" o
Ip(z) = 2T (p+ 1)z PIp(z) = nzzo(p-l-l)n’n!x? ,

where I, is the modified Bessel function of the first kind [Wa, p. 77|

($/2)2n+p
I = for all R.
»(2) gn!~f‘(p+n+1) orall x €

It is worth mentioning that in particular we have

T_ypa(@) = /7/2 221y j3(w) = coshu,

sinh z

Tijp(x) = /)2 90_1/2[1/2(90) =

Thus the function Z, is of special interest in this section, because Lazarevi¢
inequality is actually equivalent with

[1—1/2(56)]—1/2—&-1 < [I_1/2+1(£C)]_1/2+2,

So in view of the above inequality it is natural to ask: what is the analogue
of this inequality for modified Bessel functions of the first kind? In order to
answer this question we prove the following results.

Theorem 2.1.1. Let p > —1 and x € R. Then the following assertions
are true:

1. the function p — Z,(x) is decreasing and log-convex;
2. the functions p — Z,11(2)/Zy(x), p — [Z,(x)]PT! are increasing;
3. the following inequalities

[Ip+1(33)]2 < Ip(z)Zpta(z),
[Zp ()P < [Ty (2))PF2,
p+l
[Zp(2)]7+2 < Tppai(z) < Ip(x),
Zpya(x)
T (p+1) 4 ZpH1) 5
[ erl(x)] + Ip(x) — 4y
hold true for all p > —1 and = € R. In the generalized Lazarevié
inequality the exponent p is the best possible in the sense that T =

(p+2)/(p+1) is the smallest value of T for which Ip,(z) < [Zp41(z)]"
holds. Moreover, if x > 0 is fixed and p — oo, then [I,(z)]* ~

Ip1 (@) Ipia();
4. the inequality
Zp(x)
Ip+1(z)

holds true for all p > 0 and x € R.
14
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For p > —1 let us consider the function J, : R — (—o0, 1], defined by

__9p —p _ (_1/4)n n
Tp(x) =2PT(p+ )P Jp(x) = 7%;) WCUZ )
where ot
Jp(x) = Z (=1)"(e/2) forall z € R

nzon!-l“(p—i-n—l—l)

is the Bessel function of the first kind [Wa, p. 40]. It is worth mentioning
that

\7—1/2($) = m : l‘l/gz]_l/g(l') = Ccoswz,

_ sinz
Jijp(x) =/m/2 2 1/2Jl/2(33) =
On the other hand, it is known that if 7 < 3 and = € (0,7/2), then the
Lazarevié-type inequality
<$nx>7
cosx <
x

holds [Mi, p. 238]. Moreover, here the exponent 7 is not the least possible,
ie. if 7 > 3, then there exists z; € (0,7/2), depending on 7, such that
the above inequality holds for all € (z1,7/2). Observe that, the above
Lazarevi¢ type inequality for 7 = 3 can be rewritten as

[\771/2(33)]*1/2“ < [‘771/2“(‘%)]71/%2'

So in view of the above inequality, as in section 2.1, it is natural to ask: what
is the analogue of this inequality for Bessel functions?

Our second main result of this chapter answer the above question. More-
over, we present some new inequalities for Bessel functions of the first kind.

Theorem 2.2.1. Let p > —1 and let j,, be the n—th positive zero of
the Bessel function J,. Further, consider the set A = Ay U Ay, where

Ay = |J[=dpan —dpan-1] and Ay = | ljp2n-1,dp2nl-

n>1 n>1
Then the following assertions are true:

1. the function x — Jp(x) is negative on A and is strictly positive on
R\ A;

2. the function x — Jp(x) is increasing on (—j,1,0] and is decreasing
on [Ovjp,l);

3. the function x — Jp(z) is strictly log-concave on R\ A;

4. the function x — Jy(z) is strictly log-concave on (0, 00)\ Ag, provided
p=0;

5. the function p — Jp(z) is increasing and log-concave for each fixed
z € (—Jp,1:Jp,1);

6. the function p — Jy(z) is log-concave for each fixed x € (0, jp1);
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7. the function p — Jpy1(x)/Tp(x) is decreasing for all fixed x €
(_jp,lajp,l);

the function p +— [J,(x)]P*! is increasing for each fixed z € (—jp1, jp1);
. the following inequalities hold for all « € (0,1) and x,y € (0,00)\ Aa,

T#y

© %

To(ax) > ol Ty (@)[Tp ()]
[y (@) > p [Jp(@)]* + a?Jp(2) Ty (),

HESHE \%)2 Ty(2) (v

10. the following inequalities hold for all x € (—jp1, jp,1)
[jp+1(w)]2 > Ip(@) Ipt2(2),
[Tp(@)PF < [Tpr (@)]FF2,

[Tps1 ()] Y/ PHD) jZ(l())

> 2.

3. Turan type inequalities for probability density functions. In
this chapter our aim is to present some Turan type inequalities for the prob-
ability density function (pdf) of the non-central chi-squared, non-central chi
and Student distributions, in order to improve and complete some results
from [AnBal|. Moreover, at the end of this chapter we improve a known
Turan type inequality for the modified Bessel function of the second kind,
and we apply this result to deduce a short proof for the monotonicity of a
product which involves modified Bessel functions of different kinds. Because
the pdf-s of the non-central chi-squared and chi distribution are close con-
nected to the modified Bessel function of the first kind, not surprisingly — as
we will see below — these functions also satisfies some interesting Turén type
inequalities. To achieve our goal first let us recall some basic things.

Let X1, X, ..., X,, be random variables that are normally distributed with
unit variance and nonzero mean p;, where i € {1,2,...,n}. It is known that
the random variable X7 + X2 + --- + X2 has the non-central chi-squared
distribution with n € {1,2,3,...} degrees of freedom and non-centrality
parameter A = pu? + p2 + -+ + p2. The probability density function Xi, N
(0,00) — (0, 00) of the non-central chi-squared distribution [JKB] is defined
as

n/2+k 1(A/4)
2 _ n/2 —(z+)N)/2
Xa(#) =20 Z I'(n/2 4+ k)k!

k>0
—(z+X)/2 n/4—1/2
e T —
=5 (X) In/271( Az),
where I, is the modified Bessel function of the first kind [Wa, p. 77]. Recall
that when pu; = --- = u, = 0, i.e. A = 0, the above distribution reduces
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to the classical (central) chi-squared distribution. The pdf X?L,O : (0,00) —
(0, 00) of this distribution is given by
n/2—1_—x/2
2, \ 9 o e

On the other hand it is known that if X1, Xo, ..., X,, are random variables
such as above, then [X7+ X324 - -+ X2]'/2 has the non-central chi distribution
with n € {1,2,3,...} degrees of freedom and non-centrality parameter 7 =
(13 +p3+- - -+u2]Y/2. The probability density function x,. . : (0,00) — (0, 00)
of the non-central chi distribution [JKB] is defined as

n+2k—1 2%
_ 9—n/2+1 —(z?+7%)/2 & (7_/2)
Xn,r(z) =2 e E T

= (n/2+ k)k!
(22472 x\n/2
=T€ ( + )/2 (;) In/2,1(7'$).
Observe that when py = --- = u, = 0, i.e. 7 = 0, the above distribution

reduces to the classical chi distribution with pdf x, 0 : (0,00) — (0, 00) given
by

1 a2
" 16:):/2

~ 9n/2-1T(n/2)”
It is easy to verify, in view of the recurrence relation [Wa, p. 79|
xl,—1(x) — xl,41(x) = 2v1, (),

that the pdf of the non-central chi-squared distribution satisfies the following
recurrence formula

Xn(2) = Xn,o0()

JUXi,A(JU) - )\X721+4,>\(95) = ”Xi+2,,\(95)-
Recently, Andras and Baricz [AnBal, Theorem 2.3| proved, among other
things, that in fact the following Turén type inequality holds for all A,z > 0
and n > 1 integer

X%,,\(m)XiJrzx,A@) < [X31+2,A($)]2~

This is an immediate consequence of the Turan type inequality
L1(x)Lp1(x) < I}(x)
which is called in literature as Amos’ inequality [Am, p. 243|. Moreover,
using the Turan type inequality [Z,+1(2)]* < Z,(2)Z,42(), from Theorem
2.1.1, i.e.
(v + Dot (@) (2) = vI2(a),
we deduced that the next reversed Turédn-type inequality holds true

2
X721+2,>\(x) Xi,x(x) X721+4,)\(‘r)
2 = 2 2 :

Xn+2(x) Xn('r) Xn+4(x)
Our first main result of this chapter improves the above Turan type in-

equalities and completes Theorem 2.3 from [AnBal].
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Theorem 3.1.1. Fora > 0 and A\, 7 > 0 consider the functions X(21 o Xa,r -
(0,00) — (0, 00), defined by the relations

B (z/2)¥2(\/4)k
X?w\( . (z+X) /22 / / ) k—1

7 o g L )
= [(a/2+ k)k!
2k‘
_ —(.1’2+T )/2 (T/Q 2k—1
Xar(z) =€ Z 24/2-11(a /2 + k)k‘!x :

Then the functions
1. 2 — x2,(z) and x — Xa (/) are log-concave, provided a > 2;
A= Xi/\(w) and T — X, /7(x) are log-concave on [0, 00);
a— X2, (z) and a — x4 () are log-concave on (0,00);
a— X?LA(:U)/XZ(z) and a — Xq,(2)/Xa(z) are log-convex on (0, 00);
@ [ @X2@)/ D o @)2 5 (2)] and
a — [Xa+2,7(©)Xa(®)]/[Xa+2(T) Xa,r (x)] are increasing on (0, co).
Consider the modified Bessel function of the second kind K, (called some-
times as the MacDonald function), defined [Wa, p. 78| as follows:
mly(z) — L(z)
2 sin v
where the right of this equation is replaced by its limiting value if v is an
integer or zero. Recently Laforgia and Natalini [LIN2, Theorem 2.4| proved

that for each v1,v9 > —1/2 and = > 0 the following reversed Turan type
inequality holds true

Ko ()i (2) > [Kpsoa ()]

Observe that in particular, for v; = v and v9 = v+2, we get for allv > —1/2
and = > 0 the inequality [LN2, Eq. 2.18]

Ky (2) Kyia(2) > [Kya ()]

It is worth mentioning here that the above inequality holds true for v =
—1/2, and consequently for v = —3/2 too.

LAl

K,(x)=

Theorem 3.2.1. The function v — K, (z) is strictly log-convex on R for
each fixed x > 0. In particular, the above reversed Turan type inequalities
hold for all x > 0, v1,v9 and v arbitrary real numbers. Moreover — due to
the strict log-convexity — in the first Turdn type inequality equality holds if
and only if 11 = vy and the second Turan inequality is strict.

Let I, and K, denote, as usual, the modified Bessel functions of the first
and second kinds of order v. Recently, motivated by a problem which arises
in biophysics, in 2007 Penfold et al. [PVG, Theorem 3.1] proved, in a
complicated way, that the product of the modified Bessel functions of the
first and second kinds, i.e. u +— P,(u) = I,(u)K,(u) is strictly decreasing
on (0,00) for all ¥ > 0. It is worth mentioning that this result for v =n >0
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positive integer has been verified already in 1950 by Phillips and Malin [PM,
Corollary 2.2]. In this section our aim is to show that using the idea of
Phillips and Malin the monotonicity of u +— P,(u) for v > —1/2 can be
verified easily by using the corresponding Turén type inequalities for modified
Bessel functions. Moreover, we show that the function u — I, (u)K,(u) is
strictly completely monotonic on (0,00) for all v € [-1/2,1/2], i.e. for all
u>0,ve[-1/2,1/2] and m € {0,1,2,...} we have

(=)™ [T, (w) Ky ()™ > 0.

In order to achieve our goal we improve some of the results of Phillips and
Malin [PM, Eq. 1| concerning bounds for the logarithmic derivatives of the
modified Bessel and Hankel functions.

Our main result of this section reads as follows:

Theorem 3.3.1. The following assertions are true:
1. P, is strictly decreasing on (0, 00) for all v > —1/2;
2. P, is strictly completely monotonic on (0, 00) for all v € [-1/2,1/2];
3. u — u/?7VP,(u) is strictly completely monotonic on (0,cc) for all
v>1/2.

4. Monotonicity patterns for Mills’ ratio. Let us consider the prob-
ability density function ¢ : R — [1/v/27,00) and the reliability function
®: R — (0,1) of the standard normal law, defined by

1 2 — 1 >
= —=/2 d  P(z) = / t)dt
x e an x .
p(z) o (2) o /. o(t)
The function 7 : R — (0, 00), defined by

r(z) = 2(z) = /2 /OO e /2 gy,
p(x) @

is known in literature as Mills’ ratio [Mi, Sect. 2.26] of the standard normal
law, while its reciprocal 1/r, defined by 1/r(z) = ¢(z)/®(x) for all z € R, is
the so-called failure (hazard) rate. It is well-known that Mills’ ratio is convex
and strictly decreasing on R. This ratio is frequently used in mathematical
statistics, see for example the paper of Feuerverger et al. [FMAC|. We
note that various lower and upper bounds are known for this ratio, see [Mi,
Sect. 2.26] and the references therein for results which refer to the problem
of finding some simple functions which approximate . The most known
inequalities proved by Gordon [Go| in 1941 are the followings

x 1
O <’r‘(ﬂ§)<;,
for all z > 0. Recently Pinelis [Pi4] using a version of the monotone form
of I'Hospital rule improved the inequality r(z) < 1/z, showing that in fact
the function z +— xr(z) is strictly increasing on (0, c0). We note that in view
of the derivative formula r'(z) = xr(z) — 1 this implies that the first above
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inequality of Gordon holds. Motivated by Pinelis’ work in this chapter we
show that using Pinelis’ idea we can deduce some other known bounds for
Mills’ ratio, and we present a simple method to find other new functions
which approximate r. Moreover, using the Pinelis version of the monotone
I’Hospital’s rule we study the monotonicity of some functions involving the
Mills” ratio. As an application, at the end of section 4.1 we present an
interesting chain of inequalities for Mills’ ratio. Finally, in section 4.2 we
prove that the Mills’ ratio is strictly completely monotonic on R and using
Buniakowsky-Schwarz’s inequality for integrals we deduce some Turan-type
inequalities for n—th derivative of Mills’ ratio.
The main results of this chapter reads as follows.

Theorem 4.1.2. The following assertions are true:

1. the Mills’ ratio r is strictly log-convex on R;

2. the function x — xr'(z)/r(x) is strictly decreasing on (0,00);

3. the function x — xr'(x) is strictly decreasing on (0, zo) and is strictly
increasing on (xg, c0), where xo = 1.161527889 ... is the unique pos-
itive root of the transcendent equation z(z%+2)®(x) = (2% +1)p(x);

4. the function z — xr'(x) is strictly decreasing on (0, 00).

Theorem 4.2.1. Let z be a real number and n > 1 a natural number.
Further let (™ be the n—th derivative of Mills’ ratio and let us consider the
expression A, = (—1)"r((z). Then the Mills’ ratio is strictly completely
monotonic on R, i.e. A, > 0, and satisfies the following reversed Turén type
inequality

An ' A11—&-2 > [An—l—l]Q'
Moreover the function x — ‘r(”) (a:)‘ is strictly log-convex on R and conse-
quently the following Turan type inequalities hold:

2n
Aoy 1 - A > [Ag,]? >
2n—1 2n+1 _[ 271] = 2n+1

Aop_1-Aopyr.
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