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Introduction

Functional renormalization group (FRG) methods combine Wilson’s
intuitive idea for the renormalization group with the functional met-
hods of the quantum field theory. It provides a powerful framework
for identifying and quantifying phase transitions, especially continuous
ones. One derives the so-called p-functions for the couplings in the
examined model from which the couplings’ dependence on the physical
scale (the so-called renormalization group flow) can be computed. The
viability of the FRG was first displayed by the solution of the Kondo
problem, along with the establishing of the e-expansion. The latter
of which makes one able to investigate continuous phase transitions in
continuous spatial dimensions. There are several formulations of exact
renormalization group equations in the field of FRG. Despite the fact of
them being exact, these equations have to be truncated, since they are
functional equations. I am going to use the Wegner-Houghton equati-
on along with the tree-level renormalization as well as the Wetterich
equation in the higher orders of the gradient expansion. The gradient
expansion is a widely used tool to control the precision of the numeri-
cal calculation in the FRG by making the truncation of the functional
space less severe. Furthermore, some important data, such as the ano-
malous dimension 7 is only available in the higher orders of the gradient
expansion. This tool is about expanding the path integral in powers
of the gradient of the field variable. The lowest, zeroth order of this
expansion is called the local potential approximation, while there is no
widely used name for the higher orders of this approximation, throug-
hout the thesis, the one quadratic in the gradient of the field variable is
called next-to-leading order (NLO) and the one quartic in the gradient
of the field variable is called next-to-next-to-leading order (NNLO).

Motivation

Models, which contain gradient terms with alternating signs give rise to
periodic ground-state configurations. There are various models in solid
state physics and quantum field theory, in which the ground state exhi-



bits a periodic structure, because the periodic vacuum provides a deeper
minimum of the effective action than the homogeneous one. Inhomo-
geneity of the ground state suggests, that strongly distance-dependent
interactions should be present in the system. It is reasonable to expect
that for such interactions the gradient terms with sufficiently strong
couplings are responsible rather than the ultra-local potential terms
in the effective action. In such models, the expectation value of the
kinetic-energy operator constructed from the derivatives of the funda-
mental fields, is non-vanishing. The non-vanishing expectation value
arises generally due to the alternating signs of the gradient terms of
various orders. This so-called kinetic condensation means, that qua-
siparticles with non-zero momentum appear and condense forming a
periodic classical background field, which breaks the spatial symmetri-
es of the system spontaneously. As opposed to this, in the case of the
Nambu-Goldstone type spontaneous symmetry breaking, quasipartic-
les with vanishing momentum condense into a homogeneous classical
background field. The simplest case of a model with alternating sign
gradient terms contains quadratic and quartic powers of the gradient of
the field, the coupling corresponding to the quadratic term is chosen to
be negative, while the higher order gradient term’s couplings is set to
positive values for stabilization. This kind of models is called ghost mo-
dels and they provide the basis of my Ph.D. theses. In modern quantum
gravity research, much attention has been paid recently to the role of
the ghost models in various cosmological scenarios close to the Planck
scale and beyond it. In particular, the conformal factor in the Einstein-
Hilbert action makes the action unbounded from below and appears to
be a ghost scalar. The kinetic (or equivalently ghost) condensation of
the conformal factor can cure the unboundedness. Nevertheless, aside
from this example, ghost models and the kinetic condensation is rarely
or not even discussed in the FRG literature, despite their importance
in the solid state and particle physics. Therefore, the motivation of this
thesis is to bridge the existing gap in this subject.



Thesis Points

The list of points below summarize my achievements in FRG studies
for ghost and ordinary models:

1. T have studied the Euclidean, normal, O(N) symmetric models at
the higher orders of the gradient expansion, up to the NNLO level.
I have computed the critical exponents v and 7 of the O(1) model
in NNLO, in spatial dimensions 2 < d < 4, which have proven
to be valuable additions to the existing results of the literature.
For the first time in the literature, I have also computed the N-
dependence of v and 7 in the 3-dimensional case, as well as the
N-dependence of the first three of the rarely discussed scaling
corrections to the Wilson-Fisher fixed point: wy,wa,ws [A]. 1
have written a code for the automated, analytic derivation of the
flow equations from the Wetterich equation. I have also written
a numerical code, which integrates the flow equations with given
initial conditions, thereby one is able to map the phase structure
of the model. I have also written a numerical code for determining
the Wilson-Fisher fixed point and computing the corresponding
eigenvalues of the stability matrix. I have presented these results
in the DOFFI 2017 conference [1].

2. I have studied the phase structure and the deep infrared behavior
of the Euclidean, 3-dimensional O(2) ghost models by means of
tree-level renormalization and the Wegner-Houghton equation. I
have implemented the numerical tree-level renormalization pro-
cedure as an iterative recursion equation and written a code for
the numerical solution of the flow equations, derived from the
Wegner-Houghton equation. I have tested the numerical code for
the tree-level renormalization on known results with success, such
results are the Euclidean, 3-dimensional ordinary O(1) model and
the Euclidean 2-dimensional sine-Gordon model. Thereafter I ha-
ve applied it to the Euclidean, 3-dimensional ghost O(2) model
and provided results for the infrared scaling of the couplings in
the various phases in various approaches, such as Case Y [B] and
Case Y [C].



i. In Case Y, the dimensionful coupling Y, corresponding to
the operator 02 has been kept constant, where O is the 3-
dimensional Laplace-operator. It has been found, that this
approach yields two phases. The transition between them is
of the first order. One of the phases has been found to be
the symmetric one, with tree-level infrared scaling for the
couplings and convex, non-universal dimensionful effective
potential. Another phase, called restored symmetry phase
has also been found with the transient presence of the ghost
condensate during the RG flow, which is however washed
out in the infrared scaling regime. It has been established,
that the restored symmetry phase exhibits a convex, quasi-
universal, dimensionful effective potential. I have presented
these results in the DOFFI 2017 conference [2].

ii. In Case Y, the dimensionless counterpart ¥ of ¥ has been
kept constant. The phase structure has turned out to be
richer in this approach. Three phases has been identified,
with an emergent triple point. Phase I is just the same
symmetric phase as in Case Y. Phase II is reminiscent to
the symmetry restored phase of Case Y, while Phase III is
akin to the symmetry breaking phase of the ordinary O(2)
model. The order of the phase transitions have also been
determined. The phase transitions I — I and II] — II
are of the first order, while the transition II] — I is a
continuous one.

3. I have made significant contributions in the development of a mo-
dified version of the Wetterich approach, which we call Fourier-
Wetterich approach. This framework has been proposed to treat
periodic condensates - such as the ghost condensates - in the hig-
her orders of the gradient expansion. We have applied our method
to the Euclidean, 3-dimensional ghost O(1)-model. T have derived
the flow equations analytically and have written a numerical code
to handle this method, namely, in every iterative step of the nu-
merical integration of the flow equations one also has to solve an
algebraic equation. I have provided numerical results about the
scaling of the different couplings and the phase structure. I have
taken every term into account, which contain the induced verti-



ces. The latter correspond to the interaction between the periodic
condensate and the quantum fluctuations of the background field.
The inclusion of these vertices impact the phase structure sever-
ely [D]. On the basis of their infrared behavior, five phases have
been found: a symmetric, two symmetry breaking and another
two non-perturbative phases.



Bevezeto

A funkciondlis renormalasi csoport kiilonb6z6 mddszerei 6tvozik Wilson
renormaldsi csoportra vonatkozd intuitiv otletét a kvantumtérelmélet
funkcionélis médszereivel. A funkciondlis renormaélési csoport egy ha-
tékony keretrendszer a fazisatalakulasok azonositasara és szamszertisi-
tésére, kiilonos tekintettel a folytonos fazisatalakulasra. A moddszer
alkalmazédsa soran a vizsgalt modell csatolasaira i.n. B-fiiggvényeket
vezetiink le, melyekbol kiszdmolhat6 a csatolasok fizikai skélatdl vald
fiiggése (ezt a renormadldsi csoport okozta folydsnak nevezziik). A funk-
ciondlis renormélasi csoport alkalmazhatésagat elsé izben a Kondo-
probléma megoldédsa, valamint az e-kifejtés megalapozdsa demonstralta.
Az utébbi folytonos fazisdtalakuldsok folytonos térbeli dimenziéban
vett vizsgalatdra alkalmas. Szamos egzakt egyenlet létezik a renormaldsi
csoport okozta folyas lefrdsdra. Az egzaktsdg ellenére ahhoz, hogy
szamszerl adatokhoz jussunk, ezeket az egyenleteket, pontosabban az
egyenletekhez tartozé funkcionaltereket csonkolni kell, hiszen ezek funk-
ciondlegyenletek. En a Wegner-Houghton-féle sémét és a faszintl re-
normalédst fogom haszndlni, valamint a Wetterich-egyenletet, ez utobbit
a gradienskifejtés magasabb rendjeiben. A funkciondlis renormaélési
csoporton beliil a gradienskifejtés egy eszkoz arra, hogy ellenérzés alatt
tartsuk a szamoldsok numerikus precizitasat azaltal, hogy a noévekvo
rendekben cstkken a funkcionéltérre kirétt csonkolas mértéke. Tovabba,
néhany fontos adat, mint az n anomalis dimenzid, kizarolag a gradiens-
kifejtés magasabb rendjeiben érheté el. Ezen eszkoz alkalmazasa soran
kifejtjiik a palyaintegralt a térvaltozo6 gradiensének a hatvanyai szerint.
A gradienskifejtés legalacsonyabb rendjét, a nulladrendet lokalispoten-
cidl-kozelitésnek hivja a szakirodalom. Ugyanakkor a magasabb ren-
dekre nincs altaldnosan hasznalt kifejezés, ezért tézisemben a kifejtés
masodrendjét, melyben a térvaltozé gradiensének a négyzetéhez tar-
tozd csatolas folydsa nem trivialis, vezeto renden tuli kozelitésnek, az-
az ,next-to-leading-order”-nek (NLO) fogom nevezni, mig a kifejtés
negyedik rendjét ,next-to-next-to-leading-order”-nek (NNLO).



Motivacio

Azon modellek esetén, melyekben a gradienstagok valtakozé elGjellel
fordulnak el6, periodikus alapéllapot jelenthet meg. Szdmos olyan
szilardtestfizikai és kvantumtérelméleti modell ismert, amelyekben az
alapallapot periodikus, azaz a periodikus vakuum mélyebb minimumot
biztosit az effektiv hatdsban, mint a homogén. Az alapallapot inho-
mogenitasa arra utal, hogy a tdvolsagtdl erésen fliggé kolesonhatdsok
vannak jelen a rendszerben. Ilyen esetben ésszerli azt feltételezni, hogy
ezért inkdabb a megfeleléen erds csatoldssal jelenlév6 gradienstagok a
felel6sek, mint az ultralokélis potencidl az effektiv hatdsban. Az ilyen
modellekben, a fundamentélis kvantumterek derivaltjaibdl felépitett ki-
netikus energia operatoranak a varhaté értéke nem nulla. Ezt a nem
nulla varhaté értéket a véltakozd eldjell, kiilonbozé rendi gradiens-
tagok okozzdk. Ez az d.n. kinetikus kondenzdcié azt jelenti, hogy
nem nulla lendiiletli kvazirészecskék jelennek meg és kondenzéldédnak,
ezzel kialakitva egy térben periodikus klasszikus hattérteret, amely ez-
zel spontan megsérti a rendszer térbeli szimmetridit. Ezzel szemben
a Nambu-Goldstone-tipusi spontan szimmetriasértés folyaman nulla
lendiiletti kvazirészecskék jelennek meg, melyek homogén klasszikus
héttértérré kondenzdlédnak. A véltakozé el@jelli gradienstagokat tar-
talmazd modellek legegyszer(ibb fajtai a tér gradiensét méasod- és ne-
gyedrendben tartalmazzak és a masodrendii taghoz tartozd csatolas
negativ, mig a negyedrendii tag csatolasa pozitiv értékre van bedllitva
az energetikai stabilizdlds érdekében. Az ilyen tipusi modelleket szel-
lemteres modelleknek vagy roviden szellemmodelleknek nevezik és ezek
képzik a Ph.D. értekezésem alapjat. A modern kvantumgravitdciét
Ovezd kutatdsban is nagy hangsulyt kapnak a szellemmodellek, f6leg
kiilonb6z6 kozmoldgiai vizsgdlatok terén, kozel a Planck-skélahoz. En-
nek az az oka, hogy az Einstein-Hilbert-hatasban szereplé konform fak-
tor miatt a modell hatdsa alulrél nem korldtos. A konform faktor a
megfelel§ transzforméaciok utan szellemskalartérként jelenik meg. A ki-
netikus (vagy ezzel szinonimaként, a szellemteres) kondenzédcié mecha-
nizmusa folytan az alulrél nemkorlatossiag dinamikus iton megsziinhet.
Ettol a példatdl eltekintve a szellemmodelleket és a kinetikus kon-
denzécié mechanizmusat — tudomdasom szerint — ritkan, vagy egyaltalan
nem vizsgéljak a funkciondlis renormaélasi csoport médszerével a szak-



irodalomban, annak ellenére, hogy a szilardtest- és a részecskefizikdban
fontos szerepet toltenek be. Ennek okan, a doktori értekezésem mo-
tivacioja, hogy ezen a teriileten athidaljam a szakadékot.

Tézispontok

Az alabbi lista tartalmazza a normal és a szellemteres modellekre kapott
eredményeimet, melyeket a funkciondlis renormalasi csoport alkalmaza-
saval értem el.

1. Az euklideszi, normal O(N)-modelleket tanulményoztam a gra-
dienskifejtés magasabb rendjeiben, NLO- és NNLO-kozelitésben.
Kiszamitottam az O(1)-modell v és n kritikus exponenseit NNLO-
kozelitésben 2 < d < 4 folytonos dimenzidékban, ami értékes
hozzéjarulas a szakirodalom eddigi eredményeihez. A szakiroda-
lomban eddig nem fellelhet6 eredményként meghataroztam v és n
N-fiiggését, tovabba meghataroztam wi,ws és w3 N-fiiggését is,
melyek a Wilson-Fisher-fixponthoz tartozé elsé harom skalazési
korrekcidt jelentik [A]. A killonbozd csatoldsok folydsi egyenleteit
a Wetterich-egyenletbdl szarmaztatjuk, amely feladat elvégzésére
analitikus, automatizalt programkédot irtam. Szintén programot
irtam a renormaldsi csoport folyasat leiré egyenletek, kiilonb6zo
feltételek mellett vett numerikus integralasara, amely lehetGséget
nyujt a modell fazisszerkezetének a vizsgalatara. Végiil progra-
mot irtam a Wilson-Fisher-fixpont numerikus meghatarozasara,
és a stabilitasi matrix ezen pontban vett sajatértékeinek kiszamo-
lasdra. A DOFFI 2017 konferencidn beszamoltam az ezen pont-
ban elért eredményeimrél [1].

2. Az euklideszi, 3-dimenzids, szellemteres O(2)-modell fdzisszerke-
zetét és mély-infravoros viselkedését vizsgaltam a faszintl re-
normdlast és a Wegner-Houghton-egyenletet felhasznalva. A nu-
merikus, faszintli renormalédst egy iterativ rekurzids egyenlet for-
méjaban implementaltam, tovabbéa programot irtam a Wegner-
Houghton-egyenlet &altal szolgéltatott folyasi egyenletek nume-
rikus integraldsara. A faszinti renormadlast elvégz6 numerikus



kédot sikerrel teszteltem ismert eredményeken: az euklideszi, 3-
dimenziés, normél O(1)-modellen és az euklideszi, 2-dimenzids
sine-Gordon-modellen. Ezek utdn alkalmaztam a mddszert az
euklideszi, 3-dimenzids, szellemteres O(2)-modellre. Ez utébbi
soran eredményeket szolgédltattam a kiilonb6z6 csatoldsok infra-
voros skdlazasarol kiillonbozé fazisokban és kiillonbozé szemlélet-
médokban: Y eset [B], valamint Y eset [C].

i. AzY esetben a dimenzids Y csatolast tartjuk dllando értéken.
Ez a csatolas a 02 operatorhoz tartozik, ahol O a 3-dimenziés
Laplace-operator. A vizsgédlat eredményei szerint ez a szem-
léletméd két fazist szolgaltat, melyek kozott elsérendi fazis-
dtmenet van. Az egyik fizis a szimmetrikus fdzis, ahol a
csatolasok a faszintii skdlatorvényekkel skalaznak az infra-
vorésben, a dimenzids effektiv potencidl konvex és nem uni-
verzalis. A masik fazist visszadllt szimmetriaju fazisnak ne-
veztiik el, ahol koztes skaldkon megjelent a szellemtér kon-
denzituma, de kihalt az infravoros skalazasi régioban. Itt
a dimenziods effektiv potencial konvex és kvazi-univerzalis.
A DOFFT 2016 konferencidn beszamoltam az ezen pontban
elért eredményeimrél [2].

ii. Az Y esetben az Y-nak megfelelé dimenzidtlan Y csatolds
allandé. Ez a szemléletmdd gazdagabb fazisszerkezetet ered-
ményezett. Harom fézist azonositottunk, melyek fazishatarai
egy harmaspontban taldlkoznak. Az I. fazis az Y eset szim-
metrikus fazisdnak felel meg, mig a II. fazis hasonld visel-
kedéssel bir, mint az Y eset visszaallt szimmetriaju fazisa.
Végiil a III. fazis hasonlé jegyeket mutat, mint a normal
modell szimmetriasért fazisa. A fazisdtmenetek rendjeit is
meghataroztuk. A Il — [ és III — II fazisitmenetek
elsérendiiek, mig a 111 — I atmenet folytonos.

3. Dont6 szerepet jatszottam a Wetterich-séma egy modositott val-
tozatdnak kifejlesztésében, amelyet Fourier-Wetterich-sémanak ne-
vezliink. Ennek célja a periodikus kondenzacié - mint amilyen a
szellemterek kondenzacidja is - vizsgalata a gradienskifejtés maga-
sabb rendjeiben. A mddszert az euklideszi, 3-dimenzids, szellem-
teres O(1)-modellre alkalmaztam. Analitikusan szdrmaztattam a
folyasi egyenleteket. Ezen feliil kédot irtam a renormélasi csoport



folyasat leiré egyenletek megoldasara, melynek kiilonlegessége,
hogy a differencial-egyenletrendszer numerikus integralasanal min-
den iterativ 1épésben meg kell oldani egy algebrai egyenletet is.
Eredményeket kozlok a modell fazisszerkezetérdl és a kiilonbozé
csatolasok skdlazasardl. A munkam soran az egyenletekben min-
den tagot figyelembe vettem, amelyek a periodikus kondenzatum
és a hattértér kvantumfluktudcidinak a kolcsonhatasat leird in-
dukalt vertexeket tartalmazza. Ezen vertexek figyelembevétele
jelent8s hatédssal van a modell fazisszerkezetére [D]. Az infravoros
viselkedés alapjan ot fazist lehetett beazonositani: egy szimmet-
rikus, két szimmetriasérté és tovabbi két, nem-perturbativ fazist.
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