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I

1. Matematikai bevezetés - Vektoralgebra

1.1 A vektor fogalma

A vektor egy iranyitott szakasz, amelyet nagysagaval, irdnyaval és
értelmével jellemezhetlink. A szakasz hossza a vektor nagysaga, irdnya
a vele parhuzamos egyenes, értelmét a szakasz végén talalhatd

nyilhegy rogziti.

’ Q\Jg’@a /értelme
N

/

1. &bra. A vektor abrazolasa

N - .
irdnya

1.2 A vektor leirasa koordinatakkal

A vektor leirdsdhoz bevezetjik az 1, j, k bazisvektorokat az aldbbiak

szerint:
[ ]

1, 7 és k egységvektorok: |1l = |jl = |k| = 1
i,  €s k paronként merdlegesek egymasra
1, J és k jobbsodrasu rendszert alkotnak
vy

2. abra. Jobbsodrasu rendszer

A ¥ vektort fel tudjuk irni az 1, j, k bazisvektorokkal az alabbiak szerint:

V=vy T+vy-J+v,-k (1.1)



3. dbra. A vektor koordinatai

Az egyenletben (1.1) vy, v, €és v, a v vektor koordinatai. Oszlopvektoros

jeloléssel:
VX
7= (vy> (1.2)
Vs

A vektor nagysagat a koordinataib6ol az aldbbi Osszefliggéssel

szamithatjuk ki:
vl =v= /VXZ +vy2+v,2 (1.3)

A ¥ vektor irdnyaba mutaté egységvektort az aldbbi 0Osszefliggés
értelmezi:

Jeloljuk a v vektor és az x, y, z koordinata tengelyek altal bezart
szbgeket ay, a, €s a,-vel az abra szerint:

X
4. abra. A v vektor koordinata tengelyekkel altal bezart szégei

5
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/

cos ay, Cosa, €S cosa, az alabbiak szerint szamithato:

V- \% V.
COS 0ty =7X, cos ay, =7y, cos o, =72 (1.4)

Az &, egységvektor kifejezhet6 az 1, J, k bazisvektorokkal:

— v Vx T+VyJ+vz K _ _ =
ev=;=%=cosax-1+cosay-]+cosocz-k (1.5)

Az (1.3) és (1.5) egyenletek alapjan:

|éV|=\/coszax+coszay+coszaz=1 (1.6)

Az (1.6) egyenletbdl az alabbi azonossagot kapjuk:

cos® ay + cos? ay + cos?a, =1 (1.7)

1.3 Vektormiiveletek

Vektorok 6sszeadasa:
Szamitassal:

T4+ W= (v T+ vy T+, k) + (W T+wy T+ w, k)
=(VX+WX)'T+(Vy+Wy)']_+(VZ+WZ)'l_{

Oszlopvektoros alakban:
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b
| Vektorok kivondsa:

Szamitassal:

V—w=(vg T+vy T+ v, k)= (wye T+ wy T+ w, k)
= (Vg —wy) T+ (vy —wy) - T+ (v, —w,) - k

Oszlopvektoros alakban:

Szerkesztéssel:

Vektorok altal bezart szog:

Két vektor altal bezart sz6g 0° és 180" kdzott valtozhat.

Vektorok skalaris szorzasa:
A v és w vektorok skaldris szorzatat az (1.10) 6sszefliggés értelmezi:

v-w=1v|-|W|-cosa,, (1.10)

A fenti definiciébdl a kovetkezbket allapithatjuk meg:
e Hao <a,, <90 akkor0<v-w
e Ha a,, =90° akkor v-w =0

e Hao90' <a,, <180° akkorv-w<0
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| Skaliris szorzat szamitésa a vektor koordinataibol:
1.1 tétel:

A 7 és w vektorok skalaris szorzata a kovetkezd 0Osszefiiggéssel
szamithaté a vektorok koordinataibol:

VW=vewetvyowy +v,cw, (1.11)

Bizonyitas:
0
T:7=11"1j1'cos90°=0->1-k=7-k=0
1 1 1

|
I
=
=i
(@)
o
%]
[en)
I
U=y
l
bl |
bl |
I
=
=
I
U=y

VW= (v T+vy T+v, k) (wy T+wy-T+w, k) =
1 0 2 0 1
~ oS = o, TS
SV Wyt T T+ Vg Wy T4+ v Wy TR vy s wy T+ vy s wy o))
0 0 0 1

—~ = = —
+vyw, Tkt v wy kT4 v, s wy cke T+ v, w, sk k
= Vgt Wy +Vy Wy VW,
Vektorok szégeinek kiszamitasa a vektorok kooridinataibol:
1.2 tétel:

A 7 és w vektorok altal bezart szog a kovetkez6 0Osszefliggéssel
szamithato:

Vx'Wx+Vy Wy+vz Wy

COS Oy = v#0, w0 (1.12)

)
vaz +vy2+vzz-\/w,(2+wy2+wz2

Bizonyitas:

o ‘W Vy Wy +Vy Wy v, W,
V| - |W| - cos ayy, = COSayy, = =
7l

VW=

\/vxz + vy? +v,? -\/wxz + wy? + w,?

Vektorok vektorialis (kereszt) szorzata:

A 7 és w vektorok vektoridlis szorzata a v x w vektor, amelyet az alabbiak
szerint értelmezink:

o |[VXW|=1|V]|W|-sina,
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/ L « S . . .
/ e vV xw merdleges a v és w vektorok altal meghatarozott sikra

e Vv, W és 7 xw jobbsodrasu rendszert alkotnak

VXW

Bizonyitas:

A fenti 0sszefliggés a vektorialis szorzat definicidjabdl kézvetlenil adodik.

1.4 tétel:

Ha a v vektor parhuzamos a w vektorral, akkor v x w = 0.
Bizonyitas:

Ha ¥ vektor pérhuz?mos w vektorral, akkor a,,, = 0° vagy 180°. -

— A — — _ — — =
v X W| = |v| - |W] - sina,, =0 - Vxw=0

A vektorialis szorzat kiszamitasa a vektorok koordinataibol:
1.5 tétel:

A vektoridlis szorzat a vektorok koordinataibol az alabbi 6sszefliggéssel
szamithato:

Vy t Wy — Vgt Wy

\_/xW=<VZ.WX_VX.WZ> (1.13)

Vit Wy — Vy * Wy
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Bizonyitas:

ixj=k, 1xk=-], Jxk=1

ix1=-k, kx1=j, kxj= -1 (Ezek az egyenletek az 1.3 tételbdl
kovetkeznek)

ixi=jxJ=kxk=0 (Ezek az egyenletek az 1.4 tételbdl szarmaznak)

UXW=(vg T+ vy T+v, k) x (wy - T+wy-T+w, k)=

0 K _) -k
feon® feon™ - T feou®
=V Wyt TX TV s Wy s TX T4V Wy s TX R+ vy Wy - TX T+ vy o wy
i -1 0

=

—— ——

—~

0

> = = = =
IXT+ VW, TX K+ v, wy kK XTH v, wy kX T4+ v, - w, - kX k
= (vy Wy = vy wy) T4 (v Wy — vy W) T+ (v wy — vy s wy) -k

Kovetkeztetésképp:

Vgt Wy — Vgt Wy
VXW= (Vz'Wx_Vx'Wz> (1.14)

Vy "Wy — Vy " Wy
Modszer a vektori szorzat kiszamitasara:

A vektoridlis szorzat az 1.12. Osszefliggéssel szamithatd. Problémat
jelent, hogy a fenti Osszefliggés nehezen megjegyezhetd. Ezért most
bemutatunk egy eljarast, amely hasonlé a matrixok determinansanak
kiszamitasahoz, és amelyre lényegesen konnyebb emlékezni:

1 ] k vy v

o A _|Vx V2 — |Vx Vy
VXW= X/,; V\;i \‘/\]/ZZ =1-Wy wyl T lwy, w, Tlwy wy
=T (v wy — vy wy) =T (Ve Wy — vy wy) + ke (Vi wy — vy o wy)
Vy W,V Wy
= vy Wy — v w,
(VX'Wy_Vy'Wx>

A vektorialis szorzat nagysaganak geometriai jelentése:

1.6 tétel:

A 7 és w vektorok vekrotidlis szorzatanak nagysaga egyenlé az altaluk
kifeszitett paralelogramma terlletével.

A =1V X W

10
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VXW

Bizonyitas:
A paralelogramma tertletét felirva:

A= V|- W] sinayy = [Fxw| (1.15)
Helyvektor:

A p pont 7,, helyvektora a koordindtarendszer origéjabdl a P pontba
mutat.

A

:P(XP Yeo ZP)

6. abra. Helyvektor

Top =Xp T+yp-J+2zp K,

Xp
Top = <YP> (1.16)

Zp

Oszlopvektoros alakban:

11
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' 1.4 Szamitasai feladatok

1. feladat:

Adott harom vektor a koordinataival:

a=251+42-7-3-k

b=-35T+5-J+6-k

€=32'T+27-48k

a) Szémitsuk ki a (a—b)-t vektort.

b) Szamitsuk ki aaxb és b x a vektorokat.

c) Szamitsuk ki a e, és g, egységvektorokat, amelyek merdlegesek az a
és b vektorok sikjara.

d) Szamitsa ki az €, és ¢ vektorok altal bezart szoget.

Megoldas:
a)

2,5 -3,5 3,2
5=<4,2>,B=< 5 ),E=< 2 >
-3 6 —4.8
2,5 -3,5 3,2 6 3,2
e-are-(E-(F) (2 (5)
-3 6 -48 -9 —4.8

=6-32+(—08) 2+ (=9) (—4,8) = 60,8

b)
/25 -3,5 T ik
axb=<4,z>x< 5 >= 25 42 -3
-3 6 35 5 6
_ 42 -3 - [25 3| .- |25 42
=1 |5 6| I'|=35 6|+k |—3,5 5|

=1-(42:6—(-3-5)-7-(25-6 —(-3--3,5)) +k
(25:5—(42--35)) =40,2-1—4,5-7+ 272k

40,2
<_4’5>
27,2 B

|~ V@022 + (457 + (27,07 4873

—0,092
0,558

(40,2)
—4,5
27,2) _ ( 0,825 )

12
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/ —0.825
éz = _él = ( 0.092 )

~0.558
d)
6T _0825-32+(-0092:2)+(0558-—48) .
COSO = ——— = = —0,
I R 1-JB2)2+ (2)2 + (—4,8)?
- Qe =92,1°
2. feladat:

Két pont koordindataival adott:

A=(-2;4;8), B=(4;-8;4).

a) Szamitsuk ki az A és B pontok kozotti tavolsagot.

b) Szamitsuk ki az ty, és top vektorok altal bezart széget.

c) Szamitsuk ki azt az egységvektort, amely mer6leges az OAB sikra.

Megoldas:
Javasoljuk, hogy készitsen abrat a megoldas elott.

a)

-2 4
Foa = ( 4 )r fop = <—8>
8 4

= J(6)? + (-12)% + (—4)?

dag = ITagl = [Fop — Toal =

GG 1)

— — =-0.089 - « = 95,1°
[Toal - ITogl AOB

= 14
b)

COoS aAOB =
c)
= = 0,894
Foa X T ,
g =—2_ 9% _ 0447
[Toa X Togl 0
—0,894
g, = —6, = —0,447

0

Foa " ToB

3. feladat:
Harom pont koordinataival adott:
A=(3;50), B=(0;-2;3), C=(-4;0;2)
Szamitsa ki az ABC haromszog terlletét.

Megoldas:
Javasoljuk, hogy készitsen abrat a megoldas el6tt.

13
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I

, 3 0 4
Top = <5>/ Fop = <—2>, Foc = ( 0 )
0 3 2
Fap = Top — Toa = <—7>, Fac = Toc —Toa = (—5)
3 2

|Tag| - ITacl - sina |Fag X Tacl
T, = AB Ac2 BAC _ AB2 acl _ 1g59

2, Newton torvényei. Erotorvények. Anyagi pont
egyensulya

2.1 Newton torvényei

Newton torvényei a miszaki mechanika alaptérvényei (axiomai).
Newton alapfeltevése, hogy mindig taldlhaté olyan vonatkoztatasi
rendszer, amelyben ezek a torvények érvényesek. Az ilyen vonatkoztatasi
rendszert inercia rendszernek nevezziik. A m(iszaki mechanikdban a
Foldhoz rogzitett vagy ahhoz képest allandd sebességgel haladé mozgast
végz6 vonatkoztatdsi rendszer inercia rendszernek tekinthet6. Minden
mas, a Foldh6éz képest gyorsuld vonatkoztatasi rendszer nem inercia
rendszer.

Newton elsé torvénye:

Egy anyagi pont lendilete mindaddig allandé marad, amig mechanikai
kdlcsonhatasba nem kerill mas testekkel. Tehat kdlcsonhatas nélkul:

p(t) =p=adlland6 (2.1)

Specidlisan, ha a test tomege allandd (m(t) = m = allandd), akkor a
sebessége is allando:

%(t) =7 =4llandé  (2.2)

Tehat a test nyugalomban van, vagy a tomegkozéppontja egyenes vonall
egyenletes mozgast végez.

Newton masodik torvénye:

14
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5
' Ha az anyagi pont mechanikai kdlcsonhatasban van mas testekkel, akkor
lendlletének id6 szerinti valtozasi gyorsasaga barmely t idGpillanatban

megegyezik a tobbi test altal kifejtett ered6 erdvel.

F= lim 2 F=[N] (2.3)

t—0 At’

Ha a test tobmege allandd, akkor:

= . Ap . A(mv) . AV _
F = lim = = lim =m-lim—=m-a (2.4)
At—-0 At At—»0 At At—0 At

A fenti 0sszefliggésben a a test tomegk6zéppontjanak gyorsulasa.

Newton harmadik térvénye:

Két test mechanikai kdlcsonhatdsa soran teljeslil az alabbi egyenldség:
F‘12 = _1_:21 (2.5)

A fenti egyenletben az F;, az 1-es test altal a 2-esre kifejtett er6. Tehat, a
két er6 egyenld nagysagu és iranyu, de ellentétes értelm(i (irdnyitasua).

Newton negyedik torvénye:

Tobb test mechanikai hatdsa esetén az ered6 er6 az alébbi
Osszefliggéssel szamithato:

F=YF, =F +F+.. . +F+. (2.6)

A fenti egyenletben F; az az erd amelyet az i-edik test fejt ki a tobbi
testtdl fliggetlendl (a tobbi test hianyaban).

2.2 Erotorvények

Az Erotorvény az er60 megadva a kolcsonhatast leird paraméterek
figgvényében. Az erGtorvényeket kisérleti Gton méréssel szoktak
meghatarozni. A tovabbiakban bemutatjuk a mi(iszaki mechanikdban
Iényeges erdket és a hozzajuk tartozo erétérvényeket.

Gravitacios ero:

Egy M és m tomeg(i test kozott fellép6 gravitacios erdé nagysaga az alabbi
Osszefliggéssel szamithato:

M'm

— 2
[Fol =Fg = v+, y=6674-10"" [%] (2.7)

15
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/

7. abra. Gravitacios er6

A fenti egyenletben r a két test tomegkozéppontja kodzotti tavolsag, y

S =

m2
pedig a gravitacids alland6é (y =6,674-10711 [%]). Bevezetve az e, =

radialis egységvektort a gravitacids er6 a kévetkezd alakban irhato:
= M'm _ Mm _
Fg= -y — &= -y — T (2.8)

ahol r a helyvektor, amely az M témeg(i test tomegkdzéppontjabdl az m
tomegl test tomegkodzéppontjdba mutat. Ha az egyik test a Fold és a
masik egy hozza képest elhanyagolhaté méret(i targy annak felszinén,
akkor a 2.8 egyenlet az alabbi alakban irhato:

Fg=(—yr—§-ér)-m=m-g (2.9)

m
O

8. abra. Gravitacios er6 a Féld felszinén

Az egyenletben (2.9) Mg és Rg a Fold tdbmege és sugara, g a gravitacids
gyorsulds. Mivel a Féld nem tokéletesen gomb alaku, g nagysaga fligg a
foldrajzi helyt6l. Magyarorszag teriletén:

g =gl =981 ]3]

16
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I

Rugdero:

Egy idedlis rugo altal kifejtett er6 nagysaga a kovetkez6 6sszefiiggéssel
szamithaté (9. abra):

|Fpl =Fp =D-|r—ro|l =D-Ar (2.10)

o

9. abra. Rugd erd

ahol D a rugédallandé, r, a rug6 terheletlen hossza, Ar pedig a
deformacié nagysaga. A rugderd iranya parhuzamos a rugé iranyaval, az
értelme pedig ellentétel a (r —ry) - €. vektorral. Tehat a rugd erétérvénye
a kovetkez6:

Fp=-D-(r—rp)-e (2.11)

Kényszereré:
A kényszererd fogalmanak értelmezéséhez sziikséglink lesz a merev test

és kényszer fogalmara. Egy test merev, barmely két pontjanak tavolsaga
a test barmely mechanikai terhelése esetén allandé marad.

re = allando

10. abra. Merev test
A kényszer egy olyan merev test, amely egy masik testet egy adott gorbe

vagy felilet mentén t6rténé mozgasra vagy tartézkodasra kényszerit. A
kényszer altal a testre kifejtett er6t kényszererének nevezzik. A

17
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‘/ kényszerer6 nagysaga altaldban ismeretlen, de meghatarozhatd, ha a
testre hato tobbi erd ismert.

A kényszerek tipusai:

1) Nyujthatatlan kétél

kotel

N test

11. abra. Nyujthatatlan kétél

A kotél altal kifejtett kényszerer6 parhuzamos a kotéllel. A kotélerd
mindig hazo jelleg(.

2) Merev rud

test

12. abra. Merev rud

Ha a rud idedlis csukldhoz csatlakozik, akkor a kényszererdé parhuzamos a
riddal. A ruder6 egyarant lehet hizd, vagy nyomo jelleg(.

3) Sima vagy érdes merev felllet:

Sima:

18
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normal irany __ .

\

\ test é/rint(”) sik

sima felllet
Fr

13. abra. Sima merev fellilet
A sima merev feliilet altal kifejtett kényszerer6 meréleges a felilet
adott pontbeli érintd sikjara, mas szdéval normalis irdanyu. A felllet csak
nyomo jelleg(i erét tud kifejteni.
Erdes:
Az érdes merev felillet altal kifejetett kényszerer6nek van a fellletre
merdleges és azzal parhuzamos (az érintd sikba es6) komponense is. Ha

a test nyugalomban van (14. abra) akkor az érint6 sikba esé
komponensnek van egy maximalis értéke, ami felett a test megcsuszik.

tmax

érintd sik
AN ﬁ) Ft
L

surlédasi kap

14. bra. Erdess merev feliilet - a test nyugalomban van

Ez a fenti maximalis érték egyenesen aranyos a kényszerer6 normal
irdnyd komponensével.

Fimax = Mo " Fn (212)
A fenti egyenletben p, a tapadasi suarléodasi tényez6. A test

egyensulyban van akkor és csak akkor, ha fennall az alabbi
egyenldtlenség:

19
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/
/ IFel < Fimax = Mo Fn (2.13)

Bevezetjik a sarlodasi kapot (14. abra), amelynek félnyilasszoge az
alabbi 0sszefliggéssel szamithato:

8y = Ho =tan™?! (M) (2.14)

Fn

Ha a test nyugalomban van, akkor a kényszerer6 (Fg) a kupon belll vagy
annak a fellletén helyezkedik el.

Ha a test cslUszik az érdes fellileten, akkor a kényszererd érintd iranyu
komponense aranyos a normal iranyd, tovabba az érinté iranyu
komponens egyez6 iranyud, de ellentétes értelm( a sebességvektorral.
(15. ébra, 3.15 egyenlet).

érint6 sik

A fenti egyenletben pu a csuszasi surlodasi tényez6. Az aldbbi tablazat
a tapadasi és csuszasi surlodasi tényez6 értékét tartalmazza kilonbozd
anyagparok esetén szaraz és nedves korliilmények kozott.

Sarlédasi tényez6k kozelitdé értéke kiilonb6z6é anyagparok esetén
[11]:

Tapadasi surlodasi Cslszasi surlodasi
Anyagpar tényez6 tényez6
Szaraz Nedves Szaraz Nedves
Aluminium Acél 0.61 - 0.47 -
Sargaréz Acél 0.35-0.51 0.19 0.44 -
Beton Gumi 1 0.3 0.6-0.85 | 0.45-0.75
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[
i

Acél Acél 0.74-0.8 0.16 0.42-0.62 -
Fa Fém 0.2-0.6 0.2 - -
Fa Fa 0.25-0.5 0.2 - -

A fenti tablazat alapjan megallapithatéak az alabbiak:
e A tapadasi surlédasi tényez6 mindig nagyobb, mint a cslszasi
surlodasi.
e A suUrlédasi tényez6 értéke mindig nagyobb a szaraz, mint nedves

kortlmények kozott.

2.3 Anyagi pont egyensiilya

Ha a test méretei elhanyagolhatok a mechanikai problémaban szerepld
egyéb méretekhez képest, akkor a testet anyagi ponttal modellezziik. Az
anyagi pont egy tomeggel rendelkezd kiterjedés nélkili, azaz geometriai
pont. Az anyagi pont egyensulyban van, akkor, és csakis akkor, ha a ra
hat6 er6k eredbje egyenld nullaval (2.16 egyenlet).

F = ZiFi = 6 (2.16)

Newton masodik térvénye alapjan egyensulyi allapotban az anyagi pont
gyorsulasa zérus. Tehat nyugalomban van, vagy egyenes vonall

egyenletes mozgast végez. Ha az anyagi pont nyugalomban van, akkor
statikus egyensulyi allapotrdl beszélink.

2.4 Feladatok
1. feladat (Eredé eré szamitasa altalanos térbeli er6rendszer esetén)

Egy, a koordinatarendszer kezd6pontjaba helyezett anyagi pontra az
alabbi erék hatnak:

F, =51+ 37— Kk[N]

F, =30 (0.8T— 0.6k)[N]

|F;] = F; = 50[N] és F; keresztlilmegy a P;(0,6,2) ponton.
|F4| = F4 = 20[N] és oy = 90", 0ty = 45°, @y, = 135"
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Szamitsuk ki az erérendszer eredd erejét!

Megoldas:

5

F, =<3 )[N]
-1
24

: ( 0 )m
—18

F3=F3'é3=50'

!
N
I

0
Tos _ .. 2

0
Forl 50 T (47.43) [N]
To3 V02 + 6242 15.81

Fy =F, 8 = F, - (oS gy "T+ COS gy -] + cOS ay, - k)

=20 (cos90" -T+ cos45 -7+ cos 135" - k)

0
=0-T+14.14-7— 1414 -k = ( 14.14 ) [N]
—14.14

) S 5 24 0 0
F=ZFL-=F1+F2+F3+F4= 3 )+ o |+(4743])+| 1414
i -1 -18 15.81 —~14.14

2. feladat (Eredé er6 szamitasa sikbeli erérendszer esetén)

Egy csavarfejre négy er6 hat az alabbi abra szerint:
LY F1
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| Adatok: F, = 150[N], F, = 80[N], F5 = 110[N], F, = 100[N], «; = 30°.a, = 20°,at, =
15°.
a) Szamitsuk ki az er6rendszer eredd erejét!

b) Szamitsuk ki az ered6 eré nagysagat!
c) Szerkesszik meg az eredé eroét!

Megoldas:

A feladat megoldhaté az altalanos térbeli er6rendszer esetén alkalmazott
maodszerrel, de sikbeli er6rendszer esetén célszerl az alabbi, egyszerl
eljarast alkalmazni.

a)
-_— F .
Fy =F1'COS(X1'T+F1'Sina1']_=(Fl'Z?rf(?l)[N]
1 1
— ~F, s
F, =—=F;-sina, -1+ FZ-COSO(Z']_=(F 2' Cf)lsnaa2> [N]
2 2
B ~ _ 0
3
. i . _ (F,-cosay,
F4 :F4'COSa4'1_F4-Slna4-]= _F4-sin0(4 [N]

F:ZFi:F1+F2+F3+F4
i

_ (Fy-cosay —Fz-sina2> ( 0 ) <F4-cosa4>
- (Fl . sin(x1> + ( F, - cosa, + —F; + —F, -sina,
_ (200.26
B ( 14.29 ) [N]

b)

F =|F| = \/(200.26)2 + (14.29)% = 200.78[N]

c) Az erdk hosszat egy er6léptékhez viszonyitjuk.
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Pt

)
E

3. feladat
Az abran lathatd P anyagi pont egyensulyban van.

A
[
3

Adatok: F = 150[N], « = 30°,g = 9.81 [?z]

a) Szamitsuk ki a kotélben ébredd eré nagysagat és az anyagi pont
tomegét!

b) Szerkessziik meg a kotélerdt és gravitacios erot!

Megoldas:
a)
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p

lly

il
[
A -
»
v

F¢ -cosa

ym-g
_— _ - (—F\ _ (—150
F=-F-1+0 ]—(0)—( 0 )[N]
_ F.- °
F. =F.-cosa -1+ F.-sina-J= (FC_;OSS(())O) [N]
C

m-g =0'T_m'g"—=(—m99.81)[N]

Fe 2R 0+ (6 o)+ (1) = )

L. —150+ F.-cos30°=0 - F,=173.2[N]
IL F.-sin30°—m-9.81=0 — m = 8.83[kg]
b)

Mivel egyensulyban az er6k Osszege zérus, igy a harom er6 zart
vektorharomszoget alkot.

«——100N—»]

=

tg30° =0.577

A szerkesztés |épései:
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1) Az F er6 megrajzolasa

2) Az a sz0g megszerkesztése

3) Az F. és m-g hatasvonaldanak megrajzolasa, és a metszéspontok
megszerkesztése

4) Az F. és m-g er6k nagysaganak leolvasasa, 6sszehasonlitva 6ket az
er6léptékkel

Az a sz0g szerkesztése:

30°
0.577

4. feladat
Az abran lathatd, sima fellletl lejtén elhelyezked6 m tomeg(i anyagi pont
egyensulyban van. A rugdé Ar deformacidja és D rugdmerevsége ismert.

Adatok: m = 40[kg], « = 30°,D = 1000 [ﬁ] ,Ar = 2[mm],g = 9.81%,

a) Szamitsuk ki az F er6 nagysagat (F vizszintes irdny()!

b) Szamitsuk ki a lejté altal kifejtett kényszerer6 nagysagat (F,,)!
c) Szerkesszlik meg az F ésF, erdket.

Megoldas:
a) ésb)
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F=F:-cosa'T—F-sina:J= (_FF'_C;S:SOOO) [N]

_ o __ (—40-9.81-sin30°
m-g ——m-g-sma-l—m-g-cosa-]—(_40_9.81_COS300)[ ]
= . v B .eimny.=_ (—DrAr-cosa) _ (—2000 - cos30°
Fp =—Fp-cosa-1—Fp-sina ]_(—D-Ar-sina)_(—ZOOO-Sin3O°)[ ]

Fo=0'T+F, ' J= (Fon) [N]

P2 R = (5 o)+ (Cho am - cosaoe) + (Czo00. sinaoe) * () = (0)

i

L F-cos30°—40-9.81-sin30° — 2000 -cos30°=0 — F =2227[N]
I1. —F -sin30° —40-9.81-cos30° — 2000 -sin30°+F, =0 - F,=
2453.3[N]
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Ao

5. feladat

Az abran lathatd érdes fellletl

lejton elhelyezkedé anyagi pont
egyensulyban van.

Adatok: a = 30°m-g =100 [N], p, = 0.3

a) Szamitsuk ki, hogy az F er6 milyen minimalis és maximalis értékek

kozott valtozhat (F.i, €S Fnax), @Z anyagi pont egyensulya esetén! (F
vizszintes iranyu)
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/ b) Szamitsuk ki a kényszerer6 nagysagat — amelyet a lejté kifejt az
anyagi pontra - az el6z6 minimalis és maximalis F értékek esetén.
c) Szerkessziik meg az F,,;, €s F.x €rtékeket.

Megoldas:
a)
D F=Ferfemeg=0=()+ (5 nt) + (50 dee) = 0)
I. F,+F-cosa—m-g-sina=0 - F,=m-g-sina—F-cosa=50—-0.866"F
II. F,—F-sina —m-g-cosa=0 - F,=m-g-cosa+F sina=866+05"F
Fl <t Fy — —po Fy < Fr < poFy
1. eset:
—Uo F < F
-03-(86.6+0.5-F)<50—0.866"F
0.716 - F <76
F < Epgx = 106.14 [N]
2. eset:
Fp <po-Fy
50 -0.866-F <0.3-(86.6+0.5F)
24<1.016-F
23.62 [N] = Fpin < F
23.62 [N] < F £ 106.14 [N]
b)
Fimin = 50 — 0.866 - Fppy;, = 50 — 0.866 - 23.62 = 29.55 [N]
Fimax = 50 — 0.866 - F5, = 50 — 0.866 - 106.14 = —41.92 [N]
Fomin = 86.6 + 0.5 Fpp,;, = 86.6 + 0.5-23.62 = 98.41 [N]
Fimax = 86.6 + 0.5 Fq = 86.6 +0.5-106.14 = 139.67 [N]

Frmin = | F2nin + Fmin = 29.552 + 98.412 = 102.75 [N]

Frmax = |Finax + Fnax = /(—41.922) + 139.67% = 145.83 [N]

29



7 DEBRECENI EGYETEM — MUSszAKI KAR

c)

A p, szbg, valamint az Fmin és Fmax értékek szerkesztését az aldbbi abra

szemlélteti:

tan p, = F;:max = Hy

n

thax

Power Point animacioé formajaban |épésrdl |épésre megtekinthetd:

2.1 Animacio

6. feladat
Az dbran lathato kis gorgd (B) az AC kotélen egyensulyban van. A gorgén

egy m tomeg(i teher fligg, a kotél L hosszlsaga, valamint a szlikséges
geometriai adatok ismertek.
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-t a

‘*U*

Adatok: m = 100[kg],L = 15[m],a = 10[m], b = 3.354[m].
Szamitsuk ki a kotélben ébredd er6 nagysagat!

Megoldas:

a———————————————P

A

‘4*0'*

LA

- O

4—
3
Q|

Mivel AB és BC szakaszok az AC kétél_részei:
|FR1| = |FR2| =Fgr

—Fgr - sin 0(1> N]

Fri = —Fg'sina; T+ FR'COSO(l']_=<FR_Cosal
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/ Fgr - sin 0(2) IN]

Fr, =Fg-sina, T+ Fg cosa, ] = <FR-cosa2

m-g=0-T—m-g-]_=( 0 )[N]

—m-9.81
= = _ (—Fr-sinoy FR-sina2> 0 _ (0
F_ZFi_(FR'COSOH)-'_(FR'COS% +(—m'9.81>_(0)
L
I. —Fg-sinoy + Fr-sina, =0 - a; =0, =«
m-9.81
II. Fr-cosa; + Fr-cosa, —m-981=0 - Fp=

2:cosa

Ervényesek a kovetkezd geometriai egyenletek:
a’+ (2c—-b)? =12

X a—x
tana = E = ;
Az els6 egyenletbdl:
[2—a?+b
c= = 7.267[m]
2
A masodik egyenletbdl:
X 10 —x
X = 6.5[m]

7267  7.267 — 3.354

X
tana = p =0.894 -> o=41.81°

A II. egyenletbdl:
100-9.81

Fr = 5 osatere ~ 0°8 1IN

7. feladat

Az aldbbi dbra egy harom radbol felépiil6 szerkezetet szemléltet. A rudak
egyik vége idedlis csuklékhoz (A,B,C pontok), masik vége a D pontban
Iév6 anyagi ponthoz csatlakozik. Az anyagi pont az F; és F,, valamint a
ruderGk hatasa alatt egyensulyban van.
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/

1[m]

Adatok: F, = —1000 - 1[N], F, = 1000 - j[N]
Szamitsuk ki a rudakban ébred6 kényszererdk nagysagat (Fap, Fgp, Fep)!
Megoldas:

A rudak irdnyaba es6 egységvektorok:

0 _
€rp = TAD = 0.8 = 0.0781
IFanl  \/(=1)% + (0)2 + (0.8)2 0.625
0
€gp = <0>
1 0
B (—1.2)
_ Tep 0.8

0
0 = Tgpl JOZ+ (127 + (087 (7)(.)5853;;2>

Az F,p, Fgp és Fep kényszererdk az alabbi alakban irhaték:

i ~0.781
Fap = Fap " €ap = Fap - 0

0.625

0
Fgp = Fpp - €sp = Fpp (0>

1
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/ 0
FCD = FCD " ECD = FCD ' (-0832)
0.555

A D anyagi pont egyensulyban van:

i L B B o —0.781 0
FZZFiZFAD+FBD+FCD+F1+F2ZFAD. 0 +FBD. 0 +FCD
i

0.625 1
0 —~1000 0 0
: (—0.832) + ( 0 > + (1000) = (0)
0.555 0 0 0
I —0.781-Fap — 1000 =0 — F,p = —1281[N]
II. —0.832Fep +1000 =0 — F¢p = —1202[N]

III.  0.625-Fap + Fgp + 0.555-Fcp =0 — Fgp = 133.5[N]

3. Forgatonyomaték, erorendszerek ereddje és
egyenértékiisége

3.1 Forgatonyomaték

A kovetkezOkben a merev testek statikajaval foglalkozunk. Mig egy
anyagi pont csak halad6 (transzlaciés) mozgast végezhet, addig egy
merev test foroghat (rotaciés mozgas) is. Az erének a forgatd hatasat a
nyomatékaval jellemezzik. (16. dbra, 3.1 egyenlet).

tamadaspont

hatasvonal

forgaspont

16. abra. Az eré forgatonyomatéka

MOZFOPXF (3.1)
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I

Tehat az F er6 forgatdnyomatéka az O pontra egyenld az top
helyvektornak és az erének a vektorialis szorzataval. Tehat a nyomaték
vektor mennyiség. Az My nyomaték nagysaga az aldbbi képlettel
szamithato:

F k

-~ —_———

IMo| = |F| - [Fop| "sing =F-k  (3.2)
ahol F az F er6 nagysaga és k az erdkar. Az erékar a forgaspontnak és az

F er6 hatasvonalanak (meréleges) tavolsaga.

Kapcsolat egy er6 két kiilonb6z6 pontra (A és O) vonatkozd
forgatonyomatéka kozott:

A 17. abra alapjan felirhatjuk a kapcsolatot az F er6 O és A pontra
szamitott nyomatékai kozott (3.3 egyenlet).

=

Iop I'ap

0 - TA

loa

17.abra. Az F er6 nyomatéka kiilénb6z6 pontokra

=l
>

I

=

XF:(Fop_l_'OA)XF:FOPXF_FOAXF:MO‘i‘FAOxF (3.3)

3.2 Erorendszer eredo ereje és eredo forgatonyomatéka

Az eredd erdt mar korabban definialtuk:

Az er6rendszer eredd nyomatékanak definicidja az 0 pontra:

Mo = XiMg; = Xi(fo; X F) (3.4)
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0
¥

I

' ahol ry; a forgaspontbdl (0) az F; eré tdmadaspontjaba mutaté vektor.

Kapcsolat egy erdrendszer két kiilonb6z6 pontra (A és O)
vonatkoz6 eredo6 forgatényomatékai kozott

frjuk fel az erérendszer eredd forgatéonyomatékat az A pontra alkalmazva
a 3.3 egyenletet az er6rendszer egy F; erejére.

Mo F
My = i Mp; = Xi(Mg; + Tao X F) =X Mo; + Xi(Fao X Fi) = X Mg; + Tao X X Fi (3.5)

Végll a 3.6 egyenletre jutunk:
l\_/[A=l\_/[o+onxF‘ (3-6)

A fenti Osszefliggésben F az ered6 erét M, és M, az A és O pontokra
vonatkozo ered6 forgatonyomatékot jelenti.

Tehat egy er6rendszer esetén ugyanazt az 6sszefliggést kapjuk, mint egy
darab erd esetén.

3.3 Erorendszerek egyenértékiisége és ereddje

Két er6rendszer egyenértékl, ha eredd forgatdnyomatékaik a tér barmely
A pontjara egyenl6ek egymassal.

M, =M," badrmely A pontra (3.7)
A 3.7 egyenletben a ' és ' jelolés az 1-es és 2-es er6rendszerre utal.
3.1 tétel:

Két erérendszer egyenérték(i, ha az ered6 erejik és a tér egy adott O
pontjara vonatkozo6 forgatonyomatékuk egyenld.

F'=F" és M, =M, — Az'és" erdrendszer egyenértéki (3.7)

Bizonyitas:

’ ’ n

l\_/[A =l\—/lo +FAOXF,I l\_/[A =l\_/lo +FA0XFN

’

Ha M, =M, és F =F" akkor a fenti egyenletbél az kdvetkezik, hogy

M, =l\7[A” barmely A pontra. Ez azt jelenti, hogy az ' és " erGrendszer
egyenérték.
3.2 tétel:
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! Ha Kkét erérendszer ereds forgatdbnyomatéka a tér harom kilénb6z6, nem
egy egyenesbe es6 pontjara (A4, B, C) vonatkozdéan egymassal egyenld,
akkor a két er6rendszer egyenértékd.

e My =M,", My’ =M )

M. =M., Az’ és " erOrendszer
e A#B=C, > egyenérték( (3.8)
e A,Bés Cnem esnek egy

egyenesbe _/

Bizonyitas:
MB=I\7[A +FBAXF,IMB =l\_/IA +I‘BAXF
MC :MA +FCAXF,I MC :MA +I‘CA><F"
— 7 — — 7 — I
® MA_MAI MBZMBI\
MC = MC - FBA X F, = _ _ ,
FBA X FI, éS I_'CA X F’ = FCA X rBf\ * 0I rCA * 0 es rBA nem
F > parhuzamosak T., vektorral.
e A*B=C ésA,B és C nem
esnek egy egyenesbe .

=7,

Bebizonyitjuk, hogy F' = F
1. eset:

Ha fgz, nem pa’rhuzamos F'-ral, akkor az tga x F' =g, x F~ egyenletbdl -

=7/

figyelembe véve, hogy g, # 0 — kdvetkezik, hogy F = F

2. eset:

Ha rgy parhuzamos F'-vel, akkor az f., vektor nem lehet parhuzamos
vele. (MlveI fga Nem parhuzamos fc,- raI) Kovetkeztetésképp, az gy X
F _rCAxF egyenletbol - figyelembe véve, hogy r¢y # 0 - azt kapjuk,
hogy F' =F".

fgy bebizonyitottuk, hogy F' = F
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I

Mivel F'=F" és M, =M, a 3.1 tételbdl kovetkezik, hogy a két
erérendszer egyenérték.

A 3.1 és 3.2 tételek felhaszndlasaval le tudjuk ellenOrizni, hogy két
eroérendszer egyenérték(i-e vagy nem.
Egy erdrendszer ereddje a vele egyenértékl erbrendszerek kozil a

legegyszer(ibb.

3.4 Feladatok

2a

F
Adatok: F, = 5[N],F, = 5[N],F; = 10[N],F, = 10[N],a = 2[m].
a) Szamitsuk ki az er6rendszer eredd erejét és 0 pontra vonatkozé eredd
forgatonyomatékat!
b) Szamitsuk ki az er6rendszer A pontra vonatkozdé ered6
forgatonyomatékat felhasznalva az aldbbi 6sszefliggést:
MA = MO + ‘FAOJCF

c) Szamitsuk ki az A pontra vonatkozd ered6 forgatényomatékot a
definici6 alapjan is!

Megoldas:
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2) 0 2 2 0 —10

F = <5> [N]; Top, = <0> [ml; - Mo =7opxF = <O>x<5> = < 0 )[Nm]
0 2 2 0 10
0 2 2 0 20

F, = (0) [N]; Top, = <4> [m]; - My =fpp,xF, = <4>x<0> = <—10> [Nm]
5 0 0 5 0
—10 0 0 —10 0

Fy = ( 0 )[N]; Tops = (4) [m]; > M3 = Top,x F3 = <4>x< 0 > = <—20> [Nm]
0 2 2 0 40
0 0 0 0 0

F, = ( 0 )[N]i Top, = <0> [ml; - My =Top,xFy= <O>x< 0 ) = <0> [Nm]
—-10 2 2 —-10 0

O (1 ()
() (3 (3o (B

o /10N [=2\ [-10\ /40
MA = MO + T_on F = (-30) +—4|X% 5 = <—20) [Nm]
50 -2 -5 0
c)
~ 0 _ 7N o Y 0 40
MA=1:AP1XF1+1_:4P2XF2+7_:4P3XF3+7_:4P4XF4=(—4—)36( 0 >:<_20> [Nm]
—-10 0

4. Erorendszerek osztalyozasa

4.1 Eropar és erocsavar

Az erBrendszerek osztalyozdsa az eredd erejiuk és nyomatékuk alapjan
torténik. MielGtt osztalyoznank az er6rendszereket, eldszor is definidlnunk
kell az eropar és erocsavar fogalmat. Az er6par két azonos nagysagu és
irdnyd, de ellentétes értelm(i erébdl all.
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18. abra. Erépar

4.1 tétel:

Egy erbpar ered6 forgatonyomatéka a tér barmely A pontjara
vonatkozdan ugyanaz. (Mas szavakkal: Egy er6par nyomatéka fiiggetlen
a forgasponttol.)

o

19. abra. Erépar
Bizonyitas:
Azt fogjuk kihasznalni, hogy a 19. abran lathatd er6par forgatényomatéka

a tér barmely A pontjara vonatkozéan ugyanaz, mint az O pontra. Az
erépar 0 pontra vonatkozé ered6 forgatdényomatéka a kévetkez6:

ol

Mo = Foo X F + Fop X (=F) = Fop X (-F) (4.1)
Az er6par A pontra vonatkoz6 nyomatéka:
My = Tao X F 4 Tap X (=F) = (fap — Fao) X (=F) =Top x (-=F) (4.2)
Tehat:
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/

M, =My, barmely A pontra. (4.3)

Az erOpar eredd nyomatékanak nagysaga az alabbi 0Osszefliggéssel
szamithaté:

F d

IMo| = IFop X (=F)| = |=F| - [fop| -sinp = F-d (4.4)

ahol d a két er6 (F és —F) hatasvonalanak tavolsaga.
Koénnyen belathatd, hogy a nyomaték vektor mindig meréleges az erGpar
sikjara (20. abra).

AM
(6]

ATl

'

}_
-F
20. abra. Nyomaték

Egy erd és egy olyan erdpar, amelynek nyomatéka parhuzamos az ero
hatdsvonaldval er6csavart alkot (21. dbra).

21.abra. Erécsavar
A tovabbiakban kimondunk és bebizonyitunk egy olyan altalanos tételt,
amely megadja az erérendszerek osztalyozasat. Jeldlje az er6rendszer O
pontra vonatkozo eredé erejét és forgatonyomatékat F és M.
4.2 Az erorendszerek osztalyai
4.2 tétel:

Minden er6rendszer besorolhaté a kovetkez6 harom  osztaly
valamelyikébe:

1. Ha F =0 akkor az erérendszer ered6je egy erépar My, nyomatékkal.
2. Ha F#0 és My merGleges F-re, akkor az erbérendszer eredGje F a tér
egy rogzitett hatadsvonalan.
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0

' 3. Ha F # 0 és My, nem merdleges F-re, akkor az er6rendszer eredbje egy
erocsavar.

Bizonyitas:
1. Alkalmazzuk a (3.6) 6sszefliggést:
0

l\_/[A = 1\7[0 + I_'AO X F = l\_/[o d l\_/IA = l\_/[o bérme|y A pontra g AZ
er6rendszer eredbje egy er6par My nyomatékkal.

2. Rogzitslink egy sikot, amely atmegy az O ponton, és mer6leges
My-ra. Mivel F mer6leges Mg-ra, megjelenitheté a fenti sikon.
Jeldlje T pont az O pontnak az F er6 hatdsvonalara es6 meré6leges
vetiletét.

Mok
T
Tor
F =
o O
22. abra.

Mivel My merdleges az ror és F vektorok altal meghatarozokk sikra, igy az
F ered6 er6 O pontra vonatkozé forgatbnyomatéka az alabbi
Osszefliggéssel szamithato: (4.5 egyenlet)

1\7[0=fOTXF (4.5)
A fenti egyenletben az ryr vektor kijeldli az F er6 hatasvonalanak helyét.

Fejezzlk ki az ror vektort az alabbi egyenletbdl:

2
— — — — f__F"? — f__gﬁ
FXMO = FX(fOTXF) =FOT(FF)_F(FFOT) =FOT.F2
Tehat az ror helyvektor:

FxM

FOT = on (4.6)
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p
| A 3.1 tételbsl adédodan, az F eredd erbt az rop altal kijeldlt hatdsvonalon
alkalmazva megkapjuk az eredét.

3. Bontsuk fel az M, eredd forgatdnyomatékot két komponensre. Az

egyik komponens (M,,) parhuzamos az F ered6 erdvel, mig a
masik (M, ,) merlleges ra (23. abra).

o§|
A
)

Eredd er6csavar

Definidljuk a T pontot hasonlé modon, mint a 2. esetben. Ekkor az aldbbi
Osszefliggés érvényes:

ol

=

FXMOL _ FXMOL+?X 0// _ ?X(MOL+M0//) _ ﬁxlﬁo

F? F? F? F?

MOL:FOTXF g FOT:

Az er6rendszer eredd forgatonyomatéka a T pontra:
0

_ _ _ - _ _ _ - _ _ _
MT=MO+I'T0XF=M0//+MOI+I'TOXF=MO//+M01—I‘OTXF=MO//

Tehat az ered6 erb6csavar a T pontban:
(F,My) = (F,M, )
A T pontba mutaté helyvektor a kévetkezd 0sszefliggéssel szamithato:
_ Fx M,
Tor = 2
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f 4.3 Feladatok

Hatarozzuk meg a 3.4. fejezetben szereplé erGrendszert helyettesitd
erocsavart.
Az er6rendszer eredd ereje és nyomatéka az O pontra:

-10 10
P=(s Jow = (-30)
-5 50

Az F ered6 er6 irdnyaba mutato egységvektor:

—-10
r ( 55> ~0.816
e == - =<0.408>
V1024 (52 + (=52 \_0.408
Az M, ered6 nyomaték komponensei:

-408 —0.816
My = (M, * %) & = (10 - (—0.816) + (=30) - 0.408 + 50 - (—0.408)) ( 0.408 )

—0.408
33.29
= (—16.64) [Nm]

16.64

~ L 10 33.29 —23.29

Mo, =My —M, ), = (—30) -~ <—16.64> R (—13.36) [Nm]
50 16.64 33.36

Az er6csavar hatasvonalat kijel616 vektor:

(—10) ( 10 )
h N 5 |x|-30
F x MO — -5 50 — (0667> [m]

‘FOT = 2 3
F 150 1.667

A keresett er6csavar:

-10 33.28
(F.Mp)=(F,M, )= ( 5 )[N],<—16.64> [Nm]
16.64

Az ered6 skalaris forgatbnyomaték az er6 hatdsvonaldra, mint
forgastengelyre vonatkozéan:

_ —0.816 33.28
M = Mo// =€ MO// = ( 0.408 ) : (—16.64) = —40.73[Nm]
—0.408 16.64
fgy az eredé erécsavar:
—-10

(F,My) = ( 5 )[N],—40.73[Nm]
-5
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5. Sikbeli erorendszerek,
5.1 Sikbeli erorendszerek osztalyozasa

Egy erérendszer sikbeli, ha az er6rendszert alkotd 6sszes er6 ugyanabban
a sikban (S) fekszik.

Mo 4

0

24. abra.

5.1 tétel:

Egy sikbeli er6rendszer eredd ereje és eredd nyomatéka meréleges
egymasra.

Bizonyitas:

Jel6lje a sikbeli er6rendszer O pontra vonatkozd eredd erejét és
forgatonyomatékat F és My (0 € S).

e Tp, FES Mo; merdleges az S sikra —
e Mg =Tg; X F; Mo = X Mo,; szintén meréleges
S-re.
Kovetkeztetés:
e F=XFES M, merdleges F-re.

e M, merdleges S-re
5.2 tétel:

Az 0Osszes sikbeli er6rendszer besorolhaté az alabbi két osztaly
valamelyikébe:
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/

1. Ha F=0 akkor az erdrendszer eredGje egy erépar M,
nyomatékkal.

2. Ha F # 0 akkor az er6rendszer ered6je az F ered6 er6 egy rogzitett
hatasvonalon, amely atmegy a T ponton, amelyet az alabbi
Osszefliggés hataroz meg:

FxM

FOT = FI\Z/[O (5. 1)

Bizonyitas:

1. A 4.2/1 tételbdl kozvetlenll kovetkezik.

2. Az 5.1 és 4.2/2 tételekbdl kdzvetlenil kovetkezik.
5.3 tétel:

Ha a sikbeli erérendszer eredé ereje és forgatonyomatéka a kovetkez6:

Fy 0
p=<Fy) & 1\7{0=<0>
0 Mo

akkor az ered6 er6 hatasvonalanak x és y koordinatatengelyekkel alkotott
metszéspontjai az alabbi 6sszefiiggésekkel szamithatdk (25. abra.):

XC:m yD:_l\g_: (5.2 éS 5.3)

Fy

Ay

D|Y,

Y X

Tl

25, abra.
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Bizonyitas:
I 7 k .
o F, F, 0 _ Mg
__FxMo_[0 0 M| _TFy-Mo—jFMo FF
OoT — 2 2 - 2 ~Tx
F F F - Mo
, , 0
Igy az fyr, Ter €S Tpr vektorok:
F F,
Xor = Mo Xor-XC = Mo —xc
T, = = —-Fx , T, = = % ,
o <y8T> 7 Mo ) ET < ts ) 7 Mo
0 0

Yor—Vp|=| —F |
0 F_ZX'MO_YD/

F
y
Xor / Fz Mo \
fDT=< )

Mivel for merdleges t¢r-ra:

F2
F,? F’ F
F_y4' M02+F_X4 MOZ_F_)ZI'MO Xc
FZ
2 2
, BHR?F,
0 [ =gz Mo Xc
Mo
Mosz'XC d XC=F
y

Mivel ror éspr szintén merGlegesek egymasra:

Mo
Yp = F,
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5.2 Az ero skalaris forgatonyomatéka

A skalaris nyomaték egy er6 egy tengely kortli forgaté hatasat jellemzi
(26. abra.). Ha a tengely egy e egységvektorral adott, akkor a skalaris
nyomatékot az aldbbi 6sszefiiggés értelmezi:

1
~

Mge = Mg e = |Mg| - |e|-cos8 = [Mg|-cos® (5.4)

26. abra.

ahol M, az erének az O pontra vonatkozé nyomatékvektora. Igy a
skalaris nyomaték a nyomatékvektor e egyenesre (tengelyre) esé
merdleges vetilete (Moe, 26. dbra).

Egy az xy sikba es6 erOGrendszer esetén az egyes F; er6k skalaris
nyomatékat a z tengelyre szokds vonatkoztatni. Az F; erdk skalaris
nyomatéka:

_ Q@ N Xi Fyi 0 0 0
Moi = Mo; "k = (fo; X F;) "k = <Yi> X (Fyi) : (0) = 0 : <0>
0 0 1 FyiXi — Fyi " i 1

=Fiy % —Fix"yi
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Ha a pozitiv forgasiranyt az o6ramutatd jarasaval ellentétes iranyba
vesszik fel (28. abra.), akkor Fy-x; az F;, komponens skalaris
nyomatéka, mig —Fy -y; az Fi; komponensé.

VA

Az

o~

V<

28. abra.

Tehat az F, eré skalaris nyomatéka kiszamithatdé az Fy, és F;
komponensek nyomatékainak 6sszegzésével.

5.3 Sikbeli erorendszer eredojének szerkesztése
A tovabbiakban a sikbeli er6rendszer ered6jének szerkesztésére
mutatunk moddszert. Ahogy azt az 5.1 fejezetben bebizonyitottuk, a

sikbeli er6rendszer ereddje lehet:

1) egy er6par My nyomatékkal, ha F =0
2) F egy adott hatdsvonalon - az 5.1 képlet szerint — ha F # 0

ahol F és Mg jeloli az erérendszer eredé erejét és ered6 nyomatékat.
Tehat a szerkesztés eredménye lehet egy er6par vagy az F ered6 erd egy
adott hatasvonalon. A szerkesztés elvi alapja az 5.3 tétel.

5.3 tétel:

Legyenek F, és F, nem zérus, sikbeli er6k metsz6d6 hatasvonallal (29.
abra.). Az F, és F, er6k F ereddjére teljeslilnek az alabbiak:

1. F=F, +F,

2. F atmegy az F, és F, er6k hatasvonalainak metszépontjan.

49



7 DEBRECENI EGYETEM — MUszAKI KAR

Kotéldiagram Vektordiagram
‘tl[N]+‘

|E=|El+|zz

29. abra.
Bizonyitas:

F=F, +F,#0, igy F az ered6 egy adott hatasvonalon (5.2 tétel). Mivel az
F, és F, er6k eredé nyomatéka az erdk hatdsvonalainak metszéspontjara
vonatkozdan nulla, igy az F ered6 erd hatdsvonalanak szintén at kell
mennie a fenti metszésponton.

Ahogy a 29. abran lathatd, az F ered6 erét, és annak hatasvonalat
kalon ébran szerkesztjik. Az F er6 szerkesztésének abrajat
vektorabranak (vektordiagram), a hatadvonalét kotélabranak
(kotéldiagram) nevezzik. A vektordbra pontos megrajzolasahoz egy
eroskalara (er6léptékre) van szikség. A 29. abran 1 [cm] tavolsag felel
meg 1 [N] erének. Igy az F, és F, er6k nagysagai 2,7 és 3,7 cm.

Harom vagy tobb er6 esetén (30. abra) el6sz6r megszerkesztjlik
az F, és F, ered6jét, majd az F, + F, és F; ered0jét, aztan az F, + F, + F; és
F, ered6jét, stb.
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Kotéldiagram Vektordiagram k ‘
| 1[N]

F
lfl + |Ez

F:|E1+|Ez +|ES

Fs

IE:|E1+IE2 +F3/

30. abra.

Ha az Osszes erd hatasvonala parhuzamos egymassal, akkor az
elébb bemutatott eljarast ,direktbe” nem tudjuk alkalmazni. Ebben az
esetben az eredeti er6rendszerhez hozza kell adnunk két fiktiv erot (5, és
5,) - melyek azonos hatavonaliak és nagysaguak, de ellentétes
értelmiek (31. dbra). Kénnyen belathatd, hogy ezek a fiktiv er6k nem
valtoztatjdk meg az eredeti er6rendszer ered6 erejét és ered6

forgatonyomatékat.
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Kotéldiagram Vektordiagram

e

S2=-S1

S +F +F,+F;

F=Fi+F2+Fs |

§1+F +F, +F; Y F=Si+Fi+F+F:+S; =R +F2+Fs
31.abra.

A mérndki gyakorlatban egyszer(sitett jeloléseket alkalmaznak; a s,
5,+F, 5,+F +F,, és 5 +F; +F,+F;jelolések helyett egyszerlien az
1,2,3 és 4 arab szamokat hasznaljuk. Tovabba, az 5, és F er6ket nem
tlintetik fel a vektordbran. A 32. abra a 31. abran lathatd szerkesztést
mutatja egyszerUsitett jel6lésekkel.
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Kotéldiagram Vektordiagram

-

1 F> Fs
4 Y 2

\ 4 |E=|E1 +|E2 +|E3

32. abra.

A szerkesztés |épései parhuzamos erérendszer esetén a kovetkezok:

1.

2.

Rogzitslink egy er6léptéket és rajzoljuk meg az F,F,,F; ... erdket a
vektorabran.

Rogzitsiink egy O pontot és rajzoljuk meg az 1,2,3,4,... jell
egyeneseket a vektorabran. (Az O pont helye tetszlleges, a
vonalak sorrendje koveti az er6k sorrendjét.)

Rajzoljuk meg az F,, F,, F; ... er0k hatasvonalait a kotéldiagramon.
Rajzoljuk meg az 1-es vonalat a kotéldiagramon. Az 1-es vonal
helye tetszlleges.

Rajzoljuk meg a 2-es vonalat az 1l-es vonal és az F, erd
hatasvonaldnak metszéspontjan keresztal.

Rajzoljuk meg a 3-as vonalat az 2-es vonal és az F, erd
hatdsvonaldanak metszéspontjan keresztil.

Rajzoljuk meg a 4-es vonalat az 3-as vonal és az F; erd
hatdsvonaldanak metszéspontjan keresztil.

Rajzoljuk meg az F eredd er6 hatasvonalat az 1-es és 4-es vonal
metszéspontjan keresztiil.
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Ahogy korabban emlitettiik, ha F = 0, akkor az ered6 egy erGpar. A 33. és
34. abrak a szerkesztés eredményét mutatjak, az F=0, My #0 ésF =0,
My = 0 esetekben. Az ered6 mindkét esetben egy erdpar, az els6 esetben
nem zérus, mig a masodikban zérus nyomatékkal.

Kotéldiagram

A Vektordiagram

\ 1 1,3
0

3\
Fi y
1\ E1VUL F.
2/ -

33. abra.

Kotéldiagram

A
1
> Vektordiagram

Tl
u
e
<
—-
<
<
all
~

14
] T~
3 F: A
34. abra.

A 33. abra alapjan (F = 0,M, # 0), megallapithatjuk, hogy az 1-es és 4-es
vonal a vektorabran egybeesik, a kotélabran pedig parhuzamosak. A 34.
abra esetében (F=0,My; =0) az 1-es és 4-es vonalak mind a vektor-,
mind a kotélabran egybeesnek. A 34. abra alapjan tett megfigyelések
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' egyensulyi erorendszerben szerepld ismeretlen erok szerkesztésenél
lesznek fontosak. Most ezzel kapcsolatban megfogalmazunk egy tételt:

5.4 tétel:

Ha egy sikbeli er6rendszer ered6 ereje és forgatdnyomatéka egyarant
zérus, akkor az els6 és utolsé szerkeszt6vonal mind a kotél, mind a
vektroabran egybeesik.

5.4 Feladatok

1. feladat:
Az dbra egy merev lemezre haté harom erét szemléltet. A lemez méretei
és az er6k nagysagai adottak.

yA ‘\
Fs
-

]

- D e D e D —»

F1

M
N

v X

le—  p—— »«— 39— »

Adatok: F, = 4[N],F, = 5[N], F; = 10[N],a = 2[m],b = 3[m].

a) Szamitsuk ki a lemezre haté sikbeli er6rendszer ered6 erejét,
valamint az O pontra vonatkozd ered6 skalaris és vektorialis
forgatonyomatékat!

b) Szamitsuk ki az ered6 erd hatdsvonalanak x és y tengellyekkel
alkotott metszéspontjait!

c) Szerkessziik meg az erGrendszer eredgjét.
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+

| Megoldés:

a)

/-4 /0 /10
F1=<0)[N].Fz=<—5>[N],F3=<0>[N]
0 0 0

Az eredé er6:
3 —4 0 10 6
F=ZE=<0 )+<—5>+(0>=<—5>[1v]
i=1 0 0 0 0

Az eredé skalaris forgatonyomaték az O pontra:
Mo=F,-2a—F, - (@a+b)—F;-3a=4-2-2-52+3)—10-3-2 = —69[Nm]

Az ered6 vektorialis forgatbnyomaték az O pontra:

0
1\710=M0-1'<=< 0 )[Nm]

—69
b
X)zﬁz‘_ﬁ"zlgg[m] =-Mo_ _=%_ 11,5[m]
¢ Fy -5 ! » YD Fx 6 ’
yA
yD ¢ D(OJ}’D)
C(x.:0) x
XC
E
c)

Az eredl szerkesztése:
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p

Fa

|E1 |E=|E1+|Ez+|23

F |E1 +|E2

J
l
\ 4

2. feladat:
Az abran lathaté harom, egy sikba es6 erd, valamint tdmadaspontjaik

koordinatai ismertek.

y A
,472a4> \
3
oy

| "

da

l L
) | " >
2a
¥ s P, T

Pz Q2 'E3
‘Ez
«2a—»¢—5a—>

Adatok: F, = 3[N], a, = 20°, F, = 3[N], a, = 45°, F; = 2[N],a; = 25° a = 0.1[m].
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a) Szamitsuk ki az er6rendszer O pontra vonatkozé eredé erejét és
ered6 forgatdnyomatékat (skalarisan és vektorialisan).
b) Szamitsuk ki az eredd er0 hatasvonaldnak az x és y tengellyekkel

alkotott metszéspontjait!
c) Szerkessziik meg az erérendszer ereddjét.

Megoldas:

(F1 cos al) 2. 819) [N]

F; - sina; 1.026

— (Fyrcosay\ 2121
F = ( —F, - smaz) ( 2_121) [N]
— _ (—F3-cosaz\ _ (—1.813
Fy = (—F3 - sin a3) - (—0_845) [V]
Eredé erod:

3

2 819 2.121 —1.813\ _ 7 3.127
Z 1 026 +( 2.121) + (—0.845) = (—1.940) ul

i=1
Eredé skalaris nyomaték az O pontra:
Mg = —F;-cosa;-4a+F;-sina; -2a+F, cosa, 2a+F, sina, 2a—Fz;-cosaz-a
— F;-sinag - 5a = —0.678[Nm]

Ered6 vektorialis nyomaték az O pontra:

0
1\7[0=Mo-l_<=< 0 >[Nm]

—0.678
b)
_ Mg _ 0678 _ _ Mg _  -0678 _
Xe = Fy  -1.940 0.349[m] , yp = Fx 3127 0.217[m]
c)
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6. Homogén (gravitaciés erorendszer ereddje.
Sulypont

6.1 Homogén gravitacios erorendszer ereddje

Ebben a fejezetben a homogén gravitacids erérendszer ered6 erejére és
forgatdbnyomatékra vonatkozo Osszefliggéseket szarmaztatunk, majd
megadjuk az er6rendszer ereddjét. A 35. abran lathatd testet bontsuk fel
elhanyagolhatdan kicsi méretl darabokra. Az i.rész tdmegét jelolje m;. A
gravitaciés erGrendszer ered6 erejét hagyomanyosan G-vel jeloljuk.
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35. abra.

A 35. abra alapjan a gravitaciés erGrendszer eredd ereje és
forgatonyomatéka a kovetkez6:

m

G=Yim;-8)=Cim)-g=m-g (6.1)

Mo = X Mg; = Xi(Foi X m; - 8) = Xi(m; - To; X §) = (Xim; - Toy) X g (6.2)

A fenti Osszefliggésekb6l adoddoan M, merbleges a g gravitacios
gyorsulasra, ebbdl adoddan a G eredd erbre. Mivel G = 0 és M, merGleges
G-re, a 4.2 tétel alapjan az adddik, hogy az er6rendszer ereddje G lesz a
tér egy rogzitett hatasvonalan.

6.2 Sulypont
A 36. abra egy merev testet szemléltet harom kulénb6z6 helyzetben. A

kilonb6zd helyzetekhez kiilonb6z6 hatasvonalai tartoznak, melyek egy
pontban metszddnek (S). Az S pontot stlypontnak nevezzik.
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36. abra.

A homogén gravitacios er6rendszer ered6 forgatdbnyomatékat irjuk fel két
kulonb6zd alakban irhatjuk fel az aldbbiak szerint (ldsd 34. dbra és 6.2
egyenlet):

L Mo = (Xim; - To) X 8
IL. 0=Tos XG=Tos Xxm-g="Tos X (Xim) g=Eimy) Tos xg (6.3)

=l

EgyenlOvé téve a két egyenletet:
(Xim;) - Tos X g = (Xim; - To;) Xg (6.4)

A fenti egyenletbdl kifejezve az ros vektort, megkapjuk a sulypont helyére
vonatkozo Gsszefiiggést:

FOS — Xim;jToj (65)

Ximj

A témeg felirhatd a slir(iség és térfogat szorzataként:

Fos = Ziﬁi:‘i\‘fim (6.6)

Ha a test tomegeloszldasa homogén (p; = p = é4llando6):

T ZipViToi _ pZiViToi _ ZiViToi (6.7)
0s XipVi pLiVi YiVi

Ha a test specidlisan egy d vastagsadgl homogén lemez (matematikailag
egy sikidom):
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= _ 2idAjToi _ dZiAiToi _ ZiAiToi
fos = LidA  dNA XA (6.8)

A fenti egyenletben Y;A; =A a siklemez teljes terllete. Az egyenletbdl

(6.8) az xg és ys koordindtai az rys helyvektornak a kdvetkezdk:

_ ZiAixg
XS_—ZiAi (6.9),

ys =500 (6.10)
Ha a siklemezt felbontjuk kicsi elhanyagolhato teriletl részekre, akkor a
(6.11) és (6.12) képleteket irhatjuk fel:

_ Jaxda (6.11), yS=fAﬂ

o o (6.12)

Xs

6.3 Sikidomok sulypontja

A 37. dbra a sulyponthelyét szemlélteti kilonb6z6 sikidomok esetén. A
kor, tégalap és altaldnos haromszog esetén a sulypont helye elemi
geometriabol ismert, mig derékszogl haromszog, korcikk és félkor
esetében integrdl szamitdssal hatarozhaté meg.

S

!
i

———— _? .......
!

/]

a/3

b

b/3

Példaképp szarmaztassuk a korcikk sulypontjara vonatkozd 6sszefliggést!
Legyen az x tengely a kércikk szimmetria tengelye a 38. dbra szerint.
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38. abra.

Egy kicsiny do széggel jellemzett kércikk terililete az R sugar ismeretében
szamithaté:

dA =>Rds = ~R?d¢ (6.13)
A koordidtarendszer origdjanak és a fenti kicsiny korcikk sulypontjanak
(S*) tavolsaga ER. (Ez abbodl adddik, hogy a korcikk egyenld szaru
haromszoggel kozelithetd.)

Igy a stlypont (S*) y tengelytSl mért tavolsdga a fenti kicsiny koércikk
esetében:
X=§R'C05(p (6.14)

A 2a nagysagu koOzépponti szoggel jellemzett R sugard korcikk
stlypontjanak helye az aldbbi Osszefliggéssel szamithaté (lasd 6.11
egyenlet):

1
fA xdA ffa§R3'COS(pd(P ZR f_aaCOS(pd(p ZR 2-sina 2R-sina

Xs

fA dA f_"‘a%de(p 3 f_aa do 3 2a 3a

Specidlisan, ha a kércikk egy félkér (a = g), akkor:
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0
‘ xg = p2="""(6.15)
6.4 Feladatok
1. feladat:
y 35
115
A i A
11.5
83‘8 Y
S, 46
60

S, A
Ly 14/3

a) Szamitsuk ki az &bran lathatdé homogén vastagsagu és anyagu
siklemez sulypontjanak koordinatait!
b) Ellendrizzik a szamitassal kapott eredményt szerkesztéssel!

Megoldas:

a)

Bontsuk fel a lemezt harom egyszerl sikidomra az abra szerint. A
derékszogli hdromszog, téglalap és kor sulypontjat jel6lje rendre S,, S, és
S;. A kor ki van vagva a lemezbdl, igy a terlilete negativ. Az alabbi
tablazatban megadtuk az egyes részek terliletét és sulypontjanak
koordinatait.

i A[mm?] Xsifmm] ysifmm]
1 245 35/3 -14/3
2 1610 35/2 23

3 -201 23.5 34.5
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b
| A fenti adatokbdl kiszamithatéak a lemez stlypontjanak x5 és yg
koordinatai:
35 35
Yiixe Ay X A+ xg Ay txgcAs G 245+ 1610 —23.5-201

Xg =

LA Ay + Ap + A 245 + 1610 — 201
= 16.77 [mm]
Y3y A; 245+ 23-1610 — 34.5- 201
Vs = =3 =3 =17.5 [mm]
LA 245 + 1610 — 201
b)

A gravitacios erérendszer parhuzamos er6rendszer, igy alkalmazhatjuk az
5.3 fejezet 31. abrajan lathatd szerkesztési eljarast. A szerkesztési
eljarast egyarant el kell végezni az x és y iranyokban, és az erék helyett
az egyes részek 4,, 4,, A; ,terllet vektorait” kell hasznalni. A kdvetkezo
abran részletesen bemutatjuk a szerkesztést.
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b
b=
£,
S 0
o
(9p]
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— o™
N <
y 35
w115 | <& &
A A A x
11.5 » ™
S, 12 ' >
x \/
46 L
S, <
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v X
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Y // 14/3 /
N
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Az alabbi linkre kattintva a szerkesztés |épésrol Iépésre megtekinthetd a
Microsoft Office PowerPoint programjaval készilt animacié formajaban:

6.1 Animacio

2. feladat:

72

\ 4

P 4
22.5 S

1

v X

»9.55F

a) Szamitsuk ki az abran lathaté homogén siklemez sulypontjanak
koordinatait!
b) Ellendrizziik a szamitas eredményét szerkesztéssel!

Megoldas:
a)
i Ai[mm?] Xsiflmm] ysilmm]
1 -795.2 9.55 22.5
2 3240 36 22.5
_ XEaxgtA;  —9.55-795.2+ 363240 116
Y =TSr 4T =T 795243240 rrblmm]
2 yatA;  —225:7952 4 2253240
_ Zl—lysl i =225 [mm]

—795.2 + 3240

s = 2
i=1Ai
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b)
y A
] 72
A
45
y X
—» 955«
400 [mm?]
A A K
A, A A,y ! 1 C
1 3 YA; /3
2
N

Az alabbi linkre kattintva a szerkesztés lépésrdl 1épésre megtekinthet6 a
Microsoft Office PowerPoint programjaval készilt animacioé formajaban:

6.2 Animacio
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b

3. feladat:
y A

<—60—>~—20——‘< 16.98 »

a) Szamitsuk ki az abran lathaté homogén siklemez sulypontjanak
koordinatait!
b) Ellendrizzik a szamitds eredményét szerkesztéssel!

Megoldas:
a)
i Ai[cm?] Xsifcm] ysifcm]
1 24 -2 0
2 16 1 0
3 25.13 3.698 0
4 -7.069 2 0
4 xgA; 24-(=2)+16-1+25.13-3.698 — 7.069 - 2
BETY A 24+ 16 + 25.13 — 7.069 = 0.8059 [em]
Ys =0 [cm]
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7. Merev test egyensilya

7.1 Merev test egyensilyi allapota

Egyensulyi allapot (definicid): Egy merev test egyensulyban van, ha a ra
haté erdrendszer eredé forgatébnyomatéka a tér barmely A pontjara
vonatkozdan zérus.

IAW =0, barmely A pontra

7.1 tétel:

Egy merev test egyensulyban van, ha a ra haté er6rendszer ered6 ereje
és ered6 forgatonyomatéka a tér egy adott O pontjara vonatkozdan
egyenl6 nullaval.
F=0és M=0
o
Bizonyitas:
A 3.6 egyenlet felhasznalasaval:

o}l
3 ol

1}44 = + T'on = 0
Tehat az er6rendszer ered6 forgatonyomatéka a tér barmely A pontjara

vonatkozdan zérus, igy a test egyensulyban van.

7.2 tétel:

Ha a merev testre hatd er6rendszer ered6 forgatonyomatéka a tér harom
kilonb6z6, nem egy egyenesbe es6 pontjara (A, B, C) vonatkozdan
zérus, akkor a test egyensulyban van.

Bizonyitas:
Tekintslik a 39. abrat.
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39. abra.

A tétel feltételei:
1) A, B és C kulonb6zd pontok - Tga 0, 7,4 20

2) A, B és C nem esik egy egyenesre — g4 f gy

3)M=0, M=0, M=0
A B c

A 3.6 egyenlet felhasznalasaval:

w3 ol
2ol

+FBA'XF 4 FBAXF = 6
1. eset:

Ha iy, ¥ F akkor iz,xF =0 és 7z, = 0, amelybdl F = 0 adddik.

2. eset:

Ha 734 | F akkor 7., & F (Ez igaz, mivel 7g, 4 Tg4.)

aXpel
Il
2}l

Kovezkeztetésképp a tételbél adddik, hogy az F eredé er6 zérus.

Alkalmazva a 7.1 tételt, a F =0 és IEI =0 egyenletekbdl adddik, hogy a
merev test egyensulyban van.
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7.2 Egyensilyi egyenletek merev testre

A 7.1 tétel alapjan a merev test egyensulyban van, ha:

F=0, IOW =0 a tér egy adott O pontjara vonatkozoéan.

Térbeli er6rendszer esetén az F =0 egyenletb6l az aldabbi harom
skalaregyenletet kapjuk:

YiFi=0, X Fpy=0, X F,=0
0 egyenletbdl adddik, hogy:

Az M
0
Zilglix =0, Zilgliy =0, Zil\giz =0

Kovetkeztetésképp, térbeli erérendszer esetén hat egymastdl fliggetlen
egyensulyi egyenlet van:

YiFx=0, X F,=0, X F,=0, Zil\gix =0, Zilgliy =0, Zil\é]iz =0

Sikbeli erérendszer esetén a fenti hat egyenletbél harom marad:
YiFix=0, X;Fy=0, Zilgli = Zil\giz =0

A 7.2 tétel alapjan a merev test egyensulyban van, ha:
M=0, M=0, M=0
A B C

Térbeli er6rendszer esetén a fenti vektor egyenletekbdl a kovetkezd
kilenc skalaregyenletet kapjuk:

Zi%x =0, Zi%y =0, Zzl‘[;’iz =0
ZiIBVIix =0, ZiIBVIiy =0, Ziﬂgiz =0
Ziﬂc/’ix =0, Ziﬂc/’iy =0, Zzl‘c’liz =0

Belathatd, hogy a fenti kilenc egyenletbdl csak hat fliggetlen.
Sikbeli er6rendszer esetén a fenti kilenc egyenletb6l a kdvetkezé harom
marad:

Zi1AV1i =Zi1AV1iz =0, ZiIBVIi =Zi1g[iz =0, Zil‘c’fi =Zi1\C’1iz =0

Osszefoglalva, sikbeli és térbeli erérendszer esetén harom illetve hat
fuggetlen egyensuly egyenlet van.

Egy mechanikai rendszer statikailag hatarozott, ha az egyensulyi
egyenletekbdl minden egyes ismeretlen mennyiség meghatarozhatd.
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Igy skibeli és térbeli erérendszer esetében harom illetve hat ismeretlent
tudunk meghatarozni. Ha az ismeretlenek szama tobb, akkor a rendszer
statikailag hatarozatlan.

7.3 Kényszerek: tamaszok és csatlakozasok

A 2.2 fejezetben definidltuk a kényszer fogalmat és példakat bemutattuk
a nyuljthatatlan kotelet, merev radat és fellletet. A kovetkez6kben
tovabbi kényszereket ismertetiink, melyeket a mérnoki gyakorlatban
tamaszoknak vagy csatlakozasoknak nevezink.

Go6rgbs tamasz:

A — megtamasztott test

T TTTTT7T)

40. abra.

A gbrg6s tamasz esetében egy idedlis gorgd lehetové teszi a
megtamasztott test fellilettel parhuzamos iranyd elmozdulasat, valamint
a rogzitési pont (A) korlli szabad elfordiilast. Ellenben megakadalyozza a
test fellletre mer6leges elmozduldsat. A fentiekb6l adéddan a gorgé 1 db
skaldris ismeretlent jelent, nevezetesen a felliletre meréleges tdmaszeré
(Fa) nagysagat.

Csuklds tamasz:
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b

megtamasztott test

&

41. abra.

A csuklds tamasz a megtamasztott testet szabadon engedi elfordulni az A
csatlakozasi pont korll, de megakadalyozza a test felllettel parhuzamos
és arra merdSleges elmozduldsat. Igy a csuklds tdmasz két ismeretlent
jelent az Fa tamaszerd felUletre merbleges és azzal parhuzamos
komponensei.

Befogas:
Az alabbi dbra egy befogott merev rudat szemléltet:

megtamasztott test

Fa
42, abra.

A befogasnal a ruddal parhuzamos és arra mer6leges erd, valamint
nyomaték is ébredhet. A nyomatékot, amit a befogas (tdmasz) fejt ki a
testre, reakcid nyomatéknak nevezziik. Igy befogdsnal harom
ismeretlennel kell szamolnunk, nevezetesen a kényszererd rudiranyu és
arra mer6leges komponensével, valamint a reakcionyomatékkal.
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Kényszererok kiszamitasa

Egy mechanikai szerkezetre haté ismeretlen reakcié er6k és nyomatékok
meghatarozasanal kévessik a kovetkezo |épéseket:

1)
2)
3)

4)

5)

7.5

1.

Vizsgaljuk meg a kényszereket (tdmaszokat)

Dontslik el, hogy a szerkezet statikailag hatarozott-e

Irjuk fel az egyensulyi egyenleteket (Megjegyzés: Az egyensulyi
egyenleteket célszerli az ismeretlen erék hatasvonalainak
metszéspontjara felirni.)

Oldjuk meg az egyenleteket

Ellenérizziik az eredményt

Feladatok

feladat:

Szamitsuk ki az alabbi abran lathaté téglalap alaki merev lemezre hatd
F, F; és F. kényszerer6k nagysagat. A lemez két idedlis rad altal
rogzitett, melyek a B és C pontokhoz kapcsolédnak egy-egy idedlis
csukloval. A lemez A pontja egy gorg6s tdmaszon nyugszik.
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Adatok: m-g =500[N], a=3[m], b =2[m], a = 30°.

Megoldas:

1) A két rdd és a gorgls tdmasz egyltt harom ismeretlen jelent.
2) A szerkezet statikailag hatarozott.
3)

ZFI: =FA+FB+Fc+mg_=6
i

(5)* Came )+ () + ()= )
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b
ZIXIL-=FB-cosa-a—FB-sina-b+m-g-§=0
i

I. =Fg-cosa+F.=0

II.Fy+ Fg-sina—m-g =0
III. FB-cosa-a—FB-sina-b+m-g-§=0
4)
m-g-b
2

III. Fg-(cosa-a—sina-b) = —

Fy = m-g-b = —312.9[N]
B™ 2.-(cosa-a—sina-b) '

II. F, = —Fg-sina+ m- g = 656.5 [N]
I. F, =Fg-cosa = —271][N]
igy az F,, F, és F, reakciderdk:

o= (eses)N = (15 )N Fe= (757N

Az Fg és Fc esetében kapott negativ érték az Fp és F, er6k feltételezettel
ellentétes értelmére utal.

5) Ellen6rzés:

b
ZIBVIi=FA-b+FC-a—m-g-§:656.5-2+(—271)-3—500-1=0
i

2. feladat:

Szamitsuk ki az &bran lathaté kéttdmaszyu tartéra haté F, és Fy
kényszererdket.
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YA

Adatok: f = 300 [%] |=4[m].
Megoldas:

1) A gorgds és csuklds tdmasz egyltt harom ismeretlent jelent.
2) A szerkezet statikailag hatarozott.

3)
F‘“‘) (o) (7= ()
F; = + =
Z <FAy B _f'l 0
M; = +F 3t =0
Z ) By
I.Fszo
IL Fpy+Fz—f-1=0
1L —f -~ +2F3 =0
4)

I —f -~ +2Fp =0 > Fp =222 =800 [N](1)

II. Fy, = —Fp + f -1 = 400 [N](1)

Fa= (400) (N1, FB=<830> (V]
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5) Ellendrzés:

ZM —F L 400-3 % 1 300- 22 0
4y 'y +f 4" 4 4"

3. feladat:

Szamitsuk ki az dbran lathatd vizszintes, sulytalan merev rudra haté F, és
Fp reakciderbket. A rud az A pontban idedlis csukldhoz, a B pontban pedig
egy idealis kotélhez kapcsolodik.

Adatok: a=1[m], b=2[m], F, = 5[kN], F, = 10[kN], a = 30°.
Megoldas:

1) A csuklds tdmasz és a kotél egyltt harom ismeretlent jelent.
2) A szerkezet statikailag hatarozott.

3)
F, 0 —F,- Fg - si 0
2.7 = )+ () * s ina) * (i -cosa) = o)
Fyy Fy —F, sina Fg-cosa 0
ZIXIL-=—F1-a—F2-sina-(a+b)+FB-cosa-(a+2b)=0

I. Fyy —F, cosa+ Fg-sina=0
II. Fyy = F; — F,*sina + Fg - cosa = 0

IIl. —F,-a—F, sina(a+b)+ Fg-cosa(a+2b)=0
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III. Fg-cosa-(a+2b) =F,-a+F,-sina-(a+b)

_Fira+F,-sina(a+b)
B~ cosa - (a+ 2b)

= 4.619 [kN]

II. Fyy = F, + F, - sina — Fg - cosa = 6 [kN]

1. F,, =F,-cosa — Fg -sina = 6.351 [kN]

P = (6.3651) kN, F, = (2.3;10) (kN

5) Ellen6rzés:

Zﬂgli=—FAy-(a+2b)+F1-2b+F2-sina-b
i

=—6-(1+4)+5-4+10-2-sin30° =

4. feladat:

Az abran lathaté merev lemez az A pontban egy csukléhoz van rogzitve,
a B pontban pedig egy linearis rugéhoz kapcsolodik.

a) Szamitsuk ki a lemez sulypontjanak x, és y, koordinatait.
b) Szamitsuk ki az F, kényszer-, és F; rugoerOket.

c) Szamitsuk ki a rugé Ar megnyulasat.
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|

«025[m]

0.3[m]

G

! A
L | Zi X
f T Fay

A

0.8 [m] ;}

Adatok: a =30°, m-g=50[N], D= 100 [%]

Megoldas:
a)
i Ai[m?] Xsi[m] Ysi[m]
1 -0.0314 0.25 0.15
2 0.24 0.4 0.15
YA xg  —0.0314-025+024-04
X =TS A T —oo3tatoza - 04%260ml
_ZiAyy _=-00314:015+024:015 _
s =T5a T 20.0314 + 0.24 = 015 [m]

82



7 DEBRECENI EGYETEM — MUszAKI KAR

b
1) A csuklds tdmasz és a rugo egylitt harom ismeretlent jelent.

2) A szerkezet statikailag hatarozott.

3)
Yrmmar =L )+ ()¢ () = 0
i
ZIZIL-=(O.8—xs)-m-g—FB-cosa-0.3=0
i
4)
I. Fpy + Fg-cos30°=0 — F,, = —Fz-cos30°=—62.9 [N]
II. -m-g+ F4y + Fp-sin30°=0 — Fy, =m-g— Fp-sin30° =
13.68 [N]
III. 0.3774-50 — Fg - c0s30°:0,3 =0 — Fz = 72.63[N]

FA — (—62.90)[N], FB — (62.90)[N]

13.68 36.31

5) Ellen6rzés:
ZIBVIi =F,03+m-g-(08—-x5)=0
i
Fg
Fg=D-Ar - AT=E=O.726[m]

5. feladat:

Szamitsuk ki az abran lathaté befogott tarté A pontjaban ébredd F,
reakcider6t és M, reakcié nyomatékot.
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p

Adatok: F=600 [N], f=200 [N/m], a =50°, a=4 [m], b=3 [m].
Megoldas:

1) A befogas harom ismeretlent jelent.

2) A szerkezet statikailag hatarozott.

3)
ZF—F+_ +F_(—F-cosa)+( 0 )+ Fyy _(0
‘& fratFa= F-sina —f-a Fyy ~\o
L
I. =F-cosa+F,, =0
II. F-sina—f-a+F4 =0
111.zizAv[i=MA—f-a-§+F-sina-(a+b)=o

4)

I. F,, = F-cosa = 385.67 [N]
II. Fyy = f-a—F -sina = 340.37 [N]
III. M, = f-az—z— F-sina-(a+b) =—-1617.38 [Nm]

_ (385.67

Fa= 340.37) V]

5) Ellen6rzés:
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a
213\4-=—FAy-(a+b)+f-a-(b+§)+MA=
L

4
= —34037-(4+3)+200-4- (3 + E) + (—1617.38)
=0

6. feladat:

Szamitsuk ki az &bran lathatéo kéttdmaszyu tartéra haté F, és Fy
kényszereroket.

T
>

Adatok: a=1 [m], b=2 [m], F=40 [kN], f=8 [kN/m], My=5 [kNm]

Megoldas:

1) A csuklds és gorg6s tamasz egyltt harom ismeretlent jelent.
2) A szerkezet statikailag hatarozott.
3)

ZF—F+F +f-2b+F —(F'COS6O>+ Fax +< 0 >+(0>
SR atf B = \—F -sin60 Fay —f-2b) " \Fy
L

I. F-cos60°+ F;, =0
II. =F-sin60°+ F4y, —f-2b+Fg =0

IL $;M; = —Fsin60°-a+ Fy - (a+b) = f-2b- (2a+b) + My = 0
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[ &

II1. FB _ F-sin 60°a+f-2b-(2a+b)—Mo — 3941 [kN]

2a+b

I F,y = F -sin60° + f - 2b — Fy = 27.23[kN]
1. Fy = —F - cos 60° = —20 [kN]
Fy= (2_7.2203)[kN]' Fg = (39(.)41)[kN]

5) EllenGrzés:

b b
Zz\gi=—FAy-(za+b)+F-sina-(a+b)+Mo+f-b-5—f-b-5=
i

=—-2723-(2+2)+40-sin60°-(1+2)+5=0

8. Kényszererok szerkesztése egyensilyban

A kovetkezOkben a kényszerer6k szerkesztésének moddszerét mutatjuk
be. A mddszert a kovetkezd két esetben targyaljuk:
e Kényszerer6k szerkesztése szétszort erGrendszer esetén.
(Legalabb két er6 hatasvonala metszi egymast.)
e Kényszerer6k szerkesztése parhuzamos erérendszer esetén. (Az

0sszes erd hatasvonala parhuzamos egymassal.)

8.1 Metszo erorendszer

El6sz6r azzal az esettel foglalkozunk, amikor csak harom er6 hat az adott
mechanikai rendszerre (lasd 43. dbra és 8.1 tétel). Ha tobb mint harom
eré van, akkor a szerkesztést visszavezetjilk a hdarom er6 esetén
alkalmazottra.

8.1 tétel:

Ha az er6rendszer harom er6bdl all, akkor a szerkezet akkor, és csak
akkor van egyensulyban, ha:

1) A harom erd zart vektorharomszoget alkot.
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2) Mindharom hatasvonala ugyanabban a pontban (O)

metszdodik.

Kotélabra Vektorabra

43. abra.

Az 1) és 2) feltételek a 3;F; = 0 és }; M; =0 egyenletek kdvetkezményei.
o

Feladatok

1. feladat:

Az alabbi abran egy egyenes vonalu tartd lathatd, amelynek egyik vége
az A pontban egy koér keresztmetszetl sima fellleten tamaszkodik, B
pontja pedig egy idealis csuklds tdmaszon nyugszik. A tartd egyensulyban
van.

Szamitsuk ki és szerkesszlik meg az ismeretlen F, és F, kényszererdket!
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yT \

«—— g >+ p—»

Adatok: F=100 [N], a=2 [m], b=1 [m], a=45°
Megoldas:
Szamitas:

SRRt F= (4 ) ()4 (D)= ()
P AT BT T —F, - sina Fg, -F) \o

L
I.F,-cosa—Fg, =0 — Fg, =F,-cosa =50[N]

II. —F,-sina+Fp, —F =0 — Fp, =F + F,sina = 150 [N]

b = 70.70 [N]

sina-a

ITI. Ziﬂgi=FA-sina-a—F-b=0 - F=

Ellendrzés:
D My =Fpya—F-(a+b)=150-2-100-2+1) =0
i

Szerkesztés:
A szerkesztés menetét mutatd vektor- és kotéladbrat az aladbbi abra

szemlélteti:
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YT \ lm]

}47{14»47 b——
Fa Fs
F FI\ m
A o B v
. X _
,uo — 0 / FA
Kotélabra Vektorabra

Az alabbi linkre kattintva a szerkesztés |épésrél |épésre megtekinthetd a
Microsoft Office PowerPoint programjaval készilt animacié formajaban:

8.1 Animacio

2. feladat:

Az abran lathaté vizszintes tartd az E pontban egy idealis kotélhez, mig a
D pontban két idealis ridhoz kapcsolddik. A rudak masik vége az A és C
pontokban csukléhoz kapcsolddik. A tartot a felez6pontjaban egy
figgolleges iranyu F er6 terheli.

Szerkesszliik meg az ismeretlen F,, F. és F; kényszererOket.
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Megoldas:

A szerkesztési eljaras visszavezethet6 az 1. feladatban alkalmazottra.

A szerkesztés |épései a kovetkezdk (Az F, és F, eredGjét jelolje Fp):

1) Szerkesszik meg az F, és F; kényszererOket az 1. feladatban
alkalmazott modszerrel.
2) Szerkesszik meg az F, és F, reakciderdket.

3) Olvassuk le az F,, F, és F; kényszerer6k nagysagat a vektorabrarol.

Vektorabra

Kotélabra
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3. feladat:
Az alabbi abra egy merev lemezt szemléltet, amelyet egy goérgds és

csuklds tamasz tart egyensulyban.

Szamitsuk ki és szerkesszlik meg az ismeretlen F, és F; kényszererdket.

TN

\ 4

‘HOH

}7314,

Adatok: F=100 [N], m-g=200 [N], a=2 [m], b=4 [m], c=1 [m]

Megoldas:
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| Szémitss:
Saeremasssn= () (0 (7)+ (=)
- 0 m-g Eyy 0 0
I.F—Fu,+Fyg=0 — F,,, =F+Fz =125[N]
II. -m-g+F, =0 — Fy,=m-g=200[N]

I11. 2i1Awi=m-g-§—F-c—FB-b=0

m-g-%—F-C

III. F, =

=25 [N]
Ellen6rzés:

a
Z¥i=—FAx-b+F-(b—c)+m-g-E
i

=-125-44+100-(4—-1)+200-1=0

Szerkesztés:

A szerkesztés |épései a kOvetkezOk:

1) Szerkessziik meg az F és az m- g er6k ereddjét.

2) Szerkesszliik meg az F, kényszerer6 hatasvonalat, felhasznalva, hogy
az F+m- g, F, és Fy er6k hatasvonala ugyanazon pontban metszi
egymast.

3) Rajzoljuk meg a vektorabrat.

4) Olvassuk le a vektorabrarol az F, és Fp kényszerer6k nagysagat,

0sszehasonlitva 6ket az eréléptékkel.
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p

2

50 [N]

4

‘ROH

D
|

F+m-g

Az alabbi linkre kattintva a szerkesztés |épésrél |épésre megtekinthetd a
Microsoft Office PowerPoint programjaval készilt animacio formajaban:

8.2 Animacio
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8.2 Parhuzamos erorendszer

Parhuzamos erdrendszer esetén a 8.1 fejezetben bemutatott szerkesztési
eljards kozvetlentil nem alkalmazhaté. Ehelyett alkalmazzuk a
parhuzamos erdrendszerek ered6jének szerkesztésére bemutatott
eljarast (5.3 fejezet) felhasznalva, hogy egyensuly esetén az elsO és
utolsd szerkeszt6 vonal mind a vektor, mind a koétélabran egybeesik (5.4
tétel).

A szekeszt6 egyeneseket jeldlje: 1, 2, ... n-1, n.

A szerkesztés |épései a kovetkezOk:

1) A szerkesztést az ismert er6k eredGinek szerkesztésével kezdjik,
alkalmazva az 5.3 fejezetben ismertetett eljarast.

2) Az egyes pontban ismertetett szerkesztés akkor ér véget, amikor a
vektordbran berajzoljuk azt a szerkeszt6vonalat, amely az utolsé ismert
er6 végpontjaba mutat, tovabba a vele parhuzamos szerkesztévonalat a
kotélabran.

3) Megszerkesztjiuk a fenti ,utolsdé” szerkesztévonal és valamely
ismeretlen eré hatdsvonaldnak metszéspontjat a kotélabran.

4) Megszerkesztjik az els6é szerkesztévonal (1) és a masik ismeretlen eré
hatasvonalanak metszéspontjat a kotélabran.

5) Osszekétjiik a 3-as és 4-es pontban kapott két metszéspontot, igy
megkapjuk az n-1 szamu szerkesztévonalat a kotélabran.

6) Megrajzoljuk az n-1 szaml szerkeszt6vonalat a vektorabran és
leolvassuk az ismeretlen erék nagysagat.

Megjegyzés: Az 5. |lépés magyarazata az, hogy az 1 és n szamu
szerkesztovonalak egybeesnek mind a vektor, mind a kotélabran (5.4
tétel).
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f Feladatok

4. feladat:

Szamitsuk ki és szerkesszilk meg az abran lathaté kéttamasza tartéra

haté F, és F; kényszerbket!

Y

Adatok: F1=9 [kN], f=6 [kN/m], a=1 [m], b=2 [m],

Megoldas:

Szamitas:

f-(a+b) =18 [kN]
_a+b_
c= > =

ZF":FA+f'(a+b)+FB+F1:<1g)+<—f-((;+b)>+(£z)

i

1.5 [m]

I. FBX=0
II. FA_f'(a+b)+FBy_F1:O

III. Zil\é[i=—FA-(a+b)+f-(a+b)-(2a+b—c)—F1-a=0
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III. —F,-3+18-25-91=0 — F, =12 [kN]

Il Fgy=F +f-(a+b)—F, =9+ 18—12 = 15 [kN]

Ellen6rzés:

D Mi==f-(@+h) (=) +Fp-@+b)—F-Qa+b)+f

-@+9=

=—6-(1+2)-15-1)+15-1+2)—9-2+2)+6
1.5=0

1

Szerkesztés:

6 [KN]
F
—
X
/ 1,5
FA A
A 4
f.(a+h)
—_——— e — — — — - 4 [R—
2
= A_ 3
FB =

-
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b
| Az alabbi linkre kattintva a szerkesztés Iépésrél |épésre megtekinthet6 a

Microsoft Office PowerPoint programjaval készilt animacié formajaban:

8.3 Animacio

5. feladat:
Szamitsuk ki és szerkesszilk meg az abran lathatd kéttamaszu tartoéra

—9
2l

3

hato F, és F; kényszererdket!

Adatok: a=1[m], b=1,5[m], c=2[m], F, = 20 [kN],F, = 50 [kN], F; = 30 [kN]
Megoldas:

Szamitas:

ZF =F +F+F+F,+F —< 0 )+< 0 >+<O>+(FA">+(O>
i = 2 3 A B _F, _F, F, Fay Fy

i

I. FAX=O
II. _Fl_F2+F3+FAy+FB=O

III.ZL-IXIL-=F1-a—F2-b+F3-(a+b)+FB-(a+b+c)=0
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II1.20-1-50-1.54+30-(1+1.5) + Fz- (1 +15+2) =0

_—20+75-75

= = —4.44 [kN
B a5 [kN]

II. Fyy = —Fg + F; + F, — F3 = 4.44 + 20 + 50 — 30 = 44.44 [kN]

Ellen6rzés:
ZIBVIL-=F1-(2a+b+c)—FAy-(a+b+c)+F2-(a+c)—F3-c=
i

=20-55—-4444-45+50-3-30-2=0

Szerkesztés:
yT
a b oo ¢ h
B g \
F, F, 10 [KN]
:>A 'Y B M
A Fs
FA |:B
\ 4
A4
= \ 1
F, o\
1,6 A 2
3 = L 4
Fal 3 -
2 b I
4 - 3
,,,,, __ A
,»"’5” F,

Az alabbi linkre kattintva a szerkesztés |épésril |épésre megtekinthetd a

Microsoft Office PowerPoint programjaval késziilt animacié formajaban:
8.4 Animacid
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' 9. Valos kényszerek

Eddig idedlis kényszerekkel foglalkoztunk. Ebben a fejezetben
kiterjesztjik vizsgalatainkat valdos kényszerekre. Valdés kényszerekre,
mint példaul egy érdes (surlodasos) fellilet, amelyen egy test, vagy egy
kotél csuszik, vagy egy érdes belsd felllet(i csapagyhaz, amelyen egy
csap elfordul. Tovabbi példat jelent egy felllet, amelyen egy kerék gorddl
abban az esetben, ha vagy a fellilet, vagy a kerék puha.

9.1 Suarlodasos feliilet (tamasz)

A 9.1 fejezet elméleti részét mar megtargyaltuk a 2.2 fejezetben és
megoldottunk egy feladatot egy egyensulyban |évé anyagi ponttal
kapcsolatban (2.4 fejezet, 5. feladat). Ebben a fejezeben érdes felileten
tamaszkodd, egyensulyban 1évé merev testekre (tarcsakra) mutatunk be
feladatokat.

Feladatok

1. feladat:

Az abran lathatdé elhanyagolhaté tomeg(i létra B végpontja az érdes
padléra, mig A végpontja a tokéletesen sima falhoz tamaszkodik.

Milyen magasra maszhat fel egy m tomegl ember maximalisan a létran
(¥max) @nélkil, hogy az megcsiszna a padlon?
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=0
- Hoa A
i
(04
m-g
h
Y
ymax
v \d B
Ad—~‘ Hog = 0.2

Adatok: m-g=1000 [N]; d =3 [m]; h =3 [m]; pop = 0,2.

Megoldas:
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Szamitas:

Y F=FrFermg=0=("+(3)+ (L. )=
I.F,—F,=0 - F,=F,

II.Fn—m-g:O - Fn:m-g

m-g-(d—x)

ZIB\/Ii=m-g-(d—x)—FA-h=0 - FA=f
i
. d d—x d N

= —= - — = .
ana b . x=y-tana

m-g-y-tana
Fy=—-2—-— ——
4 h
|Fel S wop By = —pop Fy < Fr < pop - Fy

1. eset:
Fe<pop Fy

Fy<pop-m-g
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b

m-g-y-tana

A S HUop M- g
y-tana h-phop _ h-fiop  h* - piop
A S 2 Y= tan a = d = d = 1.039 [m] = ypax
h
2. eset:
—Hop " Fn < F¢

—Hop M g < F4
m-g-y-tana
_HOB'm'QSf

t —poph _ —h? z
—phop <2 Z““ -y > HET % =—-1.039 [m] - Ez nem valds

megoldas.

Tehat az ember max. 1,039 [m] magasra maszhat a |étran anélkil, hogy

az megcsuszna a padlon.

Szerkesztés:
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E A 0.5 [m]
A A |—|
Lop =0
(04
m-g
h Po|Po
A
ymax
v v Ft max
—
z X
| Hog =0.2
Xmin }
D > anax }
d 1
- -\
|
F R max

Osszehasonlitva a megszerkesztett ymax tdvolsdgot a l|éptékkel, azt
kapjuk, hogy:

ymax ~ 1 [m]

2. feladat:

Az abran lathaté m tomegl merev lemez A pontja egy idealis gorgéhtz
kapcsolddik, B végpontja pedig egy érdes felliletre tdmaszkodik.
Szamitsuk ki azon minimalis surlédasi tényezd értékét, amely esetében a
lemez egyensulyban marad!
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a
A
Y
m
b Ho
v B /
a
Adatok: a=60 [mm], b=40 [mm], m=5 [kg], a=45°
Megoldas:
Q“ a
- F A
A \\ . > . m P
N . a 7 V'R
\\ F,-cosa
b
v
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P
Szamitas:

oo o _=_(Farcosa F, —m-g-sina) (0
ZF_FA+FR+m g_O_<—FA-sina>+<Fn>+<—m'g'cosa)_(0)
I.F,-cosa+F,—m-g-sina=0

II. -F,-sina+E,—m-g-cosa =0

M;=—F,-b a—() F, = a—5 9.81 60—3679N
ZBi__A +mg§— o faEmrgroy= Slrgy = 0° [N]
L

I. Fjrcosa+F,—m-g-sina=0 — F,=8.669][N]
II. =F,-sina+F,—m-g-cosa =0 - F, =60.698][N]

IFel Spo B = —po Fu<F <po-Fy
1. eset:
o Fy <F, = —ug-60.698 <8669 — pu,=>—0.1428 (Ez nem ad
megoldast.)
2. eset:
F,<pp-F, - 8669 <p, 60698 — 0.1428<p, — Homin = 0.1428

Szerkesztés:

Fa
>

>
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b

10 [N]
—

Osszehasonlitva az F: és Fn hosszat az eréléptékkel, majd a hdnyadosukat
véve, azt kapjuk, hogy:

F
F_n = Uomin = 0.14

9.2 Gordiilési ellenallas
Ahhoz, hogy megértsiik a gordulési ellenallas jelenségét, 6sszehasonlitjuk
az idedlis esetet - amikor a kerék és a talaj tokéletesen merev (kemény)

- a valos esettel, amikor az egyiklik vagy mindkett6 puha.

Ideélis eset:

Tokéletesen merev

— kerék

F,I \ Tokéletesen merev
,,,,,,,, = felilet
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A kerék és a talaj tokéletesen merev (kemény).

A kerék a talajjal egy idedlis vonal mentén érintkezik, ami atmegy
a P ponton.

A kényszerer6 Fn komponensének hatasvonala atmegy a P és C
pontokon, igy nyomatéka a P és C pontra vonatkozodan zérus.

A kerék akkor és csak akkor van egyensulyban, ha a vizszintes

irdnya F er6 nullaval egyenl6.

Valos eset:

A kerék vagy a felilet puha.

A kerék egy fellilet mentén érintkezik a talajjal. Jel6ljuk a felllet
mentén megoszlé normal iranyu erérendszer eredd erejét Fn-el.
Az Fn hatasvonala a P és C pontoktol f tavolsagban, azok ,elétt”
halad el.

A kerék akkor és csak akkor nem gérdil el, ha f<f,, ahol fo f
lehetséges maximalis értéke egyensuly esetén. (Az f tavolsagot a

gordulési ellenallas karjanak nevezzik.)
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e Kovetkeztetésképp a kerék nem gordil el akkor, és csak akkor,
ha:
IMg| =f-F, <f,-F,

ahol Mg a gordilési ellenallasi nyomaték.

(Ahogy az F erot noveljik, az f tavolsag is novekszik, amig el nem ér egy

fo maximalis értéket, amely folott bekdvetkezik a gordulés.)
Feladatok

1. feladat:

Milyen hatarok kozott valtozhat az abran lathatd F eré értéke a kerék
egyensllya esetén. A tapadasi surlodasi tényez6 (u,), valamint a
gordilési ellenallas karja (fo) ismert.

L

Adatok: m=20 [kg], R=0.5 [m], g=9.81 [m/s?], u,=0.6, fo=0.02 [m].
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f Megoldas:

Egyensuly esetén: Fpi, < F < Fpax

Egyensulyi egyenletek:

Sreretma-0- (s ()+(3) -0
I.F-F,=0 - F,=F

II. [,—m-g=0 - E,=m-g

Zz\lgizMg—F-Rzo > My,=F-R
i

A kerék nem gordul el akkor, és csak akkor, ha:
|Mg|SFn'fO

1. eset:
MgSFn'fO
F-R<m-g-f,

m-g-fo
F<—

- R

2. eset:
_Fn'fOSMg
_m'g'f()SF'R
Fz_m'g'fo

R

-m-g-fo m-g-fo

<F<
R R

—7.848 [N] < F < 7.848[N]

A kerék nem csuszik meg akkor, és csak akkor, ha:
|Fel < po - Fy

Horm-g=F<py,-m-g

—117.72 [N] £ F < 117.72[N]

Nem csuszik meg

;‘
‘

ﬁ J« Nem gordiil meg
| | ——

-117.72 -7.848 0 7.848 117.72 F [N]

‘4
“
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A kerék egyensulyban van, ha egyidejlleg nem csluszik meg és nem
gordul el. Tehat egyensulyban van akkor, és csakis akkor, ha:
—7848[N] < F <7.848[N] - Ep, = 7.848[N].

2. feladat:

Szadmitsa ki az M nyomaték azon minimalis és maximalis értékét, amely
estén az R sugaru kerék egyensulyban van az dbran lathaté érdes lejton.
A tapadasi surlédasi tényezd (u,) €s a gordullési ellendllas karja (fo)
ismert.

P‘o’f‘] F N

Adatok: R=200 [mm], m-g=5 [KN], a=10°, y,=0.3, fo=1.5 [cm].
Megoldas:
= = o _=_(~F —-m-g-sina\ (0
ZF_FRJ”" g_o_<Fn)+(—m'g'cosa)_(o)
I. F,=—-—m-g-sina =—-0.868 [kN]

II. i, = m-g-cosa = 4.924 [kN]
ZIPWi=—M+m-g-sina-R+Mg=O
i

My=M—-m-g-sina-R=M—0.1736 [kNm]

A kerék nem gordul el, ha:
|Mg|SFn'f0 - _Fn'fo S1\4‘gan'fO
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/ —0.07386 <M —0.1736 < 0.07386
0.09974 [kNm] < M < 0.2475[kNm]

A kerék nem csuszik meg, ha:
|Ft| SUo By

“Ug-m-g-cosa<—m-g-sina<py,-m-g-cosa
o < —tana <y, - Yo =tana = —u,

-16.7° < a < 16.7°

10° < 16.7° — A kerék nem csuszik.

A kerék egyensulyban van, ha:

0.09974 [Nm] < M < 0.2475 [Nm]

9.3 Kotélsarlodas

Az alabbi dbra egy érdes fellletli hengeren felfekvd kotelet szemléltet. A
henger pozicidja rogzitett (nem tud elfordulni), a kotél a kozépponti
sz6gl koriven érintkezik a hengerrel. A kotél végeit F, és F, er6kkel
huzzuk.

46. abra.

Vizsgaljuk meg egy végtelenil kicsiny kotélszakasz (kék iv az abran)
egyensulyi allapotat. A 47. abra a fenti kotélszakaszra hatd erGket
szemlélteti.
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b

47. abra.

Az egyensuly egyenletek a fenti kicsiny kotélszakaszra az aldbbiak:

Ag Ag
o L —F-cos7 (F+AF)-cos7 _F
ZF=F+F+AF+R=0= + +( t)=
. Ap . Ap Ey
—F-smT —(F +AF)-sm7

_ (0
_(o)
I. —F-cosAT(P+ (F + AF) 'COSAT(p—Ft =0

IL —F -sin“2 = (F + AF) - sin"2+ F, = 0

I.F, = —F-cos%‘p+ (F+AF)-cosA7¢=AF-cosA7<p

IL F, = F-sin“2+ (F + AF) -sin"2 = 2 F - sin“2 + AF - sin -~

I. dF, = Alimo (AF : cosAT(p
(p—)

)=dF-1=dF

1. dF, = lim (2-F-sin2+ AF -sin"2) =2-F-sin =2-F- 22 = F - dg
Ap—-0 2 2 2 2
Megjegyzés: Ha Ap - 0 akkor sin%‘p = %‘”
Ezért Alimo(AF-sinAT"’) masodrendben kis mennyiség, igy elhanyagolhaté.
(p—)

A kotélszakasz egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:
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[ 1R < o - dF,

|dF| < po - F -do

—lo F-dp <dF <puy-F-do

dF
—uo-d<ps7sﬂo-d<p

S & T
e Ht < =< etto
1

Igy a kotél egyenstlyban van akkor, és csak akkor, ha:

Fl 'e_”o.a S FZ S Fl 'eﬂo.a

Feladatok

1. feladat:

Szamitsuk ki @ minimum és maximum értékét (F,i,,, Fnax) @ami kozott az F
er6 nagysaga valtozhat, ha az aldbbi mechanikai rendszer egyensulyban
van. (Az érdes felllet(i henger nem tud elfordulni.)

Ho

mg|:| VF

Adatok: m-g=100 [N], a=m, py,=0.3
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f Megoldas:
A rendszer egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:
m-g-eP*<F<m-g-eto®
100 - 709425 < F <100 - %92
38.96 [N] < F < 256.64[N]
Fmin=38.96 [N]
Fmax=256.64 [N]

2. feladat:

Szamitsuk ki azon minimalis és maximalis értéket, amely kozétt az m:
tomeg valtozhat, az abran lathaté mechanikai rendszer egyensulya
esetén.

Adatok: m1=10 [kg], a=30°, py; = 0.2, pg; = 0.3
Megoldas:

A rendszer egyensulya esetén:

Mamin < My < Momax

Egyensulyi egyenletek az m: témegl anyagi pontra:

. Fph=Ki—F,—my-g-sina=0 - F, =K, —m;-g-sina

II. ¥, Ffy=FE,—m;-g-cosa=0 - F,=m;-g-cosa
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L R < poy - F
Egyensulyi egyenletek az m2 témegl anyagi pontra:
IV.YiFi=my-g—-K, =0 - Ky=my"g
A kotélsurlodast az alabbi egyenl6tlenséggel vessziik figyelembe:

V. Kl " e_#OZ.(g+a) S KZ S Kl " eﬂoz.(§+a)

Ha F; < po1 " Fy
Ki—my-g-sina < pug;-my-g-cosa
K <my-g-(sina+ py, " cosa)

Kl < 66 [N] = Klmax

Ha —py"F, < F;

—Ugr My g-cosa <K, —my-g-sina
Ki=my-g-(sina — py, " cosa)

Ky 2 32 [N] = Kymin

32 [N] <K, <66 [N]

Kimin -G < K, < Ky - €#259)
17 [N] < K, < 123.7[N]

Komin =17 [N] = My = 1.73 [kg]
Komax = 123.7 [N] = Mypay = 12.6 [kg]
1.73 [kg] < m, < 12.6[kg]
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9.4 Csapsurlodas

Az alabbi abra egy siklécsapagy belsejét mutatja.

AN
AN
R
AN
AN
AN
AN ra
C
r.0
[ Po
pO \
\
AN
\\ Fn
\\\\ //// \
Al /7 \
Fr \
48. abra.

A csapagyhaz és a csap kozott fellépd surlédas miatt a reakcideré -
amelyet a haz a csapra fejt ki - hatasvonala egy r tavolsagra tolddik a
csapagy (C) kozéppontjatél. Kovetkeztetésképpen, a kényszererok
nyomatéka (Mc) lesz a C kdzéppontra. A csap egyensulyban van akkor, és
csak akkor, ha:
M| =Fg-r<Fgr-1y =Fg-sinpy-R
A fenti egyenletben:
sinpy = %0, po = arctanu, Fp =+ EZ + FZ,

ahol ro az r maximalis értéke egyensuly esetén.
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+

! Feladatok

1. feladat:

Szamitsuk ki azon minimalis és maximalis értéket (Fi,, Fnax) amelyek
kozott az F eré nagysaga valtozhat, az abran lathaté mechanikai rendszer

egyensulya esetén.

yA

Hy \ 4

)
y A X
A

cy

A4

Adatok: m=50 [kg], I=2 [m], d=0.8 [m], R=0.01 [m],
Ko=0.3=tanp, » p,=16.7°

Megoldas:

A rendszer egyensulyban van, ha: F, < F < Fpax
Egyensulyi egyenletek:

LYiFx=Fx=0 - F;=0

II. ¥, Fy=Fy,—-m-g+F=0

ke = ’Fc%c+Fczy=m'g_F

III. ZiAC/Ii=MC—m-g-d+F-l=0 - Me=m-g-d—F-l
—Fc;-R-sinpy < Mc < F; - R -sinp,
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)
P

Ha _Fc'R'Sinpg SMC

1. eset:

—(m-g—F)-R-sinpy<m-g-d—F-l
—m-g-R-sinpy+F-R-sinpy<m-g-d—F-l
—1.41+0.0029-F <3924 —-2-F

2.0029 - F < 393.81

F <196.62 [N] = Fax

2. eset:
Ha M; < F; "R - sinp,
m-g-d—F-l<(m-g—F)-R-sinp,
m-g-d—F-l<m-g-R-sinp, —F - R -sinp,
3924 —-2-F <141-0.0029-F
—1.9971-F < —390.99
F >195.78 [N] = F,,
195.78 [N] £ F < 196.62 [N]

2. feladat:

Szamitsuk ki @ minimalis és maximalis értéket (Fin, Engx) @amelyek kozott
az F er6 nagysaga valtozhat, ha az abran lathato kerék nem gordul el. A
kerék tomege és gordllési ellendllasa elhanyagolhatd, igy a kerék
biztosan el6bb gérdil el, mint megcsuszik.
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Adatok: D=300 [mm], de=50 [mm], Q=10 [KN], u,=0.1

Megoldas:

Egyensulyi egyenletek a kerékre:
ZFix=F—Ft=0 - F,=F

i
Y Fy=FR-0=0 > F=0

i

ZM-=M “r-220 5 Mo=r-2

: Cl c t 2 c t 2
,u; =0.1=tanp, - po=>5.71°

Mivel a kerék tdmege elhanyagolhato:
Fn=Fcy, Ft=Fcx

Fo= [F2+F3 = JF74 @2
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| A kerék nem gordul el akkor, és csak akkor, ha:
d. .
IMc| < F¢ "= SN Po
1. eset:

de
Mc SFC-T-smpO

D d
Ft-ESw/FZ +Q2-7C-sinp0
0.15-F <4/F%2+4+100-0.0025
60-F <+F?+100
Ha F>0

VF? +100

<
60 < F

F2 4100

60< |—

F? 4+ 100

3600 < —

Fe 100
— 43599

0 < F <0.1667 [kN]
Ha F<0: Ezt az esetet nem szliikséges megvizsgalni.

2. eset:

_Fc'é'sinpo SMC

7 G D
—VF?+Q -?-smp()SFt-E
—VF%2+4+100-0.0025<0.15-F
Ha F<0

—VF?2 + 100

<
60 < F

F?2 +100

60 <~ |—
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/

F2 4100
FZ
3600 - F2 > F2 + 100
3599 - F2 > 100
F2 > 0.0277
—0.1667 [kN] < F <0

3600 =

—0.1667 [kN] < F < 0.1667 [kN]

V4

9.5 Ek

A 49. abra egy elhanyagolhaté tomegl éket mutat. Szamitsuk ki és
szerkesszlk meg azon minimalis és maximalis értéket amely kozétt az F
er0 valtozhat, ha az ék egyensulyban van.

y
E Ek
|
_ |1 . 21 _
\ X
\
\
\
- —T Ny T—
,IJOZO N \\06106/ b IUO_O
N
\\‘//
T
49. abra

A mechanikai rendszer - melynek eleme az ék és az 1-es és 2-es blokk is

- egyensulyban van. Tehat:

ZFL-=T—T+F+2-1V=(')
i
0 0\ _ _F
(—F)+(2-N)_0 - N=7
Az 1-es blokk szintén egyensulyban van:
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Zﬁi —T+N+F=0

7
(7o) * Ciama )+ (Z5) = ©)
I.F,=N-cosa—T-sina
II. [, =T -cosa+ N -sina
Az ék egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:
|Fel < po - Fy

1. eset:
N-cosa—T-sina <y (T-cosa+ N -sina)

N-cosa—T:-sina<puy-T-cosa+puy-N-sina

F F
E—T-tanasT-tanp0+tanp0-5-tana

F F
——E-tana-tanpo <T-tanpy+T-tana

‘(1 —tana-tanpy) < T - (tanp, + tan a)

NN

tanp, + tana

B

<2T-——
1—tana - tanp,

F<2-T-tan(a + py)

2. eset:
—Ho Fr < F
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—Uo (T -cosa+ N-sina) < N-cosa—T - sina
—pg T cosa—pg-N-sina <N-cosa—T-sina
F F
—T-tanpo—tanpo-i-tanaSE—T-tana

F F
T-tana — T - tanp, SE+E-tana-tanp0

T - (tana — tan py) < g (1 +tana -tanp,)
2:T-tan(a —py) <F

Igy az ék egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:

2:T-tan(a —py) < F <2-T-tan(a + py)

Ha F,,=2-T-tan(a—p,) <0 — a<p, akkor az ék 0nzar6. Ez azt
jelenti, hogy ha az F er6 nagysagat zérusra csokkentve az ék

egyensulyban marad.

Szerkesztés:
_F
—>
Nmin F R
= Lo
Fr
A N & I:min =2-N min
N max A F R max
o I:max =2 Nmax
51. abra.
9.6 Horony

Az 52. abra egy fém blokkba mart hornyot abrazol. A horonyban egy m
tomegl ék helyezkedik el. Szamitsuk ki az F er6 azon maximalis értékét,
amely mellett az ék még egyensulyban marad a horonyban.
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52. abra.

Egyensulyi egyenletek az ékre:
ZFisz—z-tho
i

ZFiy=—m-g+2-Fn-sina=0
i

ZFizan-cosa—Fn-cosazo
i

Az ék egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:
|Fel < po - Fy

Ha Ft S #0 - Fn
F <0

sina

Ha _‘UO " FTL S Ft
Ho

sina
Ho

sina

‘m-g

m-g<F

0

m-g<F<-—
sina

Bevezetjlik a virtudlis tapadasi surlédasi tényez6t, az alabbiak szerint:

Ho
! - >
Ho sina Ho

Ha a = 90° akkor uy = u,. Az aldbbi dbra ezt a specialis esetet szemlélteti.
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b

9.7 Csavar

Az alabbi dbra egy lapos menetes csavart abrazol:

Az 54. abra alapjan érvényesek az alabbi egyenletek:
tana = d%, u=tanp, tan(a+p) = ;, T = F -tan(a + p)
A csavar altal F nagysagu er6 kifejtéséhez sziikséges nyomaték:
d
M, =E-F-tan(a+p)

A csavar meglazitasahoz sziikséges nyomaték:
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d
M2=E-F-tan(a—p)

10. Igénybevétel. Tartok igénybevételi abrai

Az el6z6 fejezetekben azzal foglalkoztunk, hogy hogyan lehet kiszamitani
az ismeretlen kiils6 erOket és nyomatékokat egy egyensulyban |évd
mechanikai rendszer esetén. Ebben a fejezetben tovabb Iéplink, és a
bels6é erdk és nyomatékok kiszamitasaval foglalkozunk. Az 55. abra egy

merev testet mutat, amelyre az F, F,..F, F,,..E, kuls6 erok

I_:i+1 / Ei

F, Y J F.

(terhelések) hatnak.

55, abra.

Gondolatban vagjuk két részre a testet egy A sikkal. Az A metsz0lsik
sulypontjat jel6lje S.
Mivel a test egyensulyban van:

i FE=FR+F++F+F,+-+F=0 (101)

My =3 (F x F) =0 (10.2)

i=1 Si
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f (; azt a vektort jeldli, amely az S pontbdl az F; er6 tdmadaspontjaba
mutat)
A test és minden egyes része egyensulyban van. Az I-es rész egyensulyat
az F,F,,..E, kils6 er6k és az A sik mentén megoszlé bels6 er6rendszer
egylttesen biztositja. A bels6é erbrendszer ered6 erejét és S pontra
vonatkozé ered6 forgatonyomatékat tehat jeldlje F,,, és 1\57[”“'
ZiFi=F1+Fi+1+”'+Fn+Fint=6 (10.3)
DMy =My + Mg+ o+ My + Mip, =0 (10.4)

56. abra.

Bontsuk fel az F,,, és ISWW vektorokat az A sikkal parhuzamos és a sikra

mero6leges komponensekre. Az F,, er6 T és N komponenseit nyird és
normal erének, mig az M,,, nyomaték M, és M, komponenseit hajlitd és

csavaré nyomatéknak nevezzik.

Specialisan, ha a test egy idealis tarto:
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A
I I
S
A
A
| s| N Mn Il
Y
T M,
57. abra.

Ebben az esetben M, vektor meréleges az N és T komponensek sikjara és
az I rész esetében befelé, mig a II rész esetén kifelé mutat az abra
sikjabol.

Az 58. abra a skalaris és vektoridlis hajlitbnyomaték kozotti kapcsolatot

szemlélteti jobb kezlink segitségével.

58. abra.

Egy komponenst az alabbi tablazatban szerepl6é esetekben tekintlink

pozitivnak:

N>0 _|_> 4_l— vagy <_|_|_>

T>0 —| T T

vagy
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M,>0 —— «— vagy —

weo | 1) | (— (H)

vagy

Feladatok

1. feladat:

a) Szamitsuk az abran lathaté kéttdmasza tartéra haté F, és Fp
kényszererbdket!

b) Szamitsuk ki a normadl erdét, nyiréer6t és hajlitbnyomatékot az x
koordinata figgvényében!

c) Rajzoljuk a tartd igénybevételi abrait!

Adatok: F=100 [N], a=3[m], b = 4 [m]

Megoldas:
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II. -F+Fy, +F; =0 - Fy, =F—Fz =5714[N]

IL Y M;==F-a+Fs-(a+b)=0 > FB=F-aL+‘b=42.86[N]

Ellen6rzés:
ZIBV’" =—Fy-(@+b)+F-b=-5714-(3+4)+100-4=0
i

b

A)koncentrélt er6k és nyomatékok szakaszokra osztjak a tartot.

Ebben a feladatoban az F erd a tartét két szakaszra osztja (1-es és 2-es
szakasz). Metszilk el az 1-es és 2-es szakaszt egy A: és A sikkal
tetsz6leges x: és x2 tavolsdagban az adott szakasz kezdG6pontoktdl. Jeldlje
S1 és Sz az A1 és Az sik tartéval alkotott metszéspontjait. Az A; sik az A-B
tartét két részre osztja. Mindkét rész egyensllyban van. irjuk fel az
egyensulyi egyneleteket az A-Si szakaszra, figyelembe véve a kilsd
valamint bels6 er6ket és nyomatékokat.
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ZFix:FAX-i-N:O —> NZ_FAXZO[N]
i
ZFL.y:FAy—Tzo — T =Fy, =57.14[N]
i

E Mi=—Fpyxi =My =0 > My =—Fpy x =—57.14x [Nm]
- 1
L

Az A; sik az A-B tartot két részre osztja. Mindkét rész egyensulyban van.

frjuk fel az egyensulyi egyenleteket az S>-B szakaszra.

W T
T

Fy

ZFL- =-N=0 > N=0[N]

i
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)
ZFiy=T+FB=0—> T =—Fz =—42.86[N]
D Mi=My +Fy (b—x) =0 > My =—Fy(b—x,)
- 2

= Fy-x,—Fy+b=4286"x,—171.4 [Nm]

a)
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‘ 1. ‘ 2. ‘
100 [N]
3 3 [m] 4 [m] |
B i
A Bé E/
A A
57.14 [N] 42.86 [N]
N [N] 4
_( —>
N(x,) =0[N] N(x,) =0[N] x [m]
T[N] 4
T(x,)=57.14[N]
57.14 7
-4 >
x [m]
T(x,) =—-42.86[N]
M, [Nm] o
o B
x [m]

M, (%) =-57.14-x,[Nm]

Normal erd abra

Nyiroer6 abra

Area, =57.14-3=171.4[Nm]

Area, = —42.86-4 = —171.4[Nm]

Hajlit6 nyomatéki
abra

M, (x,) = 42.86- x, —171.4[Nm]
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2. feladat:

a) Szamitsuk az abran lathatd kéttamasza tartéra hatd F, és Fp
kényszererboket!

b) Szamitsuk ki a normdl erdt, nyiréer6t és hajlitbnyomatékot az x
koordinata fliggvényében!

c) Rajzoljuk a tarté igénybevételi abrait!

Adatok: F1=100 [N], F2=100 [N], M=30 [Nm], a=3[m].

Megoldas:

YA=rrfich= () () (5)+ ()= 6)
i
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I. _F2+FAX=0 g FAX=F2=100 [N]

II'_F1+FAy+FB=0_> FAyzFl_FB=7O[N]

Fira—-M

3a

IL % M;==F-a+M+F-3a=0 > Fy= 30 [N]
Ellen6rzés:

Zﬂgi=M+F1-2a—FAy-3a=30+100-6—70-9=0

i

b)
Az F, és F, er6k és az M nyomaték a tartéot harom szakaszra osztja.

Metsziik el az 1, 2 és 3 szakaszt A:;, Az és As sikokkal tetszlleges xi, x2 és
X3 tavolsagra a kezdGpontoktol. Jel6lje Si, Sz és S3 az Az, Az és As sik
tartoval alkotott metszéspontjait. Az A: sik az A-B tartot két részre
osztja. frjuk fel a egyensulyi egyenleteket az A-S: szakaszra, figyelembe
véve a kils6 és bels6 er6ket valamint nyomatékokat.

Ay

i

ZFiy=FAy_T=0 N T=FAy=70[N]
i

E{S‘wi=_FAy.x1_Mb=0 e Mb=_FAy'x1=_70'x1[Nm]
— 51
L

frjuk fel az egyensuly egyenleteket az A-S, szakaszra.
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yA 1.

‘ 2.
. a | X, ,AZ \
E
" > = \ >N—>
A F, Sl X
TT My
FAy

i
ZFiy=FAy_F1_T=0 — T =F4; —F, =—-30[N]
i

E Q/IL-=—FAy'(a+x2)+F1'x2—Mb=0 —>
2
i

M, = 30-x, — 210 [Nm]

frjuk fel az egyensulyi egyenleteket az S3-B szakaszra.

N
AN

—
X

Fq

ZFL- —-N=0 - N=0[N]

i
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d

ZFiy=T+FB=0 — T =—Fy=—30[N]
i

§ éwisz+FB'(a_x3)=0 - M, =30-x3—90 [Nm]
- 53
L
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| 1. | 2. | 3. |
100 [N]
100 [N] 30 [Nm]
> A B
A
4 3[m 3 [m] 3[m 4
70 [N] 30[N]
N [N] 4
Normal er6 abra
—»>
N(x,)=O0[N] | N(x)=0[N] x [m]

-100

TIN] 4

70 |

Mb [Nm] A

Mb(xl) =

7,

N(x,)=—100[N]

T(x)=70[N]

—70-x,[Nm]

T(x,)=—-30[N]

Nyiroer6 abra

x[m]

T(x;) = —30[N]

Area, =70-3=210[Nm]
Area, =—-30-3=-90[Nm]
—30-3=-90[Nm]

Area,

Hajlité nyomatéki abra

4
x[m]

M, (X;) =30-x; —90[Nm]

M, (X,) =30-x, —210[Nm]
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I

3. feladat:

a) Szamitsuk az abran lathatd kéttamasza tartéra hatd F, és Fp
kényszererboket!

b) Szamitsuk ki a normal erdét, nyirder6t és hajlitbnyomatékot az x
koordinata fliggvényében!

c) Rajzoljuk a tarté igénybevételi abrait!

VT 1 2 3|
A A A
X, 1 X, 2 Xg| 3 \
- - - » e la
[
A L a B,
T G A
5 a n a | b -
- i i ]

Adatok: a=2 [m], b=1 [m], @=30°, f=5 [kN/m], F=10 [kN].

Megoldas:
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p

yT 1 ‘ 2 3 ‘
A A A
Xy ! X2 ? X3 ’ \
[ »l - > — |—
E
F
AX f a
> AN — S S B ——
o s | Ta : Ly
[ z
[
: a | a | b
R FF 1FB
Ay
a)
= = F == _ (Fax 0 F:cosa 0\ _ (0
ZFi—FA+f a+F+FB_(FAy)+(—f'a)+(—F-sina)+(FB)_(O)
L
I. Ffy + F-cosa=0 > F4 =—F-cosa =—8.66 [kN]
I. Fpy—fra—F-sina+Fz =0 —
- Fyy=f-a+F-sina—Fg=9][kN]
III.ZiIXIi=—f-a-%—F-sina-2a+FB-(2a+b)=0 -
f-a? .
_T+F-sma-2a_6klV
- = 2a+Db = 6 [kN]
Ellendrzés:

a .
Zl‘gi=_FAy'(Za+b)+f'a'(5+a+b)+F-sma-b=

=-9-54+5-2-4+4+10-sin30°-1=0
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b)
y T 1
x1/ 2
I:Ax > ¢f \ 'ﬂ
A — S / X
fox 1T M
v T WMy
FAy

Egyensulyi egyenletek az A-Si szakaszra:

ZFiszAx+N=0 — N = —Fy, =866 [kN]
i
ZFiy:FAy_T_f'x1=0—> T=Fy—frx1=9-5"x [kN]
i
2

X1 xi
ZMi=_FAy'x1+f'x1'__Mb:0 — Mb=f'——FAy-x1
— 51 2 2
i

5
=E-x12—9-x1 [kNm]
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Fay

Egyensulyi egyenletek az A-S> szakaszra:

ZFix=FAx+N=0 — N =—F,, =8.66[kN]
i
ZFiy=FAy_f'a_T=0 - T=Fy—f-a=-1[kN]
i

a
Zg]i=—FAy-(a+x2)+f-a-(5+x2)—Mb=0
L

2
a
My=(f-a=Fy) x4+ f——Fy-a — My=x,-8[kNm]
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A
YT 3
A3 \
T‘b-x3>
N
N/ SN
\A S, X
Mb
I:B

Egyensulyi egyenletek az S3-B szakaszra:

ZFix=—N=0 — N =0[kN]

i

ZFiy:T+FB=O — T =—Fy=—6[kN]
i

{SVIL=Mb+FB'(b—X3)=O —)Mb:FB'x3_FB'b 4
Z 3
l

My =6-x3 —6[kNm]

143



b

DEBRECENI EGYETEM — MUsSzAKI KAR

| 1. | 2. 3|
5 [kN]
8.66 [KN] l
<
% A 8.66 [kN] B 7%
2 [m] 2 [m] 1m +
9 [kN] 6 [kN]
N(x)=8.66 [kN]| N(x,)=8.66 [kN]
N [kN]4 T T
8.66 N(x;) =0 [kN]
B > Normal er6 abra
x[m]
T [KN] 4
T(x) =9-5%][kN]
0 f
T(x;)=-1[kN] T(x;)=—6 [kN]
— | T / > Nyiréer6 abra
‘ -1 Area, = —2[kNm] x [m]
Area, -2 2=%) _Lx_ -6 o
a, —T*T—S[kNm] Area, = -6[kNm]
X
2-x L1
M, TkNmi | 5o xsoam
M, (X;) =6%; —6 [KNm]
M, (x,) =X, —8 [KNm]
4 >
— - . Hajlité nyomatéki
' x [m] abra
y 25 -
25 1 — |
A -8
f.azl M, (x,) = x2 — 9%, [kNm]
=25 [kN] bR/ oM !
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I

! Az aldbbi dbra a parabolaiv szerkesztési eljardsat szemlélteti. Az abran f
jeloli a megoszlo terhelés intenzitdsat az adott szakaszon.

Mb A

<Y

1
‘4 -
“

A szerkesztés |épései:

1) Kosslik 6ssze az dabra adott szakaszhoz tartozd kezd6 és
végpontjait (P és Q) szaggatott vonallal.

2) Huzzunk fliggbleges egyenest a szakasz felez6pontjan (H)
keresztill szintén szaggatott vonallal.

3) Mérjluk fel a % kifejezés értékét a H pontbodl kétszer lefelé (Hi és
H2 pontok)

4) Kossik 6ssze a P és Q pontokat a H2 ponttal. A P-Hz és H2-Q
szakasz a parabola érintéjét adja a P és Q pontokban.

5) Huzzunk a P-Q szakasszal parhuzamost a Hi ponton keresztil, igy
megkapjuk a parabola érintdjét a Hi pontban.

6) Rajzoljuk meg a parabolaivet figyelembe véve a P, Hi és Q
pontokban berajzolt érintéket.

11. Az igénybevételi abrak rajzolasanak egyszerii
szabalyai

A 10. fejezetben megrajzolt igénybevételi abrak részletes
medfigyelésével kimondhatunk néhany egyszer(i szabdlyt az abrak
rajzoldsahoz. A  koOvetkez6 szabalyok alkalmazdsaval konnyen
rajzolhatunk a diagramokat anélkil, hogy kiszadmolnank a normal er6t, a
nyiréer6t és a hajlitd nyomatékokat.
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Az abrak rajzolasakor mindig zérus fliggvényértékbdl indulunk.

1. szabaly:

2. szabaly:

A kilonb6z6 tipusu er6k és nyomatékok hatasat az igénybevételi abrakra
az aldbbi dbra szerint vessziik figyelembe:

- > M tartd
F, if Y
/
N 4 E
y
FX
X
TaA
A
Y Ry i
f-l
X
Y
MbA
/\ \ Y
£.02 \\‘\ ~. A-A,
8 vy .
(o ~—— A .
8 v M
N v
X

59. abra.
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[
4

A tarto végén zérus fliggvényértékbe kell érkeznink.

3. szabaly:

Feladatok
1. feladat:

Szamitsuk ki az az &bran lathatd kéttamaszu tartéra hatd F, és Fp

kényszererdket, majd rajzoljuk meg a tartd igénybevételi abrait!

yA
Cam) | iml 2[m] 0 3[m] . \

) 4 [kN] ‘ % ] o oy

< > ——

VA 5 4[kN]
TFAy T_B

Megoldas:

Szamitas:

ZFL-X=—2+FA,C+6=0 > Fj = —4[kN]

i

D Fy=—4+Ey—4-5+F,+4=0 > Fyy = 6[kN]
i

ZIXIL-=4-1—4-(2+3)-(1+2+0.5)+FB-3+4-(1+2+3)=
i

=0 — Fy=14[kN]

Ellenbrzés:

Zszzi=4-(1+1+2)—FAy-(1+2)—4-(2+3)-o.5+4-3=o
i

Igénybevételi abrak:
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/

y4 0.5 [m]
im | i[m | 2[m | am . \
4 kN
) [ ] ¢4[kN/m] 6 [kN] .
2 [kN] 4[kN];> 875% 20 [kN] ol X
A A v
6 [kN] 14 [kN]
N [kN]4
6
2
x?m]
T [kN]4
8
2
X
4 2
-6
M, 4
[kNm]
X[
42",
’ 4-3 =45
=4
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b

2. feladat:

Szamitsuk ki az az abran lathatd kéttamaszu tartéra haté F, és

kényszererbket, majd rajzoljuk meg a tarté igénybevételi abrait!

yA

2 [m] | 3[m] 2 [m] | 1[m]

30°

7;0 -V/3[kN] Fac | |15 [kN/M]

Megoldas:

Szamitas:

/\A 15-~/3[kN] B@
I I

ZFix:—20-\/§-sin30°+FAx—15-\/§-sin30°=0 — Fuy

i

= 30.31[kN]

ZFiy=—20-\/§-C0530°+FAy—15-(3+2+1)+15-\/§-00530°
i

+FBy=0 e

~  Fyy, = 69[kN]

ZIXIL-=20'\/§-c0530°-2+15'\/§-C0530°-3+F3y-5—15
i

‘(3+2+1):3==0 — Fg, = 28.5[kN]
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}P”

| Ellenérzés:

Zl\gi=—15-1-0.5+15-5-2.5—15-\/§-cos30°-2—69-5+20-\/§
i

-cos30°-7=0

Igénybevételi abrak:
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yA
2 [m] 3[m] 2 [m] ! [m]l\
30 [kN
v LN] 30.31 [kN] | |15 [kN/m] 12.99 [kN] -
17.32 [kN] /\A ) B X
< 22.5 [kN] /5%7
69 [kN] 28.5 [kN]
N [kN]4
17.32
E—
x [m]
-12.99
T [kN]4
39
. x [m]
® -135
-30
|\/|b A
[kNm]
| x [m]
2 12 12
TV 16875 " 75 Tl 147
8 8 8
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3. feladat:

Szamitsuk ki az A pontban érbedé reakciderdok és nyomatékot az abran

lathatd befogott tartd esetén. Rajzoljuk meg a tartd igénybevételi abrait.

y
T‘ 2 [m]

A 100 [N]

\4

FAy
Megoldas:
Szamitas:

Z%:MA_loo-z:o - M, =200[Nm]

zFix = Fp = 0[N]

7

ZFW =F,,—100=0 - F,, =100[N]

Ellenbrzés:

Zszi=—1oo-2+zoo=o

Igénybevételi abrak:
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y
T 2 [m] \
|< -
oIN] >? \200 [Nm] v1oo [N] )
A/ X
/
A
100 [N]
N [N] A
— —>
X [m]
T [N] A
100
X [m]
M, [Nm] ¢
200
x'[m]
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f 4. feladat:

Szamitsuk ki az A pontban érbedé reakcidéer6k és nyomatékot az abran

lathatd befogott tartd esetén. Rajzoljuk meg a tartd igénybevételi abrait.

yA

o im o im ‘\
30 [kN]
M
F o /: ? + 100 [KN/m] R
\. /]A B X
/
A
Fay

Megoldas:
Szamitas:
ZIAVIi=MA—30-1—100-(1+1)-1:0 - M, =230 [kNm]
i
> Fie = F =0 [kN]
i
ZFiy =Fu, —30—-100-(1+1)=0 - Fy, =230 [kN]
i
Ellenérzés:

Zl\gi=30-1+100-2-1—230-2+230=0
i

Igénybevételi abrak:
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yA
1 [m] J 1[m] . \
30 [kN]
/ v
0 [kN] /> “A ¥ 100 [kN/m] R
A X
230 [kNm] /]
A
230 [kN]
N [kN]4
—_— —»
x [m]
T [KN]4
230
\@
100
X [m]

M, [kNm]4
230
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5. feladat:

Szamitsuk ki az az &bran lathatd kéttamaszu tartéra hatd F, és Fp

kényszererbket, majd rajzoljuk meg a tartd igénybevételi abrait!

yA ‘\
a b

Adatok: f=10 [kN/m], a=0.4 [m], b=0.2 [m], M=2 [kNm]

Megoldas:
Szamitas:
a
Z’A‘/’t =—frag-M+F-(a+b)=0 - Fy=4666[kN]
i
ZFix = Fpx = 0 [kN]
i
ZFty =Fyy—fa+Fg=0 - F,, =—0.666[kN]
i
Ellenbrzés:

Z]BVIL-=10-0.4-0.4+0.666-0.6—2=0
i

Igénybevételi abrak:
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“

1

0.4 0.2
0 [kN] | 4 10 [kN/m] ™ R
/NA / X
2 [kNm]
777 7777
0.666 [kN] L.eee [kN]
A 4
N [kN]4
>
x [m]
T [kN]4
-0.666 X [M]
4666
Mb A
[kNm] 1.066
x [m]
2
LRI
8
157
-0.933
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0

6. feladat:

Szamitsuk ki az abran lathatd tortvonald tartéra haté F, és Fg

kényszererbket! Rajzoljuk meg a tartd igénybevételi abrait!

yA \
B | ¢ 2 [KN/m] C
i
2 [m]
5 [kN]
< 1
D E
%_ (7 2ml
FE '
>, |
Fa ; ;A X
F t g g
AY 4[m] 2 [m]
Megoldas:
Szamitas:
Z%i=_2'4'2+5'2+FE.6=0 - Fp=1][kN]
ZFix= FAx_5=0 - FAx=5[kN]
ZFiy=FAy_2.4+FE=O - FAy=7[kN]
Ellenbrzés:

Z]EVIL-=2'4'4—7-6+5'2=0
i
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yA \
B | {2 [kN/m] C
A
2 [m]
5 [KN] |
“ Eé% '
{ 2 [m]
5 [kN] 1 [kN] .
Z >A X
7 [kN] |‘ 4 [m] b 2 [m] V
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N [kN] 4

i

7

77,

X [;n]

0%

20

i
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