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ElGszo6

Ez a feladatgy(ijtemény els6sorban a Debreceni Egyetem Miiszaki Kardnak
Matematika I. gyakorlatdhoz késziilt oktatasi segédanyagként.

A feladatgy(ijtemény a preciz matematikai felépitésen til szdmos, a miiszaki és
gazdaségi életben felmeriil6 probléma megolddsara alkalmazhaté mddszert is
bemutat.

A feladagyijtemény felépitésében, jeloléseiben nagyban timaszkodik az azonos
cimmel megjelend elméleti jegyzetben leirtakra, igy a két segédanyagot egyiitt
célszert hasznélni.

A feladatgy(jtemény 197 darab részletesen kidolgozott feladatot tartalmaz. A
feladattipusok a linedris algebra elemeivel kezd6dnek, ezt kovetden az alkal-
mazdsorientalt feladatok veszik 4t a f6szerepet.

Széles skdlan mozog a feladatok nehézségi szintje, ezdltal egyrészt segitséget
nyUjt a zarthelyi dolgozatokra és a vizsgdkra val6 felkésziiléshez, masrészt a
késdbbi tanulmanyok sordn, vagy akar versenyekre valo felkésziiléshez is hasz-
nos segitség lehet.

A feladatgytijteményben a nehezebb, gondolkodtatobb feladatokat x jeldli.

z 22z

A jegyzet elkésziiléséért koszonettel tartozom a jegyzet lektorainak, Dr. Kocsis
Imre f&iskolai tandrnak, a Miiszaki Alaptargyi Tanszék vezet6jének, valamint
Dr. Nagy Gergd egyetemi adjunktusnak, akik hasznos informacidkkal lattak
el a jegyzet megirdsa sordn, a jegyzet gondos atolvasdsdval és értékes megje-
gyzéssel segitették a tananyag elkésziilését.

Koszonettel tartozom Dr. Sziki Gusztdv Aron f6iskolai tandrnak, aki a fizikai
megfogalmazasu témakorokben segitette munkamat.

K6szonom tovabba Kedvesemnek, J6zsa Bettina Csillanak €és Edesanyémnak,
akik mindenben mellettem 4lltak és tdmogattak a jegyzet megirdsa sordn.

2018. januér 10.



1. Alapmiiveletek matrixokkal

5 2 4
1.1. Feladat. Tekintsiikk az A = 3 1 0 matrixot!

2 0 3

a) Adjuk meg az A matrix a2 és ao; elemeit!

b) Adjuk meg az A matrix tipusat!

¢) Hatdrozzuk meg az A matrix féatlgjat!

d) Hatdrozzuk meg az A matrix mellékatl6jat!

e) Négyzetes-e az A matrix?

f) Fels6 haromszog alaki-e az A matrix?

Megoldas:

a) Az A matrix a2 eleme az elsd sor méasodik eleme, azaz a12 = 2. Az as;
elem a masodik sor els6 eleme, azaz as; = 3.

b) A matrixnak 3 sora van és 3 oszlopa, igy 3 x 3-as, azaz (3; 3) tipusa.

¢) Az A mitrix fgatlGja: (5;1;3).

d) Az A matrix mellékatlGja: (2;1;4).

e) A maétrix négyzetes, mert a sorainak szdma és oszlopainak szdma megegye-
zik.

f) A matrix nem felsé haromszog alaku, mert nem teljesiil az, hogy a f6atl6
,,alatt” minden elem 0.

1 3 8 2
) 02 9 2 )
.. i L '
1.2. Feladat. Tekintsiik az A 00 4 4 matrixot!
00 0 5

a) Adjuk meg az A matrix ago €s as; elemeit!
b) Adjuk meg az A matrix tipusat!

¢) Hatarozzuk meg az A matrix féatlgjat!

d) Hatarozzuk meg az A matrix mellékatl6jat!
e) Négyzetes-e az A matrix?

f) Fels6 haromszog alaki-e az A matrix?

Megoldas:
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a) Az A matrix aso eleme a masodik sor masodik eleme, azaz aso = 2. Az a3y
elem a harmadik sor elsé eleme, azaz ag; = 0.

b) A matrixnak 4 sora van és 4 oszlopa, igy 4 x 4-es, azaz (4;4) tipusq.

¢) Az A mitrix f8atlGja: (1;2;4;5).

d) Az A matrix mellékétlGja: (0;0;9;2).

e) A matrix négyzetes, mert 4 sora és 4 oszlopa van, igy a sorok szdma mege-
gyezik az oszlopok szdmaval.

f) Igen, mert a matrix f64tldja ,,alatt” minden elem 0.
1.3. Feladat. Egy matrixnak 24 eleme van. Hatdrozzuk meg a matrix tipusat!
Megoldas:
Val6jdban azt kell megvizsgdlnunk, hogy a 24 hogyan all el6 két pozitiv egész
szam szorzatként:
24=1-24=2-12=3-8=4-6.

Tehat a matrix tipusa lehet:

1x24; 2x12; 3x8;4x%x6

24 x 1; 12 x 2; 8 x 3; 6 x 4.

1.4. Feladat. Adjuk meg azt a diagondlis matrixot, amely 4 x 4-es, tovabba
a; = 1> minden i € {1;2;3;4} esetén.

Megoldas:

A diagonalis matrix definici6ja szerint a f64tlon kiviili elemek mindegyike zé-
rus. A keresett matrix tehat:

12 0 0 O 1 00 O
A_02200_0400
1 o 0 3 o] 009 O
0 0 0 42 0 0 0 16

1.5. Feladat. Adjuk meg azta 3 x 2-es métrixot, amelynek a;; elemeire teljesiil,
hogy a;; =4 - j minden i € {1;2;3} és j € {1;2} esetén.

Megoldas:
A Kkeresett matrix:
1-1 1-2 1 2
A= 2.1 2-2 _ 9 4
3 6

w
—
w
[\
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1.6. Feladat. Adjuk meg azt a 2 x 2-es métrixot, amelynek a;; elemeire teljesiil,

hogy a;; = % minden i € {1;2} és j € {1;2} esetén.

Megoldas:
Mivel
1 1
anZI:l; a2 =5
2 2
CL21:I:2; a22:§:1.
A keresett matrix:
1
A= 2
2 1

1.7. Feladat. Adjuk meg a 3 x 4-es zérusmatrixot:
Megoldas:

A 3 X 4-es zérusmatrix:

0
O3xa=1| 0
0

o O O
o O O
oS O O

1.8. Feladat. Adjuk meg az x és y valds szdmokat tigy, hogy az

(5 3)

matrixok egyenl6ek legyenek!
Megoldas:

Két métrix pontosan akkor egyenld, ha a megfeleld elemeik egyenldek, igy
r=5éy=—2.

1.9. Feladat. Adjuk meg az x és y valds szdmokat ugy, hogy az

[ x+y 2
A_<5—|—z x-y)
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)

o-(22)

matrixok egyenléek legyenek!
Megoldas:

Két matrix pontosan akkor egyenld, ha a megfelel6 elemeik egyenlek, igy
teljesiiline kell az

rT+y=206
d4+2z=95
z-y=2~8

egyenletrendszernek. A masodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy z = 5. Az els6
egyenletbdl kifejezziik az y ismeretlent:

r=06—y.
Ezt behelyettesitjiik a harmadik egyenletbe:
(6-y)-y=8
A zardgjel felbontasa utdn azt kapjuk, hogy
6y —y? =8 = y?> — 6y +8=0.
A mdasodfoki egyenlet megolddképletével

6++36—-32 642

2 2
adodik, igy y1 = 4, illetve yo = 2. Ezeket behelyettesitve az z = 6 — y
egyenletbe azt kapjuk, hogy 1 = 2, illetve xo = 4.

Y12 =

)
1

— W

1 2
1.10. Feladat. Adjuk meg az A = < i > ésaB=| 7 3 | matri-
4 5
xok tipusat!
Megoldas:

Az A matrixnak 2 sora és 3 oszlopa van, igy 2 x 3 tipusd, mig a B mdtrixnak 3
sora és 2 oszlopa van, igy 3 x 2 tipust.

oy W

1.11. Feladat. Adjuk meg az A = ( le § > matrix transzpondltjét!

Megoldas:
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Egy matrix transzponéltja a sorok és oszlopok felcserélésével kapott matrix:

1 4
AT =1 2 5
3 6

1.12. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi matrixok transzponaltjat:

4 -9
2 0 —4 1 4
A‘<3—2 6)’ B_<2—3)’ e=12° 2

1 -2
Megoldas:
Az A matrix transzponaltja:
2 3
AT = 0o —2 |,
-4 6

a B matrix transzponaltja:

a C matrix transzponaltja:

T _ 4 )
(4.

1.13. Feladat. Tekintsiik az A = ( i _§

matrixokat! Hatarozzuk meg az

a) A+ B b) 2A — 3B
matrixokat!

Megoldas:

a) Két matrixot ugy adunk 6ssze, hogy a megfeleld helyen 1év6 elemeket 6ssze-
adjuk, igy:

(141 =243 34(=5)\_[( 2 1 -2
A+B_<4+7 54 (=9)  6+7 )‘(11 —14 13)'
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b) El&szor a skaldrral valo szorzdsokat végezziik el (azaz az elsé matrix minden
elemét 2-vel, a masodik métrix minden elemét 3-mal szorozzuk), majd a
kapott matrixokat kivonjuk (az elsé matrix megfeleld elemeibdl kivonjuk a
masodik matrix megfeleld elemeit):

2 4 6 39 —15
2A_SB:<8—10 12)_(21 —27 21)2

(-1 -13 21
“\-13 17 -9 )

1 -1 2 -1

1.14. Feladat. Tekintsiikk az A = 2 3 ésaB = 1 5 matrix-
4 5 5 2

okat! Hatdrozzuk meg az

a) A—B b) 34 + 2B

matrixokat!

Megoldas:

a) Két matrixot gy vonunk ki, hogy a megfelel$ helyen 1év6 elemeket kivon-
juk, igy:

1-2 —1—(-1) -1 0
A-B=|2-1 3-5 = 1 -2
4-5 5-2 -1 3

b) El&szor a skaldrral valé szorzdsokat végezziik el (azaz az elsé matrix minden
elemét 3-mal, a mdsodik matrix minden elemét 2-vel szorozzuk), majd a
kapott métrixokat dsszeadjuk:

3 -3 4 -2 7 =5
3A+2B = 6 9 |+ 2 10 | = 8 19
12 15 10 4 22 19

1.15. Feladat. Hatarozzuk meg az x, y, z, t val6s szdmokat ugy, hogy a

3. (% V) 20 +1 4 n 4 z+uy
z t ) -6 =2t z+t 3

egyenlGség teljesiiljon!

Megoldas:
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Els6 1épésben az egyenldség bal oldaldn elvégezziik a skaldrral valé szorzdst,
jobb oldalédn az Osszeadast, igy az

3z 3y \ _ 20 +5 ax+y+4
3z 3t ) \z+t—6 3-—2¢
egyenléséghez jutunk. Két matrix pontosan akkor egyenls, ha a megfelel6 he-

lyen 1év6 elemeik egyenléek. Tehat az egyenl6ség fenndllasanak sziikséges és
elégséges feltétele az alabbi egyenletek teljesiilése

3r=2x+5
Jy=z+y+4
32=2z+t—-6
3t =3 -2t

Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy x = 5. Ezt behelyettesitve a masodik
egyenletbe y = 4,5 adédik. Az utolsé egyenletbdl ¢ = 0, 6 kovetkezik, amit
behelyettesitve a harmadik egyenletbe z = —2, 7 adddik.

1.16. Feladat. Jeloljon m x n egy m-szer n tipusti métrixot. Osszeszorozha-
tok-e az aldbbi matrixok, ha igen, hatarozzuk meg az eredménymatrix méretét:

a) 2x4-3x6 Cc) 2x5-2x05H) e) 4 x6-6x2)
b) 3 x5-4x3) d) 4x2-2x5) f) 5x2-5x5H)
Megoldas:

Két matrix pontosan akkor szorozhat6 0ssze, ha az els6 matrix oszlopainak a
szdma megegyezik a masodik matrix sorainak a szdmdaval. Ilyenkor az ered-
ménymatrixnak annyi sora, illetve oszlopa van, amennyi sora van az els6 mat-
rixnak, illetve amennyi oszlopa van a mdsodik matrixnak. Tehdt 6sszeszorozni
csak m X n és n x k tipust matrixokat lehet, és ekkor a szorzatmétrix m x k
tipusu lesz.

A fentiek alapjdn azt kapjuk, hogy

a) nem Osszeszorozhatok;

b) nem 6sszeszorozhatok;

¢) nem Osszeszorozhatok;

d) Osszeszorozhatdk, az eredménymatrix 4 x 5-0s lesz;
e) Osszeszorozhatok, az eredménymadtrix 4 x 2-es lesz;
f) nem 6sszeszorozhatdk.
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o B 1 3\ ., (2 0 —4
1.17. Feladat. Tekintsiik az A = ( 9 _1 ) ésa B = < 3 _9 6 >

matrixokat! Hatarozzuk meg az
a) A-B b) B-A

szorzatokat!
Megoldas:

a) Az elsd matrix 2 x 2-es, a masodik 2 x 3-as, igy a szorzds elvégezhetd, és az
eredménymatrix 2 x 3-as lesz. A métrixok szorzdsa uigynevezett sor-oszlop
kompozicids szorzat, azaz az i-edik sor minden elemét megszorozzuk a j-
edik oszlop megfelels elemeivel, és a kapott eredményeket 6sszeadjuk. Igy
kapjuk a szorzatmétrix (¢; j) index elemét. Azaz

1 3 2 0 -4
A'B:<2—1>'(3—2 6)2

(249 0-6 —4+18) (11 —6 14
“\4-3 0+2 —8-6)"\ 1 2 —14 )

b) A B - A szorzat nem létezik.

1S 11 -1
1.18. Feladat. Tekintsilk az A = 3 4 |éabB =
5 1 2 3 =2
matrixokat! Hatarozzuk meg az
a) A-B b) B-A
szorzatokat!
Megoldas:
a) Az A - B szorzat 1étezik és
1 -2 -3 -5 3
A-B=[3 4 <;§:é>: 11 15 —11
5 1 T 8 =7

b) A B - A szorzat is létezik és

1 -2
11 -1 -1 1
B-A:< > 3 4 :< )
2 3 -2 s 16
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1.19. Feladat. Hatarozzuk meg az A - B és B - A matrixokat, ha
1 1 -2 0
A= ( 1 ? _le > , B= 1 2 3 1
-1 -2 1 -1

Megoldas:
Az A - B szorzat:

1 2 -1
A'B=(1 : 4). )

A B - A szorzat nem létezik, mert a B métrixnak 4 oszlopa van és az A matrix-
nak 2 sora van.

[
N =
|
W N
[an)

. _(4 7 3 3>
L o 1 1 -2 -5 5 -3

- _ 2 1 3 ., (1 2 -3
1.20. Feladat. TekmtsukazA-(_3 9 O)esaB—(1 0 _4>

matrixokat! Hatdrozzuk meg az

a) AT . B b) BT . A
szorzatokat!

Megoldas:

a) Az AT . B matrix:

2 -3 -1 4 6
AT.B=|(1 2 .<}3:2>: 3.2 -11
3.0 36 -9

b) A BT - A métrix:
11 -1 3 3
B'-Aa= 2 o0 -(_3%3): 4 2 6
-3 —4 6 —11 -9

1.21. Feladat. Hatdrozzuk meg az

(3 1)

matrix négyzetét!

Megoldas:
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Mivel A2 = A - A, ezért

1.22. Feladat. Adottak az

1 2 -1 0 -1 -2
A= 11 0 ¢s B=|1 3 4
01 2 5 2 6

matrixok. Hatdrozzuk meg azt az X matrixot, melyre A + X = B teljesiil.

Megoldas:
Az X miatrixot kifejezve X = B — A adddik, igy
0 -1 -2 1 2 -1 -1 -3 -1
X=11 3 4 |-(11 0]|= 0o 2 4
5 2 6 01 2 5 1 4
o 1 2 A .
1.23. Feladat. Tekintsiik az A = ( Eo_1 ) matrixot! Hatdrozzuk meg a k

valds szam értékét tigy, hogy az A? matrix zérusmitrix legyen!
Megoldas:
Az A? matrix:
A2:<1 2>‘(1 2>:<1+2k 0 )
k-1 E -1 0 2k+1

A z€rusmitrix minden eleme nulla, {gy azt kapjuk, hogy

1
2k+1=0 = k= 5
1.24. Feladat. Tekintsiik az A = < _3 _éll ) matrixot! Hatdrozzuk meg a

k valos szam értékét igy, hogy teljesiiljon az

A*—6-A+k-Er=0
egyenlet, ahol Fs a 2 X 2-es egységmatrixot jeloli!
Megoldas:

Az A? métrix:

a-( (3 )= (L)
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12 -6
6-A4= ( —-18 24 ) '

(0 %),

Ezek felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

A 6 - A métrix:

A k - E9 matrix:

A2—6-A+k-E2:<5+k 0 )

0 —5+k

A zérusmatrix minden eleme nulla, igy teljesiilnie kell a —5 + k£ = 0 egyenlet-
nek, amibdl azt kapjuk, hogy k = 5.

1 2
3 4
b valds szamokat tgy, hogy teljesiiljon az

A2:a-A+b-E2

1.25. Feladat. Tekintsiik az A = < ) matrixot! Hatdrozzuk meg az a és

egyenlet, ahol Fy a 2 X 2-es egységmatrix.
Megoldas:
Az A? matrix:
w-aa=(33)(1)=(4 %)
Az a- A+ b- Ey métrix:
<a2a>+<b 0>_<a+b 2a>.
3a 4a 0 b 3a 4a—+b

Két matrix pontosan akkor egyenld, ha a megfeleld elemeik egyenldek, igy
teljesiilnie kell a 2a = 10 egyenletnek, amibdl azt kapjuk, hogy a = 5. Ezt
felhasznalva, mivel a + b = 7, ezért b = 2 adddik.

1 2 L.
matrixot!

1.26. Feladat. % Tekintsiik az A = ( 0 1

a) Adjuk meg a 2A matrixot!
b) Adjuk meg az A% mitrixot!

¢) Adjuk meg az A3 matrixot!
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d) Bizonyitsuk be, hogy

100
e) Hatdrozzuk mega > A* mitrxiot!
k=1

Megoldas:

a) A 2A matrix:

2 4
ao(2 1)
b) Az A? métrix:

o 4 o4 (1 2) (12
A_AA_A_<01> <01

B 4
= L)
¢) Az A matrix:
5 o o, (14 12\ (16
A_A’A_<0 1)'(0 1)‘(0 1)'

d) A bizonyitést teljes indukcidval végezziik. Tegyiik fel, hogy n-re igaz az

allitas, azaz
1 2n
n __
A= < 0 1 >

1
0

Ekkor
1 2n 1 2 1 2n+2
n+l _ gn _ . —
avi—aa= (0 ) (0 1) =(5 ™)
Mivel

A”“:(é 2-(n+1) >

ezért igazoltuk az allitast.
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e) Mivel
100
A=A Al 4+ A=
k=1

() () -

1 2+4+...4+200
0 1 ’

ezért ki kell szdmolnunk az els6 100 paros szam Osszegét. Ezek egy 2 dif-
ferencidju szdmtani sorozatot alkotnak. A szdmtani sorozat Osszegképletét
felhasznélva azt kapjuk, hogy

2.24+99.2
2+4+...+200=%.100:10100.

1 10100
0 1 '

1.27. Feladat. Tekintsiik az A = ( _% (1) ) matrixot! Bizonyitsuk be, hogy

w_ [ 2% 0
A _<1—2n 1)'

A bizonyitast teljes indukciéval végezziik. Az allitds n = 1-re nyilvanval6an
igaz. Tegyiik fel, hogy n-re igaz az éllitds. Ekkor

2n 0 20
@ = 4 <1—2n1><—1 1)

B 2.2 0\ _ 2ntl 0
“\1-2n.2 1 ) \1-2nFt 1 )¢

Azt kaptuk tehdt, hogy az éllitds n 4 1-re is teljesiil, igy igazoltuk azt.

A keresett matrix tehat:

minden n € N esetén

Megoldas:

-1 -2 5 1
. ) -2 =1 0 2 .
1.28. Feladat. Szimmetrikus-e az A = 5 02 0 matrix?
1 2 00

Megoldas:
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Mivel az A matrix transzponaltja:

-1 -2 5 1
T -2 -1 0 2
A7 = 5 0o 2 0|’
1 2 00
ezért AT = A, igy az A matrix szimmetrikus.
1.29. Feladat. Ferdén szimmetrikus-e az
0 2 3
A= —2 0 4
-3 —4 0
matrix?
Megoldas:
Mivel
0 -2 -3
AT=|(2 0 —4 | =-4,
3 4 0
ezért az A matrix ferdén szimmetrikus.
1.30. Feladat. Ferdén szimmetrikus-e az
0 5 2
A= -5 0 —4
-2 —4 0
matrix?
Megoldas:
Mivel
0 -5 -2
AT =5 0 —4 | #-A4,
2 —4 0

ezért az A matrix nem ferdén szimmetrikus.

1.31. Feladat. Allitsuk el6 az

-(2)

matrixot egy szimmetrikus és egy ferdén szimmetrikus matrix osszegeként.
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Megoldas:

Az A matrix transzponaltja:

r (2 -1
A _<3 4)'
Az A+ AT mitrix:

aea=(31)(30)=(51),

Az eddigieket felhasznélva azt kapjuk, hogy
1

5 (A+AT):<

=N
>~
N——

Az A — AT matrix:

(2020

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

L (32)

Felhasznélva a kapott eredményeket azt kapjuk, hogy az A matrix el6all

(23)=(Ti)(=20)

alakban, ahol

szimmetrikus és

ferdén szimmetrikus matrix.

2 2
2 5
azokat a zérusvektortdl kiilonb6z6 v vektorokat, melyekre A - u = u.
Megoldas:

1.32. Feladat. % Tekintsikk az A = matrixot! Hatdrozzuk meg

Az u vektornak 2 koordinatabdl 4llé oszlopvektornak kell lennie, ellenkezd
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esetben a szorzds nem végezhet$ el. Legyenek az u vektor koordindtdi = és
y. Igy az A - v = u egyenlet

2 2 (T _(=
2 5 y ) \vy
alakban irhat6 fol. Az egyenlet bal oldalan elvégezve a szorzast
20+2y \ [«
2v+5y ) \y

adodik. Két métrix pontosan akkor egyenld, ha a megfeleld helyen 1évs elemeik
megegyeznek, igy a

20 +2y==x
20+ 5y =y
egyenletrendszerhez jutunk. Elvégezve az 6sszevondsokat az
z+2y=0
2¢4+4y =0

egyenletrendszert kapjuk. Vegyiik észre, hogy a masodik egyenlet éppen két-
szerese az elsének, igy a két egyenlet ekvivalens (azaz ugyanaz a megoldashal-
mazuk), tehat az egyik egyenlet elhagyhat6. Az x + 2y = 0 egyenletben az
egyik ismeretlent tetsz6legesen vélaszthatjuk meg. Legyen példdul y = ¢, ahol
t € R\ {0} tetsz6leges. Ekkor x = —2t addédik. Tehat a feltételeknek minden

(-2t
S
alaku vektor eleget tesz, ahol ¢t € R \ {0} tetszGleges.

1.33. Feladat. Tekintsiik azt a 2 x 2-es A matrixot, amelynek (i;j) index
elemei-j minden i, j = 1, 2 esetén. Legyen B olyan 3 x 2-es métrix, amelynek
(i;4) indexd eleme ¢ 4+ j minden i = 1,2 és j = 1, 2, 3 esetén. Legyen tovabba

a) Adjuk meg az A matrixot!

b) Hatérozzuk meg az A” maitrixot!
¢) Szimmetrikus-e az A matrix?

d) Hatdrozzuk meg az A% métrixot!
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e) Hatirozzuk meg az A3 matrixot!

f) Adjuk meg az A2 — A mitrixot!

g) Hatdrozzuk meg a B maétrixot!

h) Szamoljuk ki az A - B matrixot!

i) Adjuk meg a B - A métrixot!

j) Létezik-e az A + B matrix?

k) Hatdrozzuk meg a C' - A métrixot!
1) Hatdrozzuk meg az A - C' métrixot!
m) Adjuk meg a CT matrixot és a C” - C métrixot!
n) Hatdrozzuk meg a C' - CT mitrixot!
0) Adjuk meg a CT + B matrixot!
Megoldas:

a) Az A matrix:

b) Az AT métrix:
r (1 2
4 _(2 4>.
A.

¢) Az A matrix szimmetrikus, mert A7 =
d) Az A? métrix:
(1 2 5 10
2 4 ) 10 20 /-
3_ 42 4 _ 5 10\ (1 2)\ _ (25 50
B A_<1O 20 2 4 ) \ 50 100 /-
f) Az A2 — A matrix:

2 4 _( 5 10 12\ _(4 8
AT -d= < 10 20 ) _'< 2 4 ) _'( 8 16 )'

g2) A B mitrix:

1
2

=N

ﬁ:AA:(

e) Az A3 matrix:
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h) Az A - B matrix:

1 2 2 3 4 8 11 14
A'B_<2 4)'(2 4 5>_<16 22 28)'
i) A B - A matrix nem létezik, mert a B oszlopainak a szima (3) nem egyezik

meg az A sorainak a szdmaval (2).

j) Az A + B matrix nem létezik, hiszen az A és B matrixok nem azonos ti-
pustak.

k) A C - A matrix:
1 0 1 2
c-a=|01 <;Z>: 2 4
11 3 6

1) Az A-C matrix nem létezik, mert az A matrix oszlopainak a szdma (2) nem
egyenld a C matrix sorainak a szdmaval (3).

L)

m) A C maétrix transzponaltja:

r (10
"= (5

A CT . C métrix:

10
101 2 1
C’T-C:< ) 0 1 :( >
01 1 - 1 2
n) A C - CT mitrix:
10 1 01
c.c=101 -(é?}): 01 1
11 11 2
0) A CT + B matrix:
: (101 2 34\ (335
C+B_<011>+<245>_<256>'

1.34. Feladat. Ortogonalis-e az

A=

N |
[\
S
N = DN
el
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matrix?
Megoldas:
Mivel
1oV3
AT — 2 2
Vi1
2 2
ezért
L V3 1V3
AT . A = 2 2 2 2
v3 o1 v3 o1
2 2 2 2

igy AT . A = E», tehat AT = A1, ami azt jelenti, hogy A ortogonilis.

23
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2. Matrixok alapmiiveleteinek gazdasagi alkalmazasai

2.1. Feladat. Egy cég harom kiilénb6z6 alapanyagbdl négyféle terméket allit
el6. Az alabbi tabldzat megmutatja azt, hogy az egyes termékek eléallitdsahoz
mennyi alapanyag sziikséges, az egyes alapanyagok koltségeit, a nyersanyagok-
bél rendelkezésre dll6 mennyiségeket (kapacitds), valamint a kész termékek
eladési drait:

T1 | T2 | T3 | T4 | koltség (Ft/db) | kapacitas

Al 1 2 1 1 30 60
A2 3 0 3 2 20 80
A3 2 2 1 4 10 100

egységar (Ft/db) | 200 | 100 | 300 | 150

Az egyes termékekbdl rendre 10, 10, 5, 10 darabot gyértunk. Vélaszoljunk
matrixmiiveletekkel az aldbbi kérdésekre!

a) Elegend6-e a rendelkezésre 4116 kapacitds?

b) Mennyi a megmaradt alapanyag?

¢) Mennyi a termékek el6allitasi koltsége 1-1 darab eldallitasa esetén?

d) Mekkora az 6sszkoltség?

e) Mennyi a bevétel?

f) Mennyi a haszon (profit)?

Megoldas:

a) Az egyes alapanyagokbdl felhasznélt mennyiségeket egy métrix és egy vek-
tor szorzata adja:

10

1 2 11 45
3 0 3 2 150 =1 65
2 21 4 10 85

Azt kaptuk tehat, hogy az els6 alapanyagbdl 45 darabot, a masodik alapa-
nyagbdl 65 darabot, a harmadik alapanyagbol 85 darabot kell felhasznalni.
Mivel

45 < 60
65 < 80
85 < 100,
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ezért elegendd a rendelkezésre 4ll6 alapanyag mennyiség.

b) A megmaradt alapanyag:

60 45 15
80 —|1 65 | =1 15
100 85 15

Azt kaptuk tehét, hogy minden alapanyagbdl 15 darab maradt meg.

c) Az el6éllitasi koltség 1 — 1 darab termék gyartisa esetén:

1211
(30 20 10)-( 3 0 3 2 |=(110 8 100 110 ).
2 21 4

Az egyes termékek eldallitdsi koltsége tehat rendre 110 forint, 80 forint, 100
forint, 110 forint.

d) Az 6sszkoltség:

10
o=(10 80 100 10)-| Y |=

10
=110-10+80-10+ 100 -5 + 110 - 10 = 3 500.

Az 0sszkoltség tehat 3 500 forint.

e) A bevétel:

10
10
5
10

=200-10+ 100 - 10+ 300 -5 + 150 - 10 = 6 000.

R= (200 100 300 150 )-

f) A profit a bevétel és a koltség kiillonbsége:

IT=R—-C =6000—- 3500 = 2500.
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2.2. Feladat. Egy étteremben hdromféle levesbdl eladott adagok szdmdt az
aldbbi tdbldzat mutatja:

] | gulyasleves | zildségleves | gyiimélcsleves |

hétfo 10 5 5

kedd 20 10 5
szerda 10 10 10
csiitortok 5 20 10
péntek 30 10 20
egységar (Ft/db) 400 200 300

Vélaszoljunk matrixmiveletekkel az aldbbi kérdésekre!

a) Mennyi a levesekbdl szarmazo napi bevétel?
b) Mennyi a levesekbdl szdrmaz6 0sszbevétel az 6t nap alatt?

¢) Hatarozzuk meg az egyes levesfélékbol eladott adagok szamat az 6t nap alatt
Osszesen!

d) Az egyes napokon zoldséglevesbdl hany adaggal tébbet adtak el, mint gyii-
molcslevesbdl?

Megoldas:

a) A megfelel6 eredményt egy matrix és egy vektor szorzata adja:

10 5 5 6500
20 10 5 400 11500
10 10 10 |- 200 | = 9000

5 20 10 300 9000
30 10 20 20000

A levesekbdl szarmazd bevétel tehat hétfén 6 500 forint, kedden 11 500
forint, szerdan és csiitortokon 9 000 forint és pénteken 20 000 forint volt.
b) Mivel
6500
11500
R=(1111 1)-| 9000 [=

9000
20000

= 6500 + 11500 + 9000 + 9000 + 20 000 = 56 000,

ezért a levesekbdl szarmazé 6sszbevétel az 5 nap alatt 56 000 forint.
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¢) Mivel

(1111 1)

10
20
10

5
30

5
10
10
20
10

5
5
10
10
20

=(7 55 50 ),

ezért az egyes levesekbdl eladott adagok szama rendre 75; 55; 50.

d) Mivel
10 5 5
20 10 5
10 10 10
5 20 10
30 10 20

0
5

0|,

10
—10

ezért hétfén és szerdan ugyanannyi zoldséglevest adtak el, mint gytimolcs-
levest, kedden 5 adaggal, csiitortokon 10 adaggal tobb zoldséglevest adtak
el, mint gyiimolcslevest, pénteken 10 adaggal tobb gyiimolcslevest adtak el,

mint zoldséglevest.

2.3. Feladat. Egy étteremben négyféle ételbdl eladott adagok szamaét az alabbi

tdbldzat mutatja:

] | 1. étel | 2. étel | 3. étel | 4. étel |
hétfo 10 2 3 4
kedd 5 10 7 6
szerda 2 5 4 5
csiitortok 10 6 1 6
péntek 5 10 6 8
egységar (Ft/db) | 800 600 900 700

Vailaszoljunk matrixmtiveletekkel az alabbi kérdésekre!

a) Mennyi volt a bevétel naponta?

b) Adjuk meg a levesekbdl szdrmazo Osszbevételt az 5 nap alatt!

¢) Hany adag fogyott az egyes ételekbdl naponta?

d) Mennyivel fogyott tobb naponta a masodik ételbdl, mint az els6bdl?

Megoldas:
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a) A megfelel6 eredményt egy matrix és egy vektor szorzata adja:

10 2 3 4 14700

5 10 7 6 288 20500

2 5 4 5 900 | = 11700 [,
10 6 1 6 700 16700

5 10 6 8 21000

tehat a bevétel hétfén 14 700 forint, kedden 20 500 forint, szerddn 11 700
forint, csiitdrtokon 16 700 forint és pénteken 21 000 forint volt.

b) Mivel
14700
20 500
R=(11111)-] 11700 | =
16700
21000

= 14700 4 20500 + 11 700 4 16 700 + 21 000 = 84 600,

ezért a levesekbdl szarmazé 6sszbevétel az 5 nap alatt 84 600 forint.
¢) Mivel

10 2 3 4
510 7 6

(1111 1) 2 545 |=(3233 21 29),
10 6 1 6
5 10 6 8

ezért az elso ételbdl 32 adag, a masodik ételbdl 33 adag, a harmadik ételbdl
21 adag és a negyedik ételbdl 29 adag fogyott Osszesen az 6t nap alatt.

d) Az egyes napokon a méisodik ételbdl

10 2 3 4 1 -8
5 10 7 6 . 5
2 545 o l=1 3

10 61 6 0 —4
5 10 6 8 5

adaggal fogyott tobb, mint az els6bdl. Pontosabban kedden, szerdan és pén-
teken a mdsodik ételbdl fogyott tobb rendre 5, 3 és 5 adaggal, mig hétfon és
csiitortokon az elsd ételbol fogyott tobb, rendre 8, illetve 4 adaggal.
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2.4. Feladat. Egy utazasi iroddban a hét els6 harom napjan eladott jegyek
szdmat négy helyszinre vonatkozdan az aldbbi tdbldzat mutatja:

] | London | Bécs | Parizs | Velence

hétf6 10 5 10 15

kedd 20 6 20 7

szerda 6 7 10 8
egységar (ezer Ft/db) 20 7 20 30

Vilaszoljunk métrixmiveletekkel az alabbi kérdésekre!

a) Mennyi az utazdsi iroda bevétele naponta?
b) Harom nap alatt hany jegyet adtak el az egyes varosokba?

¢) Mennyivel volt tobb a keddi bevétel, mint a hétf6i?
Megoldas:

a) A megfelel6 eredményt egy matrix és egy vektor szorzata adja:

10 5 10 15 270 885
20 6 20 7 |- 20 | = 1052
6 7 10 8 30 609

b) Az egyes varosokba eladott jegyek szama:

10 5 10 15
(11 1)-{2 6 20 7 |=(36 18 40 30).
6 7 10 8
¢) Mivel
885
(-1 1 0)-[ 1052 | =167,
609

ezért a hétf6i bevétel 167 000 forinttal volt tobb, mint a keddi.

2.5. Feladat. Egy cég 3 raktarban 4-féle terméket tarol. Az aldbbi tablazat
mutatja a tarolt mennyiségeket, az egyes termékek egységarait, a raktarozas
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koltségét, valamint a raktar befogadd képességét:

| T1 [ T2 | T3 [ T4 | kiltség (Ft/db) | kapacitas |

R1 0] 4 ]10]5 20 30
R2 3 5] 0 |15 30 25
R3 15| 9 | 10 | 40 15 80
egységar (Ft/db) | 200 | 100 | 300 | 50

Vélaszoljunk matrixmiveletekkel az aldbbi kérdésekre!

a) Hany darabot tarolnak az egyes termékekbdl?
b) Mekkora az egyes raktdrak szabad kapacitdsa?
¢) Mennyi az egyes termékek raktarozasi koltsége?

d) Mekkora értéket tarolnak az egyes raktarak?
Megoldas:

a) A megfelel6 eredményt egy matrix és egy vektor szorzata adja:

10 4 10 5 i 29
3 5 0 15 1| = 23
15 9 10 40 1 74
b) Az egyes raktarak szabad kapacitdsa:
30 29 1
25 | = 23 | =| 2
80 74 6
c) Az egyes termékek raktdrozasi koltsége:
10 4 10 5
(20 30 15)- 35 0 15 | =(515 365 350 1150 ).
15 9 10 40
d) Az egyes raktdrakban tdrolt értékek:
10 4 10 5 ?88 5650
3 5 0 15 200 | = 1850
15 9 10 40 8900

50
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2.6. Feladat. Négy feladéhelyr6l harom rendeltetési dllomdsra szallitunk arut.
A sz4llitasi koltségeket az aldbbi matrix mutatja:

[ [RI[R2[R3]
F1| 10| 20 | 30
F2 |40 | 50 | 20
F3 |30 | 10| 20
F4 | 60 | 70 | 20

Mindegyik feladohelyrdl az els6 rendeltetési helyre 3, a masodikra 5, a har-
madikra 4 egységnyi mennyiséget kell széllitani. Mennyi a széllitdsi koltség
feladéhelyenként?

Megoldas:
A széllit4si koltség feladohelyenként:

10 20 30 3 250
40 50 20 | 5 | = 450
30 10 20 4 220
60 70 20 610

2.7. Feladat. Harom csoport matematika vizsgajegyeit tartalmazza az aldbbi
tablazat:

] | jeles (5) | jo (4) | kozepes (3) | elégséges (2) | elégtelen (1) |
Csl 5 8 7 3 1
Cs2 2 4 0 6 2
Cs3 4 6 5 4 0

Matrixmiiveletek segitségével vdlaszoljunk az alabbi kérdésekre.

a) Hatdrozzuk meg a csoportonkénti létszamot!
b) Hatdrozzuk meg az 6sszlétszamot!

¢) Hatdrozzuk meg az osztdlyzatok megoszlisit, azaz, hogy az egyes osztaly-
zatokbdl 0sszesen hdny darab sziiletett!

d) Szamoljuk ki az egyes csoportok vizsgaatlagat!

Megoldas:
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a) A csoportonkénti 1étszdm:

1
5 8 7 3 1 1 24
2 4 0 6 2 1 1=1 14
4 6 5 40 1 19
1
b) Az 6sszlétszam:
24
(1 1 1)- 14 | =24+14419 = 57.
19

c) Az osztalyzatok megoszldsa:

SN =

5
(11 1)-]2
4

O =~ 0o
T O
= Oy W

d) Az elsé csoport vizsgaatlaga:

1
ﬂ-(58731)

=N W o Ot

A maésodik csoport vizsgadtlaga:

-
|
e
|

— N W o Ot

A harmadik csoport vizsgadtlaga:

1
5 (465 40)

— N W ks Ot

11 18 12 13 3).

85

= — =3,54.
24 ’
40

= — = 2,86.
14 ’
67

= — = 3,53.
19 ’
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2.8. Feladat. Egy véllalat hdromféle terméket allit eld (17, T, T3) hdromféle
alkatrész (A1, A, A3) Osszeszerelésével. Legyen adott az A és a B matrix,
tovdbbd a ¢, d és f vektorok. Az A mitrix a;; elemei azt jelentik, hogy az
i-edik alkatrészbdl a j-edik termék Osszeszereléséhez hany darabra van sziik-
ség. A B mitrix b;; elemei azt jelentik, hogy az i-edik negyedévben a j-edik
termékbdl hany darabot allitanak el6. A c vektor ¢; koordinatai jelentik a 7; ter-
mék szerelési koltségeit. A d vektor d; koordinatéi jelentik az A; alkatrészbdl
felhaszndlt mennyiséget egy adott idészakban. Az f vektor f; koordinatai az
i-edik negyedévben felhaszndlt alkatrészek Osszkoltségei.

a) Mennyi a szerelési koltség az egyes negyedévekben?

b) Mennyi az egyes negyedévekben az egyes alkatrészekbdl felhasznalt meny-
nyiség?

c) Az egyes termékekbdl mennyit tud eldallitani a véllalat, ha az alkatrészekbdl
a d vektornak megfelel6 mennyiséget hasznal fel egy adott id6szakban?

d) Az egyes termékek elballitdsa soran mennyi az alkatrészek koltsége?
Megoldas:

a) A szerelési koltség az egyes negyedévekben: B - c;

b) Az egyes alkatrészekbdl felhasznalt mennyiség: B - A”';

¢) Az eldallitott mennyiséget az A -x = d egyenlet x megoldésa adja, amit dgy
is megkaphatunk, hogy z = A~ - d;

d) Az alkatrészek koltsége: p! - A.
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3. Matrixok determinansa és inverze

3.1. Feladat. Hatdrozzuk meg az A = ( 2

2 & ) matrix determinansat!

Megoldas:

Kétszer kettes matrix determinansa a féatlobeli és mellékatlobeli elemek szor-
zatdnak kiilonbsége, igy

det A=2-5—-2-2=10—4=6.

3

3.2. Feladat. Hatarozzuk meg az A = ( 4

—1 . C
9 matrix determinansat!

Megoldas:

Kétszer kettes matrix determinansa a foatlobeli €s mellékatlobeli elemek szor-
zatdnak kiilonbsége, igy

det A=3-2—-4-(—-1)=6+4=10.
1 -2 3
3.3. Feladat. Hatarozzuk megaz A= | 0 1 2 | maétrix determindnsat
1 10

a) Sarrus-szabdllyal;
b) kifejtési tétellel!
Megoldas:

a) Sarrus-szabdllyal.
Leirjuk a matrix mellé az els6 két oszlopat:

1 -2 3 1 -2
0 1 2 0 1.
1 10 1 1

Ezutan a f6atléban és vele parhuzamosan, téle jobbra 1évd két masik atloban
1évé elemeket Osszeszorozzuk, ezen szorzatokat dsszeadjuk, majd a mel-
1ékétléban és vele parhuzamosan, téle jobbra 1év6 két masik atlé elemeit
Osszeszorozzuk és ezen szorzatokat dsszeadjuk, majd az igy kapott osszeget

7z

kivonjuk az el6z6 6sszegbdl, azaz
det A=(1-1-04+(-2)-2-1+3-0-1)—
—(1-1-341-2-140-0-(-2)) = —-9.
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b) Kifejtési tétellel.
Egy n X n-es matrix determindnsdnak kiszdmitdsdhoz egy tetszdleges sor
(vagy oszlop) minden elemét meg kell szoroznunk a hozza tartozé elGjeles
aldetermindnssal, és Osszegezniink kell a kapott szdmokat. Ha lehetséges,
akkor érdemes olyan sort, vagy oszlopot valasztani, mely a lehetd legtobb
zérust tartalmazza. Jelen esetben vélasszuk ki a matrix mésodik sorét. Ekkor

1 -2 3
detA=1|0 1 2 :o.(_1)2+1.‘
1 1 0

-2 3

10‘+

+1.(_1)2+2.H 1 _2‘.

’+2-(—1)2+3-‘ i

o W

Kiszamolva a 2 x 2-es determinansokat

detA=0-(0—3)+1-(0—-3)—2-(1+2)=-9

adodik.
Lényeges, hogy a Sarrus-szabdly CSAK 3 x 3-as matrixra alkalmazhat6, mig

a kifejtési tétel TETSZOLEGES négyzetes matrix determindnsanak kiszdmola-
séra.

2 01
3.4. Feladat. Hatarozzuk megaz A= | 2 —2 1 | madtrix determinansat!
1 -1 3
Megoldas:
Az A maétrix determindnsa:
2 01
detA=|2 -2 1|=-12-2—-(-2-2)=-14+4=-10.
1 -1 3
2 01 —1
L . 1 -1 3 2 _ .
3.5. Feladat. Szamoljuk ki az A = 0 -2 4 3 maétrix determindn-
1 4 0 -2
sat!
Megoldas:

Az elsd sor szerinti kifejtést alkalmazzuk, majd a keletkez6 haromszor harmas
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determinansokat péld4ul Sarrus szabéllyal szdmolhatjuk ki:

-1 3 2 13 2
det A=2-(-)!".| -2 4 3 |+0-(-1)"2.]0 4 3|+
4 0 -2 10 -2
1 -1 2 1 -1 3
+1- (=)0 -2 3 |+(-1- (-0 —2 4
1 4 =2 1 40
Mivel
-1 3 2| -1 3
~2 4 3| -2 4 =8+36-32-12=0,
4 0 =2 4 0
tovabba
13 2|13
04 3|04 =-84+9-8-7,
10 2010
és
1 -1 3|1 -1
0 -2 4| 0 -2 =—44+6—16=—14,
1 401 4
ezért

detA=2-04+0+1-(=7)+(-1)-(-1)-(—14) = —-21.

3.6. Feladat. Hatdrozzuk meg az (1;—3) és a (2;5) vektorok dltal kifeszitett
paralelogramma teriiletét!
Megoldas:

A keresett teriilet a vektorok 4ltal meghatdrozott determindns abszoludtértéke.
Mivel

1 2
det<_3 5>:5—(—6):11,

ezért a keresett teriilet 11.

3.7. Feladat. Hatdrozzuk meg az (1;—2;1), (2;1;0) és az (1;1;3) vektorok
altal kifeszitett paralelepipedon térfogatat!

Megoldas:
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A keresett térfogat a vektorok dltal meghatdrozott determinédns abszoludtértéke.
Mivel

det [ — =34+2-1+12=16,

— N =
O =N
W = =

ezért a keresett térfogat 16.

3.8. Feladat. Hatdrozzuk meg az = valds szamot ugy, hogy az

=3 )

matrix invertdlhat6 legyen!

Megoldas:

Egy mitrix pontosan akkor invertalhat6, ha a determindnsa nem nulla. Igy els6
1épésben kiszdmoljuk a matrix determindnsat:

2 T

9 _4 =2-(—4) -2z =—-8— 2z,

ami pontosan akkor nem nulla, ha x # —4.

3.9. Feladat. Hatarozzuk meg az x val6s szam értékét ugy, hogy az

=3 )

Egy matrix pontosan akkor invertdlhatd, ha a determindnsa nem nulla. Az A
matrix determinansa:

matrix invertdlhat6 legyen!

Megoldas:

r —1

detAz(2 3

)=3x+2,

ami pontosan akkor nem nulla, ha x # —%.

3.10. Feladat. Hatdrozzuk meg az x valds szamot ugy, hogy a

2 z 1
A= 3 —4 4
-1 30

matrix invertalhat6 legyen!
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Megoldas:

Egy mitrix pontosan akkor invertalhat6, ha a determindnsa nem nulla. Igy elsé
1épésben kiszdmoljuk a métrix determinédnsat:

2 z 1
det A = 3 4 4|=0—-4x+9—-4—-24=—-4x— 19,
-1 30

ami pontosan akkor nem nulla, ha x # —1?9.
3.11. Feladat. Szamoljuk ki az

2 3
a=(34)
matrix inverzét!

Megoldas:
Az

matrix inverze

1 d —b
Al = :
det A ( —c a ) ’

amennyiben a determindns nem zérus.
Jelen esetben az A matrix determinénsa:

detA=2-4-3-(-1) =11,
ami nem nulla, igy a matrixnak létezik inverze. Az inverzmatrix
_ 1 4 -3
1_ _
A0 < 12 )

3.12. Feladat. Szdmoljuk ki az

matrix inverzét!
Megoldas:

Az A matrix inverze

gl Lo (d =b\_ 1 (-6 -4
 det A —c a ) -38 -5 3/
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3.13. Feladat. Szamoljuk ki az

1 3 -1
A= 3 -5 0
0 1 1

matrix inverzét! Az inverzmatrix definicija alapjan ellendrizziikk megolda-
sunkat!

Megoldas:
A matrix determindnsét kiszdmolhatjuk példdul Sarrus-szabdllyal
det A= (1-(=5)-1+3-0-0+(-1)-3-1)—
—(0-(=5)-(-1)+1-0-1+1-3-3) =17,
ami nem nulla, igy a matrixnak létezik inverze. Az A mdtrix inverzének b;;
elemét ugy kapjuk, hogy
(—1)i+j - det Aji
det A ’

ahol det A;; az A matrix j-edik sordnak és i-edik oszlopédnak torlésével kapott
matrix determindnsa.
A byi-es elem:

bij =

-5 0
b (—1)1+1 -det A1y 11 _ 3
1 det A —17 17
A bys-es elem:
3 —1
_(=1)"2 - det Ay 1 1] 4
biz = det A A T T2
A bi3-es elem:
3 -1
bia — (—1)1*3 . det A3y | -5 0] 5
8= det A - T ar
A byi-es elem:
3 0
. (—1)2+1 - det A12 i 01 i 3
bar = det A A AT 2
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A bos-es elem:

1 -1
. _(—1)2+2-detA22_‘ 0 1 ‘_ 1
2 det A S T T A
A bys-es elem:
1 -1
by — (—1)2+3-detA32 7( 1) 3 0 - i
2 det A B 17T
A b31-es elem:
3 =5
bay — (—1)3+1 -detA13 _ 0 1 9 73
o det A - 7T
A bso-es elem:
o 1)
_1)3+2 ., 0 1
by — ( 1) det Ags _ (_1) ' _ i
det A —17 17
A b33-es elem:
1 3
bas — (—1)3+3 - det A33 B 3 =5 . L4
R det A T ar
Az inverzmatrix tehat:
-5 —4 =5
1
. — =l 31 3
3 -1 —-14
Ellenérzésképpen kiszamoljuk az A~! - A szorzatot:
1 -5 —4 -5 1 3 -1
A*l.A:—ﬁ- -3 1 -3]-13 -5 0]|=
3 -1 —-14 0 1 1
1 —17 0 0 1 00
=1 0 -—17 0O]l=]1010
0 0 —17 0 01

Eredményiil a 3 x 3-as egységmatrixot kaptuk, amivel ellendriztiik az inverz
helyességét.
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Megjegyezziik, hogy az inverz helyességének ellendrzéséhez az A- A~ szorza-
tot is ki kellene szdmolni. Megmutathaté azonban, hogy ha A= - A = E,,,
akkor abbdl mdr az is kovetkezik, hogy A - A~! = E,,, ahol E,, az n x n-es

egységmadtrixot jeloli.
5 x
=15

a) Hatdrozzuk meg az A matrix determinansat!

3.14. Feladat. Tekintsiik az

matrixot!

b) Milyen x valds szam esetén invertalhaté az A matrix?

¢) Ha z = 2, akkor szdmoljuk ki az A matrix inverzét!
Megoldas:
a) Az A matrix determindnsa

5 x
detA-det( 1 _3 ) = —15—z.

b) Egy matrix pontosan akkor invertdlhatd, ha a determindnsa nem nulla, igy
—15 — x # 0 kell, hogy teljesiiljon, amibdl £ —15 adddik.

¢) Ha x = 2, akkor a determindns —15 — 2 = —17, igy az A madtrix inverze

1 -3 =2
_1__7.
ST <—1 5)'

3.15. Feladat. Tekintsiik az
3 2
A= -2 1 1
4 -2 1
matrixot!
a) Hatdrozzuk meg az A matrix determinansat!

b) Milyen x valds szam esetén nem invertdlhaté A?

¢) Ha x = 0, akkor szdmoljuk ki az A matrix inverzét!

Megoldas:
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a) Az A matrix determindnsa:

z 3 2 z 3
detA=|-2 1 1| -2 1 =
4 -2 1 4 =2
=r+12-8—-(8—-2x—-6)=3z+2.
b) Egy matrix pontosan akkor invertilhatd, ha a determindnsa nem nulla, igy
3x + 2 # 0 kell, hogy teljesiiljon, amibdl x # —2/3 adddik.
¢) Hazx =0, akkordet A=3-0+2 =2, igy az

0 3 2
A= -2 1 1
4 -2 1
matrix inverze
e N A -
A‘1:§- 7 -8 —12 = —6 -8 4
1 4 6 0 —-12 6
3.16. Feladat. Tekintsiik az
1 2 3 4
2 1 -2 2
A= 3 1 3 1
4 1 2 -1

matrixot!

a) Hatdrozzuk meg az A matrix transzponaltjat!
b) Szimmetrikus-e az A matrix?

¢) Szamoljuk ki a métrix determindnsat!

d) Adjuk meg az A matrix inverzének bio elemét!

Megoldas:

a) A matrix transzponaltja:

1 23 4

r |2 11 1
A=13 23 2
4 21 -1

b) A mitrix nem szimmetrikus, mert A # A7
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d)
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Az A matrix elsd sordnak —2-szeresét adjuk hozzd a masodik sordhoz, az
els6 sor —3-szorosat adjuk hozz4 a harmadik sorhoz, az els6 sor —4-szeresét
adjuk hozz4 a negyedik sorhoz:

12 3 4 1 2 3 4
9 1 -2 2 0 -3 -8 —6
det 1 gy 3 1 [=det] o 5 ¢ _11
41 2 -1 0 -7 —10 —17

Amiatt, hogy a matrixban kisebb szdmok szerepeljenek, és ezzel megkony-
nyitsiik a tovdbbi szdmoldsokat, a misodik sor —2-szeresét adjuk hozza
a harmadik sorhoz és a masodik sor —3-szorosat adjuk hozzd a negyedik
sorhoz:

1 2 3 4

0 -3 -8 —6

det A = det 0 1 10 1

0 2 14 1

Az els6 oszlop szerinti kifejtéssel azt kapjuk, hogy
-3 -8 —6
det A = det 1 10 1
2 14 1

A kapott métrix determindnsdnak kiszamoldsara haszndlhatjuk a Sarrus-sza-
balyt:

det A = —30 — 16 — 84 — (—120 — 42 — 8) = 40.

Mivel det A # 0, ezért az A métrix invertalhatd.

A matrix inverzének b;5 eleme:
(—1)1+2 -det Aoy
b2 = ;
det A
ahol
2 3 4
det A21 = det 1 3 1
1 2 -1

A determinanst szamolhatjuk példaul Sarrus-szaballyal:
det Ay = —6+3+8—-(124+44-3)=5-13=-8.

Az A matrix inverzének by eleme:

(1P (-8) 1

big =~ 2 72 2
12 40 5
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3.17. Feladat. Viazoljuk fel az f: R — R, f(z) = det ( i gi ) fiiggvény
grafikonjat! Hatarozzuk meg az f fliggvény értékkészletét!
Megoldas:
Mivel
f(zx) :det< 4 :i > =4 — 2%

x
ezért a fiiggvény értékkészlete a | — oo; 4] intervallum. A fiiggvény grafikonja:

'
N

|
AN

3.18. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmok halmazédn a
det< N W ) +det( v 2 ) =0
cos & sin x 0 —=x
egyenletet!

Megoldas:
Mivel egyrészt

sinx —cosx
det . =1,
CcoS T sinx

T 2 . 2
det<0 _x>——:v,

igy az 1 — 22 = 0 mdsodfokd egyenletet kell megoldnunk, amelyre azt kapjuk,
hogy = = £1.

masrészt
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3.19. Feladat. Az A = ( _iﬁ 2 > mitrix determindnsa det(A) = 14. Ad-

juk meg a p értékét!

Megoldas:
Az A matrix determindnsa:
2p 3 2
= 2p° + 12p.
_4p p ' p P
Mivel det(A) = 14, ezért a
2p? +12p =14

egyenletet kell megoldanunk, amely ekvivalens a
pP+6p—T=0
egyenlettel. A masodfoku egyenlet megolddképletével azt kapjuk, hogy

—6+v36+28 —6+8
2 2
igy a keresett p értékek: p; = 1, illetve py = —7.

P12 =

3.20. Feladat. Tekintsiik a A = < 3 5

det(A—A-EQ) =0

> matrixot! Hatdrozzuk meg a

egyenlet megoldasat, ahol F5 a 2 x 2-es egységmatrix.
Megoldas:
Az A — )\ - E5 matrix:
2 2 A0 2—A 2
A_)\'E2_<2 5)‘(0 >\>_( 2 5—)\>'

A kapott matrix determinansa:

det(A—x-By) = |20 7 ‘:(2—)\)-(5—)\)—4:>\2—7)\+6.
Tehat a A2 — 7T\ + 6 = 0 egyenlet megoldésa:
T+£5
)\1,227,

igy A1 = 6, illetve Ao = 1.
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3.21. Feladat. Tekintsik az f: R — R,

fz) =

OO =
8 8 O
8 b~ O

fiiggvényt! Abrézoljuk az f (x) figgvényt, adjuk meg az értékkészletét és a
zérushelyeit!

Megoldas:
A determindnst az elsé sora szerinti kifejtéssel szamoljuk ki:
1 00 4
fley=]10 o= 4 |= = 2?2 — 4z.
T x
0 =z =z
Alakitsuk teljes négyzetté a kapott kifejezést:
fla)=(z—2)*—4.
A fiiggvény grafikonja:
9
8
7
6
5
4
3
2
3 2 1 1 1 2 3 4 5 6 7
2
-3
-4

A fiiggvény értékkészlete: y € [—4; o0l
Mivel
22— 4z =0 = x-(xr—4)=0,

ezért a fliggvény zérushelyei: z; = 0, illetve x5 = 4.
3.22. Feladat. Oldjuk meg a val6s szdmok halmazan a

2% 2%

T
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egyenletet!
Megoldas:
A determindns:
2 27 2
5 or =27 —5.2%

A megoldandé egyenlet tehat:
2% —5.2"+4=0
Vezessiik be a 2 = a jelolést. Ekkor az
a’*—5a+4=0
egyenletet kapjuk. A masodfokud egyenlet megoldéképletét alkalmazva:
5+3

ar2 = —7—-
2

Azt kaptuk tehdt, hogy a1 = 4, illetve ag = 1. Mivel 2% = a, ezért 2 = 4,
ezért £1 = 2, illetve 2% = 29, ezért x5 = 0.

3.23. Feladat. Tekintsiik az

matrixot.
a) Hatdrozzuk meg az z valés szdmot Ugy, hogy az A matrix szingularis le-
gyen!
b) Igazoljuk, hogy
A? = (22 —6)-A— (22 — 62 +8) - Es.
¢) Létezik-e olyan z valés szdm, amelyre teljesiil, hogy A? = A? Ha igen,
hatdrozzuk meg.
Megoldas:
a) Meg kell hataroznunk az = értékét tigy, hogy det A = 0 teljesiiljon. Az A
matrix determindnsa
det A= (z—3)2—1=2%—6x+8.
Az 22 — 6x + 8 = 0 egyenlet megoldSképletével azt kapjuk, hogy
6+v36—32 6+2
2 2
igy 1 = 4, illetve x2 = 2 esetén szinguldris a métrix.

T12 =
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b) Egyrészt

A2:A'A:<x13 $£3><m13 xi3>:
((x—3)2+1 2-(x53) ):
2-(x—3) (z—3)2+1

([ 22 —6x+10 2z — 6
- 2x — 6 2?2 —6x+10 /-

Masrészt
(222 — 122 +18 2z — 6
(2”3_6)'A_< 2z — 6 2x2—12$+18>’
illetve
2
2 . . z°—6x+8 0
(@" —62+8) E2_< 0 x2—6m+8>’

igy
(22 —6)-A— (2> — 62 +8)- Fy =
([ 22 —6z+10 2r — 6
- 21 — 6 2?2 —6x+10 )’

amivel megkaptuk a bizonyitand6 Osszefiiggést.
c) Az A% = 2A egyenlet:

r? — 6z +8 2z — 6 [ 22 —-6 2
20—-6 22 —6r+8 ) 2 2z2-6 )
Két matrix pontosan akkor egyenl, ha a megfeleld elemeik egyenl6ek. Az
els6 sor masodik eleme az egyik matrix esetén 22 — 6, a masik matrix esetén
2, igy teljesiilni kell a
2r —6=2

egyenletnek, amibdl azt kapjuk, hogy z = 4. Ellen6rizniink kell, hogy ez
megolddsa-e az

22 —6x+10=22—6
egyenletnek is. Mivel
42 -6-4410=2-4—6 = 2 =2,

ezért x = 4 megolddsa az egyenletnek. Tehdt 1étezik olyan valés szdm,
amelyre teljesiil az A?> = 2A egyenlet, nevezetesen & = 4.
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3.24. Feladat. Hatarozzuk meg az f: R — R,

22—z+1 z-1
f(x)—det( x+1 x+1

P

figgvény lokalis szEéls6értékeit!
Megoldas:
A determinanst kiszdmolva azt kapjuk, hogy
f@)y=(@*—2+1) - (z+1)—(x—1)- (z+1).
A zér6jel felbontdsa és az azonossag elvégzése utdn azt kapjuk, hogy
f)y=a®+2? 2> —z+r+1-a?+1=2%—22+2
Lokaélis sz€ls6érték ott lehet, ahol a fiiggvény derivaltja zérus, igy az
fix)=0
egyenlet megoldasat kell meghataroznunk. Mivel
f'(z) = 3% — 2,
ezért a 3x2 — 2x = 0 egyenletet kell megoldanunk. Kiemelve z-et azt kapjuk,

hogy
x-(3z—2)=0.

Egy szorzat ugy lehet nulla, ha valamelyik tényezdje nulla, igy x = 0, illetve
T = % A fliggvény mésodik derivaltja
1" (z) = 6z — 2.
Mivel
f"(0)=6-0-2=-2<0,
ezért az x = 0 helyen lokdlis maximum helye van a fliggvénynek. Mivel

2 2

ezértaz x = % helyen lokdlis minimum helye van a fliggvénynek. Mivel
fO)=0*-0*+2=2,

ezért a lokalis maximum:
Py = (0;2).
Mivel

2 2\3 2\ 2 8 4 8 — 12454 50
f<3) <3) <3) + 57 9" 27 27’
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ezért a lokalis minimum:

2 50
P=(22).
2 (3’27)

3.25. Feladat. Hatarozzuk meg az f: R — R,

z 3 0
fle)=det| = = O
0 0 =z

figgvény lokalis széls6értékeit!
Megoldas:

A determindnst a harmadik sor szerint kifejtve azt kapjuk, hogy
f(a:):x'det< i 2 ) =z (22— 3z) = 23 — 32°.

Lokdélis sz€ls6érték ott lehet, ahol a fiiggvény derivéltja zérus, igy az
fix)=0
egyenlet megold4sat kell meghatdroznunk. Mivel
f'(x) = 32° — 6,
ezért a 3z2 — 6x = 0 egyenletet kell megoldanunk. Kiemelve z-et azt kapjuk,

hogy
z-(3x —6)=0.

Egy szorzat ugy lehet nulla, ha valamelyik tényezgje nulla, igy x = 0, illetve
x = 2. A fiiggvény mésodik derivéltja
1" (z) = 6z — 6.
Mivel
f"(0)=6-0-6=—-6<0,

ezért az © = ( helyen lokdlis maximum helye van a fiiggvénynek. Mivel

f"(2)=6-2—6=6 >0,
ezért az © = 2 helyen lokdlis minimum helye van a fiiggvénynek. Mivel

f(0)=0*-3-0%=0,
ezért a lokdlis maximum:
P, = (0;0).

Mivel

f(2)=23-3.22 = —4,
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ezért a lokalis minimum:
P2 = (2; —4)

3.26. Feladat. % Legyen n € N és n > 3, tovibbd A egy olyan n x n-es
matrix, melynek minden sora olyan, hogy az egy sorban 1évo elemek egy szam-
tani sorozat egymast kovets tagjai. Mennyi az A matrix determindnsa?

Megoldas:

Az A mitrix utolsé oszlopabdl vonjuk le az utolsé el6tt oszlopat. Az utolsé
elétti oszlopbdl vonjuk le az azt megel6z6t. A kapott oszlopok azonosak, ugya-
nis mindkét oszlopban a sorokban szerepld szdmtani sorozatok differencidi sz-
erepelnek, tehat a matrix determindnsa zérus. Olyan atalakitidsokat végeztiink,
amelyek nem véltoztattak a matrix determindnsdn, igy az eredeti matrix deter-

minansa is nulla.
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4. Titkosiras matrixokkal

4.1. Feladat. A magyar dbécé betiiihez rendeljiik hozza azt a szamot, ahanyadik
helyen taldlhat6 a szébanforgé betli az abécében. A ,kettds” massalhangazdkat
€s a harmas massalhangzét hagyjuk ki ebbdl a felsoroldsbdl, hiszen példaul a
,»CS” betlit egy ,,c” és ,,s” karakter egymas mellé irdsaval fogjuk elallitani. A
,,820k6zh6z” a 0 szdmot rendeljiik hozzd, a mondatko6zi és mondat végi iras-

jelektdl jelen esetben eltekintiink. Azaz tekintsiik az alabbi hozzarendelést:

a—1 h— 10 6—19 i — 28
a— 2 1i— 11 0 — 20 i— 29
b—3 i—12 6—21 ia— 30
c—4 j— 13 p— 22 v — 31
d—>5 k — 14 q— 23 w — 32
e—6 1—15 r— 24 X — 33
E— 7 m — 16 s — 25 y — 34
f— 38 n— 17 t— 26 z— 35
g—9 o— 18 u— 27 sz0k6z — 0

Hatédrozzuk meg azt a sz6t, amelyet az

34 56

63 90
. = 30 50

77 104

matrix felhaszndldsdval kapunk a

kédolé matrix segitségével!
Megoldas:

A B matrix determinansa:

A B matrix inverze:
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A, dekddolt” A maétrix:

34 56 16 6

- 1 [ 63 90 4 -2 9 18
A=X-B 2 | 30 50 -3 1 ) 15 5
77 104 2 25

A fenti kulcs alapjén a keresett sz6: ,,megoldés”.

4.2. Feladat. Hatidrozzuk meg azt a sz6t, amelyet az

22 40
X = 98 148
110 154

matrix felhasznaldsaval kapunk a

kédolé matrix segitségével!
Megoldas:

A B matrix inverze:

1 4 -2
,1__7.
b= <—3 1)'

A ,,dekédolt" A matrix

) . 22 40 1 o 16 2
A=X.-Bt=—=-. 98 148 |- = 26 24
110 154 -3 1 11 33

A keresett sz6 tehdt az dbécé 16., 2., 26., 24., 11. és 33. betljének egymds
mellé irasabdl keletkezik, ami: ,,matrix”.

4.3. Feladat. Kodoljuk a ,,feladatok™ szot a

1
B=1| 4
7

co Ut N
O O W

kédol6 matrix segitségével!

Megoldas:
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A 4.1. feladatban ismertetett karaktertdbldzat szerint az A matrix:

8 6 15
A= 1 5 1
26 18 14
A kédolt matrix tehat:
8 6 15 1 2 3
X=A-B= 1 5 1 4 5 6 =
26 18 14 7 8 10
137 166 210
= 28 35 43
196 254 326

4.4. Feladat. Hatdrozzuk meg azt a sz6t, amelyet az

y_ (125 163 206
~\ 260 319 404

matrix felhaszndldsdval kapunk a

1 2 3
B=| 45 6
7 8 10
kédold matrix segitségével!
Megoldas:
A B matrix determinénsa:
1 2 3
det(B)=]4 5 6 |=
7 8 10

=50+ 84496 — 105 — 48 — 80 = —3.

Az inverz matrix (1; 1)-es eleme:

5 6
_1)1+1 .
(=1) 8 10 ‘ 2
-3 -3
Az inverz matrix (1;2)-es eleme:
2 3
_1)1+2.
(=1) 8 10 ’ 4
-3 R
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Az inverz matrix (1; 3)-as eleme:

2 3
_1)1+3.
S
3 =1.
Az inverz métrix (2; 1)-es eleme:
4 6
_1)2+1 .
(=1) 710 ’ 2
-3 3
Az inverz matrix (2;2)-es eleme:
1 3
—1)2+2.
(=1) ’ 7 10 ‘ 1
-3 -3
Az inverz matrix (2; 3)-as eleme:
1 3
_1)2+3 .
e g
; =2
Az inverz métrix (3; 1)-es eleme:
4 5
_1)3+1 .
0|7 2]
3 =1.
Az inverz métrix (3;2)-es eleme:
1 2
_1)3+2.
0] g
— = -2.
Az inverz matrix (3; 3)-es eleme:
1 2
_1)3+3 .
A
3 = 1.
Az elébbieket felhaszndlva a B matrix inverze:
1 2 4 -3
B! =3 2 —11 6

-3 6 -3
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A, dekddolt” A métrix

2 4 -3
1 125 163 206
A:X.B—lz—-< ) 2 —-11 6 | =
3 260 319 404 _3 6 _3
(14 19 5
—\ 18 15 26 /-
A keresett sz6 ,,kodolt”.
4.5. Feladat. Lehet-e a
1 2 3
B=| 4 5 6
7 8 9
matrix kodold matrix?
Megoldas:
A B matrix determinansa:
1 2 3
4 5 6|=454+84+96—105—-48 -72=0,
7 8 9

ezért a B matrix nem lehet kédol6 matrix.

4.6. Feladat. Kodoljuk a ,,szeretlek” szot a kédolé matrix segitségével! EI-
lenérizziik, hogy a B matrix invertalhatd!

Megoldas:
A 4.1. feladatban ismertetett karaktertablazat szerint az A matrix:
25 35 6
A= 24 6 26
15 6 14
A kédolt matrix tehat:
25 35 6 01 4
X=A-B= 24 6 26 2 1 5 =
15 6 14 3 01
57 14 77
= 13 6 30

78 44 208
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A B matrix determinansa:

01 4
detB=|2 1 5|=15—-12-2=1.
3 01

Mivel a B matrix determinansa nem nulla, ezért a matrix invertalhato.
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5. Leontief-féle modell

5.1. Feladat. Egy gazdasig raforditdsi métrixa

0,1 0,5
A= < 0,4 0,3)'

a) Produktiv-e (mlikodéképes-e) a gazdasag?
b) Mennyi legyen a teljes kibocsédtds ahhoz, hogy a
3
= (5)
vektorral megadott netté termelést elérjiik?
¢) Mely termékek elGallitasa nyereséges, ha drrendszeriink a v = (2,5) vek-
torral adhaté meg?
Megoldas:
a) Az Fo — A matrix inverzének az elemeit kell megvizsgalnunk, ahol Fs a
2 X 2-es egységmdtrix. Az
10 0,1 0,5\ _ 0,9 —-0,5
E2_A—<0 1)‘(0,4 0,3)‘(—0,4 0,7>
matrix inverze
1 0,7 0,5 1,63 1,16
_4 —1 — ) ) _ ) )
(B2 — A) 0,43 (0,4 0,9) (0,93 2,09)'
Mivel a Leontief inverz minden tagja nemnegativ, ezért a gazdasag miiko-
déképes.
b) A teljes kibocsatas
-1 (1,63 1,16 3\ ([ 9,53
(£ — A) d_<0,93 2,09 4 )~ \ 11,15 )’
tehat 9, 53 egységet kell az els6, 11,15 egységet kell a masodik termékbdl
el6allitani, ahhoz hogy a megadott nett6 termelést elérjiik.
¢) Mivel

v-A=(25) ( 8}1 83 ) — (2,2:2,5),

ezért az elsd termék eldallitasa 2, 2 egységbe kertil, igy az veszteséges (a
veszteség 0, 2 egység), a masodik termék eldallitasa 2, 5 egységbe kertil, igy
az nyereséges (a nyereség 2, 5 egység).
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5.2. Feladat. Egy gazdasig raforditdsi matrixa
0,2 0,4
A= < 0,5 0,3 ) '
Produktiv-e (miikod6képes-e) a gazdasag?
Megoldas:
Az F5 — A matrix:
10 0,2
Ez_A_<0 1>_<0,5
Az F9 — A matrix determindnsa:

det(Ey — A) = 0,56 — 0,2 = 0, 36.

Az E9 — A matrix inverze:

1 .<0,7 0,4)_(?2 19°>
- 25 20 '
0,36 \ 0,5 0,8 5 2

A kapott métrix minden eleme nem-negativ, ezért a gazdasag produktiv.

5.3. Feladat. Egy gazdasag raforditdsi métrixa

0,2 0,4 0,3
A=1 0,5 0,3 0,1
0,2 0,3 0,2
Produktiv-e (mikod6képes-e) a gazdasig?
Megoldas:
Az F3 — A matrix:
1 00 0,2 0,4 0,3
Es—A=[010])]—-105 03 0,1 | =
0 0 1 0,2 0,3 0,2
0,8 —-0,4 -0,3
=| -0,5 0,7 -0,9
-0,2 -0,3 0,8

Y

Az E3 — A matrix determindnsa:

det(Es — A) = —0, 087.
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Az E5 — A matrix inverzének elsé eleme:

Cie.| 07 09
~0,3 08| 0,29 10

~0,087 ~ 20,087 3°

Az (E3 — A) matrix inverzének mdr az elsd eleme negativ, igy a gazdasdg nem
produktiv.

5.4. Feladat. Tekintsiink egy olyan gazdasagot, amely harom szektorb6l all. A
szektorok az autégyartds, a fémipar és a villamosenergia termelés. Az aldbbi
tablazat oszlopai megmutatjak, hogy az egyes szektorok daltal eléallitott ter-
mékek eldallitdsdhoz hany egység sziikséges a kiilonboz6 szektorok termékei-
bdl, tovabba a tablazat tartalmazza a teljes raforditast. Az autdgydrtas esetén az
egység ezer darab, a fémipar esetén ezer kilogramm, a villamosenergia esetén

pedig ezer kWh.

] | autégyartas | fémipar | villamosenergia term.

autogyartas 2 1 1
fémipar 3 4 3
villamosenergia term. 1 3 6
teljes raforditas 10 10 10

a) Adjuk meg a gazdasdg raforditdsi matrixat!

b) Rovid tdvon produktiv-e a gazdasag?
Megoldas:

a) A gazdasag raforditasi matrixa:

0,2 0,1 0,1
0,3 0,4 0,3
0,1 0,3 0,6

i

b) Ahhoz, hogy megtudjuk, hogy produktiv-e a gazdasag, ki kell szdmolnunk
az B3 — A matrix inverzét. Az E3 — A matrix:

1 00
010 |-10,3 0,
0 01 0,1 0
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Az F3 — A matrix inverze:

5 T
39
5 31
Es—A) 1= 2 2= 3
(B3 —A) )
5 25
- = 5
39

A matrix minden eleme pozitiv, igy a gazdasdg rovid tdvon produktiv.
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6. Vektorterek, matrix rangja

6.1. Feladat. Vektorteret alkotnak-e R® azon vektorai, ahol a masodik ko-
ordinata 1?
Megoldas:
Ezen vektorok nem alkotnak alkotnak vektorteret, mert az Osszeadasra nézve

nem zart a halmaz, pontosabban ha a; és as olyan vektorok, amelyik masodik
koordinataja 1, akkor a; + a9 olyan vektor, amelynek masodik koordinataja 2.

6.2. Feladat. Vektorteret alkotnak-e azok a 2 x 2-es matrixok, amelyek f6atl6-
beli elemei nullak?

Megoldas:

Vektorteret alkotnak, mert két ilyen tipusu matrix dsszege is ilyen tipusu, és egy
ilyen matrix szdimszorosa is ilyen. Hiszen, ha a, b, c, d tetsz8leges valds szamok

és
0 a
a=(45)

és
0 c
5=(a )

akkor

_ 0 a+c
N < b+d 0 )

0 Xa
A= < R ) |
6.3. Feladat. Vektorteret alkotnak-e azok a 2 x 2-es matrixok, amelynek egyet-
len eleme sem zérus?
Megoldas:

Nem alkotnak vektorteret, mert két ilyen tipusd matrix dsszege nem mindig lesz
ilyen tipusu, ugyanis legyen példaul

4=(53)

és minden \ € R esetén
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(2 4).

4 6
avs=(40).

tehdt az A + B madtrixnak van olyan eleme, ami zérus.

Ekkor

6.4. Feladat. Vektorteret alkotnak-e azok az R3-beli vektorok, amelyek ko-
ordindtdinak 6sszege nulla?

Megoldas:
Legyen a; € R3,
a1 = (213 2; T3)
olyan vektor, melyre
x1 + a9 + 23 =0.
Legyen as € R3
az = (y1;Y2; y3)
olyan vektor, melyre
y1+y2 +y3=0.
Ekkor
a1 + az = (213225 23) + (Y1; Y25 Y3)-
Az Osszeadast elvégezve:
ar +az = (x1 + y1; 22 + y2; 13 + ¥3).
Ennek a vektornak a koordinatdinak az 6sszege
s+ +rotyrt+as+ys=(v1++z2+23)+ (y1 + 2 +y3) =0.
Tehat ha
X = {(z1;20;23) € R3 |2y + 29 + 23 = 0}
és ai,as € X, akkor a1 + as € X, azaz zart az 6sszeadasra nézve a halmaz.
Masrészt A € R esetén

Arar = A (z1520;23) = (N -3 A - 295 A - x03)

Axp+ Ao+ A-x3=A-(r1+22+23)=A-0=0.

Tehat ha a1 € X, akkor \ - a1 € X, tehat X zart a skaldrral valé szorzésra
nézve.
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2

6.5. Feladat. Adjuk meg az a; = < 3 ) ésaz ag = ( _}1 > vektoroknak a

2a1 + 3as linedris kombinacidjat!
Megoldas:
A Kkeresett linearis kombinacio:
4 -3 1
(6)+(32)=(w)

6.6. Feladat. Linedrisan fiiggetlenek-e az alabbi vektorok:

o-(4) -(2)

Megoldas:
Tekintsiik az
Tr1-a1+x9-a9 =0

linearis kombinaciét. Behelyettesitve az a;, as vektorokat

(D) (3)-(2)

adodik. Elvégezve a skaldrral vald szorzdst, majd az Osszeaddst azt kapjuk,

hogy
T2 (0
221 )\ 0 )

Két vektor pontosan akkor egyenld, ha a megfelel6 helyen 1év6 koordinatai
egyenldek, igy xo = 0, valamint —2x; = 0, amibdl 1 = 0, kdvetkezésképpen
a megadott vektorok linedrisan fiiggetlenek.

A linedris fiiggetlenséget eldonthetjiik az egyes vektorokbdl képzett matrix de-
termindnsdnak kiszdmitasaval is. Ha a determindns értéke nullatdl kiilonbozd,
akkor a vektorok linedrisan fiiggetlenek, egyébként linedrisan fiiggék. Jelen

esetben
01
det(_2 O>—27$O,

igy a vektorok linedrisan fiiggetlenek.
Megjegyezziik, hogy a sikon két vektor pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha
nem egy, az origbn atmend egyenesre illeszkednek.
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6.7. Feladat. Linedrisan fliggetlenek-e az aldbbi vektorok:

(1) ()

Megoldas:
Tekintsiik az

xr1-a1+x9-a9 =0
linedris kombindciét. Behelyettesitve az a1, as vektorokat

woa) e (1) (0)

adoédik. Elvégezve a skaldrral vald szorzdst, majd az Osszeaddst azt kapjuk,

hogy
T + 229 - 0
2x1 + 4xo - 0 ’

Két vektor pontosan akkor egyenld, ha a megfelel helyen 1év6é koordinatdi
egyenldek, igy az

T + 229 = 0,
valamint a

221 +4x0 =0
egyenletekhez jutunk. A két egyenlet ekvivalens egymassal, igy az egyik egyen-
let elhagyhaté. Az x; + 2z9 = 0 egyenletnek pedig végtelen sok megoldasa
van, nem csak a (0;0) szampdr, kovetkezésképpen a megadott vektorok lined-
risan fiiggok.

6.8. Feladat. Linedrisan fiiggetlenek-e az alabbi vektorok:

1 1 1
a1 = -1 ], ay= 0|, a3=1 2 |7
-2 -1 3

Megoldas:
Tekintsiik az

r1-a1+x2-az+x3-a3=>0
linedris kombinaciét. Behelyettesitve az a1, ag, a3 vektorokat

1 1 1 0
A -1 + 29 - 0 +x3 - 2 = 0
-2 -1 3 0
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adodik. Elvégezve a skaldrral vald szorzdst és az 6sszevondst azt kapjuk, hogy

1+ x2 + 23 0
—x1 + 273 = 0
—2x1 — r9 + 373 0

Két vektor pontosan akkor egyenld, ha a megfeleld helyen 1év6 koordinatai
egyenldek. Igy az

1 +x9+ 23=0
— I +2x3=0
—2x1 — 29+ 323 =0

egyenletrendszert kell megoldanunk. A mésodik egyenletbdl x1 = 2x3 adddik,
melyet behelyettesitve az els6 és a harmadik egyenletbe, az

To + 3x3 =0
—T9 — X3 =0

egyenletrendszerhez jutunk. A két egyenletet Osszeadva 2x3 = 0, amibdl az
kovetkezik, hogy x3 = 0. Ezt visszahelyettesitve o = 0, majd x1 = 0 adddik,
igy a megadott vektorok linedrisan fiiggetlenek.

6.9. Feladat. Hatdrozzuk meg az R> vektortér

Z1
H = xro T1+x9+23=0
€3

alterének egy bdzisét és az altér dimenzidjat!
Megoldas:
Mivel 1 + xo + 3 = 0, ezért

T3 = —T1 — T2.

Tehat ha a € H tetszdleges, akkor

Tl 1 1 0
a = ) = T2 =1 - 0 +x9 - 1
x3 —1 — X3 -1 -1

Tehat az altér egy bazisa:

b1

I
o
S
[\

|
—
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A béazisnak két eleme van, igy 2 dimenzids az altér.

6.10. Feladat. Linedrisan fliggetlen-e az

{1;sinz;cosz}

vektorrendszer?
Megoldas:
A Wronski-determinans:
1 sinzx CcosS T
W(z)=det| 0 cosz —sinz | =1-(—cos’z —sin®z)=
0 —sinx —cosz

= —1-(cos?z +sin’z) = —1 # 0,
igy a vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

6.11. Feladat. Linedrisan fiiggetlen-e az

{1; ;2% 2%}

vektorrendszer?
Megoldas:
A Wronski-determinans:
1 x 22 23
0 1 2z 322
W(z) = det 00 2 6z =1-1-2-6=12+#0,
0 0 O 6

igy a vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.
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7. Linearis egyenletrendszerek megoldasa

7.1. Feladat. Tekintsiik az
r+2y—4z=—4

2r + 5y — 9z = —10

3r —2y+3z= 11
egyenletrendszert!
a) Irjuk fel az alapmatrixat és kibGvitett matrixat!
b) Adjuk meg az egyenletrendszer matrixos alakjat!
¢) Hatdrozzuk meg az alapmatrix €s a kibdvitett matrix rangjat!

d) Dontsiik el, hogy megoldhaté vagy ellentmonddsos a linedris egyenletrend-
szer!

e) Amennyiben megoldhatd, osztidlyozzuk a megolddsok szdma szerint!

f) Adjuk meg az egyenletrendszer 4ltaldnos megoldasat!
Megoldas:

a) A linedris egyenletrendszer alapmatrixa az egyenletrendszer ismeretleneinek
egylitthat6ibol képzett matrix:

1 2 -4
A=12 5 -9
3 -2 3

A linedris egyenletrendszer kib§vitett matrixa:
1 2 —4 —4
(Alp)=| 2 5 -9 | —10
3 -2 3 11

b) Az egyenletrendszer métrixos alakja:

1 2 —4 T —4
2 5 =9 |- v | = —-10
3 -2 3 z 11
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c) A keresett rangok meghatarozdsidhoz Gauss-elimindciét alkalmazunk. Els6
1épésben a kibdvitett matrix elsd sordnak —2-szeresét hozzdadjuk a masodik
sorhoz, illetve az els6 sor —3-szorosédt hozzdadjuk a harmadik sorhoz. Ma-
sodik 1épésben a masodik sor 8-szorosét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 2 -4 —4 1 2 4] -4
2 5 -9-10|—-{0 1 -1]|-2]=
3 =2 3 11 0 -8 15 | 23
1 2 —4 | -4
-1 01 -1 | =2
00 7 7

Gauss-eliminécié utdn kapott matrix rangja a nem csupa nulla sorok szdma.

)

Igy az alapmatrix rangja 3, a kib3vitett métrix rangja 3.

Py

d) Mivel az egyenletrendszer alapmatrixdnak és a kibdvitett matrixdnak a rang-
ja megegyezik, ezért megoldhaté.

e) Az alapmétrix rangja megegyezik az ismeretlenek szdmadval, igy az egyen-
letrendszer hatdrozott, azaz egy megolddsa van.

pays

f) A Gauss-eliminaci6 elvégzése utan kapott kibdvitett matrix segitségével fel-
irva az egyenletrendszert

x4+2y—4z=—-4

y— 2= -2

Tz= T.
adodik. Az utolsé egyenletet elosztva 7-tel azt kapjuk, hogy z = 1. A
kapott eredményt visszahelyettesitve a masodik egyenletbe y = —1 addédik.

Az els6 egyenletbe y-t €s z-t behelyettesitve megkapjuk, hogy x = 2.
7.2. Feladat. Tekintsiik az
r+2y+3z2=1

20+ 3y + 42 =2

3z +4y +5z=4
egyenletrendszert!
a) Irjuk fel az alapmatrixat és kibGvitett matrixat!
b) Adjuk meg az egyenletrendszer métrixos alakjat!
¢) Hatarozzuk meg az alapmatrix €s a kibdvitett matrix rangjat!

d) Doéntsiik el, hogy megoldhat6 vagy ellentmonddsos a linedris egyenletrend-
szer!
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e) Amennyiben megoldhatd, osztidlyozzuk a megolddsok szdma szerint!
f) Adjuk meg az egyenletrendszer altaldnos megoldasat!
Megoldas:
a) A linedris egyenletrendszer alapmaétrixa:
1 2 3
A=1 2 3 4
3 4 5
A kibOvitett matrix:
1 2 3|1
(Alb)=1 2 3 4 |2
34 5 |4
b) A linedris egyenletrendszer matrixos alakja:
1 2 3 x 1
23 411y |=|2
3 4 5 z 4

c)

d)

Els6 1épésben a kibdvitett matrix elsd sordnak —2-szeresét hozzaadjuk a ma-
sodik sorhoz, illetve az elsd sor —3-szorosat hozzdadjuk a harmadik sorhoz.
Maisodik 1épésben a masodik sor —2-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 2 3|1 1 2 3|1 1 2 3|1
23 412)]—-10 -1 =20 |—={0 -1 =210
3 4 5 |4 0 -2 —4 |1 0 0 01

Az alapmaétrix rangja 2, a kib&vitett matrix rangja 3.

Mivel az alapmatrix és a kib&vitett matrix rangja nem egyezik meg, ezért az
egyenletrendszer nem oldhaté meg, azaz ellentmondasos. Ez a tény ugy is
megallapithatd, hogy az utolsé matrixbdl felirjuk az egyenletrendszert
rz+2y+3z=1
—y—2z=0
0=1.
Ekkor az utols6 egyenletbdl ellentmondasra jutunk, igy az egyenletrendszer-
nek nincs megoldésa.
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7.3. Feladat. Tekintsiik az
r+2y+3z2=1

20+ 3y + 42 =2

3z +4y +5z=3
egyenletrendszert!
a) Irjuk fel az alapmatrixat és kibGvitett matrixat!
b) Adjuk meg az egyenletrendszer métrixos alakjat!
¢) Hatdrozzuk meg az alapmétrix és a kibdvitett matrix rangjat!

d) Déntsiik el, hogy megoldhaté vagy ellentmonddsos a linedris egyenletrend-
szer!

e) Amennyiben megoldhatd, osztidlyozzuk a megolddsok szdma szerint!
f) Adjuk meg az egyenletrendszer dltaldnos megolddsat!

Megoldas:
a) A linedris egyenletrendszer alapmatrixa:
1 2 3
A=\ 2 3 4 |,
3 45
kibdvitett matrixa
1 2 3|1
(Alp)y=1 2 3 4|2
3 4 5|3
b) A linedris egyenletrendszer matrixos alakja:
1 2 3 x 1
23 4 |- 1y |=1|2
3 45 z 3

c) Elsé Iépésben a kibdvitett matrix elsé sordnak —2-szeresét hozzaadjuk a ma-
sodik sorhoz, illetve az els sor —3-szorosat hozzdadjuk a harmadik sorhoz.
Maisodik 1épésben a masodik sor —2-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 2 3|1 1 2 31 1 2 3|1
23412 |]=-10 -1 -2|0]—={0 -1 =210
3 4 5|3 0 -2 410 0 0 010

az alapmadtrix rangja 2, a kibovitett matrix rangja 2.
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d) Mivel az alapmétrix és a kibdvitett matrix rangja megegyezik, ezért az e-
gyenletrendszer megoldhat6.

e) Az alapmatrix rangja 2, mig az ismeretlenek szdma 3, igy az egyenletrend-
szer hatdrozatlan, azaz végtelen sok megolddsa van.

f) Az éltalanos megolddst 3 — 2 = 1 szabad paraméter bevezetésével irhatjuk
fel. A szabad paraméterek szdmdt az ismeretlenek szdmdnak és az alap-
matrix rangjénak kiilonbsége adja. Az utols6é métrixbdl felirva az egyenlet-
rendszert

r4+2y+3z2=1

—y—22=0
adédik. Legyen példdul z = t. Ekkor a mésodik egyenletbdl y = —2t
adédik. Az els6 egyenletbe ezeket visszahelyettesitve megkapjuk az z-et:

x = 1+1, ahol t € R tetszdleges. Egy konkrét megoldas (példaul ¢ = 1
esetén) r =2,y = -2,z = 1.
7.4. Feladat. Tekintsiik az
r+2y+3z+4u=1
20 4+ 3y + 4z 4 du =2
3r+4y+5z+6u=23
dx + 5y + 62+ Tu =4
egyenletrendszert!
a) Irjuk fel az alapmatrixat és kibGvitett matrixat!
b) Adjuk meg az egyenletrendszer matrixos alakjat!
¢) Hatdrozzuk meg az alapmatrix és a kibdvitett matrix rangjat!

d) Dontsiik el, hogy megoldhatd vagy ellentmonddésos a linedris egyenletrend-
szer!

e) Amennyiben megoldhatd, osztidlyozzuk a megolddsok szdma szerint!
f) Adjuk meg az egyenletrendszer dltaldnos megolddsat!

Megoldas:

a) A linedris egyenletrendszer alapmadtrixa:

A:

=W N =
U W N
S ULk W
- O Ot
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A kibOvitett matrix:

1 2 3 4|1
2 3 4 5|2
(A[b) = 3 4 5 6|3
4 5 6 7|4

b) A linedris egyenletrendszer matrixos alakja:

1

2
3
4

2

T~ W

3 4

Sy Ot

N O Ot

f e 8

IOV ORI

s

c) Els6 1épésben a kibdvitett matrix elsé sordnak —2-szeresét hozzdadjuk a
masodik sorhoz, az elsé sor —3-szorosat hozzdadjuk a harmadik sorhoz,
illetve az els6 sor —4-szeresét hozzdadjuk a negyedik sorhoz:

123 4]1 1 2 3 4|1
2 3 4 5 |2 0 -1 -2 -3 |0
3456|3710 -2 -4 —6/o0
456 7|4 0 -3 —6 —9 |0

Maisodik 1épésben a masodik sor —2-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz,
—3-szorosat pedig a negyedikhez:

1 2 3 4|1 1 2 3 4|1
0 -1 -2 -3 |0 0 -1 -2 -3 |0
0 -2 -4 6o ] lo o o oo
0 -3 —6 -9 |0 0 0 0 010

d) Az alapmatrix rangja 2, a kib6vitett matrix rangja 2. Mivel az alapmatrix és a
kibdvitett matrix rangja megegyezik, ezért az egyenletrendszer megoldhato.

e) Az alapmatrix rangja 2, mig az ismeretlenek szdma 4, {gy az egyenletrend-
szer hatdrozatlan, azaz végtelen sok megolddsa van.

f) A megolddsokat 4 — 2 = 2 szabad paraméter bevezetésével adhatjuk meg.
A szabad paraméterek szdmdt az ismeretlenek szdmdnak és az alapmadtrix
rangjdnak kiillonbsége adja. Az utolsé matrixbdl felirva az egyenletrendszert

r+2y+3z+4u=1
—y—22—3u=0
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adodik. Legyen példdul z = ¢4, illetve u = t5. Ekkor a mésodik egyenletbdl
Yy = —2z— 3u = —2t; — 3ts.

Az els6 egyenletbe ezeket visszahelyettesitve megkajuk az x-et:
r=1—-2y—3z—4u=1+44t] + 6ty — 3t] — 4ta = 1 + t1 + 2to,
ahol t; és to tetszbleges valds szamok.
7.5. Feladat. Tekintsiik az
r1+2z0+ 23+ 74 =4
201 —xo+ dx3— x4 =4
3x1+xro— x3+ 214 = 4.

egyenletrendszert!

a) Irjuk fel az alapmatrixat és kibGvitett matrixat!

b) Adjuk meg az egyenletrendszer matrixos alakjat!

¢) Hatdrozzuk meg az alapmadtrix és a kibdvitett matrix rangjat!

d) Dontsiik el, hogy megoldhat6 vagy ellentmondésos a linedris egyenletrend-
szer!

e) Amennyiben megoldhatd, osztilyozzuk a megolddsok szama szerint!
f) Adjuk meg az egyenletrendszer dltaldnos megoldasat!

Megoldas:

a) A linedris egyenletrendszer alapmaétrixa:

1 2 1 1
A= 2 -1 4 -1

A kibOvitett matrix:
1 2 1 1 (4
(A]b) = 2 -1 4 -1 |4
3 1 -1 2 14

b) A linedris egyenletrendszer matrixos alakja:

1 2 1 1 71 4
2 -1 4 -1 |-| a0 | =] 4
3 1 -1 2 T3 4
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c) Els6 1épésben a kibdvitett matrix elsd sordnak —2-szeresét hozzdadjuk a mé-
sodik sorhoz, illetve az els6 sor —3-szorosit hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

12 1 114 12 1 1 4

2 -1 4 -114 |—-0 -5 2 -3 | -4

3 1 -1 2|4 0 -5 -4 -1 | -8
Maisodik 1épésben a masodik sor —1-szeresét hozzaadjuk a harmadik sorhoz:

12 1 1 4 1 2 1 1 4

o 5 2 3| -4 |—-10-5 2 3|4

0 -5 -4 -1 ]| -8 0O 0 -6 2| -4

Tehét az alapmatrix rangja 3, a kib8vitett matrix rangja 3.

d) Mivel az alapmatrix és a kibOvitett matrix rangja megegyezik, ezért az e-
gyenletrendszer megoldhaté.

e) Az ismeretlenek szdma 4, ami nem egyezik meg az alapmatrix rangjival,
igy az egyenletrendszer hatdrozatlan, azaz végtelen sok megolddsa van.

f) Az utols6é matrixbdl felirva az egyenletrendszert
T1+2x9+ x3+ :4=4

—bx9 + 223 — 3x4 = —4

—6x3 + 224 = —4.

adddik. Legyen x3 = ¢, ahol ¢ € R. Az utols6 egyenletbdl x4 = 3t — 2. Ezt
visszahelyettesitve a masodik egyenletbe

-7t + 10
)

adodik. Az els6 egyenletbe zo-t, x3-at és x4-et behelyettesitve megkapjuk,
hogy

To =

1 =—1,2t+ 2.
7.6. Feladat. Tekintsiik az
rT—2y+3z= 2
20 +y —5z=-2
3r—y —2z= 0
egyenletrendszert!
a) Irjuk fel az alapmatrixat és kibGvitett matrixat!
b) Adjuk meg az egyenletrendszer matrixos alakjat!
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¢) Hatdrozzuk meg az alapmétrix és a kibdvitett matrix rangjat!

d) Dontsiik el, hogy megoldhaté vagy ellentmonddsos a linedris egyenletrend-
szer!

e) Amennyiben megoldhatd, osztidlyozzuk a megolddsok szdma szerint!

f) Adjuk meg az egyenletrendszer altaldnos megoldasat!

Megoldas:
a) A linedris egyenletrendszer alapmaétrixa:
1 -2 3
A= 2 1 -5
3 -1 -2

A kibovitett matrix:

1 -2 3 2
Apy=[2 1 -5 -2
3 —1 =2 0

b) A linedris egyenletrendszer matrixos alakja:

1 -2 3 x 2
2 1 =5 ||y |=| -2
3 -1 -2 2 0

c) Elsé Iépésben a kibdvitett matrix elsé sordnak —2-szeresét hozzdadjuk a ma-
sodik sorhoz, illetve az els sor —3-szorosat hozzdadjuk a harmadik sorhoz.
Maisodik 1épésben a masodik sor —1-szeresét hozzaadjuk a harmadik sorhoz:

1 -2 3 2 1 -2 3 2
o 5 -1 }-6 |—=|0 5 —-11 | -6
0 5 —11 | -6 0 O 0 0

Az alapmétrix és a kibGvitett métrix rangja is 2.

d) A linedris egyenletrendszer megoldhatd, mivel az alapmatrix és a kibdvitett
matrix rangja megegyezik.

e) Az egyenletrendszer hatdrozatlan, mert az alapmadtrix rangja kisebb, mint az
ismeretlenek szama.
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f) Az altaldnos megoldds felirdsdhoz 1 darab szabad paramétert kell vélaszta-
nunk. A Gauss-eliminici6 elvégzése utan kapott kibovitett matrixbdl felirva

az egyenletrendszert

T —2y+3z=2
5y — 11z = —6.

adédik. Vélasszuk az utolsé ismeretlent tetszélegesnek, azaz legyen péld4ul
z =t, ahol t € R tetszbleges. Ekkor a masodik egyenletbdl

6+ 11t
y=775

adédik. A kapott eredményeket visszahelyettesitve az elsé egyenletbe azt

kapjuk, hogy

—12 422t

rT=2+2y—32=2+ 5

3t

7.7. Feladat. Tekintsiik az
20 +2y—2z = 3
3xr+3y+2z =12
dr+y +5z=21

egyenletrendszert!

a) Irjuk fel az alapmatrixat és kibGvitett matrixat!

b) Adjuk meg az egyenletrendszer métrixos alakjat!

=—0,4+1,4¢.

c) Hatdrozzuk meg az alapmatrix és a kibdvitett matrix rangjat!

d) Dontsiik el, hogy megoldhaté vagy ellentmonddsos a linedris egyenletrend-

szer!

e) Amennyiben megoldhatd, osztilyozzuk a megolddsok szama szerint!

f) Adjuk meg az egyenletrendszer altalanos megoldasat!

Megoldas:
a) A linedris egyenletrendszer alapmatrixa:
2 2 -1

A=13 3 1
4 1 5
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A kibdvitett matrix:

2 2 -1 3
(Alb)=| 3 3 1|12
41 5|21

b) A linedris egyenletrendszer matrixos alakja:

2 2 -1 x 3
33 1|y ]|=]12
41 5 2 21

c) Elsé 1épésben a kibdvitett matrix masodik sorat szorozzuk 2-vel. Ezutin
az elsd sor —3-szorosat hozzdadjuk a masodik sorhoz, illetve az elsd sor
—2-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

2 2 -1 3 2 2 -1 3
6 6 2|24 | —=-10 0 5|15
4 1 5|21 0 -3 7|15
Ezt kovetben cseréljiik fel a mdsodik és harmadik sort:
2 2 -1 3 2 2 -1 3
0o 0 5|15 |—-10 -3 7]15
0 -3 7|15 0 0 5 |15

Az alapmatrix rangja 3, a kibvitett matrix rangja 3, ezért az egyenletrend-
szer megoldhaté.

d) Az egyenletrendszer hatdrozott.
e) A Gauss-elimindci6 utdn kapott matrixbdl felirva az egyenletrendszert
20 +2y—2=3
—3y+7z=15
5z =15

adédik. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy z = 3. Ezt visszahe-
lyettesitve a mdsodik egyenletbe y = 2 adddik. Az elsd egyenletbe y-t
és z-t behelyettesitve azt kapjuk, hogy z = 1

f) Az egyenletrendszer dltaldnos megoldasa tehat:
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7.8. Feladat. Tekintsiik az

z+ y+ z+3u+2v=3
r+2y+ z+d5u+2v=>5
2c+3y+ z+8u+3v="7
20 + 3y + 2z +8u+4v = 9.
egyenletrendszert!
a) Irjuk fel az alapmatrixat és kibGvitett matrixat!
b) Adjuk meg az egyenletrendszer matrixos alakjat!
¢) Hatdrozzuk meg az alapmétrix és a kibdvitett matrix rangjat!

d) Dontsiik el, hogy megoldhat6 vagy ellentmonddasos a linedris egyenletrend-
szer!

e) Amennyiben megoldhatd, osztidlyozzuk a megolddsok szdma szerint!

f) Adjuk meg az egyenletrendszer altalanos megoldasat!

Megoldas:
a) A linedris egyenletrendszer alapmaétrixa:
1113 2
1 215 2
W 2 318 3
2 3 2 8 4
A kibgvitett métrix:
1113 2|4
1215 215
&2 2 318 3|7
23 28 419

b) A linedris egyenletrendszer matrixos alakja:

111 3 2 * 4
1215 2 Y1 s
2318 3 o
23 2 8 4 Z 9
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9

d)

€)

A kibgvitett métrix elsd sordnak —1-szeresét hozzdadjuk a mésodik sorhoz,
az elsd sor —2-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz és az els6 sor —2-
szeresét hozzdadjuk a negyedik sorhoz:

1113 2]|4 11 13 2] 4
121525 01 02 0] 1
2318377101 12 -1]-1
2328 419 01 02 0] 1

Ezt kovetden a masodik sor —1-szeresét adjuk hozza a harmadik sorhoz és
a mdsodik sor —1-szeresét adjuk hozza a negyedik sorhoz:

11 1 3 2 4
01 02 0 1
00 -1 0 —-1|-=-2
00 00 O 0
Az utolsé sor elhagyhat6:
11 13 2 4
01 02 0 1
0 0 -1 0 —1|-=2

Az alapmatrix rangja 3, a kibGvitett matrix rangja 3, ezért az egyenletrend-
szer megoldhaté.

Az egyenletrendszer hatdrozatlan, mert az alapmatrix rangja kisebb, mint az
ismeretlenek szdma. A szabad paraméterek szdma: 5 — 3 = 2.

A Gauss-eliminéacié utan kapott matrixbdl felirva az egyenletrendszert
T+y+z+3u+2v=4
y +2u =1
—z+ —v=-2

adodik. Legyen v = t (t € R) tetszdleges és u = k (k € R) tetszSleges.
Ekkor az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy

—2—v=-2 = z=2—1.
Ezt visszahelyettesitve a masodik egyenletbe
y+2u=1 = y=1-2k
adodik. Az elsd egyenletbe behelyettesitve az y, z, u és v értékeit azt kapjuk,

hogy
r+1—-2k+2—1t+3k+ 2t =4,
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igy
r=1—k—t.
f) Az egyenletrendszer altalanos megoldésa tehat:
x 1-k—t 1 -1 -1
Y 1—-2k 1 —2 0
z | = 2—t =1 2 | +k- 0O |+t-| -1
U k 0 1 0
v t 0 0 1

7.9. Feladat. Oldjuk meg Cramer-szabdllyal az
T —2y+52=12
20— y+ 2= 3
3T+ 2y + 62 =25

egyenletrendszert!
Megoldas:
Az egyenletrendszer alapmatrixanak determindnsa:
1 -2 5
D=2 -1 1|=8—(-37)=45.
3 2 6

Az els6 ismeretlent gy kapjuk meg, hogy az alapmatrix elsd oszlopat toroljiik,
majd annak helyére az egyenletrendszer jobb oldaldbdl képzett oszlopvektort ir-
juk. Ezutdn a kapott métrix determindnsdnak és az alapmdtrix determindnsanak
hanyadosként all el§ az x. Mivel

12 -2 5
Dy 4
Di=| 3 -1 1 :45,ezértx:61:4—5:1
25 2 6 o

A madsodik ismeretlent igy kapjuk meg, hogy az alapmétrix mésodik oszlopat
toroljiik, majd annak helyére az egyenletrendszer jobb oldaldbdl képzett osz-
lopvektort irjuk. Ezutdn a kapott métrix determindnsdnak és az alapmaétrix de-
termindnsdnak hdnyadosként kapjuk y-t. Mivel

1 12 5
Dy 90
Dy=1|2 31 :90,ezérty:62:£:2
3 25 6
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A harmadik ismeretlent Gigy kapjuk meg, hogy az alapmatrix harmadik oszlopat
toroljiik, majd annak helyére az egyenletrendszer jobb oldaldbdl képzett oszlop-
vektort {rjuk. Ezutdn a kapott matrix determindnsdnak és az alapmétrix deter-
mindnsdnak hdnyadosként kapjuk z-t. Mivel

1 -2 12
Dy 1
Dy=|2 -1 3 :135,ezértz:63:§=3.
3 2 25 5

7.10. Feladat. Oldjuk meg Cramer-szaballyal a

3r+y —4z=-4
3z+3y+z2 =8
dr+y +5z2=15

linedris egyenletrendszert!

Megoldas:
Az egyenletrendszer alapmatrixdnak determinénsa:
3 1 —4
D=3 3 1|=37-(-30)=6T.
4 1 5

Az els6 ismeretlent tgy kapjuk meg, hogy az alapmatrix els6 oszlopét toroljiik,
majd annak helyére az egyenletrendszer jobb oldaldbdl képzett oszlopvektort ir-
juk. Ezutdn a kapott métrix determindnsdnak és az alapmdtrix determindnsanak
hanyadosa lesz az . Mivel

-4 1 -4

Dy 67
Di=| 8 3 1|=6T7, ezértar=——

_ 2
15 1 5 D67

A madsodik ismeretlent ugy kapjuk meg, hogy az alapmétrix masodik oszlopat
toroljilk, majd annak helyére az egyenletrendszer jobb oldaldbdl képzett osz-
lopvektort irjuk. Ezutdn a kapott métrix determindnsdnak és az alapmaétrix de-
termindnsdnak hdnyadosa lesz az y. Mivel

3 —4 —4
Dy 67

Dy=|3 8 1 :6Zemﬂy:j;:4?:L
4 15 5 6
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A harmadik ismeretlent tigy kapjuk meg, hogy az alapmatrix harmadik oszlopat
toroljiik, majd annak helyére az egyenletrendszer jobb oldaldbél képzett oszlop-
vektort {rjuk. Ezutdn a kapott matrix determindnsdnak és az alapmétrix deter-
mindnsinak hdnyadosa lesz a z. Mivel

31 —4
Dy 134
D;=|3 3 8 :134,ezértz:D3:%:2.
41 15

7.11. Feladat. Tekintsiik az
T+ay+2z=4

20 -3y +5z=4

3x+ Ty —32=17
egyenletrendszert!
a) Milyen a valds szdm esetén alkalmazhaté a Cramer-szabaly?
b) Ha x = 1, akkor hatdrozzuk meg az a értékét!
Megoldas:

a) A Cramer-szabaly pontosan akkor alkalmazhatd, ha az alapmatrix determi-
nansa nem nulla. Jelen esetben az alapmatrix determinénsa:

1 a 2
3 7T =3
=9+ 15a + 28 — (—18 4+ 35 — 6a) = 21a + 20,
20
ami pontosan akkor nem nulla, ha @ # — TR
b) Mivel
4 a 2
Di=|4 -3 5 |=
T 7 =3
=36 + 35a + 56 — (—42 + 140 — 12a) = 47a — 6,
ezért
Dy 47a—6
YT D T 2la+20
azaz
47a — 6

- 2la+20°
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A kapott egyenlet mindkét oldaldt megszorozva a nevezével, majd rendezve
az egyenletet
2la 420 =47a — 6
26 = 26a,
adédik, amibdl azt kapjuk, hogy a = 1.
7.12. Feladat. Tekintsiik az
TH+ay+3z=5
2r +3y +bz =6
3r—4dy+22=1
egyenletrendszert!
a) Milyen a és b valds szam esetén alkalmazhaté a Cramer-szabaly?

b) Hax = 1 és y = 1, akkor hatdrozzuk meg az a és b értékét!
Megoldas:

a) A Cramer-szabaly pontosan akkor alkalmazhat6, ha az alapmatrix determi-
nansa nem nulla. Jelen esetben az alapmatrix determindnsa

1 a 3
3 —4 2

=6+ 3ab — 24 — (27 — 4b + 4a) = 3ab — 4a + 4b — 45,
ami pontosan akkor nem nulla, ha
3ab — 4a 4+ 4b — 45 # 0.

b) Mivel
5 a 3
1 —4 2
=30+4+ab— 72— (9—20b+ 12a) = ab — 12a + 20b — 51,
ezért
Dy ab — 12a + 20b — 51
xr= — =
D 3ab —4a +4b— 45"
azaz

ab —12a + 20b — 51
3ab —4a + 4b — 45 °

1=
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Tovabba
1 5 3
Dy=|2 6 b|=
3 1 2
=12+ 15b + 6 — (54 + b+ 20) = 14b — 56,
igy
Dy 14b — 56
Y=D T 3ab—4da+4b— 45’
azaz
B 14b — 56
"~ 3ab—4da+4b—45
Tehdt az

ab —12a + 20b — 51 B
3ab —4a + 4b— 45

14b — 56

3ab—4a+4b—45
egyenletrendszert kell megoldani. Beszorozva a k6zos nevezdvel

ab—12a+20b—51:3ab—4a—|—4b—45}

14b — 56 = 3ab — 4a + 4b — 45
adédik. Elvégezve az 6sszevondsokat az
2ab + 8a — 16b = —6
3ab — 4a — 10b = —11

egyenletrendszerhez jutunk. Az elsd egyenlet masfélszeresét vonjuk ki a
masodik egyenletbdl. Ekkor az

—16a + 14b = -2

egyenlethez jutunk. Az egyenletet —2-vel osztva, majd a-t kifejezve
1+7b
a=—-"
8

adddik. Ezt visszahelyettesitve a
2ab+ 8a — 16b = —6
egyenlettel ekvivalens
ab+4a —8b= —3
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egyenletbe azt kapjuk, hogy

%%-bw.l%?b—sb:—&

Beszorozva a kozos nevezdvel, majd elvégezve a zardjelfelbontast és az
Osszevonast az alabbiakat kapjuk:
147 1+7b

—— b+4—-—-8b=-3
8 * 8

(14+7b)-b+4-(1+7b) —64b=—24
b+ Tb* + 4+ 28b — 64b = —24
7b* —35b+28 = 0
b* = 5b+4 = 0.
Megoldva a mésodfoku egyenletet

5+v25—-16 5+3
2 2

b2 =

adodik, igy by = 4, illetve by = 1. Ezeket visszahelyettesitve az
1+7b

3

29
egyenletbe a; = 3 illetve a2 = 1 adddik.

7.13. Feladat. Oldjuk meg a
2424 2P =14
2.2 -2+ 2° = 8
3-2"4+2Y42-2°=26
egyenletrendszert!
Megoldas:
Az egyenletrendszer nem linedris, azonban ha bevezetjilkk az a = 2%, b = 2Y,
c = 27 jeloléseket, akkor az
a+b+ c=14
2a—b+ c= 8
3a + b+ 2c = 26
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egyenletrendszerhez jutunk, ami mar egy linedris egyenletrendszer, ahol a > 0,
b>0,c>0.
Az egyenletrendszer alapmaétrixa:

1 11
A= 2 -1 1
3 1 2
A kibdvitett matrix:
1 1 11|14
(A]b) = 2 -1 1 8
3 1 2|26
A linedris egyenletrendszer méatrixos alakja:
1 11 a 14
2 -1 1 . b | = 8
3 1 2 c 26

Els6 1épésben a kibdvitett matrix elsé sordnak —2-szeresét hozzdadjuk a méa-
sodik sorhoz, majd a mésodik sort szorozzuk 3-mal.

1 1 1 14 1 1 1 14
0O -3 -1}{-20 |]—=10 -3 —-1|-20
0 -2 -1 | —16 0 -6 -3 | —48

Kovetkezd 1épésben a masodik sor —2-szeresét hozzaadjuk a harmadik sorhoz.

1 1 1 14
0 -3 -1 | —-20
0O 0 -1 -8

Az alapmatrix és a kibOvitett matrix rangja is 3. A linedris egyenletrendszer
megoldhat6, mivel az alapmatrix €s a kibOvitett matrix rangja megegyezik. A

Py

Gauss-eliminaci6 elvégzése utan kapott kibdvitett matrixbdl felirva az egyen-
letrendszert
a+ b+c= 14
—3b—c=-20
—c= -8

adédik. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy ¢ = 8, amit a masodik egyen-
letbe behelyettesitve b = 4 adddik, végiil az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy
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a = 2. Felhasznalva, hogy 2* = a, 2% = b, tovabba 2% = ¢ azt kapjuk, hogy
r=1,y=2,illetve z = 3.
7.14. Feladat. Oldjuk meg az a valés paraméter fiiggvényében az albbi lined-
ris egyenletrendszert:

3r—2y— z=-3

—-z+ y+ 2= 1

+ y+az= 2.

Megoldas:
Az egyenletrendszer kibovitett matrixa:

3 -2 -1 1| -3
-1 1 1
0 1 a

(NN

Cseréljilk meg az els6 és masodik sort:

-1 1 1 1
3 -2 -1 | -3
0 1 a 2

Az els6 sor haromszorosét adjuk hozza a masodik sorhoz:

-1 1 1 1
01 210
01 a |2

A masodik sor —1-szeresét adjuk hozz4 a harmadik sorhoz:

-1 1 1 1
0 1 2 0
0 0 a—2 1|2

Az utols6 sornak megfelel6 egyenlet:

(a—2)-z=2.
Ha a = 2, akkor nincs megoldas. Ha a # 2, akkor
2
i=—
A Gauss-eliminacio6 utan kapott matrix masodik sordnak megfeleld egyenlet:
4
y+22=0 = y+——=0,

a —
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12y
4
LI
A Gauss-elimindcié utdn kapott matrix els6 sordnak megfelel6 egyenlet:
2
—r+yt+z=1 = —r + + =1
2—a a-—2
Az egyenlet rendezése utan azt kapjuk, hogy
2 2—2+4a a
2—a 2—a 2—a
10
7.15. Feladat. Irjuk felab = | 17 | vektort az
1
-1 1 3
a) = 3 ,  ag = 1 ,  asz = 4
0 2 =1

vektorok linedris kombindcidjaként!

Megoldas:

Keressiik azokat az =1, z9, x3 ismeretleneket, melyekre
ay-xr1+az-w2+az-r3=>

teljesiil. Felhaszndlva a vektorok Osszeaddsdra és skalarral val6 szorzasara
vonatkoz6 definicidkat az

—x1 + T2 + 33 10
3r1 + o + 4x3 = 17
2352 — I3 1

Osszefiiggéshez jutunk. Két vektor pontosan akkor egyenld, ha a megfeleld
koordinataik egyenl6ek, igy az el6bbi egyenl6ség ekvivalens az
—x1 + 29+ 3x3 = 10
3x1 + a0+ 4x3 =17
2x2 — I3 = 1
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egyenletrendszerrel, amit megoldhatunk példdul Gauss-elimindciéval. A lined-
ris egyenletrendszer kibdvitett métrixa:

-1 1 3 |10
3 1 4 117
0 2 -1 1

Els6 1épésben az els6é sor 3-szorosdt hozzdadjuk a masodik sorhoz Mésodik
1épésben megcseréljiik a méasodik és a harmadik sort:

-1 1 3 |10 -1 1 3 | 10
0 4 13 | 47 — 0 2 -1 1
0 2 -1 1 0 4 13 |47

Harmadik 1épésben a masodik sor —2-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

-1 1 3|10
0 2 -1 1
0 0 15 | 45

Ezen utébbi métrixbdl felirva az egyenletrendszert azt kapjuk, hogy
—x1 4+ x2 4+ 33 = 10
2%2 — I3 = 1
1523 =45
Azutolsé egyenletbdl x3 = 3 adddik, amit visszahelyettesitve a masodik egyen-
letbe z2 = 2. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy 1 = 1. Tehét a keresett
linedris kombinécid
b= 3&1 + 2a2 + as.

Az a1, ag és as vektorok visszahelyettesitésével ellendrizhetjilk megoldasunkat.

7
7.16. Feladat. Irjuk felab= | 2 | vektort az
9
2 3 1
al = -1 , a2 = 1 , a3 = 1
5 0 2

vektorok linedris kombindcidjaként!

Megoldas:
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Keressiik azokat az =1, z92, x3 ismeretleneket, melyekre
a1 -r1+as-xo+asz-xr3=D>h.

Felhasznalva a vektorok Osszeadasara €s skalarral valo szorzasara vonatkozo
definiciokat az

2x1 + 3x0 + x3 7
—T1 + a2+ 73 = 2
d5x1 + 223 9

Osszefiiggéshez jutunk. Két vektor pontosan akkor egyenld, ha a megfeleld
koordinataik egyenldek, igy az el6bbi egyenl8ség ekvivalens az

201+ 310 +2x3 =7
—r1+ w2+ w3 =2
ox1 + 2x3 =9

egyenletrendszerrel, amit megoldhatunk példdul Gauss-eliminaciéval. A linea-
ris egyenletrendszer kibdvitett matrixa

2 3 1|7
-1 1 12
5 0 219

Elsé6 1épésben cseréljiik fel az elsd és masodik sort. Ezutdn az elsd sor 2-szeresét
hozzaadjuk a masodik sorhoz, illetve az elsd sor 5-szorosét a harmadikhoz.
Kovetkezé 1épésben a mdsodik sor —1-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

-1 1112 -1 1 1| 2 -1 1 1| 2
2317 |—= 05 3 |11 — 0 5 3 |11
5 0 219 05 7119 0 0 4] 8

Ezen utébbi métrixbdl felirva az egyenletrendszert
—x1+T2+23= 2
ox9 + 3x3 =11
41‘3 = 8
adodik. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy 3 = 2, amit visszahelyettesitve

a masodik egyenletbe xo = 1 adédik. Az elsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy
x1 = 1. Tehat a keresett linedris kombinacid

b=ai + as + 2as.

Visszahelyettesitéssel ellendrizhetjiik megolddsunkat.
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8. Szamitasok egyenarami halézatokban

8.1. Feladat. Tekintsiik az aldbbi egyendramu hél6zatot!

R

F R, E 2 I, D
A C\ Re3 C\ R
Il —U,, _ o
+
U
-1 + 1 bl
| — ‘ ’ +T
Ry

Adatok:
Ubl =20 [V], Ub2 =10 [V], Ubg =5 [V], R1 =2 [Q], RQ =4 [Q],
Rbl =7 [QL Rb2 =6 [Q], Rbg =4 [Q]
a) Irjuk fel Kirchhoff elsg torvényét a B csomépontra!
b) Irjuk fel Kirchhoff mésodik torvényét az A — B — E — F — A hurokra!
¢) Irjuk fel Kirchhoff masodik térvényéta B — C' — D — E — B hurokra!
d) Adjuk meg a kapott egyenletrendszer alapmatrixat és kib&vitett matrixat!
e) Hatdrozzuk meg az ismeretlen dramerésségeket Cramer-szabéllyal!
f) Adjuk meg a valédi d&ramirdnyokat!

Megoldas:

a) Kirchhoff els6 torvénye szerint egy csomodpontba befolyé és onnan elfolyd
aramok algebrai 6sszege zérus, igy az A — F' — E — B — A hurokra azt
kapjuk, hogy

—[1 +IQ+I3 = 0.

b) Kirchhoff masodik torvénye szerint barmely hurokban korbehaladva és a
fesziiltségeket eldjelesen Osszegezve zérust kapunk, igy

I - Ri+ 13- Ry — Ups + 11 - Ryo + Upo = 0.
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¢) Kirchhoff masodik torvényét felirvaa B — F — D — C' — B hurokra:
Ups —Is- Rps+ 1o Ro+ 12 - Ryy — Uy = 0.

d) Az adatokat behelyettesitve a megoldandé egyenletrendszer
Lt L+ 3= 0
811 +4I3 = —5
111, — 413 =15
A fenti linedris egyenletrendszer alapmatrixa

-1 1 1
0 11 -4 |,
8 0 4

kibdvitett matrixa

-1 1 1 0
0 11 -4 15
8 0 4| -5

e) Az egyenletrendszer alapmaétrixdnak determindnsa (példdul Sarrus-szabaly-
lyal szamolva):

-1 1 1
D = 0 11 —4 | =-44-32—-88=—-164.
8§ 0 4

Mivel ezen determindns értéke nem zérus, ezért az egyenletrendszer megol-
ddséra alkalmazhatjuk péld4ul a Cramer-szabalyt.

Az egyenletrendszerben szerepld I ismeretlen értékét igy kaphatjuk meg,
hogy az alapmatrix elsd oszlopat toroljiikk, majd annak helyére az egyen-
letrendszer jobb oldalabdl képzett oszlopvektort irjuk, kiszamoljuk az igy
kapott matrix determindnsét, végiil az els ismeretlent a kapott matrix deter-
mindnsdnak és az alapmatrix determindnsdnak hanyadosaként kapjuk. Mivel

0 1 1
Di=| 15 11 —4 | =204 55—60 =15,
-5 0 4
ezért
D 15

D 164
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Az egyenletrendszerben szerepld I ismeretlen értékét igy kaphatjuk meg,
hogy az alapmadtrix mésodik oszlopat toroljiik, majd annak helyére az egyen-
letrendszer jobb oldalabdl képzett oszlopvektort irjuk, kiszdmoljuk az igy
kapott métrix determindnsét, végiil a mdsodik ismeretlent a kapott métrix
determindnsdnak és az alapmatrix determindnsdnak hdnyadosaként kapjuk.
Mivel

-1 0 1
Dy = 0 15 —4 | =-60—-120+ 20 = —160,
8 —5 4
ezért
Dy 160

Az egyenletrendszerben szerepld I3 ismeretlen értékét igy kaphatjuk meg,
hogy az alapmatrix harmadik oszlopat toroljiik, majd annak helyére az e-
gyenletrendszer jobb oldaldbdl képzett oszlopvektort irjuk, kiszamoljuk az
igy kapott matrix determindnsat, végiil a harmadik ismeretlent a kapott mat-
rix determindnsanak €s az alapmatrix determindnsanak hanyadosaként kap-
juk. Mivel

-1 1 0
D3 = 0 11 15 | =55+120=175,
8 0 -5
ezért
D3 175

f) Az I és az I3 daramer8sségek értékére negativ szamot kaptunk, ami azt je-

lenti, hogy a hozzajuk tartozé technikai dramirdnyok ellentétesek a feltéte-
lezettel.

8.2. Feladat. Az aldbbi egyendramu halézatban ismert az ellenallasok értéke,
tovabbd az aramforras belso fesziiltsége és ellendllasa. Két hurokban rogzitet-
tiik a pozitiv koriiljarasi irdnyt, az egyes dgakban pedig a feltételezett drami-
ranyt.
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F R, E I, D
— 1 -—
I R R
by =0
p— U - U
TR
A B C

Adatok:
Ubl :5[V]7 Ub2 =20 [VL Rl :2[9], Rbl :5[9]7 Rb2 ZQ[Q]
a) Irjuk fel Kirchhoff elsG torvényét a B csomépontra!
b) Irjuk fel Kirchhoff mésodik torvényét az A — B — E — F — A hurokra!
¢) Irjuk fel Kirchhoff masodik térvényéta B — C — D — E — B hurokra!
d) Irjuk fel a kapott egyenletrendszer alapmatrixat és kibGvitett matrixat!
e) Hatdrozzuk meg az ismeretlen dramerdsségeket Cramer-szabdéllyal!
f) Hatdrozzuk meg a technikai dramirdnyokat!
Megoldas:
a) Kirchhoff elsé torvényét alkalmazva
L —I,—-13=0

adodik.

b) Kirchhoff masodik torvényét alkalmazvaaz A — B — E — F' — A hurokra
Up+13-Rpo+11-R1 =0

adodik.

¢) Kirchhoff masodik torvényét felirvaa B — C' — D — ¥ — B hurokra az

Up + 1o Rpyy — 13- Ryo — Upp =0

egyenlethez jutunk.
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d)

€)

Az adatokat behelyettesitve a megoldandé egyenletrendszer
L— Ib— Is3= 0
21 1 + 21 3 = —20

oly —2I3 =15
A fenti linedris egyenletrendszer alapmatrixa
1 -1 -1
0 5 =21,
2 0 2
kibdvitett matrixa
1 -1 -1 0

0 5 =2 15
2 0 2| -20

Az egyenletrendszer alapmatrixanak determindnsa
1 -1 -1

D=0 5 -2 |=24.
2 0 2

Mivel ezen determindns értéke nem zérus, ezért az egyenletrendszer megol-
daséra alkalmazhatjuk példaul a Cramer-szabalyt.
A mintafeladatban szerepl6 jelolések megtartasaval azt kapjuk, hogy

0 -1 -1
Dy = 15 5 —2 | =-110,
—20 0 2
ezért
D; 110
[ =—=—"—""~—-4 A
1 D 24 758[ ]
Mivel
1 0 -1
Dy=1|0 15 -2 | =20,
2 =20 2
ezért
D 20
L="22=2"x0,83[A]
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Az I3 ismeretlen meghatdrozdsa céljabdl eldszor kiszdmoljuk a D3 deter-
minéns értékét:

1 -1 0
D3=|0 5 15 |=-130.
2 0 =20
A kapott eredményt felhaszndlva:
Ds 130
=2 =~ —5 42]A].

f) Az I, és az I3 aramerdsségek értéke negativ, igy a hozzajuk tartozé technikai
dramirdnyok ellentétesek a feltételezettel.

8.3. Feladat. Az alabbi egyendramu halézatban ismert az ellenallasok értéke,
tovabbd az aramforras belso fesziiltsége €s ellendllasa. Két hurokban rogzitet-
tilk a pozitiv koriiljarasi irdnyt, az egyes dgakban pedig a feltételezett drami-
ranyt.

Adatok:
Up=20[V]; Ry=2[Q; R1=2[Q); Ry=3I[Q];
R3=1[Q]; R4=6[Q; Rs=6[]

a) Irjuk fel Kirchhoff elsg torvényét a B csompontra!

b) Irjuk fel Kirchhoff masodik torvényét az A — B — E — F — A hurokra!
¢) Irjuk fel Kirchhoff méasodik torvényéta B — C' — D — E — B hurokra!
d) Irjuk fel a kapott egyenletrendszer alapmatrixat és kibGvitett matrixat!
e) Hatdrozzuk meg az ismeretlen dramerdsségeket Gauss-eliminécidval!

f) Hatdrozzuk meg a valddi dramirdnyokat!

Megoldas:
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a) Kirchhoff els6 torvényét alkalmazva a B csomdpontra
L+ +13=0

adodik.

b) Kirchhoff masodik torvényét alkalmazvaa A — F — E — B — A hurokra
IL-Ri+1I3-R3+11-Ry=0

adodik.

¢) Kirchhoff masodik torvényét felirvaa B — E — D — C' — B hurokra az
—I3-Ry3+ Iy - Ro+ I -Ry—Up+1Io-R5; =0

egyenlethez jutunk.
d) Az adatokat behelyettesitve a megoldand6 egyenletrendszer
—h+ Lb+I3= 0
81 +13=0

1115 — I3 = 20
A fenti linedris egyenletrendszer alapmaétrixa
-1 1 1
0 1 -1 |,
8§ 0 1

kibdvitett matrixa

-1 1 1 0
0 11 -1 |20
8§ 0 1 0

e) A fenti linedris egyenlerendszer megolddsdhoz elsd 1épésben az elsd sor 8-
szorosédt hozzdadjuk a harmadik sorhoz, médsodik 1épésben a mdsodik sor
8-szorosat hozzdadjuk a harmadik sor —11-szereséhez:

-1 1 1 0 -1 1 1 0
0 11 -1 120 | — 0 11 -1 20
0o 8 9 0 0 0 -107 | 160

Gauss elimindci6 utdn kapott métrix rangja a nem csupa nulla sorok szdma.
Igy az alapmatrix rangja 3, a kib&vitett matrix rangja 3. Mivel az alapmatrix

s

és a kibdvitett matrix rangja megegyezik, ezért az egyenletrendszer megold-
hat6. Az alapmatrix rangja megegyezik az ismeretlenek szamaval, igy az
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egyenletrendszer hatdrozott, azaz egyértelmi a megoldésa.
Az utolsé matrixbdl felirva az egyenletrendszert

—hL+Ib+1I3=0
11l — I3 = 20
—10713 = 160.
adddik. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy Is ~ —1,5[A]. Ezt vissza-
helyettesitve a médsodik egyenletbe I ~ 1,68 [A] adédik. Az elsd egyen-
letbe Io-t és I3-at behelyettesitve megkapjuk, hogy I; ~ 0, 18 [A].

f) Az I3 dramer8sség értéke negativ, igy a hozza tartozé valédi dramirdny el-
lentétes a feltételezettel.

8.4. Feladat. Az alabbi egyendramu hal6zatban ismert az ellendllasok érté-
ke, tovabba az dramforrds belsd fesziiltsége €s ellendllasa. Harom hurokban
rogzitettiik a pozitiv koriiljarasi irdnyt, az egyes dgakban pedig a feltételezett
dramiranyt.

A
Adatok:
Up, =20[V]; Uy, =10[V]; Ry =2[Q]; Ry =3[Q];
R1:2[Q]7 R2:4[Q], R3:4[Q], R4:3[Q]
a) Irjuk fel Kirchhoff elsG torvényét a D, E és F' csomépontokra!
b) Irjuk fel Kirchhoff masodik torvényét az A — B — E — F — A hurokra!

¢) Irjuk fel Kirchhoff masodik torvényéta B — C' — D — FE — B hurokra!
d) Irjuk fel Kirchhoff masodik térvényéta D — H — G — F — E — D hurokra!
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e) Irjuk fel a linedris egyenletrendszer kibvitett matrixat!

f) Gauss-eliminicié alkalmazasaval hatdrozzuk meg az ismeretlen dramerds-
ségek értékét!

g) Adjuk meg a technikai dramirdnyokat!

Megoldas:

a) Kirchhoff elsd torvényét felirva a D, E és F' csomépontokra az alabbi e-
gyenleteket kapjuk:

-1 —1I3—1I;=0
I+ I3+ 1, =0
I — I, +1Is=0.

b) Kirchhoff masodik térvényét alkalmazvaaz A — B — F — F' — A hurokra
azt kapjuk, hogy

—Iy-Ri+14,-Rg3—Ig-Ry =0

¢) Kirchhoff masodik torvényét felirvaa B — C' — D — E — B hurokra az
Is-Ro— 1y -R3—I5- Rpo +Upa =0

egyenlethez jutunk.

d) Kirchhoff mésodik torvényét felirvaa D — E — F' — G — H — D hurokra
az alabbi egyenletet kapjuk:

I Ry +1Ir- Ry —I3- Ro + Uy = 0.

e) Az adatokat behelyettesitve a megoldandé egyenletrendszer

— 215 + 414 3= 0

415 — 41, — 315 =—-10

211 + 21, — 413 =—-20

I — I3 — I5 = 0
I+ I3 + 14 =

L — I + I = 0
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A fenti linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa

1 -1 0 0 0 1 0
0o 1 1 10 0 0
-1 0 -1 0 -1 O 0
0 -2 0 4 0 =3 0
0O 0 4 -4 -3 0] -10
2 2 -4 0 0 0] -20

A fenti linedris egyenletrendszer megoldasahoz els6 1épésben az elsd sort
hozzaadjuk a harmadik sorhoz, illetve az els6 sor —2-szeresét hozzdadjuk a

hatodik sorhoz:

1 -1 0 0 0 1 0
0 1 1 1 0 O 0
0O -1 -1 0 -1 1 0
0o -2 0 4 0 -3 0
0o 0 4 -4 -3 0] -10
0o 4 -4 0 0 -2 | =20

Misodik 1épésben a mdsodik sort hozzdadjuk a harmadik sorhoz, a ma-
sodik sor 2-szeresét hozzdadjuk a negyedik sorhoz, illetve a mésodik sor

—4-szeresét hozzdadjuk a hatodik sorhoz:

1 -1 0 0 0 1 0
0 1 1 1 0 0 0
0O 0 0 1 -1 1 0
0o 0 2 6 0 =3 0
0O 0 4 -4 -3 0| -10
0O 0 -8 -4 0 -2 | -20

A kapott métrix harmadik és negyedik sordt megcseréljiik, majd az dj har-
madik sor —2-szeresét hozzdadjuk az 6tédik sorhoz és az 4j harmadik sor
4-szeresét hozzaadjuk a hatodik sorhoz:

1 -1 0 0 0 1 0
0 11 1 0 0 0
0 0 2 6 0 -3 0
0 00 1 -1 1 0
0 0 0 —-16 -3 6 | —10
0O 00 20 0 —14 | —-20
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A negyedik sor 16-szorosét hozzdadjuk az 6tédik sorhoz és a negyedik sor
—20-szorosét hozzdadjuk a hatodik sorhoz:

1 =100 0 1 0
0 111 0 0 0
0 0 2 6 0 -3 0
0 001 -1 1 0
0O 000 =19 22| -10
0 000 20 —-34 | —-20

Végezetiil az 6todik sor 20-szorosat adjuk hozza a hatodik sor 19-szereséhez.
Ekkor az aldbbi ,,lépcsés” matrixhoz jutunk:

1 -1 0 0 0 1 0
0 1 11 0 0 0
0 0 2 6 0 -3 0
0 001 -1 1 0
0 00 0 -19 22 —10
0 0 00 0 —206 | —580

pays

A kapott alapmatrix rangja 6, a kibOvitett matrix rangja szintén 6. Mivel
az alapmatrix és a kib@vitett matrix rangja megegyezik, ezért az egyenlet-
rendszer megoldhat6. Az alapmatrix rangja megegyezik az ismeretlenek
szamaval, igy az egyenletrendszer hatdrozott, azaz egyértelmi{i a megoldasa.
Az utolsé matrixbdl felirva az egyenletrendszert azt kapjuk, hogy

L — 1 + I = 0
Iy + I3+ 1y = 0
213+ 614 — 3l = 0

Iy —Is+ Ig = 0

—1915 + 2215 = 10

—2061g = —580.

Az utolsé egyenletbol
580

Ie = —~282[A
6™ 206 ,82[A]

adédik. Ezt visszahelyettesitve az 6todik egyenletbe azt kapjuk, hogy
—19I5 +22-2,82 =10 = I5 =~ 3,79 [A].
A negyedik egyenletbe behelyettesitve az I5 és I¢ értékeit
14 —3,79+2,82=0 = I, ~ 0,97 [A]
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adédik, a harmadik egyenletbdl a mar megkapott értékek behelyettesitése
utdn
2I34+6-0,97-3-2,82 =0 = I3 ~ 1,32 [A]
adddik. A mdsodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy Io ~ —2,29 [A], mig az
elsd egyenletbdl Iy =~ —5,11 [A] ad6dik.
g) Az I és I, aramerdsségek értéke negativ, igy a hozzdjuk tartozé technikai
aramirdnyok ellentétesek a feltételezettel.

Megjegyezziik, hogy nagy elemszdmu matrixok esetében a hosszadalmas szé-
moldsokat érdemes matematikai szoftver (példaul maple, excel, matlab, geoge-
bra, scilab) segitségével végezni.
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9. Kémiai reakcidegyenletek

9.1. Feladat. A kalcium-klorid és nitrium-foszfat reakcigjat az alabbi kémiai
egyenlet irja le:

a-CaCla+b-NagPOy — c¢-Ca3z(POy)s+d- NaCl.

Hatdrozzuk meg az egyenletben szerepl$ ismeretlen egyiitthatok értékét ugy,
hogy azok mindegyike a lehet6 legkisebb pozitiv egész szam legyen, majd irjuk
fel a helyes reakci6 egyenletet!

Megoldas:

Az egyensiilyi feltételeknek megfeleld linedris egyenletrendszer:

a=3c
20 =d
3b=d
b=2c
4b = 8¢

Azonnal lathat6, hogy az utolsé egyenlet kdvetkezmény egyenlete az utolsé
elottinek, igy az elhagyhaté az egyenletrendszer egyenletei koziil. A fenti
egyenletrendszer kibSvitett matrixa:

10 -3 010
20 0 -110
03 0 -11]0
01 -2 010

Az els6 sor —2-szeresét adjuk hozza a masodik sorhoz, majd cseréljiikk meg a
madsodik és negyedik sort:

10 -3 010 10 -3 010
00 6 —-11]0 N 01 -2 0160
03 0 —-11]0 03 0 —-11]0
01 -2 010 00 6 —-11]0
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A masodik sor —3-szorosat adjuk hozzd a harmadik sorhoz, majd a harmadik
sor —1-szeresét adjuk hozz4 a negyedik sorhoz:

10 -3 010 10 -3 0]0
01 =2 00 01 =2 010
00 6 —-1/0|7foo 6 -11]0
00 6 —1|0 00 0 00

Az alapmatrix és kibOvitett matrix rangja is 3, igy az egyenletrendszer megold-
hat6. Az alapmaétrix rangja 1-gyel kevesebb, mint az ismeretlenek szdma, igy
az egyeletrendszer hatdrozatlan, azaz végtelen sok megolddsa van. A fenti
matrixbdl felirva a Gauss-elimindcié utdn kapott egyenleteket az alabbi egyen-
letrendszert kapjuk:

a—3c=0
b—2c=0
6c—d=0.

Legyen ¢ = t, ahol t € R. Ekkor a = 3t, b = 2t, d = 6t. Mivel az egyenlet-
rendszer legkisebb pozitiv egész megoldasat keressiik, ezért az aldbbi megolda-
sokat kapjuk: a = 3, b =2, c = 1, d = 6. A kapott eredményeket felhasznélva
a reakcidegyenlet:

3-CaCly+2-NagPOy — Cag(PO4)2 +6-NaCl.
9.2. Feladat. A hidrogén-peroxid (H202) bomlékony anyag. Vizre (H20) és

oxigénre (O2) bomlik. Keressiik meg azokat a legkisebb x1, xo és x3 poztitiv
egész szdmokat, melyek leirjak a reakcidban résztvevd vegyiiletek mennyiségét:

x1 - HyO9 — x9 - H3O + x5 - Os.

Megoldas:

Felirjuk az egyensiilyi egyenleteket. A hidrogén (H) és oxigén (O) atomok
mennyisége a reakcidegyenlet mindkét oldaldn meg kell, hogy egyezzen, ami
két egyenletet ad:

H: 2x1 =229
O: 2x1 = z9+ 2x3.

Ez alapjan a megoldand¢ linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

2 =2 010
2 -1 =210 )°
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Az els6 sor —1-szeresét adjuk hozza a masodik sorhoz:
2 -2 010
0O 1 -2 1|0 /)

2;(}1 — 2.7}2 =0

Ekkor a

To — 223 =0

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa
van (hiszen az alapmatrix rangja 2, az ismeretlenek szdma pedig 3), igy példaul
x3-t tetszOleges paraméternek vélasztjuk. Ha z3 = ¢, ahol ¢ € R, akkor a
masodik egyenletbdl x5 = 2t adédik. Ezt az els egyenletbe behelyettesitve
azt kapjuk, hogy 2z; — 4t = 0, azaz 1 = 2¢t. Mivel a legkisebb pozitiv
egész megoldast keressiik, (amit ¢ = 1 esetén kapunk meg), ezért a keresett
ismeretlenek 1 = 2, xo = 2 és z3 = 1. Ennek megfelelGen a helyes kémiai
egyenlet:

2H202—)2H20+02
9.3. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi kémiai reakcidegyenletben az ismeret-

len egyiitthatok értékét tigy, hogy azok a lehetd legkisebb pozitiv egész szamok
legyenek:

x1 - C3Hg + x5 - Oy — x3- CO9 + x4 - H2O.

Megoldas:
Felirjuk az egyensilyi egyenleteket. A szén (C'), a hidrogén (H ) és oxigén (O)

atomok szama a reakcié egyenlet mindkét oldalan meg kell, hogy egyezzen,
ami harom egyenletet ad:

C: 3r1= x3

H: 8x1 =2x4

O: 229 =23 + 24.

Ez alapjan a megoldandé linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

30 -1 010
8 0 0 =210
02 -2 —-11]0



9. KEMIAI REAKCIOEGYENLETEK 107

A masodik sort szorozzuk 3-mal:

30 -1 010 30 -1 010
8§ 0 0 -2|0]—-24 0 0 —-610
02 -2 —-110 0 2 -2 -110

Az els6 sor —8-szorosat hozzdadjuk a masodik sorhoz, végiil megcseréljiik a
mdsodik és harmadik sort:

30 -1 010 30 -1 010
o0 8 6|0]—-102 -2 -110
02 -2 —-11]0 00 8 —-610

Ekkor a
31’1 — I3 = 0
29 —2x3 — x4 =0
8.7:3 — 6$4 =0
egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa
van (hiszen az alapmatrix rangja 3, az ismeretlenek szdma pedig 4), igy példaul
x4-et tetsz6leges paraméternek vélasztjuk. Ha x4 = ¢, ahol ¢ € R, akkor a har-
madik egyenletb6l x5 = %t adodik. Ezt a masodik egyenletbe behelyettesitve
azt kapjuk, hogy

3 5
Az elsé egyenletbdl

3 1
3$1—Zt:0 = l’lzzt
Mivel a legkisebb pozitiv egész megoldast keressiik, (amit ¢ = 4 esetén kapunk
meg), ezért a keresett ismeretlenek 1 = 1, xo = 5, z3 = 3 és x4 = 4. Ennek

megfelelen a helyes kémiai egyenlet:
C3Hg+5-09 —3-CO9+4-H0.
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10. Linearis egyenletrendszerek tovabbi alkalmazasai

10.1. Feladat. Egy l6versenyen harom l6ra fogadnak. Ha az els6 nyer, akkor a
ré tett Osszeg kétszeresét; ha a masodik nyer, az arra tett 6sszeg négyszeresét;
ha a harmadik nyer, az arra tett 6sszeg nyolcszorosét kapjadk. Mekkora 6sszeget
kell tenni egy-egy 16ra ahhoz, hogy barmelyik fusson be elsének, 100 dollar
nyeresége legyen a fogadénak?

Megoldas:

Legyen az egyes lovakra tett 0sszeg rendre x,y,z Ft. Ha az els6 fut be, a
nyeremény 2z, a veszteség x + y + z; ha a masodik fut be, akkor a nyeremény
4y, a veszteség x + y + z; ha a harmadik fut be, akkor a nyeremény 8z, a
veszteség = + y + z. Igy a megoldand linedris egyenletrendszer

20 —x —y— 2 =100
dy—z—y—2z=100
8z —x —y—z =100,
amibdl az ismeretlenek 0sszevondsa utan az
r— y— z=100
—x+3y— z=100
—r— y+ 7z=100

egyenletrendszerhez jutunk, amit Gauss-eliminaciéval oldjuk meg. Els6 1épés-
ben a linedris egyenletrendszer kibovitett matrixdnak els6 sorat adjuk hozza a
masodik és a harmadik sorhoz:

1 -1 -1 | 100 1 -1 -1 | 100
-1 3 —1 | 100 -1 0 2 =2 1200
-1 -1 7 | 100 0 -2 6 | 200

Misodik 1épésben a mésodik sort adjuk hozza a harmadik sorhoz:

1 -1 -1 | 100 1 -1 -1 | 100
0O 2 -21]20 |J—=10 2 =21]200
0 -2 6 | 200 0 0 4 |400
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A Gauss-eliminéci6 elvégzése utan az

r— y— z=100
2y — 2z = 200
4z = 400

egyenletrendszerhez jutunk. Az utols6 egyenletbdl z = 100, a masodik egyen-
letbdl y = 200, az elsd egyenletb6l x = 400 adédik. Tehat az elsé 16ra 400
dollart, a masodikra 200 dollart, a harmadikra 100 dollart kell tenniink.

10.2. Feladat. Egy gépkocsi a vizszintes titon 80 [52], az emelked6n 56 [X2],

a lejtén 120 [kTm] sebességgel halad. A 320 [km] hosszi utat oda 4 6ra, vissza
4,25 é6ra alatt teszi meg. Milyen hossziak az egyes utszakaszok?

Megoldas:

Jelolje V' a vizszintes utszakaszt, E az emelkeddt, L a lejtét. Tablazatba fog-
lalva felirjuk a szovegnek megfelel6 matematikai modellt. Az elsé tablazat az
odafelé, a masodik tdblazat a visszafelé titnak megfelelé6 modellt tartalmazza.
Az id6t a jol ismert v = {2 képletbdl kifejezve kapjuk meg At = 25 Az

v
odafel€é ut esetén:

v As At

xr

L(V) | 80 =
V) x 20

y

ILE) | 56 A
(E) Yy 56

IL(L) | 120 :
o y4 —

120

A visszafelé ut esetén:

v As At

xr

L(V) | 80 =
% x 20

z

ILE) | 56 =
® | 56

mw 120 y |-
120
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A megoldandé linedris egyenletrendszer:
r+y+2z=320

x Y z
2y gL 2y
80+56+120

T Y z

— 4+ — + — =4,25.

80 + 120 + 56
A masodik és harmadik egyenlet mindkét oldalat szorozzuk 1 680-nal, majd
az egyenletrendszert Gauss-eliminaciéval oldjuk meg. Els6 1épésben a linedris
egyenletrendszer kibdvitett matrixa elsé soranak —21-szeresét adjuk hozza a
masodik sorhoz és a harmadik sorhoz:

1 1 1 320 1 1 1 | 320
21 30 14 {6720 | - | O 9 -7 0
21 14 30 | 7140 0 -7 9| 420

Maisodik Iépésben a masodik sor 7-szeresét adjuk hozz4 a harmadik sorhoz:

1 1 1 320 11 1 320
0 9 -7 O =109 -7 0
0 —63 81 | 3780 0 0 32 |3780

Az utolsé egyenletbdl z = 118, 125 adddik, a masodik egyenletbdl azt kapjuk,
hogy y = 91, 875, végiil az els6 egyenletbdl x = 110. A vizszintes utszakasz
110 [km], az emelkedd rész 91, 875 [km], a lejtds rész 118, 875 [km].

10.3. Feladat. Mekkordk annak a négyszognek az oldalai, amelyben hidrom-
harom oldal 6sszege rendre 22, 24, 27 és 20 egység.
Megoldas:

Jeloljiik a négyszog oldalait a, b, ¢, d-vel. Ekkor a megoldandé egyenletrend-
szer

a+b+c=22
b+c+d=24
a+b+d=27
a+c+d=20.

Felirjuk a linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixat, majd az egyenletrend-
szert Gauss-elimindciéval oldjuk meg. Els6 1épésben az elsd sor —1-szeresét
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hozz4adjuk a harmadik sorhoz és a negyedik sorhoz:

1 11 0|22 1 1 10 22
01 11|24 0 1 1 1 24
110127710 0 -11] 5
1 01 1120 0 -1 01| -2
Maisodik 1épésben a masodik sort hozzdadjuk a negyedik sorhoz:
1 1 10 22 11 1 0| 22
0 1 11 24 . 01 1 1124
0 0 -1 1 5 00 -1 1 5
0 -1 01| -2 0 0 1 2|22
Kovetkezé 1épésben a harmadik sort hozzdadjuk a negyedik sorhoz:
1 1 1 0 | 22 1 1 1 0| 22
01 1 1|24 N 01 1 11|24
00 -1 1 5 00 —-1 1 5
00 1 2 |22 0 0 0 3 |27

Az utols6 matrixbdl az

at+b+c+ d=22

b+c+ d=24
—c+ d=5
3d =27

linedris egyenletrendszerhez jutunk. Az utols6 egyenletbdl d = 9 adédik, amit
visszehelyettesitve a harmadik egyenletbe azt kapjuk, hogy ¢ = 4. A masodik
egyenletb6l y = 11, végiil az elsd egyenletbdl x = 7 adddik. A négyszog
oldalai tehdt 4 [cm], 7 [cm], 9 [cm] és 11 [cm].

10.4. Feladat. Mekkordk annak a haromszdgnek az oldalai, amelyben két-két
oldal 6sszege rendre 26, 32 és 34 cm.

Megoldas:

Jeloljiik a haromszog oldalait a, b, c-vel. Ekkor a megoldandé linearis egyen-
letrendszer:

a+b=26
a+c=32
b+ c = 34.
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Felirjuk a linedris egyenletrendszer kibdvitett métrixdt, majd Gauss-eliminéci-
6val megoldjuk az egyenletrendszert. Els6 1épésben a kibdvitett matrix az elsé
sordnak —1-szeresét adjuk hozz4 a masodik sorhoz:

1 1 026 1 1 0126
1 0 1132 -1 0 -1 1 6
01 1|34 0 1 1] 34

1 1 0|26 1 1 0|26
0 -1 1 6 |- 0 -1 1 6
0 1 1] 34 0 0 2|40

Az utolso egyenletbdl azt kapjuk, hogy ¢ = 20, a masodik egyenletbdl b = 14,
az els6bdl a = 12. A haromszog oldalai tehdt 12 [cm], 14 [cm] és 20 [cm].

10.5. Feladat. Egy medencébe harom csapon folyhat viz. Az els6 és a masodik
csapon egyiitt 1,2 6ra alatt tudjuk megtolteni a medencét, a masodik és a har-
madik csapon egyiitt 2 6ra alatt, az elsd és a harmadik csapon egyiitt 1 6ra 30
perc alatt. Mennyi id6 alatt tolti meg a medencét egy-egy csap kiilén? Mennyi
id6 alatt telik meg a medence, ha egyszerre mind a hdrom csapot megnyitjak?

Megoldas:

Atvitt értelemben munkdanak tekinthetd a medence megtoltése. A feladat sz6-
vegének megfeleld matematikai modell, melyben felhasznaljuk, hogy a teljesit-

mény az id6egységre esé munkavégzés, azaz P = %:

PIW| t
1
1. =11 T
T
1
2. — |1 Y
Y
1
3.0 - | 1 z
z
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A megoldandé egyenletrendszer:

1+1_ 1
z oy 1,2
1+1_1
y oz 2
1+1_ 1
r z 1,5
Ebbdl az
1 1
—=a, —-=0b -—-=c
x z
helyettesitéssel a
6a + 6b =5
20 +2c=1
a—i—c:g

linedris egyenletrendszerhez jutunk. Felirjuk a lineéris egyenletrendszer ki-
bovitett matrixat, majd az egyenletrendszert Gauss-eliminaciéval oldjuk meg.
Els6 1épésben cseréljitk meg a kibdvitett matrix elsé és harmadik sorat, majd az
Uj els6 sor —6-szorosat adjuk hozz4 az 1ij harmadik sorhoz:

6 6 05 10 1|1
0221 |=(02 21
1012 06 —6 |3

Masodik 1épésben a mésodik sor —3-szorosét adjuk hozza a harmadik sorhoz
és a masodik sort osszuk el 2-vel:

2
10 1|1 10 1 3
02 2|1 )]=l01 1] 3
2
0 6 -6 |3 00 —12 | _,
A kapott matrixbol felirhatjuk az
4 2
a c= =
3
1
b = -
+ c 5

—12¢ = -2
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linedris egyenletrendszert. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy ¢ = %. Ezt
behelyettesitve a masodik egyenletbe b = % adodik. Az elsé egyenletb6l b és ¢
értékeinek behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogya = % A kapott eredményeket
felhasznélva z = 6, y = 3, illetve x = 2 addédik. Tehét az els6 csapon ét 2 dra,
a masodikon 3 6ra, a harmadikon 6 6ra alatt telik meg a medence. A hdrom

csapot egyliitt miikodtetve

ora alatt telik meg a medence.

10.6. Feladat. Egy munkat az A és B csapat egyiitt 9 nap alatt, az A és C
egyiitt 12 nap alatt, a B és C csapat egyiitt 11 nap alatt végezné el. Hiny nap
alatt késziilnek el, ha mindharman egyiitt dolgoznak?

Megoldas:

A feladat szovegének megfelel6 matematikai modell, melyben felhasznaljuk,
hogy a teljesitmény az idéegységre esé munkavégzés, azaz P = %:

P|W t
1
Al—|1 x
T
1
B|-|1 Y
Y
1
cl-1|1 z
z
A megoldand6 egyenletrendszer:
1+1_1
x y 9
1+1_ 1
r oz 12
1+1_ 1
y oz 11

Ha bevezetjiik az
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helyettesitéseket, akkor a

9a+ 9 =1
12a +12c =1
116+ 11lc=1

linedris egyenletrendszerhez jutunk. Felirjuk a linedris egyenletrendszer kibd-
vitett matrixat, majd arra alkalmazzuk a Gauss-elimindciét. Els6 1épésben a
mdsodik sort 3-mal szorozzuk:

9 9 01 9 9 01
12 0 12 | 1 — | 36 0 36 |3
0 11 11 |1 0 11 11 |1

Masodik Iépésben az elsd sor —4-szeresét hozzdadjuk a masodik sorhoz:

9 9 0|1 9 9 0 1
36 0 36 |3 | =0 =36 36 | -1
0 11 11 |1 0 11 11 1

Harmadik Iépésben a harmadik sort szorozzuk 36-tal, majd a masodik sor 11
szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

9 9 0 1 9 9 0 1
0 =36 36 | -1 -1 0 =36 36 | —1
0 396 396 | 36 0 0 792 | 25

A kapott métrixbdl a

9a + 9b =1
—36b+ 36c=-—1
792¢ = 25

egyenletrendszerhez jutunk. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy

25
2=2 = —.
79 5 = c 792

A masodik egyenletbdl

25 1

mig az els6 egyenletbdl

1
9a+9  —=1 =
a+9 7
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adodik. Felhaszndlva a kapott eredményeket azt kapjuk, hogy a hdrom csap
egylutt
1

~

+1 a+b+c”

RB|=
QL[| =

+

nap alatt végzi el a munkat.

10.7. Feladat. Harom szdm 6sszege 100. Ha az els6 szdmot elosztjuk a ma-
sodikkal, a hdnyados 5, a maradék 1 lesz. Ha a harmadik szdmot osztjuk az
elsével, ugyanaz a hinyados is, és a maradék is, mint az el6bb. Adjuk meg a
harom szamot!

Megoldas:

Jeloljiik az elsd szdmot z-el, a mdsodikat y-nal, a harmadikat z-vel. Ekkor a
szovegnek megfeleld egyenletrendszer:

amelyet atirhatunk az

z+y+2=100

z—5y = 1

—dx +z= 1
linedris egyenletrendszerré. Felirjuk az egyenletrendszer kibGvitett matrixat,
majd alkalmazzuk a Gauss-eliminéciét. Els6 1épésben az els6 sor —1-szeresét

hozzaadjuk a mésodik sorhoz és az elsd sor 5-szordsét hozzaadjuk a harmadik
sorhoz:

1 1 1 | 100 1 1 1 100
1 =5 0 1 -1 0 -6 -1 | —-99
-5 01 1 0 5 6| 501

Maisodik lépésben a harmadik sort szorozzuk 6-tal, majd a masodik sor 5-
sz0rosét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 1 1 100 1 1 1 100
0 -6 -1 -99 -1 0 -6 -1 -99
0 30 36 | 3006 0 0 31 | 2511
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A kapott métrixbdl az aldbbi linedris egyenletrendszert kapjuk:
x4+ y+ 2z=100
—6y— z=-99
31z = 2511.

Az utols6 egyenletbdl kapjuk, hogy z = 81. Ezt visszahelyettesitve a masodik
egyenletbe y = 3 adddik. Az els egyenletbdl azt kapjuk, hogy = = 16.

10.8. Feladat. Egy 100 [m] hosszd korpélydn két test kering. Egy irdnyba
haladva 20 méasodpercenként, ellenkezd irdnyba haladva 4 masodpercenként
taldlkoznak. Mekkora a testek sebessége?

Megoldas:

Legyen a két test sebessége vy és vy. Feltehet, hogy v1 > ve. Azonos irdnyba
haladva, az elsé taldlkozasig az utkiilonbség a palya hossza;
ellenkez6 irdnyba haladva, egy taldlkozastdl a kovetkezdig az utak Osszege a
palya hossza. Tehat a megoldandé linearis egyenletrendszer:

20v1 — 20wy = 100
4v1 + 4vo = 100.

Az egyenletrendszert Cramer-szabdllyal oldjuk meg. Az alapmatrix determi-
ndnsa:

20 -20
D—‘ 4 4'—80—1—80—160.
Tovébba
100 —20
Dl_‘ 100 1 ‘—400+2000—2400
és
20 100
Dy = ’ 4 100 | = 2000 — 400 = 1600.
A kapott eredményeket felhaszndlva azt kapjuk, hogy
Dy 2400 m
w="7 =50 ~ B3]
Dy 1600 m
2=p =760 O Ls

Azt kaptuk tehdt, hogy a testek sebessége:

v1 =10 [%] vy = 15 [E]
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10.9. Feladat. Az alabbi szerkezet AD gerenddja a B, illetve C' pontoknal
rogzitett kotelek segitségével egy m = 960 [kg] tomegi terhet tart. A teher
sulyét a sdilypontjdhoz kotott

G=m-g=960-10= 9600 [N] = 9,6 [kN]

nagysagu erdként vessziik figyelembe, amely az alkalmasan megvdlasztott ko-
ordindta-rendszerben G = (0;0; —9, 6) [kN] erGvektor lesz. A teher silya mel-
lett a gerenda silya elhanyagolhatd, igy a gerendét egy stlytalan riddal model-
lezhetjiik. A feladat egyszersitett dbrdjat elkészitjiik, ahol a berajzolt egyenes
szakaszok egyben az ébredd belsd er6k. Az adott koordinita-rendszerben a
vonatkozé pontok helye

A =(0;0;0), B=(—1;0;4),C = (3;0;4) és D = (0;0;6).

N

Tegyiik fel, hogy a szerkezet tartés nyugalomban van. Hatdrozzuk meg az is-
meretlen kotélerket!

Megoldas:
Az adott koordindtarendszerben a pontok helye
ra=(0;0;0), rp=(=10:4), rc=(3;0;4), rp=(0;6;0).
A tartés egyensuly feltétele, hogy a testre hat6 erék ereddje zérus legyen. Az
ismeretlen kotélerSket F;-vel jelolve (i = 1,2, 3), az egyenstily feltételére az
Fi+FB+F;+G=0
egyenlet adédik. A megolddst a tovdbbiakban az
Fi=X\-a;
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alakban keressiik, ahol a; az er§ iranyat kijelold iranyvektor, A; pedig a vonat-
koz6 skaldrszorzé lesz. Ennek megfelelGen

ar = AD = (0;6;0), as = BD = (1,6;-4), az=CD = (—3;6;—4).
Tehét a megoldando linedris egyenletrendszer
Al-ap+ Ay -ag+ A3-a3 = —G.

Behelyettesitve a megfeleld adatokat az

A —3A3=0
6A1 + 6o +6A3 =10
—4Xy —4)X3 =9,6.

egyenletrendszerhez jutunk. Felirjuk a linedris egyenletrendszer kibdvitett mat-
rixat, majd Gauss-eliminaciéval megoldjuk az egyenletrendszert. Els6 1épésben
megcseréljiik az els6 és masodik sort, majd az 1j elsd sort osztjuk 6-tal, a har-
madik sort osztjuk —4-gyel:

0 1 =3 0 11 1 0
6 6 6 0O ]—-101 -3 0
0 -4 —4 9,6 01 1]-24
Végiil a misodik sor —1-szeresét hozzdadjuk a harmadikhoz:
11 1 0
0 1 -3 0

00 4/|-24

Az egyenletrendszer megolddsa A3 = —0,6, Ay = —1,8, A\ = 2,4. Ezek
ismeretében

Fy = X1 -a1 = (0514, 4;0) [kN]
Fo=Xs-as = (—1,8,-10,8;7,2) [kN]
F3=X3-a3=(1,8;-3,6;2,4) [kN].
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11. Formula matrix, sztochiometriai matrix

------

HyCO3 = HCO; +H+
HCO; = CO3 + H*.

~~~~~~

relativ koncentracio

0 2 4 6 748 10 12 14

a) Irjuk fel a formula métrixot!

b) Adjuk meg a formula matrix rangjat!

¢) Adjuk meg a sztdchiometriai métrixot!

d) Adjuk meg a sztochiometriai matrix rangjat!

e) Adjuk meg a linedrisan fiiggetlen reakciok szamat!

Megoldas:

a) A formula matrixot ugy allitjuk el8, hogy a matrix sorai (az utolsé kivéte-
1ével) az egyes kémiai elemeknek felelnek meg, mig a matrix utolsé sora a
toltéseket mutatja. A matrix egyes oszlopai az egyes vegyiileteknek felelnek
meg. A feladatban megadott folyamathoz az alabbi formula matrix irhatd
fol, ahol az els6 sor a H, a masodik a C, a harmadik az O molekuldnak
megfelel6 sor. Az els§ oszlop a HoC'O3, a masodik oszlop a HCOy ', a
harmadik oszlop a H™ és a negyedik oszlop a C O%f vegyliletet jelenti:

| H,CO3; HCO; HY CO;”

H| 2 1 1 0
A=| ¢C 1 1 0 1
o) 3 3 0 3
q 0 ~1 1 -2
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A formula métrix rangjanak meghatdrozdsidhoz els6 1épésben cseréljilk meg
a matrix elsd és masodik sorat:

O W N =
— W =
— O = O
N WO

Az els6 sor —2-szeresét adjuk hozzd a mdasodik sorhoz, az elsd sor —3-
szorosét adjuk hozzd a harmadik sorhoz:

1 10 1
0 -1 1 -2
0 00 O
0 -1 1 -2

A masodik sor —1-szeresét adjuk hozz4 a negyedik sorhoz:

1 10 1
0 -1 1 -2
0 00 O
0 00 O

A matrix rangja: 2.

Ha mar ismerjiik egy folyamatban lejatsz6dé reakcidkat, a koztiik 1€vo li-
nedris kapcsolatot a sztochiometriai métrix segitségével irhatjuk le. Ennek
oszlopai a reakciokhoz, sorai pedig a reakcidkban szerepld vegyiiletekhez
tartoznak. Az i-edik sorban, j-edik oszlopban 4116 szdm a j-edik reakci6 O-
ra rendezett egyenletében az i-edik vegyiilet mennyisége. A sztdchiometriai
matrix tehat jelen esetben:

H,COs | -1 0

| HCOy | 1 -1
B=| w1 1
cos |0 1

Az elsd oszlop a feladatban szerepld elsd, a masodik oszlop a feladatban
szereplé masodik reakcidnak felel meg. Az egyes sorokban a vegyiiletek
rendre: HoCOs, HCOy, HY és CO3™.
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d) A B mitrix els6 sordt adjuk hozz4 a masodik sorhoz és a harmadik sorhoz:

-1 0
0 -1
0 1
0 1
A maésodik sort adjuk hozzd a harmadik sorhoz és a negyedik sorhoz:
-1 0
0 -1
0 O
0 O

A kapott métrix rangja: 2.

e) A linedrisan fiiggetlen reakciok szdma: 2.

11.2. Feladat. Tekintsiik az alabbi reakciésorozatot:
Ho+CO = CO2 + Ho
HO+ H = Hy+0OH
OH +CO = C0Oy+ H.

Irjuk fel a sztochiometriai métrixot, majd adjuk meg annak a rangjat és haté-
rozzuk meg a linedrisan fiiggetlen reakcidk szamét!

Megoldas:

A sztochiometriai matrix:
HO|-1 -1 0
co|-1 0 -1
COsy | 1 0 1
H> 1 1 0
H 0 -1 1
OH | 0 1 -1

A matrix els6 sordnak —1-szeresét adjuk hozz4 a masodik sordhoz. A matrix
els6 sordt adjuk hozza a harmadik sordhoz és a negyedik sordhoz:

-1 -1 0
0 1 -1
0 -1 1
0 0 O
0 -1 1
0 1 -1
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A madsodik sort adjuk hozz4 a harmadik és 6tddik sorhoz, tovdbbd a masodik
sor —1-szeresét adjuk hozz4 az utolsé sorhoz:

-1 -1 0
0 1 -1
0 0 O
0 0 O
0 0 0
0 0 0

A sztochiometriai métrix rangja 2, {gy a linedrisan fiiggetlen reakcidk szdma:
2.

11.3. Feladat. [60] Egy tobb reakciobdl allé folyamatban az alabbi brutté reak-
ciét mérték:
5BrOy + 2H'T = Bry + 3BrO5 + H2O
Ebben a folyamatban az aldbbi elemi reakcidk mehetnek végbe:
BrOy + HBrOy = BrO5 + BrOH
BrO; + H"™ = HBrO,
BTOZ_ + Hy0y = B’I”O3_ + H,0O
2BrOH = Brg + H05.

a) Irjuk fel a folyamatnak megfeleld sztochiometriai matrixot!
b) Hatdrozzuk meg a sztochiometriai matrix rangjat!
c) Adjak meg a linedrisan fiiggetlen reakciok szamat!

d) Melyik elemi reakciénak hdnyszor kell végbemennie a brutté reakciéban?
Megoldas:

a) A B-vel jelolt sztochiometriai matrix:

BrOy |-1 -1 -1 0
H* |0 -1 0 0
Bra |0 0 0 1
s_| BOs |1 0 1 0
HO |0 0 1 0
HBrOy|-1 1 0 0
BrOH |1 0 0 -2
H)Oo | 0 0 -1 1
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b) A brutté reakciénak megfeleld egyiitthatokbdl képzett oszlopvektor jeldljiik
b-vel:

OO O = WK N Ot

A feladatunk az, hogy éllitsuk el8 a b vektort a B matrix oszlopainak line-
aris kombinaciéjaként, ami azt jelenti, hogy hatdrozzuk meg az A - x = b
linearis egyenletrendszer megoldasat. A megoldandé linearis egyenletrend-
szert matrixos alakban is felirjuk dgy, hogy az el&bbi ,,tomorebb” A - x = b
format részletesebben irjuk fol:

-1 -1 -1 0 -5
0 -1 0 0 —2
0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 | | 3
0 0 1 0 zs | T 1

-1 1 0 0 4 0
1 0 0 -2 0
0 0 -1 1 0

A linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixat jeloljiik B|b-vel:

-1 -1 -1 0| -5

0 -1 0 0] -2

0O 0 0 1 1

1 0 1 0 3

Blb= o 0 1 0 1
-1 1 0 0 0

1 0 0 -2 0

0 0 -1 1 0
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Az els6 sort adjuk hozza a negyedik és a hetedik sorhoz, tovdbb4 az elsd sor
—1-szeresét adjuk hozza a hatodik sorhoz:

-1 -1 -1 0| -5
0 -1 0 O0|-=2
0 0 0 1 1
0 -1 0 0] -2
0 0 1 0 1
o 2 1 0 5)
0 -1 -1 -2 | =5
0 0 -1 1 0

A masodik sor —1-szeresét adjuk hozza a negyedik sorhoz és a hetedik
sorhoz:

-1 -1 -1 0| -5
0o -1 0 0] -2
0o 0 0 1 1
0o 0 0 O 0
o 0 1 0 1
o 0 1 0 1
0o 0 -1 -2 | -3
0 0 -1 1 0

A negyedik sort elhagyhatjuk, mert minden eleme zérus, tovdbbd az 6todik

sor is elhagyhatd, mert a megfeleld helyen 1év6 elemeik megegyeznek a
hatodik soréval:

-1 -1 -1 0| -5
0O -1 0 0] -2
o 0 0 1 1
o 0 1 0 1
o 0 -1 -2 | -3
0 0 -1 1 0

Cseréljiik meg a harmadik és a negyedik sort:
-1 -1 -1 0| -5

0 -1 0 0] -2
0 0 1 0 1

0 0 0 1 1
0 0 -1 -2 | =3
0 0 -1 1 0




126

A harmadik sort adjuk hozza az 6todik sorhoz és a hatodik sorhoz:

-1 -1 -1 0] -5
0 -1 0 0| -2

0 0 1 0 1
0 0 0 1 1
0 0 0 -2 | -2
0 0 0 1 1

Az utolsé sort elhagyjuk, mert megegyezik a negyedik sorral:

-1 -1 -1 0| =5
0 -1 0 0] -2
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1
0O 0 0 -2 | =2

A negyedik sor 2-szeresét hozzdadjuk az 6todik sorhoz:

-1 -1 -1 0| =5
0 -1 0 0| -2

0 0 1 0 1
0 0 01 1
0 0 00 0

A kapott matrix utolsé sora elhagyhatd, igy Gauss-elimindcio utdn az aldbbi
matrix adédik:

-1 -1 -1 0| =5
0 -1 0 0] -2
0 0 10 1
0 0 01 1

Lathat6, hogy a sztochiometriai matrix rangja 4.

¢) Mivel a sztochiometriai matrix rangja 4, igy a linedrisan fiiggetlen reakcidk
szdma: 4.

d) Az eldbbi egyenletrendszer egyértelmtien megoldhaté. Az utolsé sornak
megfelel6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy x4 = 1, a harmadik sornak megfe-
lels egyenletbdl x5 = 1 ad6dik. A mdasodik sornak megfeleld egyenletbdl
xo = 2. A kapott értékeket behelyettesitve az elsd sornak megfeleld

*561*1/‘2*.%3:*5
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egyenletbe azt kapjuk, hogy
—x1—2—-1=-5 = T = 2.
A sztochiometriai matrix oszlopait jelolje: a1, ao, as és a4. Ekkor azt

kapjuk, hogy
b= 2a1 + 2a2 + a3 + aq,

ami azt jelenti, hogy az elsé és masodik reakci6 kétszer, a harmadik és ne-
gyedik reakci6 egyszer megy végbe a brutto reakcié sorén.
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12. Parcialis tortekre bontas

12.1. Feladat. Bontsuk fel parcidlis tortek 6sszegére a
2z + 3
224+ 5x+6
algebrai tortet!
Megoldas:
Els6 1épésben szorzattd alakitjuk a nevez6t. Ehhez megkeressiik az
2’ +52+6=0
egyenlet megoldasat:
—5+v25-24 —5+1
2 2
azaz r1 = —2, illetve xo = —3. Ezt felhaszndlva a gyoktényezGs alak:

224+ 5x+6=(x+2) (z+3).

T12 =

A keresett kifejezést
2z 43 A B
22 +55+6 42 +:U+3
alakban keressiik. Az elébbi egyenlet mindkét oldalat szorozzuk a k6zos neve-
zbvel:

20 +3=A-(x+3)+B-(xr+2).
Felbontva a zar6jeleket
204+3=Ax+3A+ Bz + 2B
adodik. A tagokat csoportositsuk fokszdm szerint csokkend sorrendbe:
2e+3=(A+B)-z+3A+2B.
A megfelel6 fokszamu tagok egyiitthatdit 6sszehasonlitva az
A+ B=2
3A+2B=3

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszert Cramer-szabdllyal oldjuk
meg. Az alapmatrix determindnsa:

11

D=3

‘:2—3:—1.
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Tovébba

21

Dl—)3 2‘—4—3—1
és
1 2
Dy = 3 3 |= 3—6=-3.

A kapott eredményeket felhaszndlva azt kapjuk, hogy

D, 1

D -1 ’

Dy -3

B=—=—=3.

D -1

Azt kaptuk tehat, hogy a keresett felbontas:
202+ 3 -1 3

22 +50+6 142 +x+3'
12.2. Feladat. Bontsuk fel parcidlis tortek 6sszegére a
3z +1
22+ T + 12
algebrai tortet!
Megoldas:
Elsé 1épésben szorzattd alakitjuk a nevez6t. Ehhez megkeressiik az
2? + Tz +12=0
egyenlet megoldasat:
—7+/49-248 -7+1
2 T2
azaz x1 = —3, illetve x5 = —4. Ezt felhaszndlva a gyoktényezss alak:

22452 +6=(x+3) (x+4).

T12 =

A keresett kifejezést
3r+1 A B
2+ Tr+12 x+3+x—|—4
alakban keressiik. Az el6bbi egyenlet mindkét oldalét szorozzuk a k6zos neve-
zbvel:

3r+1=A-(x+4)+B-(x+3).
Felbontva a zar6jeleket
3r+1=Ax+4A+ Bx+ 3B
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adodik. A tagokat csoportositsuk fokszdm szerint csokkend sorrendbe:
3r+1=(A+B)-z+4A+3B.
A megfeleld fokszamu tagok egyiitthatdit 6sszehasonlitva az
A+ B=3
4A+3B =1

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszert Cramer-szabdllyal oldjuk
meg. Az alapmétrix determinénsa:

11
D = 43 ‘_3—4_—1.
Tovabba
3 1
Dl' 1 3 ‘9—18
és
1 3
Dy = 41 =5—-12=—11.
A kapott eredményeket felhaszndlva azt kapjuk, hogy
Dy 8
D -1 ’
Dy 11
B=—=—=11.
D -1
Azt kaptuk tehat, hogy a keresett felbontds:

3z +1 -8 . 11
24+ Tr+12 243 z+4
12.3. Feladat. Bontsuk fel parcidlis tortek osszegére a

3z -7
(x —4)?
algebrai tortet!
Megoldas:
A keresett kifejezést
3z —7 A B

(x—4)2 s—a (x —4)?
alakban keressiik. Az elébbi egyenlet mindkét oldalat szorozzuk a k6zos neve-

zbvel:
3xr—7=A-(x—4)+ B.
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A zér6jel felbontdsa utdn azt kapjuk, hogy
3r —7=Ax —4A+ B.
A megfelel fokszami tagok 0sszehasonlitdsa utdn az

A = 3
—4A+B=-7
egyenletrendszerhez jutunk. A masodik egyenletbe behelyettesitve az A értékét
azt kapjuk, hogy B = 5. A keresett felbontas tehét:

Be-7 _ 3 . 5
(x—4)2 x—-4 (z—4)%

12.4. Feladat. Bontsuk fel parcidlis tortek 0sszegére a
dr +7
22 — 6z +9
algebrai tortet!

Megoldas:

A nevez6 teljes négyzet, igy 4talakithaté az (z — 3)? kifejezéssé. A keresett
tortet

de+7 A . B

(r—3)2 -3 (z—3)2
alakban keressiik. Az elébbi egyenlet mindkét oldalat szorozzuk a k6z6s neve-
zbvel:

dx+T7=A-(z—-3)+ B.
A zardjel felbontasa utan azt kapjuk, hogy
dox +7= Ax —3A+ B.
A megfelel6 fokszamu tagok Osszehasonlitdsa utdn az
A =4
—3A+B=7

egyenletrendszerhez jutunk. A masodik egyenletbe behelyettesitve az A értékét
azt kapjuk, hogy B = 19. A keresett felbontds tehat:
4o +7 4 19

@—3? 2-3 @—37%
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12.5. Feladat. Bontsuk fel parcidlis tortek 0sszegére a
z+1
2?2 —4

algebrai tortet!
Megoldas:
Els6 1épésben szorzatta alakitjuk a nevezét:
22 —4=(x-2) (x+2)
A keresett kifejezést
r+1 A B
@—2)- (112 2-2 w42
alakban keressiik. Az elébbi egyenlet mindkét oldalat szorozzuk a k6zos neve-
zbvel:

r+1=A-(x+2)+B-(x—2).
Felbontva a zardjeleket
r+1=Ax+2A+ Bx — 2B
adodik. A tagokat csoportositsuk fokszdm szerint csokkend sorrendbe:
x+1=(A+B) -z+2A-2B.
A megfeleld fokszami tagok egyiitthatdit dsszehasonlitva az
A+ B=1
2A-2B =1

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszert Gauss-eliminéciéval oldjuk
meg. A linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

1 11
2 =211 )

Az els6 sor —2-szeresét adjuk hozza a masodik sorhoz:

1 1 1
0 —4 | -1/

A masodik sornak megfelel6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy B = %, amibdl az

elsé sornak megfelel$ egyenlet szerint A = —% adodik. A keresett felbontds
tehét:
z+1 - i 1 1

24 242 72 dw_8 dzis
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12.6. Feladat. Bontsuk fel parcidlis tortek 0sszegére a

—2x+4
(x —1)2- (22 41)

algebrai tortet!
Megoldas:
A keresett kifejezést
—2x+4 A B Cx+d

@12 (@211) a-1 (@=12 241

alakban keressiik. Az elébbi egyenlet mindkét oldalat szorozzuk a k6z6s neve-
zbvel:

2 +4=A-(x—1)- (22 +1)+B- (22 + 1)+ (Cz+D)-(z— 1)
A nevezetes azonossdg alkalmazdsa és a zardjelek felbontdsa utdn azt kapjuk,
hogy

22 +4=A-(2® -2 +x—1)+ B2® + B+
4+ (Cz + D) - (2 — 2z + 1).
Ismét felbontjuk a zardjeleket:
—2x+4= Az — Az? + Az — A+ B2? + B+
+ Cz® — 2Cx* + Cx + Da* — 2Dz + D.

Rendezziik fokszam szerint csokkend sorrendbe a tagokat:

2x+4=(A+C)-2*+(~A+B—-2C+D)-2°+
+(A4+C—-2D)-2—A+B+D.

A két oldalon a megfeleld fokszamu tagok egyiitthatéinak meg kell egyezni,
igy az
A +C = 0
—-A+B-2C+D= 0
A +C-2D=-2
—-A+B +D= 4
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egyenletrendszerhez jutunk. A linedris egyenletrendszert megoldhatjuk példaul
Gauss-elimindciéval. Az egyenletrendszer kibdvitett métrixa:

10 1 0 0

-1 1 -2 1 0
10 1 -2 | =2
-1 1 0 1 4

Elsé 1épésben az elsé sort adjuk hozza a masodik és negyedik sorhoz, az els6
sor —1-szeresét adjuk hozza a harmadik sorhoz:

10 1 O 0 10 1 O 0
-1 1 -2 1 0 . 01 -1 1 0
10 1 -2 | -2 00 0 —-2]|-2
-1 1 0 1 4 0 1 1 1 4

Misodik 1épésben a mésodik sor —1-szeresét adjuk hozz4 a negyedik sorhoz,
végiil cseréljiik meg a harmadik és a negyedik sort:

10 1 0 0 1 0 1 0 0
01 -1 1 0 4 01 -1 1 0
00 0 -2]|-2 00 2 0 4
00 2 0 4 00 0 -2 | -=-2

Ezen matrixbdl visszairva a linedris egyenletrendszert

A + C = 0
B- C+ D= 0
20 = 4
—2D = -2

adédik. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy D = 1, amit behelyettesitve
a harmadik egyenletbe C' = 2 adédik. A mésodik egyenletbdl B = 1, mig az
els6 egyenletbdl A = —2 kovetkezik. Ezeket visszahelyettesitve megkapjuk a
keresett felbontast:

—2x+4 -2 1 2z +1

(x—1)2-(22+41) x—1+(a:—1)2+af2+1'
12.7. Feladat. Bontsuk fel parcidlis tortek 6sszegére a

10z* — 2823
(=12 (2241) - (x+1)

algebrai tortet!

Megoldas:
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A Kkeresett felbontast

10z* — 2823 A B Cxr+ D E

G 12 (P11 (e+l) -1 (@—12 21 Tat1

alakban keressiik. Az elGbbi tortet szorozzuk a kozos nevezdvel:

100* =282 = A-(x—1)- (2> +1)-(x+ 1)+ B-(2* + 1) - (x + 1)+
+(Cz+D)-(z—1)2 - (z+1)+E-(z—1)% (22 +1).

Elvégezziik a nevezetes azonossdgokat:

102t — 2823 = A - (22 = 1)- (2> + 1)+ B- (2> +1)- (z + 1)+
+(Cz+D)- (x> =22+1)- (z+ 1)+
+E-(2* =20 +1)- (2* +1).

Elvégezziik a kijelolt miiveleteket:

100* —282° = A- (2* ~ 1)+ B- (2® +2* +z + 1)+
+ (Cz* — C2® + Da® — C2® — Da? — Dz + Cx + D)+
+F- (bt =223 + 222 — 224+ 1).

A jobb oldalon fokszam szerinti csokkend sorrendben csoportositjuk a tagokat:

102t — 2823 = (A+C+ E) -2+ (B—C+ D —2E) - 23+
+(B-C~D+2E)-2*>4+(B+C ~D —2E) -+
+(-A+B+D+E).

A megfeleld fokszamu tagok egyiitthatéinak 6sszehasonlitdsabol az aldbbi e-
gyenletrendszerhez jutunk:

A +C + E= 10
B-C+D-2FE=-28
B-C-D+2E= 0
B+C-D-2E= 0

—-A+B +D+ E= 0.
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A linedris egyenletrendszert megoldhatjuk példdul Gauss-elimindciéval. Az
egyenletrendszer kibGvitett métrixa:

10 1 0 1 10
01 -1 1 -2 | -28
01 -1 -1 2 0
01 1 -1 -2 0
-1 1 0 1 1 0

Els6 1épésben az elsd sort adjuk hozza az utolsé sorhoz:

SO OO

Misodik 1épésben a masodik sor —1-szeresét adjuk hozza a a harmadik, ne-

gyedik és 6todik sorhoz:

(ool all

SO oo

A harmadik sor —1-szeresét adjuk hozza az utolsé sorhoz:

SO oo

—_ = = =

OO O

1
-1
-1

1

1

SO = =

0
1
-1
-1
1

0
1

1
—2
2
—2
2

1
-2
0
4
4

10
—28
0

0

10

28
28
38

10
—28
28
28
10
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A negyedik sort adjuk hozz4 az utolsé sorhoz:
10 1 0 1 10

01 -1 1 -2 | —28
00 2 -2 0 28
00 0 -2 4 28
00 0O 0 8 38
Az utolsé kibdvitett méatrixbdl felirva az egyenleteket (az utolsé sorral kezdve)
19
8F = 38 = T
adodik. Az utolsé elétti sor felhaszndldsaval azt kapjuk, hogy
9
—2D +4FE = 28 = —2D 4+ 19 =28 = D:_i'
A harmadik sornak megfelel6 egyenletbdl:
19
2C'—2D =28 = 2049 =28 — C’:?.
A masodik sornak megfelel egyenlet:
19 9 19
B-C+D—-2FE=-28 = B—?—§—?:—28,

9
amibdl azt kapjuk, hogy B = — 5

A Gauss-eliminécié végrehajtdsa utdn kapott matrix elsé sordnak megfeleld
egyenlet:

19 19 17
A+C+E=10 = A+3+Z:10 = A:_Z'
A keresett felbontas tehat:
102* — 2873 _
(@12 @+ (@+1)
17 9 192 -9 19

T e—1) 2 @12 2-@+0) d(@t1)
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13. Matrixok alkalmazasa a koordinatageomatriaban

13.1. Feladat. Irjuk fel az A = (2;1) és a B = (3;5) pontokon éthaladé
egyenes egyenletét!

Megoldas:
Az egyenes egyenlete:
z y 1
det | 1 1 1 =0,
r2 Y2 1

ahol A = (z1;41), B = (x2;y2). Az adatok behelyettesitése utan azt kapjuk,
hogy

z y 1
det| 2 1 1 | =0
3 5 1
A determindnst az elsé sora szerint kifejtve
11 2 1 2 1
s 1‘_y' 3 1|t s 5‘_0

addédik. A megfelel6 determindnsok kiszamoldsa utan azt kapjuk, hogy
z-(1-5)—y-(2-3)+1-(10-3) =0,

igy az egyenes egyenlete:
—drx+y+7=0 = y=4x —T.

13.2. Feladat. [rjuk fel az A = (—3;2) és a B = (4;5) pontokon éthaladé
egyenes egyenletét!

Megoldas:
Az egyenes egyenlete:
z y 1
det | =1 y1 1 | =0,
r2 Y2 1

ahol A = (z1;y1), B = (x2;y2). Az adatok behelyettesitése utan azt kapjuk,
hogy

z y 1
det|] -3 2 1 = 0.
4 5 1
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A determindnst az elsé sora szerint kifejtve

21 -3 1 -3 2
5 1 4 1 4 5

adodik. A megfelel6 determindnsok kiszdmoldsa utdn azt kapjuk, hogy
r-(2-5)—-y-(-3—4)+1-(-15-8) =0,

igy az egyenes egyenlete:

+1- —0

—3r+T7y—23=0 = Ty = 3x + 23.

13.3. Feladat. Hatarozzuk meg az A = (—1;2), B = (4;-3) és C' = (—2;2)
csucsokkal rendelkez6 haromszog teriiletét!

Megoldas:
A hiromszog elgjeles teriilete:
1 1T N 1
T=_--| x2 Y2 1 )
2
r3 ys 1

ahol A = (z1;y1), B = (22;y2) és C' = (x3;y3). A hdromszog teriilete a
kapott determinans értékének abszolutérétéke. Az adatok behelyettesitése utan
azt kapjuk, hogy

1 1 YN 1 -1 2 1
§~ T2 Y2 1 = 4 -3 1
r3 Y3 1 —2 2 1
A determindnst az elsé sora szerint kifejtve
-3 1 4 1 4 =3
R _2"—2 T R 2'

adodik. A megfelel6 determindnsok kiszdmoldsa utdn azt kapjuk, hogy
—1-(-3-2)—2-(44+2)+1-(8—6)=—5,

igy a hdromszog teriilete:

5

5

13.4. Feladat. Az dbran lathaté merev, silytalan test O sarokpontjan timasz-

kodik, amely koriil ellenallasmentesen elfordulhat. A testet () pontjdban egy

F1, P pontjdban egy Fb erd timadja. A test az I}, F5 és az O pontndl timado
kényszerer$ hatdsara nyugalomban van. A P pont koordinatdi nem ismertek.

1
T=—--|-5]=
S 1-5]
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Fi
Z rFy
0
Fa2 P
P
Fo
O / y:
/
Adatok:
—4
F = 6 | [kNJ; Q = (48;8) [m];
2
12
Fy=|( —18 | [kNJ; P = (z;y;2) [m].
—6

a) Az egyensily Z F; = 0 feltételébdl hatdrozzuk meg a csukléndl ébredd Fj
kényszererét! '

b) Adjuk meg az F} er6 O pontra vonatkozé forgatényomatékat!

c) Azegyensuly Z M; = 0 feltételébdl egy linedris egyenletrendszert kapunk.
Hatédrozzuk mezg e%bfil az F» kotélerd lehetséges, P tdmadéspontjainak ko-
ordin4t4it!

d) Adjunk meg harmat a fenti P pontok koziil!

Megoldas:

a) Legyenek az Fy vektor koordinétdi F, F), és F,. Ekkor

ZFi:FO+F1+F2:

7

F, —4 12 0
=| F |+ 6]+ -18]=][o0

F, 2 —6 0
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Elvégezve a vektorok 0sszeaddsat azt kapjuk, hogy

F,+8 0
F,—12 | =1 0
F,—4 0
Ebbdl azt kapjuk, hogy
-8
Fy = 12 | [kN].
4

b) Az I} erd O pontra vonatkozé forgatényomatéka:

i j ok —32
My=rxF=| 4 8 8|=| —40 | [kNm].
—4 6 2 56

¢) Az Fj er6 O pontra vonatkoz6 forgatonyomatéka:

? J k —6y2 + 1822
My=roxFy=|22 Y2 22 |= 62 + 1229 [kNm].
12 —-18 —6 —18x2 — 1292

Az Fy, I és F, er6k O pontra vonatkozé egyiittes forgatonyomatéka:

M = My + M + My =

0 —32 —6y + 182, 0
=0 |+ 40 | +| 6a2+122 | =10
0 56 — 1875 — 12y 0

Elvégezve a vektorok 0sszeaddsat azt kapjuk, hogy

—32 — 6ys + 1825 0
—40 4 69 + 1229 = 0
56 — 18x9 — 1245 0

Mivel két vektor pontosan akkor egyenld, ha valamennyi koordinatajuk pa-
ronként megegyezik, ezért az alabbi linedris egyenletrendszerhez jutunk:
—6y2 + 1820 = 32
629 + 12z = 40
—18z9 — 12y = —56.
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Az egyenletrendszer kibévitett métrixa:

0 -6 18 32
6 0 12 40
—-18 =12 0 | =56

Cseréljiik meg az elsé és masodik sort, majd az els6 sor 3-szorosat adjuk
hozza a harmadik sorhoz:

6 0 12 40 6 0 12 | 40
0 -6 18 32 | =10 -6 18 | 32
-18 =12 0 | —56 0 —12 36 | 64

A 1épcsos alak eléréséhez a mdsodik sor —2-szeresét adjuk hozz4 a harmadik
sorhoz:

6 0 12 | 40

0 —6 18 | 32

0 0 0 0

Az alapmitrix és kibdvitett matrix rangja megegyezik, igy az egyenletrend-
szer megoldhat6. Az alapmatrix rangja (2) eggyel kevesebb, mint az is-
meretlenek szdma (3), igy az egyeneletrendszer hatdrozatlan, egy ismeretlen
értékét valaszthatjuk meg tetsz6legesen. A fenti eliminéci6 utolsé 1épésében
megkapott matrixbdl felirva az egyenleteket azt kapjuk, hogy

6xo + 1229 =40
— 6y + 1829 = 32.

Legyen z9 = t, ahol ¢ € R tetszSleges. Ekkor

16
Y2 = 3t — 37
valamint
2t + 20
Ty = — —.
2 3

Azt kaptuk tehdt, hogy

20 16
Py= (= —2t:—=— +3t:¢).
2 (3 ; 3 + 7)

d) Hat = %, akkor

P= <6; —?; :1,)) [m].
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P-(?r?ﬂ)@l

P—@J%m>Ml

Ha t = 0, akkor

Hat = 1—30, akkor

33
13.5. Feladat. Az abran lathaté merev, sulytalan rid O végpontja egy gomb-
csukléhoz kapcsolddik, amely koriil ellendlldsmentesen elfordulhat. A rdd mé-
sik, () végpontjdban egy ismert F er6 tdmad.

Z 4
Fi

Adatok:

Fy = 3 | [kNJ; Q = (2;4;3) [m];

F,=1| F, | [kN]; P = (z;y; ) [m].

a) Adjuk meg az F; er6 O gombcsuklora vonatkozé forgatonyomatékat!

b) Az dbran lathaté P pont 1 : 3 aranyban osztja az OQ) rudat. Hatarozzuk meg
a koordinatdit!

¢) Irjuk fel az O pontra az egyenstly Z M = 0 feltételét, majd a kapott li-
nedris egyenletrendszert megoldva adjunk meg azokat az F> erSket, amely
esetén a rid egyenstilyban van!
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Megoldas:
a) Az F} er6 O pontra vonatkozé forgatonyomatéka:
T 3k -5
M1 =171 X F1 = 2 4 3| = —8 [kNm]
© -2 3 1 14

b) A P pont koordinétdi:

3-0 1 3
p-drio. <251?4> [m]

¢) Az F5 er6 O pontra vonatkoz6 forgatényomatéka:

i 7 k F, — %Fy
My=roxFy=| 4 1 3 |=]| 3F,—1F. | [kNm).
¢ F, F, F, 5Fy —F:
Az egyenstlyi nyomatékokra vonatkoz6 feltételt felirva azt kapjuk, hogy
M = My + My =
5 F. - 3F, 0
= -8 |+| 2F,—3F. |=]0
[ 1F, — Fy 0
Elvégezve a vektorok 0sszeaddsat
—5+ F. — 2F, 0
—8+3F, —1F, | = 0
14+ iF, — F, 0

adddik. Mivel két vektor pontosan akkor egyenld, ha valamennyi koordi-
natdjuk paronként megegyezik, ezért az aldbbi linedris egyenletrendszerhez
jutunk:

3
it E =5
3 1

1
—Fy+ 5 Fy = —14,
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Az egyenletrendszer kibgvitett méatrixa:

3
0 -2 1 5
3 1

1
-1 1 ol-14

Cseréljiik meg a médsodik és harmadik sort, majd az els6 sor %—szeresét adjuk

hozza a harmadik sorhoz:

1 1
-1 3 0| —14 -1 5 0| -14
3 3
0 —3 1 8 | — 0 —3 1 5
3 1 3 1 5
1 0 —3 g 0 5 =31 =3
A 1épcs6s alak eléréséhez a masodik sor %—szeresét adjuk hozz4d a harmadik
sorhoz:
-1 3 0]-14
3
0 -5 1 5

0 00 0

Az alapmitrix és kibdvitett matrix rangja megegyezik, igy az egyenletrend-
szer megoldhatd. Az alapmadtrix rangja (2) egyel kevesebb, mint az is-
meretlenek szdma (3), igy az egyeneletrendszer hatdrozatlan, egy ismeretlen
értékét valaszthatjuk meg tetsz6legesen. A fenti eliminéci6 utolsé 1épésében
megkapott matrixbdl felirva az egyenleteket azt kapjuk, hogy

3
—Fy +F.=5

1
~Fy+ 5Fy=—14.

Legyen I, = t, ahol ¢ € R tetsz6leges. Ekkor I, = %H— 14és F, = %t+5.
Azt kaptuk tehdt, hogy

1

t+14
R = t

3

345
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14. Lagrange interpolaci6

14.1. Feladat. Adjuk meg az (1;2), (2;5), (3;10) pontokra illeszked6 Lag-
range-interpol4cids polinomot!

Megoldas:

Mivel 3 pont van megadva, ezért egyértelmiien létezik olyan legfeljebb masod-
foku polinom, amely illeszkedik a megadott pontokra. A polinomot

Px)=a-2*+b-z+c

alakban keressiik. Mivel az (1;2) pont illeszkedik a P(x) fiiggvényre, ezért
2=a-1"+b-1+c

Mivel a (2;5) pont illeszkedik a P(x) fiiggvényre, ezért
5=a-24+b-2+c

Mivel a (3;10) pont illeszkedik a P(x) fiiggvényre, ezért
10=a-3*+b-3+c

Tehat az

a+ b+c= 2
4da+2b+c= 5
9a+3b+c=10

s

egyenletrendszerhez jutottunk. Az egyenletrendszer kib&vitett matrixa:

1 11 2
(Alp)=1| 4 2 1 5
9 3 1110

Az egyenletrendszert Gauss-elimindciéval oldjuk meg.

Elsé 1épésben a kibdvitett matrix els6 sordnak a —4-szeresét adjuk hozz4 a ma-
sodik sordhoz, tovabba az elsd sor —9-szeresét adjuk hozz4 a harmadik sorhoz:

1 1 1] 2
(Alp)=| 0 —2 -3 | -3
0 -6 —8 | —8
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Masodik 1épésben a mésodik sor —3-szorosat adjuk hozza a harmadik sorhoz:
1 1 1 2

(Alp)=| 0 —2 -3 | -3
0o 0 1| 1

A kapott matrixbol irjuk fel a linedris egyenletrendszert:
a+ b+ c= 2
—2b—3c=-3
c= 1.
Az utols6 egyenletbdl megkaptuk a c értékét. Ezt behelyettesitve a masodik

egyenletbe b = 0 addédik. Az els6 egyenletbdl pedig azt kapjuk, hogy a = 1. A
keresett polinom tehat

P(z) = z? + 1.

Konnyen ellendrizhetd, hogy a megadott pontok valdban illeszkednek a poli-
nom grafikonjara:

2=12+1
5=224+1
10 =32 +1.

(3;10)
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14.2. Feladat. Egy 2013-ban alapitott gyar nyeresége millié forintban kife-
jezve az alapitds évében —2 volt (azaz két millié forintos veszteséggel) zart.
Az alapités utdn egy évvel 4 milli6 forintos nyereségre tett szert. Ezutédn a ter-
mékei irdnti kereslet részben visszaesett, igy az alapitds utdn 2 évvel csupan 2
millié forint nyereséget konyvelhetett el. Ezt kovetSen a reklamok hatasara is-
mételten élénkiilt a forgalom, és a 2016-0s évet mar 8 millié forint nyereséggel
zérta. Modellezziik az adatokat legfeljebb harmadfoku polinom fiiggvénnyel!
[rjuk fel az adatoknak megfelel§ Lagrange-interpoldciés polinomot, majd an-
nak segitségével adjunk becslést arra vonatkozéan, hogy a modell szerint mi-
lyen nyereség varhat6 2018-ban!

Megoldas:

Tekintsik a A = (0; —2), B = (1;4), C = (2;2), D = (3;8) pontokat. Mivel
4 pontot ismeriink, ezért egyértelmtien megadhaté egy legfeljebb harmadfoki
polinom, amely illeszkedik a megadott pontokra. A polinomot

Plz)=a-2°+b-2° +cx+d
alakban keressiik. Mivel a (0; —2) pont illeszkedik a P(x) fiiggvényre, ezért
—2=0a-0°+b-0°+c-0+d =  d=-2
Mivel az (1;4) pont illeszkedik a P(x) figgvényre, ezért
4=a-1°+b-1>+c-1+d =  a+bt+ct+d=4
Mivel a (2;2) pont illeszkedik a P(x) fiiggvényre, ezért
2=a-22+b0-22+c-24d =  Ba+4b+2+d=2.
Mivel a (3; 8) pont illeszkedik a P(x) fiiggvényre, ezért
8=a-3+b-3"+c-3+d =  27a+9+3c+d=38.

Mivel a d értékét megkaptuk, ezért azt a masik harom egyenletbe behelyettesit-
ve, majd az egyenleteket rendezve az aldbbi egyenletrendszerhez jutunk:

a+ b+ c= 6
8a+4b+2c= 4
27a + 9b + 3¢ = 10.

Az egyenletrendszer kibGvitett métrixa:

(A]b) =

~ o

O =~

W N
IS
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Az egyenletrendszert Gauss-elimindcidval oldjuk meg.

Els6 1épésben a kibdvitett matrix elsé sordnak a —8-szorosat adjuk hozza a
masodik sordhoz, tovdbba az elsd sor —27-szeresét adjuk hozza a harmadik
sorhoz:

11 1 6
(Alb)=| 0 -4 —6 | —44
0 —18 —24 | —152

Masodik 1épésben a mdsodik sor —4, 5-szeresét adjuk hozz4 a harmadik sorhoz:

1 1 1 6
(Alp)= 0 -4 —6 | —44
0 0 3| 46

A kapott matrixbol irjuk fel a linedris egyenletrendszert:

a+ b+ c= 6
—4b — 6¢c = —44
3c= 46.

Az utolsé egyenletbd]l megkapjuk a ¢ értékét:

4
3c = 46 = c= —6
3
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
—4b—6-%:—44 = —4b—92 = —44

adddik, amibdl b = —12 adédik. Az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy

46 8
—124+—=6 = —.
a +3 = a 3

A keresett polinom tehat

8 46
P(x) = §x3 — 1222 + 572

A polinom fiiggvény grafikonja:
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10
5
6
4 B
2 C
B {Z T TR S TR 1
/
Mivel
P(5):2-53—12-52—1—4—;-5—2:108,

ezért 2018-ban a modelliink szerint 108 milli6 forint lesz a bevétel.

14.3. Feladat. Adjuk meg az (1;2), (2;3), (3;4) pontokra illeszkedd Lag-
range-interpoldcids polinomot!

Megoldas:

Mivel 3 pont van megadva, ezért egyértelmiien 1étezik olyan legfeljebb masod-
foki polinom, amely illeszkedik a megadott pontokra. A polinomot

Px)=a-2*+b-z+c

alakban keressiik. Mivel az (1;2) pont illeszkedik a P(x) fuggvényre, ezért
2=a-1>+b-1+c

Mivel a (2; 3) pont illeszkedik a P(x) fiiggvényre, ezért
3=a-2°+b-2+c

Mivel a (3;4) pont illeszkedik a P(x) fiiggvényre, ezért
4=a-3+b-3+c

Tehat az

a+ b+c= 2
4a+2b+c= 3
9a+3b+c= 4
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egyenletrendszerhez jutottunk. Az egyenletrendszer kib&vitett matrixa:

1 1 112
(Alby=| 4 2 13
9 3 1 |4

Az egyenletrendszert Gauss-elimindcioval oldjuk meg.

Els6 Iépésben a kibdvitett matrix elsd sordnak a —4-szeresét adjuk hozza a ma-
sodik sordhoz, tovabba az els6 sor —9-szeresét adjuk hozza a harmadik sorhoz:

1 1 1 2
(Alp)=| 0 -2 -3 -5
0 -6 -8 | —-14
Maisodik Iépésben a masodik sor —3-szorosat adjuk hozza a harmadik sorhoz:

1 1 1 2
(Alp))=1 0 -2 -3 | -5
0 0 1 1
A kapott métrixbdl irjuk fel a linedris egyenletrendszert:
a+ b+ c= 2
—2b—3c=-5
c= 1.
Az utolsé egyenletbdl megkaptuk a c értékét. Ezt behelyettesitve a masodik
egyenletbe b = 1 addédik. Az elsé egyenletbdl pedig azt kapjuk, hogy a = 0. A
keresett polinom tehat
P(z)=xz+1.
Konnyen ellendrizhetd, hogy a megadott pontok valdban illeszkednek a poli-
nom grafikonjara:

2=1+1
3=2+1
4=3+1.
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15. Legkisebb négyzetek médszere

15.1. Feladat. Adjuk meg az (1;2), (2;5), (3;4) pontokat a ,,négyzetes” hi-
bafiiggvény szerint legjobban kozelitd

glx)=a+b-x
figgvény ismeretlen paramétereit! Hatdrozzuk meg a kozelités hibajat!
Megoldas:
Az g(z) fiiggvény az 20 és az ! fiiggvények linedris kombinaciéjabdl 4llithaté
eld. A Gauss-féle normdl egyenletrendszert kell megoldanunk:

AT Az = AT 7,

ahol
10 1t 1 1
A= 20 21 | =1 2
30 3t 1 3

Az z vektor az ismeretlen paramétereket tartalmazé oszlopvektor:

x—(g>.

Az f vektor az adott pontok y koordinatdit tartalmazé oszlopvektor:

2
f=1s

4

AT:<

) (!
1 3

Az A maétrix transzponaltja:

1
1

W =
N———

1
2
Az AT - A métrix:

AT.A:<

p—t
N =
Il

7N

W =

11
1 2

Az AT . f matrix:
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A megoldandé linedris egyenletrendszer tehat:

3a+ 6b=11
6a + 14b = 24.

Az egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

3 6 |11
6 14 | 24 /-

Az els6 sor —2-szeresét adjuk hozza a masodik sorhoz:

(B2]%)

153

Az utols6 sorbdl a 2b = 2 egyenlethez jutunk, amibdl azt kapjuk, hogy b = 1.

Az els6 sornak megfeleld egyenlet:

3a+6b=11 = 3a+6 =11,

amibdl azt kapjuk, hogy a = g A paraméterek meghatarozasa utan azt kaptuk,

hogy a g fiiggvény:

g(x) = g +z.

A fiiggvény grafikonja és az adott pontok:

*(2;5)
4 * (3;4)
3
2 (1;2)
1
1 00 1 2 3 4 5 6 7

A kozelités hibgja:

(9(1) —2)* + (9(2) - 5)
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Mivel
g(l)zg—i—l:g
9(2)22%—2:1*31
o3 =2 +3= "
igy

8 2 11 2 14 2y
2 _9 —~_5 — 4| ==
(5-2) +(5-9) «(5-1) =5

15.2. Feladat. Adjuk meg az (1;3), (2;6), (3;1) pontokat a ,,négyzetes” hi-
bafiiggvény szerint legjobban kozelitd

glx)=a+b-x
fliggvény ismeretlen paramétereit!
Megoldas:
Az g(z) fiiggvény az 20 és az ! fiiggvények linedris kombinacijabdl llithaté
el6. A Gauss-féle normadl egyenletrendszert kell megoldanunk:

AT Az =AT.§,

ahol
10 1t 11
A= 20 21 | =1 2
30 3t 1 3

Az x vektor az ismeretlen paramétereket tartalmazo oszlopvektor:

w:(g).

Az f vektor az adott pontok y koordindtait tartalmazé oszlopvektor:

Az A matrix transzponaltja:

1
T _
At = (]

W
N———

N —
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1
;)>. 12 —<
1

Az AT . A métrix:

—

o, (11
A-A(12

w

Az AT . f matrix:

1
2

(o) (1))

A megoldando linedris egyenletrendszer tehat:

3a+ 6b=10
6a + 14b = 18.

Az egyenletrendszer kibovitett matrixa:

3 6|10
6 14 |18 )°

Az elsé sor —2-szeresét adjuk hozza a masodik sorhoz:

3 6| 10

0 2| -2 )"
Az utolso sorbdl a 2b = —2 egyenlethez jutunk, amibdl azt kapjuk, hogy b =
—1. Az els6 sornak megfelel6 egyenlet:

3a 4 6b =10 = 3a — 6 = 10,
amibdl azt kapjuk, hogy a = %. A paraméterek meghatdrozasa utdn azt kaptuk,
hogy a g fiiggvény:

16

g(xz) = 3 &

A fliggvény grafikonja és az adott pontok:



156

(2:6)

(1;3)

L ]
(3:1)
01 2 3 4 56 7 8 9 10

'
N
'

N RS TR T el

g Hh ON =20 =~ N O » VO N ©

15.3. Feladat. Adjuk meg az (1;2), (2;6), (3;11) pontokat (a négyzetes hi-
bafiiggvény szerint) legjobban kozelitd

g(@)=a+b-2°
fliggvény ismeretlen paramétereit!
Megoldas:
Az g(x) fiiggvény az 20 és a 2% fiiggvények linedris kombin4ci6jabol 4llithaté
el6. A Gauss-féle normdl egyenletrendszert kell megoldanunk:

AT Az =AT . f,

10 21 1 2
A= 20 22 | = 1 4
30 93 1 8

Az x vektor az ismeretlen paramétereket tartalmazo oszlopvektor:

x:(g).

Az f vektor az adott pontok y koordinatait tartalmazo oszlopvektor:

2
f=1{ o
11

Az A métrix transzpondltja:

r (11
=y

$)
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1 [ 3 14
8 ) 14 84 )

Az AT . A métrix:

r o, (11
A-A_<24

e
0 = DN

Az AT . f matrix:

<1 1 1>' 2 _< 19>
2 4 8 1 116

A megoldando linedris egyenletrendszer tehat:

3a+14b= 19
14a + 84b = 116.

Az egyenletrendszer kibdvitett matrixa:
3 14 19
14 84 | 116 /-
A madsodik sort szorozzuk 3-mal, majd az els6 sor —14-szeresét adjuk hozza a

masodik sorhoz:
3 14 19 . 3 14 | 19
42 252 | 348 0 56 | 82 /)~

Az utolsé sorbdl az 56b = 82 egyenlethez jutunk, amibdl azt kapjuk, hogy
b= 4L Azels6 sornak megfelels egyenlet:

28
41
3a+14b=19 = 3a+7:19,
amibdl azt kapjuk, hogy a = —%. A paraméterek meghatdrozasa utin azt kap-

tuk, hogy a g fliggvény:

41 41

=4 .97

A fiiggvény grafikonja és az adott pontok:
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= 2 4

15.4. Feladat. Adjuk meg az (1;1), (2;5), (3;10); (4;15) pontokat (a né-
gyzetes hibafiiggvény szerint) legjobban kozelitd

g(x)=a+b-x+c-2°
fliggvény ismeretlen paramétereit!
Megoldas:
Az g(x) fiiggvény az 20, az z és a 2% fiiggvények linedris kombinéci6jabol
allithato el6. A Gauss-féle normal egyenletrendszert kell megoldanunk:

AT Az =AT .,

ahol
10 11 20 11 2
= 200 28 2t | |1 2 4
1 30 3t 2 7113 8
40 41 93 1 4 16

Az f vektor az adott pontok y koordinatdit tartalmazé oszlopvektor:

1

5

F= 10
15
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Az A maétrix transzponaltja:

1 1 1 1
AT=11 2 3 4
2 4 8 16
Az AT . A mitrix:
1 11 1 i ; Z
AT A=11 2 3 4
2 4 8 16 13 8
1 4 16
Az AT . f matrix:
1 1 1 1 é
1 2 3 4 10 ==
2 4 8 16 15

A megoldandé linedris egyenletrendszer tehat:

4a +10b+ 30c= 31
10a + 30b + 98¢ = 101
30a + 98b + 340c = 343.

Az egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

4 10 30 31
10 30 98 | 101
30 98 340 | 342

A masodik sort €s a harmadik sor is szorozzuk 2-vel:

4 10 30 31
20 60 196 | 202
60 196 680 | 684

31
101
342

4 10 30
10 30 98
30 98 340

159

Az els6 sor —5-szorosét adjuk hozzd a masodik sorhoz és az elsd sor —15-

sz0rosét adjuk hozz4 a harmadik sorhoz:

4 10 30 31
0 10 46 47
0 46 230 | 219
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A harmadik sort szorozzuk 5-tel:

4 10 30 31
0 10 46 47
0 230 1150 | 1095

A masodik sor —23-szorosdt adjuk hozz4 a harmadik sorhoz:

4 10 30 | 31
0 10 46 | 47
0 0 92 |14

Az utolsé sorbdl a 92¢ = 14 egyenlethez jutunk, amibdl azt kapjuk, hogy

A masodik sornak megfelel egyenlet:
10b + 46¢ = 47 = 10b + 7 = 47 = b=4.

Felhasznalva a kapott eredményeket a Gauss-elimindcid utdn kapott métrix elsé
sordnak megfelels egyenlet:

7
4 10 -4 -— =31
a+10-4+ 30 16 3

Az egyenlet atalakitdsa utdn

105 312
da=—-9— — da = ———
a 9 73 = a 23
adodik, igy a = —g—g. A paraméterek meghatdrozdsa utan azt kaptuk, hogy a g
fliggvény:
78 7
=——+4 — 2%
g(x) 53 + 4z + 16

A g fliggvény grafikonja és az adott pontok:
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15.5. Feladat. Adjuk meg az (1;2), (2;5), (3;10), (4; 14) pontokat a ,,négyze-
tes” hibafiiggvény szerint legjobban kozelitd

g(z)=a+b-z+c-2°
fliggvény ismeretlen paramétereit!
Megoldas:
Az g(x) fiiggvény az 20, az 2! és az 2 fiiggvények linedris kombindci6jabol
allithato el6. A Gauss-féle normadl egyenletrendszert kell megoldanunk:

AT Az =AT. ¥,

ahol
10 11 12 11 1
= 20028 221 |1 2 4
303327113 9
40 41 42 1 4 16

Az x vektor az ismeretlen paramétereket tartalmazé oszlopvektor:

a
T = b
c

Az f vektor az adott pontok y koordinatait tartalmazé oszlopvektor:

2

)

F= 10
14
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Az A maétrix transzponaltja:

111 1
AT=11 2 3 4
1 4 9 16
Az AT . A métrix:
111 1 1 ; i 4 10 30
AT.A=[1 2 3 4 L3 o |=110 30 100
1 4 9 16 L 116 30 100 354
Az AT . f matrix:
111 1 ; 31
1 2 3 4 0 | = 98
1 4 9 16 iy 336

A megoldandé linedris egyenletrendszer tehat:

4a + 10b+ 30c= 31
10a + 30b + 100c = 98
30a + 1006 + 354c¢ = 336.

Az egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

4 10 30 31
10 30 100 98
30 100 354 | 336

A masodik és a harmadik sort szorozzuk 2-vel:

4 10 30 31
20 60 200 | 196
60 200 708 | 672

Az els6 sor —5-sz0rosét adjuk hozzd a masodik sorhoz és az elsd sor —15-
sz0rosét adjuk hozz4 a harmadik sorhoz:

4 10 30 31
0 10 50 41
0 50 258 | 207
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A madsodik sor —5-sz6rosét adjuk hozza a harmadik sorhoz:

4 10 30 | 31
0 10 50 | 41
0 0 8 2

Az utols6 sorbdl a 8¢ = 2 egyenlethez jutunk, amibdl azt kapjuk, hogy

c= %. Az masodik sornak megfelel egyenlet:

o7
10b 4+ 12,5 =41 = b= —.
+is 20
Az els6 sornak megfeleld egyenlet:
57 15 5
a+ 2 + 2 3 = a 1
A paraméterek meghatdrozisa utdn azt kaptuk, hogy a g fiiggvény:
1, 57 5
9(x) = 327+ 55~ 1

A fiiggvény grafikonja és az adott pontok:

40
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16. Linearis leképezések

16.1. Feladat. Linedris-e az f: R? — R?

f($1; ZL’Q) = (3.1‘1 + 2.1‘2;$1 — .7}2)

leképezés?
Megoldas:

A linearitdshoz meg kell vizsgdlnunk, hogy a leképzés additiv és homogén-e.
Legyen x = (x1;12) € R%, y = (y1;2) € R?, ¢ € R. Ekkor egyrészt

fl@+y) = f((zi22) + (Y1592)) = f(21 + y1;22 + 42) =
=B (m1+y)+2 (2+ )iz +y1 — (22 +1y2)) =
= (3w1 + 3y1 + 272 + 2y2; 21 + Y1 — T2 — Y2),
masrészt
f@) + f(y) = flz;2) + flyi392) = (Bo1 + 21521 — y1)+
+ (Bxo + 2y2; w2 — y2) =
= (3x1 + 2y1 + 322+ 2y2; 01 — Y1 + T2 — Y2) =
= (31 + 3y1 + 222 + 2y2; T1 + Y1 — T2 — Y2).
Azt kaptuk tehdt, hogy
fl@+y) = fl@)+ fy),

igy f additiv. A homogenitas vizsgdlatdhoz meghatarozzuk az f(c - z) és a
¢ f(x) értékeket:

fle-x) = fle- (z1322)) = fc- 150 22) =

= (3¢ w1 +2¢-w9,¢- 11 — € X2),
masrészt
c- f(x)=c-(3w1 4 2w9;21 — 22) = (3¢~ w1+ 2¢- 2250 11 — C - X)),
igy azt kaptuk, hogy
fle-z)=c- f(z),

azaz f homogén. Mivel f additiv és homogén, ezért linedris.
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16.2. Feladat. Linedris-e az f: R?> — R?
flzya2) = (21 + 223 21%)

leképezés?

Megoldas:

Legyen x = (71;x2) € R?, ¢ € R. Ekkor

fle-z)= f(c' (xl;xg)) = flc-z1;¢ @) = (c- @1 + ¢~ 29362 - 22),
masrészt
c-f(x)=c-(x1 +x0:22) = (c- 1 + - T2, ¢ - T),

s

18y
fle-x) #c- f(x),

tehat f nem homogén, igy nem linearis.
16.3. Feladat. Linedris-e az f: R?> — R?
f(z1;22) = (w1 - w25 71)
leképezés?
Megoldas:
Legyen x = (x1;22) € R?, ¢ € R. Ekkor
fle-z) = f(c: (z1332) = f(c-z130-22) =

2 .
ST - T;C X)),

=(c a1 -c-x95¢-x1) = (C
masrészt
c-fx)=c-(x1-x9521) = (c-x1 - X2, ¢ 1),

s

igy
fle-x)#c- f(x),

tehat f nem homogén, igy nem linedris.

16.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha az f: R> — R? leképezés linedris,
akkor sziikségképpen f(0) = 0, azaz minden linedris leképezés a zérusvek-
torhoz a zérusvektort rendeli hozza.

Megoldas:
Ha f linedris, akkor additiv, igy minden 21, 2o € R? esetén

fx1+x2) = f(21) + f(22).
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Legyen 1 = z2 = 0. Ekkor
f(0+0) = f(0) + £(0),
azaz
f(0) =2£(0),
igy f(0) =0.
16.5. Feladat. Linedris-e az f: R? — R?
f(z1522) = (21 + 22 + 1; 21 — 22)

leképezés?
Megoldas:
Mivel
£(0) = (1;0) # (0;0),

ezért a zérusvektor képe nem a zérusvektor, igy az el6z6 feladatban igazolt
allitas szerint f nem linedris.

16.6. Feladat. Tekintsiik az f: R? — R2,
f(z1;22) = (221 + 3oy 21 — 22)
linedris leképezést!
a) Adjuk meg f természetes bazisra vonatkozé matrixat!
b) Az f matrixa segitségével szamoljuk ki az f(3;2) értéket!
¢) Adjuk meg a linedris leképezés magterét!
d) Hatarozzuk meg f defektusat!
e) Adjuk meg az f leképezés rangjat!
f) Szimmetrikus-e az f leképezés?
g) Invertalhat6-e az f leképezés?
h) Amennyiben f invertdlhatd, igy adjuk meg az inverz leképezés matrixat!
Megoldas:

a) Az f leképezés természetes bazisra vonatkozé matrixanak felirdsahoz el6-
szOr kiszdmoljuk a természetes bazisvektorokon a fliggvényértékeket:

f(1;0)=(2-143-0;1-0)=(2;1)
f(0;1)=(2-0+3-1;0—-1) = (3;—1).

Ezt felhaszndlva f matrixa:
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(2 )

b) Az f(3;2) fiiggvényértéket megkaphatjuk dgy, ha az f matrixdaval balrél
megszorozzuk a (3; 2) vektort, mint oszlopvektort:

3 2 3 3 12
e (3)-(3 1) (3)-(%)
c) A linedris leképezés magtere azon vektorok halmaza, amelyeknek a képe a
zérusvektor, azaz a
2x1 4+ 322 =0
r1 — X9 = 0

egyenletrendszer megoldasat alkoté szamparok. Ha a médsodik sor kétszere-
sét kivonjuk az elsd sorbdl, akkor azt kapjuk, hogy 5z = 0, ami azt jelenti,
hogy z2 = 0. Ezt visszahelyettesitve példdul az 1 — x2 = 0 egyenletbe azt
kapjuk, hogy x; = 0. Tehét a magtér:

ker(f) = {(0;0)}.
d) A defektus a magtér dimenzidja, ami jelen esetben
def(f) = dimker(f) = 0.
e) A nullitds és rang tétel szerint:
def(f) + rang(f) = dim R?.

Mivel jelen esetben def(f) = 0 és dim R? = 2, ezért a leképzés rangja: 2.
f) Mivel az A métrix transzpondltja:

(3 4)en

ezért az A matrix nem szimmetrikus, igy az f leképezés nem szimmetrikus.

g) Mivel az A matrix determinansa:
2 3
det<1 _1>——2—3——55£0,

ezért a leképezés invertalhato.
h) Az inverz leképezés matrixa:

_ 1 -1 -3
1_—7.
- ().
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16.7. Feladat. Az f: R? — R? linedris leképezésrdl azt tudjuk, hogy egyrészt
f(1;2) = (4;5), masrészt f(2;1) = (5;4). Adjuk meg a linedris leképezés
matrixat!

Megoldas:

Legyen a keresett matrix

ail a2
az1 az )’
Mivel f(1;2) = (4;5), ezért

(oo )-(5)=(5)

Ha elvégezziik a matrixszal val6 szorzast, akkor azt kapjuk, hogy
ayn +2a12 \ _ [ 4
az1 + 2a2 5 /)"

a1l + 2a12 =4
az1 + 2a22 =5

Tehat az

egyenletrendszerhez jutunk.
Mivel f(2;1) = (5;4), ezért

(oo )-(1)-(7):

Ha elvégezziik a métrixszal val6 szorzdst, akkor azt kapjuk, hogy
2a11 + a9 _ )
2a21 + a2 4 )

2a11 + a2 =5
2a91 +age =4

Tehat az

egyenletrendszerhez jutunk.
Azt kaptuk tehat, hogy

ai] + 2a120 =4
a21 + 2a22 =5
2a11 + a2 =95
2a21 + a9 = 4.
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Az elsd egyenlet kétszeresét kivonjuk a harmadik egyenletbdl, akkor azt kapjuk,
hogy a12 = 1. Ezt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe a1; = 2 adédik. Ha a
madsodik egyenlet kétszeresét kivonjuk a negyedik egyenletbdl, akkor aze = 2
adodik. Ezt visszahelyettesitve a negyedik egyenletbe az; = 1 adddik. A
linedris leképezés matrixa tehat:

ailr a2 . 21
agl a2 B 1 2 ’
16.8. Feladat. Tekintsiik az f: R? — R?,

f(x1;22) = (21 + 2w25 21 — 22)
ésa f: R? = R?,

g(z1;22) = (221 + 322,22 — 71)
linedris leképezéseket!
a) Adjuk meg f természetes bazisra vonatkozé matrixat!
b) Adjuk meg g természetes bazisra vonatkozé matrix4t!
¢) Hatdrozzuk meg az f + g leképezés matrixat!
d) Hatirozzuk meg az f — g leképezés matrixat!
e) Hatarozzuk meg a 2 f leképezés matrixat!
f) Adjuk meg az f o g leképezés matrixat!
g) Szimmetrikus-e az f o g leképezés?
Megoldas:

a) Az f leképezés természetes bazisra vonatkozé matrixanak felirdsahoz el6-
szor kiszamoljuk a természetes bazisvektorokon a fiiggvényértékeket:

f(1;0)=(1+2-0;1-0)=(1;1)
f(0;1) =(0+2-1;0-1) = (2;-1).

Ezt felhaszndlva f maétrixa:

1 2
(1 2)

b) A g leképezés természetes bazisra vonatkozé matrixdnak felirdsdhoz el6szor
kiszdmoljuk a természetes bizisvektorokon a fiiggvényértékeket:

9(1;0) = (2;-1)
9(0;1) = (3;1).
Ezt felhaszndlva g métrixa:
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c) Az f + g leképezés matrixa:

w1 ) (3D)-(3)

d) Az f — g leképezés matrixa:
1 2 2 3 -1 -1
A_B_<1 —1)‘(—1 1)‘( 2 —2)'
e) A 2f matrixa:
2 4
- (2 1),

f) Az f o g leképezés matrixa:

ca-(1 ) (21)-(22)

g) Az f o g leképezés matrixa:
5
Uk

A.B:<
(-8 = (3 3)2am

0 2
ezért A- B nem szimmetrikus matrix, igy f og nem szimmetrikus leképezés.

N O

Mivel

16.9. Feladat. Jelentse az f leképezés a sikon az y = z egyenletl egyenesre
vald tiikkrozést. Legyen tovabba g az origd koriili 90°-kal val forgatas matrixa.
Adjuk meg az g o f leképezés matrixat!

Megoldas:

Az y = x egyenesre valo tiikkrozés esetén
f(1;0) = (0;1)
f(0;1) = (1;0),

igy az f leképezés matrixa:
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Az orig6 koriili 90°-kal val¢ forgatds esetén
f(1;0) = (0;1)
f(0;1) = (=1;0),

0 -1
s=(0 1),
A g o f leképezés matrixa

pas (V) (Vo) y)

ami éppen az y-tengelyre valo tiikrozés métrixa.

igy a g leképezés métrixa:

16.10. Feladat. Jelentse f a sik y-tengelyre val6 tiikkrozésének matrixat!

a) frjuk fol a linedris leképezés (természetes bazisra vonatkozd) matrixat!
b) Irjuk fol a linedris leképzés karakterisztikus polinomjat!

¢) Irjuk ol a linedris leképzés karakterisztikus egyenletét!

d) Hatarozzuk meg a linedris leképezés sajatértékeit!

e) Hatarozzuk a kiilonb6z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorokat!

Megoldas:

a) A linedris leképezés matrixat gy kapjuk meg, hogy kiszamoljuk a bazisvek-
torokon felvett fiiggvényértékeket és a kapott vektorokbol, mint oszlopvek-
torokbdl métrixot képeziink. Mivel

f(1;0) = (=1;0)
és
f(0;1) = (0;1),

ezért a linedris leképezés természetes bazisra vonatkozé métrixa:

(2)

b) A karakterisztikus polinom a det(A — AE») polinom. Behelyettesitve az A
matrixot és az Fs egységmatrixot, azt kapjuk, hogy

—1-=A 0
det< 0 1_)\>.
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A determindnst kiszdmolva, majd elvégzve a zaréjelfelbontdsokat a

(=1=X)-(1-=XN)=X-1

polinomot kapjuk.
¢) A karakterisztikus egyenlet a
det(A—AE3) =0
Osszefiiggés, ami jelen esetben a
N —-1=0
m 4sodfoki egyenlet.
d) A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, igy meg kell oldanunk a
N —1=0
egyenletet, amibdl A\; = 1, Ay = —1 adddik.

e) A \; = 1 sajatértékhez tartozé sajatvektorok meghatdrozasahoz elsd 1épés-
ben felirjuk az A — A E5 matrixot:

-1 0 10 -2 0
A_llb_( 0 1)‘(0 1>_< 0 0)‘
A sajatértékeket a
=2 0\ (@ \_(0
0 0 xz2 ) O

egyenletrendszer megoldasa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmatrix ma-
sodik sora csupa nulla elemekbdl 4ll, igy az elhagyhatd, mert nincs infor-
madcidétartalma. Tehat a megoldandé linedris egyenletrendszer —2x; = 0,
amib8l x; = 0. Az xo ismeretlent szabad paraméternek vélaszthatjuk. Le-
gyen
ro=t€R \ {0}

At = 0 értéket azért zarjuk ki a megolddsok koziil, mert akkor xo = 0
és x1 = 0 lenne, ami azt jelentené, hogy a sajatvektor zérusvektor, amit
definici6 szerint nem engediink meg. Tehat a A\; = 1 sajatértékhez tartoz6
Osszes sajatvektorok halmaza, azaz a sajétaltér:

() rexrin}- o (1) pesio}
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Meghatarozzuk a Ao = —1 sajatértékhez tartozo sajatvektorokat:

e (F (3 1)-(2)

Tehat a sajatvektorokat a

00\ (@ \_(0

0 2 T o 0
egyenletrendszer megolddsa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmatrix ma-
sodik sora csupa nulla elembdl all, igy az elhagyhatd, mivel nincs informa-

cidtartalma. Tehat a megoldando linearis egyenletrendszer 2x9 = 0, amibdl
xo = 0 adédik. Az x; ismeretlent tetsz6legesnek valasztjuk. Legyen

xlztER\{O}.

Tehat a Ay = —1 sajatértékhez tartozd Osszes sajatvektorok halmaza:

5A2={<é> teR\{O}}.

16.11. Feladat. Tekintsiik az alabbi matrixszal adott valos tér folotti linearis
transzformaciot:

-2 4 =8
A=| -6 8 —14
-3 3 -5

a) [rjuk fol a linedris leképzés karakterisztikus polinomjat!
b) Irjuk fol a linedris leképzés karakterisztikus egyenletét!
¢) Hatdrozzuk meg a linedris leképezés sajatértékeit!
d) Hatdrozzuk meg a kiilonboz6 sajatértékekhez tartozé sajatvektorokat!
Megoldas:
a) A linedris leképzés karakterisztikus polinomja:
—2-=A 4 -8
det(A — AE3) = det —6 88—\ —14 =
-3 3 —5—A
=(—2-X)-8=XN)-(=5—=XN+
+ 168 +144 —24- (8 = \)+
+42-(=2=)N)+24-(-5—\) =
=N+ +4r -4
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b) A linedris leképzés karakterisztikus egyenlete:

N+ A2 4N —4=0.

c) A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, azaz a
NN+ AN—4=0.
egyenlet megolddsai. Az elsd két tagbdl emeljiink ki A2-et, a masodik két
tagbdl pedig 4-et, majd alakitsuk szorzattd az egyenlet bal oldalat:
N HNHAN-4=0
Mo(1=XN+4-A-1)=0
A=1)-(4—X*)=0.

Egy szorzat csak dgy lehet nulla, ha valamelyik tényezgje nulla, {gy az
egyenlet megoldésai, azaz a sajatértékek A\ = 1, Ao = 2, A3 = —2.

d) A X sajatértékhez tartozé sajatvektorok azok az x # 0 vektorok, amelyekre
Az = Az teljesiil. Ezt dtrendezve (A — AE3) - x = 0 adédik. ElGszor
meghatdrozzuk a Ay = 1 sajatértékhez tartozoé sajatvektorokat. Ekkor

-2 4 =8 1 00
A-1-E3=| -6 8 =14 |- 0 1 0 | =

-3 3 -5 0 01
-3 4 =8

= -6 7 -14 |,
-3 3 —6

igy meg kell oldanunk a

-3 4 -8 1 0

-6 7 =14 |- z2 |=10

-3 3 -6 T3 0

egyenletrendszert. A kapott matrixban az els6 sor —2-szeresét adjuk hozza
a masodik sorhoz és az elsé sor —1-szeresét adjuk hozz4 a harmadik sorhoz.
Ezutan a mésodik sor —1-szeresét adjuk hozz4 a harmadik sorhoz:

-3 4 =8 -3 4 -8 -3 4 =8
-6 7 14 | — o -1 2] —= 0 -1 2
-3 3 -6 0o -1 2 0 0 O
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A Gauss-eliminéci6 utdn kapott matrixbdl az alédbbi egyenletrendszerhez ju-
tunk:
3x1 +4x9 —8x3 =0
— 29 + 223 = 0.
Legyen x3 =t € R\ {0}. Ekkor x5 = 2t. Ezeket az els§ egyenletbe behe-

lyettesitve —3x1 + 8t — 8t = 0, azaz x1 = 0. Tehat a A\ = 1 sajatértékhez
tartozé Osszes sajatvektorok halmaza:

0 0
Sy=4 | 2t | [ter\{o}S =Lt | 2 | |ter) {0}
t 1

Most meghatarozzuk a Ao = 2 sajatértékhez tartozé sajatvektorokat. Behe-
lyettesitve a megfelel6 adatokat azt kapjuk, hogy

-2 4 =8 2 00
A-2-FE3=| -6 8 =14 |- 0 2 0 | =

-3 3 -5 0 0 2
-4 4 =8

=| -6 6 —14
-3 3 -7

Tehat meg kell oldanunk a

-4 4 =8 1 0

—-6 6 =14 |- z2 | =10

-3 3 =7 T3 0

egyenletrendszert. Az egyenletrendszert Gauss-eliminicidval oldjuk meg.
Els6 1épésben az elsd sort osszuk el —4-gyel, majd az elsd sor 6-szorosat
adjuk hozzad a mésodik sorhoz és az elsd sor 3-szorosat adjuk hozza a har-
madik sorhoz:

-4 4 =8 1 -1 2 1 -1 2
-6 6 -14 | —>| 6 6 —-14 |—>0 0 -2
-3 3 =7 -3 3 =7 0 0 -1

Végezetiil a masodik sor —1/2-szeresét adjuk hozzd a harmadik sorhoz.
Ekkor azt kapjuk, hogy
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A megoldandé linedris egyenletrendszer tehat:

T, —x9 +2x3 =0
— 223 = 0.
A masodik egyenletbdl x3 = 0 adédik. Ezt behelyettesitve az elsé egyen-

letbe azt kapjuk, hogy x; = z2. Legyen 2 =t € R\ {0}. Ekkor z; = ¢.
Tehat a Ay = 2 sajatértékhez tartozo 6sszes sajatvektorok halmaza:

t 1
Sy, = t teR\{0}p=<t-| 1 te R\ {0}
0 0
Most meghatarozzuk a A3 = —2 sajatértékhez tartoz6 sajatvektorokat. Ek-
kor
-2 4 =8 2 00
A+3-E3=| -6 8 —-14 |+ 0 2 0 | =
-3 3 -5 0 0 2
0 4 -8
=1 -6 10 —14
-3 3 =3
Tehét meg kell oldanunk a
0 4 -8 x1 0
—-6 10 14 |- z2 | =10
-3 3 =3 T3 0

egyenletrendszert. Az egyenletrendszert Gauss-elimindcidval oldjuk meg.
Els6 1épésben a kapott matrix harmadik sorat osszuk el —3-al, és cseréljikk
fel az els6 és harmadik sort:

0 4 -8 1 -1 1
-6 10 -14 | — 0 4 -8
-3 3 =3 -6 10 —14

Ezutén az els6 sor 6-szorosét adjuk hozza a harmadik sorhoz, majd a mé-
sodik sor —1-szeresét adjuk hozz4 a harmadik sorhoz:

1 -1 1 1 -1 1
0O 4 8]—-10 4 -8
0 4 -8 0 0 O
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Tehat a megoldand6 egyenletrendszer:
Ty —x9+x3=0
43;2 - 8.%3 = 0.
A miésodik egyenletbdl xo = 2x3 ad6dik. Legyen 23 =t € R\ {0}. Ekkor

xo = 2t. Az els6 egyenletbdl x1 = t adédik. Tehdt a A3 = —2 sajatértékhez
tartozé Osszes sajatvektorok halmaza:

t 1
Su=4 | 2t | [ter\{o}S =Lt | 2 | |ter) {0}
t 1

16.12. Feladat. Tekintsiik az f: R? — R?,
f(z1;xe) = (221 + 3x9;4x9)
linedris leképezést!
a) Adjuk meg f természetes bazisra vonatkoz6 matrixat!
b) Hatdrozzuk meg f sajatértékeit!
¢) Adjuk meg a sajitvektorokat!
d) Mutassuk meg, hogy diagonalizalhat6 a leképezés!
e) A diagondlmitrix segitségével adjuk meg az f3 leképezés métrixat! (Itt f3
alattaz f = f o f o f leképezést értjiik.)
Megoldas:
a) A leképezés természetes bazisra vonatkoz6 matrixa:

2 3
0 4 )°
b) A karakterisztikus egyenlet

2—A 3
det( 0 4_)\):0.

A determindnst kiszdmolva azt kapjuk, hogy
(2—=XA)-(4—X)=0.

Az egyenlet megoldasai a sajatértékei a leképezés sajatértékei: \; = 2,
Ay = 4.
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¢) A A\ = 2 sajatértékhez tartozé sajatvekorok:

sh={<3)temwm}={v<é>teR\m%.

A Ay = 4 sajatértékhez tartozo sajatvekorok:
> teR\ {0}} =

teme}:{v(

teR\ {0}} .
d) Mivel a sajatvektorokbdl 4ll6
1 3
=(03)
1 3
detS-det( 0 2 > =2#0,

ezért 1étezik a sajatvektorokbdl 4ll6 bazis.

= N0

matrix determinansa

e) Mivel S a sajatvektorokbdl allé bazis, ezért
St-A-8

2 2

olyan diagondlmdtrix, amelynek f64tléjdban a sajitértékek allnak, azaz

o~ (1)

Mivel
S™1.A.8=D,

ezért S-sel balrdl és S~!-gyel jobbrél szorozva azt kapjuk, hogy
A=S-D-S571,

igy

A3 =(S-D-571)3 =
—9.D-S1.§.D.s1.8.D.5 1 =
=8-D*. 571

ami konnyen szdmolhat, hiszen D diagondlmaétrix, amelynek a hatvanyai
olyan diagondlmatrixok, melyek f64tlgjaban rendre a D matrix féatldjaban
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1év6 elemeinek hatvanyai szerepelnek.

Mivel
1 2 -3
-1_ =
573 (0 1)’

a fentiek figyelembe vételével azt kapjuk, hogy
_ 1 2 =3
3— . 3. 1:7. ==
vesos ey (g )( ) (67

_ 1L /1 3\ (8 0 2 -3\ (2 =3\
2 \ 0 2 0 64 o 1) {0 1)~
(8 84
-\ 0 64 )

16.13. Feladat. Tekintsiik a téren azt az f leképezést, amely minden vektorhoz
hozzarendeli annak az xy sikra valé merSleges vetiiletét!

a) Hatdrozzuk meg a leképezést megado fiiggvényt!

b) Igazoljuk, hogy a leképezés linedris!

¢) Adjuk meg a leképezés (természetes bézisra) vonatkozé matrix4t!
d) Hatarozzuk meg a leképezés magterét!

e) Hatdrozzuk meg a leképezés képterét!

f) Hatdrozzuk meg a leképezés defektusat!

g) Hatdrozzuk meg a leképezés rangjat!

h) Szimmetrikus-e a leképezés?

i) Invertdlhaté-e a leképezés?

J) Ortogonélis-e a leképezés?

k) Adjuk meg a 2f leképezés matrixat!

1) Adjuk meg az f o f leképezés matrixat!

m) Adjuk meg a leképzés karakterisztikus polinomjét!

n) Irjuk fel a leképzés karakterisztikus egyenletét!

0) Hatdrozzuk meg a sajatértékeket!

p) Hatdrozzuk meg a sajatvektorokat!

q) Diagonélizdlhat6-e a leképezés?

Megoldas:
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a) Az zy sikra valé mer&leges vetités sordn egy vektor elsd két koordindtdja
nem véltozik, a harmadik koordinétdja pedig O lesz. Tehat a leképzés:

f(x1;20;23) = (215 22;0).

b) Legyen = = (x1;x2;73) € R3 ésy = (y1;92;y3) € R3. Ekkor:
(w1323 23) + (Y1592593) = (@1 + Y1322 + y2; 03 + y3),
igy
flx+y) = flz1+yi22 + Y2523 + y3) = (21 + Y1322 + 423 0).
Masrészt:
f(@)+ fly) = f(z;m2;23) + fy1592;93) =
= (z1;22;0) + (y1;92; 0) = (@1 + Y1522 + y2; 0),
igy azt kaptuk, hogy
fle+y)=fl2)+ fy),
tehat f additiv. Ha c egy tetsz6leges valds szam, akkor
c- (901;=’E2;l‘3) — (C : 901;0'562;0%3)7
igy
fle-a) = flc-x5¢ x50 23) = (- 71350 223 0).
Masrészt:
¢ f(x)=c-(x1;22;0) = (¢ x1;¢- 223 0),
tehat f homogén. Mivel f additiv és homogén, ezért linedris.
¢) Mivel

f(1;0;0) = (1;0;0)

f(0;1;0) = (0;1;0)

f(0;0;1) = (0;0;0),

ezért a leképezés matrixa:

A=

O O =
o = O
S O O
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d) Az
(w1;22;0) = (0;0;0)

egyenletbdl azt kapjuk, hogy 1 = 0, 2 = 0 és x3 tetszSleges valds szam,
ezért a leképezés magtere:

Ker(f) = {(0;0;t) € R® |t € R}.
e) A leképzés képtere:
Im(f) = {(z1;22;0) € R3 | 21,29 € R}.

f) A leképzés defektusa:
def(f) = dim Ker(f) = 1.

2) A nullitas és rang tétel szerint
dimR3 = def(f) + rang(f),
igy
3 =1+ rang(f),

tehat a leképzés rangja:
rang(f) = 2.

h) Mivel

AT =

O O =

O = O

o O O
Il
S

ezért a leképezés szimmetrikus.
i) Mivel
det A =0,

ezért leképezés nem invertalhato.

j) Mivel

1
A-AT=10
0

o = O

0 1 00 1 00
0]1-1010|=(010|#Es,
0 0 00 0 00

ezért a leképezés ne

3

ortogonalis.
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k) A 2f leképezés matrixa:

200
2A= 0 2 0
0 0O
1) Mivel A = AT ezért A2 = A- AT, igy f? = f o f matrixa:
100
010
0 00
m) A karakterisztikus polinom:
1—A 0
det 0 1—2A -
0 0

n) A karakterisztikus egyenlet:
1—-A 0 0

det 01-x 0 |=0,
0 0 —\
igy
—(1-=X%*x=0.

0) A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, igy A1 = 1 és Ao = 0.

p) A A1 = 1 sajatértékhez tartozd sajatvektorok meghatarozasahoz tekintsiik
el8szor az

100 100
A-1-B3=[010]=-]lo010]=
00 0 00 1
00 0
oo o
00 -1

matrixot. A sajitvektor meghatdrozdsihoz meg kell oldanunk az

00 O 1
00 O] a2 ]=1]120
0 0 -1 T3 0

)
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egyenletrendszert, amire azt kapjuk, hogy x3 = 0, =1 és x2 teszbleges,
egyszerre nem zérus valds szdmok, igy a sajdtaltér:

0
Sy, = t | |[tbueRt-u#0}) =
u
0 0
=<t- | 1 |4+u-| O t,bueRt-u#0
0 1

A A1 = 0 sajatértékhez tartozé sajatvektorok meghatarozasdhoz tekintsiik
el6szor az

1 00
A—-0-E3=[ 0 1 0
000
matrixot. A sajatvektor meghatdrozdsidhoz meg kell oldanunk az
1 00 1 0
01 0 )-| a2 |=1(0
0 00 x3 0

egyenletrendszert, amire azt kapjuk, hogy x1 = 0, z2 = 0 és z3 teszbleges,
nem zérus valés szam. A sajataltér tehat:

0 0
S,=21 0] terrviotb =Lt 0 |, |ter {0}
t 1

A leképezés diagonalizalhatd, mert a Ay = 1 sajatérték algebrai multiplic-
itdsa és geometriai multiplicitdsa is 2, valamint a A; = 0 sajatérték algebrai
multiplicitasa és geometriai multiplicitasa is 1, igy minden sajatérték alge-
brai és geometriai multiplicitdsa megegyezik. Megjegyezziik, hogy a matrix
diagonalis volt, igy nyilvanvaléan diagonalizalhaté.

16.14. Feladat. Bizonyitsuk be a cos 2« és sin 2 addicids képletét a forgés-
matrix felhasznaldsaval!

Megoldas:

Az origé kortili pozitiv irdnyd 2« szoggel valé forgatds matrixa:

cos2a —sin 2«
sin 2« cos2a )’
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Masrészt az origé koriili pozitiv irdnyd 2« szoggel valé forgatés felfoghat6 ugy
is, hogy egymds utdn kétszer hajtjuk végre az origé koriili pozitiv irdnyd «
szoggel valo forgatast. Ekkor a leképezés matrixa:

cosa —sinao cosa —sinao
sin «v Cos & sin o cosa /|-
A matrixszorzast elvégezve azt kapjuk, hogy

2 2

cos? a — sin? « cos o - Sin o + sin & - cos «
cos «v - sina 4+ sin « - cos « cos® o — sin” « )

Az 6sszevonds elvégzése utan

2 2

cos2a —sina 2sina - cosa
2sina - cosa  cos® o — sin” «

adddik. Azt kaptuk tehat, hogy

( cos2a  —sin 2« ) . < cos’a—sin?a  2sina - cosa >

sin 2« cos 2« 2sina - cosa cos? o — sin? «

Két matrix pontosan akkor egyenld, ha a megfelel elemeik egyenl6ek, amib6l

cos 2a = cos® o — sin® «

sin 2a = 2sin « - cos &
adddik.

16.15. Feladat. Bizonyitsuk be a cos(« + 3) és sin(« 4 ) addiciés képletét a
forgdsmétrix felhasznaldsdval!

Megoldas:

Az orig6 koriili pozitiv irdnyd « szoggel vald forgatds matrixa:
cosa —sina
sin « cosa |

Az origé koriili pozitiv irdnyu [ szoggel valo forgatds matrixa:
cosf —sinf
sin 3 cosf )’

Az orig6 koriili pozitiv irdnyd o + (3 szoggel val6 forgatds métrixa:

(conors) —amor)
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Ugyanakkor az o + (3 szoggel valé forgatds felfoghato gy is, hogy el6szor
forgatunk [ szoggel, majd az elforgatott alakzatot o szoggel, igy az o + (8
szoggel val6 forgatds métrixa:

cosa —sina cosfS —sinf
sin o Cos (v sin 3 cosfB |’
Elvégezve a szorzasokat

cosa-cosf —sina-sinf8 —cosa-sinf —sina - cosf
sina-cosfB+cosa-sinf8 —sina-sinf 4+ cosa - cos

adodik.

Azt kaptuk tehat, hogy
cos(a+B) —sin(a+p) \
sinf+ )  cos(a+pB) )

[ cosa-cosf —sina-sinfS —cosa-sinff —sina-cosf
~ \ sina-cosfS+cosa-sinfS —sina-sinf + cosa - cos 3

Két matrix pontosan akkor egyenl, ha a megfelel elemeik egyenl6ek, amib6l
cos(a+ ) = cosa - cos B —sina - sin 3
sin(aw + B) =sina - cos f + cosa - sin 3

adédik.

16.16. Feladat. Egy f linedris transzformaci6 matrixa:

1 2
a=(g3)
Adjuk meg a P = (0;0), @ = (6;0), R = (6;3), S = (0;3) pontok altal

meghatarozott téglalapnak az f transzformacié hatasara keletkezett képét. Raj-
zoljuk fel az alakzatokat!

Megoldas:

Az egyes pontok képei kiszdmolhat6éak gy, hogy a pontoknak megfeleld hely-
vektorok képeit szamoljuk ki. A P = (0;0) pont képe:
0
0

r=(03)()=()

A @Q = (6;0) pont képe:

(
v=(03)(0)=(%)
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A R = (6;3) pont képe:

(32 (1)-(%)

Az S = (0; 3) pont képe:

, (1 2 0y [ 6
#=(02)(5)=(5);

7

6 s R
5

4

3lS R

2

1

ol Q

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

16.17. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha A sajatértéke az A matrixnak, akkor

A\? sajatértéke az A% miétrixnak.

Megoldas:

Ha )\ sajatértéke az A matrixnak és x # 0 a A sajatértékhez tartozé sajatvektor,

akkor
A-x=X\-x.
Szorozzuk az egyenlet mindkét oldalat balrdl az A matrixszal:
A2 0 =A- Xz
Mivel A- A= \- A, ezért

A2z =)-A-z
Ugyanakkor A - x = A - x, igy

A2z =) \-z,
tehat

A% =)\,

ami azt jelenti, hogy az A% matrixnak \? sajatértéke.
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16.18. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha )\ sajatértéke az A invertalhaté matrix-
nak, akkor % sajatértéke az A~! matrixnak.
Megoldas:

Ha ) sajatértéke az A matrixnak és x # 0 a X sajatértékhez tartozo sajatvektor,
akkor
A-z=X-x.
Szorozzuk az egyenlet mindkét oldaldt balrél az A~! matrixszal:
Al A =471 X 2.

Mivel A= - A= Eés E - & = x, ezért

r=X\A"1.z
Szorozzuk az egyenlet mindkét oldalat az % valés szammal:

1 -1
¥ T= A o,
ami azt jelenti, hogy az A~! mdtrixnak az § sajdtértéke.
Megjegyezziik, hogy az % biztosan 1étezik, mert az A matrix invertdlhatd, igy a
0 nem lehet sajatértéke, tehat A # 0.
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17. Fesziiltségi matrix

17.1. Feladat. Egy szerkezet valamely P pontjdhoz tartozo fesziiltségallapotot
az alabbi dbran lathat6 elemi hasabon bejelolt fesziiltségi adatok jellemzik:

z

oz:'.v
T y

i
— /

?2

Az 4brén szerepl adatok az aldbbiak:
o, = 50 [MPa]; o0, = —30 [MPal; o, = 25 [MPa];
Toy = Tye = 30 [MPa]; o = 30°.
a) Adjuk meg az x tengelyhez o szoggel hajld, xz-sikban fekvé n normalis
egységvektor koordinatait!
b) Adjuk meg a fesziiltségi matrixot a P pontban!

c) Hatdrozzuk meg az n vektor 4ltal irdnyitott feliilletelemhez tartozé p,, fe-
sziltségvektort!

d) Hatarozzuk meg az n vektor altal irdnyitott feliiletelemhez tartoz6 normal-
fesziiltség értékét!

e) Szamoljuk ki a csusztatéfesziiltség nagysagat!

f) Hatdrozzuk meg a f6fesziiltségek nagysdgat!

g) Adjuk meg a fesziiltségi f6irdnyokat!

Megoldas:

a) A normdlis egységvektor koordin4tai:

ngz = cosa = cos 30° = :

S

n, = —sina = —sin30° = —5
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Nyilvan n, = 0, igy a keresett normélis egységvektor:

v3
2
n =

0

—0,5
b) A fesziiltségi matrix a P pontban:
50 30 O
T=1 30 —-30 0 | [MPal.

0 0 25

¢) Az n vektor éltal irdnyitott feliiletelemhez tartozé p,, fesziiltségvektor:

50 30 0 ‘f
pn=T-n=| 30 -30 0 |- 4
0 0 25 0
0,5
25-/3
V3 43,3
= 15-/3 ~ | 25,98 [MPa].
~12,5
25 - (—0,5)

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
lpn] = +/(43,3)2 + (25,98)2 + (—12,5)2 ~ 52,02 [MPa.

d) Mivel g,, = n e p,, ezért

? 43,3
On & o | 25,98 | ~43,75[MPal.
0
—12,5
—0,5
A normalfesziiltség tehét 43, 75 [MPal].

e) Mivel
’pn‘ =V UTQL + 7—7%7

ezért a csusztatéfesziiltség:

Tn = \/ P2 — 02 ~ 28,14 [MPal].

189
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f) A fofesziiltségek a fesziiltségi matrix sajatértékei, amiket a karakterisztikus
egyenlet megolddsdval kapunk meg. Tehdt meg kell oldanunk a

det(T'—0-E)=0

egyenletet. Behelyettesitve a T' matrixot és az F egységmatrixot azt kapjuk,
hogy

50 30 0 c 0 0
|T' — o - E| = det 30 =30 O -1 0 o O =
[\ 0 0 25 0 0 o
50 — o 30 0
= det 30 —-30—o0 0 .
0 0 25— o

A kapott determindnst kiszdmolhatjuk példdul a harmadik sor szerinti kifej-
téssel. Ekkor azt kapjuk, hogy

T —0-E|=(25-0) (1) [(50 — o) - (=30 — o) — 900] =
= (25 —0)- (6% — 20 - 0 — 2.400).
A féfesziiltségek tehat a
(25 — o) - (6% — 20 - 0 — 2.400) = 0
egyenlet megolddsai. Egy szorzat tgy lehet zérus, ha valamelyik tényez&je
zérus, igy o = 25 [MPa] vagy
0% —20 -0 —2.400 = 0.

A masodfoku egyenlet megolddképlete alapjan
20 + /400 + 9.600 _ 20 + 100

2 2 ’

igy o = 60 [MPa], illetve 0 = —40 [MPa]. Indexezziik az aldbbi médon a
fofesziiltségeket:

012 =

o1 = 60 [MPal; oy = 25 [MPal; 03 = —40 [MPa).

g) Az egyes f6fesziiltségekhez tartozé f6iranyokat a

(T—0-FE)-n=0
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homogén linedris egyenletrendszer megolddsaként kapjuk. Behelyettesitve
a o1 = 60 [MPa] értéket az

~10 30 0 o 0
30 =90 0 |-[n, |=1]0
0 0 —35 n, 0

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk,
hogy

—10n; + 30n, =0

30n; —90n, =0

—35n, =0
Az utolsé egyenletbdl n, = 0 adédik. Az elsd és masodik egyenletek ek-
vivalensek egymassal, igy koziiliikk az egyik egyenlet elhagyhaté. Az n, és
n, ismeretlenek kozott az n, = 3n, kapcsolatokat kapjuk. A kdnnyebb at-

tekinthetSség kedvéért legyen példaul n, = ¢, ahol t € R\ {0} tetszGleges.
Ekkor n, = 3t. Az n vektornak egységvektornak kell lenni, igy teljesiilnie

kell, hogy
\/n2+ng+n2=1,
azaz

Vo242 =1 = Vv10-t=1 = t =

o

Tehat a o; fofesziiltséghez tartozé f6irdny:

ny =

[an} )

A o9 = 25 [MPa)] értékii féfesziiltség esetén az aldbbi linedris egyenletrend-
szerhez jutunk:

25 30 0 o 0
30 =55 0 |- n, |=1]0
0 00 n. 0
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Az egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk, hogy

251, + 30n, =0
30n; — 55n, = 0.

Ekkor n, = t adddik, ahol ¢ € R \ {0} tetszGleges. Tovdbbd n, = 0 és
ny = 0. Az n vektornak egységvektornak kell lenni, igy teljesiilnie kell,

hogy
/12 +nZ4+n2 =1,

azaz t = 1. Tehat a o9 f6fesziiltséghez tartozé f6irdny:

0
nog = 0
1
A o3 = —40 [MPa] értékii ffesziiltség esetén az aldbbi linedris egyenlet-
rendszerhez jutunk:
90 30 O Ng 0
30 10 0 || n |=]0
0 0 65 N, 0

Az egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk, hogy

90n,; + 30n, =0
30n; + 10n, =0
65n, = 0.

Az utolsé egyenletbdl n, = 0 adédik. Az elsd és mdsodik egyenletek ek-
vivalensek egymadssal, igy koziiliik az egyik egyenlet elhagyhaté. Az n,
€s n, ismeretlenek kozott az n, = —3n, Osszefiiggést kapjuk. A kony-
nyebb attekinthetség miatt legyen példaul n, = t, ahol t € R\ {0} tet-
szbleges. Ezt az els6 vagy mésodik egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk,
hogy n, = —3t. Annak is teljesiilni kell tovabba, hogy az n vektornak
egységvektornak kell lenni, igy fenn 4ll a

/2 2 2
ny +ny+n; =1,
Osszefiiggés, azaz

Vo242 =1 = V10-t=1 = t =
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Tehat a o3 fofesziiltséghez tartozé f6irdny:

1

V10

n3: 3

V10
0

17.2. Feladat. Egy test egy P pontjaban a fesziiltségi matrix:

5 0 —-10
T = 0 20 0
-10 O )

A tekintett pontra illeszkedd feliiletelem normalis egységvektora:

1
2
n=| ¥2
2
1
2
a) Hatdrozzuk meg az n vektor 4ltal iranyitott feliiletelemhez tartozé p,, fe-

sziiltségvektort!

b) Hatdrozzuk meg az n vektor éltal irdnyitott feliiletelemhez tartoz6 normaél-
fesziiltség értékét!

¢) Szamoljuk ki a csusztatéfesziiltség nagysagat!
d) Hatdrozzuk meg a f6fesziiltségek nagysagit!

e) Adjuk meg a fesziiltségi féiranyokat!

Megoldas:
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a) Az n vektor altal irdnyitott feliiletelemhez tartozé p,, fesziiltségvektor:

1
2
5 0 —10
pn=T n= 020 o |- | V2 |z
-0 0 5 2
1
2
_5
2
= | 10-v2 |.[MPa]
5
2

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

=) )

25 25
_ \/4+100.2+4 ~ 14,58 [MPal].

b) Mivel o, = n e p,, ezért

1 5
2 2
o | V2 o] 10-v2 :—§+10—§=7,5[Mpa].
2 4 4
1 _5
3 2

A normalfesziiltség tehét 7, 5 [MPal.

¢) Mivel
|on] = Vi + 73,

ezért a csusztatofesziiltség:
Tw = /P2 — 02 = /14,582 — 7,52 = \/212,5 — 56,25 =

= /156,25 ~ 12,5 [MPa).

d) A féfesziiltségek a fesziiltségi matrix sajatértékei, amiket a karakterisztikus
egyenlet megolddsdval kapunk meg. Tehdt meg kell oldanunk a

det(T'—0-E)=0
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egyenletet. Behelyettesitve a T' matrixot és az E egységmatrixot azt kapjuk,
hogy

5 0 -10 c 0 0
det(T'— o - E) = det 0 20 0 |- 0 o O =
|\ 10 0 5 0 0 o
5—o0 0 —10
= det 0 20— o 0

-10 0 5—0

A kapott determindnst kiszdmolhatjuk példdul a médsodik sor szerinti kifej-
téssel. Ekkor azt kapjuk, hogy

det(T — o - E) = (20 — o) - (—1)*"* - [(5 — 0)* — 100] =
=(20—0) - [(5—0)*—100].
A fofesziiltségek tehat a
(20— o) [(5—0)* —100] =0

egyenlet megoldésai. Egy szorzat gy lehet zérus, ha valamelyik tényezdje
zérus, igy o = 20 [MPa] vagy (5 — 0)? — 100 = 0. Az utébbi egyenletbsl
azt kapjuk, hogy

5—0c=10
vagy
5—0c=-10.

Az el&bbibsl o = —5 [MPal, az utébbibél o = 15 [MPa]. Indexezziik az
alabbi médon a féfesziiltségeket:

o1 = 20 [MPa|; o9 = 15 [MPa]; 03 = —5[MPa).

Az egyes f6fesziiltségekhez tartoz6 féirdnyokat a
(T'—0-FE) - n=0

homogén linedris egyenletrendszer megolddsaként kapjuk. Behelyettesitve
a o1 = 20 [MPa] értéket az

~15 0 —10 o 0
00 O0f-|mn |={0
~10 0 —15 n, 0
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egyenletrendszerhez jutunk. A méasodik sor minden eleme zérus, igy az el-
hagyhat6. Az egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk, hogy

—15n,; — 10n, =0
—10n, — 15n, = 0.
Az els6 és méasodik egyenletet is —5-tel elosztva azt kapjuk, hogy
3ng +2n, =0
2n; + 3n, = 0.

Az els egyenlet —2-szeresét adjuk hozza a masodik egyenlet 3-szorosahoz.
Ekkor azt kapjuk, hogy
5n, =0 = n, = 0.

Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe n, = 0 adédik. Az n, értékét tet-
sz0legesnek valaszthatjuk, igy legyen n, = t, ahol t € R\ {0}. Egységnyi
hossziisdgu sajatvektort keresiink, ezért teljesiilni kell annak, hogy

\/na+ni+ni=1,

\/t>2:1 = t=1.

Tehét a o fofesziiltséghez tartozd firany:

0
ny = 1
0

azaz

A o9 = 15 [MPa] értékii ffesziiltség esetén az aldbbi linedris egyenletrend-
szerhez jutunk:

~10 0 -10 N 0
0 -5 0]-fn |=1]0
~10 0 -10 ns 0

7 2

Az elsé és utolsé egyenlet megegyezik, igy koziilikk az egyik elhagyhat6. A
megmaradt egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk, hogy

—10n; — 10n, =0
—5ny = 0.

A masodik egyenletbdl n, = 0 adddik. Az elsd egyenletbdl azt kapjuk,
hogy n, = —n,. Legyen n, = t, aholt € R\ {0} tetszSleges. Ekkor
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ny = —t. Az n vektornak egységvektornak kell lenni, igy teljesiilnie kell,

hogy
\/nz+nitn?=1,

amibdl azt kapjuk, hogy

1 V2
V()2 +12=1 = t=-—— =22
Tehét a o fofesziiltséghez tartozo f6irdny:
V2
2
ng = 0
V2
2
A 03 = —5[MPa] értéki fofesziiltség esetén az aldbbi linedris egyenlet-
rendszerhez jutunk:
10 0 -10 Ny 0
0 25 O] ny | =10
—-10 0 10 n, 0

Az elsd és harmadik egyenlet megegyezik, igy koziiliik az egyik elhagyhato.
A megmaradt egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk, hogy

10n, — 10n, =0
25, = 0.

Az utols6 egyenletbdl n, = 0 adédik. Az elss egyenletbdl azt kapjuk, hogy
ng = n,. Legyen példdul n, = t, ahol t € R\ {0} tetszSleges. Ezt az elsd
vagy masodik egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy n, = t. Annak is
teljesiilni kell tovdbbd, hogy az n vektornak egységvektornak kell lenni, igy

fenn all a
,/n%—l—ng—i—ng =1,

Osszefiiggés, azaz

ViZ+t2=1 = t=



198

Tehat a o3 fofesziiltséghez tartozé f6irdny:

ns =

o =S

17.3. Feladat. Egy szerkezet valamely P pontjahoz tartozé fesziiltségéllapotot
az 4bran l4thato elemi hasdbon bejeldlt fesziiltségi adatok jellemzik.

z
O-Z
g
: T
T ' Xy
nl = |
-+ ! }’
protabl EEEELETELLY —
7‘”\}9

—
Az abréan szerepl6 adatok az aldbbiak:
o, = 45[MPal; 74y = 7y = —30 [MPa]; o = 30°.

Az n vektor az xz-sikban van.

a) Adjuk meg az dbrdn bejelolt n normadlis egységvektor koordinatéit!
b) Irjuk fel a fesziiltségi métrixot a P pontban!

¢) Hatdrozzuk meg az n vektor altal irdnyitott feliiletelemhez tartozé p,, fe-
sziiltségvektort!

d) Hatarozzuk meg az n vektor altal irdnyitott feliiletelemhez tartoz6 normal-
fesziiltség nagysagat!

e) Hatdrozzuk meg az n vektor altal irdnyitott feliiletelemhez tartozé csisz-
tatéfesziiltségek nagysigat!

f) Hatdrozzuk meg a f6fesziiltségek nagysdgat!

Megoldas:
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a) A normdlis egységvektor koordin4tai:

ng = cosa = cos 30° = ;

V3
1

n, = sina = sin30° = 3

Mivel n, = 0, igy a keresett normélis egységvektor:

V3

n= 2
0
0,5
b) A fesziiltségi matrix a P pontban:
0 =30 O
T=1| -30 0 0 | [MPal.
0 0 45

¢) Az n vektor altal irdnyitott feliiletelemhez tartozo p,, fesziiltségvektor:

0 —30 0 _
pn=T-n=| -30 0 0 (2)
0 0 45
0,5
0 0
= -15-v3 | = | —25,98 | [MPa).
22,5 22,5

d) A normélfesziiltség nagysidga:
on ~ 11,25 [MPa].
e) A csuszatéfesziiltség nagysiga:
Tn & 32,48 [MPa].
f) A féfesziiltségek a fesziiltségi matrix sajatértékei:
o1 = 45 [MPa]; o2 = 30 [MPa|; 03 = —30 [MPa).

199
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18. Alakvaltozasi matrix

18.1. Feladat. Egy acélszerkezet valamely P pontjahoz tartozé alakvaltozasi
allapotot az alabbi dbra szemlélteti:

Z“
ku
ng
Jj &y y
i N
& - _7x,y
X 1 p 2
X 57yx

Az dbran szerepl$ adatok az alabbiak:
e, =2,58-107% £, =-2,62-10"% e, =-0,954-10"%
Yoy =3,9-107%  a=30% Y =2-10"[Pa]; »=0,3.
a) Adjuk meg az y tengelyhez « szoggel hajld, yz sikban fekv6 n egységvektor
koordinatait!
b) Irjuk fel az alakvéltozasi métrixot a P pontban!
¢) Adjuk meg az n irdnyhoz tartozé alakvaltozési vektort!
d) Hatdrozzuk meg az n irdnyd o, fajlagos nyulést!
e) Adjuk meg az ¢ és j egységvektorok egymads felé fordulasdnak szogét!
f) Hatdrozzuk meg a fonyuildsok nagysdgat!
g) Adjuk meg az alakvaltozasi féiranyokat!
h) Szamoljuk ki a csisztat6 rugalmassdgi modulus értékét!
i) Adjuk meg a fesziiltségi matrixot a P pontban!
Megoldas:
a) Mivel az egységvektor az yz sikban fekszik, ezért n, = 0. A keresett vektor
masodik koordinétéja:

V3

= cos30° = "
Ty COS 5
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A keresett vektor harmadik koordin4tija:
n, = —sin30° = —0, 5.
Tehat a keresett egységvektor:
0
n=| V3

2
-0,5

b) Az alakvaltozasi matrix a P pontban:

1 1
Ex 5 * Yoy 5 * Vxz
1 1
1 1
5 *Vzx 5 * Vzy €z
2,58 1,95 0
=| 1,95 —-2,62 0 -1074
0 0  —0,95

¢) Az n irdnyhoz tartoz6 alakvaltozési vektor:

0
2,58 1,95 0
an=A-n=| 1,9 -262 0 0| V3|
0 0  —0,9 2
-0,5
1,69
~ | —2,27 | 1074
0,48
d) A fajlagos nyulds értéke:
0 1,69
Epn=NOQ, = @ o —2,27 | - 107*~ —1,73-107%
—0,48

-0,5
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e) Az és j egységvektorok egymds felé forduldsdnak szoge:

1 1 _ .
=g =T A= (0 1 0);
2,58 1,95 0 1
1,95 —2,62 0 107010 | =
0 0 —0,95 0
=1,95-107%

f) A fényildsok az alakvéltozasi matrix sajatértékei, amelyeket az
|JA—e-E|=0

karakterisztikus egyenlet megolddsaval kapunk meg. A karakterisztikus po-
linom:

|A—e-E|=
[/ 2,58 1,95 0 e 00
= det 1,95 —2,62 0 1074 =10 € 0 =
'\ 0 0 —0,95 0 0 ¢
2,58 -107% —¢ 1,95-1074 0
= det 1,95-107%  —2,62-107* —¢ 0
0 0 —0,95-107% —¢

A kapott determindnst példdul a harmadik sora szerint kifejtve azt kapjuk,
hogy

(=0,95-107* —&) - (€2 —0,04-107%. £ — 10,56 - 107%).
A megoldandé egyenlet tehat:
(=0,95-107% —¢) - (2 = 0,04-107% - £ — 10,56 - 1078) = 0.

Egy szorzat csak akkor lehet zérus, ha valamelyik tényezdje zérus, igy a

sajatértékek
e~ 3,23-107%
g9~ —0,95-107%
eg ~ —3,27-107%.

g) Az egyes fonyudldsokhoz tartozé alakvéltozasi f6irdnyokat az

(A—¢g;-E)-n=0 (1=1,2,3)
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homogén linedris egyenletrendszer megolddsaként kapjuk. Behelyettesitve
azeq = 3,23 - 1074 értéket az

-0,65 1,95 0 Ny 0
1,95 —5,85 0 “l ny | =1 0
0 0 —2,28 n 0

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk,
hogy
—0,65n,; +1,95n, =0
1,95n, —5,85n, =0
—2,28n, =0
Az utolsé egyenletbdl n, = 0 adddik. Az elsd és mdsodik egyenletek ek-
vivalensek egymadssal, igy az egyik egyenlet elhagyhat6. Az n, és n, is-
meretlenek kozott az n, = 3n, Osszefiiggést kapjuk. A jelolések egysz-

erlisitése miatt legyen példdul n, = ¢, ahol ¢t € R\ {0} tetszleges. Ekkor
n, = 3t. Az n vektornak egységvektornak kell lenni, igy teljesiilnie kell,

hogy
\/n2+nd4+n2=1,
azaz

Vot 2 =1 = Vv10-t=1 = t=

Tehat a €; fonyulashoz tartozé alakvaltozasi f6irany

o

3
\/10 0,95
ny = 1 ~ | 0,32
V10 0
0
Az g9 = —0,95 - 10~* értékii fényulds esetén az alabbi linedris egyenlet-
rendszerhez jutunk:
3,93 1,95 0 Ng 0
1,95 —-1,67 O |- ny | =10
0 0 0 T, 0

Az egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk, hogy
3,93n; +1,95n, =0
1,951, —1,6Tn, =0
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Ekkor az n, ismeretlenre nem kaptunk semmilyen ,,megkotést", igy az tet-
szbleges zérustdl kiilonbozé értékét felvehet, azaz legyen n, = ¢, ahol
t € R\ {0} tetsz6leges. Tovabbd n, = 0 és n, = 0. Az n vektornak
egységvektornak kell lenni, igy teljesiilnie kell, hogy

\/"2+n2+n2 =1,

azaz t = 1. Tehat a g5 f6fesziiltséghez tartozé f6irdny:

0
no = 0
1
A g3 = —3,27-10~% értékii fonyiilds esetén az alabbi linedris egyenletrend-
szerhez jutunk:
5,8 1,95 0 Ny 0
1,95 0,656 O “l ny | =10
0 0 4,22 n, 0

Az egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk, hogy

5,851, +1,95n, =0

1,95n, +0,65n, =0

4,22n, =0
Az utolsé egyenletbdl n, = 0 addédik. Az elsd és mdsodik egyenletek ek-
vivalensek egymadssal, igy koziiliikk az egyik egyenlet elhagyhatd. Az n, és
n, ismeretlenek kozott az n, = —3n, Osszefliggést kapjuk. Az egyszer(ibb

felirds kedvéért legyen példdul n, = t, ahol ¢t € R \ {0} tetszSleges. Ekkor
n, = —3t. Mivel n egységvektor, ezért

VOtZ 42 =1.

Ebbd] meghatdrozhatjuk a ¢ értékét:
v10-t=1 = = —.

Ezt felhaszndlva a €3 f6fesziiltséghez tartoz6 féirany

1
/10 0,32
n3 = 3 ~ [ —0,95

V10 0
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h) A csusztatd rugalmassdgi modulus értéke:

Y 2101 1
C=5 it~ 26 077107 [Pa

i) A fesziiltségi matrix és alakvaltozasi matrix kdzott az aldbbi kapesolat ad-

haté meg:
T=2G (A+— o A E),
1-2v
ahol az A paraméter értéke:

Aj=e1+6e9+e3=0,91-10"%

A fesziiltségi matrix a P pontban:

T=9y.(A ‘A -E].
<+1—2 d >

Az adatok behelyettsitése utdn azt kapjuk, hogy

T =1,54-10".
2,58 1,95 0
1,95 —2,62 0 1074 40,75-0,91-107% . E

0 0 —0,95
Felhaszndlva, hogy E a 3 x 3-as egységmatrix azt kapjuk, hogy

2,58 1,95 0
T =1,54-10" . 1,95 —2 62 0 L1074+
0 —0,95
100
+0,6825-( 0 1 0 |-107*
001
Elvégezve az elemi szamoldsokat
3,2625 1,95 0
T = 1,95 —1,9375 0 1,54-107 =
0 0 —0, 2675
5,02425 3,003 0
= 3,003 —2,98375 0 -107.
0 0 —0,41195

adodik.
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18.2. Feladat. Egy acélszerkezet valamely P pontjdhoz tartozé alakvaltozdsi
allapotot az aldbbi dbra szemlélteti:

A
ugz
ku
n 1
2w
ﬂ\ j y
I Suamns
Eyyx 1 ‘I\‘C{J\ €y
X &y

Az dbran szerepl$ adatok az alabbiak:

£ =8,38-107° ¢,=1,88-10"" ¢,=0,25-10"7%
Yoy =—19,5-107% «a=30°; B=60° FE=2-10""[Pal;
v=20,3.
a) Adjuk meg az dbran lathaté n egységvektor koordinatait!
b) Irjuk fel az alakvéltozasi métrixot a P pontban!
¢) Adjuk meg az n irdnyhoz tartozé alakvaltoz4si vektort!
d) Hatarozzuk meg az n irdnyu o, fajlagos nyulast!

e) Adjuk meg az ¢ és j egységvektorok egymas felé fordulasanak szogét!
Megoldas:

a) A normalis egységvektor:
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b) Az alakvéltozési méatrix a P pontban:
1 1
Ex 3 Yzy S Vzz
1 2 ? 8,38 —-975 0
A=| Swe & W [=| %75 18 0 1070
0 0 0,25
1 1
§’Yzz §’Yzy €z

¢) Az n irdnyhoz tartoz6 alakvaltozési vektor:

8,38 —9,75 0 0,25
an=A-n=| —-9,75 1,88 0 210751 0,43 | ~
0 0 0,25 0,87
-2,1
~ [ -1,63 | -107°.
0,22
d) A fajlagos nyulds értéke
0,25 -2,1
en=nea,=| 043 |e| —1,63 | -107°~ —1,03-107°.
0,87 0,22

e) Az és j egységvektorok egymas felé fordulasanak szoge:

1 1 . .
"Yyl‘:§'7xy:]T‘A’Z:

207

2
8,38 —9,75 0 1
=(010) [ -97 1,8 0 |-107°-[0 |=
0 0 0,25 0

=-9,75-107°.



208

19. Kvadratikus fiiggvények

19.1. Feladat. Irjuk fel a

Q(x1;x9) = 5:5% + 8x119 — 4:1;%
kvadratikus fiiggvény matrixat!
Megoldas:

A kvadratikus fiiggvény matrixa:
5 4
A= ( 4 —4 ) '

Q(xl; T, 1’3) = l’% + .T% + .CC% + 4:01332 + 83311’3

19.2. Feladat. Irjuk fel a

kvadratikus fiiggvény matrixat!
Megoldas:

A kvadratikus fliggvény métrixa:

A=

=N =
S =N
— O

19.3. Feladat. Irjuk fel a
Q(x1; 295235 04) = $% + :L‘g + ﬂc?)) + xi + 2x129 + 49Ty

kvadratikus fiiggvény matrixat!

Megoldas:
A kvadratikus fiiggvény matrixa:
1100
110 2
A= 0 010
0 2 01

19.4. Feladat. Tekintsiik a
Q(x1;m0) = 2%‘% 4+ 4xx9 — x%

kvadratikus fiiggvényt!
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a) Irjuk fel a kvadratikus fiiggvény matrixat!
b) Irjuk fel a kvadratikus fiiggvényt 7 - A - x alakban!
¢) Szdmoljuk ki a kvadratikus fiiggvény métrixdnak sajatértékeit!

d) Hatarozzuk meg a kvadratikus fiiggvény bal felsé sarok minor determinan-
sait!

e) Hatdrozzuk meg a () matrixanak definitségét kétféleképpen: egyrészt a sa-
jatértékek segitségével, masrészt pedig a bal fels§ sarok minor determinén-
sokbdl kovetkeztessiink a matrix definitségére!

Megoldas:

a) A kvadratikus fiiggvény matrixa:

(2 2).

b) Vezessiik be az

8 8
N =
N———

jelolést. Ekkor

2 2 T
(xl :1:2)-<2 1)-(x;)—2$%+4$1$2—1‘%.

c) A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, azaz a

2—-A 2
det ( 9 NN ) =0
egyenlet megolddsai. Ha kiszdmoljuk a determindnst, akkor azt kapjuk,

hogy
(2=XN)-(-1=-X)—-4=0.

A zar6jelek felbontdsa és az Osszevonds utdn
M-A-6=0

adédik. A madsodfoku egyenlet megolddképletét alkalmazva azt kapjuk,
hogy
1+£v/1+24 145
2 2
amibs8l A1 = 3, illetve Ay = —2 adddik.

A2 =
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d) A bal fels6 sarok minor determindnsok:
D, = det(?) =2,

illetve

2 2
D2—d6t<2 _1>_—2—4_—6.

e) Mivel a matrix bal felsd sarok determinansaira azt kaptuk, hogy D; pozitiv
és Do negativ, ezért a matrix indefinit.
Mivel az A matrixnak pozitiv és negativ sajatértéke is van, ezért a matrix
indefinit.

19.5. Feladat. Tekinstiik a
Q(x1;w2) = 36% + 4129 + x%
kvadratikus fiiggvényt!
a) Irjuk fel a kvadratikus fiiggvény matrixat!
b) Irjuk fel a kvadratikus fiiggvényt z7 - A -  alakban!
¢) Szédmoljuk ki a kvadratikus fiiggvény métrixdnak sajatértékeit!

d) Hatdrozzuk meg a kvadratikus fiiggvény bal fels6 sarok minor determinan-
sait!

e) Hatdrozzuk meg a () matrixanak definitségét kétféleképpen: egyrészt a sa-
jatértékek segitségével, masrészt pedig a bal fels§ sarok minor determinén-
sokbdl kovetkeztessiink a matrix definitségére!

Megoldas:

a) A kvadratikus fiiggvény métrixa:

-

b) Vezessiik be az

jelolést. Ekkor

(o a2 (

2 2
= z7] +4r122 + 75.

N =
=N
N———
7N
8 8
N =
N———
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c) A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, azaz a

det< 12/\ 13)\):0
egyenlet megolddsai. Ha kiszdmoljuk a determindnst, akkor azt kapjuk,
hogy
(1=XN)-1-XN)-4=0 = (1-N?*=4,
amibdl Ay = —1, illetve Ao = 3 adddik.
d) A bal felsG sarok minor determindnsok:

Dy =det(1) =1,

1 2
DQ—det(2 1):14:3

illetve

e) Mivel a métrix bal fels6 sarok determindnsaira azt kaptuk, hogy D1 pozitiv
és Do negativ, ezért a matrix indefinit.
Mivel az A maétrixnak pozitiv és negativ sajatértéke is van, ezért a matrix
indefinit.

19.6. Feladat. Tekintsiik a
Q(x1;w2;x3) = 927 + 223 + 23 + 62120
kvadratikus fiiggvényt!
a) Irjuk fel a kvadratikus fiiggvény matrixat!
b) Irjuk fel a kvadratikus fiiggvényt 27 - A - z alakban!
¢) Szdmoljuk ki a kvadratikus fiiggvény maétrixdnak sajatértékeit!

d) Hatdrozzuk meg a kvadratikus fiiggvény bal felsd sarok minor determinan-
sait!

e) Hatdrozzuk meg a () matrixanak definitségét kétféleképpen: egyrészt a sa-
jatértékek segitségével, masrészt pedig a bal fels§ sarok minor determinén-
sokbdl kovetkeztessiink a matrix definitségére!

Megoldas:
a) A kvadratikus fiiggvény maétrixa:

A:

S W O
SN W
_ o O
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b) Vezessiik be az

€1
xr = i)
T3
jelolést. Ekkor
9 3 0 1
( Tl To X3 ) 3 2 0 To :9m%+2x§+x§+6m1x2.
0 0 1 T3

c) A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, azaz a

9—-A 3 0
det 3 2-A 0
0 0 1—-A

egyenlet megolddsai. Ha kiszdmoljuk a determindnst, akkor azt kapjuk,
hogy

I
o

(1=X)-(9=X2) (2= -9)=0.
Ekkor
1-2=0 = A = 1.
A(9—X)-(2—X)—9 = 0 egyenletbdl a zdrdjelek felbontdsa és Gsszevonds
utdn
A —11A+9=0

adodik. A masodfoku egyenlet megoldoképletével azt kapjuk, hogy
11 ++/121 — 36

5 5
igy Ao = 11%@, illetve A\ = %.

Ao 3 =

d) Az A matrix elsé bal fels6 sarok minor determinansa:
D, = det(9) =9,

a masodik sarok minor determinansa:

9 3
Dg—det<3 9

a harmadik sarok minor determinansa:

9 3 0
det | 3 0 | =18—-9=09.
0 1

>:18—9:9,

2
0
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e) Mivel a kvadratikus fiiggvény matrixdnak minden bal fels6 sarok determi-
ndnsa pozitiv, ezért a matrix és igy a kvadratikus fliggvény pozitiv definit.
Mivel az A métrix minden sajatértéke pozitiv, ezért a matrix pozitiv definit.

19.7. Feladat. Tekinstiik a
Q(w1;w2; 23) = —227 — 93 — 205 + 81129
kvadratikus fiiggvényt!
a) Irjuk fel a kvadratikus fiiggvény matrixat!
b) Irjuk fel a kvadratikus fiiggvényt 27 - A - z alakban!
¢) Szamoljuk ki a kvadratikus fiiggvény métrixanak sajatértékeit!

d) Hatdrozzuk meg a kvadratikus fiiggvény bal felsé sarok minor determinan-
sait!

e) Hatdarozzuk meg a () matrixdnak definitségét kétféleképpen: egyrészt a sa-
jatértékek segitségével, masrészt pedig a bal fels6 sarok minor determinan-
sokbdl kovetkeztessiink a matrix definitségére!

Megoldas:

a) A kvadratikus fiiggvény maétrixa:

-2 4 0
A= 4 -9 0
0 0 -2
b) Vezessiik be az
T
Tr = X9
T3
jelolést. Ekkor
-2 4 0 T1
( 1 T2 I3 ) . 4 —9 0 . o =
0 0 -2 T3

= —227 — 922 — 2:1:§ + 8x122.
c) A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, azaz a

—2—-A 4 0
det 4 -9-A 0 =0
0 0 —2-A
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d)

€)

19.

egyenlet megolddsai. Ha kiszdmoljuk a determindnst, akkor azt kapjuk,
hogy
(=2=X)- ((-=2=X)- (=9 =) — 16) = 0.
Ekkor
—2-X=0 = )\1 = —2.
A(=2—-X) (-9 — ) — 16 = 0 egyenletbdl a zdrdjelek felbontdsa és
0sszevonds utdn
N +1IA+2=0
adédik. A masodfoku egyenlet megoldoképletével azt kapjuk, hogy

—114++/121 -8

A =
1,2 5
igy Ao = 7_1“? 113, illetve Ay = 7_11? 113
Az A métrix elsd bal felsG sarok minor determindnsa:

D1 = det(—2) = —2,

a masodik sarok minor determinansa:
Dy = ( B ) =18 - 16 = 2,

4 -9
a harmadik sarok minor determinénsa:
-2 4 0
D3 = det 4 -9 0 | =-4.
0 0 -2
Mivel a kvadratikus fiiggvény matrixa bal fels§ sarok determindnsai poz-

itiv, negativ, pozitiv eldjeltiek, ezért a matrix és igy a kvadratikus fiiggvény
negativ definit.
Mivel az A métrix minden sajatértéke negativ, ezért a matrix negativ definit.

8. Feladat. Hozzuk kanonikus alakra a
Q(z1;22) = 223 + 6x129 + 275

kvadratikus fiiggvényt!
Megoldas:

A kvadratikus fliggvény matrixa:
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Vezessiik be az

jelolést. Ekkor
2 3 I
(xl xg)-<3 2>-<$2>:2x%+6m1x2+2x%.

Az A matrix sajatértékei a karakterisztikus egyenletének gyokei, azaz a

2— )\ 3
det< 3 2_)\>—0

egyenlet megoldasai. Ha kiszamoljuk a determindnst, akkor azt kapjuk, hogy
(2-X)2-9=0 = (2-X)?%=09,
amib8l A\; = —1, illetve Ay = 5 adddik.

A A\ = —1 sajatértékhez tartozo6 sajatvektorok meghatirozasahoz elsd 1€pés-
ben felirjuk az A — A\ Fy matrixot:

2 3 10 3 3
A+E2_<3 2>+<0 1)‘(3 3)'
A sajatvektorokat a
33\ (=1 \_(0
3 3 x2 /0

egyenletrendszer megolddsa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmaétrix masodik
sora megegyezik az elsé sorral, igy az elhagyhatd, mert nincs 4j informéciétar-
talma. Tehdt a megoldand¢ linedris egyenletrendszer

3x1+ 312 =0 = 1+ x9 = 0.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek vélaszthatjuk. Legyen
ro=t€R \ {0}

At = 0 értéket azért zarjuk ki a megoldasok koziil, mert akkor zo = 0 és
1 = 0 lenne, ami azt jelentené, hogy a sajatvektor zérusvektor, amit definicié
szerint nem engediink meg. Tehat a \; = —1 sajatértékhez tartoz6 Osszes
sajatvektorok halmaza, azaz a sajataltér:

{7 pero}{e (7 s
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A A\ = —1 sajatértékhez tartozd egységnyi hosszisagu sajatvektor:

()

A )\ = b sajatértékhez tartozo sajitvektorok meghatirozasahoz elsé 1épésben
felirjuk az A — A\ FEs matrixot:

2 3 5 0 -3 3
A_5E2:<3 2)‘(0 5>:< 3 —3)'
A sajatértékeket a
-3 3\ (a1 )_(0
3 -3 o /] \ 0

egyenletrendszer megolddsa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmaétrix masodik
sora megegyezik az elsd sor —1-szeresével, igy az elhagyhatd, mert nincs 4j
inform4cidtartalma. Tehat a megoldando linedris egyenletrendszer

—3x1 4+ 322 =0 = x1 + 29 = 0.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek vélaszthatjuk. Legyen
o =1€E R\ {0}

At = 0 értéket azért zarjuk ki a megoldasok koziil, mert akkor zo = 0és x1 =
0 lenne, ami azt jelentené, hogy a sajatvektor zérusvektor, amit definicio szerint
nem engediink meg. Tehdt a Ao = 5 sajatértékhez tartozd Osszes sajatvektorok
halmaza, azaz a sajdtaltér:

1 1
Sy, = {( 1 ) teR\{O}}:{t- ( 1 ) ’teR\{O}}.
A X9 = 5 sajatértékhez tartozd egységnyi hosszisagu sajatvektor:
(1)
viilt)

Az A mitrix diagonalizalhat6, mert minden sajatértéknek az algebrai és geo-
metriai multiplicitdsa megegyezik. A diagondlmatrix:

~1 0
=(53),

a diagonalizdlé maétrix:
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Az S matrix ortogondlis, mert

18y

1 (20 10
_2'(0 2)‘(0 1>_E2'

A kvadratikus forma kanonikus alakja az
x=S8-y

transzformacio utan:

o= ) (2 0) (1)

217
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20. Masodrendii gorbék

20.1. Feladat. Abrazoljuk a

32?2 — dayx0 + 323 =1
egyenleti masodrendl gorbét!
Megoldas:

A
Q(x1;2) = 327 — 4a179 + 373

kvadratikus fiiggvény matrixa:

(22

Mivel az A matrix determindnsa
3 =2

detAzdet( _9 3

>:9—4=5>0,

ezért a gorbe ellipszis lesz.
Vezessiik be az

jelolést. Ekkor

3 =2
(:cl m)-(_z 3 )-(i;>:3$%—4$1$2+3x%.

Az A matrix sajatértékei a karakterisztikus egyenletének gyokei, azaz a
33— =2
det( _9 3_)\>—O
egyenlet megolddsai. Ha kiszdmoljuk a determindnst, akkor azt kapjuk, hogy

B3-N2—-4=0 = (3—N)? =4,

amibdl A\ = 1, illetve Ay = 5 adddik.
A A1 = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok meghatirozasahoz elsé 1épésben
felirjuk az A — AE5 matrixot:

ne(37)-(00)-(2 )
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2 =2 ) I . 0
-2 2 T2 o 0
egyenletrendszer megoldasa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmatrix masodik

sora megegyezik az elsé sor —1-szeresével, igy az elhagyhat6, mert nincs 4j
informécidtartalma. Tehat a megoldando linedris egyenletrendszer

A sajdtvektorokat a

201 — 229 =0 = r1 —x9 = 0.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk. Legyen
r9o =t €R \ {0}

At = 0 értéket azért zarjuk ki a megolddsok koziil, mert akkor a sajdtvektor
zérusvektor lenne, amit definicid szerint nem engediink meg. Tehdta A\; = 1
sajatértékhez tartoz6 0sszes sajatvektorok halmaza, azaz a sajitaltér:

ne{() pemo e (1) pemio)

A A = 1 sajatértélhez tartozo egységnyi hosszisigu sajatvektor:

5(0)

A )\ = 5 sajatértékhez tartozo sajitvektorok meghatirozasahoz elsé 1épésben
felirjuk az A — A E» métrixot:

3 =2 5 0 -2 =2
A_5E2_<—2 3>_<0 5>_<—2 —2>'
A sajatvektorokat a
-2 =2 . T o 0
-2 =2 T2 o 0

egyenletrendszer megolddsa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmaétrix masodik
sora megegyezik az elsé sorral, igy az elhagyhatd, mert nincs 4j informéciétar-
talma. Tehdt a megoldand¢ linedris egyenletrendszer

—2x1 — 229 =0 = x1 + 29 = 0.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek vélaszthatjuk. Legyen

acgztER\{O}.
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At = 0 értéket azért zarjuk ki a megolddsok koziil, mert akkor a sajdtvektor
zérusvektor lenne, amit definicié szerint nem engediink meg. Tehdt a Ao = 5
sajatértékhez tartozd osszes sajatvektorok halmaza, azaz a sajdtaltér:

s&:{<—tt> teR\{O}}:{t-<_11>‘teR\{O}}.
A X9 = 5 sajatértélhez tartoz6 egységnyi hossziisagu sajatvektor:
()
RN

Az A matrix diagonalizdlhat6, mert minden sajatértéknek az algebrai és geo-
metriai multiplicitdsa megegyezik. A diagondlmétrix:

10
p=(53);

a diagonalizdlé métrix:

L /r20)\_ (10
2 02) \01
A kvadratikus forma kanonikus alakja az

=85y

transzformacio utan:
1 0
yT'D'y:(yl yz)‘<0 5>'<z;>=y%+5y§.

Tehat a madsodrendd gorbe kanonikus alakja

y2 + 5y = 1.
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Atalakitva azt kapjuk, hogy

()
NG
Azt kaptuk tehat, hogy az ellipszis kis féltengelyének hossza %, a nagy fél-

tengelyének hossza 1. Az ellipszis kozéppontja az origé és a tengelyeinek
irdnyvektorai a sajatvektorokbdl olvashatok le, igy (1;1) és (—1;1). Tehét az
ellipszis:

20.2. Feladat. Abrazoljuk a
23+ 81wy + 23 =1
egyenleti masodrendl gorbét!
Megoldas:
A
Q(z1;29) = 23 + 8x129 + 25

kvadratikus fiiggvény matrixa:

(1),
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Mivel az A métrix determindnsa:

detAzdet( 14

A 1>:116:15<0,

ezért a gorbe hiperbola lesz.
Vezessiik be az

jelolést. Ekkor

1 4 x
(331 CCQ)-<4 1)-(x;>:$%+8$1$2+1‘%.

Az A matrix sajatértékei a karakterisztikus egyenletének gyokei, azaz a

1—A 4
det < 4 1-1 ) =0
egyenlet megolddsai. Ha kiszdmoljuk a determindnst, akkor azt kapjuk, hogy

(1-XN?-16=0 = (1—-X)? =16,

amibdl A\ = 5, illetve Ay = —3 adddik.
A A1 = b sajatértékhez tartozd sajatvektorok meghatirozdsdhoz elsd 1épésben
felirjuk az A — A FE» métrixot:

1 4 5 0 -4 4
A_5E2_<4 1>_<0 5>_< 4 —4)'
A sajatvektorokat a
—4 4 ) I . 0
4 —4 T2 o 0

egyenletrendszer megolddsa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmaétrix masodik
sora megegyezik az els6 sor —1-szeresével, igy az elhagyhatd, mert nincs 4j
inform4cidtartalma. Tehat a megoldando linedris egyenletrendszer

—4x1 + 29 =0 = 1 — x9 = 0.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk. Legyen

mgztER\{O}.
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At = 0 értéket azért zarjuk ki a megolddsok koziil, mert akkor a sajdtvektor
zérusvektor lenne, amit definicié szerint nem engediink meg. Tehdta A\; = 1
sajatértékhez tartoz6 6sszes sajatvektorok halmaza, azaz a sajitaltér:

ne{(1) peso}- (1) pero}

A )1 = 5 sajatértélhez tartozo6 egységnyi hosszisagu sajatvektor:

5 ()

A Ao = —3 sajatértékhez tartozé sajatvektorok meghatdrozasdhoz elsd 1épés-
ben felirjuk az A — AE5 métrixot:

1 4 3 0 4 4
A+3E2=(41>+(03>=(44>.
A sajitvektorokat a
44N (@) _(0
4 4 x2 )\ 0

egyenletrendszer megolddsa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmaétrix masodik
sora megegyezik az elsé sorral, igy az elhagyhatd, mert nincs 4j informéciétar-
talma. Tehdt a megoldand¢ linedris egyenletrendszer

41 +4x90 =0 = x1 + a9 = 0.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk. Legyen
ro=t€R \ {O}

At = 0 értéket azért zarjuk ki a megoldasok koziil, mert akkor a sajatvektor
zérusvektor lenne, amit definicié szerint nem engediink meg. Tehat a Ay = —3
sajatértékhez tartoz6 0sszes sajatvektorok halmaza, azaz a sajataltér:

{7 pero{ (3 pemio)

A )9 = —3 sajatértélhez tartozo6 egységnyi hosszisagu sajatvektor:

a ()
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Az A matrix diagonalizdlhatd, mert minden sajatértéknek az algebrai és geo-
metriai multiplicitdsa megegyezik. A diagondlmétrix:

5 0
p=(5 ),

a diagonalizal6 matrix:

A kvadratikus forma kanonikus alakja az

r=S5-y
transzformacié utan:

5 0
T-D'y:(yl y2)-<0 _3>~<z;)=5y%—3yg~

Tehat a masodrendd gorbe kanonikus alakja

Byt — 3y5 = 1.
Atalakitva azt kapjuk, hogy

y2
B

A hiperbola kézéppontja az origd és a

torokbdl olvashatok le, igy (1;1) és (—1

tengelyelnek irdnyvektorai a sajatvek-
; 1). Tehdt a hiperbola:



20. MASODRENDU GORBEK 225

20.3. Feladat. Abrizoljuk a
—Sx% —6x120 — 621 + 229 =1
egyenletli masodrendd gorbét!
Megoldas:
A
Q(z1;22) = —81’% — 6x122

kvadratikus fiiggvény matrixa:

a-(3 %)

Vezessiik be az

jelolést. Ekkor
el A x4+ KV =

=(mom)e (g 0) (3 ) s 2 (5

= —Sx% — 6x129.



226

Az A matrix sajatértékei a karakterisztikus egyenletének gyokei, azaz a

- -3
det< _3 —8—)\>_0

egyenlet megolddsai. Ha kiszdmoljuk a determindnst, akkor azt kapjuk, hogy
A (=8—=A)—-9=0.
A zér6jel felbontdsa utdna a
AN +81-9=0
masodfoki egyenlethez jutunk. A megoldéképlet alkalmazdsaval
—8+164+36 —8+10
2 2
adddik, amibdl azt kapjuk, hogy a sajatértékek \; = 1, illetve Ay = —9.

A X1 = 1 sajatértékhez tartozé sajatvektorok meghatarozasahoz els6 1épésben
felirjuk az A — A\ FE5 matrixot:

amm=( 5 2)-(03)=(3 3

A sajatvektorokat a

(5 3)(2)-(9)

egyenletrendszer megolddsa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmaétrix masodik
sora megegyezik az elsd sor 3-szorosavel, igy az elhagyhatd, mert nincs 4j in-
forméacidtartalma. Tehdt a megoldando linedris egyenletrendszer

A2 =

—x1—3x2 =0 = x1 + 3x2 = 0.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk. Legyen
ro =t €R \ {0}

At = 0 értéket azért zarjuk ki a megolddsok koziil, mert akkor a sajatvektor
zérusvektor lenne, amit definicid szerint nem engediink meg. Tehdta A\; = 1
sajatértékhez tartoz6 6sszes sajatvektorok halmaza, azaz a sajitaltér:

e {() remi )= () esio}

A A1 = 1 sajatértélhez tartozo egységnyi hossziisagu sajatvektor:

7w (3)
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A Ao = —9 sajatértékhez tartozé sajatvektorok meghatdrozasdhoz elsd 1épés-
ben felirjuk az A — AE5 métrixot:

0 -3 9 0 9 -3
avom=( g ) (0 0)=(5 1)
A sajitvektorokat a
9 3\ [z \_ [0
-3 1 zo )\ O

egyenletrendszer megolddsa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmétrix els6 sora
megegyezik a masodik sor —3-szorosdval, igy az elhagyhat6, mert nincs uj
inform4cidtartalma. Tehat a megoldando linedris egyenletrendszer

—3r1+x22=0 = To = 3x1.

Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk. Legyen

r1=t€eR \ {0}
At = 0 értéket azért zarjuk ki a megoldéasok koziil, mert akkor a sajatvektor
zérusvektor lenne, amit definicié szerint nem engediink meg. Tehdt a Ay = —9

sajatértékhez tartozo 6sszes sajatvektorok halmaza, azaz a sajataltér:

e{(4) pemw)-{e () s}

A X\o = —9 sajatértélhez tartoz6 egységnyi hosszisagu sajatvektor:

()

Az A matrix diagonalizdlhat6, mert minden sajatértéknek az algebrai és geo-
metriai multiplicitdsa megegyezik. A diagondlmdtrix:

10
=0 ),

5:1.<—
10

Az S matrix ortogondlis, mert

a diagonalizdlé maétrix:

—_ W
W =
~__
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12y
ST.Szl.(_3 1).1.<_3 1
V10 L3/ Vio L3

_ 1 < 10 0 > _ (
10 0 10
A maésodrendl gorbe alakja az
x=S8-y
transzformdcié utdn:
yI' D.y+K-S-y=1

A megfeleld adatok behelyettesitését kovetden

(o) (o o) ()
1
3

1 -3
(=6 2)
(=6 2)- 75 ( i )
adddik. Mivel

+
_<y1>:1'
Y2

20
= — - = 2\/ 10
Jio & e

miatt azt kapjuk, hogy a masodrendi gorbe egyenlete:
Y2 — 9y2 +2v/10y; = 1.
Ezt atalakitva
(y1 +V10)2 =10 - 9y2 =1

adddik. Vezessiik bea z; = y1++v/ 10 és a 25 = 5 jelolést. Ekkor a masodrendt
gorbe kanonikus alakja

22 —922 =11 = - = 1.
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Azt kaptuk tehat, hogy a masodrendd gorbe hiperbola, amelynek kdzéppontja

(1) () =(3),

a tengelyeinek iranyvektorai a sajitvektorokbdl olvashatdk le, igy (1;3) és
(—3;1). Tehdt a hiperbola:
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21. Rekurziv sorozatok matrixokkal

21.1. Feladat. Tekintsiik az
ap = 5;
a; =T7;
an = 3ap—2 + 2ap-1 (n > 1)

rekurziv sorozatot! Adjuk meg z4rt alakban a sorozat n-edik tagjat! Hatdrozzuk
meg a sorozat harmadik és negyedik tagj4t!

Megoldas:
Mivel

ezért az

jelolést bevezetve azt kapjuk, hogy

() (2)
an+1 ai

A kovetkezSkben diagonalizdljuk az A matrixot.
Az A métrix sajatértékei a karakterisztikus egyenletének gyokei, azaz a

det(o?))\ 21)\>—0
egyenlet megolddsai. Ha kiszamoljuk a determindnst, akkor azt kapjuk, hogy
(=2)-(2=X2)—3=0 = A —2\-3=0,
amibdl a masodfoku egyenlet megoldéképletével azt kapjuk, hogy

2+ I+12  2+4

2 2

A2 =

igy A1 = 3, illetve Ao = —1 adddik.
A X1 = 3 sajatértékhez tartoz6 sajatvektorok meghatirozasahoz els6 1épésben
felirjuk az A — AE5 matrixot:

sm=(55)-(03)=(3 1)
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-3 1\ (@ \_(0
3 -1 x2 /] O
egyenletrendszer megolddsa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmaétrix masodik

sora megegyezik az els6 sor —1-szeresével, igy az elhagyhat6, mert nincs 4j
informécidtartalma. Tehat a megoldando linedris egyenletrendszer

A sajitvektorokat a

—3x14+22=0 = To = 3x1.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk. Legyen
r1=teR \ {0}

At = 0 értéket azért zarjuk ki a megoldasok koziil, mert akkor xo és x1 is zérus
lenne, ami azt jelentené, hogy a sajatvektor zérusvektor, amit definicid szerint
nem engediink meg. Tehat a A\; = 3 sajatértékhez tartozd Osszes sajatvektorok
halmaza, azaz a sajataltér:

e {(4) rexi) - o (1) oo}

A Ao = —1 sajatértékhez tartozo6 sajatvektorok meghatarozasdhoz els6 1épés-
ben felirjuk az A — AFE5 métrixot:

0 1 1 0 11
A+E2_<3 2>+<0 1)‘(3 3)'
A sajatértékeket a
1 1 . X1 . 0
3 3 za )\ 0

egyenletrendszer megoldasa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmatrix els6 és ma-
sodik sora megegyezik, igy az egyik elhagyhatdé. Tehét a megoldandé linedris
egyenletrendszer

x1 +x9 =0.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek vélaszthatjuk. Legyen
ro=t€R \ {0}

A t = 0 értéket azért zarjuk ki a megoldasok koziil, mert akkor x5 = 0 és
x1 = 0 lenne, ami azt jelentené, hogy a sajatvektor zérusvektor, amit definicid
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szerint nem engediink meg. Tehat a Ao = —1 sajatértékhez tartoz6 Osszes
sajatvektorok halmaza, azaz a sajataltér:

e {() pero}{e (1) s}

Az A matrix diagonalizalhat6, mert minden sajatértéknek az algebrai és geo-
metriai multiplicitdsa megegyezik.

A diagondlmatrix:
3 0
(5 1)

a diagonalizdlé métrix:

Mivel
ezért
A=S-D-S %
Ezt felhasznalva
A"=(S-D-s"'=8-D-8'.8.-D-§".....8.-D-S =

=§5.p". 571
‘ 1 3
-1 1 ’

adddik. Mivel az .S métrix inverze
g (L =LY (3 0 "1 11
3 1 0 -1 4 -3 1/
Diagonadlis matrix hatvanya olyan diagonalis matrix, melynek f6atlébeli elemei
a matrix féatlébeli elemeinek hatvanyai, igy

A”=<§ _1)'(33 <—1>2)'i'<—i1” 1)

Ha elvégezziik az els6 két matrix szorzatat, akkor azt kapjuk, hogy

(5 ) ()
(e (5

St =

>~ =

ezért
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Elvégezziik a métrixok szorzasit:
1 ‘ 3n _ 3. (_1>n+1 an (_1)n+1
4 3n+1 - 3. (_1)n Sn—i—l 4 (_1)n .

A kapott eredményt felhasznélva azt kapjuk, hogy

(o )= ()=
(s 2200 (3)-
(e - (e,

Azt kaptuk tehat, hogy

=

anp=3-3"+2-(-1)".
A sorozat harmadik tagja:
a3=3-34+2-(-1)>=81-2=719.
A sorozat negyedik tagja:
ag=3-3"4+2.(=1)* =243 + 2 = 245.

21.2. Feladat. Tekintsiik az

ap = 4;

ap = b;

ap = —2ap—9 + 3ap—1 (n > 1)

rekurziv sorozatot! Adjuk meg zart alakban a sorozat n-edik tagjat! Szamoljuk
ki a sorozat hatodik és tizedik elemét! Tagja-e a sorozatnak az 5157

Megoldas:
Mivel
aq o aq o 0 1 ) agn
az - —2ag + 3aq - -2 3 al ’
0 1
(%)

jelolést bevezetve azt kapjuk, hogy

(2w (2)
An4-1 a1

ezért az
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A kovetkezOkben diagonalizéljuk az A matrixot.
Az A matrix sajatértékei a karakterisztikus egyenletének gyokei, azaz a

det( 072>\ Bi)\ ) =0
egyenlet megoldasai. Ha kiszamoljuk a determindnst, akkor azt kapjuk, hogy
(=N)-3-N+2=0 = M =3\ +2=0,
amibdl a masodfoku egyenlet megoldéképletével azt kapjuk, hogy

3+9-8 3+1

A =
1,2 2 2 ’

igy A1 = 2, illetve Ao = 1 adédik.
A )1 = 2 sajatértékhez tartoz6 sajatvektorok meghatarozasahoz els6 1épésben
felirjuk az A — A E» métrixot:

0 1 2 0 -2 1
A_2E2_<—2 3>_<0 2>_<—2 1)'
A sajdtvektorokat a
-2 1 . I D 0
-2 1 xTo o 0

egyenletrendszer megolddsa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmatrix elsd és
mdsodik sora megegyezik, igy az egyik sor elhagyhatd, mert nincs 4j informa-
ciétartalma. Tehdt a megoldando linedris egyenletrendszer

—2x1 4+ 220 =0 = To = 2x71.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk. Legyen
T =1€ R\ {0}

At = 0 értéket azért zarjuk ki a megoldasok koziil, mert akkor z9 és x1 is zérus
lenne, ami azt jelentené, hogy a sajatvektor zérusvektor, amit definici6 szerint
nem engediink meg. Tehdt a \; = 3 sajatértékhez tartozo Osszes sajatvektorok
halmaza, azaz a sajitaltér:

e{(4) perw)-fe () pesio}
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A X9 = 1 sajatértékhez tartozé sajatvektorok meghatarozasahoz els6 1épésben
felirjuk az A — A FE» métrixot:

01 10 -1 1
A_E2_<—2 3>_<0 1>_<—2 2)'
A sajatértékeket a
-1 1 . I o 0
-2 2 xT9 o 0

egyenletrendszer megolddsa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmaétrix masodik
sora megegyezik az els§ 2-szeresével, igy az egyik sor elhagyhaté. Tehat a
megoldandé linedris egyenletrendszer

—x1 + a2 =0.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek vélaszthatjuk. Legyen
ro=t€R \ {0}

At = 0 értéket azért zarjuk ki a megoldasok koziil, mert akkor x1 és xo is zérus
lenne, ami azt jelentené, hogy a sajatvektor zérusvektor, amit definicié szerint
nem engediink meg. Tehdt a Ay = 1 sajatértékhez tartoz6 0sszes sajatvektorok
halmaza, azaz a sajataltér:

e {() emm) o (1) resiio}

Az A matrix diagonalizalhaté, mert minden sajatértéknek az algebrai és geo-
metriai multiplicitisa megegyezik.
A diagondlmatrix:

)
|
Y
S N
—= O
N—

a diagonalizdlé métrix:

Mivel

ezért
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Ezt felhasznalva
A"=(S-D-SH'=8-D-8'.8.D-§.....8-D-5=
=8-D". S

adodik. Mivel az S matrix inverze
1 1 -1 -1 1
-1_ _* _
=5 (e )= )
n_ (11 2 0\" (-1 1
4 —<2 1 01 2 -1 /-

2 2

Diagondlis matrix hatvanya olyan diagondlis matrix, melynek f6éatlébeli elemei
a matrix f6atlébeli elemeinek hatvanyai, igy

we ()8 (3 ),

Ha elvégezziik a matrixszorzasokat, akkor azt kapjuk, hogy
—2™ 12 2n —1
\—2.m42 2.1 )
A kapott eredményt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
an — A™. ao —
an+1 ay
—2" 42 2" —1 ( 4 )
S\ —2.2n42 2.0 5)
—4-2"+8+45-2" -5 2" + 3
S\ —8.2n+8+10.2n—5 ) \2.2n43 )

Azt kaptuk tehat, hogy

ezért

an, = 2" + 3.
A sorozat hatodik tagja:
ag =2%+3=064+3 =6T.
A sorozat tizedik tagja:
aio=2"Y+3=1024 +3 =1027.
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Ahhoz, hogy eldontsiik, tagja-e a sorzatnak az 515 meg kell vizsgalnunk, hogy
l1étezik-e olyan n természetes szdm, amelyre a,, = 515 teljesiil. Mivel a,, =
2™ 4 3, ezért az

515 =2"+3
egyenlet megoldasat keressiik a természetes szdmok halmazdn. Az egyenlet
atrendezésével

2" =512

adddik, amibdl azt kapjuk, hogy n = 9, igy a sorozatnak tagja az 515, egészen
pontosan a kilencedik tagja.
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22. Polinomok stabilitasa

22.1. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy a
P(\) = A2 +5\+6

polinom stabil-e? Oldjuk meg a feladatot definicié szerint, valamint a Routh-
Hurwitz kritérium felhasznalasaval!

Megoldas:
Definici6 szerint a
PA) =an - A"+ an1- N 4. +ar- X +ag
polinom stabil, ha
Re)\ZSO (izl,...,n),
ahol \; (i =1,...,n) apolinom gyokei.
Jelen esetben a
M +50+6=0

egyenlet megolddsai:

—-5++v25—-24 —5+£1

2 2
igy A\ = —3, valamint Ay = —2. Mivel a sajatértékek negativak, definicié
szerint ezért a polinom stabil.
A Routh-Hurwitz kritérium szerint a fenti polinom pontosan akkor stabil, ha az
aldbbi két feltétel teljesiil:

A2 =

Qa a Ay —
D50, Zso.. s

an, Gn an

és a polinom egyiitthat6ibol képzett

ap—-1 Aap—-3 0an-5
Gnp, an—2 Aanpn—4
0 Gp—1 0an-3
H = 0 Gnp an—2

SO OO
OO OO
o O OO
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Hurwitz-métrix pozitiv definit.
Jelen esetben minden egyiitthat6 pozitiv, igy az elsd feltétel teljesiil.

A Hurwitz matrix:
ay ao o 5 6
0 ao /) \ O 1 )/

Az elsG bal felsd sarok minor determindns:
D, = det(5) =35.
A masodik bal fels6 sarok minor determinans:

5 6
Dg—det<0 1)—5~1—0—5.

Azt kaptuk tehat, hogy minden bal felsé sarok minor determinéns pozitiv, tehat
a métrix pozitiv definit. Kdvetkezésképpen teljesiil a Routh-Hurwitz kritérium,
tehat a polinom stabil.

22.2. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy a
PA\) =5X3 + 202 430+ 1

polinom stabil-e?

Megoldas:

A Hurwitz-matrix:
as Qo 0 2 1 0
as ai 0 = 5 3 0
0 a2 ap 0 2 1

Az elsd bal fels6 sarok minor determinans:

Dy = det(2) = 2.
A masodik bal fels6 sarok minor determinans:
2 1
Dg—det< 5 3 ) =2-2-5-1=6-5=1.

A harmadik bal felsé sarok minor determinans:
2 1 0 9 1
Dy=det| 5 3 0 zl-det<5 3>:1.
0 2 1

Azt kaptuk tehat, hogy minden bal fels sarok minor determindns pozitiv, tehat
a matrix pozitiv definit. Mivel az is teljesiil, hogy a polinom minden egyiittha-
tdja pozitiv, ezért a polinom stabil.
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22.3. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy a
P(X\) = 4XN° + 120% + 2503 43002 + A + 1

polinom stabil-e?

Megoldas:

A Hurwitz-matrix:
a4 a
as as
0 a4

0 as
0 0

ag
ay
a2
as
a4

ao
ai

0

0
0 0
0
0

az ao

12 30 1
4 25 1
0 12 30
0 4 25
0 0 12

Az elsd bal felsd sarok minor determinans:
D = det(12) =12.

A masodik bal felsd sarok minor determinans:

D2 = det <

1230
4 25

A harmadik bal felsé sarok minor determinans:

D3 = det

12 30 1
4 25 1
0 12 30

O~ = OO
—_o o oo

>:12-25—4-30:180.

A determindnst a harmadik sor szerinti kifejtéssel szamoljuk:

D3:(1)5'12'<1421 1>+(1)6-30~<

=—12-8+30-180 = 5304.

A negyedik bal felsé sarok minor determindns:

Dy = det

12 30\
4 25 )~

A determindnst a negyedik oszlop szerinti kifejtéssel szdmoljuk:

Dy=1-(=1)"-det

12
4
0

12 30 1 0
4 25 1 0
0 12 30 1
0 4 25 1
30 1
25 1 | +1-(=1)%-det
4 25

12 30 1
4 25 1
0 12 30
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A kapott harmadrend(i determindnsok koziil az els6t a harmadik sora szerinti
kifejtéssel szdmoljuk:

12 30 1 9 1
det| 4 25 1 —4-(—1)5-det( 4 1>+
0 4 25
6 12 30\
+25 - (—1) det< 195 )=

= —4-8+425-180 = 4468.
Ekkor azt kapjuk, hogy
Dy = —4468 + 5304 = 836

Az 6todik bal felsé sarok minor determinas

12 30 1 0 0
4 25 1 00
det 0 12 30 1 0 | =836,
0 4 25 1 0
0 0 12 30 1

ugyanis ha a determinanst az 6todik oszlopa szerinti kifejtéssel szamoljuk, ak-
kor azt kapjuk, hogy D5 = Dj.

Azt kaptuk tehat, hogy minden bal felsé sarok minor determindns pozitiv, tehat
a matrix pozitiv definit. Mivel az is teljesiil, hogy a polinom minden egyiittha-
tdja pozitiv, ezért a polinom stabil.

22.4. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy a
PO =X+ X2 +20+3

polinom stabil-e?

Megoldas:

A Hurwitz-matrix:
as aop 0 1 3 0
as ai 0 = 1 2 0
0 as Qo 01 3

Az elss bal felsd sarok minor determinans:

D = det(l) =1.
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A masodik bal fels6 sarok minor determinans:

1 3
D2d6t<1 9

A harmadik bal fels6 sarok minor determindns:

)—1.2—3-1——1.

1 30 1 3
Dy=det|{ 1 2 0 :3-det<1 2>:—3.
01 3

Azt kaptuk, hogy nem minden bal felsd sarok minor determindns pozitiv, tehat a
matrix nem pozitiv definit, igy nem tejesiil a Hurwitz-kritérium, tehat a polinom
nem stabil.

22.5. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy a
PA)=A+1°+3-(A+1)%+5x-(A+1)
polinom stabil-e?
Megoldas:
Felhaszndlva, hogy
A+1)% = X3 43202+ 31 + 1,

tovabba

A+1)2 =22 42X +1,
azt kapjuk, hogy

P\ =X 4307 £ 30+ 1+ 302+
+6A+ 3+ 5\ 45,

Az 3sszevonas utan a
A 1102 140 +4

polinomhoz jutunk. A Hurwitz-matrix:

a2 agp 0 11 4 0
a3 ai 0 = 1 14 0
0 as agp 0 11 4

Az elsd bal felsd sarok minor determinans:
Dy = det(11) = 11.
A masodik bal fels6 sarok minor determinans:

11 4
D2:d6t< 1 14):11-14—4-1:154—4:150.
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A harmadik bal felsé sarok minor determinans:

1 4 0 11 4

D3 = det 1 14 0 :4-det< 1 14>:4‘15O:600.
0 11 4

Azt kaptuk tehdt, hogy minden bal fels6 sarok minor determinéns pozitiv, tehat

a matrix pozitiv definit. Mivel az is teljesiil, hogy a polinom minden egyiittha-
tdja pozitiv, ezért a polinom stabil.
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23. Sztochasztikus- és atmenetmatrixok

23.1. Feladat. Sztochasztikus-e az

matrix?
Megoldas:
Mivel a matrix egy oszlopdban 1év6 elemeinek Osszege 1, ezért a matrix szto-

chasztikus.

23.2. Feladat. Hatirozzuk meg az a, b és c valés szamokat ugy, hogy az

0,3 b 0,1
A= a 0,4 0,2
0,4 0,5 c

matrix sztochasztikus legyen!
Megoldas:

Mivel a métrix egy oszlopdban 1évs elemeinek 6sszege 1 kell, hogy legyen,
ezért

0,3+a+0,4=1 = a=20,3,
masrészt

b+0,440,5=1 = b=0,1,
tovabba

0,1+0,24+c=1 = c=0,7.

23.3. Feladat. Duplan sztochasztikus-e az

0,3 0,7
A—<0,7 0,3>

matrix?
Megoldas:

Mivel a métrix egy oszlopdban és egy sordban 1év6 elemeinek Osszege is 1,
ezért a matrix sztochasztikus.
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23.4. Feladat. Hatirozzuk meg az a, b és c valés szamokat ugy, hogy az

0,2 b 0,1
0,4

matrix duplan sztochasztikus legyen!
Megoldas:
Mivel a matrix egy oszlopdban és egy sordban 1évd elemeinek Osszege 1 kell,
hogy legyen, ezért az els6 sorra és elsd oszlopra, valamint a masodik sorra és
a masodik oszlopra, végiil a harmadik sorra és a harmadik oszlopra felirva az
elobb emlitett feltételt azt kapjuk, hogy

0,34+b=0,5+a

0,94+a=0,7+b

0,54+ c=1.

Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy ¢ = 0, 5. Rendezve az elsd és masodik
egyenletet

b—a= 0,2
a—b=-0,2

adadik. A két egyenlet ekvivalens egymassal, igy példaul b értéke tetszSleges-
nek valaszthato és

a=b—0,2.

23.5. Feladat. Hatirozzuk meg az a, b, c és d val6s szamokat ugy, hogy az
a b
(o)
matrix duplan sztochasztikus legyen!

Megoldas:

Mivel a matrix egy oszlopdban és egy sordban 1évd elemeinek Osszege 1 kell,
hogy legyen, ezért az elsd sorra és els6 oszlopra, valamint a masodik sorra és a
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madsodik oszlopra felirva az el6bb emlitett feltételt azt kapjuk, hogy

a+b=1
at+c=1
b+d=1
c+d=1
. A kapott egyenletrendszer linedris, amelynek a kib&vitett métrixa:
1100 |1
101 0|1
01011
001 1] 1
Az els6 sor (—1)-szeresét adjuk hozzd a masodik sorhoz:
1 1 0 0|1
0 -1 1010
0 1 011
0 01 1|1
A masodik sort adjuk hozz4 a harmadik sorhoz:
1 1 0 0|1
0 -1 1010
0 01 1|1
0 01 1|1

A harmadik sor (—1)-szeresét adjuk hozza a negyedik sorhoz:
1 1 0 011

0 -1 1010
0 0111
0 0 0O0]O0

Tehat az utolsé sor elhagyhat6:

1 1 0 011
0 -1 1010
0 01 1]1

Az utols6 sornak megfelel$ egyenletbdl azt kapjuk, hogy
c+d=1 = d=1-c

A madsodik sornak megfelel6 egyenletbdl

b—c=0 = b=c
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adodik. Az els6 sornak megfelel6 egyenletbdl
a+b=1 = b=1—a
adodik. Tehat:
b=1-a, ¢c=1—-a, d=1—-c=1—-(1-a)=a.

Tehat a matrix az alabbi alaku lesz:

a 1—a
A_<1—a a )’

ahol a € [0; 1] tetszGleges.

23.6. Feladat. Atmenetmétrix-e az

0,2 0,8
A= ( 0,8 0,2 )

matrix?
Megoldas:
Mivel a métrix egy sordban 1év6 elemeinek Osszege 1 és az elemek nem-nega-

tivak, ezért a matrix atmenetmatrix.

23.7. Feladat. Egy védrosban az esetek 90%-4ban napsiitéses napok utdn nap-
siitéses napok kovetkeznek, €s az esetek 80%-aban felhds napok utan felhds
napok kovetkeznek. Ezt felhasznalva adjuk meg a varos id6jarasat modellezd
Markov-ldnc dtmenetvaldszinliség matrix4t!

Megoldas:
Az dtmenetval6szinliség matrix:

napos esds

napos [ 0,9 0,1

esds 0,2 0,8/
23.8. Feladat. Egy iizemben két fajta kélat gyartanak. Ha valamely személy az
A tipusu kolat vette, akkor 90% valdszintiséggel legkozelebb is A tipusiit fog
venni. Ha valaki B tipusu kolat vett, akkor 80% valészintiséggel legkdzelebb
is B tipusu kdlat fog venni.
a) Tegyiik fel, hogy a vizsgdlt személy jelenleg B tipust koldt vett. Mennyi

annak a valdésziniisége, hogy a mostantdl szamitott masodik véaséarlaskor A
tipust kolat fog venni?



248

b) Mennyi annak a valdszinisége, hogy ha valaki A kdlat vasarol kezdetben,
akkor a harmadik vasarlaskor is ,,hi”” marad a termékhez?

Megoldas:

a) Az dtmenetval6szinliség matrix:
A B

A 0,1
P = B( 0,8)'
Mivel

p2_ 0,9 0,1y (09 0,1Y_ 0,8 0,17
-\ 0,2 0,8 0,2 0,8 ) \ 0,34 0,66 /-
ezért 0,34 = 34% annak a val6szintisége, hogy valaki a mdsodik vasarlas

utan B tipusi kolar6l az A tipusira fog valtani.
b) Mivel

3_p2 p_ (0,8 0,17\ (0,9 0,1 _
pr=r P_(O,34 0,66 0,2 0,8 )
(0,781 0,219
0,438 0,562 )’
ezért 0,781, azaz 78,1% a val6szinlisége, hogy az A terméket vasarold a
harmadik vdasarldskor is ,,hi” marad az A termékhez.

0,9
0,2

)

23.9. Feladat. Egy terméket egy adott honapban két markanév alatt forgalmaz-
nak. Jeloljik ezeket A-val és B-vel. A terméket 6sszesen 1 000-en vasaroltak
meg 2017. novemberben. Az A gyart6 altal forgalmazott terméket 700-an,
a B gyart6 dltal forgalmazott terméket 300-an vasaroltdk meg. Egy piacku-
tatds sordn felmérést készitettek arra vonatkozdan, hogy a vasarolt termékkel
elégedettek voltak-e a vevok. Az A gyart6 termékét megvasarlok 60%-a azt ny-
ilatkozta, hogy a kovetkez8 hénapban is az A gyart6tol fog véasarolni, mig 40%-
uk a B gyart6 termékeit fogja haszndlni. A B gyart6 esetén a megkérdezettek
80%-a a kovetkezd hénapban is a B mérkdju terméket fogja megvasarolni, mig
a 20%-uk dtpartol az A mark4ja termékhez.

a) Irjuk fel az dtmenetval6szintiségek matrixat!

b) Hatdrozzuk meg decemberben a piaci részesedést!

c) Hogyan alakul a piaci részesedés a kovetkez6 6 hénapban?

d) Igazoljuk, hogy az egyensilyi eloszlds (%, %
pontja az dtmenetvaldszinliségek matrixdnak.

), azaz az (%, %) vektor fix-



23. SZTOCHASZTIKUS- ES ATMENETMATRIXOK 249

Megoldas:

a)

b)

c)

d)

Az atmenetvalészintiségek matrixa:
0,6 0,4

P= ( 0,2 0,8 ) '
Mivel az A markéjui terméket a megkérdezettek 70%-a, a B gyart6ju ter-
méket a megkérdezettek 30%-a vasdrolta meg novemberben, ezért a kezdeti
eloszlés

poz(0,7 0,3).
A decemberi piaci részesedés:

0,6 0,4

Tehat decemberben a piaci részesedés:
(0,48 0,52 ).

Janudarban a piaci részesedés:

po-P*= (0,392 0,608 ).
Februérban a piaci részesedés:

po-P?= (0,357 0,643 ).
Marciusban a piaci részesedés:

po-P*= (0,343 0,657 ).

>2(0,48 0,52 ).

I

Aprilisban a piaci részesedés:

po-P°= (0,337 0,663 ).
Méjusban a piaci részesedés:

po-P°®= (0,335 0,665 ).

Az (%, %) valéban fixpont, mert

Ez egyben azt is jelenti, hogy
lim po - P" = (

n—oo

)

igy azt kaptuk, hogy hosszitdvon a vasdrlok % része az A markat, % résziik
a B markét fogja vasarolni.

[S1 N}

1
3
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23.10. Feladat. Egy iizemben két fajta sampont gydrtanak. Ha valamely sze-
mély az A tipusi sampont vette, akkor 80% valészintiséggel legkozelebb is A
tipusit fog venni. Ha valaki B tipust sampont vett, akkor 75% valdsziniiséggel
legkozelebb is B tipusd sampont fog venni. Modellezziik Markov-lancként a
leirt folyamatot!

a) Irjuk fel az dtmenetvalésziniiségi matrixot!

b) Igazoljuk, hogy a Markov-lanc ergodikus!

¢) Tegyiik fel, hogy a vizsgalt személy jelenleg A tipust sampont vett. Mennyi
annak a val6szintisége, hogy a mostant6l szadmitott masodik vasarlaskor is
A tipusi sampont fog venni?

d) Mennyi annak a valdszintisége, hogy ha valaki A sampont vésérol kezdet-
ben, akkor a harmadik vasarlaskor is ,,h” marad a termékhez?

e) Adjuk meg a staciondrius eloszlast!
f) Hatdrozzuk meg az 4tlagos visszatérési idoket!
g) Hatdrozzuk meg az atlagos elérési id6ket!

Megoldas:

a) Az atmenetval6szintségi matrix:

b) Az A és B allapotok visszatér6ek, kommunikalnak egymassal és aperiodi-
kusak, igy a Markov-lanc ergodikus.

¢) Mivel
p2_ 0,8 0,2\ (08 0,2Y_ (07 03
-\ 0,3 0,7 0,3 0,7 ) \ 0,45 0,55 )°
ezért 0,7 = 70% annak a valészintisége, hogy valaki a masodik vésarlds

utan az A tipusi samponhoz ,,hi” marad.

d) Mivel
3_p2. p_ 0,7 0,3\ (0,8
pr=r P<O,45 0,5 0,3

/0,65 0,35
—\ 0,525 0,475 )’
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ezért 0,65, azaz 65% a valdszintisége, hogy az A terméket vdsarolé a har-
madik vésdarlaskor is ,,hi” marad az A termékhez.

A stacionarius eloszlast a

0,8 0,2
(m m)=(m @).<073 0,7>‘
és a m + m = 1 egyenletekbdl 4ll6 egyenletrendszer megolddsa adja.
Elvégezve a matrixszorzdsokat azt kapjuk, hogy
0,87 +0,3m =m
0,2m + 0,770 = mo
T+ =1
Az egyenleteket dtrendezve a
—0,2m1 +0,3m =0
0,2m —0,3m =0
™+ m = 1.

egyenletrendszerhez jutunk. Vegyiik észre, hogy az elsé és a masodik egyen-
let ugyanaz, igy koziiliikk az egyik elhagyhat6. Tehat az

0,21, — 0,372 =0
m + m = 1.
egyenletrendszert kell megoldani. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy
m = 1, 5mo.
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
2,5m =1 = w9 = 0,4

adédik, amibdl azt kapjuk, hogy

mm=15-0,4=0,6.
A staciondrius eloszlds tehdt

7 =1(0,6;0,4),

ami azt jelenti, hogy

. (0,6 0,4
P _<O,6 0,4 )

Hosszi tdvon tehat azt kapjuk, hogy az A terméket a vasarlok 60%-a, a B
terméket a vasarlok 40%-a fogja valasztani.
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f) Az 4tlagos visszatérési idok:

mi1 = 0’ 6 - 3 ~ I, 3,
1 10
mo9 0’ 1 4 ,5

g) Az atlagos elérési idoket az
mi2 = 1+ p11 - M2
ma1 = 1+ pa2 - may.

egyenletrendszer megoldasa adja. Behelyettesitve a megfelelé adatokat azt
kapjuk, hogy

miz =140,8 -mqo
mo1 =1+0,7-may.

Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy

miz =9,

mig a masodik egyenletbSl
10
ma1 = 3

adodik. A kapott eredmény azt jelent, hogy egy olyan személy, aki els-
szor az A tipusd sampont vasdrolta, atlagosan 5 doboz ilyen sampont fog
megvenni, miel6tt a B tipusi sampon vasarldsara térne at.

23.11. Feladat. Egy részvény ara mindig 10 dollar vagy 20 dollar. Ha a rész-
vény ara ma 10 dollar, akkor 0,8 valdszintiséggel holnap is 10 dollarba fog
keriilni. Ha ma 20 dollarba keriil, akkor 0, 9 a valészintisége, hogy holnap is 20
dollarba fog keriilni. Modellezziik Markov-lancként a leirtakat!

a) Irjuk fel az dtmenetval6szintiségi métrixot!

b) Igazoljuk, hogy a Markov-lanc ergodikus!

c) Tegyiik fel, hogy a részvény dra ma 10 dollar. Mennyi annak a valdszin(-
sége, hogy 2 nap mulva is 10 dollar lesz az 4ra?

d) Tegyiik fel, hogy a részvény dra ma 10 dollar. Mennyi annak a valészinti-
sége, hogy 3 nap mulva is 10 dollar lesz az 4ra?

e) Tegyiik fel, hogy a részvény dra ma 10 dollar. Mennyi annak a valdszin(-
sége, hogy 4 nap mulva is 10 dollar lesz az 4ra?

f) Adjuk meg a staciondrius eloszl4st!
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g) Hatdrozzuk meg az dtlagos visszatérési iddket!
h) Hatdrozzuk meg az étlagos elérési idSket!

i) Mennyi lesz hosszu tadvon a részvény atlagos ara?
Megoldas:

a) Az dtmenetvaldszintségi matrix:

10 20

10 /0,8 0,2
=9 (0,1 0,9)'
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b) Az egyes dllapotok visszatérek, kommunikdlnak egymadssal és aperiodiku-

sak, igy a Markov-lanc ergodikus.

¢) Mivel

po_ (0.8 0,2 (08 02 _ (0,66
— 01 009 0,1 0,9 )~ \ 017

0,34
0,83 J°

ezért 0,66 = 66% annak a valGszintisége, hogy az elsd nap 10 dolldrba

keriil6 részvény a masodik nap is 10 dollarba fog keriilni.

d) Mivel

5 59 (0,66 0,34 (08
pPr=r P‘(o,w 0,83 0,3

(0,562 0,438
-\ 0,219 0,781 )~

ezért 0,562, azaz 56% a val6sziniisége, hogy a harmadik napon is 10 dol-

larba fog keriilni a részvény.

e) Mivel

s 3 (0,562 0,438 (0,8 0,
Y 2k P‘<0,219 0,781 0,3 0

(0,493 0,507
~—\ 0,253 0,747 )’

) Y

)-

ezért 0,493, azaz 49,3% a valészintisége, hogy a harmadik napon is 10

dolléarba fog keriilni a részvény.
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f) A stacionarius eloszlast a

0,8 0,2
(mom)=(m ™) (o7 o5 )
és a m + ma = 1 egyenletekbdl 4ll6 egyenletrendszer megolddsa adja.
Elvégezve a matrixszorzdsokat azt kapjuk, hogy
0,8m +0,1my =m
0,211 + 0,970 = mo
m +m = 1.
Az egyenleteket dtrendezve a
—0,2m1 4+ 0,1m =0
0,2m1 —0,1m =0
T +m = 1.

egyenletrendszerhez jutunk. Vegyiik észre, hogy az els6 és a masodik egyen-
let ugyanaz, igy koziiliikk az egyik elhagyhat6. Tehat az

0,2m —0,1my =0
m +m = 1.
egyenletrendszert kell megoldani. Az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy
Ty = 27

Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe

1
3m =1 = T = 3
adédik, amibdl azt kapjuk, hogy
1 2
= 2 - - = —.
A R

ami azt jelenti, hogy
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g) Az étlagos visszatérési idok:

I
@

mi1 =

I
—_
o

mag =

wWIN| = ol =
|
N W

h) Az atlagos elérési id6ket az
mi2 =14 p11-mi2
ma1 = 1 4 pag - ma.

egyenletrendszer megoldasa adja. Behelyettesitve a megfelel adatokat azt
kapjuk, hogy

miz =1+0,8-m12
mo1 = 140,9 - mo;.

Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy

miz =5,
mig a masodik egyenletbdl
mo1 = 10
adodik.
i) Hosszu tdvon a részvény 4tlagos dra

1 2 50
10--420-2=2"~16,6
37373 ’

dollar lesz.
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24. Populaciok modellezése Leslie-matrixokkal

24.1. Feladat. Egy adott halfajta egyedei legfeljebb 3 évig élnek és 3 korcso-
portba osztjuk 6ket. Egy ndstény hal dtlagosan 100 olyan ikrit rak, amely
megéli az elsG életévét. Az egyéves halak 5%-a éli meg a mdsodik életévét.
A kétéves halak 20%-a éli meg a harmadik életévet. A vizsgélt halfajtdk az
elsé két évben még nem szaporoddképesek. Kézdetben, a halak telepitésekor
minden korcsoportban 1 000 n8stény hal volt.

a) Irjuk fel a populdcié Leslie-féle modelljét!

b) Adjuk meg a populécié Leslie-matrix4t!

¢) Hatarozzuk meg, hogy a telepités utdn 1 évvel melyik korcsoportban hany

egyed lesz?

d) Hatdrozzuk meg, hogy a telepités utdn 2 évvel melyik korcsoportban hany
egyed lesz?

e) Hatdrozzuk meg, hogy a telepités utan 3 évvel melyik korcsoportban hany
egyed lesz?

f) NO& vagy csokken a stabil korcsoport eloszldst populdcié?
g) A modell alapjan megallapithaté-e hosszi tdvon a korcsoporteloszlas?

Megoldas:

a) Az egyes korcsoportokat jelolje rendre x4 (t), z2(t) és x3(t). A szaporoddsi
ratak by = 0, by = 0 és b3 = 100. A tdlélési ratdk: p; = 0,05 és ps = 0, 2.
A matematikai modell:
1‘1(75 + 1) =by - xl(t
) (t + 1) =p1- (t
z3(t +1) = p2 - z2(1).
Az adatok behelyettesnese utin

+ by - xg(t) + b3 - x3(3)

~—
(_f — —

n azt kapjuk, hogy
z1(t+1) =100 - 23(3)
z2(t +1) = 0,05 - z1(t)
xz3(t+1) =0,2- zo(t).

b) A populacié Leslie-métrixa:

by by b3 0 0 100
L=|p. 0 0 |=]1005 0 0
0 p2 O 0 0,2 0
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A korcsoportvektor:

I (t)
X9 (t)
x3(t)

Ezt felhasznalva a matematikai modell az
x(t+1)=1L-xz(t)
tomorebb formaban irhato fel.

c) A telepités utdn 1 évvel az egyes korcsoportokban

1000 0 0 100 1000
L-| 1000 | =1 0,06 O 0 -1 1000 | =
1000 0 0,2 0 1000
2000000
= 50
20

egyed lesz az egyes korcsoportokban.

d) A telepités utdn 2 évvel

1000 0 0 100 2000 000
L?>.f 1000 | = 0,06 0 0 : 50 =
1000 0 0,2 0 20
2000
= [ 100000
10

egyed lesz az egyes korcsoportokban.

e) A telepités utdn 3 évvel

1000 0 0 100 2000
L3 1000 | = 0,05 0 0 -| 100000 | =
1000 0 0,2 O 10
1000
= 100
20000

egyed lesz az egyes korcsoportokban.
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f) A Leslie-maétrix sajatértékeit a karakterisztikus egyenlet megoldésai adjak:
det(L—X-FE)=0.

A karakterisztikus polinom:

A 0 100
det | 0,05 =X 0 = -\ 41,
0 0,2 —\

igy a —\3 + 1 = 0 egyenletet kell megoldanunk:

“M+1=0 = =1,
igy a Leslie-matrixnak egyetlen sajatértéke van: A\ = 1. Ez azt jelenti, hogy
a vizsgalt populacié egyensilyi helyzetben van.

g) Hosszu tdvon a populdcié korcsoporteloszldsit a sajatvektorok adjak meg.
Ehhez a

—x1 +100x3 =0
0, 05IL‘1 — T2 = 0
0, 2.%2 — X3 = 0
egyenletet kell megoldanunk. Az egyenletrendszer alapmaétrixa

-1 0 100
0,06 -1 0
0 0,2 -1
Az elsd sor 0, 05-szeresét adjuk hozz4 a mésodik sorhoz:
-1 0 100
0o -1 5
0 0,2 -1
A madsodik sor 0, 2-szeresét adjuk hozza a harmadik sorhoz:
-1 0 100
0 -1 5
0 O 0

A Gauss-eliminécié utdn kapott egyenletrendszer:
—x + 100z =0
—y+5z=0.

Mivel az alapmatrix rangja 2, és az ismeretlenek szama 3, ezért az egyik
ismeretlent szabad paraméternek vélasztjuk. Legyen z = ¢, ahol t € R\ {0}.
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Ekkor a masodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy y = 5t. Az elsd egyenletbdl
x = 100t adédik. A sajétaltér tehat:

100t 100
Sy = 5t | [teR\{0}p =<t 5 | [teR\ {0}
t 1

Tehét a stabil korcsoporteloszldsi populdcié korcsoporteloszldsa hosszi ta-
von: 100 : 5 : 1.

24.2. Feladat. Egy adott populéci6 legfeljebb 3 évig élnek és 3 korcsoportba
osztjuk Sket. Egy ndstény egy atlagosan 50 olyan tojast rak, amely megéli az
elsG életévét. Az egyéves egyed 10%-a éli meg a masodik életévét. A kétéves
egyed 30%-a éli meg a harmadik életévet. A vizsgélt egyedek az els6 két évben
még nem szaporoddképesek.

a) Irjuk fel a populdcié Leslie-féle modelljét!

b) Adjuk meg a populécié Leslie-matrixat!

¢) A stabil korcsoport eloszldsu populédcié n6 vagy csokken az id6 fiiggvényé-
ben?

Megoldas:

a) Az egyes korcsoportokat jelolje rendre x(t), z2(t) és x3(t). A szaporoddsi
ratdk by = 0, ba = 0 és by = 50. A tdlélési ratdk: p; = 0,1éspa = 0,3. A
matematikai modell:

l’l(t + 1) =b1-x (t
) (t + 1) = 1(t
z3(t +1) = p2 - 22(1).
Az adatok behelyettesitése utdn az

z1(t+1) =50 - x3(3)
xg(t—l—l)—o 1- :Ul()
z3(t+1)=0,3-z2(t).

+ by - ;L'Q(t) + bs3 - :L‘3(3)

&3

va\_/

kapjuk, hogy

b) A populacié Leslie-matrixa:
by by b3 0 0 50

L=|pr 0 0 |=[005 0 0
0 p2 O 0 0,2 0



260

A korcsoportvektor:
z1(1)
210
x3(t)

Ezt felhaszndlva a matematikai modell az
x(t+1)=L-xz(t)
tomorebb formaban frhat6 fel.
c) A Leslie-métrix sajatértékeit a karakterisztikus egyenlet megolddsai adjik:
det(L — - E) =0.

A karakterisztikus polinom:

A 0 50
det| 0,1 =X 0 | =-=-X\+1,5,
0 0,2 —\

igy a —\3 + 1,5 = 0 egyenletet kell megoldanunk:
M +1,5=0 = A= 3/1,5>1,

igy a Leslie-madtrixnak egyetlen sajatértéke van: A = &1,5. Mivel A > 1,
ezért a populacié egyedszama novekedni fog.
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