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1. Bevezetés

A szamitogéppel segitett geometriai tervezés (Computer Aided Geo-
metric Design) mar tobb, mint fél évszazada teszi lehetévé a mérnokok
szamara, hogy az informatika lehetdségeit kihasznalva legyenek képe-
sek egy-egy 1j objektum létrehozasara, megtervezésére, tobbek kozott
szabadformaju gorbéket és feliileteket felhasznalva. A szamitogép se-
gitségével nemcsak megjelenithetjiik a létrehozni kivant formakat és
alakzatokat a monitoron, hanem azok matematikailag preciz leirasa és
megadasa révén a létrehozott alakzatok pontosan reprodukélhatok, a
gyartasi folyamat automatizdlasa, példaul az egyes elemek robotokkal
torténo eléallitasa enélkiil nem volna lehetséges.

Természetes, hogy a tervezési folyamat megkonnyitése érdekében
allandé igény és fejlédés figyelheté meg arra vonatkozoan, hogy a ter-
vezoOk altal hasznalhato eszkozkészlet minél széleskoriibb lehetdségeket
biztositson, igy juthattunk el a kezdetekben hasznélt Hermite-ivektol
a napjainkban széles korben hasznalt NURBS gorbékig és feltiletekig.
De manapség is folyamatosan kertilnek elé olyan 4j tipust gorbék,
melyek segitségével az eddig csak nehezen kivitelezhetd feladatok
konnyebben, egyszeriibben megoldhatéva valhatnak. A szakteriilet
egyik alapmiivében részletesen olvashatunk errcl a dinamikus fejlo-
désrél [15].

A tervezés megkonnyitése érdekében célként jelenik meg olyan tech-
nikék kifejlesztése is, melyekkel a hagyomanyosan hasznalt, pontalapi
interpolacios technikdk mellett 6sszetettebb geometriai alakzatok (gor-
bék, gombok) alapjan szarmaztathatunk 4j objektumokat [54, 61].

Kutatasunk soran elsoként a fenti célokat szolgald, korok és gombok
beburkolasa altal szarmaztathato gorbe, illetve feliilet 1étrehozasan
dolgoztunk. Az eléallitott modszeriinkkel tobb szempontbdl is sikertilt
a meglévo eredményeken tulmutatnunk.

A szamitégéppel segitett geometriai tervezés tertiletén végzett
kutatasok masik nagy csaladjanak célja, hogy a meglévo eszkozok
mélyebb elméleti analizise révén feltarjon olyan tulajdonsagokat és
Osszefiiggéseket, melyek szintén segithetik a mar ismert objektumokkal



valé precizebb és hatékonyabb munkavégzést. Gondolhatunk itt az
egy adott ponton val6 athaladas biztositasara tetszoleges gorbe- vagy
felillettipus esetén [22].

A teriilet ezen részéhez kapcsolodd kutatasi tevékenységem soran
pedig klasszikus differencidlgeometriai tulajdonsagokat vizsgalhattam
szabadformaju gorbék egy bizonyos osztalyara vonatkozoan, a kapott,
Bézier-gorbék izooptikusaira vonatkozd eredményeink elvi jelentdségiik
mellett gyakorlati szempontbdl is nagyon hasznosnak bizonyultak.

A dolgozat els6 részében részletesen bemutatom a felhasznalt ma-
tematikai eszkozoket, majd az elézmények részletes ismertetése utan
kovetkezik a terminologiaban ,skinning”-nek nevezett témakorben
elért eredményeink értékel6 bemutatasa, ismertetéstiket fiiggelékként
elhelyezett kimenetek is segitik. Szintén ehhez a témahoz kapcsolhatd
problémaéra megoldast nyujtoé szamitasok keriiltek az ezt koveto fejezet-
be, végiil az izooptikusok terén végzett kutatémunkank 1j eredményei
keriilnek kozlésre.



2. A felhasznalt matematikai hattér

Ebben a fejezetben Osszefoglaldsra keriilnek azok a matematikai és
geometriai eszkozok, illetve ismeretek, amelyek a dolgozatban kozolt
eredmények megsziiletését nagyban eldsegitették, illetve kiindulési
alapként szolgdltak.

2.1. A dolgozatban alkalmazott gorbetipusok

A szamitogéppel segitett geometriai modellezés teriiletén standardnak
szamitd gorbe- és feliilettipusok atfogd szakirodalommal rendelkeznek
mind hazai, mind nemzetkozi viszonylatban [22, 14, 15, 21, 42, 46].
Az alabbiakban szeretném roviden ismertetni azokat a fontosabb
elemeket, amelyek elokeriilnek a dolgozatban.

2.1. Definicié (Hermite-iv). Legyen adott a po és p1 pont, tovdbbd
a to és ty vektor, melyekre po, p1,to, t1 € R®, 6 > 2. Ekkor az

a(u) = po(2u’—3u? —1)+p1 (—2u’+3u?) o (u’ 20’ +u) +t1 (u® —u?)
u € [0,1]

gorbét a po, p1, to €s t1 geometriai adatok dltal definidlt Hermite-ivnek
nevezzik.

Az igy konstrualt gorbe rendelkezik a kovetkezo tulajdonsagokkal:
a(O) = Po, a(l) = P1, a(O) = to, a(l) = tl,

azaz kezdo- és végpontja rendre pg és pi, illetve kezdo- és végpontbeli
érintGvektora rendre tg és t;.

2.2. Definicié (Bernstein-polinom). A
n
l

Bl (t) = ( )ti(l — )" (i=0,1,...,n)

madon definidlt polinomot az i-edik n-edfoki Bernstein-polinomnak
nevezziik, tovdbbd BY (t) = 1, illetve B! (t) =0, hai > n vagy i < 0.
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2.3. Definicié (Bézier-gorbe). Legyenek adottak a po,p1,-..Pn €
R® pontok, aholn € N és 6 > 2. Ekkor a

b(u) = B} (t)pi,u € [0,1]
=0
modon definidlt gorbét Bézier-gorbének nevezziik. A po, P1,. .. Pn pon-

tokat a gorbe kontrollpontjainak nevezziik, az dltaluk meghatdrozott
poligon a gorbe kontrollpoligonja.

Vo vy P1 P2

Po | 851 Po Ps3

1. abra. Bal oldalon az Hermite-ivre, mig jobb oldalon a Bézier-gérbére
lathatunk egy példat.

2.4. Definicié (folytonos kapcsolédas). Legyen adott a
gi:fa,b] >R ésa go:[e,d — R

gorbe, ahol § > 2. Legyen tovdbbd uy € [a,b] és vy € [c,d]. Ha

digl dig2 )
- = : =0,1,...
(d) (d)< 1)

teljestil, akkor azt mondjuk, hogy a g1 gorbe az ug paraméterértéki
pontjaban a paraméter szerint n-edrendben folytonosan kapcsolodik a
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go gorbéhez annak vy paraméterértékhez tartozo pontjaban. Az ilyen
tipusi kapcsoléddst C™-nel jeloljik. Ha a C° folytonos csatlakozds
fennall, tovabba

g1(up) = Ag2(v0), A #0, A € R
is teljesiil, akkor G folytonos csatlakozdsrol beszéliink.

A G! folytonos csatlakozas tehét tulajdonképpen azt jelenti, hogy a
csatlakozési pontban a gorbék érintéegyenese megegyezik. C1 és Gt
folytonos csatlakoztatasra lathatunk példat a 2. abran.

2. 4bra. Példa C' (kék), illetve G' (piros) folytonosan csatlakoz6
Hermite-ivekre.

2.5. Definicié (biarc interpolacid). Legyenek adottak a py és p;
pontok, valamint az ezekben a pontokban értelmezett uy €s uy eqységnyi
hosszisdgu érintovektorok. Azt mondjuk, hogy az ag €s ay korivek
megadott geometriai adatok dltal meghatdrozott biarc interpolacios ivet
alkotnak, ha rendelkeznek eqy kozos j végponttal, tovdabba teljesilnek a
kovetkezo feltételek:

e a, végpontjai Py €s j, €s po-beli, po-tol j irdnyaba tarto pa-
raméterezéséhez tartozo érintovektoranak iranya u, irdnydval
megeqyezo.



e a; végpontjai j és pi, €s pi-beli, j-tol py irdnyaba tarto pa-
raméterezéséhez tartozo érintovektoranak iranya uy iranydval
megeqyezo.

o A két koriv kozis érintd eqyséquektorral rendelkezik a j pontban,
ha aqy esetében a po-tol j-ig, mig a, esetében a j-tol pi-ig tarto
parameéterezést tekintjuk.

Sir és munkatarsai cikkiikben [52] szemléletes bizonyitast adnak a
kovetkezd tételre:

2.1. Tétel. A pg, p1, Wg, uy geometriai adatok dltal meghatdrozott
biarc interpolacios ivek j csatlakozdsi pontja minden esetben eqy olyan
koron helyezkedik el, amely illeszkedik a po és a p1 pontra, tovabbd
ug-lal és uy-gyel bezart iranyitott szége eqgymdssal egyenlo.

aj

3. abra. Adott geometriai adatokhoz tartozé biarc interpolacids iv és
a lehetséges csatlakozasi pontok mértani helye.

A dolgozatban tehat ezeket az alapvetd gorbetipusokat hasznéljuk fel.
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2.2. Klasszikus geometriai eszk6zok

Az alapveté gorbetipusokon tul tobb klasszikus geometriai eredményt
is felhasznaltunk a kutatas soran, ezeket szeretném réviden bemutatni
ebben az alfejezetben.

2.2.1. Az Apolléniusz-feladat és megoldasa

Apollbniusz jol ismert problémaja, hogy harom egy sikra illeszkedo
kor esetén meg kell hatarozni az 0sszes olyan kort, amely mindharmat
érinti. A feladat nagyon konnyen megfogalmazhat6 és megérthetd, a
megoldésa viszont korantsem trivialis. Tébbfajta megoldasi mod is
ismert, most ezekbdl szeretnék bemutatni néhanyat.

2.2.1.1. Algebrai megoldasi méd Talan a legegyszertibbnek titu-
lalhat6 megoldés az, ha a problémat jol kezelhet6 masodfokt egyenlet-
rendszerre vezetjik vissza. Legyen a harom megadott kor kozéppontja
rendre O1(x1,y1), Oa(22,y2) és Os(x3,y3), sugaruk ry, 19 és r3. Ha a
keresett érintékor kozéppontjat O(z,y) jeldli, sugarat pedig r, akkor
az alabbi, az 1j és a régi korok kozéppontjanak tavolsagaira felirha-
t6 egyenletrendszer megoldésaval meghatarozhatjuk a keresett kort
definidlé harom ismeretlent (z, y, r).

(x =21+ (y—n)* = (r —sir)?

(x—22)* + (y — y2)® = (r — 5272)
(x—x3)* + (y — y3)* = (r — s373)°

2

S1. Sg és s értékét tetszdlegesen valaszthatjuk egymastol fiiggetleniil
(—1)-nek vagy 1-nek aszerint, hogy az adott egyenletben kiilsé vagy
bels6 érintkezést kivanunk meg. A lehetOségek szamabol érezhetjiik,
hogy altaldanos esetben nyolc megoldést kaphatunk (lasd 4. abra).

2.2.1.2. Ciklografikus médszer A probléma ismert altalanosita-
sait (kor helyett pontot vagy egyenest is tekinthetiink) is kezelni képes
megoldasi médot a ciklogrdfia médszerei [25, 2] szolgaltatnak, amely

7



®: 0,0, 0,
o. o) 0. 0.

4. abra. Az Apolléniusz-feladat megoldasai [16].

a nemlinearis leképezések egy specialis fajtdja. A tér pontjai és a
képsiknak valasztott sik iranyitott korei, mas néven ciklusai kozott
létesit egy kolesonosen egyértelmii megfeleltetést. Tekintsiik a tér egy
tetszoleges K sikjat, melyet a tovabbiakban képsiknak neveziink. K
a teret két féltérre bontja, egyiket negativ, masikat pozitiv féltérnek
nevezzilk. A ciklografidban a tér egy tetszdleges pontjanak az a sikbeli
ciklus felel meg, melynek kézéppontja a tekintett pont képsikra esé
meréleges vetiilete, irdnyitasa pedig aszerint pozitiv (éramutatéd jara-
saval ellentétes) vagy negativ (6ramutaté jarasaval megegyez6), hogy
a képsik altal meghatarozott két féltér kozil a pozitivban helyezkedik
el vagy a negativban (lasd 5. dbra). Képsikunk pontjai nulla sugari
ciklusként kezelendék. Minden ciklusra és a neki megfelel6 térbeli
pontra egy 45°-os félnyilasszogli forgaskupot lehet illeszteni, melyeket
C-kupoknak neveziink.

Az Apolloniusz-feladat megoldasait megkaphatjuk, ha a harom
kor sikjat képsiknak tekintjiik, tovabba a harom koér mindegyikéhez
egy-egy iranyitast rendelve, azokbdl ciklusokat képziink. Az igy kapott
harom ciklushoz tartozé C-kupok kozos pontjai olyan tulajdonsaguak,
hogy ciklografikus képeik érintéciklusai a tekintett ciklusoknak, igy
iranyitas nélkiil tekintve azokat az eredeti harom kor mindegyikét érin-
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5. abra. A ciklogréafia a tér és a képsik ciklusai kozott 1étesit kolesonosen
egyértelmii megfeleltetést.

t6 koroket kaphatunk. Az irdnyitasokat tekintve a ciklussa alakitaskor
nyolc esetet kiilonboztethetiink meg, hiszen minden ciklus esetén két
lehetOség kozil valaszthatunk. Azonban minden esethez taldlhato egy
masik, amely ugyanazokat a megoldaskoroket (és nem ciklusokat)
szolgéltatja. Mivel egy adott iranyitas felvétele utan altaldnos esetben
két megoldas kaphatd, a teljes megoldast természetesen itt is nyolc
kor fogja alkotni.

2.2.2. Izooptikus gorbék

Az izooptikus a geometria régota szamon tartott fogalmai kozé tarto-
zik, s a kovetkezot jelenti:

2.6. Definicid. Adott girbe izooptikus gorbéjén azon pontok halmazdt
értjiik, melyekbol a gorbe megadott szoq alatt latszik.

Mar elemi tanulmanyaink soran is talalkozhatunk a probléméaval, ami-
kor a latokorivekkel ismerkediink. A fenti definicié alapjan nyilvanvalo,
hogy szakasz izooptikusat a latokoriveinek uniéja jelenti, kor esetében
egy ujabb kort kapunk eredményiil, mig tetszoleges parabolat tekintve
annak vezéregyenese lesz a derékszoghoz tartozd izooptikus gorbe

(lasd 6. dbra).



6. abra. Néhany klasszikus izooptikus gorbe. Az alapgoérbék fekete,
izooptikusuk kék szinnel feltintetve.

2.2.3. Gorbesereg burkoléjanak meghatarozasa

Kiilonbo6z6 geometriai problémak megoldasa sordn szamos alkalom-
mal lehet sziikség arra, hogy egy implicit vagy paraméteres formaban
megadott gorbesereg burkol6gorbéjét analitikusan meghatarozzuk.
A feladatnak létezik jol ismert megoldasi médja [5, 24], azonban a
szamolas kivitelezhetosége nagy mértékben fiigg a kiindulasi alapként
szolgald gorbeseregtol, annak bonyolultsdgatol. Egyszeriibb esetben
(pl. szakaszsereg) egyszerii szamolassal eredményhez jutunk, mig bo-
nyolultabb esetekben sokszor csak haladottabb ismeretek segitségével
van esélyiink el6allitani a kivant burkologorbét, am ekkor sem garan-
talt feltétleniil a siker. A kévetkezdkben mindkét fent jelzett megadasi
forma esetében szeretném ismertetni az altalanos megoldas 1épéseit
Dan Kalman munkéi nyomén [23, 24].
El6szor tekintsiik az

F(z,y,p) =0

implicit egyenlettel megadott gorbesereget. Esetiinkben p jelzi azt a
futoparamétert, melynek valtoztatdsaval a sereg ijabb tagjat definidld
egyenlet allithaté elo.
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Ebben az esetben az

F(z,y,p) =0
OF
%(x,y,p) =0

egyenletrendszerbol p kikiiszobolésével olyan egyenletet kaphatunk,
melyben csak x és y szerepel, s ez éppen a keresett burkologorbét
fogja leirni.

Nagyon sokszor azonban inkabb paraméteres formaban ismerjiik
azt a gorbesereget, melynek esetében a problémat megoldani kivanjuk.
Vizsgéaljuk meg, ebben az esetben mi a teendd. Legyen tehat adott az

x = f(t,p)

y=g(t,p)
gorbesereg, ahol p szintén az elébbiekben is emlitett futoparamétert
jeloli. p rogzitésével tehat ebben az esetben is a sereg egyik tagjat

kaphatjuk meg, a jol ismert koordinatafiiggvényes eléallitasban. Ebben
az esetben az

or Ox
a o |,
dy Jy
ot op

egyenletet hivjuk segitségiil ahhoz, hogy kikiiszoboljiik -t a sereget
definidlé rendszerbol. Ha a fenti determinanst tartalmazé egyenletbdl
kiindulva sikeriil elérniink, hogy kifejezziik t-t p valamilyen fliggvénye-
ként t = T'(p) médon, akkor

v=[f(T)p) & y=9(Tp),p)

éppen a keresett gorbe koordinatafiiggvényei lesznek.

2.2.4. Polaritas

Tobbek kozott korok és gombok érintéegyeneseinek hatékony meg-
hatérozasat teszi lehetové, ha tisztaban vagyunk a pdlus, poldris,
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illetve polarsik fogalmakkal, melyeket az alabbiakban Strommer Gyu-
la Geometria cimii konyve [55] alapjan ismertetiink. A témarél szintén
részletes leirast talalhatunk Bacsé Sandor, Papp Ildiké és Szabd Jozsef
Projektiv geometria cimii jegyzetében [3].

2.7. Definicié (Korre vonatkoz6 polaritas). Tekintsink egy O
kézépponti és r sugard kort. Vegyiink fol eqy tetszdleges, O-tol kii-
lonbozo P pontot, majd az OP félegyenesen hatdrozzuk meg azt az R
pontot, amelyre d(OP) - d(OR) = r? teljesiil (ahol d-vel a szokdsos
euklideszi tavolsagfigguényt jeloltik). Az R ponton keresztil az OP
félegyenesre merdleges p eqyenest a P pont polarisanak, a P pontot
pedig a p egyenes polusanak nevezziik.

7. abra. Korre vonatkozo polaritas.

Ahogy egy sik pontjai és egyenesei kozott egy ebben a sikban
fekvo kor megfeleltetést l1étesit, gy a tér pontjai és sikjai kozott is
teremthetiink egy olyan kapcsolatot, hogy minden pontnak egy sikot,
valamint minden siknak egy pontot feleltetiink meg.

2.8. Definicié (Gémbre vonatkozé polaritas). Tekintsink egy
O kozépponti és r sugariu gombot. Vegyiink fol eqy tetszoleges, O-tol
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kilonbozo P pontot, majd az OP félegyenesen hatdrozzuk meg azt az
R pontot, melyre d(OP) - d(OR) = r? teljesiil (ahol d-vel a szokdsos
euklideszi tavolsdgfigguényt jeléltik). Az R ponton keresztil az OP
félegyenesre merdleges m sikot a P pont polarsikjanak, a P pontot
pedig a 7 sik polusanak nevezziik.

2.2.4.1. Polaritas és homogén koordinatak Tekintsiink egy
O (04, 0y) kézéppontt r sugart kort, melyet nevezziink k-nak. A kor

(2= 0,)* + (y = 0,)* =1

egyenlete homogén koordinatakra attérve a kovetkezo alakra hozhato:
:L‘% + $§ + (0920 + OZ — 7“2) x% — 20,1123 — 2047023 = 0.

Legyen adott egy P pont, illetve P k korre vonatkozo polérisa, mely
egyenest nevezziikk p-nek. Legyen ismert P és p homogén koordinata-
ikkal, azaz P[Py, Py, Pey] €S D [Prys Pays Dus)- Ekkor a kér homogén
koordinatas egyenletébol konnyen felirhatjuk annak matrixat, igy P
és p koordinataibol képzett oszlopvektorok felhasznalasaval igaz az
alabbi egyenloség:

]. 0 _Oz Pac1 pxl
0 1 —0y P, | =10
—0z —Oy O?C + 032/ —r? ng Dz

A fenti Osszefiiggés alapjan konnyen kiszamolhatjuk egy adott pont
megadott korre vonatkozo polérisat, illetve adott egyenes polusat is.

Gomb esetén teljesen analog szamitassal adodik egy pont adott
gombhoz szamolt polarsikja, ebben az esetben természetesen 4 x 4-
es matrixszal kell dolgoznunk. Tehéit a Q[Q.,, Quy, Qus, Qz,] PONL
K (ky, ky, k) kozépponti s sugart gémbre vonatkoz6 q[qu, , ¢uy s Gass Qo]
polarisara a kévetkezo kiszamitasi modot kapjuk:

1 0 O _kac Qm qgcl
0 1 0 _ky Qﬂcz _ Az
0o 0 1 —k. Qus | | Gas
—ky —ky —k. El4kI4+EZ—17) \Qu, Uos
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3. ,,Skinning”

3.1. Az alapprobléma

A geometriai adatok interpolaciéja kozponti fontossagi a szamitogépes
geometriai tervezésben. Amennyiben ezek az adatok pontok, szamta-
lan, ma mar szinte standardnak szamité mddszer koziil valaszthatunk
[21, 14, 42], és folyamatosan sziiletnek eredmények az ilyen tipusi
interpolald gorbék alakvaltoztatasi lehetéségeinek feltarasat illetGen
is [57, 58, 39, 19]. Viszont abban az esetben, ha példiul korokrdl vagy
goémbokrol van szo, mar korantsem ez a helyzet.

Napjainkban egyre inkabb igény mutatkozik arra, hogy az interpo-
lacio fogalmat valamilyen formaban kiterjesszitkk més tipusi geometriai
objektumok esetére is, emlithetjiik itt a kort, vagy akar a gombot is.
Ilyen interpoléciés modszereket alkotva lehetoséglink nyilhat csésze-
ri strukturdk egyszeriibb tervezésére, lefedési problémak hatékony
megoldasara vagy molekulamodellezési feladatok megkonnyitésére,
természetesen ez utobbi esetben mar harom dimenziéban értelmezve a
problémét [13, 6]. Ez az igény egészen tjnak szamité publikaciokban
is tetten érheto, orvosi képfeldolgozasban torténd felhasznélas, konk-
rétan érmodellezési problémék kapcsan [62, 53, 54]. A szamitdgépes
animacidkészitésben is talalkozhatunk hasonlé eszkozzel, kiillonbo6zo
karakterek létrehozasakor egy vazszerkezet megadéasa utan szarmaz-
tathatjuk az azt beburkolé feliiletet [51].

Mivel egy viszonylag 1j teriiletrél van szo, a szakmai terminolégia
kis kiegészitésre szorul. Angol széhasznalatban korok esetén gyakran
olvasni , 2D ball skinning”-r6l, melynek soran lényegében olyan gor-
bepar megtaldldsa a cél, melyek a tekintett koroket rendre érintik
egy-egy pontban, tovabba a gérbéktdl elvarjuk, hogy kelléen simdk
legyenek, vizudlisan kielégité eredményt szolgaltassanak. A probléma
nyilvan matematikailag precizebb megfogalmazasért kialt, azonban
ez iranyu kutatasaink megkezdéséig ez még nemzetkozi szinten sem
allt rendelkezésre. Sok esetben jobb hijan a megjelenést jol leirni
képes geometriai tulajdonsdgok alapjan hoznak létre energiafiiggvé-
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nyeket, melyek lokalis vagy globalis minimumbhelyének megtaldlasa a
cél. Azonban ezeknek az energiafiiggvényeknek a kialakitasa sokszor
csak tobbszori kisérletezések utan, szubjektiv dontések eredményeként
adddik [53, 54].

Ahogy az emlitésre keriilt, a feladat térbe is kiterjesztheto, ami-
kor gombsorozat esetén keresiink olyan feliiletet, mely a gémboket
rendre érinti egy-egy adott gombon futd gérbe mentén. A térbeli eset
motivalta példaul a magyar terminolégiaban hasznalatos ,,borozés”
elnevezést is. Megitélésem szerint a ,burkologorbe”, illetve , burkoldfe-
lilet” elnevezés is jol érzékelteti, milyen tulajdonsdgu objektumokat
keresiink, még akkor is, ha a differencidlgeometriaban ez a fogalom
mar hasznalatban van.

Az emlitett ,skinning”, azaz ,bérdzés”-nek nevezett technika ered-
ményeként eloallo gorbékre és feliiletekre szintén , burkologorbe”; illetve
Lburkolofelilet” névvel fogok esetenként utalni a dolgozatban, ahol ez
nem okoz félreértést, a kovetkezetesség megtartasa mellett.

Cikkiinkben [30] preciz leirast adtunk arra nézve, milyen tulaj-
donsagu korsorozatot fogadunk el érvényes inputként a probléma
szempontjabdl, tovabba felvazoltuk azokat a feltételeket, amelyeket
elvarunk a megoldast szolgdltaté gorbéktol. Ahhoz, hogy a téma-
ban fellelheto eddigi eredmények hianyossagaira ravilagithassunk, az
aldbbiakban ezen altalunk publikalt feltételeket kozoljik [30].

3.1.1. A probléma egy lehetséges precizebb leirasa

Mint azt emlitettiik, a probléma pontos megfogalmazasa korantsem
egyszerl feladat, a hasonld téméaban eddig masok altal publikalt cik-
kekben nem taldlhaté erre nézve semmilyen pontos definicid, ezekre a
munkakra késébb tériink ki. Tovabba fontos megjegyezni, hogy nem
minden korsorozat tekintheto alkalmas inputnak a feladat szempont-
jabol.

Azzal a céllal, hogy ezeket a hidnyossagokat potoljuk, definidltuk,
milyen korsorozatokat tekinthetiink a feladat szempontjabol megenge-
dettnek, illetve milyen feltételeket szabhatunk a keresett gorbeparra
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8. dbra. A bal oldali abran egy feltételeinknek megfelelo, mig a jobb
oldalin egy azoknak tobb szempontbdl is ellentmondd bemenetet
lathatunk.

vonatkozoéan [30]:

3.1. Definicié. Kirik eqy C' = {c1,ca,¢3,...,¢n} (n € N) sorozatdt
feladatunk szempontjabol megengedett bemenetnek mondjuk, ha teljesiti
a kovetkezd feltételeket (d; jeloli a c; kor dltal meghatdrozott korlapot).

.d7,¢U dj, iE{l,Q,...,n}

o dind; =0,ije{1,2....n}j¢ {i—2i—14i+1,i+2}
o ha d;_q mdi-{-l 7& @, akkor d;_, ﬂdiﬂ C d;

Fentiekbdl az is kovetkezik, hogy

i+l
I'i¢ U dj 222,,71—1
j=i—1
ahol r; jeloli a hdrom szomszédos kor (¢;_1, ¢;, ¢;11) hatvanypontjat.
A 8. abran két bemeneten vizsgalhatjuk meg a feltételek teljestilését.
Annak eldontése, hogy egy megadott korsorozat teljesiti-e a fenti
feltételeket, csupan elemi szamitasokon alapuld, egyszert feladat. A
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hatvanypont kiszamitasa esetén példaul Monge egy klasszikus tételébol
tudjuk [12], hogy hédrom kor esetén rajta mindhdrom paronként vett
hatvanyvonalnak 4t kell haladnia. A hatvanyvonalak pedig a korok
egyenleteibdl paronként egy-egy kivonassal konnyen megkaphatok,
igy ezek ismerete utan egyetlen metszési feladatta redukalodik a
hatvanypont meghatarozasa.

Most pedig kovetkezzenek a gorbepéartol elvart tulajdonsagok:

3.2. Definicié. Adott C = {c1,c9,¢3,...,c,} korsorozat esetén kettd
darab, legaldbb G*-folytonos gorbét keresiink (jeloljik ezeket s(t)-vel,
illetve s(t)-vel, ahol t € [a,b]), melyek rendelkeznek a kovetkezd tulaj-
donsdgokkal. A feltételeknek megfeleld gorbepdrt skin-nek nevezziik.

o Minden c; kir esetén (i = 1,...,n) létezik olyan p; € ¢; pont,
melyre eqyrészt igaz, hogy s-nek is pontja, tovabbd ebben a pont-
ban a tekintett gorbe, illetve kor érintdegyenese megegyezik. Ana-
log modon létezik p; € ¢; pont, mely pontja s-nek is.

o Azs gorbe p; pontbeli érintévektordt jeloljik v;-vel. Ettol a vek-
tortol elvarjuk, hogy amennyiben oramutato jarasaval ellentétes
iranyu elforgatottjat tekintjik, akkor a c;—p; vektorral eqyiranyi
vektort kapjunk. Analég modon s érintévektorai esetében ez a
forgatdsi irdny oramutato jardsdaval megeqyezo.

ep;¢ U dj, and pi¢ |J ¢, ie{l,2,...,n}
J=L1j#1 j=1,j%#i

A 9. dbran szintén megtekinthetiink egy elfogadhaté és egy feltétele-
inknek nem megfelel6 kimenetet, kékkel jeloltiik a skin névvel definialt
gorbepart.

3.2. El6zmények

A probléma els¢ latdasra nagyon kozeli kapcsolatot mutat azzal, amikor
egy- vagy kétparaméteres gorbesereg esetében keressiik annak klasszi-
kus értelemben (lasd 2.2.3. alfejezet) vett burkologorbéjét. A megoldas
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9. dbra. A jobb oldali dbran lathaték olyan jellegzetes helyzetek,
amelyet el kivinunk kertilni a feltételek megadéasaval.

ilyen esetben jol ismert [63, 5, 24], és a feladat térbe is kiterjeszthetd,
paraméteresen felirhaté gombsorozat burkolojaként kaphatjuk példaul
az angol terminologia szerint , canal surfaces”-ként emlitett csoéfeliile-
teket, melyekkel Gaspard Monge foglalkozott [36] elészor. Az altalunk
konstrualt 3.2. definiciéban szereplo elsé feltételre tekinthetiink akar
ugy is, mint a klasszikus értelemben vett burkold tulajdonsag diszkrét
értelemben vett megfelelojére, de esetiinkben a jol ismert megoldasok
korantsem alkalmazhatéak ugyanolyan hatasfokkal.

A szamitasok vonatkozasaban jelentOs elorelépést jelentett a té-
maban Josef Hoschek doktori értekezése [20]. Azdta szdmos, javarészt
kozelito modszereken alapuld, burkolok konstrukcidjaval foglalkozd
kozlemény jelent meg. Ezekrdl bévebben Farin kényvében [15] olvasha-
tunk. Kor- illetve gdbmbsorozat esetében Peternellnek és Pottmannak
egzakt mddon sikertilt racionélis burkol6t eléallitaniuk [41], kés6bb
hasonl6 eredmények sziilettek a ciklografia felhasznalasaval is.

3.2.1. Ciklografidn alapulé megkozelités

Peternell cikkében [40] a problémét tgy kozeliti meg, hogy az adott
korsorozat tagjainak megfeleltetett térbeli pontokra azokat interpolald
gorbét illeszt, majd a korsorozat burkol6jat ugy keresi, mint a térgoérbe
altal meghatarozott C-kupok sorozatanak és a képsiknak a metszetét.
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Hasonlé elgondolassal tekinthetiink gémboket és azoknak megfelel$
pontokat eggyel magasabb dimenzioban. Bévebb informaciét ez utébbi
megkozelitésrél Kruithof munkdjaban talalhatunk [27]. A megkozelités
felhasznéalasaval megprébalhatnank egy megadott korsorozatunkat
egy egyparaméteres korsorozat részhalmazava alakitani gy, hogy
tekintjiik a hozzajuk tartozé térbeli pontokat [40], és ezeket akér a
klasszikus médok egyikén interpoldljuk. Igy az eredeti korsorozatot
alkoto korok kozéppontja és sugara a paraméter fliggvényében kertilne
felirasra. Ezaltal az elébbi technikakkal konstrudlt burkolétol azt
varhatnank, hogy az eredeti sorozatnak is burkoléja lesz. Ezzel a
megoldasi moddal azonban gondok adédhatnak, mert az interpolacié
nyoman nyert paraméteres korsorozat mar nem feltétleniil fog eleget
tenni a 3.1-es definiciéban foglaltaknak, tehat nem kapunk a probléma
szempontjabol alkalmasnak mondott sorozatot, ahogy azt a 10. 4bran
is lathatjuk.

10. dbra. A Peternell-féle megkozelités alkalmazasanak problematikaja.
A piros nyillal jelzett ivek esetében az tjonnan konstrualt koérok
ellehetetlenitik az elvart érintkezést.

3.2.2. Iterativ mdédszer

Slabaugh és munkatarsai cikkitkben [53] iterativ mdédon kézelitik
meg a problémat, az altalunk is vizsgalt diszkrét esetbdl indulnak
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11. abra. Az abra jobb oldaldan Slabaugh kimenete lathaté a bal oldali,
alkalmasan valasztott kezdopozicio esetén.

ki. Legyen adott a korsorozat, ahol az i. kor kozéppontjat és sugarat
jelolje ¢; és r;. Az egymas utan kovetkezé i. és 1+ 1. korokhoz Hermite-
iveket definidlnak, melyek p;, p;y1 érintési pontjai és ezekben a t;, t; 1
érintévektorai az iteracié soran nyerik el végleges helyzetiiket. Az
iteraci6 egy elore definialt energiafiiggvényt minimalizal, valtozoként
pedig minden egyes kornél az érintési pontokhoz mutato sugar és a
vizszintes (z tengely altal meghatarozott) irdany altal bezart «; szog
szerepel, azaz

T; COS ¢/
Pi =C; + -
TSI Oy
b= —k; sin oy
! kicosay |’

ahol k; valamilyen elére definialt konstans, az eljarasban a két egymas
utan kovetkezo kor kozéppontja kozotti tavolsag fele.

A médszer legtobbszor kielégitoé eredményt ad akkor, ha a korso-
rozatban nincsenek hirtelen valtozasok, akar a korok helyzetét, akar a
sugarukat tekintve, erre lathatunk példat a 11. abran. De ilyenkor is
megoldatlan probléma a j6 inicializalés, azaz az iteracidoban szerepld
«; szogek jo kiinduld értékeinek megadésa.
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Ezek természetesen nagyban befolyasoljak a végeredményt, rossz
kiindulasi értékekkel akar egészen egyszerti korsorozatokhoz is problé-
mas kimenetet szolgaltat az eljaras. A 12. dbran rendre ugyanazon
korsorozatot lathatjuk a kezdeti értékekkel megadva, majd mellette az
iteracié segitségével nyert megoldasokat. A masodik esetben nyilvan-
valéan rossz kimenetet ad a mddszer, tehat az ember keze igencsak
meg van kotve, nem elég a korsorozatot elemeivel rendre megadni,
igy a modszer egyaltalan nem vagy csak nagyon szélsOséges esetekben
automatizalhato.

Fontos kiemelni, hogy az eljaras nincs tekintettel arra sem, hogy
a végeredményként generdlt érintési pontok ne essenek mas korok
altal meghatarozott korlapokra, tovabba a szerzok altal teremtett
feltételek mellett nem bizonyitott a konvergencia ténye sem a gradiens
modszerrel [1] megtaldlni kivant minimumbhely esetében.

Az iteracidk szama atlagosan 100 koriill mozog, a 11. abran lathaté
kimenet elkészitéséhez a bal oldali kezd6pozicid mellett egy egyma-
gos, 3 GHz-es processzorral rendelkezo személyi szamitogépnek 143
ms-ra volt sziiksége. Ebbdl az adatbdl is nyilvanval6, hogy a mddszer
valés idében torténé modellezési feladatokra (kiillonosen kliens olda-
lon, felhasznalok altal dltalanosan elérhet6 teljesitményt feltételezve)
kifejezetten alkalmatlan.

Slabaugh és munkatarsai a modszeriiket térbeli esetre is kiter-
jesztették [54], gobmbsorozat esetén kerestek hasonlé meggondolasok
figyelembevételével burkoldfeliiletet. Mind a sikbeli, mind a térbeli
esetre vonatkozo kutatasaik f6 motivaciojat egy érmodellezésre szant
alkalmazasuk [47] tovabbfejlesztése jelentette. A mddszer sajnos ekkor

glceeicleielelcle

12. abra. Az abra jobb oldalan Slabaugh kimenete lathaté a bal oldali,
alkalmatlanul valasztott kezdopozicio esetén.
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sem képes a sikban is megjelend problémék kezelésére, tovabba csak
fokorok mentén érintheti az eredményként eloalld feliilet az egyes
gomboket, ami nagymértéki korlatozast jelent a lehetséges inputok
tekintetében.

3.3. Sajat moédszerek és azok eredményei

A tovabbiakban szeretném bemutatni a témaban elért sajat, a 3.1-es
és a 3.2-es definicié kimondasan tuli 6nallé6 eredményeinket.

3.3.1. Az érintési pontok lokalizacidja

Ebben az alfejezetben szeretném bemutatni azokat a moédszereket,
amelyek sajat otleteken alapuld megoldasi lehetdségként eldkeriiltek
az érintési pontok lehetséges elhelyezése kapcsan [28]. Az alfejezet
végén részletesen bemutatasra keriil az a modszer is, amely a leg-
jobb megoldast szolgédltatta, s ami egy késobbi cikkiinkbe megoldasi
moédként bekeriilt [30].

3.3.1.1. Sikgorbe-interpolacios technika Miutan egy bemeneti
sorozatot a feladatunk szempontjabdl a 3.1-es definicié alapjan alkal-
masnak téltiink, megkezdddhet az els6, kiemelten fontos részprobléma
megoldasa, azaz, hogy az egyes korok esetében hol helyezziik el azokat
az érintési pontokat, melyek mentén az eredményt adé G* folytonos
gorbe azokat érinteni fogja.

Kutatomunkank sorén el6szor a legkézenfekvobb otletet vizsgaltuk
meg, mégpedig azt, hogy tekintsiink egy valamely standard médszerrel
szarmaztatott, a korsorozat koreinek kozéppontjait interpolalé gorbét,
majd ezen gorbe kozéppontbeli érintévektorait forgassuk el £90°-kal.
Az elforgatott vektorokkal igy egy-egy pontot kijelolhetiink az egyes
korokon, melyeket megfelel§ érintési pontoknak gondolhatnénk (1dsd
13. ébra).

A médszer hatranya, hogy nem garantalja, hogy az egyes leend6
érintési pontok minden tovabbi kor altal meghatarozott korlapon
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13. dbra. A sikgorbe-interpolaciés technika (fent) annak hibdival (lent).

kiviil essenek, ahogy elvarjuk a 3.2-es definiciéban. Ezt orvosolandé
megprobaltuk mas technikat hasznalva megkozeliteni a problémat.

3.3.1.2. Térgorbe-interpolaciés technika Tobb, a fentebb em-
litett sikgorbén alapuld technikandl felmertilé hianyossagra megoldast
nyujt az a modszer, amely térgorbeillesztésre tamaszkodik. Az 6t-
let 1ényege, hogy a korok sikjat képsikként kezelve definidlunk egy
ciklografikus leképezést, a korsorozatra pedig iranyitott ciklusok so-
rozataként tekintiink. Majd konstrualunk egy, a ciklusok 6sképeit
interpolald szplajn gorbét. Ezt kovetden egy adott koron a kovetkezo-
képpen lokalizalunk érintési pontokat. Tekintsiik az illesztett térgérbe
adott kor altal meghatarozott ciklushoz tartozé pontjaban annak érin-
toegyenesét, majd ezen egyenesnek a korok sikjaval vett doféspontjat.
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Amennyiben a déféspont a tekintett koron kiviil helyezkedik el, onnan
a korhoz két érintoegyenes htizhatd, melyek korrel vett kozos pontjait
tekintjiik érintési pontoknak (lasd 14. abra).

14. dbra. A térgorbe-interpolacios technika térbeli szemléltetése (fent)
és eredménye a képsikban (lent).

A felhasznalando interpolalé gorbe eléallitasahoz tobb mddszer
is ismeretes [14], munkdm soran a Bessel-érint6kon alapulé Catmull-
Rom-szplajnnal dolgoztam.

Az eljaras jobbnak tekinthet6 a sikgorbével vezérelt modszernél
abbdl a szempontbdl, hogy kollinearisan elhelyezkedd kozéppontokkal
rendelkez6 korsorozat esetében képes hasznalhatd érintési pontokat
generalni akkor is, amikor az elséként tekintett eljaras nem (lasd 13.
abra). A megfelel6 eredményt ad6 érintési pontokat lathatjuk a 15.
abran.

A mddszer publikalasa [28] utan sziiletett meg az elfogadott korso-
rozatrol alkotott és a keresett megoldast leird 3.1-es és 3.2-es definicié.
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15. abra. Az 1j technika jobb eredményt adhat kollineéaris kdzéppontok
esetén.

Bar az algoritmus sok esetben jobb eredményt adhat, mint az
elsoként emlitett eljards, ez sem képes minden elfogadott esetben
olyan kimenet eléallitasara, amelyet felhaszndlva a 3.2-es definicionak
megfelelo gorbepart konstrualhatunk. Emiatt tovabbi kutatasok voltak
sziikségesek, s igy sikeriilt ratalalnunk a végleges megoldast ado 1j
modszerre, melyet a kovetkezd paragrafus mutat be [30] alapjan.

3.3.1.3. Az Apolléniusz-probléman alapul6é technika Annak
garantaldsa, hogy a konstrualt érintési pontok megfelel6 helyre kertil-
jenek, korantsem egyszeri feladat. Olyan médszerre volt sziikségiink,
amely kell6 sillyal tekint egy adott kéron keresett érintési pontok
esetében a tekintett kor szomszédaira is. A megfelel6 konstrukciéhoz
az Apolloniusz-feladat megoldasan keresztiil jutottunk el. Mint azt
a 2. fejezetben ismertettiik, az altalanos feladat soran harom megadott
korhoz keresiink azok mindegyikét érinté tijabb koroket. Erre a nagy
multra visszatekinto problémaéra adott megoldassal lehet6ségiink van
a feladatunk szempontjabdl megfelelo érintési pontok lokalizalasara a
sorozat koztes — azaz két szomszédos elemmel rendelkezd — koreinek
esetében.

A harom alapkor és a megoldast jelenté érintékorok elhelyezke-
désére vonatkozdan egy klasszikus eredmény szerint [37] az aldbbi
feltételek koziil pontosan egy teljesiil:
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e Pontosan két olyan érintokor 1étezik, amelyeket kiviilrdl érint a
megadott korok mindegyike.

e Pontosan két olyan érintokor 1étezik, amelyeket beliilrdl érint a
megadott korok mindegyike.

e Pontosan egy olyan érintokor létezik, amelyet kiviilrél érint a
megadott korok mindegyike és egy olyan, amelyet beliilrdl.

A tovabbiakban a 3.1-es definici6 jeloléseit hasznéljuk, igy példaul
egy ¢; korre koztes korként tekinttink, ha i ¢ {1,n}.

Ahogy a 2.2.1.2. paragrafusban mar emlitettiik, ezek a fent em-
litett érintokorok az alapkorokkel kozos érintési pontjaikkal egytitt
el6allithatok az un. ciklografikus médszer segitségével. Konnyen lat-
haté, hogy amennyiben egy koztes korbol (melyen éppen az érintési
pontokat keressiik) és a szomszédaibdl azonosan irdnyitott ciklusokat
hozunk létre, igy a ciklografikus megoldasi méd nyoman nyert két
kor éppen olyan tulajdonsagu, hogy eleget tesz a fenti feltételek vala-
melyikének. A koztes kor ezen megoldaskorokkel vett kozos pontjai
alkalmas p; és p; érintési pontnak bizonyulhatnak a ¢; koztes koron,
errél arulkodik a 16. abra.

Mivel az abran latott minden esetben teljesiil a fentebb felsorolt
feltételek valamelyike, ezért konnyen belathato, hogy a jelolt, koztes
koron elhelyezkedo érintési pontok soha nem keriilhetnek a szomszédos
korok altal meghatarozott korlapokra, vagyis a médszer altal szol-
géltatott érintési pontok eleget tesznek a 3.2-es definicié harmadik
feltételének.

Tobb médszer is ismeretes ezeknek az érintési pontoknak az el6al-
litdséra, illetve szamitésara [25, 8]. Tovabba Krames konyvében [25]
bizonyitott, hogy ezek a pontok és a harom kor kozos hatvanypontja
minden esetben kollinedris ponthdrmast alkot (lasd 17. dbra).

Nagyon specialis esetben, amikor a hdrom kor kézéppontja kolli-
nearis pontharmast alkot, sugaraik pedig megegyeznek, egyszeriien a
mindharom kort érinté kozos érintoegyenesek kozépso korrel vett kozos
pontjai szolgaltathatjak a burkoléhoz sziikséges érintési pontokat.
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16. abra. Azonos iranyitasa ciklusokkal nyert érintési pontok. A maéd-
szer mindig helyes kimenetet ad a feltételeinknek megfelelé kérsoroza-
tok esetén.

Miutan eldallitottuk minden koztes koron a leend6 érintési ponto-
kat, a sorozat elsé és utolso tagjan a szomszédjukkal vett kozos kiilso
érintéegyeneseik segitségével definialhatunk hasonld célbdl pontokat.

A fent emlitett mdédszerekkel tehat minden koron tudunk definialni
két pontot, melyek leend6 érintési pontként fognak szerepelni. Azonban
a szétvalasztasuk még nem megoldott, ezt a problémat jarjuk koriil a
kovetkez6 alfejezetben.

3.3.2. Az érintési pontok szeparacidja

A rendelkezésiinkre all6 érintési pontokat két csoportra kell osztanunk
aszerint, hogy melyek fognak a 3.2-es definiciéban s-sel, illetve s-vel
jelolt gorbe alappontjaiként szolgalni. A gordiilékenyebb targyalhato-
sag végett nevezzilk egyszertien ,bal oldali” pontoknak s alappontjait
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17. abra. Az érintési pontok és a kozos hatvanypont kollinearitasa.
Az emlitett specidlis Apolléniusz-feladat megoldasai kékkel, illetve
zolddel vannak jelolve aszerint, hogy kiils6 vagy belso érintésrol van-e
sz0.

(a 3.2-es definiciéban p;-ként jelolt pontokrol van szd), mig ,,jobb oldali”
pontokként s alappontjaira fogunk hivatkozni. A ciklografikus konst-
rukciébdl a kollinearitason tul az is egyértelmiien kovetkezik, hogy az
elozoekben leirt modon konstrualt érintési pontok, valamint a ¢;_1, ¢;,
c;+1 korok hatvanypontjai ugy helyezkednek el, hogy a hatvanypont
soha nem lehet a két érintési pont kozott, azaz utdbbiak tavolsaga
mindig kisebb, mint a hatvinyponttél mért tavolsaguk osszege (lasd
17. abra). Jeldlje o; a ¢; kor kézéppontjat (i € {1,2,...,n}). El6bbi
felismerésen alapulva a kapott érintési pontok a kovetkezoképpen
valaszthatok szét i ¢ {1,n} esetén. Ha a 0;_;0, vektor elforgatha-
t6 oramutato jarasaval ellentétes iranyban 180°-nél kisebb szoghen
ugy, hogy iranya a m iranyaval megegyezo6 legyen, akkor az r;
hatvanyponthoz kozelebb esé érintési pontot soroljuk a ,,bal oldali”
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18. abra. Az érintési pontok két csoportra osztasa, zolddel a ,,bal oldali”,
kékkel a ,jobb oldali” pontokat jeloltiik. p; mint kozelebbi, p; 1 mint
tavolabbi pont keriil ugyanabba a halmazba a 3.3.2. alfejezetben
leirtak alapjan.

pontokat tartalmazd csoportba, azaz jeloljiik p;-vel. Ha az el6zo felté-
tel éramutato jarasaval ellentétes forgatasi irany esetén teljesiil, ugy a
hatvanyponthoz kozelebbi pontot a ,jobb oldali” pontokat tartalmazé
csoportba soroljuk, azaz p;-vel jeloljiik. Kiemelt figyelmet sziikséges
forditanunk a korsorozatunk els6 és utolsé elemére, ebben a két eset-
ben rendre az (W és a (Tpg> vektor viszonyat, valamint az m
és a 0,_1p, vektor viszonyat kell vizsgalnunk az el6zoek szerint. A
szétvalasztds megértésében nyuijt segitséget a 18. abra.

Ahhoz, hogy a kiillonb6z6 csoportba sorolt pontokat interpolal-
juk, érintévektorokat definialunk minden egyes pontban, ezt a 1épést
mutatja be a kovetkezd alfejezet.

3.3.3. Az érint6vektorok meghatarozasa

Az alapotletiink az volt, hogy a kapott, immaron két csoportra osztott
érintési pontok figyelembevételével, azokban megfelel6 érintovektorok
definidlasa utan minden pontpar kozott a tekintett geometriai adatok
alapjan Hermite-ivet (lasd 2.1-es definicié) vezetiink. Ezéltal ugyanis
egy hatasos és jol ismert technikara alapozva kaphatjuk meg az elvart
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tulajdonsdgi, magat a skin-t meghatdrozé G! folytonos gorbéket.

Az érintévektorok iranyanak megadasa nem okoz kiilénésebb prob-
lémat, hiszen az egyes csoportok esetében csak arra van sziikség, hogy
az érintési pontokbdl a korok kozéppontjaba mutaté vektorokat el-
forgassuk, a p; pontok esetében 90°-kal, a p; pontok esetén pedig
—90°-kal.

Sokkal nehezebb feladat azonban a vektorok hosszanak megha-
tarozasa. Slabaugh moédszerében egyszertien a szomszédos korok ko-
zéppontjainak tavolsidgat haszndlja fel (konkrétan felezi azt) az adott
korhoz tartozé érintési pontokban tekintett érintévektorok hosszanak
meghatarozasara. Ez a mdodszer kielégité eredményt adhat, ha a kor-
sorozat szomszédos koreinek sugarat tekintve, illetve azok kozéppont-
jai kozott mért tavolsdgokat figyelve nem tapasztalunk szignifikans
kiilonbségeket, drasztikusan kiugrd értékeket. Egy ilyen helyzetet lat-
hattunk a 3.2.2. alfejezetben a 11. abrdn. Azonban ez az eljards ettol
jelentGsen kiilonbozo, altalunk elfogadottnak tekintett korsorozatok
esetén mar nem feltétleniil képes egy adott kor és annak kornyezeté-
nek kell6 érzékenységgel valo figyelembevételére. Tovabba Slabaugh
cikkében a szerz6k C* folytonos gorbét konstrualnak végeredmény-
ként, vagyis egy adott koron 1é6vo érintési pontba érkezé és az onnan
kiindulé gorbeszegmens érintési pontbeli érintévektoranak hossza meg-
egyezik. Ez azonban hatraltato tényezo lehet példaul olyankor, ha egy
adott kor esetén egyik szomszédja hozza kozel, mig a masik tole tavol
helyezkedik el. Ilyen esetben indokolt lehet, hogy eltéro hosszisagu
érintovektorokkal dolgozzunk, elkertilve ezzel példaul az indokolatlan
onmetszéses eseteket.

Emiatt is éreztiik gy, hogy érdemesebb G folytonos gorbét ke-
resniink, hiszen igy a korsorozat elemeire, azok egymashoz képest
torténd elhelyezkedésére sokkal inkabb érzékeny modszer alkothatoé.
Ennek biztositasa érdekében tigy dontottiink, hogy felhasznaljuk a
korok hatvanyvonalat, mely a korok sugarairél és azok kozéppontjanak
tavolsagardl egyarant hordoz nagyon nagy mennyiségi informaciot.
Két egymast koveto kor és a p;, pi+1 érintési pontok esetén szamol-
juk tehat ki a pontoknak a korok hatvanyvonalatél mért tavolsagat.
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19. dbra. A hatvanyvonaltél vett tavolsaggal megszorzott g konstans
hatasa a skin alakjara.

Az el6bbiekben leirt moédon szarmaztathatd érint6 egységvektorokat
pedig megszorozzuk ezen kiszamolt tavolsagok skalarszorosaval. Ez a
skalar tekinthet6 gy, mint egy, a gorbe egészének alakjara hatéassal
1év6 paraméter, hasonléan ahhoz a skalarhoz, mely a Slabaugh altal
hasznalt energiafiiggvényben kertilt felhaszndaldsra a gorbiilet és az
ivhossz alapjan szamolt energiafiiggvények szerzok altal jonak vélt
lataink azt mutattak, hogy ezen altalunk g-vel jelolt értéket 2-nek
valasztva kaphaté a legtermészetesebb alak (ldsd 19. abra), emiatt
ez az érték keriil felhasznédlasra a dolgozat tovabbi részében is. A 20.
abran lathatjuk a konstrukciot magyarazé abrat.

A ¢;11 kor érintési pontjabdl kiinduld kovetkezé Hermite-iv kez-
dopontbeli érintévektora mar a pont c¢; o-t6l vald tavolsdganak fi-
gyelembevételével keriil kiszamitasra, igy kapunk eredményként G*
folytonos gorbét. Természetesen a ,jobb oldali” gorbe esetén is erre a
meggondolasra alapozunk, a kivetkezd alfejezetben ezen elvek alapjan
kozoljiik a teljes burkologorbepar konstrukciojat.

3.3.4. A megoldast jelentdé burkolégorbék konstrukcidja

Miutan képessé valtunk arra, hogy tetszolegesen valasztott szom-
szédos alapkorok esetén kozottiik burkolégorbéket konstrudljunk, a
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20. abra. Két érintési pont kozotti Hermite-iv meghatarozasa. Az
érintovektorok hossza az érintési pontok hatvanyvonaltol mért tavol-
saganak kétszerese.

végso megoldést jelento gorbepar eléallitasa klasszikus interpolacios
feladatta redukalodik, adott p; pontok és az ezekben értelmezett v;
érintovektorok, illetve adott p; pontok és az ezekben értelmezett v;
érint6vektorok esetén.

A 3.3.3. alfejezet elején felvazolt otlet alapjan csupan annyit kell
tenntink, hogy a a 2.1-es definici6 szerint rendre el6allitjuk a p;, piy1
pontok és a v;, v;y1 vektorok altal meghatarozott Hermite-iveket
(1 € {1,2,...,n — 1}), megkapva ezzel a ,bal oldalinak” nevezett s
gorbét eredményiil adé G* folytonos Hermite-szpldjnt. Ehhez teljesen
anal6g médon allithaté elo a s gorbe is, igy tehat hozzajuthatunk a tel-
jes megoldast jelentd gorbeparig. A gorbék Hermite-szplajn mivoltuk
miatt nagyon konnyen felparaméterezheték a [0,n — 1] paramétertar-
tomany felhasznalasaval.

Meg kell jegyezniink, hogy a folyamat ezen pontjan mar erésen
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veszit jelentOségébdl az a tény, hogy az emlitett geometriai adato-
kat korok egy sorozatabol nyertiik, emiatt fontos kihangsulyozni,
hogy az altalunk védlasztott, G' folytonos megoldast eredményez
Hermite-interpolaciés technika helyett mas modszerek is hasonléan jo
megoldast szolgaltathatnak.

A 21. és a 22. abran kiilonb6z6 korsorozatok esetén talaljuk a sajat
algoritmusunk néhany kimenetét.

Fontosnak tartottuk osszevetni eredményeinket a Slabaugh cikké-
ben kozolt megoldasokkal is. A 23. dbrén lathato ez az dsszehasonlités,
igyekeztiink olyan példat keresni, melyen jol szemrevételezheto a korab-
bi modszer hianyossaga és az, hogyan képes az 1j, sajat algoritmusunk
szemiink altal is érzékelhet6en szebb kimenet eléallitasara.

Bar Slabaugh moddszerénél energiafiiggvény-minimalizélas torténik
a gorbiilet és az ivhossz figyelembevételével, a fliggvény definialasa
vélhetSen tapasztalati tényezékon alapul. Ujra szeretnénk kiemelni,
hogy megitélésiink szerint nem csokkent modszertink értékén a fixen
valasztott 2 konstans alkalmazéasa az érintovektorok bedllitasakor,
hiszen mi is ugyanigy tapasztalati iton jutottunk ehhez az értékhez,
mint az emlitett cikk [53] szerzéi a k = 0, 9-es konstans vélasztasakor.

21. dbra. A sajat burkolégorbe-keres6 algoritmussal nyert kimeneteink,
kilénbozo bemeneti korsorozatok esetén.
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22. dbra. A sajat burkolégorbe-keres6 algoritmussal nyert kimeneteink,
szélsOséges helyzetii korsorozatok esetén. Megfigyelhetjiik, hogy a
modszer helyes kimenet eloallitasara képes.

Tornai Roébert cikkében [60] egzakt mdédon mérhetd, Gn. ,simasd-
gi” jellemzok alapjan hasonlitotta Ossze a két modszert és arra a
kovetkeztetésre jutott, hogy a mi megoldasunk jobb eredményt ad.

3.3.5. A moédszer gombokre torténd kiterjesztése

Amint mar emlitettik, a targyalt problémakoér magasabb dimenzioban
is dltalanosithatd [54], ezért célunkként tiiztiik ki, hogy mi is megkisé-
reljiik sikbeli eredményeinket felhasznalni ahhoz, hogy gémbsorozatok
esetén talaljunk az eddig ismerteknél hatékonyabb burkoldfeliilet-
keres6 algoritmust. A keresett feliilet a kétdimenzios esetben leirtakhoz
hasonlé tulajdonsagokkal fog rendelkezni.

Az eredmények ismertetéséhez el6szor ismét pontosan meg kell
fogalmazzuk, milyen gémbsorozatot tekintiink megengedettnek a prob-
lémat illetéen. Az aldbbi definiciét szintén kozoltiik 2010-ben megjelent

cikkiinkben [30].

3.3. Definicié. Gombik egy S = {s1,52,53,...,5,} (n € N) soroza-
tat feladatunk szempontjabol megengedett bemenetnek mondjuk, ha
teljesiti a kovetkezd feltételeket. (g; jelélje az s; gomb dltal meghatdro-
zott gombtestet.)
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23. abra. A Slabaugh-féle [53] (balra), illetve a sajat algoritmusunkkal
kapott kimenet (jobbra) azonos korsorozat esetén. Fontos megfigyelni
az abra aljan lathato kinagyitott részleteket.

e g7 U gj ie{l,2,...,n}

j=1,j#i
e gNg;=0,4,5€{1,2,...,n},j ¢ {i —2,i—1,i,i+1,i+2}
o ha gi—1 N giv1 # 0, akkor gi1 N giy1 C gi
Ezt kovetoen definialnunk kell azt is, milyen tulajdonsidgokkal

biré feliiletet is keresiink pontosan, mit értiink esetiinkben skin, azaz
burkolofeliilet alatt.

3.4. Definicié. Gombok eqy S = {s1,592,83,...,8,} (n € N), az
elozo 3.3-es definicio értelmében elfogadhato sorozata esetén olyan
G'-folytonos s(¢,t) ¢ € [0,2n],t € [a,b] burkoldfeliiletet keresiink,
amely teljesiti a kovetkezo feltételeket:

36



o Viec{l,2,...,n} esetén létezik olyan S paramétervonalaként
elodllo ¢; érintokor, hogy az s burkolofelilet és az s; gomb kizos
érintosikkal rendelkezik ¢; minden pontjaban.

oG ¢ U g5, 1€{1,2,....n}

j=1.j#i

Fontos tehat kiemelniink, hogy a definicié masodik részében leirtak
alapjan minden aktudlisan tekintett gombre illeszked6 érintokornek
a tovabbi gombok altal meghatarozott géombtesteken kiviil kell el-
helyezkednie, ez a mi értelmezésiink szerint tekintett burkolofeliilet
irdnyaba az egyik legalapvetobb elvaras. A definiciok kimondésa utan
kovetkezo 1épések nagyon hasonldéak azokhoz, amiket mar sikban is
alkalmaztunk.

3.3.5.1. Az érint6korok lokalizacioja Mindenekel6tt meg kell
hataroznunk a 3.4-es definicibéban emlitett ¢; érintokoroket, ezek ko-
zéppontjat és sugarat jelolje rendre 0; és 7, i € {1,2,...,n}. Ehhez
a lépéshez felhasznalhatjuk a sikbeli probléma esetében kapott megol-
dast. Tekintsiink egy tetszoleges s; gombot, melyre i € {1,n}, azaz
eloszor azt a modszert fogjuk ismertetni, amivel a kdzbenso gémboket
kezelhetjitk (lasd 24. dbra). Tekintsiikk az s;, s;11, s;—1 gombok ko-
zéppontjai (ezeket rendre jelolje o;, 0;11 és 0;_1) altal meghatarozott
P; sikot. Az emlitett harom gémbot ezzel a sikkal elmetszve harom
koplanaris korhoz juthatunk. A 3.3.1.3. paragrafusban mar targyalt
sikbeli, Apolléniusz-korokon alapuld modszer segitségiil hivasaval az
s; gobmbon kapott metszetkoron definialhatunk két pontot. Kénnyen
belathatd, hogy egyértelmiien 1étezik olyan T; sik (i & {1,n}), mely
illeszkedik erre a két pontra, tovabba meroleges a P; sikra. s; ezen T;
sikkal vett metszete alkalmas arra, hogy a késébb el6alld burkoldfe-
lilletiinkhoz ¢; érintékorként szolgaljon. Fontos megjegyezniink, hogy
altalaban a mddszerrel kapott érintési kor nem fékore az s; gombnek.
Ezzel a mddszerrel tehat minden olyan gomb esetében meg tudtunk
hatarozni egy érintési kort, amelynek két szomszédja van. Amiatt, hogy
az érintési koroket a sikbeli problémara vald visszavezetésbol kapott
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24. abra. Erintési kor meghatérozésa az s; gopmbon, ahol i & {1,n},
tovabba T; L P;, ahol T; a ¢; érintokor sikja és P; a gombok kozéppont-
jara illeszkedo sik. Szaggatott vonallal feltiintetve a P;-re vonatkozo
sikbeli Apolloniusz-féle probléma megoldasait lathatjuk.

érintési pontok alapjan allitottuk eld, és a gombsorozat megengedett
volta garantédlja ezen pontok létezését és megfeleld elhelyezkedését,
a fentiek szerint leirt médon szarmaztatott ¢; érintési korok mindig
léteznek és teljesitik a 3.4-es definiciéban leirtakat.

Egyébként maga az Apolléniusz-féle probléma is altalanosithato
hédrom dimenzioban, amikor harom gémbhoz keresiink olyan gom-
boket, melyek mindegyik megadottat érintik. Adott bemenet esetén
az ilyen tulajdonsagu gombok 2.2.3. alfejezetben leirtak szerinti ér-
telmezés alapjan harom dimenziéra altalanositott burkolofeliiletét
Dupin-ciklidnek hivjuk, ez a feliilet széles korben hasznalt a szamito-
gépes geometriai modellezésben [15, 44, 45]. Az &ltalunk konstrualt
érintokor esetiinkben megegyezik azzal a korrel, mely mentén a te-
kintett s;_1, s; és s;.1 gombok szerint értelmezett Dupin-ciklid érinti
Si—t.

A sorozat elso, illetve utolsdé gombjén mas modszerrel hatarozzuk
meg az érintési koroket. Tekintsiik az els6 és a masodik gomb kozos
kiils6 érintokupjat és ennek a kupnak az elsé gémbbel vett koézos
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részét, illetve jarjunk el hasonléan az utolsé gémbre vonatkozé érin-
tOkor esetében is az azt megel6z6 gomb segitségével. A konstrukeciét
szemlélteti a 25. abra. A sikbeli konstrukciobdl egyenesen kovetkezik,

25. abra. s1, azaz az els6é gomb érintokorének létrehozasa.
hogy az 6tlet minden megengedett esetben kivitelezheto.

3.3.5.2. Az utolsé lépés, a burkolodfeliilet elballitasa Most,
hogy rendelkeziink érint6korrel minden gémb esetén (6; kézépponti
és 7; sugari), hozzélathatunk a sikbeli 6tlet alapjan a burkoléfeliilet
szarmaztatasahoz. Paronként végighaladva a gombsorozat tagjain,
kozottiik kiilon feliiletelemeket definidlunk, biztositva azt, hogy ezek
a darabok egyméshoz G folytonosan csatlakozzanak. A feliiletet az
érintokorokon egymasnak megfeleltetett pontokat interpolalé Hermite-
ivek uniéjaként fogjuk szarmaztatni.

Most megmutatjuk, hogyan allitjuk elé a leend6 s; burkoléfelii-
let-darabot az s; gobmb ¢&; érintokore és az s;11 gomb ¢;,1 érintékore
kozott. A 3.4-es definicidnak eleget téve a ¢ nem lesz mas, mint a
feliiletdarab 8(¢,0) (¢ € [0,27]), mig ¢, ugyanannak az elemnek
8(¢,1) (¢ € [0,27]) paramétervonala. Elészor minden egyméast ko-
vetd ¢ és ¢;11 (i € {1,2,...,n — 1}) érint6koron definidlnunk kell
egy kezd6pontot, nevezziik ezeket rendre z;-nek és z;,;-nek, tovab-
bé megallapodhatunk abban, hogy z; = §(0,0) és z;.; = S(0,1).
Ezutan elforgatva ezen pontokat egy ¢g € [0, 27] szoggel az érinté-
korok mentén, szintén egymdasnak megfeleltetheté z;(¢o) = S;(¢o, 0)
és z;11(¢0) = S;(¢0, 1) pontokat hatdrozhatunk meg. Ezen pontparok
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mint kezdo- és végpontok felhasznédlasaval fogunk Hermite-iveket el6-
allitani, melyek uniéjaként all majd el6 a végso feliilletdarab. Egy-egy
iv konstrukcidjanal az adott pontban tekintendé érintévektor hossza
a sikbeli esetben hasznalt 6tlet alapjan itt a pont két gomb hatvany-
sikjatol vett tavolsagatol lesz fliggdvé téve. Egy ¢; érintékor mentén
létrehozott érintovektor az érintokor adott pontjabdl az s; géomb ¢;
korre vonatkozo pélusaba mutatéd vektor skalarszorosaként kell elo-
alljon, a pélust jeloljikk w-vel (i € {1,2,...,n}). Tébbek kozott ezt
figyelhetjiikk meg a 26. abran.

26. abra. Az érint6korok meghatarozasa térbeli esetben, hatvanysikok-
tol valé tavolsagot vizsgalva.

Az indokolatlan torzuldsok elkeriilése érdekében az egyméasnak
megfelel6 kiinduldsi pontok (z;) meghatarozasahoz segitségiil hivunk
egy olyan rogzitett R3-beli e vektort, mely nem parhuzamos egyetlen
w; — 0; vektorral sem (i € {1,2,...,n}). Ha teljesiti a feltételt, az
egyszeriiség kedvéért vilaszthatjuk a e = (w; — 0;) X (W; 1 — 0;11)
vektort is.

Legyenek m: R — {—1,1} és p: {s;} — {—1,1} az aldbbiak
szerint definialt fiiggvények:

(z) —1 hax <0,
m(x) =
1 egyébként
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Wi—0; _0i4+1—0; .
m (2 oi=2y)) hai#n,
p<3i) = wior  0j—0j_1 o
m (=2 fesecty))  cavéblént
ahol (,) a vektorok skaldris szorzatét jeloli. Ezen fiiggvények segitségé-
vel képesek vagyunk pontosan felirni a mar emlitett z; kezdopontokat:

e x (p(s;) - (w; — 0;))
le x (p(si) - (Wi — &)l

Az érintokorokon tovabbi egymasnak megfelel6 pontparokat hata-
rozhatunk meg azaltal, hogy a definiélt z; pontokat adott ¢ € [0, 27]
szogben elforgatjuk a 6; ponton athaladé, p(s;)- (w; —0;) irdnyvektori
egyenes koril. Jeloljiik M;-vel a szomszédos s; és s;.1 gombok hat-
vanysikjat, ahol i € {1,2,...,n—1}. A burkoléfelilletiink n — 1 darab
alkotoelembdl fog Osszedllni, az 1. az aldbbiak szerint definialhato:

Si(,t) = Hy (t) 2i() + H} (t) i1 (0)+
HY 1) plsi) -2 A0 () 20
Hg () - p(siv1) - 2 - d(M;, 2i11(D)) - Hz:: : z:igi;”

telo,1],6€(0,2n],i=1,....,n—1,

27. dbra. Az abran egy Osszetett adathalmazt és annak sajat algorit-
musunkkal eléallitott burkoléjat lathatjuk. A géombok kézéppontjai
nem illeszkednek egy sikra.
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ahol d az euklideszi tdvolsdgfiiggvényt, illetve H? a 2.1-es definiciéban
targyalt harmadfoki Hermite-polinomokat jeloli.

Sajat algoritmusunk kimenetét lathatjuk a 27. dbran, a konstruk-
ciot végigkovethetjilk a kezddsorozat megadasatol a végsé megoldés
eléallasaig.

A térbeli esetben is fontosnak tartottuk Gsszevetni eredményeinket
a mar eddig ismert moédszerekkel. Slabaugh-nak és munkatarsainak az
eredményeit itéltitk meg a gyakorlatban megjelend problémak esetén a
leghasznalhatébbnak, igy az Osszevetést is az 6 algoritmusukkal tessziik
meg. Hiszen a mi célunk is egy, a mérnoki és tervezoi gyakorlatban
konnyen és altalanosan hasznalhaté eszkoz fejlesztése volt.

28. 4bra. Ujabb példa a sajat algoritmusunk eredményére térbeli
esetben (fent). Ez a gémbsorozat Slabaugh-nak és munkatérsainak a
munkdjaban is fel volt hasznalva [54], alul az 6sszevetést lathatjuk.
Esetiinkben az ottani eredménnyel (bal) ellentétben mindig szimmet-
rikus feliiletet kapunk (jobb).
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Az egyik legfontosabb kiilonbség, hogy médszeriink minden megen-
gedett esetben megfelel6 érintési kort generdl, melynek nincs a kornye-
z6 gombtestekbe eso része, ez Slabaugh eredményére nem mondhaté
el, nem garantalja ezt semmi. Az iterativ modszerrel csak kozelitiink
egy hatarhelyzetet bizonyos pontossiagig, mar ha egyéltalan létezik ez
a hatarhelyzet. Tobbek kozott emiatt is figyelheté meg az, hogy az al-
goritmusuk nem képes szimmetrikus kimenetekre még olyan esetekben
sem, amikor ez egyértelmiien elvarhaté lenne, mig a mi modszeriink-
ben hasznalt eszk6zokbol ez egyszeriien kovetkezik. Errol tantskodik
a 28. abra.

A sajat algoritmusunk tovabbi, szemléletes kimeneteit lathatjuk
az A. fiiggelékben.

3.3.5.3. Osszefoglalas Elmondhatjuk, hogy sikeriilt olyan méd-
szert talalnunk a definidlt problémara, amely szamos ponton jobb
megoldast adhat az ismert modszereknél. Els6ként adtunk pontos
definiciét arra vonatkozdan, mit neveziink a probléma szempontjabol
megengedett inputnak, s milyen tulajdonsagokkal rendelkez6 gorbe,
illetve feliilet el6allitasara toreksziink. Az altalunk definialt burkolé-
gorbe, illetve -feliilet esetén alkalmasnak mondhatd sorozat esetén
garantaljuk, hogy az érintési pontok, illetve az érintékorok mindig
kiviil esnek a sorozat t6bbi eleme altal meghatarozott korlapon, térbeli
esetben gombtesten. Emiatt képesek vagyunk olyan sorozatok esetén is
jo megoldést adni, amelyeket mas mddszerek nem tudnak mér kezelni.
A konstruktiv és dbrazolé geometria klasszikus eszkozeinek hasznalata
kovetkeztében egy robusztus és hatékony algoritmust allitottunk elo,
amely hathatos segitséget jelenthet a valds ideji szamitogépes terve-
zésben. (Az iterativ médszerek hatranya sok esetben, hogy erre nincs
lehetéségiink.) Slabaugh munkéjaban energiafiiggvények alkalmas mi-
nimalizalasaval éri el eredményeit, de ki kell hangsilyoznunk, hogy
esetében egyaltalan nem garantdalhato, hogy a keresett hatarérték
létezik, tovabba maga az energiafiiggvény egy, az ebben a dolgozatban
is emlitett konstanstol igen erdsen fligg, ennek valasztasa bizonyéara
tapasztalati uton torténhetett. Az altalunk hasznalt 2-es szorzo a
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hatvanyvonalaktol, illetve hatvanysikoktol vald tavolsagokat illetéen
szintén egy tapasztalati iton kapott érték, melynek hasznalatat az
elobb vazoltak miatt nem tartjuk ahhoz képest kevésbé megalapo-
zottnak. Azonban terveink kozott szerepel, hogy tovabb finomitsuk
eredményeinket, megfelel6 energiafiiggvények minimalizaldsaval.

Tovabbé szeretnénk kiemelni, hogy bar a mi moddszeriink csak
G! folytonossidgot garantal a Slabaugh és munkatarsai 4ltal publi-
kalt C! folytonos csatlakoztatdst biztosité modszerrel szemben, de
a sajat megkozelitésiink a bemeneti adatok sokkal szélesebb korét
képes hatékonyan kezelni, tovabba az egy adott érintési pontba befuto,
illetve onnan kifuté érintovektorok egy egyszerti atlagolasaval nagyon
egyszeriien attérhetiink C! folytonossgra is, amennyiben a bemeneti
adatokat ugy itéljiik meg, hogy erre lehetdséget adnak, azaz kelléen
hasonlé kapcsolat all fent egy adott kor esetén annak szomszédaival
mind a kozéppontok tavolsagat, mind a sugarak aranyat tekintve.

Modszeriink kétségkiviil egyik legnehezebb momentuma az érin-
tési pontok, illetve érintékorok megfeleld elhelyezése. Ahogy mar
emlitettiik, ezt kovetGen egyéb tipusu gorbék és feliilletek alapjaul
is szolgalhatnak ezek az objektumok, ami ennek a kutatasnak egy
lehetséges tovabbi irdnyat jelenti. Erdekes kérdésként meriilhet fel
tovabba, hogy hogyan lehetne megvaldsitani a modszeriinkkel kapott
feliiletek egymashoz csatlakoztatasat.

3.4. Implementaciés megfontolasok

Ahhoz, hogy az elgondolasainkat le tudjuk ellenorizni, illetve az ered-
ményeinket meg tudjuk jeleniteni, sziikség volt a kigondolt algorit-
dolgoztunk a megjelenitésért felelos szoftver fejlesztésén is. Munkank
sordan az OpenGL [50] nyilt programkonyvtarat hivtuk segitségiil,
hiszen népszerii, hatékony, ingyenesen hozzaférheto és platformfiig-
getlen megoldast jelent. Hasznélataval azt szerettiik volna biztositani,
hogy az elkésziilt szoftver hordozhaté és id6tallo legyen, felkésziilve
az esetleges késébbi, tjabb fejlesztési iranyokra.
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A 2.2.4.1. paragrafusban ismertetett matrixmiveletek implemen-
talasa hatékonyan segitette a szamitasok gyorsitasat, azok univerzalis
felhasznalhatésagat. A poélusok, polaris egyenesek vagy polarsikok
eléallitasai kulcsfontossagu elemei a médszeriinket megvalosité algorit-
musnak, ezért kitiintetett figyelmet igényelnek. Az Apolloniusz-feladat
ciklografikus megolddsakor [25, 2| szintén fontos szerepet kapnak ezek
a szerkesztések, igy ebben az esetben is kihasznalhatjuk a matrixmii-
veletekbol szarmazd elonyoket.

Ahhoz, hogy a publikaciékhoz megfelel6 mindségli vektorgrafikus
formatumui kimeneteket készithessink, eredményeinket Asymptote
[18] nyelven is implementaltuk. A nyelv segitségével tobbek kozott
.eps kimenet is eloallithaté a renderelt objektumokrél. Ha a tervezé-
si folyamat soran az aktudlis felilletrol vagy gorbeparrdl szeretnénk
vektorgrafikus kimenetet eloallitani, a szoftver erre automatikus le-
hetéségeket biztosit. Igy tehdt tetszéleges méretben ugyanigy joé
minoségben lesz vizsgalhaté a konstrualt kimenetiink, ami a digitéalis
formatumban is megjelend folydiratcikkek esetében sokszor nagyon
fontos lehet.

3.5. Sajat eredmények biarc gorbékkel
3.5.1. Motivacié

Ahogyan emlitettiik, egyéb tipust gorbéket is hasznalhatnank a bur-
kolo gorbepar elballitasara az érintési pontok és érintévektorok meg-
hatarozasat kovetden, nem csak Hermite-iveket. Ezt a valasztast tobb
tényezo is befolyasolhatja, az egyik ilyen példaul lehet az, hogy konk-
rétan milyen célra fogjuk hasznalni a szoftvert azon til, hogy mint
szamitogépes geometriai modellezésben hasznalhaté lehetséges esz-
kozként tekintiink ra. Egy ilyen felhasznélasi teriilet lehet példaul az
egyre nagyobb népszertiségre szert tevé CNC technoldgia [26]. A CNC
gépek egyik legfontosabb tulajdonsiga, hogy pusztan egyenesek és
korivek mentén képesek megmunkélni a kivant feliiletet, éppen ezért
hasznos lehet egy olyan interpolacios eszkoz, amely korsorozatok meg-
adasat kovetéen automatikusan képes példaul olyan burkolé gérbepar
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29. 4bra. CNC géppel konstrualt minta.?

meghatarozasara, mely maga is csak korivekbdl all, természetesen
megfelel6 szinti folytonos kapcsolodast feltételezve.

Az el6z6 fejezetben kozolt eredményeink elérését kovetéen meg-
kezdtik annak vizsgalatat, hogyan volna lehetséges az interpolaciét
a fentebb vazolt elv alapjan tn. biarc interpolacios ivekkel megolda-
ni (lasd 2.5-6s definici6) gy, hogy a korsorozat szomszédos elemeit
egy-egy biarc interpoldcids iv kosse egymassal dssze (lasd 30. abra).

A 30. abran latott helyzethez hasonld elérése a célunk, egyik fontos
szempont lehet tehat az elvarasainkat illetéen, hogy két kor kozott
az interpolaciot megvalosito, csatlakozo korivek ne metszenek bele a
korokbe. Tobb, a geometriai adatainknak (érintési pontok és érinté
egységvektorok) megfelel§ interpoldlé megoldas létezik, ha a metszésre
és magara az alapfeladatunkra nem vagyunk tekintettel. Nekiink
ezek koziil kell a probléma szempontjabol megfelelobbet talalni, azaz
egyrészt eleget tenni az el6zdekben oly sokszor emlitett, burkold
gorbeparra vonatkoz6 feltételeknek, masrészt ezt kiegészitve a metszést
is keriilni, amennyiben ez lehetséges.

Vaélaszt szerettiink volna kapni arra a kérdésre, hogy hogyan kertil-

'http://pimg.tradeindia.com/01667798/b/1/CNC-Cutting-Machine. jpg
letoltés idopontja: 2014. janius 20.
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30. dbra. Két kort érinté biarc interpolacios iv (balra) és kizarélagos
felhasznalasukkal nyert burkol6gorbék (jobbra).

hetjiik el a korok esetében, hogy az Oket 6sszekéto biarc-interpolacios
ivek azokba belemetsszenek. Az eredményeket [29] alapjan ismertetem.

3.5.2. Biarc interpolacioés ivek osztalyozasa

Ha két korivet G folytonosan csatlakoztatunk egyméashoz, tn. biarc
ivet kapunk. A biarc ivekrdl kiterjedt irodalom all rendelkezésiinkre,
mar 1937-ben sziiletett egy folydiratcikk [48], melyben el6szor ke-
rillt emlitésre ez a gorbetipus. Tovabba természetesen 1étrehozhatunk
ilyen ivek — megfelel6 folytonossigi megfontoldsok mellett torténd
— egymashoz kapcsolasaval un. biarc gorbéket is [4], tovabbé fontos
azt is megemliteniink, hogy tobb olyan moddszer is ismert, melyek
segitségével egy elore rogzitett gorbét approximalhatunk biarc gor-
békkel [43]. Latszik tehat, hogy a biarc {vek rendszeresen megjelennek
a szakirodalomban, hasznalatukkal sok modellezési feladat leegysze-
risitheto, ez mind szoftverfejlesztési szempontbdl, mind a bizonyos
feladatokhoz valasztott célhardver kapcsan fontos tényezo lehet. Meek
és Walton egy nagyon mély elemzésnek vetette ald ezt a gorbetipust
és ismertették ezek osztélyozdsat [34].

A szerzok egy-egy ivet biarc interpolaciés ivként szarmaztatnak,
és tobbek kozott a definidldé geometriai adatok alapjan végzik el
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az osztalyozast. Viszont a 2.5-0s definiciéban emlitett adatok még
nem egyértelmiisitenek egy ilyen gorbét, ha ezt el szeretnénk érni,
akkor meg kell adnunk egy W (akar 27-nél nagyobb) szoget, ami
a definicidban szerepld két érintévektor egymassal bezart, egyfajta
specidlis elojeles szogét jelenti.

Természetesen a metszés problémajat leegyszeriisithetjiikk abban az
értelemben, hogy elegendo6 csupéan két kort vizsgalnunk. A 31. abran
lathatjuk a definidlé geometriai adatokat két kor esetén, illetve fel-
tiintettiink tovabbi jeloléseket a problémara vonatkozoan, igy példaul
a kulcsfontossagt W szoget, melyre mar az elébbiekben is kitértiink
Meek és Walton fontos cikkét emlitve. Az abrat szemlélve megfogal-
mazhatjuk a kérdést a kovetkezoképpen. Hogyan hatarozzuk meg a 6
szoget ugy, hogy a metszést elkertiljiik a korok és az interpolacios iv
kozott?

Természetesen a f6 cél az, hogy megvizsgaljuk az Osszes fenti
cikkben [34] emlitett csalddot és mindegyik esetében meghatarozzuk
a metszés elkeruléséhez sziikséges feltételeket. Azonban munkam-
ban a cikkben emlitett 1.3-as esetet vettem el6szor géreso ald, ahol

(a) Biarc interpoldciés {v, annak (b) A korivekhez tartozé szogek
definidlé geometriai adataival. r Osszege mindig W-vel egyenlé.
A és B téavolsdgat jeloli.

31. abra. Biarc interpolacids iv és definial6i adatai.
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a 31. dbran latott jeloléseket haszndlva ra,rg, 0, W — 6 > 0 teljesiil,

tovabba
2 < W < Am,

2r+2a < W < 3rn+a,
—2r+W < 0 < 4dn-—W + 2.

Meek és Walton cikkiikben pozitiv és negativ sugaru koriveket
emlitenek, emiatt nekiink is kovetniink kell ezt a konvenciét az alapko-
rok vonatkozasaban is. Feltehetjiik, hogy mindkét alapkoriink sugara
pozitiv, mivel az érintési pontokban valasztott érinto egységvektora-
ink kozos iranyvalasztasat tekintve nem rendelkeziink megkotéssel a
burkolasi feladatbél kovetkezoen, azaz a kérokre mindig tekinthetiink
ugy, hogy az érinté egységvektorok ,bal oldalin” helyezkednek el,
azaz a hozzajuk tartozd végpontbdl a tekintett kor kozéppontjaba
mutato vektor az érinté egységvektor oramutato jarasaval ellentétes
irdnyban torténd elforgatéasaval nyert vektor nemnegativ skalarszorosa.
Koénnyen belathaté, hogy a ca kor és az a s koriv kozott elkeriilhetd a
metszés, amennyiben 74 > R4 teljesiil. Hasonléan lathatjuk be, hogy
rp > Rp teljesiilésével biztosithatd, hogy elkeriiljik a metszést ap
és cp kozott. A korok elhelyezését és az emlitett sugarak viszonyat
lathatjuk a 32. abran. Lassuk, mit jelent ez a két elobbi feltétel a

32. abra. Az alapkorok megallapodés szerinti elhelyezése.

49



kérdéses 0 szogre vonatkozdan.

3.5.3. A 0-ra vonatkoz6 feltételek

3.5.3.1. r4 > Ry Eloszor tehat vizsgaljuk meg, milyen megszorita-
sok adddnak a 6 szogre vonatkozoan, amennyiben az A-val indexelt
korre és korivre vonatkozo ry > R4 feltételbdl indulunk Kki.

Meek és Walton cikkében [34] foglaltakbol tudhatjuk, hogy a biarc
interpolaciés v A-val indexelt részének sugarara igaz a kovetkezd
egyenloség:

2

U 2 ()i () T 2sin (5)sin ()

A képletben el6fordulé szogekre és szogfiiggvényértékekre vonatkozoan
a kezdeti feltételeinket is felhasznalva kaphatjuk az alabbi 6sszefiiggé-
seket:

7’~sin(W—+9—a> sin(%—a—i—%)

0 0
O<9<27r:>sin§>0, 27T<W<47r:>SinV;/<0, O<§<7r,

W W
27T+204<W<37T+Oé:>7T<?—04<27T = sin<2—a><0.

Célunk a 6-ra vonatkozo feltételek megadésa, néhany atalakitassal
és a fenti Osszefiiggések figyelembevételével kaphatjuk a kévetkezo
egyenlotlenséget:

ra > R
7 - sin (@ —a)
— > Ra
QSlngsm%
. w 0 .
sm((7—o¢) +§) 2R 4 sin ¥
2
7 <
Sln§ r
sin(%—a)-cosg%—cos(%—a)sing 2R 4 sin %
- <
sin 2 r

2
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(W 0 2RAsin% %4
sm<2—a> ctg§ < r—cos(—a)

2R 4 sin(%) _ cos (W )

p
sin (% — a)

tg—- >
cg2

Az egyszeriibb kezelhetdség kedvéért vezessiik be a kovetkezd jelolést:

. 2RAsirn(%) — cos (% _ Oé)

sin (% — a)

Hajtsunk végre K szerint egy esetszétvalasztast:

1. K > 0 esetén a kovetkezo feltételt kaphatjuk:

0 0 1 1
CtgizK = tg§=§ = 9:2arctg?

0 < 6 < 2arct 1
arc —
&K

2. K < 0 esetén pedig az aldbbi 0sszefiiggés adodik:

b arctgLin = 0=2arctg— +2r
= arcC = Zarc
5 = arctg o retg <

1
0<9<2arctg?+27r

3. Végiill K = 0 esetén egy nagyon egyszerii feltételt kaphatunk:

(0<f <]
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3.5.3.2. rg > Rp Most pedig kévetkezzen a 3.5.3.1. paragrafusban
leirtakhoz hasonlé moédon annak vizsgalata, milyen feltételt adhatunk
a 6 szogre vonatkozbéan, ha a B-vel indexelt korre, illetve korivre
vonatkozo rg > Rp a kiindulasi alapunk.
Meek és Walton cikkébél [34] az eléz6 esethez hasonléan tehat
ismert, hogy
sin (a — g)

rg=71" ,
b 2sin(WT_9)sin%
tovabba
W -2r< < W = E—7r<€<K =
2 2 2
:>0<W 9< = i w0 >0
— == mi{——= .
2 2°7 e N

A fentiek figyelembevételével a kovetkezot kaphatjuk:

- > Rp
2sin (WTQ> sm%
; 0 W
sin | — 5 2Rpsin 5
w ey S T
in (W _ 0 r
sin (¥ — 9]
sinacosg —cosozsing 2Rp sin%
< P —
in W [ W i@
sin =- cos 5 — €os - sin 5 r
2Rp sin 5-

w
Amennyiben bevezetjik az Xp = Z jelolést, egyenlotlenségiink

r

7% 0 W 0
. v .Y o v wo.v 1
S111 (¥ COS B COS (¥ S1n 5 < XB S 9 COSs B XB COS B S11 9 ( )

alakban irhaté fel.

A 0-ra vonatkozd feltételeket az el6zd esethez hasonldéan esetszét-
valasztasok segitségével kaphatjuk meg:
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1. Tegyiik fel, hogy cos & > 0 (< 0 < 6 < ), ekkor (1) az aldbbiak
szerint alakithato:

sina—cosatg§ < XBsin? —XBcos?tg§

6 W W
tg2<XBCOSQ—COSCM> <XBSiIl?—SiIlCM. (2)

(i) Ha Xpcos & — cosa > 0, akkor (2) 4talakitdsaval kapjuk,

hogy
0 XBsin%—sinoz
tg - < W
2 Xpcos+ —cosa

Ezt a szintet kovetden mar csak egyetlen tijabb esetszétva-
lasztassal kell élntink:

(a) Ha Xpsin % —sina > 0, akkor 0 < § < Z miatt az
alabbi formaban foglalhatjuk 6ssze az add6do feltéte-
liinket:

Xpsin ¥ — sina
0 < 0 < 2arctg —2 2

Xpcos -5 —cosa

(b) Mig Xpsin % —sina < 0 teljesiilése esetén tgg £ 0
miatt ellentmondéshoz jutunk, hiszen feltevéstink sze-
: 0 s
rint 0 < 5 < 3.
(ii) Ha Xpcos % — cosa < 0, akkor (2) az aldbbi alakra hoz-
hato:

0 Xpsin¥ —sina

tg =~ > 2
g2 XBCOS%—COSQ

(a) Igy a Xpsin W —sina < 0 esetén adodo feltétel az
alabbi:
Xpsin ¥ —sina
2arctg 2 2 <f<m|
B COS - — COS v

2
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(b) Mig Xpsin % —sina > 0 teljesiilésekor

adodik.
(iii) Ha Xpcos % — cosa = 0, akkor (2) a kovetkez6re egysze-
risodik:
0< XBsin? —sin «

(a) Ez Xpsin'y —sina > 0 esetén értelemszertien az aldb-
bi feltételt jelenti, barmely feltételezett intervallumban
1év6 6 j6 megoldast jelent:

0<t<n]

(b) Ha azonban Xpsin'y — sina < 0, ellentmondéshoz

jutunk.

A fentiekben megvizsgaltuk, milyen 6sszefliggéseket nyerhetiink
f-ra vonatkozoan, ha feltevésiink szerint COS% > (. Most nézziik
meg a masik esetet.

2. Ezuttal tegyiik fel, hogy cosg < 0 teljestll (amibdl kovetkezik,
hogy m < 0 < 27). Ekkor (1) a kévetkez6 alakra hozhaté:

0 44 W
tg2<XBC082—cosa> >XBsin?—sinoz (3)

(i) Amennyiben Xpcos % — cosa > 0 teljesiil, tgy

. 0 - XBsin%—sina
g2 XBCOS%—COSQ

adodik.

(a) Ebben az esetben nyilvanvald, hogy amennyiben
w
XBsinj —sina > 0,
ellentmondéshoz jutunk.
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(b) Ha XpsinY — sina < 0, akkor viszont a kovetkezd
feltételt kaphatjuk:

XBsin% —sin«
2 arctg g +2m <0 < 27|

Xpcos 5 —cosa

(ii) Ha Xpcos W — cosa < 0, akkor (3) az aldbbiak szerint

2
alakithato:

‘ 0 XBsin%—sina

- < .

g2 XBCOS%—COS&

(a) Ha a szdmldlé negativ, azaz Xpsin% — sina < 0,

akkor a feltétel:
[m <6 <on]

(b) Ha a tort szamlaldja pozitiv, azaz X p sin % —sina > 0,
ugy:

XBsin% —sin«
T < 0 < 2arctg T + 27|
Xpcos 5 — cosa

(iii) Ha Xpcos ¥ — cosa = 0, akkor (3) a kivetkezdre egysze-
risodik:

%74
0>XBsin?—sinoz

(a) Ez Xpsin'y —sina < 0 esetén értelemszertien az aldb-
bi feltételt jelenti, barmely feltételezett intervallumban
1év6 0 j6 megoldast jelent:

[0 < 0 < 2n]

(b) Ha azonban Xpsinl —sina > 0, ellentmondéshoz
jutunk.

3. Utolso esetenként még sziikséges emlitést tenniink arrél, milyen
esetek engedik meg, hogy 6 értékéil m-t vagy 37-t valasszunk.
Ekkor tehdt a (1)-es egyenl6tlenséget tekintve § = 0, ami két
feltételt kell jelentsen, egyrészt a §# = m, masrészt a 6 = 3n
egyenloség vonatkozasaban.
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e Hacosa > RTB sin W, akkor a = § valasztds megengedett.

e Ha cosa < % sin W, akkor a 6 = 37 valasztds megenge-
dett.

Amint a fentiekben lathattuk, minden lehetséges esetet sikeriilt
leirnunk és megvizsgalnunk. A megadott bemeneti adatok alapjan
megallapithato, hogy milyen feltételeknek kell teljesiilniiik a 6 szogre
vonatkozban ahhoz, hogy elkeriiljiik a metszéseket a korivek és a
velitk kozos ponttal (melyben az érintéegyenesiik is kozos) rendelkez6
korok esetén. Ezeknek a feltételeknek természetesen egy idében kell
teljesiilniiik, igy a kapott intervallumok metszetét kell tekinteniink a
végeredmény megadasakor az egyes esetekben.

3.5.4. Osszegzés

A kapott eredményekkel egytitt a méar emlitett cikkben [34] szerepl
Osszes eset vizsgalataval elérhetd, hogy mindegyikben feltételt szab-
hassunk a metszés elkeriilése érdekében, ezzel egy fontos kiindulasi
alapot teremtve a korivekkel torténd burkoldas megvalésitasahoz. Az
elért részeredmények ezt képesek nagyban elGsegiteni.

Tovabba érdekes lehet annak a vizsgalata is, hogy hogyan lehetiink
képesek elkeriilni a4 és cp, valamint ap és c4 metszését (lasd 32. 4b-
ra). Ennek garantaldsa természetesen tovabbi, hasonld vizsgalatokat
igényel.
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4. Szabadformaja gorbék izooptikusai

Ahogy a 2.6-0s definiciéban is olvashattuk, adott s(t) (¢ € [a, b]) stkgor-
be izooptikus gorbéjén azon pontok mértani helyét értjiik, melyekbdl
a gorbe egy megadott szog alatt latszik.

Mint azt a 2.2.2. alfejezetben emlitettiik, az izooptikusok jol ismer-
tek és kiterjedt irodalommal rendelkeznek, kiillonésen igy van ez az
olyan klasszikus gorbéink esetében, mint példaul a kupszeletek [33].

Az izooptikusok meghatarozasara tobb maddszer is ismeretes. Mint
azt latni fogjuk, nagyon sok esetben megoldashoz juthatunk, ha az
adott paraméteres gorbe tartéfiiggvényét hivjuk segitségiil, vagy koz-
vetleniil a definicion alapuld szamitasokra alapozunk. Azonban ezek
az emlitett szamitasok sokszor még egyszeriibb gorbetipusok esetében
is majdhogynem kezelhetetleniil bonyolultta valhatnak.

Kutatasunk soran azt a f6 célt tliztiik ki magunk elé, hogy képesek
legytink meghatarozni a szamitégépes geometriai tervezésben igen
gyakran hasznalt gorbetipusok izooptikusait is. A kovetkez6 fejezetben
részletesebben kifejtésre keriilnek a témaban elért eddigi eredmények
és a kutatds f6 motivacidja.

4.1. Torténeti attekintés és az alapprobléma

Barmely s(t) t € [a,b] konvex sikgorbe esetében Osszegytjthetjitk
azokat a pontokat, melyekbdl a gorbe egy rogzitett a szog alatt latszik.
Ezek pontosan azok a pontok, melyekben a gorbe érintGegyenesei
egymassal « szoget zarnak be. Ezen pontok mértani helyét hivjuk az
s gorbe « szoghoz tartozo izooptikus gorbéjének.

Adott gorbe izooptikusanak meghatarozasaval mar tobb évszazada
foglalkozik a tudomany, habér a szé elsé izben Taylor munkéjaban [59]
jelenik meg. Ahogy mar tobbszor emlitettiik, jol ismert eredmények
allnak rendelkezésiinkre a klasszikus gorbéink esetében. Kiilonosen
igaz ez a kupszeletekre, példaul a parabolara, melynek izooptikusa al-
talaban hiperbola, vagy az av = /2 specialis esetben annak directrixe,
ez utébbi esetben ortoptikus gorbérdl beszéliink [33, 32]. Ezen klasszi-
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kus eredmények osszefoglalasat egészen 11j munkakban is részletesen
megtaldlhatjuk [38, 17]. Napjainkban a hiperbolikus sik izooptikusai
is kutatds targyat képezik [10].

Egy sokkal elméletibb megkozelitést talalunk a problémara Cieslak
munkéjaban [7], ahol konvex gorbék bizonyos csaldadja esetében azok
tartofiiggvényeit felhasznalva juthatunk megoldashoz. Ezen altaldnos
leiras tovabbi tulajdonsagai, valamint gorbék specialis osztalyaihoz
szamolt izooptikusok szintén fellelhetéek a szakirodalomban [7, 35, 56].

Azonban szamos olyan gorbetipust ismeriink, melyek nem tar-
toznak az elobb emlitettek kozé, és vilagszerte alkalmazzak oket a
szamitogéppel segitett geometriai tervezésben. Ilyen gérbék példaul
a B-szplajn vagy NURBS gorbék, tovabba fontos megjegyezniink,
hogy a mindenki altal jol ismert Bézier-gorbék is még mindig szdmos
tervezoszoftver eszkozkészletének részét képezik, egyszerii felépitésiik
és konnyli médosithatosaguknak koszonhetoen.

Munkéank soran azt a f6 célt tliztik ki, hogy képesek legytink leirni
és meghatarozni egy megadott Bézier-gorbe izooptikus gorbéit. A
kovetkezo alfejezetben bemutatésra keriil egy kozvetlentil a definiciora
alapozd, a gorbe érintéegyeneseinek vizsgalatat felhasznald kiszamitasi
mobd, és részletesen ravilagitunk ezen modszer korlataira. Az elemzés
a 2013-ban kozolt cikkiink alapjén torténik [31].

4.2. Kvadratikus Bézier-gorbe izooptikus gorbéje

Ebben az alfejezetben bemutatjuk, hogyan szamithatjuk ki kdzvetleniil
a definici6 alapjan egy kvadratikus Bézier-gorbe izooptikus gorbé-
jét. Ez alatt a szamitas alatt azon metszéspontok meghatarozasat
értjilk, melyek egymassal megadott o szoget bezard érintéegyenesek
metszésébol szarmaznak.

A 2.3-as definiciobol kovetkezik, hogy kvadratikus esetben a Bézier-
gorbe az aldbbi médon adhat6 meg:

2

s(t) = Z Bi(t)p; t€[0,1],
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ahol B;(t) szokdsos médon a Bernstein polinomokat, mig p; a kontroll-
pontokat jeloli. Jol ismert, hogy a fent leirt gorbe minden esetben egy
parabolaivet hataroz meg [42], tovdbbd azt is tudjuk a fentebb emlitett,
klasszikus gorbetipusok esetében ismert tulajdonsagokbdl, hogy ezen
gorbe izooptikus gorbéjének sziikségszertien hiperbolaivnek kell len-
nie. A szamolas egyszeriibb formaban val6é kozolhetdsége érdekében a
tovabbiakban tegytik fel, hogy a tekintett kvadratikus Bézier-gorbénk
kontrollpontjai rendre py(1,0), p1(z,y), p2(—1,0). Tetszdleges Bézier-
gorbe esetén meghatarozhatunk olyan affin transzformaciot, mely
az adott gorbe megfelel6 kontrollpontjait az elobb emlitett harom
pontba viszi at. Ilyen médon tehat a s(t)(s,(t), s,(t)) Bézier-gorbénk
koordinatafiiggvényei az alabbi egyszerii formaban irhatok fel:

sot) =1—2t+2t(1—t) s,(t) =2t(1—t)y te[0,1].

A gorbe derivaltjabdl, majd egy érintéegyenesének egyenletébdl egysze-
riien meghatarozhaté az a masik érintéegyenes, mely vele a kivant «
szoget zarja be. Némi szamolas utan adédik, hogy a fenti Bézier-goérbe
a sz6ghoz tartozé s*(t)(s5 (1), sy (t)) izooptikus gorbéjének koordina-
tafiiggvényei az alabbi moédon irhaték fel:
() = 14yt(t — 1)(zcosa — ysina) +sina(z? — y* +1)
* 2  zsina—ycosa+sina(2t —1)(z? + y?)
1 (2t — 1) (xsina(z? +y* + 1) 4+ 2y cos a)
2 zsina — y cos o + sin (2t — 1) (22 + 42)
s (t) = 1 qyt(xsina + ycosa)(t — 1)
Y 2zsina — ycosa + sina(2t — 1)(2? + y?)
Ly(sina(z? + y?)(2t — 1) + sin (2t + 22 — 1))
+ 3 . :
2 xsina—ycosa+ sina(2t — 1)(z2 + y?)

)

ahol ¢ € [0,t%] az alabbi jelolés figyelembevétele mellett.
1 2ycosa+sina(z? +y*+1)

1o =
2 zsina + y cos a + sin a(z? + y?)

Néhany ilyen izooptikus gorbét (hiperbolaiveket) lathatunk a 33. 4b-
ran kiillonboz6 o szogek esetén.
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33. dbra. Kvadratikus Bézier-gorbe izooptikus gorbéi megadott o szog

4 — 37 2r 1w ®
eseten. o = <5, 55, 5, 3.

Konnyl bizonyitani, hogy ezen izooptikusként el6allé hiperbo-
laivek valés tengelyei egybeesnek a parabolaivet leird Bézier-gorbe
tengelyével, ahogy azt a 34. abran is megfigyelhetjiik.

Ahogy azt a fenti esetben tapasztalhattuk, a kozvetlentl a definici-
6bdl torténo meghatarozas még ebben az egyszerii esetben is igencsak
komplikaltnak mutatkozott. Magasabb rendii Bézier-gorbék esetében
a szamitas komplexitasa tovabb novekszik. Kubikus Bézier-gorbék
esetén fejlett komputeralgebrai rendszerek is csak hosszti masodpercek
utan képesek a szamolas eredményének megjelenitésére, az eredmény
maga pedig rendkiviil bonyolult. Magasabb rendet valasztva azt ta-
pasztalhatjuk, hogy a szdamoléas egy atlagos PC képességeire alapozva
eroforrashianyra hivatkozva egyszertien leall. Fontos megjegyezni, hogy
a probléma megoldasanak elGsegitése érdekében megprobaltuk hasz-
nalni a debreceni és a pécsi szuperszamitogépet, melyekhez az NIIF
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34. abra. Az izooptikusok tengelyei (hiperbolaivek) és a Bézier-gorbe
(parabolaiv) tengelye egybeesnek.

Intézet® biztositott hozzaférést. Eredményt sajnos igy sem sikeriilt
elérntink, a szamolasok varatlanul hosszas futas utan lealltak, pe-
dig ercforras-probléma mar nem allt fonn sem a memoria, sem a
processzorteljesitmény kapcsan.

A kovetkezo alfejezetben egy masik megkozelitési moéd alkalmazési
lehetségeit vizsgaljuk meg, a tovabbiakban pedig kimondunk két
tételt is az j modszer hasznalhatosaganak alatamasztasa érdekében,
ezeket természetesen bizonyitjuk is.

Habar néhédny eredmény tetszoleges gorbékre is érvényes, a to-
vabbiakban konvex Bézier-gorbéket feltételeziink, megallapitasaink
ezekre vonatkoznak.

Az alabb kozzétett 6nallé eredményeink szintén 2013-ban keriiltek
publikalasra [31].

3Nemzeti Informéciés Infrastruktiira Fejlesztési Intézet (http://www.niifi.
hu, elérés ideje: 2013. junius 1.)
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4.3. Izooptikus szarmaztatasa latokorivekkel

Elemi geometriai ismereteinkbdl jol tudjuk, hogy adott ab szakasz
esetén azon p pontok, melyekre az Z(apb) szog egyenl6 egy adott
szoggel, két koriven helyezkednek el. Lényegében a latokorivek az
adott ab szakasz izooptikus gorbéi.

Tekintsiink egy « szoget, tovabba egy tetszdleges fokszamu konvex
s(t) t € [1,0] Bézier-gorbét. Legyen adott tovabbé a gorbe egy s(ty)
pontja. Ha ilyen feltételek mellett tekintjiik a gorbe s(t)s(t) hurjait,
majd ezen hiurok a szoghoz tartozéd latkoriveit, akkor korivek egy
egyparaméteres csaladjat kaphatjuk meg. Mivel a Bézier-gorbénket
konvexnek tételeztiik fel, az egy adott hir esetén konstrudlhaté latokor-
ivek koziil azon (adott szakasz altal indukélt) félsikba eskkel fogunk
foglalkozni, melyekre igaz, hogy létezik olyan latoszogérték, mely ese-
tén a latokoriv teljes egészében a Bézier-gorbe és a kontrollpoligon
altal meghatarozott sikidomra esik. El6bbi leirassal a ,kontrollpoligon
iranydba tarto”, an. kilso” 1latokorivekre szeretnénk utalni, egy ilyen
iv pontjaiként szerepel példaul p és q a 35. abran.

Ezen emlitett korivek egyikének sziikségszertien tartalmaznia kell
egy olyan pontot, mely a Bézier-gérbe a sz6ghoz tartozé izooptikus
gorbéjének is pontja. A gorbe s(ty) pontjdban vett érintGegyenese és
a s(t) pontokban tekintett érintGegyenesek egyike o szégben metszik
egymast, emiatt az ezen két emlitett pont Osszekotésével nyert hir
kortil értelmezett latokorivnek tartalmaznia kell a két érintéegyenes
metszéspontjat.

Az alabbiakban bizonyitassal egyiitt kimondunk egy tételt, mely
szerint a fent emlitett pontban a latokoriv és az izooptikus gorbe kozos
érintéegyenessel is rendelkezik, mig a tobbi latokoriv koziil egynek
sincs kozos pontja az izooptikus gorbével.

4.4. A kutatas Gj eredményei

4.1. Tétel. Tekintsiink eqy o szoget, tovdabba legyen adott eqy konver,
tetszdleges fokszami s(t) t € [0, 1] Bézier-gorbe, valamint annak eqy
tetszdleges to paraméterhez tartozo s(ty) pontja. Ekkor az a szoghoz
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tartozd, s(to)s(t) gorbehirok folé irt latokioriveknek vagy nincs kézos
pontja a Bézier-gorbe o sz0ghdz tartozo izooptikus gorbéjével, vagy pon-
tosan eqy kozds pontja van azzal, mely pontban a gorbe izooptikusdnak
és a latokorivnek az érintdegyenese egymassal megeqyezik.

4.1. Bizonyitas. A bizonyitdashoz eldszor tekintsik azt az esetet, ami-
kor egy tekintett s(to)s(t1) hirra igaz, hogy a végpontjaiban vett érintd-
eqyenesek eqymassal a-tol kilonbozo szoget zarnak be. Indirekt tegyiik
fel, hogy az ezen hur folé irt a szoghdz tartozo latokorivnek van egy
kézos p pontja a Bézier-gorbe izooptikus gorbéjével.

Ekkor Z(s(to)ps(t1)) = «, viszont a ps(ty) és ps(t1) szakaszok
eqyenesei nem érintdi a Bézier-gorbének, metszik azt. A gorbe komplex
volta miatt a p pontbol a Bézier-gorbéhez hizott érintdegyeneseknek
a-nal nagyobb szégben kell metszenitik eqymast, ami ellentmond annak
a ténynek, miszerint p az a-hoz tartozo izooptikus gorbe egy pontja.
Emiatt az izooptikus gorbének és a latokorivnek nem lehet kozos pontja
ebben az esetben.

Most pedig tekintsiik azt az esetet, amikor a s(to)s(t1) hir olyan,
hogy a végpontjaiban tekintett érintdegyenesek o szégben metszik eqy-
mast. Ebben az esetben azonnal kovetkezik, hogy ezen érintoegyenesek
p-vel jelolt metszéspontja a Bézier-gorbe a-hoz tartozo izooptikus
gorbéjére is illeszkedik, illetve értelemszeriien az a-hoz tartozo lato-
kérivnek is pontja lesz.

Teqgyiik fel, hogy a latokorivnek és az izooptikus gorbének az elobb
emlitett p ponton kivil még eqy kozos pontja van, amit jeloljink most
q-val. Mivel q az a-hoz tartozo izooptikus gorbére illeszkedik, az ebbol
a pontbol a Bézier-gorbéhez huzott érintoegyenesek o szégben metszik
eqymdast.

Tovabbd q illeszkedik az a-hoz tartozd, s(to)s(t1) hir folé irt lato-
korivre is, emiatt a qs(to) és qs(t1) szakaszok egyeneseinek eqgymdst
a szogben kell metszeniiik. Fzek az eqyenesek nem érintdegyenesei a
Bézier-gorbének, hanem metszik azt, emiatt nem metszhetik eqgymdst
ugyanabban a szogben, mint az ugyanabbol a q pontbol a Bézier-
gorbéhez hizott érintdegyenesek. Tehdt ellentmonddsra jutottunk (lasd
35. dbra).
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Tehat tévesnek bizonyult feltevésiinkkel ellentétben az a-hoz tartozo
latokorivnek és az ugyanehhez a széghéz tartozo izooptikus gorbének
pontosan eqy kozds pontja van, és értelemszeriien (ez kdzvetlenil a
kor tulajdonsdgaibdl egyszerien adddik) ebben a pontban ezen gorbék
érintdegyenese is kézos.

35. abra. A latékorivnek nem lehet két kozos pontja az izooptikus
gorbével. Ehhez a q pontbdl hizott érintéegyeneseknek és a qs(ty) és
gs(t1) szakaszok egyeneseinek is egyarant o szogben kellene metszeni-
iik egymast.

A bizonyitas azt is magaval vonja, hogy adott « sz6g esetén minden
hirra vonatkozéan pontosan egy olyan, az adott szoghoz tartozéd
latokoriv l1étezik, melynek egy kozos pontja, illetve érintéegyenese van
az adott szoghoz tartozéd izooptikus gorbével.

Ezen emlitett latokorivek egy egyparaméteres gorbesereget alkot-
nak, melynek burkoldjara kimondhaté a kovetkezd tétel.

4.2. Tétel. Az v szoghoz tartozo, a Bézier-gorbe s(to)s(t) hirjai folé
irt latokorivek burkologorbéjének pontosan eqy kozos pontja van a
Bézier-gorbe a-hoz tartozo izooptikus gorbéjével, mely pontban az
érintdegyenesiik is megegyezik (ldsd 36. dbra).
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36. abra. A 4.2-es tétel szemléltetése. Az izooptikust pirossal, a lato-
korivsereget és azok burkolojat kékkel jeloltiik.

4.2. Bizonyitas. Ahogy azt lattuk, az egyparaméteres gorbesereget
alkoto ldatokorivek kozil pontosan eqy korivnek van kézos pontja és
érintoegyenese az izooptikus gorbével.

A Bézier-gorbénk konvexr volta mialt a gérbesereq minden ezen
kivili tagja sziikségszerien az izooptikus gorbe eqy oldaldn helyezke-
dik el, ezért ezek a korivek nem metszhetik az izooptikus gorbét. De
ha a korivek az izooptikus gorbe eqyik oldalan vannak, a gorbesereg
burkolojinak is ugyanezen az oldalon kell lennie, emiatt nem lehet az
izooptikus gorbével eqynél tobb kizds pontja. Mivel a burkolo mindig a
latokorivek egyparaméteres gorbeserege és a Bézier-gorbe kozott kell,
hogy elhelyezkedjen, az eqyetlen, izooptikus gorbét érintd latokoriv érin-
tési pontjaban a ldtokorivekbol alkotott gorbesereg burkoloja is érinteni
fogja az izooptikus gorbét.

A tételek kimondasa utdn egy olyan kovetkezményt fogalmaz-
hatunk meg, amely egy mer6ben 1j utat kindl az izooptikus gorbe
szarmaztatasara.
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4.1. Koévetkezmény. Mivel a Bézier-gorbe minden s(to) pontja alap-
jan generdalhato eqy latokorivekbol allo eqyparaméteres gorbecsaldd,
illetve annak burkologorbéje, a Bézier-gorbe izooptikus gorbéje elddllit-
haté ezen emlitett burkologorbék burkoldjaként is (lasd 37. dbra).

37. abra. Az « sz6ghoz tartozd latékorivek alkotta egyparaméteres
gorbeseregek burkoldjanak burkoléjaként el6allé izooptikus gorbe
(piros szinnel). Balra egy kubikus esetet, mig jobbra egy 6todfokid
esetet figyelhetiink meg.

4.5. A burkolék burkoléjanak kiszamitasi modja

Gorbesereg burkol6éjanak meghatarozasa sokszor nem koénnyt fel-
adat. Kiszamithaté komputeralgebrai médszereket felhasznalva (pl.
Grobner-bazisok), de sokszor el6fordul, hogy az egzakt szamitasok
helyett kiillonb6z6 approximacios technikédkat hasznélnak a cél elérése
érdekében [49].
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Mi kutatasunk soran elészor a 2.2.3. alfejezetben leirt technikat
hivtuk segitségiil a latokorivek alkotta gorbeseregek burkoléinak meg-
hatarozasara, hiszen mindenek el6tt ezek eléallitdsa sziikséges. A
Bézier-gorbe egy adott s(fp) pontjat tekintve a kérdéses hurok f6lé irt
latokorivek korei megadhatok c(t)-vel jelolt kozéppontjukkal, illetve
a tovabbiakban r(t)-vel jelolt sugarukkal. Az egy adott a szoghoz
tartozo, adott szakasz koré irt latokorivek jol ismert szerkesztési mod-
ja alapjan adédik, hogy az s(tg)s(t) szakaszok koré irt latokorivek
kozéppontjai eléallithatok az aktudlisan tekintett s(t) pontbdl két
transzformacio, egy forgatas és egy kozéppontos hasonlosag egymas
utani végrehajtasaval az alabbiak szerint.

Forgassuk el az s(t) pontot az s(ty) pont koriil v = 7/2 — a szoggel,
ha o < 7/2 vagy v = a — 7/2 szoggel, ha a > 7/2. Ezutan alkalmaz-
zunk az 4j pontra egy kozéppontos hasonlésdgi transzformaciot s(y)
kozépponttal, a hasonloésag aranyaul valasszuk a kor sugarabdl és az
s(to)s(t) har hosszabdl képzett hanyadost, ami siny/2.

Ilyen médon eldéllithatjuk tehat a latékorivek koreinek c(t) ko-
zéppontjait. A Bézier-gorbék affin invarians tulajdonsaga miatt a c(t)
gorbe, mely az eredeti Bézier-gorbébdl egy forgatas és egy kozéppon-
tos hasonlésagi transzformécié egymas utan végrehajtasaval allt elo,
szintén Bézier-gorbe (lasd 38. abra). A ¢ paramétertdl fiiggd sugarakat
ar(t) =/(c(t) —s(ty))? fiiggvény segitségével allithatjuk eld.

Egy-egy ilyen latokorivekbol allo gorbecsaladot megadhatunk an-
nak implicit egyenletével a kovetkezéképpen:

flz,y,t) =

= (2= 8:(1))* + (y —8,(1))* = (ca(t) —s2(t))” — (cy (t) = 8(t0))* = 0,
ahol x and y jeloli a kurrens vektor eléallitasaért felelos koordinata-
fiiggvényeket. Fontos megjegyezni, hogy ez egy polinomialis egyenlet.

Ahogy azt a 2.2.3. alfejezetben részleteiben is emlitettiik, differenci-
algeometridbol jol ismert, hogy a burkold implicit egyenletét konnyen
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38. abra. Az a szo6ghoz tartozd latokorivek kozéppontjainak mértani he-
lye az eredeti gorbébdl egy forgatassal és egy kozéppontos hasonlosagi
transzformécioval eléallithato.

megkaphatjuk, ha kikiiszoboljiik ¢-t az alabbi egyenletrendszerbdl.

flz,y,t) =0
of (x,y,t) _0
ot N

A pontos egyenlet megkaphat6 olyan komputeralgebrai médszerek
segitségével, mint példaul a Grobner-béazisok hasznélata [11, 9]. Egy
masik lehetdségként viszont kiszamolhatjuk az egyes burkoldkat a
latokorivekbol allo gorbeseregek paraméteres egyenleteibol. Az «
sz6ghoz tartozo, az s(t)(s,(t), s,(t)) Bézier-gorbe s(to) (s, (to), sy(to))
pontjan keresztiil halad6 latokorivekbdl allo

f(“’ t) (fI(u7 t)’ fy(u7 t))
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gorbesereget leirhatjuk a kovetkezoképpen:

fulu,t) = ;((sy(t) — sy(to)) cot(ar) + s4(t) + s.(to)) + l;;is((au))
fy(u,t) = ;((Sg@(to) — 5,(t)) cot(a) + s,(t) + s,(t0)) + l;sslzl((olf))y

ahol ¢ a seregparaméter (¢ € [0, 1]), u az egyes korok paraméterezéséért
felel (u € [0, 27]), tovabba

D = /(s,(to) — 5,(t)? + (s.(to) — 5(t))?
H = (s,(to) — 5,(1)(—5,(1)) + (s(to) — 5.())(—sL(t)).

Az egyes parcidlis derivaltak az alabbi mdédon szamithatok.

Ofu(u,t)  D(—sin(u))

ou  2sin(a)
af,(u,t) _ D cos(u)

ou 2sin(a)
o1 (u.1) 1, ) HCOS( )
— = 5(sy(t) cot(a) +s5(t) + 5 s D - 2sin(a)
ot 1 H sin(u)

s 5(—3;(15) cot(a) + s, (t)) + D 2sin(a)

Ahhoz, hogy megkapjuk a burkolét, ki kell fejezniink u-t az alabbi

egyenletbdl
Ofe  Ofs

A a@g‘:o.
ou ot
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A determinans a kovetkezoképpen fejezhetd ki:

Bog] - -2 o)+ - T
-2 1 corl) + 5,0 - ooy ) -
_ _455@ (=5, (t) cot(a) + s, (1)) sin(u) +
+{o41)cot(a) + 5, (0) o)) = s
Az
A= (s cotla) + 5,(0)
B = — s (5 (1) cotfa) + (1)

jeloléseket bevezetve az u paraméter az alabbiak szerint fejezheto ki.
Ha A > 0, akkor

Ofy  Ofs

8 | =0

ou ot
Asin(u) + Bcos(u) + C =0

VA2 + B2sin (u + arcsin (&)) +C=0

— arcsin (&) — arcsin (@) =U
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mig A < 0 esetén
Ofe  Ofa
8, 4,
ou ot

Asin(u) + Bceos(u) +C =0
VA2 + B?sin (u + m — arcsin (

=0

5 Vio=o
VET B -

arcsin (&) — arcsin (ﬁ) — T =U.

adodik.

Behelyettesitve az igy kapott u-t f(u,t)-be megkaphatjuk az egyes
latokorivekbol all6 gorbeseregek burkoldinak egyenletét. Ezen szami-
tasok utan ezen burkolok burkoléjanak kiszamitasa teljesen analog
modon torténhet a fentebb leirtakhoz, azonban a kapott gorbék egyen-
leteinek komplexitasa okabdl kifolydlag ez a végsoé burkold altalanos
esetben szintén csak kozelitd modszert hasznalva kaphaté meg. A
szamitasok eredménye lathaté a 39. dbran.

39. abra. Kubikus és 6todfoku Bézier-gorbe izooptikus gorbéi megadott
a szogre vonatkozéan. o = 60°,80°,100°, 120°.
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Sikertilt tehat bebizonyitanunk néhany Bézier-gorbék izooptiku-
saira vonatkoz6 Osszefliggést, melyek geometriai jelentoségiikon til
ismeretiik altal hathatos segitséget jelenthetnek a késébbiekben tet-
szoleges szabadformaju gorbe izooptikusainak analizisében is, hiszen a
fenti, burkolégorbékkel kapcsolatos eredmények nagyon konnyen alta-
lanosithatok egyéb, a szamitoégépes geometriai modellezésben gyakran
hasznalt gorbetipusok esetében is, ilyenek példaul a B-szplajn és a
NURBS gorbék.
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5. Osszefoglalas

A PhD disszertacioban részletesen bemutatésra keriilnek azok a mod-
szereink és eredményeink, amelyek néhany, a szamitogéppel segitett
tervezésben aktualis problémara adott valaszként sziilettek meg.

Megfigyelhetd, hogy egyre tobb olyan modszer és algoritmus jele-
nik meg a teriileten, amely lehetévé teszi a tervezdk szamara, hogy
a standardnak szamité interpolaciés moédszerek mellett (hagyomé-
nyosan kontrollpont alapt technikdk) akar bonyolultabb geometriai
objektumok alapjan legyenek képesek tjakat szarmaztatni, el6allitani.
Az angol terminologia altal csak ,skinning”-nek nevezett modszer
soran példaul megadott objektumokat beburkolé feliiletek eléallitasa
a cél.

2010-ben publikalt munkénkban [30] egy ilyen beburkolast, un.
bordzést megvaldsitd algoritmust fejlesztettiink ki, el6szor kor-, majd
gombsorozatokat alapul véve. Miutan pontos definiciét adtunk ar-
ra nézve, hogy milyen sorozatokat fogadunk el bemenetként, illet-
ve milyen objektumokat keresiink, sikeriilt megalkotnunk egy olyan
modszert, amely az eddig ismert eredményeknél [40, 53, 54] t6bb
szempontbdl is jobb megoldast képes szolgaltatni, technikank az eddig
ismert modszerekkel ellentétben a bemeneti adatok megadasan tili
felhaszndldi interakcidt egyaltalan nem igényel, tovabba valés ideji
tervezhetOséget biztosit. A moddszer igéretesnek mutatkozott arra,
hogy az abban hasznélt Hermite-iveket més tipusu gorbékre cseréljiik,
ezzel megteremtve az tjabb elényok biztosithatosdgat. 2011-ben az
egymashoz folytonosan kapcsolt korivparokkal, un. biarc ivekkel vald
helyettesithetGséget vizsgaltam meg [29]. A munka nyoman megsziile-
tett egy részletes feltételrendszer, mely jé alapul szolgalhat a tovabbi
vizsgalatokhoz. Segitségével bizonyos esetekben megkonstrualhato a
hasznalt Hermite-szplajnokhoz hasonlé tulajdonsagu biarc gorbe, a
vizsgalat a Meek és Walton dltal publikalt részletes analizisre [34]
tamaszkodott.

A szamitogépes geometriai tervezés egy masik fontos tertiletén
is értiink el eredményeket. Fontos kérdés, hogy a mar ismert alap-
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eszkozokrol minél szertedgazobb ismeretekkel rendelkezziink, azok
minél tobb geometriai tulajdonsagaval tisztaban legytink. Hiszen ezal-
tal specifikus problémékat lehetiink képesek megoldani, gondoljunk
csak ismét egy egyszerli interpolaciés feladatra, amikor egy adott
ponton szeretnénk atvezetni egy gorbét vagy egy feliiletet. Ilyen jelle-
gt problémanak tekinthetd a szabadforméaji gorbék izooptikusainak
a vizsgalata. Ezen gorbék bazisfiiggvényei hamar nagyon nehezen
kezelhetové valnak, ha a probléma defnicio szerinti megkozelitésével
akarunk segitségiikkel megoldast kapni, még komoly komputeralgebrai
rendszerek sem képesek sok esetben megoldani ezt a problémat.

2013-ban publikalt cikkiinkben [31] egy 1j utat mutattunk a Bézier-
gorbék izooptikusainak szarmaztatdsara, munkankban tobb tételt is
kimondtunk és bizonyitottunk, amik merében 1ij ismereteket jelentenek
ezzel a gorbetipussal kapcsolatban.
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6 Summary

In this PhD dissertation we present our results, which can help to
solve some actual problems of Computer Aided Geometric Design.

Interpolation of geometric data sets is of central importance in
CAGD. If geometric data consists of points, then we have several, now
standard methods to interpolate them [14, 42, 21]. If, however, the
data set consists of other types of objects (e.g. circles), interpolation
is transferred to skinning, that is construction of a curve or surface
which touches each of the objects and somehow bounds the given
data. Since this is a largely ill-posed problem, constraints have to be
defined for the data set as well as for the desired solution.

At the beginning of the dissertation we address the problem of
skinning of a sequence of circles or spheres, we present our results
published in [30].

We describe formally what type of input is admissible for us and
what type of output we are searching for, these definitions were not
available in the literature at the beginning of our research.

Then we present a new way to construct skinning circles and
surfaces. In our definition of skin, as a natural condition, the touching
points/circles must be out of other circles/spheres. By this definition
of skin our method works for a larger class of data sets than the
method of Slabaugh [53, 54], and it is proved that for any admissible
configuration the skin always exists, however it does not minimize
energy function and has only G continuity. Applying classical tools
from constructive geometry, our method is robust and fast with real-
time computing speed. Even if one may wish to numerically minimize
energy functions such as in Slabaugh’s work, the presented skin can
be applied as initialization of the iterative process, avoiding trivial
faults, local minima and consuming computation. Our technique
provides a curve or surface which can be modified in real time, and
the shape is sensitive for the change of radii and positions of the data
set as well. Since the crucial point of the algorithm is to find suitable
touching points or touching circles, and it is independent of the current
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interpolation method, extension of the algorithm using other types of
curves and surfaces can be a future direction of research.

Based on this idea in the next part of the dissertation we analyze
the problem of using biarc curves for 2D skinning. With biarc curves
we can describe shapes which can be processed by CNC machines. We
give several conditions to avoid intersection by constructing a biarc
from a special family [34] for two circles. These results [29] can be a
powerful starting point for a more extensive analysis of the problem.

In CAGD it is also very important to know the geometric properties
of the existing modeling tools as much as possible. The isoptic curve
of a given curve has been studied for centuries, there are well-known
results for classical curves, especially for conics. Our purpose was to
describe the isoptics of those curves which are still frequently used
in geometric modeling — the Bézier curves. For low degree Bézier
curves the direct computation is possible, but already for degree 4 or
5 the formulas are getting too complicated even for computer algebra
systems.

In the last part of the dissertation we provide a new way to solve
the problem, proving some geometric relations of the curve and their
isoptics, and computing the isoptics as the envelope of envelopes of
families of isoptic circles over the chords of the curve. These results
have also been published in 2013 [31].
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A. A sajat skin el6allité algoritmus térbe-
li kimenetei

40. abra. A sajat fejlesztésti, gombok burkoldsat megvaldsité mod-
szeriink néhany kimenete. A masodik és harmadik esetben érdemes
megfigyelni, milyen alakvéaltozasokat valésithatunk meg kis sugaru
goémbok kozbeékelésével.
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41. dbra. A sajat fejlesztésii, gombok burkoldsat megvaldsité mod-
szertink tovabbi kimenetei. A modszer animacios karakterek is el6-
allithatok, illetve orvosi felhasznalhatosagara latunk példat az alsé
abrakon.
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