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Absztrakt. Mennyire oktassuk a matematikdt precizen? Milyen mértéki legyen az alkalmazds-orientdltsdg?
Megkiséreljiik megvdlaszolni e kérdéseket néhdny illusztrativ példdval, melyeket a mérnékhallgaték oktatdsdndl
motivdldsként haszndlhatunk. Egy elkésziilt jegyzetet mutatunk be, mely a Debreceni Egyetem Miiszaki Kardn folyé
mérnékképzés sordn elsajdtitando, haladottabb matematikai kurzusok anyagdba nyujt betekintést.

Abstract. What is the optimal amount of the theory in engineering mathematics education? How to be precise and
effective at the same time? We present an attempt to answer these questions by a textbook containing higher level
mathematics, especially calculus, for engineering students.

Bevezetés

A Debreceni Egyetem Miiszaki Karanak Miszaki Alaptargyi Tanszékén oktatok alapozé kurzusokat
tartanak, f6ként matematika, fizika és informatika teriiletekb6l. Az egyik legfontosabb térekvés a
mérnok kollégdk munkajanak minél hatékonyabb tamogatasa.

A hatékony matematikaoktatas egyik kulcsa a mérnokszakma igényeinek kovetése, masrészt pedig az
absztrakt elmélet, illetve a szemléletes megkdzelités kozotti 6sszhang megteremtése. E dolgozat célja,
hogy bepillantast nytjtson az [1] egyetemi jegyzetbe, mely kisérletet tesz a “tobbvaltozods fliggvények
differencial- és integralszamitasa” témakor feldolgozasara. A jegyzetbdl néhany részletet kiragadunk
és Otletet adunk a matematika két kisebb témakorének, a gorbék és a feliletek miszaki
fels6oktatasban torténd feldolgozasara.

1. GOorbék és feliiletek

A szerszamfeliiletek nagyrészt onmagukban elmozgathaté feliiletek. Altalaban vagy forgasfeliiletek,
vagy csavarfeliiletek. A tér- és sikgorbék preciz matematikai leirasdnak oktatdsa szamos példaval
indokolhato. Példaul feliiletek koszortikoronggal valé6 megmunkalasakor az tigynevezett hipocikloisok,
érint6seregek és normalisseregek fontos szerephez jutnak.
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1.1. Gorbék

1.1.1. Matematikai hdttér
A tovibbiakban az 7R — R 7(t) =x(t) -T+y(t) -] jelolést hasznaljuk, ahol az 7 figgvény
koordinatafiiggvényei az x, y: B — R fiiggvények egyvaltozos, valds értéki fiiggvények.

A differencidlszamitas eszkozeinek hatékony hasznalatdhoz gérbén az alabbit értjiik:

Legyen I C | nem feltétleniil korlatos, nem egypontu intervallum, n = 2 vagy 3. Egy I = R"
folytonosan differencidlhat6 leképezést parametrizalt géorbének neveziink, ha minden t € I re teljestil
az ¥'(t) # 0 Ggynevezett regularitasi feltétel. Az I-t paramétertartomanynak nevezziik. A leképezés
képhalmazat mondjuk ilyenkor réviden gorbének. n = 2 esetén sikgoérbérdl, n = 3 esetén térgorbérol

beszéliink. Altalanossagban sikgorbérsl beszéliink akkor is, ha # képét B? egy sikja tartalmazza.

A gyakorlatban gyakran beszéliink gorbér6l akkor is, ha a definicidban szerepld
differencialhatdsagi és regularitasi feltételek csak szakaszonként teljestilnek, azaz Gn. szakaszonként
sima parametrizalt gorbék.

Adott gorbének végtelen sok paraméterezése létezik. A kiilonbozd eldallitAsokban altalaban
kiilonbozik egy adott gorbeponthoz tartozdé érint6vektor hossza. Ez egy mozgd pont hely-id6
fliggvénye esetén ugyanazon palya kiillonb6z6 sebességgel val6 befutasanak felel meg a fizikaban.

Vannak olyan helyzetek, amikor csak a palya alakjardl, geometriai tulajdonsagairol szeretnénk pontos
képet kapni: mennyire gorbe, mennyire csavarodik a térben, mennyi a hossza. Ezeknek a kérdéseknek
a megvalaszolasahoz olyan mennyiségeket vezetiink be, melyek paramétertranszformacidval szemben
invariansak.

Differencidlhaté tér- és sikgorbe esetén azt az el6allitadst, melynél az érint6vektor hossza barmely
pontban egységnyi, ivhossz-paraméteres eléallitdsnak nevezziik. A gorbeelmélet olyan mennyiségeket
keres, amelyek fliggetlenek a paraméterezéstdl. Az ivhossz ilyen tulajdonsagu.

Azt, hogy egy gorbe egy adott helyen mennyire tér el az egyenestdl, a gorbiilettel mérjiik. A gorbiilet az
érinté vektor iranyanak megvaltozasaval fligg o0ssze. A gorbiilet egy adott paraméterli pontban
kizarélag a gorbe alakjatol fligg és nem a paraméterezéstol.

Egy 7: I — R? gorbét biregularisnak mondunk, ha barmely t € I-re 7'(£) és ¥''(t) linearisan fiiggetlen,

_ _ — S e
azaz ' (t) x ¥"(t) # 0. Egy biregularis gorbe gorbiiletfiiggvénye: x(t) = %
A
T(t) = ! -7(t) N(t) == B(t) xT(t) B(t) = ___r F(E) % F(L)
|7 (£)] ' ! |7 (t) % "' ()|
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vektorharmas a fenti sorrendben jobbsodrasu egységvektor-rendszert alkot, melyet a gorbe kiséré

triéderének szokas nevezni. T(t)a ¢t paraméterhez tartozé érinté egységvektor, B(t) a t paraméterhez

tartozé binormalis egységvektor, N(t)a ¢ paraméterhez tartozé fénormalis egységvektor.

A gorbe 7(ty)pontjaban a simuldsikot az T:(tu} és V (to) vektorok feszitik ki, a sik egy normalvektora
B(ty) (ldsd 1. Abra).

1. Abra: Kiséré triéder.

Azt, hogy egy gorbe mennyire csavarodik, a torzidval mérjiik. A torzié a binormalis vektor irdnyanak
valtozasaval fligg Ossze: a gorbe mennyire tér el a simulésikjatél. Ha a gorbe haromszor
differencialhat6 és az elsé és a masodik derivaltak vektori szorzata nem tiinik el, akkor a torzi6:
© FIEF (7 (5)
T = — =

|7 (t) x ' (t)]°

1.1.2. Miiszaki alkalmazdsok
Haf~ K(t) egy mozg6 pont hely-id6 fiiggvénye, akkor a definiciéban szerepl6 Un. regularitasi feltétel
azt jelenti, hogy a mozg6 pont sebessége egy pillanatban sem lehet nulla, igy a palyan nem fordulhat
vissza. Példaul egy csuiszasmentesen gordiil6 kerék egy pontjanak - mint egy kérvonal P pontjanak -
palyéja az egyszerti ciklois (lasd 2. Abra).

r(t) = (r- (t — sin(t)),r-

2. Abra: Az eqyszerii ciklois.

A miiszaki példa motivalja azt, hogy a palyat leirjuk a matematika eszkdzeivel (1asd 3. abra).
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[

3. Abra: Az egyszerii ciklois paraméterezése.

A Dbevezetésben emlitett hipocikloisok ugy szdrmaztathatok, hogy egy koérvonalon beliil
csuszasmentesen legorditiink egy masik kort. A gordiilé kor egy Keriileti pontjdnak nyomvonala a

hipociklois. Ha 't jel6li a nagy, ' a kis kér sugarat, akkor

cos((m—1)-t)
-1

sin((m—1)- t}) }
)

r(t) =(rg-{m—1}-c09(t}+ )-1‘+(rg-(m—1}-sin(t}+ p—

aholn, =m - ry. Ham egész szam, akkor 7 képe zart és m darab ,,csticsa” van (7 nem differencialhato a

csticspontokban; 1asd 4. Abra).

4. Abra: Hipocikloisok.

t — 1(t) . e t—1'(t) L e .
Ha egy mozgd6 pont hely-idé fiiggvénye, akkor a a sebesség-idd fliggvény. A sebesség
—3 b
valtozasi gyorsasagat a gyorsulas adja meg, azaz a t=> () fliggvény a gyorsulas-id6 fiiggvény.
Mit jelent a mechanikaban, hogy a palya egy biregularis gorbe? A t; id6pillanatbeli gyorsulasvektort

két komponensre szokas bontani: egy érint6- és egy ra merdleges irdnyt komponensre. Jeldléseinkkel:
t''(to) = ar-T(tg) + ay - N(tp). Az érint6 irany komponens a pillanatnyi sebesség nagysagara hat, a

masik pedig a pillanatnyi mozgasiranyra. A gorbe alakja szempontjabol nyilvan az utédbbinak van
jelentésége. Ha 7'(t) x #""(£) = 0 barmely t idépillanatban, akkor a gyorsulasvektornak csak érinté

iranyu komponense van, igy a mozgas egyenesvonaltl.
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A Kkisér6 triéder, illetve a torzié fontos szerephez jut példdul az atmenetivek tervezésénél a
vasutépitésben.

1.2. Feliiletek

Masodrendii feliiletekkel az épitészetben (lasd 5. Abra), csavarfeliiletekkel a miiszaki gyakorlatban
meglehetésen gyakran taldlkozhatunk; példaul csigafirok, ferdefogi fogaskerekek, csigakerekek,
csavarok.

Ebben a részben D € R? egy (ivszer(ien) 6sszefiiggd nyilt halmazt jelél, azaz barmely két (belsé) pont
osszekothetd gorbével. Az 7: D — R? fiiggvényeket a tovabbiakban

lu, v) = x(u,v) T+ yvlu,v)  J+z(u,v) k

alakban fogjuk megadni, ahol az x, ¥, z koordinatafiiggvények B — R tipust skalarmezdk.

Koordinatas alakban: #(u, v) = (x(u,v), y(u,v),z(u, v)), (u,v) € D.

Egy Az 7:D — R? leképezést parametrizalt feliiletnek neveziink, ha folytonosan parcialisan

. . L BF AF = .
differencialhaté és a—r 4 a—r # 0 barmely (u,v) € D esetén.
i1 [

Aleképezés képhalmazat mondjuk ilyenkor réviden feliiletnek.

A hétkoznapi értelemben vett "felliletek” nem feliiletek altalaban a fenti értelemben, de barmely
pontjuk elegendden kis kérnyezete megadhat6 a definicioban szereplé parametrizalt feltiletként.

A "z" tengellyel parhuzamos egyenes megforgatasaval forgashengert, forgastengelyt metszé egyenes
megforgatasaval forgaskupot, mig a forgastengellyel kitéré helyzetli egyenes megforgatasaval
egykopenyt forgashiperboloidot kapunk. Kér megforgatasaval gomb vagy un. térusz adddik. Ellipszis,
parabola és hiperbola tengelyei koriili megforgatasaval forgasellipszoidot, forgasparaboloidot és
egykopenyt, illetve kétkopenyti forgashiperboloidot kapunk.
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«20
Torusz

Ellipszoid Paraboloid

Egykopenyi hiperboloid Kétkopenyt hiperboloid

5. Abra: Mdsodrendii feliiletek .

Ezen felilletek paraméterezése és példaul a GeoGebraval valéd szoftveres abrazoldsa hasznos
gyakorlofeladat. A linearis algebrai tanulmanyok felelevenitédnek: sziikség van a forgatds, mint
linedris transzformacié matrixara, illetve a masodrendi gorbéket - kor, ellipszis, hiperbola, parabola -
meg kell tudni adni

Flv) = x(v) - T+ 0 -7+ z(v) - k alakban.
A "z" forgastengelyi r sugard hengerre irt csavarvonal:
Flv) =r-cosv-T+r-sinv-j+i-v-k (rER)

Ha egy gorbe minden pontja azonos paraméteri csavarmozgast végez, akkor a gorbe altal
meghatarozott feliiletet csavarfeliiletnek nevezziik. Ha a £ gorbe el6allitasa az "xz" koordinatasikban

fu) =x(u)-T+0-J+z(u) -k (uel

akkor a csavarfeliilet
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lu, v) = x(u) *cosv T+ x(w) - sinv-J+(z(uw) +1-v) -k ((uv)EIXR)

Ha éflu) = (2 +5u) - T+ 0 -7+ (3 — 2u) - k (u € [-5,5]) (egyenes szakasz), akkor a csavarfeliilet a 6.
Abran lathato.

¥

6. Abra: Eqyenesvonalii csavarfeliilet.
2. Osszegzés

A mérnoki munkdban hasznalt matematikai modellek megértésére valé igény felkeltéséhez
elengedhetetlentil fontos, hogy a matematika 6rakon a hallgaték taldlkozzanak egyszer(ibb miiszaki
példakkal, alkalmazasokkal. Az, hogy mennyire oktassuk precizen a matematikat, milyen mértéki
legyen az alkalmazasorientaltsag és milyen modon tartsunk 1épést az informatika fejl6désével, nyilvan
fligg az aktualis hallgatoi 6sszetételtdl és a rendelkezésre all6 drakerettol.

[1] -ben béséges GeoGebraval készitett dbraanyag szolgalja a szemléletesség kovetelményét. Az
elméleti tételek gyakran az ismertetés szintjén maradtak. A bizonyitasok ismertetése mogott a legtobb
esetben didaktikai megfontolas all. A bizonyitas soran a témakor bevezetett fogalmai felelevenitédnek,
feltarulnak a koztiik 1év6 logikai kapcsolatok, az allitas feltételeinek szerepe vilagossa valik és nem
utols6sorban a hallgaték korabbi tanulmanyainak egy-egy 1ényeges eleme is szerephez juthat. Ha a
bizonyitasra nem is Kkeriil sor formalis keretek kozott, a b6séggel szerepeltetett megjegyzések, illetve
atkot6 szovegek gyakran tartalmaznak utalast a bizonyitds alapgondolatara, illetve kapcsolatot
teremtenek az egyes eredmények kozott - mintegy kompromisszumképpen. A matematikai szoftverek
alkalmazasi lehet8ségeinek bemutatasat [1] a MAPLE segitségével illusztralja.
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