
Analitikus és numerikus számı́tási
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Ezen értekezést a Debreceni Egyetem Informatikai Tudományok Doktori Is-
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Témavezető: Dr. Kruppa András Tibor

A doktori szigorlati bizottság:

elnök: Dr. Végh János ...................................
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aszimptotikája 41
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1. fejezet

Bevezetés

A kvantumfizika legfontosabb ḱısérleti módszere a szórási ḱısérlet [1–3].
Az atomfizikában példaként emĺıthetjük Rutherford szórási ḱısérletét, melyben
alfa-részecskéket szóratott arany fólián, és az eredmények elemzése vezetett az
atommag felfedezéséhez. A magfizikában az atommagok szerkezetéről szintén
szórási ḱısérletekből szerezhetünk információt [4,5]. Az elemi részek fizikájában
pedig szórási ḱısérletek réven új részecskéket találhatunk. Erre a legfrissebb
példa a 2012-ben proton-proton ütközések során is megfigyelt Higgs-bozon (ld.:
[6–8]), amit az ún. standard modell jósolt meg.

Az időfüggetlen szóráselméletben parciális differenciálegyenletet, a hullám-
függvényre vonatkozó Schrödinger-egyenletet, kell megoldani megfelelő ha-
tárfeltétellel. A vektorváltozók száma lineárisan nő az ütközésben részt
vevő részecskék számával. Többrészecskés rendszerekre vonatkozó

”
ab initio”

szórásszámı́tások még manapság sem kivitelezhetők, annak ellenére, hogy a
formális elmélet, a Faddeev–Yakubovsky-egyenletek formájában már az 1960-
as években kidolgozásra került [9–11]. A jelenlegi szuperszámı́tógépekkel is
csak három-, vagy négytest-rendszerre végezhető el ezeken az elveken alapuló
szórásszámı́tás.

Összetett rendszerek szórásának léırásakor legtöbbször úgy járhatunk el,
hogy közeĺıtések bevezetésével visszavezetjük a léırást két- vagy háromtest-
szórásra. A legnyilvánvalóbb közeĺıtés, hogy elhanyagoljuk a céltárgy belső szer-
kezetét. Ha gyengén kötött lövedékkel bombázzuk a céltárgyat, mint például
a deuteron, 6He vagy 11Be, akkor feltételezhetjük, hogy a lövedék két szerke-
zet nélküli klaszterből áll, és ezeket pontszerűeknek tekinthetjük. Az előbbi
példák során a következő háromtest-rendszereket kapjuk (n, p, céltárgy), (4He,

1
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di-neutron, céltárgy) és (10Be, n, céltárgy). A kölcsönhatást a
”
részecskék”

között fenomenologikus potenciállal közeĺıthetjük.
A szórásszámı́tásnak két fő nehézsége van. Egyrészről meg kell adni a

parciális differenciálegyenlet határfeltételeit, ami a tekintett fizikai folyamatnak
megfelel. Másrészről ismerni kell azt a formulát, ahogy a hullámfüggvényből
meghatározzuk a mérhető fizikai mennyiséget. Szórási ḱısérleteknél ez a
mennyiség általában a folyamat hatáskeresztmetszete. A stacionárius szórási
hullámfüggvényt vagy direkt módon a Schrödinger-féle differenciálegyenletből
vagy a Lippmann–Schwinger-integrálegyenletből lehet meghatározni. Az in-
tegrálegyenlet már magába foglalja a határfeltételt, de elvárjuk, hogy kompakt
magfüggvényű integrálegyenletet kapjunk, ugyanis csak ekkor tudjuk biztośıtani
a megoldás egyértelműségét, és a numerikus eljárások stabilitását. Matemati-
kailag korrekt formájú háromtest-szórási egyenlet a Faddeev-egyenlet, ami 1963-
ban született meg [9, 10].

Ismert, hogy a konvencionális szóráselmélet csak akkor érvényes, ha a
részecskék közötti kölcsönhatás rövid hatótávolságú [1]. A legtöbb atom- és
magfizikai ḱısérletben azonban töltött részecskékkel van dolgunk, és a hosszú
hatótávolságú Coulomb-kölcsönhatás nem hanyagolható el. Töltött részecskék
esetén a standard elméletet módośıtani kell. Szemléletesen azt mondhatjuk,
hogy a hosszú hatótávolságú Coulomb-kölcsönhatás eltorźıtja mind a bejövő,
mind a szórt hullámot. Az időfüggő léırás keretében Dollard 1964-ben meg-
mutatta [12, 13], hogy hogyan kell az időfejlesztő operátort módośıtani, hogy a
szórást léıró Møller-operátor létezzen. Ez az eredmény alapvető jelentőségű, de
a tényleges numerikus számı́tások az időfüggetlen léırást használják.

A kéttest-Coulomb-szórás problémája analitikus formában egzaktul megold-
ható. A koordinátatérbeli háromdimenziós Schrödinger-egyenlet, a radiális
egyenlet és az impulzustérbeli megoldások mind ismertek. Hasonló módon anali-
tikus formában megadható a rezolvens (Green-operátor), az

”
off shell” T -mátrix

és az energiahéjon vett szórási amplitúdó. Azonban a hosszú hatótávolság
miatt ezeknek a mennyiségeknek a defińıciója, és egymás közötti kapcsolata
eltér a rövid hatótávolságú potenciálokra megszokott defińıcióktól, kifejezésektől
[14, 15].

Például, a szórási hullámfüggvény jól ismert aszimptotikája (bemenő
śıkhullám plusz kimenő gömbhullám) megváltozik. A szórási amplitúdó
és a szórási függvény parciális hullámok szerinti sorfejtése nem konver-
gens. Disztribúcióelméleti értelemben vett konvergenciát lehet csak bizonýıtani
[16]. Továbbá a Lippmann–Schwinger-egyenlet alkalmazhatósága is gondos
vizsgálatot követel. A Coulomb-szórási hullámfüggvény az inhomogén helyett
homogén egyenletnek tesz eleget [17]. További nehézség, hogy Coulomb-szórás
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esetén a T -mátrix nem létezik az energiahéjon [18]. Szintén nem érvényes
Coulomb-kölcsönhatás esetén a szórási amplitúdóra használt szokásos kifejezés,
amely a śıkhullámot, a potenciált és a szórási megoldást tartalmazza.

Egy fizikailag és matematikailag is rokonszenves megközeĺıtése a kéttest-
Coulomb-problémának a Coulomb-kölcsönhatás leárnyékolása. A legegyszerűbb
esetben levágást alkalmazunk, azaz egy elegendően nagy távolság után nullával
tesszük egyenlővé a kölcsönhatást. Ily módon véges hatótávolságú kölcsönhatást
kapunk, és a szokásos módon járhatunk el. Náıvan azt várnánk, hogy a
levágási távolság növelésével az eredmények konvergálnak. Ez azonban nem
ı́gy van. Megmutatható, hogy egy, a levágási sugártól függő mennyiséggel
korrigálva (renormálva) kaphatjuk csak meg az elvárt eredményt. Ezt az
eljárást szokás árnyékolási-renormálási módszernek nevezni. Az eljárás korrekt
hatáskeresztmetszetre vezet kéttest-probléma esetén, de korántsem tekinthető
kieléǵıtőnek. A különböző árnyékolási függvények a szórási függvény különböző
aszimptotikus viselkedéséhez vezetnek, és ezek eltérnek az egzakt formától. Az
eljárás leggyengébb pontja, hogy határértékben az energiahéjon vett szórási
amplitúdó nem létezik, azaz a szórási hatáskeresztmetszet nem határozható meg.
A határértékben számolt amplitúdó olyan faktort tartalmaz, amely nem kon-
vergens az energiahéjon. Ezeket a tényezőket el kell távoĺıtani, renormálni kell,
mielőtt az energiahéjon vett értéket meghatározzuk. Ennek a módszernek az
általánośıtása tette lehetővé, hogy töltött háromtest-rendszerekre realisztikus
számı́tásokat lehessen végezni [19, 20].

A helyzet tehát az, hogy használnunk kell az árnyékolást, de ugyanakkor az
eredményeket renormálni is kell. Nagyon jó lenne olyan formalizmust találni,
amely egyszerre működik rövid hatótávolságú és Coulomb-potenciál esetén is.
Egy ilyen lehetőség a felületi integrálos formalizmus, amit 2005-ben vezettek be.
Először kéttest-rendszerre mutatták meg [21], hogy megadható olyan formula
a szórási amplitúdó kiszámı́tására, amely egyszerre működik rövid és Coulomb
esetben is, és nem tartalmaz semmilyen renormálási tényezőt. A felületi in-
tegrálos formalizmust később általánośıtották háromtest-rendszerekre is [22]. A
felületi integrálos formalizmusban alapvető szerepet játszik az ún. Coulomb-
módośıtott śıkhullám CDPW (Coulomb-distorted plane wave). Az ismeretlen
szórási függvényt ugyanis két tag összegére bontják, és az egyik, az ismert tag
éppen a CDPW. A szórási amplitúdót felületi integrál formájában is meg lehet
adni, és ebben a kifejezésben is szerepel a CDPW.

Munkám egyik célkitűzése volt, hogy ennek a függvénynek a tulajdonságait
alaposan megismerjem, majd pedig erre alapozva nagy pontosságú számı́tógépes
programot késźıtsek a CDPW numerikus meghatározására.

A koordinátatérbeli szórásszámı́tás nehézségét az okozza, hogy a hullámfügg-
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vény megfelelő aszimptotikáját biztośıtani kell. Minden olyan módszer, ami
egyszerűśıti, vagy akár triviálissá teszi a határfeltételt, nagy jelentőségű.
Optimális esetben azt szeretnénk elérni, hogy az aszimptotika explicit
konstrukcióját elkerüljük, és csupán négyzetesen integrálható függvényeket
használjunk. Kötött állapotok léırására kifinomult, nagy pontosságú többtest-
módszereket fejlesztettek ki az utóbbi időkben:

”
no core” héjmodell,

”
coupled

cluster” sorfejtés, Green-függvényes Monte–Carlo-eljárás. A kötött állapoti
függvényeket használva megḱıséreltek szórási információt is meghatározni [23–
25]. A Lorentz-féle integráltranszformációs módszerrel három- és négytest-
rendszerek fotoabszorpciós tulajdonságait vizsgálták [23, 24]. A kontinuum
állapotsűrűségét, amelyből a szórási fázistolás származtatható, is sikerült csak
négyzetesen integrálható bázist használva meghatározni [26–28]. Az előbbi
módszert és a komplex skálázást kombinálva pedig csatolt csatornás szórási
számı́tásokat is végeztek [29]. A kontinuum állapotsűrűség meghatározásán
alapuló eljárást tovább fejlesztették mind kéttest-, mind háromtest-rendszerek
léırására [30].

A komplex skálázásnak nevezett technika számunkra azért érdekes, mert
seǵıtségével meg lehet változtatni a hullámfüggvény aszimptotikus viselkedését.
A komplex skálázást az 1960-as évek végétől alkalmazzák a fizikában. Először
az atom- és molekulafizikában használták rezonanciaállapotok meghatározására
[31–33]. Később az atommagfizikában is elterjedt, amelyben főleg néhánytest-
rendszerek léırására [34–37] vagy a mikroszkopikus klasztermodellben használják
[38–41]. Többtest-rendszer esetén a komplex skálázás az egyik legmegb́ızhatóbb
módszer rezonanciaállapotok tanulmányozására.

Felmerül a kérdés, lehet-e alkalmazni szórási problémára a komplex
skálázást. Már nagyon korán, a rezonanciaszámı́tásokkal egy időben elkezdték
használni a komplex skálázást szórási problémák megoldására [42, 43]. A leg-
nagyobb előnye az eljárásnak az, hogy nincs szükség a bonyolult aszimptoti-
kus határfeltétel explicit biztośıtására. Ez azt jelenti, hogy a szórási probléma
megoldásának nehézsége a kötött állapoti problémák megoldásának szintjére
redukálódik, azaz csupán kötött állapoti aszimptotika biztośıtásáról kell gon-
doskodni, ez pedig sokkal könnyebben elérhető, mint a szórási aszimptotika
biztośıtása. Félreértés ne essék, a szórási hullámfüggvény aszimptotikus alakját
ismernünk kell! Az eljárás során azonban transzformációk révén olyan egyen-
letet kapunk, amelyben a keresendő megoldás viselkedése már igen egyszerű az
aszimptotikus tartományban.

Sajnos azonban igen hamar kiderült, hogy csak abban az esetben alkalmaz-
ható biztonságosan a komplex skálázás szórási problémára, ha a kölcsönhatás
rövid hatótávolságú [42,44]. Ez igen nagy hátrány, hiszen szinte mindig töltött
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részecskék szórását vizsgáljuk, a Coulomb-kölcsönhatás nem hanyagolható el
az atom- és a magfizikában. Volt néhány javaslat [45, 46], hogyan lehet ezt a
problémát leküzdeni, de ezek nem nyertek széleskörű alkalmazást. A kezdeti
próbálkozások után nagyon sokáig semmilyen előrehaladás nem történt a komp-
lex skálázás szóráselméletben való alkalmazására.

Az áttörést a [47] munka hozta meg, ahol az ún. külső komplex skálázást
alkalmazták kéttest-rendszerre, és megmutatták, hogy az eljárás működik
Coulomb-potenciál jelenléte esetén. Ezen úttörő munka után a módszert kiter-
jesztették atomfizikai háromtest-feladatra, és a külső komplex skálázást sokféle
atomfizikai problémára alkalmazták [48, 49], sőt, a teljes felbomlási küszöb fe-
lett is sikeres számı́tásokat végeztek [50–52]. Az atomfizikában a külső komplex
skálázás az egyik legsikeresebb eljárás, ami a felbomlási küszöb felett is alkalmaz-
ható. A módszernek azonban van egy gyenge pontja: a Coulomb-kölcsönhatást
egy bizonyos elegendően nagy távolság után elhanyagolják. Ezt a hiányosságot
mostanában az irodalomban is kritizálták, az eredeti eljárás módośıtását java-
solták, és azt kéttest-feladat esetében ellenőrizték is [53, 54]. Később pedig az
új eljárást vázolták háromtest-problémára is [55].

Az irodalomban elterjedt az a vélekedés, hogy a standard komplex
skálázással hosszú hatótávolságú kölcsönhatás esetén a szórási probléma nem
oldható meg. Ebből egy kiutat javasoltak az [56] munkában, később pedig ezt
részletesen is kidolgozták és alkalmazták [57]. Ez az eljárás az ún. kétpotenciál-
formalizmuson alapszik. Itt feltesszük, hogy a kölcsönhatás rövid hatótávolságú
és Coulomb-kölcsönhatási tagokat egyaránt tartalmaz. Ekkor a Coulomb-
korrigált szórási amplitúdóra vonatkozó egyenletre már sikeresen alkalmazható
a standard komplex skálázás. Az atom- és molekulafizikai rendszerek azonban
csak tiszta Coulomb-kölcsönhatást tartalmaznak. Alkalmazható-e a standard
komplex skálázás ilyen esetben, vagy pedig a külső komplex skálázásra vagyunk
utalva? Erre a kérdésre válaszoltunk az [58] cikkünkben, ahol megmutattuk
annak a módját, hogy hogyan lehet a standard komplex skálázással megoldani,
egyszerűśıteni a Coulomb-kéttestszórási problémát.

Dolgozatom szerkezete a következő. A matematikai és fizikai alapokat, vala-
mint a kutatási téma előzményeit a 2. fejezet tárgyalja. Az új és tisztán ma-
tematikai jellegű eredményeimet a 3. fejezet tartalmazza. Ezen eredmények
CDPW-re való alkalmazását mutatja be a 4. fejezet. A CDPW numerikus
meghatározásáról szól az 5. fejezet. A komplex skálázásnak tiszta Coulomb-
rendszerekre való alkalmazhatóságát a 6. fejezetben mutatom be. Munkám
eredményeit a 7. fejezetben foglalom össze.





2. fejezet

Szóráselméleti és
matematikai alapok

Ebben a fejezetben a doktori munkám hátterét képező ismeretek rövid
áttekintése található. Írása során eredményeim könnyen érthetővé tétele volt a
legfőbb szempont, ezért mind a fizikának, mind a matematikának az eredmények
szempontjából érdemleges részét próbáltam kiemelni, és az azokhoz nem szoro-
san kapcsolódó anyagot csak a legszükségesebb mértékben ismertetni.

2.1. Szóráselméleti alapok

Ezen fejezet alapja John R. Taylor [2] könyve. A kvantummechanika mikro-
fizikai rendszerek léırására komplex szeparábilis Hilbert-teret használ. A rend-
szer állapotait teljes mértékben jellemzik a Hilbert-tér 1-re normált vektorai.
Ezeket a vektorokat szokás még állapotvektoroknak vagy hullámfüggvényeknek
nevezni. Ez utóbbi elnevezés arra utal, hogy legtöbbször a tekintett Hilbert-tér
valamilyen függvénytér. A kvantummechanikai léırás kitüntet egy a Hilbert-
téren értelmezett lineáris önadjungált operátort, a H Hamilton-operátort. En-
nek az operátornak kettős szerepe van. Egyrészről meghatározza az időfejlesztő
operátort, és ı́gy a rendszer időbeli fejlődését. Másrészt a Hamilton-operátor
sajátérték-egyenlete – az időfüggetlen Schrödinger-egyenlet – meghatározza
a rendszer stacionárius, ún. kötött állapotait és sajátértékei megadják a
rendszer energiájának lehetséges értékeit. Az időfüggetlen szóráselméletben
a stacionárius szórási hullámfüggvény szintén megoldása az időfüggetlen

7
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Schrödinger-egyenletnek, azonban olyan határfeltétellel, hogy a megoldás nem
négyzetesen integrálható. Az ilyen megoldásokat a továbbiakban nem valódi
sajátfüggvényeknek fogjuk nevezni. Szigorú matematikai értelemben csak a
kötött állapotok hullámfüggvényei felelnek meg a rendszer sajátfüggvényeinek.
Ennek egyszerűen az az oka, hogy matematikai értelemben a sajátfüggvény min-
dig eleme a Hilbert-térnek.

Kötött állapotok léırása során a leggyakrabban alkalmazott közeĺıtő
módszer, hogy felveszünk egy bázist a Hilbert-térben, és a kötött állapot is-
meretlen hullámfüggvényét sorbafejtjük a bázisállapotok szerint. Az isme-
retlen sorfejtési együtthatókat pedig variációs módszerrel határozzuk meg.
Ez a standard közeĺıtés azonban nem működik szórási állapotokra, mivel a
hullámfüggvény nem négyzetesen integrálható, nem eleme a Hilbert-térnek.
Szórási állapotok léırása során biztośıtani kell, hogy a hullámfüggvény aszimpto-
tikusan megfelelően viselkedjen. Ennek a feladatnak a megoldása pedig nume-
rikusan nehézséget jelent. Természetesen egytest-feladat esetén a Schrödinger-
egyenlet numerikus megoldása adott határfeltétellel nem jelent problémát. A
szórásprobléma numerikus megoldásának nehézségei akkor mutatkoznak meg,
amikor kettőnél több részecske szórását akarjuk vizsgálni.

Az árnyékolási-renormálási módszert sikeresen alkalmazták olyan háromtest-
feladatokra, amelyekben csak két részecske töltött. Az eljárást kiterjesztették
arra az esetre is amikor mind a három részecske töltött, feltéve, hogy a bemenő
és kijövő szórási csatornák csak két fragmentumból állnak [20,59]. Jelenleg nem
ismerünk olyan integrálegyenleten alapuló formalizmust, amely három töltött
részecske esetén, a teljes felbomlási küszöb felett megb́ızhatóan működik. A
magfizikában kifinomult numerikus módszerek léteznek, melyekkel két töltött
részecskét tartalmazó háromtest-szórási problémát oldanak meg [60–66]. Ilyenek
például a Faddeev formalizmuson [67–69] vagy az Alt–Grassberger–Sandhas-
egyenleten [59, 70] alapuló eljárások. Más módszerek a szórási függvényre
vonatkozó Schrödinger-egyenletet próbálják numerikusan megoldani [64, 66]
vagy variációs módszert alkalmaznak [65, 71, 72]. A nehézségeket jól mutatja,
hogy például proton-deuteron szórás esetén a két proton között Coulomb-
kölcsönhatást teljes mértékben figyelembe vevő első számolást csak 2005-ben
végeztek először [73]. A töltött háromtest-rendszer felbomlási küszöb feletti
hullámfüggvényének teljes aszimptotikus alakját is csak nemrégen sikerült meg-
határozni [74–76]. Az atomfizikában a külső komplex skálázást és az ún. konver-
gens szoros csatolásos módszert használják leggyakrabban háromtest-rendszerek
szórásának léırására. Ezen módszerek elméleti megalapozásában alapvető sze-
repet játszott a szóráselmélet felületi integrálos formalizmusa.

A nem relativisztikus szóráselmélet két részre bontható: időfüggő és
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időfüggetlen tárgyalásra. Ezeken belül pedig megkülönböztethetünk egycsa-
tornás és többcsatornás feladatot. A legtöbb ütközés során a végállapotban
különböző részecskék – atommagok – keletkeznek. Amikor például elegendően
nagy energiájú alfa-részecskét ütköztetünk nitrogén magokon, többek között a
következő folyamatok jöhetnek létre:

α+ 14N → α+ 14N

→ p+ 17O

→ α+ α+ 10B .

Az ilyen esetet nevezzük többcsatornás problémának. Tipikus példája az egycsa-
tornás feladatnak, amikor egyetlen részecske szóródik potenciálon, vagy amikor
két szerkezet nélküli részecske egymáson való szórását vizsgáljuk. Az egycsa-
tornás szórásra jó példa az alacsonyenergiás elektron-proton ütközés vagy az
alfa-neutron szórás. Ilyen esetekben csak elasztikus szórás történik. Ha az
alfa-neutron szórás energiáját 20 MeV fölé visszük, akkor már az alfa-részecske
felbomolhat és sokcsatornás problémával állunk szemben. Az egycsatornás for-
malizmus sokkal egyszerűbb, mint a többcsatornás, de már ebben is megjelenik
minden szóráselméleti fogalom.

A szórási ḱısérlet tipikusan időfüggő folyamat. Az ütköző részecskéket vala-
hogy létrehozzuk, azokat ütköztetjük, majd pedig az ütközés megtörténte után
detektorokkal megvizsgáljuk a végállapotot. Nagyon sok idővel az ütközés
előtt és nagyon sok idővel az ütközés után az aktuális rendszer részecskéi
szabad részecskékként viselkednek. A kezdő- és végállapoti aszimptotikus
állapotokat az S szórási operátor köti össze. A gyakorlatban minden mérés
– az ütközés időtartamához viszonýıtva – sokkal az ütközési folyamat előtt vagy
után történik, ezért a szórási operátor seǵıtségével minden ḱısérletileg fontos
információt megkaphatunk. Az időfüggő szóráselmélet az időfüggő Schrödinger-
egyenleten alapul, és időfüggő állapotvektorakat használ a léırás során. Az
időfüggetlen szóráselmélet az időfüggő léırásból származtatható, de heuriszti-
kusan is bevezethető. A gyakorlatban az időfüggetlen hullámfüggvényt sorba
fejtjük a Schrödinger-egyenlet bizonyos tulajdonságoknak eleget tevő megoldásai
szerint.

2.1.1. Időfüggő szóráselmélet

Amikor egyetlen részecske szóródik egy potenciálon, vagy amikor a kéttest-
problémát visszavezetjük redukált egytest-feladatra, akkor a Hamilton-operátor

H = H0 + V (r) (2.1.1)
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alakú, ahol H0 a szabad mozgást léıró kinetikus energia operátora, és V (r)
vagy a potenciáltér, vagy a két részecske között ható kölcsönhatás operátora. A
szabad mozgás Hamilton-operátora a Laplace-operátor seǵıtségével adható meg

H0 = − 1

2m
∆r , (2.1.2)

ahol m a részecske tömege, vagy a kéttest-rendszer redukált tömege és ~ =
1. A vastagon szedett betűk vektorokat jelölnek, a konkrét eseteben r a
részecske helyét jelöli, vagy a két részecske relat́ıv helyvektorát, továbbá r a
háromdimenziós R3 tér vektora, és ennek a vektornak a nagysága r.

Ebben a fejezetben használni fogjuk a Dirac-féle jelölési módot, azaz a H
Hilbert-tér elemeit | 〉 jelöli. A H0|k〉 = Ek|k〉 Schrödinger-egyenlet léırja a
szabad mozgást. Ennek az

〈r|k〉 = (2π)−3/2eikr (2.1.3)

megoldása. Azonban (2π)−3/2eikr nem eleme a Hilbert-térnek, azt szokás
mondani, hogy (2.1.3) śıkhullám nem valódi sajátfüggvénye H0-nak Ek =
k2/(2m) sajátérték mellett. A (2.1.3) śıkhullám nem csak H0-nak nem
valódi sajátfüggvénye, de egyúttal az impulzus operátornak is nem valódi
sajátfüggvénye, és a k ∈ R3 impulzusvektor a megfelelő sajátérték.

Mint láttuk, a szórási folyamat időfüggő, ezért a kvantummechanikai léırás
természetes kiindulópontja az időfüggő Schrödinger-egyenlet

i
d

dt
|ψt〉 = H |ψt〉 . (2.1.4)

Az időfüggő |ψt〉 állapotvektort pályának fogjuk nevezni. Természetesen ennek
semmi köze nincs a klasszikus fizikában megszokott részecskepályához. A (2.1.4)
egyenlet általános megoldása a

|ψt〉 = U(t)|ψ〉 = e−iHt|ψ〉 (2.1.5)

alakban ı́rható, ahol U(t) az unitér időfejlesztő operátor. Minden pálya
egyértelműen jellemezhető egyetlen állapotvektorral, a t = 0 időpontbeli |ψ〉
állapottal. Feltételezhetjük, hogy nagyon sok idővel az ütközés előtt a rendszer
úgy viselkedik, mintha szabad állapotban lenne. A szabad részecske mozgását az
U0(t) szabad unitér időfejlesztő operátor ı́rja le U0(t) = exp(−iH0t). Sejtésünket
az

U(t)|ψ〉 −−−−→
t→−∞

U0(t)|ψin〉 (2.1.6)
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formában fogalmazhatjuk meg, ahol |ψin〉-t a rendszer bemenő aszimptotikus
állapotának tekinthetjük. Hasonló módon képzelhetjük el a folyamatot nagyon
sok idővel az ütközés után, bevezetve a megfelelő |ψout〉 aszimptotikus kimenő
állapotvektort ı́rhatjuk, hogy

U(t)|ψ〉 −−−→
t→∞

U0(t)|ψout〉 . (2.1.7)

A |ψin〉 (|ψout〉) állapotvektort a |ψt〉 pálya bemenő (kimenő) aszimptotájának
nevezzük. Rögtön felemerül az a kérdés, hogy vajon minden pályának van-
e bemenő és kimenő aszimptotája. Erre a kérdésre az a válasz, hogy nem.
Kötött állapotnak megfelelő exp(−iEbt)|ϕb〉 pályának nincs aszimptotája; itt
Eb a kötött állapot sajátenergiája és |ϕb〉 a kötött állapot sajátfüggvénye.

A szóráselméletben fontos szerepet játszik három bizonýıtandó álĺıtás: az
aszimptotikussági feltevés, a kötött és szórási állapotok ortogonalitása és az
aszimptotikus teljesség. A kölcsönhatásra tett szigorú feltételek mellett kimond-
hatjuk, hogy bármely |ψin〉 ∈ H állapot bemenő aszimptotikus állapot lehet,
azaz van olyan |ψ〉 ∈ H vektor és hozzá tartozó pálya, hogy limt→−∞ U(t)|ψ〉 =
U0(t)|ψin〉. Hasonló álĺıtás igaz a kimenő aszimptotára. Jelöljük R+-szal és
R−-szal a Hilbert-tér azon állapotait amelyeknek van bemenő illetve kimenő
aszimptotája. Ekkor az R+ és R− alterek ortogonálisak a kötött állapotok B
alterére. Az aszimptotikus teljesség pedig azt jelenti, hogy R+ = R− = R és
H = R ⊕ B, azaz a teljes Hilbert-tér a szórási állapotok és a kötött állapotok
direkt összege.

Gömbszimmetrikus V (r) potenciál esetén az előbbi álĺıtások teljesülésének
feltételei a következők: I. V (r) = O(r−3−ε), amint r → ∞ (ε > 0); II. V (r) =
O(r−3/2+ε), amint r → 0 (ε > 0); III. V (r) legfeljebb véges sok pont kivételével
folytonos a 0 < r < ∞ intervallumon [2]. Nyilvánvalóan ezek a feltételek a
Coulomb-potenciálra nem teljesülnek.

A szóráselmélet egyik igen fontos alapfogalma a Møller-féle hullámoperátor.
Az aszimptotikussági feltevés garantálja, hogy minden |ψin〉 ∈ H bemenő
aszimptotához létezik pálya. A pálya a t = 0 időpontban a |ψ〉 állapottal jel-
lemezhető. A Møller-operátor összeköti az aszimptotát a tényleges pálya t = 0
időpontbeli állapotával

Ω+|ψin〉 = lim
t→−∞

U †(t)U0(t)|ψin〉 = |ψ〉 . (2.1.8)

A kimenő aszimptotából is megkaphatjuk a rendszer t = 0 időpontbeli állapotát

Ω−|ψout〉 = lim
t→∞

U †(t)U0(t)|ψout〉 = |ψ〉 . (2.1.9)
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Az izometrikus Møller-operátorok a teljes Hilbert-teret képezik le a szórási
állapotok R alterére.

Vezessük még be a következő jelölést, ha a ḱısérletek során a gyorśıtó előálĺıt
egy bemenő |ϕ〉 hullámcsomagot (|ψin〉 = |ϕ〉), akkor a tényleges pálya t = 0
időpontbeli állapotát |ϕ+〉-al fogjuk jelölni (Ω+|ϕ〉 = |ϕ+〉). Hasonlóképpen, ha
a szórás után a mérőberendezés |χ〉 szabad hullámcsomagot mér, akkor az ennek
megfelelő tényleges pálya állapota a t = 0 időpontban |χ−〉 (Ω−|χ〉 = |χ−〉).

A bejövő és a kimenő szabad aszimptotikus állapotokat – az aszimptotákat
– a szórási operátor kapcsolja össze

S|ψin〉 = Ω†
−Ω+|ψin〉 = |ψout〉 . (2.1.10)

Mivel szórási ḱısérletek során csak a bejövő és kimenő szabad állapotokat figyelik
meg, a szórási operátor minden információt tartalmaz a szórási folyamatról. A
gyorśıtóból kilépő részecske az U0(t)|ψin〉 szabad pályán mozog, ahol |ψin〉 =
|ϕ〉 a gyorśıtóra jellemző hullámcsomag. Az ütközés után a mérőberendezés
pedig valamilyen |ψout〉 = |χ〉 aszimptotát észlel. A kérdés, amire az elméletnek
válaszolnia kell, az, hogy milyen w(χ← ϕ) valósźınűséggel észlelünk kimenő |χ〉
aszimptotát, ha a bejövő aszimptotikus állapotot a |ϕ〉 hullámcsomag jellemzi.
A keresett valósźınűség nyilvánvalóan a

w(χ← ϕ) = |〈χ− |ϕ+〉|2 = |〈χ|Ω†
−Ω+|ϕ〉|2 = |〈χ|S|ϕ〉|2 (2.1.11)

módon számolható. Az S szórási operátor fontos tulajdonsága, hogy S unitér
leképezés, valamint teljeśıti az energiamegmaradást. Ez utóbbi a következőt
jelenti. Mivel a Hamilton-operátor időtől független, az energiamegmaradás
érvényben van: a Hamilton-operátor átlagértéke bármely pálya esetén függet-
len az időtől. Aszimptotikusan az energia a mozgási energia, ezért azt várjuk,
hogy az S-operátor felcserélhető a szabad mozgás H0 Hamilton-operátorával.
Ez az álĺıtás ([S,H0] = SH0 −H0S = 0) be is bizonýıtható felhasználva az ún.

”
intertwining” összefüggést:

HΩ± = Ω±H0 . (2.1.12)

A szórási formalizmusban az energiamegmaradás azt jelenti, hogy a bejövő
állapot 〈ψin|H0|ψin〉 energiája megegyezik a kimenő aszimptotikus állapot
〈ψout|H0|ψout〉 energiájával.

Mivel a H0 és az S-operátor felcserélhető, célszerű a H0 kinetikus energia
nem valódi sajátfüggvényeit használni a mátrixelemek kiszámı́tásánál. Megmu-
tatható, hogy az S-operátor impulzustérbeli alakja a

〈k′|S|k〉 = δ(k′ − k)− i2πδ(Ek′ − Ek)t(k′ ← k) (2.1.13)
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formában ı́rható. Amikor a részecske szóródik az impulzusa megváltozhat, az
energiája viszont nem. A δ(Ek′ − Ek) Dirac-delta tényező miatt a t(k′ ← k)

függvény csak akkor definiált, ha k′2 = k2, ezért azt mondjuk, hogy t(k′ ←
k) nem más, mint a T -mátrixelem az energiahéjon. Történeti okok miatt be
szokták vezetni az

f(k′ ← k) = −(2π)2m t(k′ ← k) (2.1.14)

szórási amplitúdót. Gömbszimmetrikus potenciál esetén a k′ ← k kifejezés
tulajdonképpen a k′ és k vektorok által bezárt szögtől (ϑ) való függést jelöli,

ezért szokásos még a cos(ϑ) és a k̂′ · k̂ ekvivalens jelölés is, ahol k̂′ és k̂ a k′ és k
vektorok irányába mutató egységvektorok. A ḱısérletileg mérhető differenciális
szórási hatáskeresztmetszet a

dσ

dΩ
(k′ ← k) = |f(k′ ← k)|2 (2.1.15)

módon ı́rható.
Az időfüggetlen szóráselmélet bevezetéséhez szükségünk van még két

operátorra. A Green-operátor defińıciója:

G(z) = (z −H)−1, (2.1.16)

ahol z olyan komplex szám, amire az inverzképzés létezik. A matematikai szak-
irodalomban ezt az operátort rezolvens operátornak nevezik. A szabad Green-
operátor defińıciója hasonló: G0(z) = (z −H0)

−1. A G(z) Green-operátor a H
Hamilton-operátor spektrumától eltekintve minden z komplex számra létezik.
A Green-operátor ismerete ekvivalens H sajátérték problémájának teljes meg-
oldásával. A szabad és a teljes Green-operátor között fennáll az ún. Lippmann–
Schwinger-egyenlet:

G(z) = G0(z) +G0(z)V G(z) . (2.1.17)

A T -operátor defińıciója

T (z) = V + V G(z)V , (2.1.18)

amiből levezethető, hogy

G(z) = G0(z) +G0(z)T (z)G0(z) . (2.1.19)

A T -operátor ismerete tehát ekvivalens a Green-operátor ismeretével. A
Lippmann–Schwinger-egyenlet a T -operátorra:

T (z) = V +G0(z)V T (z) . (2.1.20)
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Ezt az utóbbi integrálegyenletet szokták T mátrixelemeinek meghatározására
használni numerikus számı́tásokban. Egy másik lehetőség erre az iterációval
nyerhető

T (z) = V + V G0(z)V + V G0(z)V G0(z)V + . . . (2.1.21)

ún. Born-sor valahány első tagjának meghatározása. Ha csak a jobb oldal első
tagját használjuk T mátrixelemeinek közeĺıtésére, akkor azt Born-közeĺıtésnek
szokás nevezni.

A Green-operátor seǵıtségével megadhatjuk a Møller-féle hullámoperátor
hatását tetszőleges bemenő/kimenő aszimptota esetén. Legyen a kimenő
aszimptota |χ〉, és a pálya t = 0 időpontbeli állapota |χ−〉. Bebizonýıtható
a következő egyenlet:

Ω−|χ〉 = |χ−〉 = |χ〉+ lim
ε→0+

∫

G(Ek − iε)V |k〉〈k|χ〉dk . (2.1.22)

A bemenő aszimptotikus állapotból pedig az

Ω+|ϕ〉 = |ϕ+〉 = |ϕ〉+ lim
ε→0+

∫

G(Ek + iε)V |k〉〈k|ϕ〉dk (2.1.23)

formulával kaphatjuk meg a pálya állapotát a t = 0 időpontban.
Megmutatható, hogy az S-operátor a T -operátorral hozható kapcsolatba:

〈k′|S|k〉 = δ(k′ − k)− i2πδ(Ek′ − Ek) lim
ε→+0

〈k′|T (Ek + iε)|k〉 . (2.1.24)

A ḱısérletileg mérhető szórási hatáskeresztmetszetet maghatározó T -mátrixelem
a T -operátor seǵıtségével, tehát a

t(k′ ← k) = lim
ε→+0

〈k′|T (Ek + iε)|k〉 (2.1.25)

alakban adható meg.

2.1.2. Időfüggetlen szóráselmélet

Az időfüggetlen szóráselmélet alapfogalma az ún. stacionárius szórási
hullámfüggvény. Ez a hullámfüggvény hasonlóan a |k〉 impulzus

”
saját-

függvényekhez” nem eleme a Hilbert-térnek. Ennek ellenére az időfüggetlen
szóráselmélet az a léırási mód, amelyet a tényleges numerikus vizsgálatok leg-
gyakrabban használnak. A stacionárius szórási állapotot a Møller-operátor
seǵıtségével definiáljuk:

|k±〉 = Ω±|k〉 . (2.1.26)
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Az
”
intertwining” összefüggés felhasználásával megmutatható, hogy ezek az

állapotok
”
sajátfüggvényei” a Hamilton-operátornak, azaz

H |k±〉 = Ek|k±〉 . (2.1.27)

Természetesen a fenti egyenletnek csak az alakja olyan, mint egy sajátérték-
egyenleté, szigorú matematikai értelemben |k±〉 nem sajátfüggvénye a
Hamilton-operátornak. A |k〉 impulzus

”
sajátfüggvények” a H0 operátornak

nem valódi sajátfüggvényei, a |k±〉 stacionárius szórási állapotok H nem valódi
sajátfüggvényei, a megfelelő sajátértékek azonban megegyeznek, értékük Ek =
k2/(2m).

A stacionárius szórási állapotokra a (2.1.22) és (2.1.23) egyenletek
seǵıtségével a

|k±〉 = |k〉+ lim
ε→+0

G(Ek ± iε)V |k〉 (2.1.28)

egyenletet kapjuk. Ezt az egyenletet, valamint a T -operátor (2.1.18) defińıcióját
felhasználva kapjuk, hogy

lim
ε→+0

T (Ek ± iε)|k〉 = V |k±〉 . (2.1.29)

A (2.1.25) szórási T -mátrixelem tehát a

t(k′ ← k) = 〈k′|V |k+〉 (2.1.30)

alakban ı́rható vagy pedig a

t(k′ ← k) = 〈k′−|V |k〉 (2.1.31)

formában. Az előbbit poszt az utóbbit pedig prior összefüggésnek szokás
nevezni. A stacionárius formalizmusban az utóbbi két kifejezés valame-
lyikének meghatározásával szokás a mérhető hatáskeresztmetszetet kiszámolni
(ld.: (2.1.15)).

Az explicit (2.1.28) kifejezés helyett a stacionárius szórási függvényeket a

|k±〉 = |k〉 + lim
ε→+0

G0(Ek ± iε)V |k±〉 (2.1.32)

Lippmann–Schwinger-egyenletből szokás meghatározni. Ez az egyenlet in-
tegrálegyenlet a stacionárius szórási hullámfüggvényre. A szabad Green-
operátor konkrét alakja ugyanis ismert, zárt formában megadható [2]. Ha a sta-
cionárius Schrödinger-egyenletet szeretnénk használni |k±〉 kiszámı́tására, akkor
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meg kell adnunk, hogy milyen határfeltétellel kell megoldanunk a parciális diffe-
renciálegyenlet formájú (2.1.27) stacionárius Schrödinger-egyenletet. A szabad
Green-operátor konkrét alakjából, felhasználva a (2.1.32) egyenletet a következő
aszimptotikus formula vezethető le:

〈r|k+〉 −−−→
r→∞

(2π)−3/2

(

eikr + f(kr̂← k)
eikr

r

)

. (2.1.33)

A fenti egyenlet az elemi szóráselmélet jól ismert egyenlete. A szokásos fizi-
kai interpretáció szerint a stacionárius szórási hullámfüggvény aszimptotikusan
bemenő śıkhullámból és szórt gömbhullámból áll össze. A gömbhullám együtt-
hatója pedig meghatározza a hatáskeresztmetszetet.

Ha a potenciál gömbszimmetrikus, azaz V csak r-től függ, akkor a parciális
hullámok módszerét alkalmazva a (2.1.27) parciális differenciálegyenlet átmegy
közönséges differenciálegyenletbe, az ún. radiális Schrödinger-egyenletbe. A
śıkhullám

〈r|k〉 = (2π)−3/2eikr = (2π)−3/2 1

kr

∞
∑

l=0

(2l+ 1)ilĵl(kr)Pl(r̂ · k̂) (2.1.34)

alakú sorfejtése jól ismert [77]. Itt a Riccati–Bessel-függvényt ĵl(z) jelöli és Pl(z)
a Legendre-polinom. Az ismeretlen stacionárius szórási függvényt ı́rjuk az

〈r|k+〉 = ψ+
k

(r) = (2π)−3/2 1

kr

∞
∑

l=0

(2l + 1)ilψ+
l,k(r)Pl(r̂ · k̂) (2.1.35)

formában. Az előző sorfejtést a (2.1.27) egyenletbe helyetteśıtve a redukált
radiális Schrödinger-egyenletet kapjuk:

[

1

2m

(

− d2

dr2
+
l(l + 1)

r2

)

+ V (r) − Ek

]

ψ+
l,k(r) = 0 . (2.1.36)

Írjuk a szórási amplitúdót az

f(k′ ← k) =

∞
∑

l=0

(2l + 1)fl(k)Pl(k̂
′ · k̂) (2.1.37)

alakban, ahol fl(k) az ún. parciális szórási amplitúdó. Szokás még bevezetni
az sl(k) parciális S-mátrixelemet és a δl(k) parciális fázistolást a következő
defińıciókkal:

fl(k) =
sl(k)− 1

2ik
=
eiδl(k) sin(δl(k))

k
. (2.1.38)
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Ha a differenciális hatáskeresztmetszetet integráljuk a térszögre, akkor a
teljes hatáskeresztmetszetre a

σ = 4π

∞
∑

l=0

(2l + 1)|fl(k)|2 (2.1.39)

kifejézest kapjuk.
A ψ+

l,k(r) radiális szórási hullámfüggvény aszimptotikus viselkedése leszármaz-
tatható a (2.1.33)-ból, és azt kapjuk, hogy

ψ+
l,k(r) −−−→

r→∞
ĵl(kr) + kfl(k)e

i(kr−lπ/2) . (2.1.40)

Érdemes ezt az eredményt ekvivalens alakokba is át́ırni. Ha a fázistolással
jellemezzük a szórási hullámfüggvényt, akkor az aszimptotika a

ψ+
l,k(r) −−−→

r→∞
eiδl(k) sin(kr − lπ/2 + δl(k)) (2.1.41)

formában ı́rható. Az aszimptotika fenti alakja mutatja a fázistolás jelentőségét.
Nagy r értékekre a szórási hullámfüggvény ugyanis arányos a szabad megoldással

ĵl(kr) −−−→
r→∞

sin(kr − lπ/2) , (2.1.42)

azzal a különbséggel, hogy az oszcillációk fázisa δl(k)-val eltolódott. Ha a
parciális S-mátrixelemet használjuk, akkor a szórási függvény aszimptotikája

ψ+
l,k(r) −−−→

r→∞

i

2

(

ĥ−l (kr) − sl(k)ĥ
+
l (kr)

)

, (2.1.43)

ahol ĥ±l (z) a bejövő/kimenő Riccati–Hankel-függvény.

2.1.3. Felületi integrálos formalizmus

A szóráselmélet időfüggetlen léırási módjának egy új megközeĺıtése jelent
meg a [21] munkában, melyben a kéttest-feladatot vizsgálják a felületi in-
tegrálos formalizmusban. Kesőbb ezt a megközeĺıtést kiterjesztették háromtest-
problémára is [22]. A felületi integrálos formalizmus jellemzője, hogy nem
hivatkozik a Green-operátorra. Továbbá olyan formulát ad a T -operátor
mátrixelemére, ami egyaránt alkalmazható rövid hatótávolságú és Coulomb-
kölcsönhatás esetén. A T -operátor mátrixelemére két formula is levezethető.
Az egyik egy integrális alak, ahol az integrálás a teljes térre vonatkozik, egy
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másik formula felületi integrál seǵıtségével fejezi ki a T -operátor mátrixelemét.
A felületi integrálos formalizmus előnye, hogy a hullámfüggvény szórt részét
csak aszimptotikusan kell ismernünk. A felületi integrálos formalizmus a
szóráselmélet egy új fejezete, amit csupán néhány éve fejlesztettek ki, ezért
az alábbiakban részletesebben ismertetem az elméletet.

Tekintsünk rövid hatótávolságú potenciállal kölcsönható két részecskét. A
rendszer stacionárius szórási hullámfüggvénye eleget tesz az időfüggetlen

(E −H)ψ±
k

(r) = 0 (2.1.44)

Schrödinger-egyenletnek. A (2.1.44) egyenlet megoldásai közül azt keressük,
amely aszimptotikusan eleget tesz a

ψ+
k

(r) −−−→
r→∞

(2π)−3/2

(

eikr + f(kr̂← k)
eikr

r

)

(2.1.45)

formulának. A bejövő gömbhullámot tartalmazó, de szintén E energiájú ψ−
k

(r)
megoldás ı́gy ı́rható:

ψ−
k

(r) =
(

ψ+
−k

(r)
)∗

. (2.1.46)

A ψ−
k

(r) megoldás aszimptotikus alakja:

ψ−
k

(r) −−−→
r→∞

(2π)−3/2

(

eikr + f∗(−kr̂← k)
e−ikr

r

)

. (2.1.47)

Bontsuk fel a ψ±
k

(r) megoldásokat bemenő és szórt hullámra

ψ±
k

(r) = φk(r) + ψsc±
k

(r), (2.1.48)

ahol
φk(r) = 〈r|k〉 = (2π)−3/2eikr (2.1.49)

a bemenő śıkhullám, a szórt hullámok pedig aszimptotikusan a

ψsc+
k

(r) −−−→
r→∞

(2π)−3/2f(kr̂← k)
eikr

r
(2.1.50)

és

ψsc−
k

(r) −−−→
r→∞

(2π)−3/2f∗(−kr̂← k)
e−ikr

r
(2.1.51)

formába ı́rhatók. A szórt hullámra a következő egyenletet kapjuk:

(E −H)ψsc±
k

(r) = (H − E)φk(r) . (2.1.52)
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Tekintsük most először a kimenő gömbhullámot tartalmazó ψsc+
k

(r) függvényt.
A (2.1.52) egyenletből azt kaphatjuk, hogy

〈ψ−
k′ |(E −H)ψsc+

k
〉r0

= 〈ψ−
k′ |(H − E)φk〉r0

. (2.1.53)

A mátrixelemekhez ı́rt alsó r0 index azt jelenti, hogy az integrálás nem a teljes
térre történik, hanem az origó középpontú r0 sugarú gömb belsejére.

A ψ−
k′ megoldás eleget tesz az

〈(E −H)ψ−
k′ |ψsc+

k
〉r0

= 0 (2.1.54)

egyenletnek. Vonjuk ki (2.1.53)-ból a (2.1.54) egyenletet; az eredmény:

〈ψ−
k′ |(E −H)ψsc+

k
〉r0
− 〈(E −H)ψ−

k′ |ψsc+
k
〉r0

= 〈ψ−
k′ |(H − E)φk〉r0

. (2.1.55)

Mivel az integrálás véges térrészre vonatkozik az előző egyenlet a

−〈ψ−
k′ |H0ψ

sc+
k
〉r0

+ 〈H0ψ
−
k′ |ψsc+

k
〉r0

= 〈ψ−
k′ |(H − E)φk〉r0

(2.1.56)

módon is ı́rható. Végezzük most el az r0 → ∞ határátmenetet, ekkor azt
kapjuk, hogy

lim
r0→∞

[

−〈ψ−
k′ |H0ψ

sc+
k
〉r0

+ 〈H0ψ
−
k′ |ψsc+

k
〉r0

]

= lim
r0→∞

〈ψ−
k′ |(H − E)φk〉r0

.

(2.1.57)
A fenti egyenlet bal oldalán álló térfogati integrált átalaḱıthatjuk felületi in-
tegrállá, (2.1.57) bal oldala a következő formában ı́rható:

lim
r0→∞

[

− r

2m

∫

f(kr̂← k)eikre−ik′
r(−ik − ik′r̂)dr̂

]

r=r0

. (2.1.58)

Ha figyelembe vesszük a śıkhullám

eikr ∼ 2π

ikr

(

eikrδ(r̂− k̂)− e−ikrδ(r̂ + k̂)
)

(2.1.59)

aszimptotikus (r →∞) alakját (2.1.58)-ban, akkor azt kapjuk, hogy

lim
r0→∞

[

− π

mk′

(

f(k̂′ · k̂)ei(k−k′)r(k + k′)− f(−k̂′ · k̂)ei(k+k′)r(k − k′)
)]

r=r0

.

(2.1.60)
Az energiamegmaradás miatt k = k′, ı́gy végül (2.1.57) bal oldalára kapjuk,
hogy

−2π

m
f(k̂′ · k̂), (2.1.61)
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ami pedig nem más, mint t(k′ ← k), azaz a T -operátor mátrixeleme. A (2.1.57)
egyenlet tehát ı́gy ı́rható:

t(k′ ← k) = lim
r0→∞

〈ψ−
k′ |(H − E)φk〉r0

. (2.1.62)

Az egész levezetés megismételhető, ha a kiindulási függvény ψsc−
k

(r). Ekkor
a következő eredményt kapjuk:

t(k′ ← k) = lim
r0→∞

〈(H − E)φk′ |ψ+
k
〉r0

. (2.1.63)

A (2.1.62) egyenlet a következő alakban is ı́rható:

t(k′ ← k) = lim
r0→∞

[

〈(H − E)φk′ |ψ−
k
〉r0

+ 〈(E −H)ψ−
k′ |φk〉r0

]

. (2.1.64)

Ennek az egyenletnek a jobb oldalán levő térfogati integrált szintén feĺırhatjuk
felületi integrálként, és eredményül a következőt kapjuk:

t(k′ ← k) = − 1

2m
lim

r0→∞
r20

∫ (

ψ−∗
k′

∂φk

∂r
− φk

∂ψ−∗
k′

∂r

)

dr̂ . (2.1.65)

Hasonlóan átalaḱıtva a (2.1.63) kifejezést, ı́rhatjuk, hogy

t(k′ ← k) = − 1

2m
lim

r0→∞
r20

∫ (

ψ+
k

∂φ∗
k′

∂r
− φ∗k′

∂ψ+
k

∂r

)

dr̂ . (2.1.66)

A T -operátor mátrixelemének (2.1.62) kifejezését prior alaknak, a (2.1.63) for-
mulát pedig poszt alaknak nevezzük. A teljes térre vett integrális alakok a
következők:

tprior(k′ ← k) = 〈ψ−
k′ |(H − E)φk〉 (2.1.67)

és
tposzt(k′ ← k) = 〈(H − E)φk′ |ψ+

k
〉 . (2.1.68)

A felületi integrál alakú prior és poszt formulákat a (2.1.65) és (2.1.66) egyen-
letek adják.

Ha a részecskék között Coulomb-kölcsönhatás hat, akkor az előzőekben
végzett levezetési lépések megismételhetők, azzal a különbséggel, hogy a (2.1.49)
śıkhullám helyett az

eikr(kr ∓ kr)±iγ (2.1.69)

Coulomb-módośıtott śıkhullámot kell alkalmaznunk. Az előző formulában a
felső előjelek a poszt, az alsók pedig a prior alakhoz tartoznak, valamint γ a
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Sommerfeld-paraméter. Coulomb-potenciál esetén a szórási függvény következő
felbontását kell használnunk:

ψ±
k

(r) = eikr(kr ∓ kr)±iγ + ψsc±
k

(r) . (2.1.70)

A T -operátor mátrixelemére korábban levezetett integrális (2.1.67), (2.1.68) for-
mulák és (2.1.65), (2.1.66) felületi integrál kifejezések továbbra is érvényben ma-
radnak, feltéve, hogy a bennük szereplő φk śıkhullámot a megfelelő Coulomb-
módośıtott śıkhullámra cseréljük.

2.2. Komplex skálázás

A komplex skálázás igen bonyolult matematikai megalapozása a [78, 79]
munkákban történt meg. Ebben a fejezetben mi nem ezt a vonalat követjük,
hanem a [80,81] áttekintő cikkek léırási módját.

Rövid hatótávolságú potenciál esetén rezonanciaállapot az
[

1

2m

(

− d2

dr2
+
l(l+ 1)

r2

)

+ V (r) − E
]

ψ(r) = 0 (2.2.1)

radiális Schrödinger-egyenlet olyan megoldása, amely aszimptotikusan a

ψ(r) −−−→
r→∞

eikr (2.2.2)

alakban ı́rható és r = 0-ban reguláris. Itt E = k2/(2m). Ha a k impulzus
κ−iγ (κ, γ > 0) alakú, akkor a (2.2.1) megoldása nem négyzetesen integrálható,
a hullámfüggvény nem eleme a Hilbert-térnek. Tételezzük fel, hogy a ψ(r)
rezonanciaállapotot léıró megoldás r függvényében analitikusan kiterjeszthető a
komplex śıkra. Vezessünk be egy új függvényt a

ψθ(r) = eiθ/2ψ(reiθ) (2.2.3)

defińıcióval. Ezt a transzformációt szokás komplex skálázásnak nevezni.
Könnyű belátni, hogy a most bevezetett függvény megoldása a komplexskálázott
radiális Schrödinger-egyenletnek

[

e−2iθ 1

2m

(

− d2

dr2
+
l(l + 1)

r2

)

+ V (reiθ)− E
]

ψθ(r) = 0 . (2.2.4)

A (2.2.4) sajátérték-egyenletnek a rezonanciák helyén lehetnek olyan E komplex
energiájú megoldásai, amelyek már négyzetesen integrálhatók. Ez abból látszik,
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hogy a rezonanciaállapotoknak megfelelő komplexskálázott megoldás aszimpto-
tikusan

ψθ(r) −−−→
r→∞

exp (−r [κ sin(θ) − γ cos(θ)] + ir [κ cos(θ) + γ sin(θ)]) (2.2.5)

alakban ı́rható, azaz a hullámfüggvény nagy r értékekre lecseng, ha γ/κ > tg(θ).
A komplexskálázott rezonancia-hullámfüggvény tehát aszimptotikusan úgy vi-
selkedik, mint egy kötött állapoti hullámfüggvény, azaz a végtelenben nullához
tart. A h́ıres ABC tétel [78, 79] a komplexskálázott Schrödinger-egyenlet
spektrumának tulajdonságairól szól, illetve arról, hogy a komplex energiájú
sajátértékek megfelelnek a Green-operátor nem fizikai śıkon levő pólusainak.
Ezek a pólusok viszont jelentős hatással vannak a rendszer fizikai tulajdon-
ságaira.

A komplex skálázás természetesen bevezethető soktest-rendszerekre is. A
komplex skálázás előnye, hogy seǵıtségével minden olyan módszer, amely al-
kalmas kötött állapotok helyének meghatározására, alkalmazható rezonan-
ciaállapotokra is, ha ezeket a komplexskálázott Schrödinger-egyenlettel ı́rjuk le.
Például a (2.2.4) egyenlet rezonancia-sajátfüggvényeit kifejthetjük négyzetesen
integrálható bázison. Többtest-feladat esetén ez a leggyakrabban alkalmazott
módszer rezonanciaenergiák meghatározására.

Az ötletet, hogy hogyan lehet a komplex skálázást a szóráselméletben al-
kalmazni, a szórási hullámfüggvény (2.1.40) aszimptotikus alakja adja. Nagy r
értékre a függvény két tagból áll ĵl(kr) +A exp(ikr), a második tag A exp(ikr)
komplex skálázás után A exp(−kr sin(θ) + ikr cos(θ)) formában ı́rható, tehát
négyzetesen integrálhatóvá válik, ha 0 < θ < π és k > 0 valós szám. Keressük
tehát a szórási hullámfüggvényt

ψ+(r) = ĵl(kr) + ψsc+(r) (2.2.6)

alakban, ahol a szóródást léıró ψsc+(r) rész ismeretlen függvény, de tudjuk
róla, hogy komplex skálázás után négyzetesen integrálhatóvá válik. A ψ+(r)
függvény a (2.1.36) egyenletben szereplő ψ+

l,k(r) függvénynek felel meg, csak az
l és k indexeket az átláthatóság kedvéért elhagytuk. A (2.2.6) alakot helyet-
teśıtsük (2.1.36)-ba, ekkor a következő inhomogén egyenletet kapjuk:

[

Ek −
1

2m

(

− d2

dr2
+
l(l+ 1)

r2

)

− V (r)

]

ψsc+(r) = ĵ(kr)V (r) . (2.2.7)

A hullámfüggvény szórt részére vonatkozó egyenlet komplex skálázás után ı́gy
ı́rható:

[

Ek −
1

2m
e−2iθ

(

− d2

dr2
+
l(l+ 1)

r2

)

− V (reiθ)

]

ψsc+
θ (r) =
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= eiθ/2ĵ(kreiθ)V (reiθ) , (2.2.8)

ahol bevezettük a

ψsc+
θ (r) = eiθ/2ψsc+(reiθ) (2.2.9)

jelölést. A ψsc+
θ (r) négyzetesen integrálható, ezért közeĺıthető négyzetesen in-

tegrálható, aszimptotikusan nullához tartó függvények szerinti sorfejtéssel. A
komplex skálázás igen nagy előnye az, hogy a (2.1.40) határfeltételt nem kell
explicit módon beéṕıteni a próbafüggvénybe.

Észrevehetjük, hogy nagy különbség van a komplex skálázás alkalmazási
módjában attól függően, hogy rezonanciaállapotot vagy szórási állapotot aka-
runk meghatározni. Az első esetben a teljes rezonancia-hullámfüggvényre, mı́g
a második esetben csak a szórt hullámfüggvényre kell a komplex skálázást al-
kalmazni.

Amikor rövid hatótávolságú és Coulomb-potenciál egyszerre van jelen, ak-
kor ismert, hogyan kell az előbbiekben rövid hatótávolságú esetre ismertetett
módszert általánośıtani [57]. Tiszta Coulomb-kölcsönhatás esetére mi mutattuk
meg [58] először, hogy a komplex skálázás hogyan alkalmazható a Coulomb-
szórási problémára.

2.3. Az aszimptotikus anaĺızis alapfogalmai

Ebben a fejezetben az aszimptotikus anaĺızis alapvető fogalmait tekintjük
át. Az anyag összeálĺıtásánál dolgozatom következő fejezeteinek jól érthetősége
volt a legfőbb szempont, ezért nem bocsátkozom részletes léırásba, csupán a
legszükségesebb, a témához szorosan kapcsolódó alapismereteket foglalom össze.
A további részletek iránt érdeklődő olvasóknak ajánlom a [82, 83] hivatkozású
könyveket.

2.3.1. A O- és o-szimbólumok

A következőkben legyen K ⊂ C, továbbá f , fi és g, gi K-n értelmezett
függvények minden i = 1, . . . , n-re (n ∈ N), valamint z0 a K halmaz egy
torlódási pontja.

2.1 Defińıció. Ha létezik olyan A > 0 valós szám, hogy |f(z)|6 A|g(z)| min-
den z-re K-ban, akkor azt mondjuk, hogy f

”
nagy ordó” g, azaz f = O(g).



24 2. FEJEZET: SZÓRÁSELMÉLETI ÉS MATEMATIKAI ALAPOK

2.2 Defińıció. Ha létezik olyan A > 0 valós szám és z0-nak olyan U ⊂ K
környezete, hogy |f(z)|6 A|g(z)| minden z-re U -ban, akkor azt mondjuk, hogy
f = O(g), amint z → z0.

2.3 Defińıció. Ha minden ε > 0 valós számhoz létezik z0-nak olyan Uε ⊂ K
környezete, hogy |f(z)|6 ε |g(z)| minden z-re Uε-ban, akkor azt mondjuk, hogy
f

”
kis ordó” g, azaz f = o(g), amint z → z0.

A következő három álĺıtás z → z0 esetén érvényes.

2.4 Álĺıtás. Ha f = o(g) és g = o(h) teljesülnek, akkor egyrészt f = O(g),
másrészt f = o(h). A tranzitivitás hasonlóan igaz a O-szimbólumra is.

2.5 Álĺıtás. Ha f = O(g), és a > 0 valós szám, akkor |f |a = O (|g|a).

2.6 Álĺıtás. Legyen fi = O(gi) minden i = 1, . . . , n-re, ekkor tetszőleges
{ai}ni=1 komplex számsorozat esetén

n
∑

i=1

aifi = O

(

n
∑

i=1

|ai||gi|
)

. (2.3.1)

2.3.2. Aszimptotikus sorozatok és sorok

A következőkben legyen K ⊂ C, továbbá i> 0 esetén {fi} a K-n
értelmezett függvények sorozata, valamint z0 a K halmaz egy torlódási pontja.

2.7 Defińıció. Ha létezik z0-nak olyan U ⊂ K környezete, hogy minden U -beli
z 6= z0 komplex számra fi(z) 6= 0, és minden i-re fi+1 = o (fi), amint z → z0,
akkor {fi}-t aszimptotikus sorozatnak nevezzük.

2.8 Álĺıtás. Egy aszimptotikus sorozat bármely részsorozata is aszimptotikus
sorozat.

2.9 Álĺıtás. Ha {fi} egy aszimptotikus sorozat és a > 0 valós szám, akkor
{|fi|a} is aszimptotikus sorozat.

Ezentúl {fi} aszimptotikus sorozatot jelöl z → z0 esetre, a Ψ szimbólum
pedig függvényt. Az {ai} (i> 0) számsorozat tagjai z-től független, komplex
számok lesznek.
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2.10 Defińıció. (Poincaré) Azt mondjuk, hogy a
∑

i aifi(z) formális sor a
Ψ(z) függvény {fi} aszimptotikus sorozathoz tartozó aszimptotikus sora, amint
z → z0, ha bármely N > 0 egész számra

Ψ(z) =
N
∑

i=0

aifi(z) + o (fN) , (2.3.2)

amint z → z0. Ezt formálisan a

Ψ(z) ∼
∞
∑

i=0

aifi(z) (2.3.3)

kifejezéssel jelöljük.

Fontos megjegyezni, hogy az aszimptotikus sorok nem szükségképpen kon-
vergensek! Együtthatóikat a defińıćıóból fakadóan az

aN = lim
z→z0

Ψ(z)−∑N−1
i=0 aifi(z)

fN (z)
(2.3.4)

képlettel számolhatjuk. Megmutatható, hogy az abszolút hiba az első elhagyott
tag nagyságrendjébe esik, azaz:

Ψ(z) =
N−1
∑

i=0

aifi(z) +O (fN ) . (2.3.5)

2.11 Álĺıtás. Egy függvény valamely aszimptotikus sorozathoz tartozó aszimp-
totikus sora egyértelmű, de az a függvényt nem határozza meg egyértelműen.

2.3.3. Aszimptotikus hatványsorok

Ebben a részben z0-t végtelen távoli pontnak tekintjük, és a K ⊂ C hal-
mazt az α < arg(z) < β szektorral adjuk meg. Továbbá legyenek Ψ és Φ K-n
értelmezett függvények, valamint az {ai}, {bi} (i> 0) számsorozatok tagjai
komplex, z-től független konstansok.

2.12 Defińıció. Amennyiben létezik a Ψ függvény
{

z−i
}

(i> 0) aszimpto-
tikus sorozathoz tartozó aszimptotikus sora, akkor azt a Ψ aszimptotikus
hatványsorának nevezzük.
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2.13 Álĺıtás. Ha a Ψ és Φ függvényeknek létezik K-n aszimptotikus hatványsora,
azaz

Ψ(z) ∼
∞
∑

i=0

aiz
−i és Φ(z) ∼

∞
∑

i=0

biz
−i , (2.3.6)

amint |z| → ∞, akkor igazak a következők:

(a) tetszőleges A és B komplex számok esetén

AΨ(z) +BΦ(z) ∼
∞
∑

i=0

(Aai +Bbi) z
−i , (2.3.7)

(b) szorzatukra

Ψ(z)Φ(z) ∼
∞
∑

i=0





i
∑

j=0

ai−jbj



 z−i , (2.3.8)

(c) a0 6= 0 esetén létezik Ψ reciproka

1

Ψ(z)
∼ 1

a0
+

∞
∑

i=1

ciz
−i , (2.3.9)

ahol a ci együtthatókat az ai együtthatókból szukcessźıve kapjuk.

2.14 Álĺıtás. Ha Ψ folytonosan differenciálható és deriváltjának létezik aszimp-
totikus hatványsora |z| → ∞ esetén, akkor

Ψ′(z) ∼ −
∞
∑

i=1

i ai z
−(i+1) , (2.3.10)

amint |z| → ∞.

2.4. Speciális függvények

Itt olyan speciális függvényekről lesz szó, melyek ismerete elengedhetetlen
a Matematikai eredmények ćımű fejezet megértéséhez.
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2.4.1. A gamma- és a nem teljes gamma-függvény

A gamma-függvény tulajdonképpen a faktoriális általánośıtása. Eulertől
származik a

Γ(z) ≡
∫ ∞

0

tz−1e−tdt (2.4.1)

defińıció [84,85], mely Re[z] > 0 esetén érvényes. A defińıcióból fakadóan teljesül
a

Γ(z + 1) = zΓ(z) , (2.4.2)

és pozit́ıv egész n-ek esetén a

Γ(n) = (n− 1)! (2.4.3)

kifejezés.
A gamma-függvény egy analitikus folytatását – a bal félśıkra – a (2.4.2)

képlet ismételt alkalmazásával kapjuk. Ezen a módon olyan, a nempozit́ıv
egészek kivételével az egész komplex śıkon jól definiált függvényt kapunk, mely-
nek a z = −n, n = 0, 1, 2, . . . pontokban elsőrendű pólusai vannak, és eze-
ken a helyeken a reziduum (−1)n/n! . A következő formula z ∈ C, de
z 6= 0,−1,−2, . . . esetén érvényes

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + 1) . . . (z + n)
. (2.4.4)

Igaz továbbá a

Γ(nz) = (2π)(1−n)/2nnz−1/2
n−1
∏

k=0

Γ

(

z +
k

n

)

(2.4.5)

azonosság, ahol n = 1, 2, . . . .
A 2.1 ábrán a valós gamma-függvény és reciproka van kirajzolva. A folytonos

vonal a Γ(z), mı́g a szaggatott vonal az 1/Γ(z) függvényt mutatja. Jól láthatóak
a szingularitások.

Itt érdemes bevezetni a Pochhammer-szimbólumot [85, 86]:

(a)n ≡ a(a+ 1) · . . . · (a+ n− 1) , (2.4.6)

n > 0 egészre és (a)0 = 1, ahol a ∈ C. A defińıcióból rögtön következik, hogy

(a)n =
Γ(a+ n)

Γ(a)
. (2.4.7)
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z Î R

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

6

2.1. ábra. A valós —– Γ(z) és · · · 1/Γ(z) függvények.

Negat́ıv indexekre ı́rhatjuk, hogy

(a)−n =
Γ(a− n)

Γ(a)
=

(−1)n

(1− a)n
, (2.4.8)

ahol a 6= 1, 2, . . . , n és n = 1, 2, . . . . Továbbá az n és k nemnegat́ıv egészekkel
igaz, hogy

(a)n+k = (a+ n)k(a)n ; (2.4.9)

(a)n−k =
(−1)k(a)n

(1− a− n)k
, a 6= 1− n, 2− n, . . . , k − n ; (2.4.10)

(a+ n)k =
(a)k(a+ k)n

(a)n
, a 6= 0, 1, . . . , n− 1 ; (2.4.11)

(a− n)k =
(a)k(1− a)n

(1− a− k)n
, a 6= 1− k, 2− k, . . . , n− k . (2.4.12)

Amennyiben az utóbbi három egyenlőség valamelyikének a jobb oldalán
található nevező Pochhammer-szimbóluma 0 indexű, a kiegésźıtő feltételnek nem
kell teljesülnie, mivel (0)0 = 1.

A nem teljes gamma-függvény központi szerepet játszik a 2F2 (a, a; a+ l + 1,
a− l; z) függvénnyel kapcsolatos további vizsgálatainkban, ı́gy erről is ejtek
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néhány szót. A nem teljes gamma-függvényt definiáló

γ(a, z) ≡
∫ z

0

ta−1e−tdt , Re[a] > 0 (2.4.13)

képletből jól látszik, hogy a függvény neve az integrálási határokból fakad. A
defińıcióból könnyen kapjuk, hogy

γ(a, z) = za
∞
∑

n=0

(−z)n

(a+ n)n!
(2.4.14)

Re[a] > 0 esetén. Ezen alak seǵıtségével elvégezhetjük a γ-függvény ana-
litikus kiterjesztését a-ban az egész komplex śıkra, kivéve természetesen az
a = 0,−1,−2, . . . pontokat, hiszen itt elsőrendű pólusok vannak. Igaz továbbá
a

γ(a+ 1, z) = a γ(a, z)− za e−z , Re[a] > 0 (2.4.15)

rekurzió.
A nem teljes gamma-függvény komplementere

Γ(a, z) ≡
∫ ∞

z

ta−1e−tdt (2.4.16)

már az egész komplex śıkon értelmezhető a-ban és z-ben is. Könnyen belátható
a

Γ(a+ 1, z) = aΓ(a, z) + za e−z (2.4.17)

rekurzió, valamint a γ(a, z)-t és Γ(a, z)-t összekötő

Γ(a) = γ(a, z) + Γ(a, z) , Re[a] > 0 (2.4.18)

azonosság. Programozási szempontból fontos még például a

Γ(a, z) =
za e−z

z +
1− a

1 +
1

z +
2− a

1 +
2

z +
3− a
· · ·

(2.4.19)

lánctört, mely bármely a-ra és z 6= 0-ra érvényes.
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2.4.2. Hipergeometrikus függvények

Az általánośıtott hipergeometrikus függvényt a

pFq

(

a1, . . . , ap

b1, . . . , bq

∣

∣

∣

∣

z

)

≡
∞
∑

n=0

(a1)n . . . (ap)n

(b1)n . . . (bq)n

zn

n!
(2.4.20)

képlet definiálja, ahol p, q = 0, 1, 2, . . . , továbbá z, ai, bj ∈ C, ahol i = 1, . . . , p
és j = 1, . . . , q, valamint bj 6= 0,−1,−2, . . . (ld.: [84–87]). Használni fogjuk még
a

pFq

(

a1, . . . , ap

b1, . . . , bq

∣

∣

∣

∣

z

)

= pFq(a1, . . . , ap ; b1, . . . , bq ; z) = pFq ((ap); (bq); z)

(2.4.21)
ekvivalens jelöléseket is.

A (2.4.20) sor akkor és csak akkor konvergens, ha a következő feltételek közül
egy teljesül:

1) p6 q és |z| <∞ ; (2.4.22)

2) p = q + 1 és |z| < 1 ; (2.4.23)

3) p = q + 1, |z| = 1, ψq ≡ Re
[

∑q
j=1 bj −

∑q+1
i=1 ai

]

> 0 ; (2.4.24)

4) p = q + 1, |z| = 1, z 6= 1, −1 < ψq 6 0 . (2.4.25)

Az első feltétel teljesülése esetén az abszolút konvergencia is belátható. A hiper-
geometrikus függvények értéke független az ai-k és bj-k sorrendjétől. Teljesül
rájuk a

pFq

(

a1, . . . , ap

b1, . . . , bq

∣

∣

∣

∣

0

)

= pFq

(

0, a2, . . . , ap

b1, b2 . . . , bq

∣

∣

∣

∣

z

)

= 1 , (2.4.26)

és a

pFq ((ap−r), (cr); (bq−r), (cr); z) = p−rFq−r ((ap−r); (bq−r); z) (2.4.27)

összefüggés, ahol (cr) ∈ C és r = 1, 2, . . . ,min [p, q]. Legyen m> 0, 1 6 s6 p
és n>m+1 egészek, ekkor as = −m esetén (−m)n = (−m)(−m+1) . . . (−m+
m− 1)0(−m+m+ 1) . . . (−m+ n− 1) = 0, ebből fakadóan átindexelés után a

pFq (−m, (ap−1); (bq); z) =
m
∑

n=0

(−m)n(a1)n . . . (ap−1)n

(b1)n . . . (bq)n

zn

n!
(2.4.28)
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képlethez jutunk. A z szerinti n-edik deriváltra pedig igaz, hogy

dn

dzn pFq ((ap); (bq); z) =
(a1)n . . . (ap)n

(b1)n . . . (bq)n
pFq ((ap) + n; (bq) + n; z) . (2.4.29)

Gyakran és sokrétűen használják például az első- és másodfajú konfluens
hipergeometrikus függvényeket, melyeket rendre az

M(a, b, z) ≡ 1F1(a; b; z) ≡
∞
∑

n=0

(a)n

(b)n

zn

n!
, (2.4.30)

ahol |z| <∞ és b 6= 0,−1,−2, . . . , valamint az

U(a, b, z) ≡ Γ(1− b)
Γ(a− b+ 1)

M(a, b, z) +
Γ(b− 1)

Γ(a)
z1−bM(a− b+ 1, 2− b, z)

= z−a
2F0(a, 1 + a− b; ;−1/z) ,

(2.4.31)
ahol |z| <∞ és b 6= 0,±1,±2, . . . képletek definiálnak.

Sok fontos függvény előálĺıtható hipergeometrikus függvények seǵıtségével,
ilyen például a nem teljes gamma-függvény és komplementere, melyekre

γ(a, z) = a−1za
1F1(a, 1 + a,−z) , (2.4.32)

Γ(a, z) = e−zU(1− a, 1− a, z) = e−zz−a
2F0(a, 1 + a− b; ;−1/z) . (2.4.33)





3. fejezet

Matematikai eredmények: a

2F2(a, a; a + l + 1, a− l; z)
függvény vizsgálata

Ezen fejezet tartalmazza a későbbiekben felhasználni ḱıvánt új matemati-
kai álĺıtásokat és azok bizonýıtásait, melyeket a [88] hivatkozású cikkben pub-
likáltunk. Sikerült feĺırnom a 2F2(a, a; a + l + 1, a − l; z) hipergeometrikus
függvény három ekvivalens alakját, ahol l nemnegat́ıv egész, z ∈ C\{0}, a ∈ C\Z
és Re[a] > 0. Ennek az eredménynek a függvény numerikus számı́tásában,
programozásában van jelentősége, megkönnýıti azt. Továbbá meghatároztam
a függvény aszimptotikáját. Eredményeim például a szóráselméleti felületi in-
tegrálos formalizmusban hasznosulhatnak.

A három ekvivalens alak megadásához szükségünk lesz a következő
lemmára.

3.1 Lemma. Legyen l nemnegat́ıv egész és Xl := {x ∈ Z | x6 l}. Ha z ∈
C\{0} és a ∈ C\Xl, akkor

l
∑

k=0

(−1)k

(

l

k

)

(l + 1)k(1− a)k 1F1(−k, a− k; z)
z−k

k!
=

= (−1)l
3F1(1− a,−l, l+ 1; 1;−1/z) .

(3.0.1)

33
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Bizonýıtás. A konfluens hipergeometrikus függvény defińıciójából adódóan a
fenti feltételek mellett

1F1(−k, a− k; z) =
k
∑

s=0

(−1)s

(

k

s

)

zs

(a− k)s
. (3.0.2)

Ezt felhasználva (3.0.1) bal oldalán a

l
∑

k=0

k
∑

s=0

(−1)k+s

(

l

k

)(

k

s

)

(l + 1)k(1− a)k

k!(a− k)s
zs−k (3.0.3)

képlethez jutunk, majd használva a jól ismert

k
∑

s=0

cs =
k
∑

s=0

ck−s (3.0.4)

és a könnyen belátható

l
∑

k=0

k
∑

s=0

ck,s =

l
∑

s=0

l
∑

k=s

ck,s =

l
∑

s=0

l−s
∑

k=0

cl−k,s (3.0.5)

formulákat, a (3.0.1) egyenlet bal oldalát szeparálhatóvá tehetjük, ı́gy a

(−1)l
l
∑

s=0

(

l

s

)

(l + 1)s(1− a)s
z−s

s!
εl(s) (3.0.6)

kifejezést kapjuk, ahol

εl(s) =

l−s
∑

k=0

(−1)k

(

l − s
k

)

(l + 1)l−ks!

(l + 1)s(l − k)!
. (3.0.7)

A
n
∑

r=0

(−1)r

(

n

r

)

Γ(r + g)

Γ(r + f)
=

Γ(n+ f − g)Γ(g)

Γ(f − g)Γ(n+ f)
(3.0.8)

(ld.: 0.160.2 [89]) formula révén εl(s) = 1, ı́gy a (3.0.6) összeg (−1)l
3F1(1 −

a,−l, l+ 1; 1;−1/z) lesz. 2

A három ekvivalens alakra vonatkozó álĺıtás a következő:
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3.2 Álĺıtás. Legyen l nemnegat́ıv egész, z ∈ C\{0}, a ∈ C\Z és Re[a] > 0,
ekkor 2F2(a, a; a+ l + 1, a− l; z) feĺırható a következő ekvivalens alakokban:

(−1)l (a)l+1

(1− a)l

l
∑

k=0

(−1)k

(

l

k

)

(l + 1)k

(a)k+1
1F1(a, a+ k + 1; z) , (3.0.9)

(−z)−a (a)l+1

(1− a)l

l
∑

k=0

(

l

k

)

(l + 1)k

k!
γ(a+ k,−z) z−k , (3.0.10)

(a)l+1

(1− a)l
(−z)−a

(

κ+
l (a, z) + ezκ−l (a, z)

)

, (3.0.11)

ahol

κ−l (a, z) = (−1)l+1
l
∑

n=0

(l + n)!

n!(l − n)!

(−1)n

zn
U(−a+ 1,−a− n+ 1,−z) (3.0.12)

és

κ+
l (a, z) = Γ(a) 3F1(a,−l, l+ 1; 1;−1/z). (3.0.13)

Itt U(a, b, z) a másodfajú konfluens hipergeometrikus függvény (ld.: (2.4.31)) és
γ(a, z) a nem teljes gamma-függvény (ld.: (2.4.13)).

Bizonýıtás. Először megmutatjuk, hogy a fenti feltételek mellett (3.0.9) és
(3.0.10) ekvivalensek. Használva a (2.4.32) és a (K-1) azonosságokat, (3.0.9)-re
azt kapjuk, hogy

(−z)−a (a)l+1

(1 − a)l

l
∑

k=0

k
∑

s=0

(−1)l+k+s

(

l

k

)(

k

s

)

(l + 1)k

k!
γ(a+ s,−z) (−z)−s .

(3.0.14)
Az összeget (3.0.5) seǵıtségével átrendezve a

(−z)−a (a)l+1

(1− a)l

l
∑

s=0

(−1)s

(

l

s

)

(l + 1)s

s!
γ(a+ s,−z) (−z)−s εl(s) (3.0.15)

alakhoz jutunk, ami a 3.1 lemma bizonýıtásában található εl(s) = 1 miatt
(3.0.10) lesz.



36
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Most megmutatjuk, hogy 2F2(a, a; a + l + 1, a − l; z) és (3.0.10) azonosak.
Használva a

pFq

(

(ap−1), σ + l
(bq−1), σ

∣

∣

∣

∣

z

)

=

l
∑

k=0

(

l

k

)

zk

(σ)k

∏

(ap−1)k
∏

(bq−1)k
p−1Fq−1

(

(ap−1) + k
(bq−1) + k

∣

∣

∣

∣

z

)

(3.0.16)
azonosságot (ld.: [90]) 2F2(a, a; a+ l + 1, a− l; z)-re azt kapjuk, hogy

(−z)−a
l
∑

k=0

l
∑

s=0

(−1)k+s

(

l

k

)(

l

s

)

(a)l+1

l!(a− l)k
γ(a+ k + s,−z) (−z)−s . (3.0.17)

A következő, k > 0-ra igaz formula könnyen levezethető a (2.4.15) alapján

γ(b+ k, z) = (b)kγ(b, z)− e−zzb
k−1
∑

m=0

(b)k

(b)m+1
zm , (3.0.18)

és k = 0-ra γ(b+ 0, z) = (b)0γ(b, z) = γ(b, z). A (3.0.18) egyenletben b = a+ s
választással és (3.0.17)-be való behelyetteśıtéssel azt kapjuk, hogy

(−z)−a (a)l+1

(1− a)l

l
∑

s=0

(−1)s

(

l

s

)

(l + 1)s

s!
γ(a+ s,−z) (−z)−s − (a)l+1

l!
ez×

×
l
∑

k=1

k−1
∑

m=0

(−1)k

(

l

k

)

Γ(a+ k)Γ(l +m+ 1− k)(−z)m

(a− l)kΓ(l + a+m+ 1)

1

Γ(−[k − 1−m])
.

(3.0.19)
Ennek levezetése során felhasználtuk a (3.0.8) azonosságot. Mivel l > k > 1
és k − 1 >m> 0, ı́gy k − 1 −m nemnegat́ıv egész. Azt kapjuk tehát, hogy a
kétszeres összeg (3.0.19)-ben eltűnik, ezért 2F2(a, a; a+ l+1, a− l; z) megegyezik
(3.0.10)-el.

Végül megmutatjuk, hogy (3.0.11) és (3.0.9) megegyeznek. A (2.4.31) alkal-
mazásával (3.0.11)-et az

(a)l+1

(1− a)l

(

l
∑

n=0

(−1)n+l

(

l

n

)

(l + 1)n

(a)n+1
1F1(a, a+ 1 + n; z) + (−z)−aΓ(a)εl(a, z)

)

(3.0.20)
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módon át́ırjuk, ahol

εl(a, z) = 3F1(a,−l, l+ 1; 1;−1/z)

− (−1)l
l
∑

n=0

(−1)n

(

l

n

)

(l + 1)n(a)n 1F1(−n,−a+ 1− n; z)
z−n

n!
.

(3.0.21)
A 3.1 lemma miatt εl(a, z) = 0, ı́gy (3.0.9) és (3.0.11) azonosságára jutunk.

2

A 2F2(a, a; a+ l+1, a− l; z) függvény aszimptotikáját adja meg a következő
álĺıtás.

3.3 Álĺıtás. Ha l ≥ 0 egész, a ∈ C és 0 < Re[a] < l+ 2, akkor 2F2(a, a; a+ l+
1, a− l; z) aszimptotikus alakja |z| → ∞ esetén a következő

2F2(a, a; a+ l + 1, a− l; z) ∼ (a)l+1

(1 − a)l
(−z)−aκ+

l (a, z)+

(−1)l (a)l+1

(1 − a)l

ez

z

∞
∑

n=0

(1− a)n(a)l

(a− n)l
3F2

(

−l, −l, −n
1, 1− a− l

∣

∣

∣

∣

1

)

1

zn
.

(3.0.22)

Bizonýıtás. Az aszimptotika kifejezéséhez (3.0.11)-et fogjuk használni.
A κ+

l (a, z) egy l-ed rendű polinom 1/z változóval, ennek megfelelően az
(a)l+1

(1−a)l
(−z)−aκ+

l (a, z) függvény z−a/zn aszimptotikus sorozathoz (ld.: [82])

tartozó aszimptotikus sornak tekinthető, amint |z| → ∞. A κ−l (a, z)
másodfajú konfluens hipergeometrikus függvények véges lineáris kombinációja
(ld.: (3.0.12)). Az U(a, b, z) függvény (K-2) aszimptotikus kifejezése alapján

κ−l (a, z) ∼ (−1)l (−z)a

z

∞
∑

n=0

l
∑

m=0

(−1)m (l +m)!

m!(l −m)!

(1− a)n(m+ 1)n

n!
z−(n+m) .

(3.0.23)
Legyen

Σl(a, z) ≡
∞
∑

n=0

l
∑

m=0

Φl
n,m(a) z−(n+m) , (3.0.24)

ahol

Φl
n,m(a) ≡ (−1)m (l +m)!

m!(l −m)!

(1− a)n(m+ 1)n

n!
. (3.0.25)
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Ekkor a ν = n+m, λ = m választással élve és figyelembe véve, hogy a végtelen
sor abszolút konvergens, elvégezzük a következő átrendezést:

Σl(a, z) = Φ0,0z
0

+ (Φ1,0 + Φ0,1)z
−1

. . .

+ (Φl−1,0 + Φl−2,1 + · · ·+ Φ0,l−1)z
−(l−1)

+

∞
∑

ν=l

z−ν
l
∑

λ=0

Φl
ν−λ,λ(a)

=

∞
∑

ν=0

z−ν

min{ν,l}
∑

λ=0

Φl
ν−λ,λ(a) .

(3.0.26)

Könnyen belátható, hogy

min{ν,l}
∑

λ=0

Φl
ν−λ,λ(a) = (1− a)ν 3F2

(

−l, l + 1, −ν
1, a− ν

∣

∣

∣

∣

1

)

(3.0.27)

a Re [a] > 0 konvergenciafeltétellel. Felhasználva a (3.0.16), aztán a

2F1(e, f ; g; 1) =
Γ(g)Γ(g − e− f)

Γ(g − e)Γ(g − f)
(3.0.28)

(ld.: 7.3.5 [86]) formulákat, a Re [g − e− f ] > 0 feltétel teljesülése esetén (ami
most egybeesik a Re [a] > 0 kritériummal)

min{ν,l}
∑

λ=0

Φl
ν−λ,λ(a) = (1− a)ν

(a)l

(a− ν)l
3F2

(

−l, −l, −ν
1, 1− a− l

∣

∣

∣

∣

1

)

(3.0.29)

adódik, és a konvergencia feltétele Re [2 + l + ν − a] > 0. Végül kapjuk, hogy

κ−l (a, z) ∼ (−1)l (−z)a

z

∞
∑

n=0

(1− a)n(a)l

(a− n)l
3F2

(

−l, −l, −n
1, 1− a− l

∣

∣

∣

∣

1

)

1

zn
.

(3.0.30)
2
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3.4 Megjegyzés. A (3.0.22) kifejezésben Re[z] < 0 esetén az első tag, mı́g
Re[z] > 0 esetén a második tag dominál. Nullához közeli Re[z]-re a két tag
összemérhető.

3.5 Megjegyzés. A 2F2(a1, a2; b1, b2; z) függvény aszimptotikus alakja meg-
található Luke [85] könyvében (ld.: 5.11.3 fejezet), ám az általunk használni
ḱıvánt paraméterekre nem alkalmazható. Kifejezhető azonban a 2F2(a, a; a +
l + 1, a − l; z) függvény a Meijer-féle G-függvény seǵıtségével is (ld.: (K-3)),
ennek megfelelően

2F2(a, a; a+l+1, a−l; z) =
(−1)l(a)l+1

(1 − a)l
G1,2

2,3

(

−z
∣

∣

∣

∣

1− a, 1− a
0, −a− l, l + 1− a

)

.

(3.0.31)
A Meijer-féle G-függvény aszimptotikája meghatározható az 5.10(10), 5.7.(13-
15) formulák és az 5.9.2 fejezet [85] alkalmazásával, ennek eredményeként
kapjuk, hogy

2F2(a, a; a+ l + 1, a− l; z) ∼ − (−1)l(a)l+1

(1− a)l
H2,3(−z). (3.0.32)

Majd az 5.11.1(18) és 5.11.3(4) [85] képleteket használva a

H2,3(−z) = −e
z

z

∞
∑

n=0

d(l)
n 2n 1

zn
(3.0.33)

azonossághoz jutunk, ahol d
(l)
n kieléǵıti a

4(n+1)d
(l)
n+1 = 2(2n2−n(2a−3)−l2−l−a+1)d(l)

n −n(n−l−a)(n+l+1−a)d(l)
n−1

(3.0.34)
(ld.: 5.11.3(6) [85]) rekurziót a

d
(l)
0 = 1 , d

(l)
1 =

1

2

(

1− l2 − l− a
)

(3.0.35)

(ld.: 5.11.1(18-20) [85]) kezdeti értékekkel. A kapott aszimptotikus kifejezés a
Re[z] > 0 tartományban érvényes.
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3.6 Álĺıtás. Ha l és n nemnegat́ıv egészek, valamint a ∈ C és 0 < Re[a] < l+2
teljesülnek, akkor

d(l)
n =

(1− a)n(a)l

2n(a− n)l
3F2

(

−l, −l, −n
1, −a− l+ 1

∣

∣

∣

∣

1

)

. (3.0.36)

Bizonýıtás. Teljes indukcióval bizonýıtunk. Az n = 0, 1, 2 esetek könnyen
igazolhatók. Feltéve, hogy (3.0.36) igaz az n = s és n = s+ 1 esetekre, az

(s+ 2)(s+ 2− l − a)3F2

(

−l, −l, −s− 2
1, −a− l + 1

∣

∣

∣

∣

1

)

=

[

2(s+ 1)2 − (s+ 1)(2a− 3)− l2 − l − a
]

3F2

(

−l, −l, −s− 1
1, −a− l + 1

∣

∣

∣

∣

1

)

− (s+ 1)(s+ 2 + l − a)3F2

(

−l, −l, −s
1, −a− l+ 1

∣

∣

∣

∣

1

)

formulával (ld.: [91]) igazolható az n = s+ 2 eset is. 2

3.7 Következmény. A 3.6 álĺıtásból látható, hogy az általunk bevezetett
(3.0.22) aszimptotika második tagja, ami a Re[z] > 0 tartományban dominál; és
a Luke könyvében megadott (3.0.32) aszimptotika, ami ugyancsak a Re[z] > 0
tartományban érvényes, megegyeznek.

Coulomb-kölcsönhatás hiányában a CDPW śıkhullám alakú lesz, ennek bi-
zonýıtásában seǵıt a 3.8 lemma.

3.8 Lemma. Legyen l nemnegat́ıv egész, z ∈ C\{0}, a ∈ C\Z és Re[a] > 0,
ekkor

lim
a→1

(1− a)l 2F2(a, a; a+ l + 1, a− l; z) = il(l + 1)! ez/2jl(iz/2). (3.0.37)

Bizonýıtás. A (K-4) és (K-5) képletek felhasználásával könnyen belátható,

hogy (1)l+1e
zκ−l (1, z)/z = −il(l + 1)! ez/2h

(2)
l (iz/2)/2 és (1)l+1κ

+
l (1, z)/z =

−il(l + 1)! ez/2h
(1)
l (iz/2)/2. Ezekből és (3.0.11)-ből következik az álĺıtás. 2



4. fejezet

A háromdimenziós
Coulomb-módośıtott
śıkhullám vezető rendű
aszimptotikája

Ebben a fejezetben a [88] cikk fő eredményéről lesz szó, azaz a
háromdimenziós Coulomb-módośıtott śıkhullám vezető rendű aszimptotikájának
meghatározásáról.

A Coulomb-módośıtott śıkhullámnak a felületi integrálos formalizmusban
van nagy jelentősége, melyet a 2.1.3 fejezet tárgyal. A CDPW háromdimenziós
vezető rendű aszimptotikáját disztribúciós értelemben Kadyrov és mun-
katársai [21, 22] már megadták a Taylor [16] hivatkozású munkájában tárgyalt
függvénytéren (ld.: (4.0.13)). Ezt az eredményt speciális esetként adja vissza
az általunk levezetett aszimptotikus formula.

A CDPW-t

eikr(kr ∓ kr)±iγ =

∞
∑

l=0

(2l + 1)τ
(±)
l (γ, kr)Pl(cos(ϑ)) (4.0.1)

formában ı́rhatjuk fel parciális hullámok seǵıtségével, ahol a felső előjelek a
poszt, az alsók pedig a prior alakhoz tartoznak. A k és r vektorok által
bezárt szöget ϑ, a Sommerfeld-paramétert γ, az impulzusvektort k, valamint

41
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a Legendre-polinomot Pl(x) jelöli. A radiális τ
(±)
l (γ, kr) függvényt a

τ
(±)
l (γ, kr) =

1

2
(kr)±iγ

∫ 1

−1

e±ikrx(1 ∓ x)±iγPl(x)dx (4.0.2)

integrállal számolhatjuk. A (4.0.2) és a (K-6) képletek felhasználásával kapjuk,
hogy

τ
(+)
l (γ, kr) =

(−iγ)l

(1 + iγ)l+1
(2kr)iγeikr×

× 2F2(1 + iγ, 1 + iγ; l+ 2 + iγ, 1 + iγ − l;−2ikr)

(4.0.3)

és

τ
(−)
l (γ, kr) =(−1)l (iγ)l

(1− iγ)l+1
(2kr)−iγe−ikr×

× 2F2(1− iγ, 1− iγ; l+ 2− iγ, 1− iγ − l; 2ikr) ,
(4.0.4)

ahol (a)n a Pochhammer-szimbólum, a 2F2 pedig egy általánośıtott hipergeo-
metrikus függvény [84, 87]. A (4.0.3) és a (4.0.4) következménye az, hogy

τ
(−)
l (γ, kr) = (−1)lτ

(+)
l (γ, kr)∗ . (4.0.5)

A CDPW poszt alakja esetén az a = 1 + iγ és z = −2ikr (a prior alak esetén
az a = 1− iγ és z = 2ikr) helyetteśıtéssel élve a 3.2 álĺıtásban, és felhasználva
a (4.0.3) kifejezést a

τ
(+)
l (γ, kr) =

eikr+γπ/2

2ikr

l
∑

n=0

(−1)n

(

l

n

)

(l + 1)n

n!
γ(1 + iγ + n, 2ikr)(2ikr)−n ,

(4.0.6)

τ
(+)
l (γ, kr) =(−1)l(2kr)iγeikr×

×
l
∑

n=0

(−1)n

(

l

n

)

(l + 1)n

(1 + iγ)n+1
1F1(1 + iγ, 2 + iγ + n;−2ikr) ,

(4.0.7)

τ
(+)
l (γ, kr) =

eγπ/2

2ikr

(

eikrκ+
l (1 + iγ,−2ikr) + e−ikrκ−l (1 + iγ,−2ikr)

)

(4.0.8)

ekvivalens kifejezéseket kapjuk a poszt alakra.
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Coulomb-erő hiányában (γ = 0) a CDPW śıkhullám alakot vesz fel. A 3.8

lemma felhasználásával az l-edik parciálishullám-komponensre a τ
(±)
l (0, kr) =

iljl(kr) – elvárt – eredményt kapjuk, a poszt és prior alakok pedig megegyeznek.

A 3.3 álĺıtás felhasználásával, és r →∞ figyelembevételével jutunk a

τ
(+)
l (γ, kr) ∼ e

ikr

2ikr
eγπ/2 Γ(1 + iγ) 3F1

(

1 + iγ,−l, l+ 1; 1; (2ikr)−1
)

− e−ikr

2ikr
(2kr)iγ(−1)l

∞
∑

n=0

d(l)
n

1

(−ikr)n

(4.0.9)

és a

τ
(−)
l (γ, kr) ∼− (−1)l e

−ikr

2ikr
eγπ/2 Γ(1 − iγ) 3F1

(

1− iγ,−l, l+ 1; 1; (−2ikr)−1
)

+
eikr

2ikr
(2kr)−iγ

∞
∑

n=0

(

d(l)
n

)∗ 1

(ikr)n

(4.0.10)

aszimptotikus formulára. A d
(l)
n a (3.0.34-3.0.35) rekurziónak tesz eleget, és

feĺırható zárt alakban is (ld.: (3.0.36)). A poszt alak képletében Re[−ikr] < 0
esetén az első tag, Re[−ikr] > 0 esetén pedig a második tag dominál. A prior
alak képletében Re[ikr] < 0 esetén a második tag, Re[ikr] > 0 esetén pedig az
első tag dominál.

Megjegyezzük, hogy a (4.0.9) és (4.0.10) formulák – a τ
(±)
l (γ, kr) explicit ta-

nulmányozását kikerülve – közvetlenül a (4.0.2) egyenletből is származtathatók
a [92] könyv 227. álĺıtásának felhasználásával.

A háromdimenziós Coulomb-módośıtott śıkhullám vezető rendű aszimpto-
tikáját kapjuk, ha a (4.0.9) és (4.0.10) formulákat behelyetteśıtjük a (4.0.1)
képletbe, és csak a vezető rendű tagot hagyjuk meg, ı́gy az

eikr(kr∓kr)±iγ ∼ ± 2π

ikr

(

e±ikreγπ/2Γ(1± iγ)δ(r̂∓ k̂)− e∓ikr(2kr)±iγδ(r̂± k̂)
)

(4.0.11)
eredményhez jutunk.

Ismert, hogy a prior alakot meg kell kapjuk a poszt alakból, ha a teljes
kifejezésre vonatkozólag elvégezzük a következő két műveletet: k kicserélése
−k-ra és komplex konjugálás. Ez a szabály az általunk adott (4.0.11) formulára
teljesül.

Coulomb-kölcsönhatás hiányában a (4.0.11) háromdimenziós aszimptotikus
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kifejezés a jól ismert [77]

eikr ∼ 2π

ikr

(

eikrδ(r̂− k̂)− e−ikrδ(r̂ + k̂)
)

(4.0.12)

alakot ölti, ami szintén elvárható volt.
A (4.0.11) formula – első tagjának eltűnésével – a D± teszt-függvénytéren a

Kadyrov [22] cikkében a (197) és (198) egyenletekkel megadott

eikr(kr ∓ kr)±iγ ∼ ∓ 2π

ikr
e∓ikr(2kr)±iγδ(r̂± k̂) (4.0.13)

alakba megy át, azaz speciális esetként tartalmazza azt.



5. fejezet

Hatékony FORTRAN–90
kód a

2F2 (a, a; a + l + 1, a− l; z)
függvény numerikus
számı́tásához

A (4.0.3) és (4.0.4) képletekben látható, hogy a CDPW megadható a

2F2 (a, a; a+ l + 1, a− l; z) függvény seǵıtségével. Ez motiválta munkám jelen
fejezetének elkésźıtését. Olyan FORTRAN–90 kódot ı́rtam a fizikusok vagy
bárki más számára, mely a fenti függvényt számolja. Mivel sikerült a CDPW-
hez szükségesnél általánosabb esetben megadnom az emĺıtett hipergeometrikus
függvény numerikusan használhatóbb három ekvivalens alakját és aszimpto-
tikáját, ı́gy erre az általánosabb esetre ı́rtam programot, remélve, hogy más fe-
ladatok elvégzésére is alkalmas lesz. Tudomásom szerint ehhez hasonló forráskód
nem létezik, amit az is valósźınűśıt, hogy saját matematikai eredményeimet is
használtam meǵırásához. A FORTRAN kódon ḱıvül késźıtettem Mathema-
tica programot is. Algoritmusuk megegyezik. Az itt található eredmények
publikálása a dolgozat bekötésének időpontjában még nem történt meg, de
remélhetőleg a védésig megjelenik valamelyik folyóiratban.

A FORTRAN program meǵırása során felhasználtam kutatási célra szabadon

45
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FÜGGVÉNY NUMERIKUS SZÁMÍTÁSÁHOZ

hozzáférhető két kódot, melyekkel a gamma-függvényt és a nem teljes gamma-
függvény komplementerét lehet számolni.

A komplex gamma-függvényt számoló FORTRAN–90 nyelven ı́rt cgamma
nevű szubrutin forrása az A. H. Morris által késźıtett CGAMMA nevű
FORTRAN–77 szubrutin, ami a Naval Surface Warfare Center (NSWC) Lib-
rary of Mathematics Subroutines könyvtárában szabadon elérhető. A [93–95]
munkákban található a CGAMMA algoritmusának pontos léırása, itt csak
annyit emĺıtek meg róla, hogy legfeljebb 14 tizedesjegy pontossággal képes
számolni. A FORTRAN–90 nyelven ı́rt cgamma.f90 verziót Alan Miller
késźıtette [96], tulajdonképpen csak konvertálta a CGAMMA-ból.

A komplex nem teljes gamma-függvény komplementerét számoló FORTRAN–
90 nyelven ı́rt cincgam.f90 nevű kódot szintén Alan Miller [96] konvertálta át az
Eric Kostlan és Dmitry Gokhman által késźıtett FORTRAN–77 nyelvű algorit-
musból [97]. Ez a kód tetszőleges pontossággal számol és leginkább a (2.4.19)
lánctörtet használja (bővebben ld.: [97]).

Annak ellenére, hogy a nem teljes gamma-függvény komplementeréből maga
a gamma-függvény is számolható, az általunk ı́rt kód a fenti két külön algorit-
must használja ezek kiszámı́tására. Ennek az az oka, hogy a gamma-függvényt
számoló algoritmus gyorsabb, ı́gy a pontosság csökkenésének árán ugyan, de
gyorsabb algoritmust kapunk. A CDPW számı́tásánál ez az ésszerű döntés, hi-
szen általában sokszor kell kiszámı́tani a függvény értékét. Ellentétes érdekek
esetén könnyen kicserélhetőek a felhasznált algoritmusok.

Az emĺıtett fizikai alkalmazásokhoz nem szükséges foglalkozni a nagy pa-
raméterek esetével, mivel ezekben jellemzően l < 20 és |a| < 100. Foglalkozni
kell azonban a z változó kis és nagy értékeivel, ezért |z| < 1 esetre bevezettem
egy olyan közeĺıtést (ld.: 5.1 rész), amely a hipergeometrikus függvény végtelen
sorát használja, valamint aszimptotikus z esetére (ld.: 5.2 rész) alkalmaztam a
(3.0.11) kifejezést.

A Hyp2F2 (programom neve) általában (|z|> 1 és z-ben nem aszimptotikus
tartományokban) a

2F2 (a, a; a+ l + 1, a− l; z) = (−z)−a (a)l+1

(1− a)l

l
∑

k=0

(

l

k

)

(l + 1)k

k!
γ(a+k,−z) z−k

(5.0.1)
alakot használja (ld.: (3.0.10)) a hipergeometrikus függvény értékének
kiszámı́tásához. Ezen formula nagy előnye, hogy viszonylag kevés (l < 20),
numerikusan gyorsan és pontosan számolható tag összegeként áll elő közeĺıtések
nélkül, ı́gy a tekintett fizikai alkalmazásokhoz ideális algoritmus elkésźıtését teszi
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lehetővé.
A Hyp2F2 bármely z ∈ C\{0}-re l ≥ 0 egész, a ∈ C\Z és Re[a] > 0 feltételek

teljesülése esetén működik jól.

5.1. |z| < 1

Itt tehát a |z| < 1 esetet fogjuk tárgyalni, de nem a fenti feltételek mellett.
A Hyp2F2 |z| < 1 és z ∈ C esetén az l ≥ 0 egész és a ∈ C\Z feltételek mellett
ad helyes eredményt. Az átláthatóság kedvéért vezessük be az

F22(a, l, z) ≡ 2F2 (a, a; a+ l + 1, a− l; z) (5.1.1)

jelölést.
Az F22(a, l, z) függvény analitikus ezen a tartományon, ı́gy létezik a Taylor-

sora – tulajdonképpen ezzel van definiálva (ld.: (2.4.20)). Feĺırhatjuk az

F22(a, l, z) =

n
∑

k=0

F
(k)
22 (a, l, z = 0)

k!
zk +Rn (5.1.2)

formában, ahol F
(k)
22 (a, l, z = 0) az F22(a, l, z) függvény k-adik z szerinti de-

riváltja a z = 0 helyen, Rn a hibatag. A (2.4.26) és (2.4.29) azonosságokat az
előző kifejezésben felhasználva azt ı́rhatjuk, hogy

F22(a, l, z) ∼
n
∑

k=0

(a)2k
(a+ l + 1)k(a− l)k

zk

k!
± |Rn| . (5.1.3)

Jól ismert, hogy az |Rn| abszolút hibára igaz a következő [98]:

|Rn|6
Mrc
rc − |z|

( |z|
rc

)n+1

, (5.1.4)

ahol rc-t választhatjuk rc = |z|+δc módon, ahol δc > 0 valós szám. Az M pedig
olyan pozit́ıv valós szám, hogy a z = 0 középpontú és rc sugarú C kör bármely
zc pontjára az |F22(a, l, zc)|6M reláció igaz legyen.

Ha meg tudjuk határozni az M értékét adott z esetén, akkor az F22(a, l, z)
abszolút konvergenciája és végtelen konvergenciasugara miatt tetszőleges ε > 0-
ra tudunk mondani egy olyan N0 természetes számot, hogy bármely N > N0

természetes számra
Mrc
rc − |z|

( |z|
rc

)N+1

< ε (5.1.5)
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teljesüljön. A legkisebb ilyen N0:

N0 =

⌈

ln [ε (1− |z|/rc) /M ]

ln [|z|/rc]
− 1

⌉

, (5.1.6)

ahol d e a felső egészrészt jelöli. Ezzel az abszolút hibát elvben tetszőlegesen
kicsivé tehetjük.

Vezessük be az

fi(z) ≡
(a)2i

(a+ l + 1)i(a− l)i

zi

i!
(5.1.7)

jelölést, amivel F22(a, l, z) az

F22(a, l, z) =
∞
∑

i=0

fi(z) (5.1.8)

módon ı́rható. A hányadoskritérium, sőt a

qn ≡
∣

∣

∣

∣

fn+1(z)

fn(z)

∣

∣

∣

∣

−−−−→
n→∞

0 (5.1.9)

teljesülése miatt |z| <∞ esetén adott 0 < q < 1 valós számhoz létezik olyan nf

természetes szám, hogy bármely n > nf természetes számra
∣

∣

∣

∣

fn+1(z)

fn(z)

∣

∣

∣

∣

< q . (5.1.10)

Emiatt igaz az

|F22(a, l, z)| =
∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

i=0

fi(z)

∣

∣

∣

∣

∣

<

∣

∣

∣

∣

∣

∣

nf−1
∑

i=0

fi(z)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣fnf
(z′c)

∣

∣

1− q (5.1.11)

felső korlátot adó egyenlőtlenség, ha |z| < |z′c|. Itt ugyanis az nf -edik tagtól
kezdve kihasználtuk, hogy |fnf+m| < |fnf

|qm, m = 1, 2, . . . . Nekünk a C kör
minden pontjára érvényes felső korlátra van szükségünk, ezért az

|F22(a, l, zc)| <
nf−1
∑

i=0

|fi(zc)|+
∣

∣fnf
(z′c)

∣

∣

1− q (5.1.12)

egyenlőtlenségre alapozva válasszuk M -et a következőnek:

M ≡
nf−1
∑

i=0

∣

∣

∣

∣

(a)2i
i!(a+ l + 1)i(a− l)i

∣

∣

∣

∣

rc
i +

∣

∣

∣

∣

(a)2nf

nf !(a+l+1)nf
(a−l)nf

∣

∣

∣

∣

r′c
nf

1− q , (5.1.13)
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ahol rc < r′c = |z′c| = rc + δ′c és δ′c > 0 valós szám. Tehát ha tudunk mondani
egy olyan nf -et, hogy bármely n> nf -re qn < q < 1, ahol q-t előre megadtuk,
akkor kiszámolhatjuk M -et (5.1.13)-ból. Természetesen minél kisebb M elérése
a cél, ezt pedig a q és nf paraméterek optimalizálásával érhetjük el. Kisebb q-ra
nf nagyobb lesz és ford́ıtva.

Tehát adott a, l és z′c esetén

qn =
|z′c|
n+ 1

c22
c1c3

, (5.1.14)

ahol
c1 ≡

√

(Re[a] + n− l)2 + Im[a]2 , (5.1.15)

c2 ≡
√

(Re[a] + n)2 + Im[a]2 , (5.1.16)

c3 ≡
√

(Re[a] + n+ l + 1)2 + Im[a]2 . (5.1.17)

Az a ∈ C\Z feltétel miatt c1 6= 0 és c3 6= 0. Vezessük be az x ≡ Re[a] + n
jelölést. Módszerünk lényege az lesz, hogy az x-re nézve bevezetünk három
intervallumot, melyeken a

|z′c|
q

c22
c1c3

− 1 (5.1.18)

kifejezést fölülről becsüljük egy-egy konstanssal. A három intervallum

x ∈]−∞, χB[ , (5.1.19)

x ∈ [χB, χA[ , (5.1.20)

x ∈ [χA,+∞[ , (5.1.21)

a három felső korlát pedig rendre

Bmax
δ

|z′c|
q
− 1 , (5.1.22)

Amax
δ

|z′c|
q
− 1 , (5.1.23)

2
|z′c|
q
− 1 (5.1.24)

lesz. A χA, χB, Amax
δ , Bmax

δ meghatározását később végezzük el, egyenlőre az a
fontos, hogy χA és χB valós számok, és a – pozit́ıv valós – felső korlátok értéke
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a fenti sorrendben monoton csökken. Ekkor könnyen látszik, hogy megadhatjuk
nf -et az

nf =







































⌈

Bmax
δ

|z′

c|
q − 1

⌉

, ha Re[a] < χB −Bmax
δ

|z′

c|
q + 1

dχB − Re[a]e , ha χB −Bmax
δ

|z′

c|
q + 1 6 Re[a] < χB −Amax

δ
|z′

c|
q + 1

⌈

Amax
δ

|z′

c|
q − 1

⌉

, ha χB −Amax
δ

|z′

c|
q + 1 6 Re[a] < χA −Amax

δ
|z′

c|
q + 1

dχA − Re[a]e , ha χA −Amax
δ

|z′

c|
q + 1 6 Re[a] < χA − 2

|z′

c|
q + 1

⌈

2
|z′

c|
q − 1

⌉

, ha χA − 2
|z′

c|
q + 1 6 Re[a]

(5.1.25)
módon.

A továbbiakban a c22/(c1c3) kifejezéssel fogunk foglalkozni, pontosabban felső
becslést adunk rá, és meghatározzuk az imént bevezetett χA, χB, Amax

δ és Bmax
δ

értékeit.
Könnyen belátható, hogy

• ha c1 < c2, akkor c1 < c2 < c3,

• ha c1 > c2 és c3 < c2, akkor c3 < c2 6 c1,

• ha c1 > c2 és c3 > c2, akkor c22/(c1c3) 6 1,

és az is, hogy

• 0 < c1 < c2 < c3 akkor és csak akkor, ha l/2 < x,

• 0 < c3 < c2 6 c1 akkor és csak akkor, ha x < −(l + 1)/2,

• c22/(c1c3) 6 1 biztos igaz, ha −(l+ 1)/2 6 x6 l/2.

Tehát a −(l+ 1)/2 6 x6 l/2 intervallumra van egy felső korlátunk.
Foglalkozzunk most az x > l/2 esettel. Ekkor a

c′3 ≡
√

(x+ l)2 + Im[a]2 (5.1.26)

és

A(x) ≡ c22
c1c′3

(5.1.27)

defińıciók bevezetésével a következő

c22
c1c3

< A(x) (5.1.28)
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felülről korlátozó kifejezést kapjuk. Az A(x) nem konstans függvény, de a
számunkra fontos esetben tudunk rá analitikus úton pontos felső korlátot adni.
Ha l = 0, akkor A(x) = 1. Önkényesen azt mondhatjuk, hogy nekünk megfelel,
ha a 2 a c22/(c1c3) kifejezés felső korlátja, mert ekkor elég kis nf -et kapunk.
Fontos, hogy a {Bmax

δ , Amax
δ , 2} sorozat monoton csökkenő legyen, mivel min-

den n> nf esetén igaznak kell lennie a felső korlátnak. Vizsgáljuk az A(x)
függvényt úgy, mintha x folytonos változó lenne, ti. adott a-ra csak n változik,
tehát ebből a szempontból diszkrét változóról van szó. Ekkor azt kapjuk, hogy
A(x) > 2 akkor és csak akkor, ha l > 0, |Im[a]| < l/

√
12 és xA

2 < x < xA
1 , ahol

xA
1 =

√

4

3
l2 − Im[a]2 +

2

3
l
√

l2 − 12Im[a]2 ,

xA
2 =

√

4

3
l2 − Im[a]2 − 2

3
l
√

l2 − 12Im[a]2 .

(5.1.29)

Minden más esetben A(x) 6 2. A függvény maximumának helye:

xA
max =

√

l2 + 3Im[a]2 . (5.1.30)

Az A(x) függvény xA
max bal oldalán szigorúan monoton nő, jobb oldalálán szi-

gorúan monoton csökken x > l/2 és l > 0 esetén. χA-t úgy választjuk,
hogy x> χA esetén A(x) 6 2 legyen. Figyelembe véve a numerikus pontat-
lanságokból eredő hibát, a

χA =

{ ⌈

xA
1

⌉

, ha l > 0 és |Im[a]| < l/
√

12
dl/2e egyébként

(5.1.31)

választással élünk.
Vezessük be a

δ ≡ Re[a]− bRe[a]c (5.1.32)

jelölést (δ ∈ [0, 1[), ahol b c az alsó egészrész. A pontos felső korlát meg-
határozásához kihasználjuk, hogy rögźıtett a-ra x = bRe[a]c + δ + n, tehát
n = 0-ról indulva x diszkrét értékeit kapjuk, és csak ezeket figyelembe véve kell
meghatároznunk l > 0 és |Im[a]| < l/

√
12 eseténA(x) maximumát. Nyilvánvaló,

hogy ha
⌊

xA
max

⌋

+δ < xA
max, akkor

⌊

xA
max

⌋

+1+δ > xA
max, és ha

⌊

xA
max

⌋

+δ > xA
max,

akkor
⌊

xA
max

⌋

− 1 + δ < xA
max. Az is világos, hogy adott δ-ra, ha létezik olyan

x, hogy xA
2 < x < xA

1 , akkor A(x) a δ-hoz tartozó legnagyobb értékét az
⌊

xA
max

⌋

− 1 + δ,
⌊

xA
max

⌋

+ δ és
⌊

xA
max

⌋

+ 1 + δ helyek valamelyikén veszi fel.
Nem biztos azonban, hogy ezen helyek mindegyike az ]xA

2 , x
A
1 [ intervallumba
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esik, tehát az sem, hogy nagyobbak l/2-nél, ezért egy kicsit körülményesen tud-
juk csak megadni a maximumot. Az A(x) függvény Amax

δ felső korlátja tehát:

Amax
δ =























max
{

A
(⌊

xA
max

⌋

+ 1 + δ
)

, 2
}

, ha f1
A

max
{

A
(⌊

xA
max

⌋

+ δ
)

, A
(⌊

xA
max

⌋

+ 1 + δ
)}

, ha f2
A

max
{

A
(⌊

xA
max

⌋

+ δ
)

, 2
}

, ha f3
A

max
{

A
(⌊

xA
max

⌋

− 1 + δ
)

, A
(⌊

xA
max

⌋

+ δ
)}

, ha f4
A

2 egyébként,

(5.1.33)

ahol

f0
A : l > 0 és |Im[a]| < l/

√
12

f1
A : f0

A és δ 6 xA
2 −

⌊

xA
max

⌋

f2
A : f0

A és δ < xA
max −

⌊

xA
max

⌋

és δ > xA
2 −

⌊

xA
max

⌋

f3
A : f0

A és δ > xA
max −

⌊

xA
max

⌋

és δ 6 xA
2 + 1−

⌊

xA
max

⌋

f4
A : f0

A és δ > xA
max −

⌊

xA
max

⌋

és δ > xA
2 + 1−

⌊

xA
max

⌋

.

(5.1.34)

Hasonló eljárást alkalmazva meghatározhatjuk χB és Bmax
δ értékeit az x <

−(l + 1)/2 esetben. Ekkor

c22
c1c3

6
c2
c3
, (5.1.35)

mivel c2/c1 6 1. Legyen

B(x) ≡ c2
c3
. (5.1.36)

A felső korlátok monoton csökkenésének szükségessége miatt a B(x) > Λ kife-
jezést vizsgáljuk, ahol Λ = Amax

δ > 2. Erre kapjuk, hogy B(x) > Λ akkor és

csak akkor igaz, ha |Im[a]| < (l+1)Λ
Λ2−1 és xB

2 < x < xB
1 , ahol

xB
1 =− (l + 1)Λ2

Λ2 − 1
+

√

(l + 1)2Λ2

(Λ2 − 1)2
− Im[a]2 ,

xB
2 =− (l + 1)Λ2

Λ2 − 1
−
√

(l + 1)2Λ2

(Λ2 − 1)2
− Im[a]2 .

(5.1.37)

Minden más esetben B(x) 6 Λ. A függvény maximumának helye:

xB
max = − l+ 1

2
−

√

(

l + 1

2

)2

+ Im[a]2 . (5.1.38)
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Legyen továbbá

χB =

{

⌈

xB
1

⌉

, ha |Im[a]| < (l+1)Λ
Λ2−1

⌈

− l+1
2

⌉

egyébként.
(5.1.39)

A B(x) függvény Bmax
δ felső korlátja:

Bmax
δ =























max
{

B
(⌊

xB
max

⌋

− 1 + δ
)

,Λ
}

, ha f1
B

max
{

B
(⌊

xB
max

⌋

+ δ
)

, B
(⌊

xB
max

⌋

− 1 + δ
)}

, ha f2
B

max
{

B
(⌊

xB
max

⌋

+ δ
)

, B
(⌊

xB
max

⌋

+ 1 + δ
)}

, ha f3
B

max
{

B
(⌊

xB
max

⌋

+ δ
)

,Λ
}

, ha f4
B

Λ egyébként,

(5.1.40)

ahol

f0
B : l > 0 és |Im[a]| < (l+1)Λ

Λ2−1

f1
B : f0

B és δ > xB
1 −

⌊

xB
max

⌋

f2
B : f0

B és δ > xB
max −

⌊

xB
max

⌋

és δ < xB
1 −

⌊

xB
max

⌋

f3
B : f0

B és δ < xB
max −

⌊

xB
max

⌋

és δ < xB
1 − 1−

⌊

xB
max

⌋

f4
B : f0

B és δ < xB
max −

⌊

xB
max

⌋

és δ > xB
1 − 1−

⌊

xB
max

⌋

.

(5.1.41)

Az l = 0 esetén lehet és érdemes az egyszerűbb

Bmax
δ = max

{

B
(⌊

xB,0
max

⌋

− 1 + δ
)

, B
(⌊

xB,0
max

⌋

+ δ
)

, B
(⌊

xB,0
max

⌋

+ 1 + δ
)

, 2
}

(5.1.42)
kifejezést használni, ahol

xB,0
max = −1

2
−
√

1 + 4Im[a]2

2
. (5.1.43)

Összefoglalva, először meghatározzuk Amax
δ -ot (5.1.33) alapján, majd Bmax

δ -
ot (5.1.40) és (5.1.42) alapján, azután χA-t (5.1.31) és χB-t (5.1.39) alapján.
Ezután megadjuk az (5.1.10)-beli 0 < q < 1 értékét, és előálĺıtjuk nf -et az
(5.1.25) által megadott módon.

5.2. Aszimptotika

A 2F2 (a, a; a+ l + 1, a− l; z) függvény aszimptotikáját a (3.0.11) alak
aszimptotikájával adtuk meg a 3.3 álĺıtásban. Most ennek az aszimptotikának
egy átrendezett alakját fogjuk használni, pontosabban a (3.0.23) képletet azzal
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a különbséggel, hogy a végtelen összegben az első M tagot tartjuk meg, a ma-
radékra pedig F. W. J. Oliver [99] munkájában léırt hibabecslést használjuk.
Ez a cikk a másodfajú konfluens hipergeometrikus függvények aszimptotikus
sorának hibatagjával foglalkozik. Tehát a (3.0.11) alakra lesz szükségünk.
Emlékeztetőül:

2F2 (a, a; a+ l + 1, a− l; z) =
(a)l+1

(1 − a)l
(−z)−a

(

κ+
l (a, z) + ezκ−l (a, z)

)

,

(5.2.1)
ahol

κ−l (a, z) = (−1)l+1
l
∑

k=0

(l + k)!

k!(l − k)!
(−1)k

zk
U(−a+ 1,−a− k + 1,−z) (5.2.2)

és
κ+

l (a, z) = Γ(a) 3F1(a,−l, l+ 1; 1;−1/z) . (5.2.3)

A következőkben Oliver hibabecslésével foglalkozunk. Tekintsük az
U(f, g, z) másodfajú konfluens hipergeometrikus függvényt, és legyen r =
|g − 2f |. Akkor fogadjuk el, hogy z az aszimptotikus tartományba esik, ha
az 5.1 ábrán szemléltetett tartományokkal kifejezve teljesül, hogy z ∈ R1∪R2∪
R2 ∪R3 ∪R3.

Az U(f, g, z) függvényt az

U(f, g, z) = z−f
n−1
∑

s=0

(f)s (f − g + 1)s

s!
(−z)−s + εn(z) (5.2.4)

alakban ı́rjuk föl (ld.: [84]), ahol az abszolút hibára az

|εn(z)| 6 2αCn

∣

∣

∣

∣

(f)n (f − g + 1)n

n!zf+n

∣

∣

∣

∣

exp

(

2αρC1

|z|

)

(5.2.5)

felső korlát adható, továbbá

Cn =







1 , ha z ∈ R1

χ(n) , ha z ∈ R2 ∪R2
(

χ(n) + σν2n
)

νn , ha z ∈ R3 ∪R3

(5.2.6)

ahol

σ =

∣

∣

∣

∣

g − 2f

z

∣

∣

∣

∣

, (5.2.7)
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5.1. ábra. Az R1, R2, R2, R3, R3 olyan tartományokat jelölnek, melyeket
már aszimptotikusnak tekintünk. A besat́ırozott rész a nem aszimptotikus tar-
tomány.

ν =

(

1

2
+

1

2

√

1− 4σ2

)− 1
2

, (5.2.8)

χ(n) =
√
π Γ

(

1

2
n+ 1

)

/Γ

(

1

2
n+

1

2

)

. (5.2.9)

Ha z ∈ R1 ∪R2 ∪R2, akkor

α =
1

1− σ , (5.2.10)

β =
1− σ2 + σ|z|−1

2(1− σ)
, (5.2.11)

ρ = 1
2

∣

∣2f2 − 2fg + f
∣

∣+
σ(1 + 1

4σ)

(1− σ)2
. (5.2.12)
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Ha z ∈ R3∪R3, akkor ki kell cserélni (5.2.10), (5.2.11) és (5.2.12)-ben σ-t νσ-ra
és |z|−1-t ν|z|−1-re (ld.: [100]).

Adott U(−a+ 1,−a− k + 1,−z) esetén a tartományok

R1 = {z ∈ C : Re[z] 6 − r}
R2 ∪R2 = {z ∈ C : |Im[z]|> r és Re[z] > 0}∪

∪ {z ∈ C : −r < Re[z] < 0 és |z|> r}
R3 ∪R3 = {z ∈ C : |Im[z]| < r és Re[z] > 0 és |z|> 2r}

(5.2.13)

lesznek, ahol r = |a − k − 1|. Ha minden k-ra azonos n-et választunk, azaz
minden U(−a + 1,−a − k + 1,−z) függvényt azonos számú tag összegeként
ı́runk fel, mégpedig M tag összegeként (n = M), akkor

κ−l (a, z) = (−1)l+1
l
∑

k=0

(l + k)!

k!(l − k)!
(−1)k

zk
U(−a+ 1,−a− k + 1,−z)

=
(a)l+1

(1− a)l
(−1)l+1

l
∑

k=0

(l + k)!

k!(l − k)! e
z(−z)−k−1

M−1
∑

s=0

(1− a)s (k + 1)s

s!
z−s+

+HM (a, l, z) ,
(5.2.14)

ahol

HM (a, l, z) ≡ (a)l+1

(1− a)l
(−1)l+1

l
∑

k=0

(l + k)!

k!(l − k)! e
z(−z)−a−kεM (−z) (5.2.15)

a hibatag. Könnyen látható, hogy az abszolút hibára

|HM (a, l, z)|6
∣

∣

∣

∣

2(a)l+1(1 − a)M

M !(1− a)l

∣

∣

∣

∣

l
∑

k=0

(l + k)!

k!(l − k)! e
Im[a](arg(−z)−arg(z))×

× |z|M−k−1e|z| cos (arg(z))EM (z)
(5.2.16)

teljesül, ahol

EM (a, l, z) ≡ αCM exp

(

2αρC1

|z|

)

. (5.2.17)

Ezt az aszimptotikus kifejezést csak akkor fogjuk használni, ha z minden k-
ra (0 6 k 6 l) az (5.2.13) által definiált aszimptotikus tartományba esik, és
az általunk előre megadott ε > 0-val és M -mel igaz az abszolút hibára, hogy
|HM (a, l, z)| < ε. Ellenkező esetben az (5.0.1) alakkal számolunk.
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5.3. Algoritmus

A Hyp2F2 |z|> 1 esetén az l ≥ 0 egész, a ∈ C\Z és Re[a] > 0 feltételekkel,
mı́g |z| < 1 esetén az l ≥ 0 egész és a ∈ C\Z feltételekkel ad helyes eredményt.

Az (5.1.25) képlettel definiált nf helyett az nf + 1 értéket használjuk, mivel
egészhez közeli értékek esetén a numerikus pontatlanság miatt előfordulhat,
hogy az egészrész-képzés nem a megfelelő számot választja ki. Az (5.1.10)
módon bevezetett q értéke 0.6 lesz. Az 5.1 fejezetben szereplő δc-re és δ′c-re
δc = δ′c = 0.1 lesz.

Az aszimptotikus hibatagra vonatkozó M > 1 egész számot, ami az (5.2.14)
alakot határozza meg, az E > 0 egész számon keresztül az ε = 10−E megen-
gedett abszolút hibát, valamint az a, l, z értékeket a Hyp2F2(a, l, z,M,E)
függvény mint bemenő paramétereket tartalmazza.

A Hyp2F2(a, l, z,M,E) algoritmusa:

Deklaráció: Az a, l, z,M,E értékek deklarációja.

Ha |z| < 1:

• rc = |z|+ δc és r′c = rc + δ′c kiszámı́tása;

• Amax
δ meghatározása (5.1.33) alapján;

• Bmax
δ meghatározása (5.1.40) és (5.1.42) seǵıtségével;

• χA meghatározása (5.1.31), és χB meghatározása (5.1.39) használa-
tával;

• n0
f előálĺıtása az (5.1.25) által megadott módon;

• nf = n0
f + 1 (5.1.13)-ban;

• N0 meghatározása (5.1.6) és (5.1.13) alapján;

• 2F2 (a, a; a+ l + 1, a− l; z) meghatározása (5.1.3) képlet seǵıtségével,
ahol n = N0 + 1.

Ha |z|> 1:

• Ha z minden k-ra (0 6 k 6 l) az (5.2.13) által definiált aszimpto-
tikus tartományba esik, és az abszolút hibára |HM (a, l, z)| < ε
teljesül az által, hogy ε nagyobb, mint az (5.2.16) egyenlőtlenség
jobb oldala, akkor az (5.2.1), (5.2.3) és (5.2.14) felhasználása által

2F2 (a, a; a+ l + 1, a− l; z) meghatározása.
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• Egyébként 2F2 (a, a; a+ l + 1, a− l; z)-nek az (5.0.1) kifejezés fel-
használásával való kiszámı́tása.

Mint már emĺıtettük, a CGAMMA függvény felhasználása miatt az elvi pon-
tosság legfeljebb 14 tizedesjegy lehet, ı́gy E értékét 14-nél nem választhatjuk
nagyobbra. Viszont a számolási pontosság növelése érdekében a program többi
moduljában 32 tizedesjegy pontosságot alkalmazunk.

5.4. Elemzés

Itt néhány ábra seǵıtségével megvizsgáljuk a Hyp2F2 program működését.
A következőkben a számı́tási pontosság 32 tizedesjegy, ε = 10−14 és M = 10
lesz.

Először a Wolfram Mathematica 9.0.1.0 szoftver beéṕıtett hipergeometrikus
függvényével hasonĺıtjuk össze a Hyp2F2-t. Az 5.2, 5.3 és 5.4 ábrák esetén
a = 1 − 0.3i és l = 5 lesz. Az 5.2 ábrán z értéke −0.0301 + 0.0183i-ről in-
dul és az n-edik lépésben n-szeresére nő, ahol n = 1, . . . , 10. Ugyanez mond-
ható el az 5.3 és 5.4 ábrákra, azzal a különbséggel, hogy z kezdő értéke rendre
−3.01+1.83i és −301+183i. Mindhárom ábrán fekete pont jelöli a Hyp2F2-vel
számolt és a Mathematica beéṕıtett HypergeometricPFQ függvényével számolt
értékek különbségének valós részét és szürke pont a képzetes részét, a v́ızszintes
tengelyen pedig n-t mérjük.

Mindhárom 5.2, 5.3 és 5.4 ábra esetén, azaz minden tartományban jól
látható, hogy a 10−14-es hibahatáron belül megegyezik a Hyp2F2 és a Hyper-
geometricPFQ függvények értéke, sőt, az 5.2 ábra esetében tulajdonképpen az
értékek egyezése látható. Természetesen ez csak egy kiragadott példa, de a
kiterjedtebb ellenőrzések is hasonló eredményre vezettek.

Általában is igaz, hogy különösen jó az egyezés |z| < 1 esetén. Ezt
szemlélteti az 5.5 ábra, ami a z = x + yi ∈ [−1, 1] × [−1, 1] négyzeten mu-
tatja a |HypergeometricPFQ−Hyp2F2| érték alakulását. Az 1 sugarú körön
ḱıvül szignifikánsan megnő a két függvény közti eltérés.
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2 4 6 8 10

-1.´ 10-16

-5.´ 10-17

5.´ 10-17

1.´ 10-16

5.2. ábra. A Hyp2F2 és HypergeometricPFQ függvények különbségének valós
(fekete pontok) és képzetes (szürke pontok) része |z| < 1, n = 1, . . . , 10 és
z = −0.0301 + 0.0183i kezdő érték esetén.

2 4 6 8 10

-6.´ 10-16

-4.´ 10-16

-2.´ 10-16

2.´ 10-16

4.´ 10-16

5.3. ábra. A Hyp2F2 és HypergeometricPFQ függvények különbségének valós
(fekete pontok) és képzetes (szürke pontok) része nem aszimptotikus |z|> 1,
n = 1, . . . , 10 és z = −3.01 + 1.83i kezdő érték esetén.
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2 4 6 8 10

-4.´ 10-17

-2.´ 10-17

2.´ 10-17

4.´ 10-17

6.´ 10-17

5.4. ábra. A Hyp2F2 és HypergeometricPFQ függvények különbségének valós
(fekete pontok) és képzetes (szürke pontok) része aszimptotikus |z|> 1, n =
1, . . . , 10 és z = −301 + 183i kezdő érték esetén.

5.5. ábra. A z = x+ yi ∈ [−1, 1]× [−1, 1] négyzeten a |HypergeometricPFQ−
Hyp2F2| érték változása.
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A Hyp2F2 algoritmus gyorsasága a |z| < 1 és |z|> 1 nem aszimptotikus tar-
tományokban nem tér el számottevően a HypergeometricPFQ függvény gyor-
saságától. A különbség az aszimptotikus tartományban válik igen jelentőssé,
ezt szemlélteti az 5.6 ábra. Itt 32 helyett 14 tizedesjegy pontossággal számol a
HypergeometricPFQ függvény, mı́g a Hyp2F2 továbbra is 32 tizedesjegy pon-
tossággal. A HypergeometricPFQ és Hyp2F2 függvények aszimptotikus |z|> 1,
n = 1, . . . , 10 és z = −301 + 183i kezdő érték esetére lettek kiszámolva egy
négyszálas kétmagos Intel(R) Core(TM) i5-4200M CPU @ 2.50GHz processzor-
ral. Jelölje T ime(f(z)) az f(z) függvény egyetlen értékének kiszámı́tásához
szükséges időt. Az ábrán a T ime(HypergeometricPFQ)/T ime(Hyp2F2)
arány látható. Az ábrázolt függvényértékek esetén, az ezek kiszámı́tásához
szükséges időtartamok átlaga Hyp2F2-vel 0.00046875s, HypergeometricPFQ-val
0.08734s. Jól látható, hogy z növekedésével egyre szignifikánsabban gyorsabb a
Hyp2F2 a HypergeometricPFQ-nál, |z| ≈ 3400 esetén már 700-szor gyorsabb a
Hyp2F2.
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5.6. ábra. Az ábrán a T ime(HypergeometricPFQ)/T ime(Hyp2F2) arány
látható aszimptotikus |z|> 1, n = 1, . . . , 10 és z = −301 + 183i kezdő érték
esetén. Az ábrázolt függvényértékek kiszámı́tásához szükséges időtartamok
átlaga Hyp2F2-vel 0.00046875s, HypergeometricPFQ-val 0.08734s.





6. fejezet

Kéttest-Coulomb-szórás
komplex skálázással

Ebben a fejezetben a szükséges ismeretek rövid áttekintése (6.1, 6.2 sza-
kasz) után az [58] cikkben közölt eredményeket mutatom be. A 2.2 feje-
zetben léırtak szerint szórási problémára a komplex skálázás jól használható
rövid hatótávolságú potenciálok jelenléte esetén, ám tiszta Coulomb-potenciál
kezelésére eddig nem sikerült a standard komplex skálázás keretein belül
használható módszert kifejleszteni. A 6.4 és 6.5 szakaszok eredménye éppen erre
ḱınál egy lehetséges megoldást. Erről bebizonýıtottuk, hogy kéttest-Coulomb-
szórás esetén működik, és reményeink szerint nagyobb részecskeszám esetén is
használható valamilyen módośıtott formában. A 6.3 szakasz eredménye pedig
megmutatja, hogy a felületi integrálos formalizmus alapfüggvénye, a Coulomb-
módośıtott śıkhullám (CDPW) nem használható erre a célra.

A komplex skálázási módszer célja a Schrödinger-egyenlet olyan alter-
nat́ıvájának a megtalálása, melyhez egyszerűbb határfeltételek tartoznak.
Emiatt az alternat́ıv egyenlettől elvárjuk, hogy megoldásai négyzetesen in-
tegrálhatók és kötött állapot t́ıpusú bázisfüggvényekkel közeĺıthetők legye-
nek, ugyanis ezen feltételek teljesülése esetén elkerülhető a bonyolult szórási
határfeltétel explicit alkalmazása. Az egyszerűsödés következménye, hogy
lényegesen könnyebbé válnak a numerikus számı́tások.

A teljes szórási megoldást egy ismert és egy ismeretlen – szórt – tagra bontott

ψ+(k, r) = φ0(k, r) + ψsc+(k, r) (6.0.1)

63
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alakban keressük, ahol φ0(k, r) az általunk előre megadott, ismert függvény,
valamint k és r a szokásos vektorok. Ezek alapján maga a Schrödinger-egyenlet
is átalaḱıtható az

(E −H)ψsc+(k, r) = S(k, r) (6.0.2)

ún. iránýıtott Schrödinger-egyenletté (driven Schrödinger equation), ahol az

S(k, r) = (H − E)φ0(k, r) (6.0.3)

kifejezést forrástagnak nevezzük, továbbá a szokásos módon H a Hamilton-
operátor, E az energia.

Megjegyezzük, hogy a jobb átláthatóság kedvéért a függvények jelölését egy
kicsit megváltoztattuk a 2.1.2 fejezethez képest. Lényegében a k alsó indexből
az argumentum paramétere lett.

Az f(x) (x ∈ R) függvény komplex skálázásakor az

fθ(x) = eiθ/2f(xeiθ) (6.0.4)

transzformációt hajtjuk végre (ld.: (2.2.3) defińıció), ahol 0 < θ < π. Ha a
ψsc+(k, r) szórt tag aszimptotikusan csupán kimenő gömbhullámot tartalmaz,
akkor komplex skálázás után a hullámfüggvény szórt része a részecskék közti
távolság növelésével nullához tart, tehát a szórási határfeltételek egyszerűsöd-
nek. A következőkben ezt a tulajdonságot fogjuk vizsgálni különböző φ0(k, r)
függvények esetére.

6.1. A kéttest-Coulomb-probléma egzakt meg-

oldása

A kéttest-Coulomb-szórás egzakt tárgyalását Haeringen [15] cikke alapján
végezzük. Legyen ~ = m = e = 1 (m a redukált tömeg), az energia E =
k2/2 > 0 és a Coulomb-potenciál γk/r, ahol γ a Sommerfeld-paraméter. A
Schrödinger-egyenlet tiszta kéttest-Coulomb-kölcsönhatás esetén

(

−1

2
∆r +

γk

r
− k2

2

)

ψ(k, r) = 0 (6.1.1)

módon ı́rható, ahol ∆r a Laplace-operátor. A

ψ+
c (k, r) = e−πγ/2Γ(1 + iγ)eikrM(−iγ, 1, ikr− ikr) (6.1.2)
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Coulomb-szórási hullámfüggvény a (6.1.1) megoldása. M(a, b, z) az elsőfajú
konfluens hipergeometrikus függvény (ld.: (2.4.30)). A parciális hullámok
seǵıtségével feĺırt alak

ψ+
c (k, r) =

∞
∑

l=0

(2l+ 1)ψ+
l (k, r)Pl(cosϑ), (6.1.3)

ahol Pl(z) a Legendre-polinom, ϑ a k és r vektor által bezárt szög. A ψ+
l (k, r)

teljes radiális hullámfüggvény feĺırható az Fl(k, r) reguláris Coulomb-függvény
seǵıtségével:

ψ+
l (k, r) =

1

kr
i leiσlFl(k, r) . (6.1.4)

Az explicit formula

ψ+
l (k, r) =

Γ(l + 1 + iγ)

Γ(2l+ 2)
e−γπ/2e−ikr(2ikr)lM(l+1− iγ, 2l+2, 2ikr) , (6.1.5)

a Coulomb-fázistolás e2iσl = Γ(l + 1 + iγ)/Γ(l + 1 − iγ) alakban ı́rható. A
ψ+

l (k, r) parciálishullám-komponens kieléǵıti a

[

− 1

2r

d2

dr2
r +

l(l+ 1)

2r2
+
γk

r
− k2

2

]

ψl(k, r) = 0 (6.1.6)

radiális Schrödinger-egyenletet.
A Coulomb-szórási függvény felbontható bejövő és szórt hullámokra [101].

Ezt a
ψ+

c (k, r) = ψi(k, r) + ψs(k, r) (6.1.7)

módon ı́rhatjuk, ahol

ψi(k, r) = eπγ/2eikrU(−iγ, 1, ikr− ikr) (6.1.8)

és

ψs(k, r) = eπγ/2 Γ(1 + iγ)

Γ(−iγ) eikrU(1 + iγ, 1, ikr− ikr) . (6.1.9)

Itt U(a, b, z) a másodfajú konfluens hipergometrikus függvény (ld.: (2.4.31)).
Érdekes módon nem csak ψ+

c (k, r) megoldása a (6.1.1) 3D Schrödinger-
egyenletnek, hanem ψi(k, r) és ψs(k, r) is.

A [101] munkában megtalálható a bejövő és szórt tagok parciális hullámok
szintjén feĺırt alakja, melyekre

ψi,l(k, r) = ωi,l(k, r) + χl(k, r) (6.1.10)
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és
ψs,l(k, r) = ωs,l(k, r)− χl(k, r) . (6.1.11)

Megjegyezzük, hogy az itt definiált ωi,l, ωs,l és χl konstansszorosai az eredeti
[101] cikkben található megfelelőiknek. A defińıciók tehát a következők:

ωi,l(k, r) = e−ikreγπ/2(−1)l+1(2ikr)lU(l + 1− iγ, 2l+ 2, 2ikr) , (6.1.12)

ωs,l(k, r) = eikre2iσl+γπ/2(−1)l+1(2ikr)lU(l + 1 + iγ, 2l+ 2,−2ikr) (6.1.13)

és

χl(k, r) =
eikr+γπ/2

2ikr

(−1)l

(2ikr)l

Γ(2l + 1)

Γ(l + 1− iγ)

l
∑

n=0

(−1)n(iγ − l)n

(−2l)nn!
(2ikr)n . (6.1.14)

Írhatjuk továbbá azt is, hogy

ψ+
l (k, r) = ωi,l(k, r) + ωs,l(k, r) . (6.1.15)

Annak ellenére, hogy ψi(k, r) és ψs(k, r) megoldása a (6.1.1) 3D Schrödinger-
egyenletnek, a ψi,l(k, r) és ψs,l(k, r) parciálishullám-komponensek már nem meg-
oldásai a (6.1.6) radiális Schrödinger-egyenletnek (részletesebben ld.: [101]). Ezt
a tényt későbbi vizsgálataink során kihasználjuk majd.

A (K-2) képlet felhasználásával megkapjuk a Coulomb-szórási hullámfüggvény
jól ismert

ψ+
c (k, r) = eikr(kr − kr)iγ

[

1 +O

(

1

kr

)]

+

+ fc(cos(ϑ))
eikr−iγ ln(2kr)

r

[

1 +O

(

1

kr

)] (6.1.16)

aszimptotikus alakját, ahol fc(cos(ϑ)) a Coulomb-szórási amplitúdó. Mint már
láttuk, az eikr(kr − kr)iγ függvényt CDPW-nek nevezzük.

6.2. Az iránýıtott Schrödinger-egyenlet

Tiszta Coulomb-szórás esetén a (6.1.1) felbontás alkalmazásával kapjuk a

(

k2

2
+

1

2
∆r −

γk

r

)

ψsc+(k, r) = S(k, r) (6.2.1)
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iránýıtott Schrödinger-egyenletet, ahol a forrástag

S(k, r) =

(

−1

2
∆r +

γk

r
− k2

2

)

φ0(k, r). (6.2.2)

Megjegyezzük, hogy a (6.2.1) iránýıtott Schrödinger-egyenletet a [102]
munkában tanulmányozták részletesebben.

A (6.1.16) aszimptotikus formula motiválja φ0(k, r)-re a

φ0(k, r) = eikr(kr − kr)iγ (6.2.3)

választást. Ezt a felbontást használja a felületi integrálos formalizmus is
(ld.: [21, 22]). Descartes-féle koordináta-rendszerben könnyen át́ırhatjuk a
forrástagot explicit formára:

S(k, r) =
γ2k

r(kr − kr)
eikr(kr − kr)iγ . (6.2.4)

Megpróbálhatjuk használni a Coulomb hullámfüggvény bejövő részét is

φ0(k, r) = ψi(k, r) , (6.2.5)

ebben az esetben azonban S(k, r) = 0 lesz, ami abból következik, hogy
ψi(k, r) kieléǵıti a (6.1.1) egyenletet. Tehát nem kapunk iránýıtott Schrödinger-
egyenletet, ψsc+(k, r) a (6.1.1) homogén egyenlet megoldása lesz, valamint
ψsc+(k, r) = ψs(k, r).

Ha meg akarjuk kapni a (6.2.1) iránýıtott Schrödinger-egyenlet parciális
hullámok szintjére vonatkozó alakját, szükségünk lesz a parciális hullámokkal
megadott forrástagra

S(k, r) =

∞
∑

l=0

(2l+ 1)Sl(k, r)Pl(cos(ϑ)) (6.2.6)

és a φ0(k, r) ilyen alakjára

φ0(k, r) =

∞
∑

l=0

(2l + 1)φ0,l(k, r)Pl(cos(ϑ)) . (6.2.7)

Felhasználva a

∆r =
1

r

d2

dr2
r − L2

r2
(6.2.8)
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azonosságot (ld.: [77]), ahol L2 a pálya-impulzusmomentum operátor négyzete,
megkapjuk a

[

k2

2
+

1

2r

d2

dr2
r − l(l + 1)

2r2
− γk

r

]

ψsc+
l (k, r) = Sl(k, r) , (6.2.9)

parciális hullámokra vonatkozó iránýıtott Schrödinger-egyenletet, ahol

ψsc+(k, r) =
∞
∑

l=0

(2l+ 1)ψsc+
l (k, r)Pl(cos(ϑ)) . (6.2.10)

Megjegyezzük, hogy a (6.2.8) operátorazonosság csak az r = 0 pontban korlátos
függvényekre alkalmazható (ld.: 496. oldal [77]).

A későbbiekben látni fogjuk, hogy a szórási hullámfüggvény három-
dimenziós alakjának (6.0.1) felosztása helyett hasznosabb lehet a felbontást
parciális hullámok szintjén elvégezni. Keressük tehát a szórási hullámfüggvény
parciálishullám-komponensét a

ψ+
l (k, r) = φ̃0,l(k, r) + ψ̃sc+

l (k, r) (6.2.11)

alakban, ahol φ̃0,l(k, r) ismert és ψ̃sc+
l (k, r) ismeretlen függvény. A parciális

hullámokra vonatkozó Schrödinger-egyenletből a

[

k2

2
+

1

2r

d2

dr2
r − l(l+ 1)

2r2
− γk

r

]

ψ̃sc+
l (k, r) = S̃l(k, r) (6.2.12)

inhomogén differenciálegyenletet kapjuk, amiben

S̃l(k, r) =

[

− 1

2r

d2

dr2
+
l(l + 1)

2r2
+
γk

r
− k2

2

]

φ̃0,l(k, r) (6.2.13)

a forrástag.
Mint már láttuk, a (6.2.5) választás nem vezet iránýıtott Schrödinger-

egyenlethez, viszont ha a parciális hullámokra a

ψ+
l (k, r) = ψi,l(k, r) + ψ̃sc+

l (k, r) (6.2.14)

felbontást választjuk, azaz φ̃0,l(k, r)-t ψi,l(k, r)-el azonośıtjuk, akkor iránýıtott
Schrödinger-egyenlethez jutunk. Ebben az esetben a forrástagot

S̃l(k, r) =

[

− 1

2r

d2

dr2
r +

l(l+ 1)

2r2
+
γk

r
− k2

2

]

[ωi,l(k, r) + χl(k, r)] (6.2.15)
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alakban ı́rhatjuk. Mivel az ωi,l(k, r) a Coulomb-probléma ún. Jost-megoldása
(ld.: [15, 101]), ı́gy a forrástag rá vonatkozó része nulla. Bevezetve a z = 2ikr
jelölést, azt kapjuk, hogy

S̃l(k, r) =

[

−k
2

2
+

2k2

z

d2

dz2
z − 2k2l(l + 1)

z2
+

2iγk2

z

]

χl(z) , (6.2.16)

ahol

χl(z) =
eγπ/2

Γ(1− iγ)
ez/2

z

l
∑

n=0

(l + 1)n(−l)n(1)n

(1− iγ)n

z−n

n!
(6.2.17)

(vö. (6.1.14)). Kisebb átalaḱıtás után az

S̃l(k, r) =
2k2eγπ/2

Γ(1− iγ)
ez/2

z2

l
∑

n=0

(l + 1)n(−l)n

(1− iγ)n

(

iγ − n+
n(n+ 1)− l(l+ 1)

z

)

z−n

(6.2.18)
formához jutunk, amit átrendezve

S̃l(k, r) =
2k2eγπ/2

Γ(1− iγ)
ez/2

z2
×

×
{

iγ +

l−1
∑

n=0

[

(l + 1)n(−l)n

(1− iγ)n
[n(n+ 1)− l(l + 1)]+

+(iγ − n− 1)
(l + 1)n+1(−l)n+1

(1− iγ)n+1

]

z−n−1

}

(6.2.19)

módon ı́rhatunk. A Pochhammer-szimbólum (a)n+1 = (a)n(a+n) tulajdonsága
miatt pedig a szögletes zárójelben levő kifejezés eltűnik. Tehát ebben az esetben
a forrástag

S̃l(k, r) =
eikr+γπ/2

2r2Γ(−iγ) (6.2.20)

lesz, érdekes módon az l-től függetlenül.

6.3. A Coulomb-módośıtott śıkhullám

Ebben a részben megvizsgáljuk, hogy a komplex skálázás szempontjából
használható-e a CDPW. Ahogy már láttuk, feĺırhatjuk a CDPW-t parciális
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hullámok seǵıtségével

eikr(kr − kr)iγ =

∞
∑

l=0

(2l + 1)τl(k, r)Pl(cos(ϑ)) , (6.3.1)

és a radiális függvényt a

τl(k, r) =
1

2
(kr)iγ

∫ 1

−1

eikrx(1− x)iγPl(x)dx (6.3.2)

integrális alakkal. Ezt az integrált megadhatjuk hipergeometrikus függvény
seǵıtségével, ha felhasználjuk a (K-6) azonosságot; ekkor az eredmény

τl(k, r) =
(−iγ)l

(1 + iγ)l+1
(2kr)iγeikr

2F2(1+ iγ, 1+ iγ; l+2+ iγ, 1+ iγ− l;−2ikr) .

(6.3.3)
Az itt szereplő τl(k, r) a (4.0.2) kifejezés poszt alakjának felel meg, csak az
egyszerűség kedvéért elhagytuk a + jelet, és a komplex skálázás szemléletesebbé
tétele érdekében módośıtottuk az argumentumát.

A komplex skálázáshoz szükségünk lesz a ψsc+
l (k, r) aszimptotikájára (r →

∞). A (K-2) alak seǵıtségével az

ωi,l(k, r) ∼
e−ikr(2kr)iγ

2ikr
(−1)l+1

∞
∑

n=0

al
i,n

1

(2ikr)n
(6.3.4)

és

ωs,l(k, r) ∼
eikr(2kr)−iγ

2ikr
e2iσl

∞
∑

n=0

al
s,n

1

(2ikr)n
(6.3.5)

aszimptotikus kifejezéseket kapjuk, ahol az együtthatók

al
i,n = (−1)n(l + 1− iγ)n(−l− iγ)n/n! (6.3.6)

és
al

s,n = (l + 1 + iγ)n(−l+ iγ)n/n! . (6.3.7)

A τl(k, r) aszimptotikus kifejezésének meghatározása előtt fejezzük ki
τl(k, r)-t a Meijer-féle G-függvény seǵıtségével a (K-3) képlet alapján:

τl(k, r) = eikr(2kr)iγ(−1)lG1,2
2,3

(

2ikr

∣

∣

∣

∣

−iγ, −iγ
0, −1− iγ − l, l − iγ

)

. (6.3.8)
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A (6.3.8) formában megadott τl(k, r) függvény komplexskálázott τl(k, re
iθ)

aszimptotikus alakja a (K-7) felhasználásával nyerhető:

τl(k, re
iθ) ∼ e−ikreiθ

2ikreiθ
(2kreiθ)iγ(−1)l+1

∞
∑

n=0

dl
n

(−ikreiθ)n
, (6.3.9)

ahol a dl
n együtthatók kieléǵıtik a

4(n+1)dl
n+1 = 2[2n2−n(2iγ−1)−l2−l−iγ]dl

n−n(n−l−iγ−1)(n+l−iγ)dl
n−1

(6.3.10)
rekurziót és dl

0 = 1 (ld.: (3.0.34)). Itt figyelni kellett arra, hogy a 0 < θ < π
feltétel miatt komplex skálázás után a −π/2 < arg(−2ikr exp (iθ)) < π/2, azaz
a Re[−2ikr exp (iθ)] > 0 feltétellel megadott aszimptotikát használjuk (ld.: 3.5
megjegyzés).

Amikor tehát a parciálishullám-komponensek felbontását a

ψ+
l (k, r) = τl(k, r) + ψsc+

l (k, r) (6.3.11)

formában végezzük el a (6.1.15) képlet felhasználásával, azt kapjuk, hogy

ψsc+
l (k, r) = [ωi,l(k, r)− τl(k, r)] + ωs,l(k, r) . (6.3.12)

A (6.3.12) alakban ωs,l(k, r) csak kimenő gömbhullámot tartalmaz (ld.:
(6.3.5)), ı́gy a komplex skálázás használhatósága az ωi,l(k, re

iθ) − τl(k, re
iθ)

függvény aszimptotikus (r → ∞) viselkedésétől függ. Megkönnýıti a
dolgunkat, hogy az ωi,l(k, r) és τl(k, r) függvények aszimptotikája azonos
{e−ikr(2kr)iγ(−1)l+1/(2ikr)n, n = 0, 1, 2 . . .} aszimptotikus sorozattal kife-
jezhető, ı́gy az aszimptotikus sorfejtések egyszerűen kivonhatóak egymásból
(ld.: [82] és 2.13 álĺıtás). A (6.3.4) és (6.3.9) azonosságok felhasználásával kapjuk
a kérdéses rész

[

ωi,l(k, re
iθ)− τl(k, reiθ)

]

∼ e−ikreiθ

2ikreiθ
(2kreiθ)iγ(−1)l+1

∞
∑

n=0

al
i,n − dl

n(−2)n

(2ikreiθ)n

(6.3.13)
aszimptotikus alakját. Látható, hogy al

i,0 = dl
0, ami miatt ψsc+

l (k, reiθ) nul-
ladik rendű (n = 0) aszimptotikája nem tartalmaz komplexskálázott bejövő
gömbhullámot. Mivel azonban magasabb rendű tagjaiban van komplexskálázott
bejövő gömbhullám (e−ikr/rn, n > 0), ezért a hullámfüggvény ψsc+

l (k, reiθ)
komplexskálázott szórt tagja nem tűnik el r →∞ esetén.
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6.1. ábra. Az ωi,0(k, r) − τ0(k, r) függvényt és annak első rendű aszimptotikus
kifejezését komplex skáláztuk θ = 0.1 szerint. Az ı́gy kapott függvények valós
részét ábrázoltuk k = 3, γ = 1/3 és l = 0 esetén. A folytonos vonal mutatja az
egzakt, a szaggatott vonal a (6.3.13) aszimptotikus kifejezés viselkedését.

Az ωi,l(k, re
iθ) − τl(k, re

iθ) kifejezésre kapott eredményt a 6.1 ábra
szemlélteti. A nulladik rendű tag eltűnése miatt az első rendű tag valós részének,
illetve, kéttest-rendszerről lévén szó, az egzakt megoldás ezen részének visel-
kedését mutatja. Aszimptotikus sortól elvárt módon r növelésével javul a
közeĺıtés. Látható továbbá, hogy az ωi,l(k, re

iθ)−τl(k, reiθ) függvény aszimpto-
tikusan oszcillálva divergál.

Azt kaptuk tehát, hogy a CDPW használatával nyert komplexskálázott szórt
tag aszimptotikusan nem tűnik el, mivel bejövő és kimenő gömbhullámot is tar-
talmaz. Ennek következtében pedig a CDPW mint a felbontás ismert része nem
alkalmazható komplex skálázásra, mivel használata nem egyszerűśıti a szórási
határfeltételt.

6.4. A bejövő hullámon alapuló felbontás

Használjuk most a (6.2.14) felbontást. A hullámfüggvény szórt részére a
(6.1.10), (6.1.15) és (6.2.14) képletek felhasználásával ı́rhatjuk, hogy

ψ̃sc+
l (k, r) = ωs,l(k, r) − χl(k, r) . (6.4.1)
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A (6.3.5) aszimptotikus alakból és a χl(k, r) függvény (6.1.14) kifejezéséből
láthatjuk, hogy a hullámfüggvény szórt része csak kimenő gömbhullámot tartal-
maz, ı́gy használhatjuk a komplex skálázást. A (6.1.14) és (6.3.5) formulákból
kapjuk vezető rendben, hogy

ψ̃sc+
l (k, r) = e2iσl

eikr(2kr)−iγ

2ikr

[

1 +O

(

1

|2ikr|

)]

+

− eikr+γπ/2

2ikr

(−1)lΓ(2l + 1)

Γ(l + 1− iγ)

[

(iγ − l)l

Γ(2l+ 1)
+O

(

1

|2ikr|

)]

.

(6.4.2)

A (6.2.9) egyenlet komplex skálázása és a

ψ̃sc+
l,θ (k, r) = ei3θ/2ψ̃sc+

l (k, reiθ) (6.4.3)

függvény bevezetése után a

(

k2

2
+ e−2iθ 1

2r

d2

dr2
r − e−2iθ l(l+ 1)

2r2
− e−iθ γk

r

)

ψ̃sc+
l,θ (k, r) = S̃l,θ(k, r) (6.4.4)

egyenletet kapjuk, ahol a komplexskálázott forrástag:

S̃l,θ(k, r) = ei3θ/2S̃l(k, re
iθ) . (6.4.5)

A (6.4.4) egyenlet a komplexskálázott iránýıtott Schrödinger-egyenlet, melynek
egyszerű aszimptotikájú megoldását keressük. A 0 < θ < π feltétel mellett
(6.4.2)-ből azt kapjuk, hogy

lim
r→∞

ψ̃sc+
l,θ (k, r) = 0 . (6.4.6)

Továbbá a (6.4.2) kifejezésből a Coulomb S-mátrix lokális reprezentánsát is
megkapjuk:

e2iσl ∼ (2kreiθ)iγ

[

e−ikreiθ

2ikre−iθ/2ψ̃sc+
l,θ (k, r) +

eγπ/2(−1)l(iγ − l)l

Γ(l + 1− iγ)

]

,

(6.4.7)
amint r → ∞. A fázistolás [53] munkában található lokális reprezentánsa
különbözik a (6.4.7) képletben szereplőtől, mivel ott más felbontást használtak.

A ψ̃sc+
l (k, r) függvény nem reguláris r = 0-ban, ellenben

lim
r→0

rl+1ψ̃sc+
l (k, r) = 0 (6.4.8)
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könnyen bizonýıtható. A (6.4.1) képlet miatt elég megmutatni, hogy

lim
r→0

rl+1ωs,l(k, r) = lim
r→0

rl+1χl(k, r) . (6.4.9)

A (6.1.14) defińıcióból

lim
r→0

rl+1χl(k, r) = eγπ/2 (−1)l

(2ik)l+1

Γ(2l + 1)

Γ(l + 1− iγ) (6.4.10)

következik. Figyelembe véve a (6.1.13) és (K-8) képleteket kapjuk, hogy

rl+1ωs,l(k, r) = Al(k, r) +Bl(k, r) + Cl(k, r) , (6.4.11)

ahol

Al(k, r) = −Kl(k)
M(l + 1 + iγ, 2l+ 2,−2ikr)

Γ(2l+ 2)Γ(iγ − l) (−2ikr)2l+1 log(−2ikr)eikr ,

(6.4.12)

Bl(k, r) = −Kl(k)
eikr

Γ(2l + 2)Γ(iγ − l)

∞
∑

n=0

f l
n

(l + 1 + iγ)n

(2l + 2)n

(−2ikr)n+2l+1

n!
,

(6.4.13)

Cl(k, r) = −Kl(k)
(2l)!eikr

Γ(l + 1 + iγ)

∞
∑

n=0

(iγ − l)n

(−2l)n

(−2ikr)n

n!
, (6.4.14)

és

Kl(k) =
(−1)l+1

(2ik)l+1
e2iσl+γπ/2 , (6.4.15)

f l
n = Ψ(l + 1 + iγ + n)−Ψ(n+ 1)−Ψ(2l+ 2 + n) . (6.4.16)

Itt Ψ(z) a digamma-függvény. Világos, hogy limr→0Al(k, r) = 0 és
limr→0Bl(k, r) = 0. A Cl(k, r) függvény r → 0 esetén éppen (6.4.10) jobb
oldalával egyezik meg, ı́gy kapjuk a (6.4.8) eredményt.

Vezessük be a hsc+
l,θ (k, r) = rl+1ψ̃sc+

l,θ (k, r) függvényt, hogy r = 0-ban egy-
szerű határfeltételt kapjunk, ezzel ugyanis a fönt elmondottak miatt r = 0-ban
reguláris függvényhez jutunk. Természetesen hsc+

l,θ (k, r)-re is igaz marad, hogy
r →∞ esetén eltűnik. Az új függvényre a

(

k2

2
+ e−2iθ 1

2

d2

dr2
− e−2iθ l

r

d

dr
− e−iθ γk

r

)

hsc+
l,θ (k, r) = rl+1S̃l,θ(k, r) (6.4.17)

differenciálegyenlet ı́rható fel.
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Ha a potenciál a Coulomb-tag mellett egy Vs(r) rövid hatótávolságú po-
tenciáltagot is tartalmaz, akkor az inhomogén differenciálegyenletünk

(

k2

2
+ e−2iθ 1

2

d2

dr2
− e−2iθ l

r

d

dr
− e−iθ γk

r
− Vs(re

iθ)

)

hsc+
l,θ (k, r) = rl+1Stot

l,θ (k, r)

(6.4.18)
alakúra módosul, ahol

Stot
l,θ (k, r) = S̃l,θ(k, r) + ei3θ/2ψi,l(k, re

iθ)Vs(re
iθ) . (6.4.19)

A (6.4.17) és (6.4.18) differenciálegyenleteket a következő határfeltételek
mellett kell megoldanunk:

hsc+
l,θ (k, 0) = 0 , (6.4.20)

és
lim

r→∞
hsc+

l,θ (k, r) = 0 . (6.4.21)

Elértük tehát a kitűzött célt. Tudunk a hosszú hatótávolságú Coulomb-
szórási problémára olyan differenciálegyenletet feĺırni (6.4.17) és (6.4.18)
formájában, melyhez egyszerű határfeltétel tartozik a (6.4.20) és (6.4.21) egyen-
letekben megadott módon.

6.5. Numerikus eredmények

Numerikus számı́tásokban a (6.4.21) feltétel helyett a

hsc+
l,θ (k,R) = 0 (6.5.1)

határfeltételt használjuk, ahol R egy tetszőlegesen nagy pozit́ıv valós szám.
Természetesen a (6.5.1) határfeltétel közeĺıtés, tehát vizsgálni kell, hogy az
eredmények hogyan függnek R-től. R értéke a (6.4.2) aszimptotikus alakhoz
tartozó hibatag nagyságrendjéhez tartozó aszimptotikus tartományba kell es-
sen.

A következőkben léırom a témához kapcsolódó numerikus eredményeinket.
A (6.4.17) és (6.4.18) egyenletek megoldásához a végeselem-módszert

használtuk. Az eljárás és a használt bázisfüggvények megtalálhatók a [103]
munkában. Megemĺıtjük még, hogy hasonló módszert használtak az [53]
cikkben is. Az elemek hosszát egységesen 1-nek választottuk. A Lobatto-
függvények fokszámát N -el jelöltük, és minden elem esetén ugyanazt a
fokszámot használtuk. A θ értéke 0.1 radián volt.
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Először a tiszta Coulomb esetet vizsgáltuk az 1/r potenciálalakkal. Az
impulzus k = 3, a pálya-impulzusmomentum l = 0 volt. A fázistolást a
(6.4.7) képlet seǵıtségével vizsgáltuk. Másodszor a tiszta Coulomb-potenciálhoz
hozzáadtuk a Vs(r) = 7.5r2 exp(−r) rövid hatótávolságú potenciált, mivel pon-
tosan ezt a két potenciált vizsgálták az [53] cikkben is egy másik felbontással
és a külső komplex skálázással. Ezt a potenciálválasztást az összehasonĺıtás
lehetősége motiválta, hiszen ebben az esetben egzakt megoldás nem létezik.

A 6.2 ábra felső része mutatja a tiszta Coulomb eset fázistolásának változását
az r függvényében. Az egzakt eredményt a szaggatott fekete vonal ábrázolja.
A végeselem-módszernél használt (6.5.1) feltételben két különböző R értékkel
számoltunk (R = 250 és R = 1000). Az r > R esetén a végeselem-módszer nincs
értelmezve, ezért mutatnak torzulást a fázistolások görbéi r = R környékén. A
fázistolás lokális reprezentánsának értéke gyorsan konvergál az egzakt értékhez.

A 6.2 ábra alsó része mutatja a rövid hatótávolságú potenciállal kiegésźıtett
Coulomb-potenciálra vonatkozó eredményeket. A végeselem-módszerből fakadó
torzulásokról elmondhatjuk ugyanazt, mint az imént. Itt nincs ugyan eg-
zakt megoldás, amihez viszonýıthatnánk az eredményeket, de az [53] munka
eredményeivel jó egyezést kaptunk. A konvergencia szintén gyors.

A 6.2 ábra értékeit elemenként 50 Lobatto-függvénnyel számolva kaptuk.
Megvizsgáltuk a fázistolás lokális reprezentánsának viselkedését tiszta Coulomb-
szórás esetén a Lobatto-függvények számának változása szempontjából. A
(6.5.1) határfeltételben R értékét 250-nek választottuk. Az eredményeket a 6.3
ábra mutatja. Az r = 250 érték körül N = 50 esetén három tizedesjegy pon-
tossággal kaptuk vissza az egzakt eredményt, mı́g N = 100 esetén már majdnem
mindenütt elértük a négy tizedesjegy pontosságot, ami ezen a területen nagyon
jó eredménynek számı́t.

Megvizsgáltuk még a θ komplex skálázási paraméter hatását a fázistolásra.
A 6.4 ábra mutatja az egzakt (ld.: (6.4.7)) hullámfüggvényhez tartozó fázistolás
lokális reprezentánsának viselkedését tiszta Coulomb-szórás esetén a θ komplex
skálázási paraméter függvényében, négy különböző r esetén. Látható, hogy ha r
az aszimptotikus tartományba (r = 550 körültől) esik, akkor a fázistolás függet-
len a θ paramétertől. Kis r-re nagyobb θ-t kell használni az egzakt fázistolás
eléréséhez.

Megmutattuk tehát, hogy standard komplex skálázással hogyan oldható meg
a kéttest-Coulomb-szórási probléma. A szórási határfeltételt nagyban egysze-
rűśıtettük, ı́gy numerikusan meglehetősen könnyen megoldható problémára ve-
zettük vissza az eredeti szórási feladatot. Módszerünk rövid hatótávolságú po-
tenciállal kiegésźıtett Coulomb-potenciál esetén is alkalmazható.
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6.2. ábra. A fázistolás lokális reprezentánsának viselkedése tiszta Coulomb-
potenciál (felső ábra), és a Vs(r) rövid hatótávolságú potenciállal kiegésźıtett
Coulomb-potenciál (alsó ábra) jelenléte esetén. Az első esetben ismert az egzakt
fázistolás, ezt szaggatott fekete vonal ábrázolja. A numerikus eredményeket két
görbe mutatja, R = 250 (piros folytonos vonal) és R = 1000 (zöld folytonos
vonal) esetén.
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6.3. ábra. A fázistolás lokális reprezentánsának viselkedése tiszta Coulomb-
szórás esetén a Lobatto-függvények számának tükrében. Az ábra az egzakt és
a numerikus eredményeket mutatja R = 250 esetén.
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6.4. ábra. Az egzakt hullámfüggvényhez tartozó fázistolás lokális repre-
zentánsának viselkedése tiszta Coulomb-szórás esetén a θ komplex skálázási pa-
raméter függvényében. A számolás során négy különböző r értéket használtunk.



7. fejezet

Összefoglalás

A szóráselmélet felületi integrálos formalizmusa azért nagy jelentőségű, mert
egyformán alkalmazható rövid hatótávolságú és Coulomb-potenciál esetén. Ez
a formalizmus lehetővé tette töltött háromtest-rendszerek esetén a szórási amp-
litúdó poszt formájának megadását a teljes felbomlási küszöb felett. A felületi
integrálos formalizmus alapvetően fontos függvénye a Coulomb-módośıtott
śıkhullám (CDPW).

Munkám egyik célkitűzése volt, hogy a CDPW függvény tulajdonságait ala-
posan megismerjem, majd pedig erre alapozva nagy pontosságú számı́tógépes
programot késźıtsek a CDPW numerikus meghatározására. Először meg-
határoztam a CDPW parciális hullámok szerinti sorfejtését, majd három ekvi-
valens alakot adtam meg a parciálishullám-komponensekre, felhasználva, hogy
sikerült feĺırnom a 2F2(a, a; a+ l+ 1, a− l; z) hipergeometrikus függvény három
ekvivalens alakját l nemnegat́ıv egész, z ∈ C\{0}, a ∈ C\Z és Re[a] > 0
esetén. Ezek után meghatároztam a parciálishullám-komponensek aszimpto-
tikus viselkedését a fenti hipergeometrikus függvényre vonatkozó aszimptotika
meghatározása révén. Az aszimptotika háromtagú rekurzión alapuló formuláját
sikerült egyszerűśıtenem. Zárt alakban megadtam a rekurzió megoldását.
A parciális hullámokra vonatkozó aszimptotikából pedig leszármaztattam a
háromdimenziós CDPW vezető rendű aszimptotikus alakját. Ennek az aszimp-
totikus formulának igen jelentős szerepe van a felületi integrálos formalizmus-
ban. Eredményem pontośıtotta a [21, 22] munkában megadott aszimptotikát.
Ezt a [88] hivatkozású cikkben publikáltuk.

A numerikus számı́tásokhoz szükséges a CDPW parciálishullám-komponense-
inek megb́ızható számı́tása. Ennek érdekében hibabecslést adtam a CDPW

79
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Taylor-sorfejtésének maradék tagjára. A Taylor-sorfejtés, valamint a három ek-
vivalens alak közül kettőnek a seǵıtségével FORTRAN–90 és Mathematica prog-
ramot késźıtettem a CDPW numerikus meghatározására. Ezen eredmények a
dolgozat bekötéséig még nem jelentek meg, de remélhetőleg a védésig megjelen-
nek.

A szórási számı́tások nehézségét az okozza, hogy a Schrödinger-egyenlet kere-
sett megoldásának aszimptotikus alakja nem egyszerű. A Schrödinger-egyenlet
transzformációja révén olyan inhomogén egyenletet kaphatunk, ahol a keresett
megoldás aszimptotikusan eltűnik. Egy ilyen t́ıpusú egyenlet numerikus meg-
oldása sokkal egyszerűbb, mint az eredeti szórási aszimptotika biztośıtása. A
komplex skálázás alkalmazása ilyen egyszerűsödésre vezet rövid hatótávolságú
potenciálok esetén.

Megmutattuk annak a módját, hogy hogyan lehet a standard komplex
skálázással megoldani, egyszerűśıteni a kéttest-Coulomb-szórási problémát. A
módszer általános esetben is működik, azaz amikor Coulomb-kölcsönhatás mel-
lett a potenciál rövid hatótávolságú tagot is tartalmaz. Eredményünket az [58]
cikkben publikáltuk. Az új eljáráshoz nem szükséges az ún. kétpotenciál-
formalizmus, amelyen a korábbi komplex skálázásos módszer alapult. Az
árnyékolási-renormálási módszert, a külső komplex skálázást és a felületi in-
tegrálos formalizmust is először kéttest-feladatra dolgozták ki, s csak később
terjesztették ki őket háromtest-feladatra. Most azon dolgozunk, hogy a
tiszta Coulomb-kölcsönhatás esetére kidolgozott eljárás is kiterjeszthető legyen
háromtest-rendszerekre.

Ebben a munkában azt is kimutattam, hogy a CDPW használatával nyert
komplexskálázott szórt hullámfüggvény aszimptotikusan nem tűnik el, mivel
bejövő és kimenő gömbhullámot is tartalmaz. Ennek következtében pedig a
CDPW, mint a felbontás ismert része, nem alkalmazható komplex skálázásra,
mivel használata nem egyszerűśıti a szórási határfeltételt.



8. fejezet

Summary

The main virtue of the surface integral formalism of scattering theory is
that it provides formulae for the scattering amplitude valid for both short-
range potential and long-range Coulomb potential. This formalism has also
made it possible to develop the post form of the break-up amplitude for three-
body scattering of charged particles. The basic notion of the surface integral
formalism is the so called Coulomb-distorted plane wave (CDPW).

One of the aims of my work was to investigate the mathematical properties of
this function and, based upon these results, to develop an efficient FORTRAN–
90 computer code. First I formulated the partial wave components of the CDPW
and gave three equivalent forms for these functions. These formulae rely on the
three equivalent forms of the hypergeometric function 2F2(a, a; a+ l+1, a− l; z),
which have beed found by me. These are valid for non-negative integer l and
z ∈ C\{0}, a ∈ C\Z and Re[a] > 0. I determined the asymptotic form of
the function 2F2(a, a; a + l + 1, a − l; z) and I gave a closed analytic form of a
three-term recursion relation for the asymptotic expansion. From these results
I deduced the asymptotic form of the CDPW. From the asymptotic form of the
partial wave components of the CDPW I derived the leading-order asymptotic
expression of the three-dimensional problem. This form plays an important role
in the derivation of the surface integral formalism. This result was published
[88]; it is a refinement of the asymptotic form given in [21, 22].

To facilitate the numerical calculation of the CDPW it is necessary to develop
a reliable computer code. For this purpose, I gave an upper bound for the
remainder of the Taylor expansion of the function 2F2(a, a; a + l + 1, a − l; z).
Based on this result and using two of the three equivalent forms of 2F2(a, a; a+
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l+ 1, a− l; z) chosen so as to suit the arguments of the function, I have written
a FORTRAN–90 and a Mathematica code for the numerical calculation. These
results have not been published before the submission of my thesis.

The difficulty of the scattering calculation is due to the complicated form
of the asymptotics of the scattering wave function. A special transformation
of the Schrödinger equation, however, may lead to an asymptotic form that is
extremely simple: the function goes to zero at large distances. The solution of
the differential equation with such a boundary condition is much simpler than
the solution of the original problem. For short-range potentials, the application
of the complex scaling method leads to such a simplification.

We explain how to use the standard complex scaling for the pure two-body
Coulomb problem in order to simplify the boundary condition. The new method
is also valid for the general case in which a short-range potential is added to the
Coulomb interaction. The new procedure does not rely on the so-called two-
potential formalism. This result was published [58]. It is considered the first step
towards a new formalism of few-body scattering with Coulomb potential. The
standard methods, such as the screening and renormalization, exterior complex
scaling and surface integral formalism were first introduced and tested for two-
body problems as well, and they were extended to three-body problems later
on. Presently we are working on how to extend our method to the problem of
three charged particles.

It has also been shown that the splitting of the wave function based on
the CDPW does not simplify the boundary condition if the standard complex
scaling is applied. This is so since in this case the scattered part of the wave
function contains both incoming and outgoing waves.
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Képletgyűjtemény

Itt találhatók azok a képletek, melyekre hivatkozok ugyan dolgozatomban,
de az átláthatóság kedvéért nem ı́rom fel őket alkalmazásuk helyén vagy azelőtt.

Ha nem mondunk mást, a hipergeometrikus függvényekre vonatkozó
feltételek a 2.4.2 fejezetben elmondottaknak megfelően alakulnak. Általában
a, b, z ∈ C, x, y ∈ R és k, m, n, N nemnegat́ıv egészek lesznek.

5.3.5.4, 3. kötet [86]:

n
∑

k=0

(−1)k

(

n

k

)

(a)k

(b)k
p+mFq+m

(

(ap), ∆(m, a+ k)
(bq), ∆(m, b+ k)

∣

∣

∣

∣

z

)

=

=
(b− a)n

(b)n
p+mFq+m

(

(ap), ∆(m, a)
(bq), ∆(m, b+ n)

∣

∣

∣

∣

z

)

,

(K-1)

ahol

∆(m, a) =
a

m
,
a+ 1

m
, . . . ,

a+m− 1

m
.

13.5.2 [84]:

U(a, b, z) = z−a

{

N−1
∑

n=0

(a)n(1 + a− b)n

n!
(−z)−n +O

(

|z|−N
)

}

, (K-2)

ahol −3/2π < arg(z) < 3/2π.
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5.11.1(1) [85]:

pFq((ap); (bq);−z) =
Γ(b1) · ... · Γ(bq)

Γ(a1) · ... · Γ(ap)
G1,p

p,q+1

(

z

∣

∣

∣

∣

1− (ap)
0, 1− (bq)

)

(K-3)

10.1.16 [84]:

h(1)
n (z) = i−n−1z−1eiz

n
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k=0

(

n+
1

2
, k

)

(−2iz)−k , (K-4)

ahol
(

n+
1

2
, k

)

=
(n+ k)!

k! Γ(n− k + 1)
.

10.1.17 [84]:

h(2)
n (z) = in+1z−1e−iz

n
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k=0

(

n+
1

2
, k

)

(2iz)−k (K-5)

2.17.5.6, 2. kötet [86]:

∫ y

−y

(x + y)a−1e−bxPn

(

x

y
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dx =

= (−1)n (1− a)n

(a)n+1
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2F2

(

a, a
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∣

∣

∣

∣

− 2yb

)

,

(K-6)

ahol y,Re[a] > 0.

6.5.32 [84]:

Γ(a, z) ∼ za−1e−z

[

1 +
a− 1

z
+

(a− 1)(a− 2)

z2
+ . . .

]

, (K-7)

ha |z| → ∞ és | arg(z)| < 3π/2.
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7.2.2.3, 3. kötet [86]:

U(a, n+ 1, z) =
(−1)n−1

n! Γ(a− n)

(

1F1(a;n+ 1; z) ln(z)+

+
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)

+

+
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k!

(K-8)
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• I. Hornyák, Kéttest-Coulomb-szórás, Informatika Kar PhD Konferencia,
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