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1. fejezet

Bevezetés

A kvantumfizika legfontosabb kisérleti mdédszere a szdrdsi kisérlet [1-3].
Az atomfizikdban példaként emlithetjiik Rutherford szérasi kisérletét, melyben
alfa-részecskéket szératott arany félidn, és az eredmények elemzése vezetett az
atommag felfedezéséhez. A magfizikdban az atommagok szerkezetérol szintén
szorasi kisérletekbdl szerezhetiink informaciét [4,5]. Az elemi részek fizikdjdban
pedig szérasi kisérletek réven 1j részecskéket taldlhatunk. Erre a legfrissebb
példa a 2012-ben proton-proton iitkbzések soran is megfigyelt Higgs-bozon (1d.:
[6-8]), amit az Gn. standard modell jésolt meg.

Az idéfiiggetlen széraselméletben parcidlis differencidlegyenletet, a hulldm-
fiiggvényre vonatkozé Schrodinger-egyenletet, kell megoldani megfelelé ha-
tarfeltétellel. A vektorvaltozok szama linedrisan n6é az iitkozésben részt
vevo részecskék szamaval. Tobbrészecskés rendszerekre vonatkozd ,,ab initio”
szorasszamitasok még manapsag sem kivitelezhetk, annak ellenére, hogy a
formélis elmélet, a Faddeev—Yakubovsky-egyenletek formdajidban mar az 1960-
as években kidolgozdsra keriilt [9-11]. A jelenlegi szuperszdmitégépekkel is
csak harom-, vagy négytest-rendszerre végezhetod el ezeken az elveken alapuld
szOrasszamitas.

Osszetett rendszerek szérésénak lefrdsakor legtobbszor gy jarhatunk el,
hogy kozelitések bevezetésével visszavezetjiik a leirdst két- vagy haromtest-
szorasra. A legnyilvanvalobb kozelités, hogy elhanyagoljuk a céltargy belsé szer-
kezetét. Ha gyengén kotott 16vedékkel bombazzuk a céltargyat, mint példaul
a deuteron, He vagy !Be, akkor feltételezhetjiik, hogy a lévedék két szerke-
zet nélkili klaszterbdl &ll, és ezeket pontszertieknek tekinthetjiikk. Az elébbi
példak soran a kovetkezd haromtest-rendszereket kapjuk (n, p, céltargy), (*He,
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di-neutron, céltargy) és (*°Be, n, céltargy). A kolcsonhatdst a ,részecskék”
kozott fenomenologikus potenciallal kozelithetjiik.

A szoérasszamitasnak két {6 nehézsége van. Egyrészrél meg kell adni a
parcialis differencidlegyenlet hatarfeltételeit, ami a tekintett fizikai folyamatnak
megfelel. Mdasrészrdl ismerni kell azt a formulat, ahogy a hullamfiiggvénybdl
meghatdrozzuk a mérhet6 fizikai mennyiséget. Szérdsi kisérleteknél ez a
mennyiség altalaban a folyamat hatdskeresztmetszete. A staciondrius szorési
hullamfiiggvényt vagy direkt médon a Schrédinger-féle differencidlegyenletbél
vagy a Lippmann—Schwinger-integralegyenletbél lehet meghatdrozni. Az in-
tegralegyenlet mar magaba foglalja a hatarfeltételt, de elvarjuk, hogy kompakt
magfliggvényt integralegyenletet kapjunk, ugyanis csak ekkor tudjuk biztositani
a megoldas egyértelmiiségét, és a numerikus eljarasok stabilitasat. Matemati-
kailag korrekt formdju hdromtest-szorasi egyenlet a Faddeev-egyenlet, ami 1963-
ban sziiletett meg [9,10].

Ismert, hogy a konvenciondlis széraselmélet csak akkor érvényes, ha a
részecskék kozotti kolesonhatds rovid hatétavolsdgu [1]. A legtébb atom- és
magfizikai kisérletben azonban toltott részecskékkel van dolgunk, és a hosszu
hatétavolsdgi Coulomb-kolesonhatas nem hanyagolhaté el. Toltott részecskék
esetén a standard elméletet moédositani kell. Szemléletesen azt mondhatjuk,
hogy a hosszt hatétavolsdgi Coulomb-kolesonhatés eltorzitja mind a bejove,
mind a szért hulldmot. Az id6fiiggd leirds keretében Dollard 1964-ben meg-
mutatta [12,13], hogy hogyan kell az idéfejlesztd operdtort médositani, hogy a
szérast leiré6 Mgller-operator létezzen. Ez az eredmény alapveto jelentéségii, de
a tényleges numerikus szamitasok az id6éfliggetlen leirdast hasznaljak.

A kéttest-Coulomb-szoras probléméja analitikus forméban egzaktul megold-
haté. A koordinatatérbeli haromdimenziés Schréodinger-egyenlet, a radidlis
egyenlet és az impulzustérbeli megoldasok mind ismertek. Hasonlé médon anali-
tikus formédban megadhaté a rezolvens (Green-operator), az ,,off shell” T-matrix
és az energiahéjon vett szorasi amplitidé. Azonban a hosszi hatétdvolsag
miatt ezeknek a mennyiségeknek a definicidja, és egymads kozotti kapcsolata
eltér a rovid hatotavolsagu potencidlokra megszokott definicioktdl, kifejezésektdl
[14,15).

Példdul, a szérasi hulldmfiiggvény jo6l ismert aszimptotikdja (bemend
sikhullim plusz kimend gémbhulldm) megvaltozik. A szdérdsi amplitadd
és a szordsi figgvény parcidlis hullamok szerinti sorfejtése nem konver-
gens. Disztribicidelméleti értelemben vett konvergenciat lehet csak bizonyitani
[16]. Tovabba a Lippmann-Schwinger-egyenlet alkalmazhatdsdga is gondos
vizsgalatot kovetel. A Coulomb-szérasi hullamfliggvény az inhomogén helyett
homogén egyenletnek tesz eleget [17]. Tovdbbi nehézség, hogy Coulomb-szérés



esetén a T-médtrix nem létezik az energiahéjon [18]. Szintén nem érvényes
Coulomb-kolesonhatds esetén a szérasi amplitiddéra hasznalt szokésos kifejezés,
amely a sikhullamot, a potencidlt és a szordsi megoldéast tartalmazza.

Egy fizikailag és matematikailag is rokonszenves megkdzelitése a kéttest-
Coulomb-probléméanak a Coulomb-kdlcsénhatds ledrnyékoldsa. A legegyszeriibb
esetben levagast alkalmazunk, azaz egy elegendden nagy tavolsag utdn nullaval
tessziik egyenlové a kolesonhatast. Ily médon véges hatétavolsdgi kolesonhatést
kapunk, és a szokasos médon jarhatunk el. Naivan azt varnank, hogy a
levagasi tavolsag novelésével az eredmények konvergalnak. Ez azonban nem
igy van. Megmutathato, hogy egy, a levagédsi sugartol fligeé mennyiséggel
korrigdlva (renormdlva) kaphatjuk csak meg az elvirt eredményt. Ezt az
eljarast szokas drnyékolasi-renormaldsi médszernek nevezni. Az eljaras korrekt
hatédskeresztmetszetre vezet kéttest-probléma esetén, de kordntsem tekintheto
kielégitének. A kiilonbozd drnyékolasi fiiggvények a szérési fliggvény kiillonb6z6
aszimptotikus viselkedéséhez vezetnek, és ezek eltérnek az egzakt formatol. Az
eljaras leggyengébb pontja, hogy hatarértékben az energiahéjon vett szordsi
amplitidé nem 1étezik, azaz a szorasi hataskeresztmetszet nem hatarozhaté meg.
A hatarértékben szamolt amplitiidé olyan faktort tartalmaz, amely nem kon-
vergens az energiahéjon. Ezeket a tényezoket el kell tavolitani, renormalni kell,
miel6tt az energiahéjon vett értéket meghatarozzuk. Ennek a moddszernek az
altaldnositasa tette lehetové, hogy toltott haromtest-rendszerekre realisztikus
szédmitdsokat lehessen végezni [19,20].

A helyzet tehat az, hogy hasznédlnunk kell az arnyékolést, de ugyanakkor az
eredményeket renormalni is kell. Nagyon j6 lenne olyan formalizmust taldlni,
amely egyszerre miikodik rovid hatotavolsagu és Coulomb-potencial esetén is.
Egy ilyen lehetOség a feliileti integralos formalizmus, amit 2005-ben vezettek be.
El6szor kéttest-rendszerre mutattdk meg [21], hogy megadhaté olyan formula
a sz6rasi amplitido kiszamitasara, amely egyszerre miikodik rovid és Coulomb
esetben is, és nem tartalmaz semmilyen renormaldsi tényezét. A feliileti in-
tegrélos formalizmust kés6bb altaldnositottdk hadromtest-rendszerekre is [22]. A
feliileti integralos formalizmusban alapvetd szerepet jatszik az un. Coulomb-
moédositott sikhulliam CDPW (Coulomb-distorted plane wave). Az ismeretlen
szorasi fliggvényt ugyanis két tag Osszegére bontjdk, és az egyik, az ismert tag
éppen a CDPW. A szdrédsi amplitudét feliileti integral formajaban is meg lehet
adni, és ebben a kifejezésben is szerepel a CDPW.

Munkam egyik célkitlizése volt, hogy ennek a fiiggvénynek a tulajdonsigait
alaposan megismerjem, majd pedig erre alapozva nagy pontossagu szamitégépes
programot készitsek a CDPW numerikus meghatarozasara.

A koordinatatérbeli szérasszamitds nehézségét az okozza, hogy a hullamfiigg-
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vény megfelel¢ aszimptotikdjat biztositani kell. Minden olyan mddszer, ami
egyszerlisiti, vagy akar trividlissd teszi a hatarfeltételt, nagy jelentéségil.
Optimalis esetben azt szeretnénk elérni, hogy az aszimptotika explicit
konstrukcigjat elkertljiikk, és csupan négyzetesen integralhatd fiiggvényeket
hasznaljunk. Kotott dllapotok leirdséra kifinomult, nagy pontossagt tobbtest-
modszereket fejlesztettek ki az utébbi id6kben: ,,no core” héjmodell, ,,coupled
cluster” sorfejtés, Green-fiiggvényes Monte—Carlo-eljaras. A kotott allapoti
fiiggvényeket haszndlva megkiséreltek szérasi informdciét is meghatdrozni [23—
25]. A Lorentz-féle integraltranszforméciés mddszerrel hédrom- és négytest-
rendszerek fotoabszorpciés tulajdonsigait vizsgaltdk [23,24]. A kontinuum
allapotstrtiségét, amelybol a szorasi fazistolas szarmaztathato, is sikeriilt csak
négyzetesen integralhaté bdzist haszndlva meghatdrozni [26-28]. Az elébbi
moédszert és a komplex skaldzast kombindlva pedig csatolt csatornds szorési
szdmitdsokat is végeztek [29]. A kontinuum &llapotsiiriiség meghatdrozasan
alapulé eljarast tovabb fejlesztették mind kéttest-, mind haromtest-rendszerek
leirdséra [30].

A komplex skaldzasnak nevezett technika szamunkra azért érdekes, mert
segitségével meg lehet valtoztatni a hullamfiiggvény aszimptotikus viselkedését.
A komplex skélazast az 1960-as évek végétdl alkalmazzak a fizikaban. ElGszor
az atom- és molekulafizikdban hasznaltdk rezonanciadllapotok meghatarozaséara
[31-33]. Késobb az atommagfizikdban is elterjedt, amelyben f6leg néhanytest-
rendszerek lefrdsara [34-37] vagy a mikroszkopikus klasztermodellben hasznaljak
[38—41]. Tobbtest-rendszer esetén a komplex skéldzds az egyik legmegbizhatébb
moédszer rezonanciadllapotok tanulményozasara.

Felmeriil a kérdés, lehet-e alkalmazni szdérasi probléméara a komplex
skaldzast. Mar nagyon kordn, a rezonanciaszamitasokkal egy id6ben elkezdték
haszndlni a komplex skéldzdst szérdsi problémdk megolddsara [42,43]. A leg-
nagyobb elénye az eljarasnak az, hogy nincs sziikség a bonyolult aszimptoti-
kus hatarfeltétel explicit biztositdsara. Ez azt jelenti, hogy a széréasi probléma
megoldasanak nehézsége a kotott allapoti problémak megoldasanak szintjére
redukalédik, azaz csupan kotott allapoti aszimptotika biztositdsardl kell gon-
doskodni, ez pedig sokkal konnyebben elérhet6, mint a szorasi aszimptotika
biztositdsa. Félreértés ne essék, a szérasi hullamfliiggvény aszimptotikus alakjat
ismerniink kell! Az eljaras soran azonban transzformaéciok révén olyan egyen-
letet kapunk, amelyben a keresendé megoldas viselkedése mar igen egyszerii az
aszimptotikus tartomanyban.

Sajnos azonban igen hamar kideriilt, hogy csak abban az esetben alkalmaz-
haté biztonsdgosan a komplex skaldzas szdérasi problémara, ha a kolcsonhatés
rovid hatétdvolsagn [42,44]. Ez igen nagy hétrany, hiszen szinte mindig t61t6tt



részecskék szorasdt vizsgaljuk, a Coulomb-kolesénhatds nem hanyagolhaté el
az atom- és a magfizikdban. Volt néhdny javaslat [45,46], hogyan lehet ezt a
problémat lekiizdeni, de ezek nem nyertek széleskorii alkalmazast. A kezdeti
probalkozéasok utan nagyon sokaig semmilyen elérehaladas nem tortént a komp-
lex skalazas széraselméletben vald alkalmazasara.

Az 4ttorést a [47] munka hozta meg, ahol az tn. kiils§ komplex skéldzdst
alkalmaztak kéttest-rendszerre, és megmutattak, hogy az eljards miikodik
Coulomb-potencial jelenléte esetén. FEzen uttéré munka utdn a mddszert kiter-
jesztették atomfizikai haromtest-feladatra, és a kiilsé komplex skalazast sokféle
atomfizikai problémadra alkalmazték [48,49], sét, a teljes felbomldsi kiiszob fe-
lett is sikeres szdmitdsokat végeztek [50-52]. Az atomfizikdban a kiilsé komplex
skalazas az egyik legsikeresebb eljaras, ami a felbomlasi kiiszob felett is alkalmaz-
haté. A médszernek azonban van egy gyenge pontja: a Coulomb-kdlesénhatédst
egy bizonyos elegendGen nagy tavolsag utan elhanyagoljak. Ezt a hidnyossagot
mostanaban az irodalomban is kritizaltak, az eredeti eljaras médositdsat java-
soltdk, és azt kéttest-feladat esetében ellenérizték is [53,54]. Kés6bb pedig az
1j eljardst vdzoltdk haromtest-problémadra is [55].

Az irodalomban elterjedt az a vélekedés, hogy a standard komplex
skaldzassal hosszii hatotavolsagl kolesonhatds esetén a szérasi probléma nem
oldhaté meg. Ebbdl egy kiutat javasoltak az [56] munkdban, kés6bb pedig ezt
részletesen is kidolgoztédk és alkalmazték [57]. Ez az eljards az an. kétpotencidl-
formalizmuson alapszik. Itt feltessziik, hogy a kolcsonhatéds rovid hatétavolsagi
és Coulomb-koélcsonhatasi tagokat egyarant tartalmaz. Ekkor a Coulomb-
korrigalt szérasi amplitidéra vonatkozé egyenletre mér sikeresen alkalmazhaté
a standard komplex skdlazds. Az atom- és molekulafizikai rendszerek azonban
csak tiszta Coulomb-kolesonhatést tartalmaznak. Alkalmazhaté-e a standard
komplex skaldzas ilyen esetben, vagy pedig a kiilsé komplex skédlazasra vagyunk
utalva? Erre a kérdésre vélaszoltunk az [58] cikkiinkben, ahol megmutattuk
annak a moédjat, hogy hogyan lehet a standard komplex skaldzassal megoldani,
egyszerlsiteni a Coulomb-kéttestszorasi problémaét.

Dolgozatom szerkezete a kbvetkezb. A matematikai és fizikai alapokat, vala-
mint a kutatdsi téma elézményeit a 2. fejezet targyalja. Az 1j és tisztdn ma-
tematikai jellegli eredményeimet a 3. fejezet tartalmazza. Ezen eredmények
CDPW-re valé alkalmazdsat mutatja be a 4. fejezet. A CDPW numerikus
meghatdrozasarol szol az 5. fejezet. A komplex skdldzasnak tiszta Coulomb-
rendszerekre valé alkalmazhatésagat a 6. fejezetben mutatom be. Munkdm
eredményeit a 7. fejezetben foglalom Gssze.






2. fejezet

Szoraselméleti és
matematikai alapok

Ebben a fejezetben a doktori munkam héatterét képezé ismeretek rovid
4ttekintése talalhatd. Irdsa sordn eredményeim kionnyen érthetévé tétele volt a
legfébb szempont, ezért mind a fizikdnak, mind a matematikdnak az eredmények
szempontjabdl érdemleges részét probaltam kiemelni, és az azokhoz nem szoro-
san kapcsolodd anyagot csak a legsziikségesebb mértékben ismertetni.

2.1. Szoraselméleti alapok

Ezen fejezet alapja John R. Taylor [2] kényve. A kvantummechanika mikro-
fizikai rendszerek leirdsara komplex szeparabilis Hilbert-teret haszndl. A rend-
szer allapotait teljes mértékben jellemzik a Hilbert-tér 1-re normalt vektorai.
Ezeket a vektorokat szokas még dllapotvektoroknak vagy hullamfiiggvényeknek
nevezni. Ez utébbi elnevezés arra utal, hogy legtobbszor a tekintett Hilbert-tér
valamilyen fliggvénytér. A kvantummechanikai leirds kitiintet egy a Hilbert-
téren értelmezett linedris onadjungalt operatort, a H Hamilton-operatort. En-
nek az operdtornak kett6s szerepe van. Egyrészrol meghatarozza az idofejleszto
operatort, és igy a rendszer id6beli fejlédését. Masrészt a Hamilton-operator
sajatérték-egyenlete — az idofliggetlen Schrodinger-egyenlet — meghatarozza
a rendszer staciondrius, un. kotott allapotait és sajatértékei megadjék a
rendszer energidjanak lehetséges értékeit. Az idéfliggetlen szdéréselméletben
a stacionarius szorasi hulldmfiiggvény szintén megoldasa az idofiiggetlen
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Schrodinger-egyenletnek, azonban olyan hatarfeltétellel, hogy a megoldas nem
négyzetesen integralhaté. Az ilyen megoldasokat a tovabbiakban nem valddi
sajatfiiggvényeknek fogjuk nevezni. Szigori matematikai értelemben csak a
kotott allapotok hullamfiiggvényei felelnek meg a rendszer sajatfiiggvényeinek.
Ennek egyszertien az az oka, hogy matematikai értelemben a sajatfiiggvény min-
dig eleme a Hilbert-térnek.

Kotott  allapotok lefrdsa sordan a leggyakrabban alkalmazott kozelito
modszer, hogy felvesziink egy bézist a Hilbert-térben, és a kotott allapot is-
meretlen hullamfiiggvényét sorbafejtjilk a bazisillapotok szerint. Az isme-
retlen sorfejtési egytitthatdkat pedig varidciés modszerrel hatdrozzuk meg.
Ez a standard kozelités azonban nem miikodik szorasi allapotokra, mivel a
hullamfiiggvény nem négyzetesen integralhaté, nem eleme a Hilbert-térnek.
Szérasi allapotok lefrdsa soran biztositani kell, hogy a hullamfiiggvény aszimpto-
tikusan megfeleléen viselkedjen. Ennek a feladatnak a megoldasa pedig nume-
rikusan nehézséget jelent. Természetesen egytest-feladat esetén a Schrodinger-
egyenlet numerikus megolddsa adott hatarfeltétellel nem jelent problémét. A
szérasprobléma numerikus megolddsdnak nehézségei akkor mutatkoznak meg,
amikor kettonél tobb részecske szérasat akarjuk vizsgélni.

Az arnyékolasi-renormalasi médszert sikeresen alkalmaztak olyan haromtest-
feladatokra, amelyekben csak két részecske toltott. Az eljardst kiterjesztették
arra az esetre is amikor mind a harom részecske toltott, feltéve, hogy a bemend
és kijove szordsi csatorndk csak két fragmentumbdl allnak [20,59]. Jelenleg nem
ismeriink olyan integralegyenleten alapulé formalizmust, amely harom toltott
részecske esetén, a teljes felbomlasi kiiszob felett megbizhatéan miikodik. A
magfizikaban kifinomult numerikus mddszerek léteznek, melyekkel két toltott
részecskét tartalmazd hdromtest-szérasi problémét oldanak meg [60-66]. Ilyenek
példdul a Faddeev formalizmuson [67-69] vagy az Alt—-Grassberger—Sandhas-
egyenleten [59, 70] alapul$ eljardsok. Més mddszerek a szérdsi fliggvényre
vonatkozé Schrodinger-egyenletet prébaljak numerikusan megoldani [64, 66)
vagy varidcidés médszert alkalmaznak [65,71,72]. A nehézségeket jol mutatja,
hogy példaul proton-deuteron széras esetén a két proton kozott Coulomb-
kolesonhatast teljes mértékben figyelembe vevo elsé szamolast csak 2005-ben
végeztek elészor [73]. A t6ltott hdromtest-rendszer felbomldsi kiiszob feletti
hullamfiiggvényének teljes aszimptotikus alakjat is csak nemrégen sikeriilt meg-
hatdrozni [74-76]. Az atomfizikdban a kiils komplex skéldzdst és az un. konver-
gens szoros csatoldsos médszert hasznaljék leggyakrabban haromtest-rendszerek
szorasanak leirasara. Ezen moddszerek elméleti megalapozdsaban alapveto sze-
repet jatszott a széraselmélet feliileti integrédlos formalizmusa.

A nem relativisztikus szoraselmélet két részre bonthatd: idéfligegd és
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idofiiggetlen targyaldsra. Ezeken beliil pedig megkiilonboztethetiink egycsa-
tornds és tobbcsatornds feladatot. A legtobb tlitkdzés sordn a végallapotban
kiilénbo6z6 részecskék — atommagok — keletkeznek. Amikor példdul elegend6en
nagy energiaju alfa-részecskét iitkoztetiink nitrogén magokon, tobbek ko6zott a
kovetkezo folyamatok johetnek létre:

OZ+14N N OZ+14N
- p+'0
— Oz—|—0é+1oB.

Az ilyen esetet nevezziik tobbesatornas problémanak. Tipikus példéja az egycsa-
tornds feladatnak, amikor egyetlen részecske szorédik potencialon, vagy amikor
két szerkezet nélkiili részecske egymason vald szérasat vizsgaljuk. Az egycsa-
tornas szérasra j6 példa az alacsonyenergias elektron-proton iitkozés vagy az
alfa-neutron szoras. Ilyen esetekben csak elasztikus széras torténik. Ha az
alfa-neutron széréds energiajat 20 MeV f{6lé vissziik, akkor mar az alfa-részecske
felbomolhat és sokcsatornds problémaval allunk szemben. Az egycsatornés for-
malizmus sokkal egyszeriibb, mint a tobbcsatorndas, de mar ebben is megjelenik
minden széraselméleti fogalom.

A szérasi kisérlet tipikusan id6fliggd folyamat. Az itk6z6 részecskéket vala-
hogy létrehozzuk, azokat utkoztetjiik, majd pedig az Uitkozés megtorténte utan
detektorokkal megvizsgaljuk a végallapotot. Nagyon sok idével az iitkozés
elott és nagyon sok idével az iitkozés utan az aktudlis rendszer részecskéi
szabad részecskékként viselkednek. A kezdd- és végdllapoti aszimptotikus
allapotokat az S szérasi operdtor koti 6ssze. A gyakorlatban minden mérés
— az litkozés id6tartamahoz viszonyitva — sokkal az titkozési folyamat elott vagy
utdn torténik, ezért a szordsi operator segitségével minden kisérletileg fontos
informaciét megkaphatunk. Az id6fiiggd szérdselmélet az id6fiiggé Schrodinger-
egyenleten alapul, és idofiiggd allapotvektorakat hasznal a leirds sordn. Az
idofiggetlen széraselmélet az idofiiggo leirdsbol szarmaztathatd, de heuriszti-
kusan is bevezetheté. A gyakorlatban az idéfiiggetlen hullamfiiggvényt sorba
fejtjiik a Schrodinger-egyenlet bizonyos tulajdonsagoknak eleget tevo megoldasai
szerint.

2.1.1. Idofiiggo szoraselmélet

Amikor egyetlen részecske szérddik egy potencidlon, vagy amikor a kéttest-
problémat visszavezetjiik redukalt egytest-feladatra, akkor a Hamilton-operator

H = Hy+V(r) (2.1.1)
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alakid, ahol Hy a szabad mozgdst leird kinetikus energia operdtora, és V(r)
vagy a potencidltér, vagy a két részecske kozott haté kolcsonhatas operatora. A
szabad mozgas Hamilton-operatora a Laplace-operator segitségével adhatd meg
H 1 A 2.1.2
0 — 2m r ( . )
ahol m a részecske tOmege, vagy a kéttest-rendszer redukalt tomege és h =
1. A vastagon szedett betlik vektorokat jelolnek, a konkrét eseteben r a
részecske helyét jeloli, vagy a két részecske relativ helyvektorat, tovabba r a
haromdimenziés R? tér vektora, és ennek a vektornak a nagysaga r.
Ebben a fejezetben haszndlni fogjuk a Dirac-féle jelolési modot, azaz a H
Hilbert-tér elemeit | ) jeloli. A Hplk) = Ej|k) Schrodinger-egyenlet leirja a
szabad mozgast. Ennek az

(r|k) = (2m)3/2¢ikr (2.1.3)

megolddsa. Azonban (27)~3/2¢’¥" nem eleme a Hilbert-térnek, azt szokds
mondani, hogy (2.1.3) sikhulldim nem valédi sajatfiiggvénye Hp-nak Ej, =
k?/(2m) sajatérték mellett. A (2.1.3) sfkhullim nem csak Hp-nak nem
valédi sajatfiggvénye, de egyuttal az impulzus operatornak is nem valddi
sajatfiiggvénye, és a k € R? impulzusvektor a megfelel$ sajitérték.

Mint lattuk, a szérasi folyamat idofiiggd, ezért a kvantummechanikai leiras
természetes kiindulépontja az id6fiiggé Schrodinger-egyenlet

i%hm = Hy) . (2.1.4)

Az 1d6fiiggd [y) allapotvektort palydnak fogjuk nevezni. Természetesen ennek
semmi k6ze nincs a klasszikus fizikdban megszokott részecskepalydhoz. A (2.1.4)
egyenlet altalanos megoldasa a

) = U (b)) = e”[y) (2.1.5)

alakban frhaté, ahol U(t) az unitér idéfejleszté operdtor. Minden pélya
egyértelmien jellemezhets egyetlen allapotvektorral, a ¢ = 0 idépontbeli |¢)
allapottal. Feltételezhetjiik, hogy nagyon sok idével az iitkézés el6tt a rendszer
agy viselkedik, mintha szabad allapotban lenne. A szabad részecske mozgasat az
Uy (t) szabad unitér idéfejlesztd operdtor irjale Uy(t) = exp(—iHot). Sejtésiinket
az

UO) > Uo®l¥n) (2.1
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forméban fogalmazhatjuk meg, ahol |¢i,)-t a rendszer bemend aszimptotikus
allapotanak tekinthetjiik. Hasonlé médon képzelhetjiik el a folyamatot nagyon
sok idével az {itk6zés utédn, bevezetve a megfeleld |o,t) aszimptotikus kimend
allapotvektort irhatjuk, hogy

U(®)]) —— Uo(®)ltous) - (2.1.7)

A i) (|Yout)) dllapotvektort a |1;) palya bemend (kimend) aszimptotdjanak
nevezzilkk. Rogton felemertl az a kérdés, hogy vajon minden palyanak van-
e bemené és kimend aszimptotdja. Erre a kérdésre az a vélasz, hogy nem.
Kotott dllapotnak megfeleld exp(—iEpt)|pp) palydnak nines aszimptotdja; itt
E, a kotott dllapot sajitenergidja és |pp) a kotott allapot sajatfiggvénye.

A szoraselméletben fontos szerepet jatszik harom bizonyitandé allitas: az
aszimptotikussagi feltevés, a kotott és szérasi dllapotok ortogonalitdsa és az
aszimptotikus teljesség. A kolcsonhatdsra tett szigori feltételek mellett kimond-
hatjuk, hogy barmely |¢;,) € H dllapot bemend aszimptotikus dllapot lehet,
azaz van olyan [1)) € H vektor és hozza tartozd pélya, hogy lim;—, o, U(¢)[¢)) =
Uo(t)|tin). Hasonld allitds igaz a kimend aszimptotdra. Jeloljik Ry-szal és
R_-szal a Hilbert-tér azon allapotait amelyeknek van bemend illetve kimend
aszimptotdja. Ekkor az Ry és R_ alterek ortogonalisak a kotott dllapotok B
alterére. Az aszimptotikus teljesség pedig azt jelenti, hogy R = R_ = R és
H =R & B, azaz a teljes Hilbert-tér a szorasi allapotok és a kotott allapotok
direkt Gsszege.

Gombszimmetrikus V' (r) potencidl esetén az elébbi allitasok teljesiilésének
feltételei a kévetkezék: 1. V(r) = O(r=37¢), amint r — oo (e > 0); IL. V(r) =
O(r=3/2%€) amint 7 — 0 (e > 0); IIL. V(r) legfeljebb véges sok pont kivételével
folytonos a 0 < r < oo intervallumon [2]. Nyilvdnvaléan ezek a feltételek a
Coulomb-potencialra nem teljestilnek.

A széraselmélet egyik igen fontos alapfogalma a Mgller-féle hulldmoperétor.
Az aszimptotikussdgi feltevés garantdlja, hogy minden |¢i,) € H bemend
aszimptotdhoz 1étezik palya. A pélya a ¢ = 0 id6pontban a |¢)) 4llapottal jel-
lemezhetd. A Mgller-operator 6sszekoti az aszimptotat a tényleges péalya ¢t = 0
idopontbeli allapotaval

Qi fpin) = lim UM (6)Uo (1) 1voin) = 1)) (2.1.8)
A kimend aszimptotabdl is megkaphatjuk a rendszer ¢ = 0 id6pontbeli dllapotat

Q- [our) = Jlim UN(O)Uo(t)[Woout) = |¥) - (2.1.9)
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Az izometrikus Mgller-operdtorok a teljes Hilbert-teret képezik le a szorési
allapotok R alterére.

Vezessiik még be a kovetkez6 jelolést, ha a kisérletek soran a gyorsité eléallit
egy bemend |p) hulldmcsomagot (|1:,) = |¢)), akkor a tényleges palya t = 0
idépontbeli dllapotat |p+)-al fogjuk jelolni (Q4|p) = |p+)). Hasonléképpen, ha
a szords utdn a méréberendezés |x) szabad hulldmesomagot mér, akkor az ennek
megfeleld tényleges palya dllapota a t = 0 idépontban |[x—) (Q_|x) = |x—))-

A bejové és a kimend szabad aszimptotikus allapotokat — az aszimptotdkat
— a szérasi operator kapcsolja Ossze

Sltbim) = QL Q4 [Pim) = [tout) - (2.1.10)

Mivel szérasi kisérletek soran csak a bejové és kimend szabad allapotokat figyelik
meg, a szorasi operdtor minden informdciét tartalmaz a szérési folyamatrdl. A
gyorsitébdl kilépd részecske az Up(t)|tim) szabad pdlydn mozog, ahol |¢)i,) =
|p) a gyorsitéra jellemzé hullimcsomag. Az iitkozés utdn a mérdberendezés
pedig valamilyen |[out) = |x) aszimptotét észlel. A kérdés, amire az elméletnek
vélaszolnia kell, az, hogy milyen w(y <« ¢) valészinliséggel észleliink kimend |y)
aszimptotdt, ha a bejové aszimptotikus dllapotot a |p) hullimcsomag jellemzi.
A Kkeresett valoszinliség nyilvanvaléan a

wx — @) = [(x — o) = [(XIQ Q4 [0)|> = [(x|S|)]? (2.1.11)

moédon szédmolhats. Az S szérasi operator fontos tulajdonsaga, hogy S unitér
leképezés, valamint teljesiti az energiamegmaradast. Ez utébbi a kovetkezot
jelenti. Mivel a Hamilton-operator id6tél fiiggetlen, az energiamegmaradds
érvényben van: a Hamilton-operator atlagértéke barmely pélya esetén fiigget-
len az id6tél. Aszimptotikusan az energia a mozgasi energia, ezért azt varjuk,
hogy az S-operator felcserélheto a szabad mozgas Hy Hamilton-operatoraval.
Ez az allitas ([S, Hy] = SHy — HoS = 0) be is bizonyithaté felhaszndlva az un.
Lintertwining” Gsszefliggést:

HQy =Q41Hy . (2.1.12)

A szérési formalizmusban az energiamegmaradds azt jelenti, hogy a bejové
allapot (i, |Ho|tin) energidja megegyezik a kimend aszimptotikus allapot
(Yout|Ho|Wout) energidjaval.

Mivel a Hy és az S-operator felcserélhetd, célszerii a Hy kinetikus energia
nem valédi sajatfliggvényeit hasznalni a matrixelemek kiszamitdsanal. Megmu-
tathato, hogy az S-operator impulzustérbeli alakja a

(K'|S|k) = 6(kK — k) — i218(Ej — Ep)t(k' — k) (2.1.13)
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formédban ifrhaté. Amikor a részecske szérdodik az impulzusa megvaltozhat, az
energidja viszont nem. A §(Ejy — Fj) Dirac-delta tényezd miatt a t(k’ — k)
fiigevény csak akkor definislt, ha k> = k2, ezért azt mondjuk, hogy t(k' —
k) nem mds, mint a T-matrixelem az energiahéjon. Torténeti okok miatt be

szoktak vezetni az
fK k)= —27r)*m t(k' « k) (2.1.14)

szérdsi amplitidét. Gombszimmetrikus potencidl esetén a k' « k kifejezés
tulajdonképpen a k' és k vektorok altal bezart szogtdl (¢) vald fiiggést jeloli,
ezért szokdsos még a cos(¥) és a K’ -k ekvivalens jelolés is, ahol k’ és k a k/ és k
vektorok irdnydba mutaté egységvektorok. A kisérletileg mérheté differencidlis
szorasi hataskeresztmetszet a

d
YK — k) = |f(K — k)? (2.1.15)
dQ)
moédon frhaté.

Az idofiggetlen szérdselmélet bevezetéséhez sziikségiink van még két

operatorra. A Green-operator definiciéja:
G(z)= (2 — H)™, (2.1.16)

ahol z olyan komplex szdm, amire az inverzképzés létezik. A matematikai szak-
irodalomban ezt az operdtort rezolvens operatornak nevezik. A szabad Green-
operétor definicidja hasonlé: Go(z) = (¢ — Ho)~!. A G(z) Green-operdtor a H
Hamilton-operator spektrumétol eltekintve minden z komplex szamra létezik.
A Green-operator ismerete ekvivalens H sajatérték probléméjanak teljes meg-
olddsaval. A szabad és a teljes Green-operdtor kézott fennall az in. Lippmann—
Schwinger-egyenlet:

G(z) = Go(2) + Go(2)VG(z) . (2.1.17)

A T-operétor definicidja
T(z)=V+VGE(z)V, (2.1.18)

amibdl levezetheto, hogy
G(2) = Go(2) + Go(2)T (2)Go(z) - (2.1.19)

A T-operator ismerete tehat ekvivalens a Green-operdtor ismeretével. A
Lippmann—Schwinger-egyenlet a T-operatorra:

T(2) =V + Go(2)VT(2) . (2.1.20)
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Ezt az utoébbi integrilegyenletet szoktak T maétrixelemeinek meghatarozasara
hasznalni numerikus szamitasokban. Egy masik lehetOség erre az iteracidval

nyerhet6
T(z) =V +VGo(2)V +VGo(2)VGo(2)V +... (2.1.21)

in. Born-sor valahdny els6 tagjanak meghatarozasa. Ha csak a jobb oldal els6
tagjat hasznaljuk T maéatrixelemeinek kozelitésére, akkor azt Born-kozelitésnek
szokas nevezni.

A Green-operdtor segitségével megadhatjuk a Mgller-féle hulldimoperator
hatdsat tetszbleges bemend/kimend aszimptota esetén. Legyen a kimend
aszimptota |x), és a pédlya t = 0 idépontbeli allapota |x—). Bebizonyithatd
a kovetkezo egyenlet:

0 x) = Iv=) = ) + Jim [ GUBL — i) VIR () (2.1.22)
A bemend aszimptotikus dllapotbdl pedig az
Qlo) = I+ = lo) + Jim [ G+ ie)VII) (ko) di (2.1.23)

formuldval kaphatjuk meg a pélya dllapotat a ¢ = 0 idépontban.
Megmutathatd, hogy az S-operator a T-operatorral hozhaté kapcesolatba:

(K'|S|k) = 6(k' — k) — i2n8(Ep — Ey) lim (K|T(Ey +ie)[k) . (2.1.24)

lim
e—+0
A kisérletileg mérhet6 szdrési hataskeresztmetszetet maghatdrozé T-matrixelem
a T-operator segitségével, tehat a

tk' — k) = lim (K|T(Ey +ie)|k) (2.1.25)

lim
e——+0

alakban adhaté meg.

2.1.2. Idofiiggetlen szoraselmélet

Az idofiiggetlen szoraselmélet alapfogalma az Un. staciondrius szérési
hulldmfiiggvény. Ez a hulldmfiiggvény hasonléan a |k) impulzus ,sajit-
fliggvényekhez” nem eleme a Hilbert-térnek. Ennek ellenére az id6fiiggetlen
szoraselmélet az a lefrasi mod, amelyet a tényleges numerikus vizsgalatok leg-
gyakrabban haszndlnak. A staciondrius szérédsi dllapotot a Mgller-operétor
segitségével definialjuk:

k+) = Q4]k) . (2.1.26)
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Az intertwining” Osszefiiggés felhasznaldsdval megmutathaté, hogy ezek az
allapotok ,sajatfiiggvényei” a Hamilton-operdtornak, azaz

H|k+) = Ej|k+) . (2.1.27)

Természetesen a fenti egyenletnek csak az alakja olyan, mint egy sajatérték-
egyenleté, szigori matematikai értelemben |k+) nem sajitfiiggvénye a
Hamilton-operdtornak. A |k) impulzus ,sajatfiiggvények” a Hy operdtornak
nem valddi sajatfiiggvényei, a |k+) staciondrius szérasi dllapotok H nem val6di
sajatfiggvényei, a megfeleld sajatértékek azonban megegyeznek, értékik Ej =
k%/(2m).
A staciondrius szérdsi allapotokra a (2.1.22) és (2.1.23) egyenletek
segitségével a
|k+) = |k) + EEIEO G(Ey +ie)Vk) (2.1.28)

egyenletet kapjuk. Ezt az egyenletet, valamint a T-operdtor (2.1.18) definicidjat
felhasznalva kapjuk, hogy

lim T(Ex +ie)|k) = V]k) . (2.1.29)

A (2.1.25) szérasi T-métrixelem tehdt a

t(k" — k) = (K'|[V]k+) (2.1.30)
alakban irhaté vagy pedig a

t(k' — k) = (K'—|V]k) (2.1.31)

formaban. Az elébbit poszt az utébbit pedig prior Osszefiiggésnek szokds
nevezni. A staciondrius formalizmusban az utébbi két kifejezés valame-
lyikének meghatarozasaval szokds a mérheto hataskeresztmetszetet kiszamolni
(1d.: (2.1.15)).

Az explicit (2.1.28) kifejezés helyett a staciondrius szérasi fliggvényeket a

[k+) = [k) + lim Go(Eg +i€)V k=) (2.1.32)

Lippmann—-Schwinger-egyenletbdl szokas meghatarozni. Ez az egyenlet in-
tegralegyenlet a staciondrius szérasi hullamfiiggvényre. A szabad Green-
operétor konkrét alakja ugyanis ismert, zart formaban megadhaté [2]. Ha a sta-
ciondrius Schrodinger-egyenletet szeretnénk hasznélni |k=+) kiszdmitdsara, akkor
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meg kell adnunk, hogy milyen hatarfeltétellel kell megoldanunk a parcialis diffe-
rencidlegyenlet formaja (2.1.27) staciondrius Schrédinger-egyenletet. A szabad
Green-operator konkrét alakjabdl, felhasznalva a (2.1.32) egyenletet a kdvetkez6
aszimptotikus formula vezetheto le:

r—00 r

(r|k+) —— (2m)73/2 (e“‘” + f(ki — k) eikr> : (2.1.33)

A fenti egyenlet az elemi szérdselmélet jél ismert egyenlete. A szokdsos fizi-
kai interpretacié szerint a staciondrius szorasi hullamfiiggvény aszimptotikusan
bemend sikhullambdl és szért gombhullambol 41l 6ssze. A gombhullam egyiitt-
hatdja pedig meghatarozza a hataskeresztmetszetet.

Ha a potencial gobmbszimmetrikus, azaz V' csak r-tdl fiigg, akkor a parcialis
hulldmok mdédszerét alkalmazva a (2.1.27) parcidlis differencidlegyenlet dtmegy
kozonséges differencidlegyenletbe, az tn. radidlis Schrodinger-egyenletbe. A
sikhulldm

1 o N
(r|k) = (2m)~3/2¢ikr — (2@*3/25 > @I+ Ditji(kr) PR k) (2.1.34)
1=0

alaki sorfejtése j6l ismert [77]. Itt a Riccati-—Bessel-fiiggvényt 7 (z) jeloli és P(2)
a Legendre-polinom. Az ismeretlen staciondrius szérasi fiiggvényt irjuk az

oo

(rlkt) = o (r) = (2@*3/2% SO+ il ()R- K) (2.1.35)

=0

formdban. Az el6z6 sorfejtést a (2.1.27) egyenletbe helyettesitve a redukélt
radidlis Schrodinger-egyenletet kapjuk:

{% <_j_; + l(l; 1)) +V(r)— Ek] () =0, (2.1.36)

Irjuk a szorasi amplitidot az
o0

=> @ +1)fik)P(K -k) (2.1.37)
=0

alakban, ahol f;(k) az in. parcidlis szérdsi amplitidé. Szokds még bevezetni
az s;(k) parcidlis S-métrixelemet és a 0;(k) parcidlis fazistoldst a kovetkezd
definiciokkal:

si(k) =1 ") gin(§;(k))

filk) = 50— = p . (2.1.38)
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Ha a differencidlis hataskeresztmetszetet integraljuk a térszogre, akkor a
teljes hataskeresztmetszetre a

o =4m i(% + D fi(k)? (2.1.39)

=0

kifejézest kapjuk.
A @[J;’rk (r) radidlis szérasi hullamfiiggvény aszimptotikus viselkedése leszarmaz-
tathaté a (2.1.33)-bdl, és azt kapjuk, hogy

i (r) —— Gulkr) + kfy(k)e kr=tm/2) (2.1.40)
Erdemes ezt az eredményt ekvivalens alakokba is atirni. Ha a fazistolassal
jellemezziik a szérasi hullamfiiggvényt, akkor az aszimptotika a

w?'k(r) —— B gin(kr — Im/2 + 6(k)) (2.1.41)

formédban irhaté. Az aszimptotika fenti alakja mutatja a fazistolas jelent&ségét.
Nagy r értékekre a szérési hullamfiiggvény ugyanis aranyos a szabad megoldassal

Ji(kr) —— sin(kr — I7/2) , (2.1.42)

azzal a kiilonbséggel, hogy az oszcillaciok fazisa §;(k)-val eltolédott. Ha a
parcidlis S-matrixelemet hasznéljuk, akkor a szérési fiiggvény aszimptotikdja
i/ .
Ui r) —= 5 (A (kr) = siR)RF (k1)) (2.1.43)

T —00

ahol lei(z) a bejovd/kimend Riccati-Hankel-fliggvény.

2.1.3. Feliileti integralos formalizmus

A szoéraselmélet idofiiggetlen lefrasi médjanak egy j megkozelitése jelent
meg a [21] munkdban, melyben a kéttest-feladatot vizsgaljak a feliileti in-
tegrélos formalizmusban. KesObb ezt a megkozelitést kiterjesztették haromtest-
problémdra is [22]. A feliileti integrélos formalizmus jellemzdje, hogy nem
hivatkozik a Green-operatorra. Tovabba olyan formuldt ad a T-operator
matrixelemére, ami egyarant alkalmazhaté rovid hatétavolsdgu és Coulomb-
kolcsonhatds esetén. A T-operdtor métrixelemére két formula is levezethetd.
Az egyik egy integrélis alak, ahol az integralas a teljes térre vonatkozik, egy
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maésik formula feliileti integral segitségével fejezi ki a T-operator matrixelemét.
A feliileti integrédlos formalizmus el6nye, hogy a hullamfiiggvény szért részét
csak aszimptotikusan kell ismerniink. A feliileti integralos formalizmus a
szoraselmélet egy 1j fejezete, amit csupan néhdny éve fejlesztettek ki, ezért
az alabbiakban részletesebben ismertetem az elméletet.

Tekintstink rovid hatétavolsdgi potenciallal kélesonhatéd két részecskét. A
rendszer staciondrius szérasi hullamfiiggvénye eleget tesz az id6fiiggetlen

(E—H)pE(r) =0 (2.1.44)

Schrodinger-egyenletnek. A (2.1.44) egyenlet megolddsai koziil azt keressiik,
amely aszimptotikusan eleget tesz a

ikr
) o am) S (4 plh - 10 ) (2.1.45)

r—00 r

formuldnak. A bejévé gombhullamot tartalmazé, de szintén E energidji ¢, (r)
megoldas igy irhato:

Y (r) = (¥ (1) . (2.1.46)
A 1) (r) megoldds aszimptotikus alakja:
—ikr
Wy (1) —— (2m) %2 <e“‘” +f(—kE — k)= . ) : (2.1.47)

Bontsuk fel a ¢ (r) megolddsokat bemen§ és szért hullimra

UiE(r) = duclr) + vt (r), (2.1.48)
ahol '
P(r) = (r|k) = (2m)3/2ekr (2.1.49)
a bemend sikhulldm, a szért hullaimok pedig aszimptotikusan a
ikr
giet () —— (2m) "2 f (ki — k) er (2.1.50)
és »
27 (1) —— (2m) V2 (ki — k) (2.1.51)

T —00

forméba irhaték. A szért hulldmra a kovetkezd egyenletet kapjuk:

(B~ HYoi () = (H - B)oi(r) . (2.1.52)
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Tekintsiik most elészér a kimend gémbhulldmot tartalmazé 3" (r) fiiggvényt.

A (2.1.52) egyenletbdl azt kaphatjuk, hogy

(b [(E = H)i vy = (W |(H — E) i), - (2.1.53)

A matrixelemekhez irt alsé rg index azt jelenti, hogy az integrélas nem a teljes
térre torténik, hanem az origd kézépponti rg sugari gomb belsejére.
A 9, megoldés eleget tesz az

(B = H)yg [ )rg = 0 (2.1.54)
egyenletnek. Vonjuk ki (2.1.53)-bél a (2.1.54) egyenletet; az eredmény:

(Vi |(B = H)Ye )rg = (B = H)Y [ )y = (Ui |(H — E)¢ic)r, - (2.1.55)

Mivel az integralas véges térrészre vonatkozik az el6z6 egyenlet a

~ (U0 [ Hotr g + (Hoto [ g = (o [(H = B)ic) g (2.1.56)

modon is irhaté. Végezziik most el az rg — oo hatardtmenetet, ekkor azt
kapjuk, hogy

i [~ (g Howie® ), + (Hotig i) = Tim (05 |(H = E)orcr,
(2.1.57)
A fenti egyenlet bal oldaldn all6 térfogati integralt atalakithatjuk feliileti in-
tegralld, (2.1.57) bal oldala a kovetkez6 formdban {rhaté:

lim [—i/f(kf — k)eikreik/”(—ik—ik’f)df} . (2.1.58)
ro—oo | 2m r=ro
Ha figyelembe vessziik a sikhulldm
; 2 /. N . N
ikr “n ikr Sia o —ikr s(a
e~ T (e S — k) — e o + k)) (2.1.59)

aszimptotikus (r — oo) alakjdt (2.1.58)-ban, akkor azt kapjuk, hogy

lim [~ (FO - R)e SR (k) — F(—K ) O — 1))

(2.1.60)
Az energiamegmaradds miatt k = k', {gy végiil (2.1.57) bal oldaldra kapjuk,
hogy

=27 .~ s
Tf(k - k), (2.1.61)
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ami pedig nem mds, mint ¢(k’ < k), azaz a T-operdtor matrixeleme. A (2.1.57)
egyenlet tehat igy irhaté:

tk' — k) = lim (¥g|(H — E)éir, (2.1.62)

70— 00

Az egész levezetés megismételhetd, ha a kiindulasi fiiggvény ;" (r). Ekkor
a kovetkez6 eredményt kapjuk:

tk — k)= im ((H — E)wr [t ) - (2.1.63)

A (2.1.62) egyenlet a kovetkezd alakban is frhaté:

tk' — k)= lim [((H— E)dw|ty)r + (E— H)Ug |dr)r,| - (2.1.64)

79— 00

Ennek az egyenletnek a jobb oldalan levé térfogati integralt szintén felirhatjuk
feliileti integralként, és eredménytil a kovetkezot kapjuk:

t(k/<—k):—2L lim 7‘0/(¢k, %—d) awk, )df'.

o (2.1.65)

Hasonldéan atalakitva a (2.1.63) kifejezést, irhatjuk, hogy

7:(1<'Hk)=—2L lim rZ /(% + 901 — df &bk) : (2.1.66)

m ro—0o0

A T-operator matrixelemének (2.1.62) kifejezését prior alaknak, a (2.1.63) for-
muldt pedig poszt alaknak nevezziik. A teljes térre vett integralis alakok a
kovetkezok:

(K = k) = (| (H — E)d) (2.1.67)
és

tPos*t (k' «— k) = ((H — E)¢k/|1/)lf> : (2.1.68)
A feliileti integral alaku prior és poszt formuldkat a (2.1.65) és (2.1.66) egyen-
letek adjék.

Ha a részecskék kozott Coulomb-kolcsonhatds hat, akkor az el6z6ekben
végzett levezetési lépések megismételheték, azzal a kiilonbséggel, hogy a (2.1.49)
sikhulldm helyett az

™ (kr T kr)* (2.1.69)

Coulomb-médositott sikhullamot kell alkalmaznunk. Az el6z6 formuldban a
felsé elGjelek a poszt, az alsOk pedig a prior alakhoz tartoznak, valamint v a
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Sommerfeld-paraméter. Coulomb-potencial esetén a szorasi fiiggvény kévetkezo
felbontasat kell haszndlnunk:

i (r) = ™ (kr F kr) 7 4+ 5 () (2.1.70)

A T-operator métrixelemére korabban levezetett integralis (2.1.67), (2.1.68) for-
muldk és (2.1.65), (2.1.66) feliileti integral kifejezések tovabbra is érvényben ma-
radnak, feltéve, hogy a benntik szereplé ¢y sikhulldmot a megfelel6 Coulomb-
moédositott sikhullamra cseréljiik.

2.2. Komplex skalazas

A komplex skéldzds igen bonyolult matematikai megalapozdsa a [78, 79]
munkakban tortént meg. Ebben a fejezetben mi nem ezt a vonalat kovetjiik,
hanem a [80,81] attekint6 cikkek leirdsi médjat.

Rovid hatotavolsagu potencidl esetén rezonanciadllapot az

[% <_j_7~22+ W; 1)) + V() —E] ¥(r) =0 (22.1)

radidlis Schrodinger-egyenlet olyan megolddsa, amely aszimptotikusan a

P(r) — ethr (2.2.2)
alakban frhaté és r = 0-ban reguldris. Itt E = k?/(2m). Ha a k impulzus
k—17v (k,7 > 0) alakd, akkor a (2.2.1) megolddsa nem négyzetesen integralhato,
a hulldmfiiggvény nem eleme a Hilbert-térnek. Tételezziik fel, hogy a ¥(r)
rezonanciadllapotot leiré megoldas r fiiggvényében analitikusan kiterjesztheto a
komplex sikra. Vezessiink be egy 1j figgvényt a

Po(r) = e/ (re”) (2.2.3)

definiciéval. Ezt a transzformdciét szokas komplex skédlazasnak nevezni.
Koénnyt belatni, hogy a most bevezetett fiiggvény megoldédsa a komplexskédlazott
radidlis Schrédinger-egyenletnek

{e_%e% (—C;'l—; + W; 1)) +V(re’) - E] Yo(r) =0. (2.2.4)

A (2.2.4) sajatérték-egyenletnek a rezonancidk helyén lehetnek olyan E komplex
energidji megoldasai, amelyek mar négyzetesen integralhaték. Ez abbdl latszik,
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hogy a rezonanciadllapotoknak megfelel¢ komplexskaldzott megoldéds aszimpto-
tikusan
Yo(r) —— exp (—r [ksin(f) — ycos(0)] + ir [k cos(f) + vsin(f)])  (2.2.5)

T—00

alakban frhatd, azaz a hulldmfiiggvény nagy r értékekre lecseng, ha v/x > tg(0).
A komplexskalazott rezonancia-hullamfiiggvény tehat aszimptotikusan gy vi-
selkedik, mint egy kotott dllapoti hullamfiiggvény, azaz a végtelenben nulldhoz
tart. A hires ABC tétel [78, 79] a komplexskdldzott Schrodinger-egyenlet
spektrumanak tulajdonsagairdl szél, illetve arrdl, hogy a komplex energidju
sajatértékek megfelelnek a Green-operator nem fizikai sikon levé pdlusainak.
Ezek a polusok viszont jelentés hatdssal vannak a rendszer fizikai tulajdon-
sagaira.

A komplex skélazas természetesen bevezetheté soktest-rendszerekre is. A
komplex skaldzas elénye, hogy segitségével minden olyan modszer, amely al-
kalmas kotott allapotok helyének meghatarozasara, alkalmazhaté rezonan-
ciadllapotokra is, ha ezeket a komplexskaldzott Schrodinger-egyenlettel irjuk le.
Példaul a (2.2.4) egyenlet rezonancia-sajatfiiggvényeit kifejthetjiik négyzetesen
integralhaté bazison. Tobbtest-feladat esetén ez a leggyakrabban alkalmazott
modszer rezonanciaenergidk meghatarozasara.

Az otletet, hogy hogyan lehet a komplex skéldzast a szérdselméletben al-
kalmazni, a szérasi hullimfiiggvény (2.1.40) aszimptotikus alakja adja. Nagy r
értékre a fiiggvény két taghdl &ll j;(kr) + Aexp(ikr), a masodik tag A exp(ikr)
komplex skéldzds utdn Aexp(—krsin(0) + ikr cos(f)) formdban irhatd, tehat
négyzetesen integralhatéva valik, ha 0 < 6 < w és k > 0 valds szdm. Keressiik
tehat a szérési hullamfiiggvényt

G (r) = Gilkr) + 9% (r) (2.2.6)
alakban, ahol a szérédast leiré ¢°¢*(r) rész ismeretlen fliggvény, de tudjuk
réla, hogy komplex skdldzds utdn négyzetesen integralhatéva valik. A ¢t (r)
fiiggvény a (2.1.36) egyenletben szerepld w;fk (r) fuggvénynek felel meg, csak az
I és k indexeket az atlathatésag kedvéért elhagytuk. A (2.2.6) alakot helyet-
tesitsiik (2.1.36)-ba, ekkor a kovetkez6 inhomogén egyenletet kapjuk:

B o (e ) v e < vy . 2

2m

A hulldmfiiggvény szoért részére vonatkozo egyenlet komplex skaldzas utdan igy

irhato:
1 —2i0 d2 l(l + 1) 16 sc+ _
|:Ek o < ozt V(re™)| vy (r) =

r2
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= /2 (kre®)V (re®) (2.2.8)

ahol bevezettiik a
Pyt (r) = €02t (re'?) (2.2.9)

jelolést. A 15°F(r) négyzetesen integralhatd, ezért kozelitheté négyzetesen in-
tegralhatd, aszimptotikusan nulldhoz tarté fliggvények szerinti sorfejtéssel. A
komplex skdldzds igen nagy elénye az, hogy a (2.1.40) hatarfeltételt nem kell
explicit médon beépiteni a prébafiiggvénybe.

Eszrevehetjiik, hogy nagy kiilonbség van a komplex skaldzas alkalmazasi
modjaban attol fiiggden, hogy rezonanciadllapotot vagy szérasi allapotot aka-
runk meghatdrozni. Az els6 esetben a teljes rezonancia-hullamfiiggvényre, mig
a masodik esetben csak a szért hullamfiiggvényre kell a komplex skédlazast al-
kalmazni.

Amikor révid hatétavolsiagu és Coulomb-potencidl egyszerre van jelen, ak-
kor ismert, hogyan kell az elébbiekben rovid hatétavolsagi esetre ismertetett
moédszert dltalanositani [57]. Tiszta Coulomb-kélesonhatés esetére mi mutattuk
meg [58] eldszor, hogy a komplex skéldzds hogyan alkalmazhaté a Coulomb-
szorasi problémara.

2.3. Az aszimptotikus analizis alapfogalmai

Ebben a fejezetben az aszimptotikus analizis alapvetd fogalmait tekintjiik
at. Az anyag Osszedllitdsanal dolgozatom kovetkezd fejezeteinek jol érthetésége
volt a legf6bb szempont, ezért nem bocsatkozom részletes leirdsba, csupan a
legsziikségesebb, a témahoz szorosan kapcsolédé alapismereteket foglalom Ossze.
A tovdbbi részletek irdnt érdeklédd olvaséknak ajdnlom a [82,83] hivatkozast
konyveket.

2.3.1. A O- és o-szimbdélumok

A kovetkez6kben legyen K C C, tovdbbd f, f; és g, g; K-n értelmezett
fiiggvények minden i = 1,...,n-re (n € N), valamint zop a K halmaz egy
torlédasi pontja.

2.1 Definicié. Ha létezik olyan A > 0 valds szdm, hogy |f(z)| < A|g(z)| min-
den z-re K-ban, akkor azt mondjuk, hogy f ,nagy ordd” g, azaz f = O(g).
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2.2 Definicié. Ha létezik olyan A > 0 valés szdm és zg-nak olyan U C K
kornyezete, hogy |f(z)| < A|g(z)| minden z-re U-ban, akkor azt mondjuk, hogy
f=0(g), amint z — z.

2.3 Definicié. Ha minden ¢ > 0 valds szdmhoz létezik zg-nak olyan U, C K
kornyezete, hogy | f(2)| < € |g(z)| minden z-re Uc-ban, akkor azt mondjuk, hogy
f kis ordd” g, azaz f = o(g), amint z — 2.

A kovetkezd harom &llitas z — zg esetén érvényes.

2.4 Allitas. Ha f = o(g) és g = o(h) teljesiilnek, akkor egyrészt f = O(g),
mdsrészt f = o(h). A tranzitivitds hasonldan igaz a O-szimbdlumra is.

2.5 Allitas. Ha f = O(g), és a > 0 valds szdm, akkor |f|* = O (|g|*).

2.6 Allitas. Legyen f; = O(g;) minden i = 1,...,n-re, ekkor tetszbleges
{a;};_, komplex szdmsorozat esetén

> aifi=0 <Z |ai||g¢|> : (2.3.1)
=1

i=1

2.3.2. Aszimptotikus sorozatok és sorok

A kovetkezOkben legyen K C C, tovdbbd i >0 esetén {f;} a K-n
értelmezett fliggvények sorozata, valamint zg a K halmaz egy torlédasi pontja.

2.7 Definicié. Ha létezik zg-nak olyan U C K kornyezete, hogy minden U-beli
z # zo komplex szdmra f;(z) # 0, és minden i-re f;11 = o(f;), amint z — z,
akkor {f;}-t aszimptotikus sorozatnak nevezziik.

2.8 Allitas. Egy aszimptotikus sorozat bdrmely részsorozata is aszimptotikus
sorozat.

2.9 Allitas. Ha {fi} egy aszimptotikus sorozat és a > 0 wvalds szdm, akkor
{1fil} is aszimptotikus sorozat.

Ezentdl {f;} aszimptotikus sorozatot jeldl z — 2y esetre, a ¥ szimb6lum
pedig fiiggvényt. Az {a;} (i 2 0) szdmsorozat tagjai z-t8l fiiggetlen, komplex
szamok lesznek.
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2.10 Definicié. (Poincaré) Azt mondjuk, hogy a >, a;fi(z) formalis sor a
U(z) fiiggvény {f;} aszimptotikus sorozathoz tartozé aszimptotikus sora, amint
2z — 2zp, ha bdrmely N = 0 egész szdmra

N
U(z) = aifi(z)+o(fn) (2.3.2)
i=0
amint z — zg. Ezt formalisan a
U(z) ~ > aifi(2) (2.3.3)
i=0

kifejezéssel jeloljiik.

Fontos megjegyezni, hogy az aszimptotikus sorok nem sziikségképpen kon-
vergensek! Egyiitthatéikat a definiciobdl fakaddan az

an — lim U(z) = S aifilz)
Z—z0 In(2)

(2.3.4)

képlettel szamolhatjuk. Megmutathatd, hogy az abszolut hiba az els6 elhagyott
tag nagysdgrendjébe esik, azaz:

N-1

U(z) = Z aifi(z) + O (fn) - (2.3.5)

=0

2.11 Allitas. Eqgy figgvény valamely aszimptotikus sorozathoz tartozé aszimp-
totikus sora egyértelmi, de az a fliggvényt nem hatdrozza meg egyértelmien.

2.3.3. Aszimptotikus hatvanysorok

Ebben a részben zp-t végtelen tavoli pontnak tekintjik, és a K C C hal-
mazt az o < arg(z) < 8 szektorral adjuk meg. Tovabbd legyenek ¥ és & K-n
értelmezett fliggvények, valamint az {a;}, {b;} (i = 0) szdmsorozatok tagjai
komplex, z-t6l fiiggetlen konstansok.

2.12 Definicié. Amennyiben létezik a ¥ fiiggvény {z7'} (i > 0) aszimpto-
tikus sorozathoz tartozé aszimptotikus sora, akkor azt a ¥ aszimptotikus
hatvanysoranak nevezziik.
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2.13 Allitas. Haa U és ® fiigguényeknek létezik K -n aszimptotikus hatvdnysora,

azaz
z) ~ Zaiz_i és P(z) ~ Z biz™", (2.3.6)
i=0 i=0

amint |z| — oo, akkor igazak a kévetkezSk:
(a) tetszbleges A és B komplex szamok esetén

AV (z) + B®(2) ~ > (Aa; + Bb;) (2.3.7)
1=0

(b) szorzatukra

U(2)P(2) ~ > | Y i by | 277, (2.3.8)
=0

j=0
(¢) ag # 0 esetén létezik ¥ reciproka
1 o0
— + Z CiZﬁZ , (239)
R
ahol a c; egyitthatokat az a; egyitthatokbol szukcesszive kapjuk.

2.14 Allitas. Ha ¥ folytonosan differencidlhato és deriwvdltjanak létezik aszimp-
totikus hatvanysora |z| — oo esetén, akkor

() ~ = a2 0D (2.3.10)
amint |z| — oo.

2.4. Specialis fuggvények

Itt olyan specidlis fiiggvényekrol lesz szd, melyek ismerete elengedhetetlen
a Matematikai eredmények cimii fejezet megértéséhez.
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2.4.1. A gamma- és a nem teljes gamma-fiiggvény

A gamma-fiiggvény tulajdonképpen a faktorialis dltaldanositasa. Eulertél
szarmazik a

I'(z)= /OOO t*"te~tdt (2.4.1)

definici6 [84,85], mely Re[z] > 0 esetén érvényes. A definiciébdl fakaddan teljesiil
a
T(z+1)=2I'(2), (2.4.2)

és pozitiv egész n-ek esetén a
I'(n) = (n—1)! (2.4.3)
kifejezés.
A gamma-fiiggvény egy analitikus folytatdsat — a bal félsikra — a (2.4.2)

képlet ismételt alkalmazasaval kapjuk. Ezen a moddon olyan, a nempozitiv
egészek kivételével az egész komplex sikon jol definialt fiiggvényt kapunk, mely-

nek a z = —n, n = 0,1,2,... pontokban elsérendii pdlusai vannak, és eze-
ken a helyeken a reziduum (—1)"/n! . A kovetkezé formula z € C, de
z#0,—1,—2,... esetén érvényes
' z
I(z) = lim nn . (2.4.4)

Igaz tovabba a

n—1
k
r — (2 (1-n)/2, nz—1/2 r v 2.4.
(nz) = (2m) n kl;[g z+ - (2.4.5)

azonossag, aholn =1,2,....

A 2.1 4brén a valés gamma-fiiggvény és reciproka van kirajzolva. A folytonos
vonal a I'(z), mig a szaggatott vonal az 1/T'(z) fliggvényt mutatja. J6l ladthatdak
a szingularitasok.

Itt érdemes bevezetni a Pochhammer-szimbélumot 85, 86):

(a)p=ala+1)-... (a+n—-1), (2.4.6)
n > 0 egészre és (a)g = 1, ahol a € C. A definiciébdl rogton kovetkezik, hogy

(a)n = % : (2.4.7)
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[yt

2.1. dbra. A valés — T'(z) és --- 1/T'(z) fiiggvények.

Negativ indexekre irhatjuk, hogy

@-n =0 = i (248)

ahol a # 1,2,...,n ésn =1,2,.... Tovabbd az n és k nemnegativ egészekkel
igaz, hogy
(@)ntk = (a+n)r(a)n ; (2.4.9)
-1 k n
(a)n_k:%, atl-n2—n, .. k—n; (2.4.10)
k)n
(a+n)k:%, a#0,1,...,n—1; (2.4.11)

(a)k(l - a)n

— 1-k2—-Fk,...,n—k. 2.4.12
(l_a_k)na a'?é ’ ’ y TV ( )

(a—n), =
Amennyiben az utébbi harom egyenloség valamelyikének a jobb oldalan
talalhato nevez6 Pochhammer-szimbodluma 0 indexi, a kiegészito feltételnek nem
kell teljestilnie, mivel (0)p = 1.

A nem teljes gamma-fliggvény kozponti szerepet jatszik a o Fo (a,a;a + 1 + 1,
a —l; z) fuggvénnyel kapcsolatos tovébbi vizsgélatainkban, igy errdl is ejtek
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néhany szét. A nem teljes gamma-fliggvényt definidld
v(a,z) E/ t*te~'dt, Re[a] >0 (2.4.13)
0

képletbdl jol latszik, hogy a fliggvény neve az integrélasi hatdrokbdl fakad. A
definiciébdl kénnyen kapjuk, hogy

v(a,z) = 2¢ Z % (2.4.14)
n=0

a+n)n!

Re[a] > 0 esetén. Ezen alak segitségével elvégezhetjiik a 7-fliggvény ana-
litikus kiterjesztését a-ban az egész komplex sikra, kivéve természetesen az

a=0,—1,—2,... pontokat, hiszen itt elsérendl p6lusok vannak. Igaz tovabba
a

v(a+1,2)=a~v(a,z)—2%e¢ %, Rela] >0 (2.4.15)
rekurzio.

A nem teljes gamma-fiiggvény komplementere
I(a,z) = / t* et (2.4.16)

mar az egész komplex sikon értelmezhetd a-ban és z-ben is. Koénnyen belathato
a
INa+1,2)=al(a,z)+ 2% 7 (2.4.17)

rekurzié, valamint a y(a, z)-t és I'(a, 2)-t Gsszekotd
I'(a) =v(a,2)+T(a,z), Rela] >0 (2.4.18)

azonossag. Programozasi szempontbdl fontos még példaul a

(a,2) = z i_a (2.4.19)
z+ 1
L+ 2—a
Z+ 5
1+ 3—a
z+

lanctort, mely barmely a-ra és z # 0-ra érvényes.
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2.4.2. Hipergeometrikus fiiggvények

Az altalanositott hipergeometrikus fiiggvényt a
a, ..., a - (@)n .- (ap)n 2"
F, ’ »P = R AL Al 2.4.20
H(bl, ey by Z) nZ:O(bl)n...(bq)nn! ( )
képlet definidlja, ahol p,q = 0,1,2,..., tovdbba z,a;,b; € C, ahol i =1,...,p

ésj=1,...,q, valamint b; # 0,—1,—-2,... (Id.: [84-87]). Hasznélni fogjuk még
a

a1, ..., Qp
vty ( bi, ..., by
ekvivalens jeloléseket is.

A (2.4.20) sor akkor és csak akkor konvergens, ha a kovetkez6 feltételek koziil
egy teljesiil:

)  Ey @1y ap by by 2) = oFy ((ap): (by):2)
(2.4.21)

1) p<q és |z]<o0; (2.4.22)
2) p=q+1 é |2]<1; (2.4.23)
8) p=gq+1, |2|=1, ¥ =Re[Ti b~ a]>0; (2424
4) p=q+1, |z2|=1, z#1, —-1<,<0. (2.4.25)

Az elso feltétel teljesiilése esetén az abszolut konvergencia is belathaté. A hiper-
geometrikus fliggvények értéke fiiggetlen az a;-k és b;-k sorrendjétél. Teljesiil

rajuk a
r at, ..., a 0) = F 0, az, ..., ap
PPN by, oL, by SRR by, by ..., by

z> =1, (2.4.26)

pFy ((ap—r), (cr); (bg—r), (er); 2) = prFyr ((ap—r); (bg—r); 2) (2.4.27)

oOsszefliggés, ahol (¢,) € C ésr=1,2,...,min[p,q|. Legyen m >0, 1 <s<p
ésn = m+1 egészek, ekkor a; = —m esetén (—m), = (—m)(—m+1)...(—m+
m—1)0(—m+m+1)...(—m+n—1) =0, ebbdl fakaddan atindexelés utan a

m

pFy (=m, (ap—1); (b); 2) = ) (_m)(zl(?l)” 0 ()a”l)" 'Z—T (2.4.28)
n=0 noes s \Yg/n :
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képlethez jutunk. A z szerinti n-edik derivaltra pedig igaz, hogy

d" . v (a1 (ap)n . .
@qu ((ap); (bg); 2) = mqu ((ap) +n;(bg) +m32) . (2.4.29)

Gyakran és sokrétlien hasznaljdk példaul az els6- és masodfaju konfluens
hipergeometrikus fiiggvényeket, melyeket rendre az

(a)n 2

M(a,b,z) =1 Fi(a;b;2) = Z

— 2.4.
— (b)y n! (2.4.30)
n=0
ahol |z| < o0 és b #0,—1,—2,..., valamint az
I'(1—1b) rb—1) 4,
=% 0 b a— bt 1,2 —
U(a,b,z) I‘(a—b—i—l) (Cl,b, Z)+ P(CL) z (CL b+ ) b? Z)

=z % Fy(a,1+a—b;;-1/z2),
(2.4.31)
ahol |z| < 00 és b #£ 0,+1,42,... képletek definidlnak.
Sok fontos fiiggvény el6allithaté hipergeometrikus fiiggvények segitségével,
ilyen példaul a nem teljes gamma-fiiggvény és komplementere, melyekre

v(a,2) = a '2*1 Fi(a,1+a,—2), (2.4.32)

Ia,z) =e?U(l —a,1 —a,z) =e *z % Fy(a, 1 +a—b;;—1/z). (2.4.33)






3. fejezet

Matematikai eredmények: a
JFya,aia+l+1,a—1:2)
fuggvény vizsgalata

Ezen fejezet tartalmazza a kés6bbiekben felhasznélni kivant 4j matemati-
kai &llitdsokat és azok bizonyitdsait, melyeket a [88] hivatkozdsu cikkben pub-
likdltunk. Sikeriilt felfrnom a oFs(a,a;a + 1 + 1,a — [;2) hipergeometrikus
fiiggvény hdrom ekvivalens alakjat, ahol I nemnegativ egész, z € C\{0},a € C\Z
és Re[a] > 0. Ennek az eredménynek a fiiggvény numerikus szémitdsédban,
programozasaban van jelentosége, megkonnyiti azt. Tovabba meghatdroztam
a fliggvény aszimptotikdjat. Eredményeim példaul a széraselméleti feliileti in-
tegralos formalizmusban hasznosulhatnak.

A harom ekvivalens alak megaddsihoz sziikségiink lesz a kovetkezd
lemmara.

3.1 Lemma. Legyen | nemnegativ egész és X; := {x € Z | x <1}. Ha z €
C\{0} és a € C\X|, akkor

—k

l I .
Z(_l)k </€> I+ Dl —a)p 1Fi(—k,a—Fk; z)F =

k=0 (3.0.1)

= (1) 3Fi (1 —a, =L, 1+1;1;-1/2) .

33
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Bizonyitas. A konfluens hipergeometrikus fiiggvény definiciéjabdél adéddan a
fenti feltételek mellett

S

k
\Fi(—k,a—k;z) = Z(_US@)(aiik)s' (3.0.2)

s=0

Ezt felhaszndlva (3.0.1) bal oldaldn a

ESor ()

képlethez jutunk, majd hasznalva a jol ismert

k k
D= ers (3.0.4)
s=0 s=0
és a konnyen beldthato
Ik U U l-s
chk,s = ch,s = Cl—k,s (3.0.5)
k=0 s=0 s=0 k=s s=0 k=0

formuldkat, a (3.0.1) egyenlet bal oldalat szeparalhatévd tehetjiik, {gy a

DY <i) (I+1)s(1 = a)sz: e1(s) (3.0.6)
s=0 :
kifejezést kapjuk, ahol
- I—s\ (I+1)_gs!
(s) =) (1) R (3.0.7)
°l k; ( 2 )(1+1)3(1—k)!
A
S (n\T(r+g)  T(n+f-gT(g)
2. () M+ /) T(f—gln+f) (3.08)

r=0

(1d.: 0.160.2 [89]) formula révén ,(s) = 1, igy a (3.0.6) dsszeg (—1)'3F;(1 —
a,—,14+1;1;—1/2) lesz. m]

A harom ekvivalens alakra vonatkozé allitds a kovetkezd:
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3.2 Allitas. Legyen | nemnegativ egész, z € C\{0}, a € C\Z és Re[a] > 0,
ekkor o Fy(a,a;a+ 1+ 1,a — 1; 2) felirhatd a kévetkezd ekvivalens alakokban:

l
a)i+1 VYA I+ 1D oa ,
—a) kzzo( ! (k) (@)k+1 iFiaa+k+12), (3.0.9)
!
( > <,l€> L yatk,—z) 27, (3.0.10)
k=0
((lailzl)l (=2)"" (k] (a, 2) + €*k; (a,2)) , (3.0.11)
ahol
! n
Kk (a, 2) 1)+ HZO n|ll+_nn —Z}L) U(—a+1,—-a—n+1,—2) (3.0.12)
k) (a,2) =T(a) sFi(a, =11+ 1;1;—1/z). (3.0.13)

Itt U(a, b, z) a masodfaji konfluens hipergeometrikus fiigguény (ld.: (2.4.31)) és
~(a,z) a nem teljes gamma-figgvény (Id.: (2.4.13)).

Bizonyitis. ElGszor megmutatjuk, hogy a fenti feltételek mellett (3.0.9) és
(3.0.10) ekvivalensek. Haszndlva a (2.4.32) és a (K-1) azonossigokat, (3.0.9)-re
azt kapjuk, hogy

(e oSy (1) () S oy (e

k=0 s=0

(3.0.14)
Az Osszeget (3.0.5) segitségével dtrendezve a
: (1+1)s
(—z ( > . v(a+s,—z) (—z) *es)  (3.0.15)
s:O ’
alakhoz jutunk, ami a 3.1 lemma bizonyitdsdban taldlhaté e;(s) = 1 miatt

(3.0.10) lesz.
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Most megmutatjuk, hogy oFs(a,a;a + 1+ 1,a — I;2) és (3.0.10) azonosak.
Hasznélva a
)

e e B A=t e S i
(3.0.16)

k=0
azonossagot (1d.: [90]) 2 Fs(a,a;a + 1+ 1,a — I; z)-re azt kapjuk, hogy

aii k+s< )(Oﬁiv(ﬁkﬂ,_z) (—2)~* . (3.0.17)

== s)MNa—1)k
A kovetkez6, k > 0-ra igaz formula kénnyen levezethetd a (2.4.15) alapjan

1
(b + k,z) = (D)ry(b, 2) — e *2°

k—
(3.0.18)

m:O m+1

és k =0-rav(b+0,2) = (b)oy(b,z) = (b, 2). A (3.0.18) egyenletben b = a + s

vélasztdssal és (3.0.17)-be valé behelyettesitéssel azt kapjuk, hogy

< > l+.1) y(a+s,—2) (—2)"° — (a)ll!Jrl .

l

/—\

y l kzl(_l)k(z) T(a+ k)T +m+1—k)(—z)™ 1
k (a—DpP(l4+a+m+1) T(-[k—1-m]) "
(3.0.19)
Ennek levezetése sordn felhaszndltuk a (3.0.8) azonossdgot. Mivel | >k > 1
ésk—12m =0, igy k — 1 —m nemnegativ egész. Azt kapjuk tehat, hogy a
kétszeres Osszeg (3.0.19)-ben eltiinik, ezért o F5(a, a;a+1+1, a—1; z) megegyezik
(3.0.10)-el.
Végiill megmutatjuk, hogy (3.0.11) és (3.0.9) megegyeznek. A (2.4.31) alkal-
mazasaval (3.0.11)-et az

k=1m=0

(@1 (=, st (1) (4 D v (Tl (a s
(1—a) (;;J( D <n> (@)nt1 1F1(a,a+14n;2) + (=2)"*T(a)a(a, ))
(3.0.20)
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médon atirjuk, ahol

(a,z) =sFi(a,—1,1+1;1;-1/z)

l -n
— (=1} Z(—l)”(l) (+Dnp(a)n 1F1(—n, —a+ 1 — n,z)z—' .

= n n!
(3.0.21)

A 3.1 lemma miatt €(a,z) = 0, igy (3.0.9) és (3.0.11) azonossdgéra jutunk.
O

A sFy(a,a;a+141,a—1; 2) fliggvény aszimptotikdjit adja meg a kovetkezd
allitas.

3.3 Allitas. Hal>0 egész, a € C és 0 < Rela] < 1 +2, akkor 2Fs(a,a;a+ 1+
1,a — Il;2) aszimptotikus alakja |z| — oo esetén a kdvetkezd

(Cl)l+1 —a
(1—a), (=)~

I N ) R O R A
R T M el (P

oy (a,a;a+1+1,a—1;2) ~

(3.0.22)

Bizonyitids. Az aszimptotika kifejezéséhez (3.0.11)-et fogjuk haszndlni.
A /il"’(a,z) egy l-ed rendi polinom 1/z véltozéval, ennek megfeleléen az
((le;)ll (—2)"%; (a,2) fiiggvény z7%/2" aszimptotikus sorozathoz (ld.: [82])
tartozé aszimptotikus sornak tekinthet§, amint [z| — oo. A k; (a,z2)
masodfaji konfluens hipergeometrikus fiiggvények véges linearis kombindcidja
(1d.: (3.0.12)). Az U(a,b, z) fiiggvény (K-2) aszimptotikus kifejezése alapjdn

ki (@, 2) ~ (~1)! (—=2) i i 1y (L+m)! (L=a)u(mt Do (uym)

z m!(l —m)! n!
(3.0.23)
Legyen
0o l
Sia,2) =Y > L (a) 27 (3.0.24)
n=0m=0
ahol
| —
ol (@) = (~ym L (L @almt Do (3.0.25)

ml(l —m)! n!
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Ekkor a v = n+m, A = m vélasztassal élve és figyelembe véve, hogy a végtelen
sor abszolit konvergens, elvégezziik a kovetkezo atrendezést:

Yi(a,z) = @07020
+ (P10 +Pg 1)zt

+ (P10 +Pro1+-- -+ (I)O,lfl)zi(lil)

(3.0.26)
+ Z 27 Z ol al
mln{u l}
—ZZ_” Z o, _\\(a
Konnyen belathato, hogy
min{wv,l}
-1, 1+1, —v

Z o,_\\(a)=(1-a), 35 ( 1 a—w 1) (3.0.27)

a Re[a] > 0 konvergenciafeltétellel. Felhasznalva a (3.0.16), aztén a

I'(g)T'(g — e —

2Fi(e, f19;51) = ()9 e~ /) (3.0.28)

I'(g—e)l'(g—f)

(1d.: 7.3.5 [86]) formuldkat, a Re[g — e — f] > 0 feltétel teljesiilése esetén (ami
most egybeesik a Re [a] > 0 kritériummal)

min{wv,l}

(a) -1, -1, -V
/\2:% ‘I’fk)v,\(a):(l—a)u(a_ly)l 3F2( 1, 1—a-1

1) (3.0.29)

)

adddik, és a konvergencia feltétele Re[2 + 1 + v — a] > 0. Végiil kapjuk, hogy

i (a) ~ (1 2y (L) 3F2(_11’ L n

n=0 (CL—TL)[ ’ l—a—i
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3.4 Megjegyzés. A (3.0.22) kifejezésben Re[z] < 0 esetén az els6 tag, mig
Re[z] > 0 esetén a mdsodik tag domindl. Nulldhoz kozeli Re[z]-re a két tag
Osszemérhetd.

3.5 Megjegyzés. A oF5(a1,az;b1,be;2) figgvény aszimptotikus alakja meg-
taldlhaté Luke [85] konyvében (1d.: 5.11.3 fejezet), 4m az &ltalunk hasznalni
kivdnt paraméterekre nem alkalmazhaté. Kifejezheté azonban a oFs(a,a;a +
I+ 1,a — [;2) fuggvény a Meijer-féle G-fiiggvény segitségével is (1d.: (K-3)),
ennek megfeleléen

(=D"(@)i+1 a2 | 1-a 1-a
1-a)y 227 0, —a-1, I+1-a
(3.0.31)
A Meijer-féle G-figgvény aszimptotikdja meghatdrozhat6 az 5.10(10), 5.7.(13-
15) formuldk és az 5.9.2 fejezet [85] alkalmazdsdval, ennek eredményeként
kapjuk, hogy

oFs(a, a;a+l4+1,a—1;2) =

aFy(a,aa+14+1,a—1;2) ~ —%Hzg(—z). (3.0.32)

Majd az 5.11.1(18) és 5.11.3(4) [85] képleteket haszndlva a

€% — 1
Hyg(=2) = —— > dgj>2nz—n (3.0.33)

n=0

azonossaghoz jutunk, ahol de’ kielégiti a

4(71—1—1)(1@(3rl =2(2n%—n(2a—3)—12—~1—a+1)d¥ —n(n—l—a)(n-i—l—i—l—a)d(l)

n—1

(3.0.34)
(1d.: 5.11.3(6) [85]) rekurziét a
1
dy) =1, d’=5(1-1~1-a) (3.0.35)

(1d.: 5.11.1(18-20) [85]) kezdeti értékekkel. A kapott aszimptotikus kifejezés a
Re[z] > 0 tartomdnyban érvényes.
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3.6 Allitas. Hal ésn nemnegativ egészek, valamint a € C és 0 < Re[a] < 1 +2
teljestilnek, akkor

@) _ (1 —a)n a’)l _l7 _la —-n
dn 2"(a —n); 3Fs 1, —a—-1+1

1) . (3.0.36)

Bizonyitas. Teljes indukciéval bizonyitunk. Az n = 0,1,2 esetek konnyen
igazolhatdk. Feltéve, hogy (3.0.36) igaz az n = s és n = s + 1 esetekre, az

_l7 _17 —s—2 o
(s+2)(s+2—l—a)3F2( R ‘1>_
(s 417~ (s4+)2a-3) -2 —1-alaR( 0 _ T T L
3 17 _CL—Z—|—1
(st l-apR( 0 Th T
a2 17 _CL—Z+1
formulaval (1d.: [91]) igazolhat6 az n = s + 2 eset is. 0

3.7 Kovetkezmény. A 3.6 dllitdsbol ldthaté, hogy az dltalunk bevezetett
(3.0.22) aszimptotika mdsodik tagja, ami a Re[z] > 0 tartomdnyban domindl; és
a Luke kényvében megadott (3.0.32) aszimptotika, ami ugyancsak a Relz] > 0
tartomdnyban érvényes, megegyeznek.

Coulomb-kélesonhatds hidnydban a CDPW sikhullam alaki lesz, ennek bi-
zonyitasdban segit a 3.8 lemma.

3.8 Lemma. Legyen | nemnegativ egész, z € C\{0}, a € C\Z és Re[a] > 0,
ekkor

lim (1 —a); oFy(a,a;a+1+1,a—1;2) =i (14 1) e*/25,(iz/2).  (3.0.37)

a—1
Bizonyitds. A (K-4) és (K-5) képletek felhaszndldsdval konnyen beldthato,
hogy (1)i11e%k; (1,2)/z = —il(l + 1)! ez/ghl(z)(iz/2)/2 6s (1)1 (1,2)/2 =
—il(l + 1)1 e*/2h{M (i2/2) /2. Ezekbél és (3.0.11)-bél kisvetkezik az allitds. O



4. fejezet

A haromdimenzios
Coulomb-modositott
sikhullam vezeto rendu
aszimptotikaja

Ebben a fejezetben a [88] cikk f6 eredményérdl lesz sz6, azaz a
haromdimenziés Coulomb-mddositott sikhullam vezetd rendii aszimptotikdjanak
meghatarozasarol.

A Coulomb-mddositott sikhullimnak a feliileti integrdlos formalizmusban
van nagy jelentOsége, melyet a 2.1.3 fejezet targyal. A CDPW haromdimenziés
vezeté rendi aszimptotikajat disztribicids értelemben Kadyrov és mun-
katdrsai [21,22] mar megadtdk a Taylor [16] hivatkozdsi munkdjaban térgyalt
fiiggvénytéren (I1d.: (4.0.13)). Ezt az eredményt specidlis esetként adja vissza
az altalunk levezetett aszimptotikus formula.

A CDPW-t

o0

™ (kr F k)™ = Y21+ 1)1 (4, kr) Pi(cos(9)) (4.0.1)
=0

forméban irhatjuk fel parcidlis hullaimok segitségével, ahol a fels6 el6jelek a
poszt, az alsék pedig a prior alakhoz tartoznak. A k és r vektorok altal
bezart szoget ¥, a Sommerfeld-paramétert v, az impulzusvektort k, valamint

41
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a Legendre-polinomot Pj(x) jeloli. A radiélis Tl(i)(v, kr) fliggvényt a

1 ot ,
(k) = 5 by / (1 2 R a)da (4.0.2)

integrallal szdmolhatjuk. A (4.0.2) és a (K-6) képletek felhaszndldsaval kapjuk,
hogy

(+) (=iy)i iy ikr
,]C = 2kr)Y X
T k) =y o Bk (4.0.3)

X oFo(1 4 iy, L+ dvy; 1+ 2+ iy, 1 + iy — I; —2ikr)
és
k) =(-1) L oy vk
(I —i7)i41 (4.0.4)
X oFo(1 — iy, 1 —iy; L+ 2 — iy, 1 —iy — I; 2ikr) |

ahol (a), a Pochhammer-szimbdlum, a o F» pedig egy &ltaldnositott hipergeo-
metrikus fliggvény [84,87]. A (4.0.3) és a (4.0.4) kévetkezménye az, hogy

7 (k) = (=) (o, k) (4.0.5)
A CDPW poszt alakja esetén az a = 1 4 iy és z = —2ikr (a prior alak esetén

az a = 1 — iy és z = 2ikr) helyettesitéssel élve a 3.2 dllitdsban, és felhaszndlva
a (4.0.3) kifejezést a

eikr—i—'yﬂ'/Q ! " l I+1), ) . . _n
Tl(+)(% kr) = —T Z(—l) ( ) ( p ) Y(1 + iy + n, 2ikr)(2ikr)™" |
‘ !

(4.0.6)
7y, k1) =(—1)! (2kr) e x

1
l l+1), . . )
X Z(—l)”( )((7) 1F1(1+ 7,2 4 iy + n; —2ikr) ,

= n) (1 +7)ns1
(4.0.7)
yw/2 ,
Tl(Jr)(% kr) = e2ikr (e“”’nf(l + iy, —2ikr) + e_“”fil_(l + 17, —Zikr)) (4.0.8)

ekvivalens kifejezéseket kapjuk a poszt alakra.
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Coulomb-erd hidnydban (7 = 0) a CDPW sikhulldm alakot vesz fel. A 3.8

lemma felhaszndldsdval az I-edik parcidlishulldm-komponensre a Tl(i)((), kr) =
ilj1(kr) — elvért — eredményt kapjuk, a poszt és prior alakok pedig megegyeznek.
A 3.3 allités felhasznaldsaval, és r — oo figyelembevételével jutunk a

ikr

7y, kr) ~ ;krew/ﬂ T(14iv) sF1 (14 iy, =11+ 1;1; (2ikr) ")
(4.0.9)

e l
~ Gir ()7 (-1 Z

és a

—ikr
Tl(_)(%kT) ~ = (_1)“;]” ™2 T(1 — i) 3B (1 — iy, =0, 1+ 1;1; (—2ikr) ")

ikr

e e o1
5y (2ET) Vnz_o(dg)) (ikr)"

(4.0.10)
aszimptotikus formulara. A d) a (3.0.34-3.0.35) rekurziénak tesz eleget, és
felirhat6 zért alakban is (1d.: (3.0.36)). A poszt alak képletében Re[—ikr] < 0
esetén az elsd tag, Re[—ikr] > 0 esetén pedig a médsodik tag domindl. A prior
alak képletében Re[ikr] < 0 esetén a mésodik tag, Re[ikr] > 0 esetén pedig az
els6 tag domindl.

Megjegyezziik, hogy a (4.0.9) és (4.0.10) formuldk — a Tl(:t)("/, kr) explicit ta-
nulményozasat kikeriilve — kozvetleniil a (4.0.2) egyenletbél is szarmaztathaték
a [92] konyv 227. allitdsdnak felhaszngldsdval.

A haromdimenziés Coulomb-mdédositott sikhullim vezet6 rendd aszimpto-
tikdjat kapjuk, ha a (4.0.9) és (4.0.10) formuldkat behelyettesitjikk a (4.0.1)
képletbe, és csak a vezeto rendi tagot hagyjuk meg, igy az

e (krrkr) 7 ~ ii% (ei“ﬂ”ew?m +i7)0(E T k) — e T (2kr) (8 £ 12))
(4.0.11)
eredményhez jutunk.

Ismert, hogy a prior alakot meg kell kapjuk a poszt alakbdl, ha a teljes
kifejezésre vonatkozdlag elvégezziik a kovetkezo két miveletet: k kicserélése
—k-ra és komplex konjugdlds. Ez a szabdly az dltalunk adott (4.0.11) formuldra
teljesiil.

Coulomb-kélesonhatds hidnydban a (4.0.11) hdromdimenziés aszimptotikus
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kifejezés a jol ismert [77]

. 2 , . . .
elkr o =1 (e””zi(f — k) — e o+ k)) (4.0.12)
ikr
alakot Olti, ami szintén elvarhaté volt.
A (4.0.11) formula — els6 tagjanak eltiinésével — a DT teszt-fiiggvénytéren a
Kadyrov [22] cikkében a (197) és (198) egyenletekkel megadott

. . 2 . ) ~
e (lor  kr)E? ~ ;%eykrﬂkr)iwé(f +k) (4.0.13)

alakba megy at, azaz specidlis esetként tartalmazza azt.



5. fejezet

Hatékony FORTRAN-90
kéd a

oy (a,a;a+1+1,a—1;2)
fuggvény numerikus
szamitasahoz

A (4.0.3) és (4.0.4) képletekben ldthaté, hogy a CDPW megadhaté a
oFy (a,a;a+ 1+ 1,a — I; 2) figgvény segitségével. Ez motivalta munkdm jelen
fejezetének elkészitését. Olyan FORTRAN-90 kédot irtam a fizikusok vagy
barki méas szaméara, mely a fenti fiiggvényt szdmolja. Mivel sikeriilt a CDPW-
hez sziikségesnél altalanosabb esetben megadnom az emlitett hipergeometrikus
fiiggvény numerikusan hasznalhatébb harom ekvivalens alakjit és aszimpto-
tikajat, igy erre az dltalanosabb esetre irtam programot, remélve, hogy mas fe-
ladatok elvégzésére is alkalmas lesz. Tudomésom szerint ehhez hasonlé forraskéd
nem létezik, amit az is valészintisit, hogy sajat matematikai eredményeimet is
hasznéltam megirasdhoz. A FORTRAN kédon kiviil készitettem Mathema-
tica programot is. Algoritmusuk megegyezik. Az itt taldlhaté eredmények
publikaldsa a dolgozat bekotésének idépontjdban még nem tortént meg, de
remélhetOleg a védésig megjelenik valamelyik folyo6iratban.

A FORTRAN program megirasa soran felhasznaltam kutatéasi célra szabadon
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hozzaférhet6 két kédot, melyekkel a gamma-fliiggvényt és a nem teljes gamma-
fliggvény komplementerét lehet szamolni.

A komplex gamma-fiiggvényt szdmolé FORTRAN-90 nyelven irt cgamma
nevii szubrutin forrdsa az A. H. Morris altal készitett CGAMMA nevii
FORTRAN-77 szubrutin, ami a Naval Surface Warfare Center (NSWC) Lib-
rary of Mathematics Subroutines kényvtardban szabadon elérheté. A [93-95]
munkdkban taldlhat6 a CGAMMA algoritmusdanak pontos leirdsa, itt csak
annyit emlitek meg réla, hogy legfeljebb 14 tizedesjegy pontossdggal képes
szamolni. A FORTRAN-90 nyelven irt cgamma.f90 verziét Alan Miller
készitette [96], tulajdonképpen csak konvertdlta a CGAMMA-bAL.

A komplex nem teljes gamma-fiiggvény komplementerét szamolé FORTRAN-
90 nyelven irt cincgam.f90 nevii kédot szintén Alan Miller [96] konvertdlta it az
Eric Kostlan és Dmitry Gokhman altal készitett FORTRAN-77 nyelvii algorit-
musbdl [97]. Ez a kéd tetszbleges pontossdggal szdmol és leginkdbb a (2.4.19)
lanctortet hasznélja (b6vebben 1d.: [97]).

Annak ellenére, hogy a nem teljes gamma-fiiggvény komplementerébdl maga
a gamma-fliggvény is szdmolhatd, az altalunk irt kéd a fenti két kiilon algorit-
must hasznalja ezek kiszamitasara. Ennek az az oka, hogy a gamma-fiiggvényt
szamold algoritmus gyorsabb, igy a pontossag csokkenésének aran ugyan, de
gyorsabb algoritmust kapunk. A CDPW szamitdsanal ez az ésszerii dontés, hi-
szen altalaban sokszor kell kiszamitani a fiiggvény értékét. Ellentétes érdekek
esetén konnyen kicserélhetéek a felhaszndlt algoritmusok.

Az emlitett fizikai alkalmazdsokhoz nem sziikséges foglalkozni a nagy pa-
raméterek esetével, mivel ezekben jellemzben | < 20 és |a| < 100. Foglalkozni
kell azonban a z vdltozo6 kis és nagy értékeivel, ezért |z| < 1 esetre bevezettem
egy olyan kozelitést (1d.: 5.1 rész), amely a hipergeometrikus fliggvény végtelen
sorat haszndlja, valamint aszimptotikus z esetére (1d.: 5.2 rész) alkalmaztam a
(3.0.11) kifejezést.

A Hyp2F2 (programom neve) altaldban (|z| 2 1 és z-ben nem aszimptotikus
tartomédnyokban) a

1
oFy (a,a;a+1+1a—12)=(—2)"¢ ((162“;1)1 kzo (llc) ( le)k Y(a+k,—z) 27"
(5.0.1)
alakot haszndlja (Id.: (3.0.10)) a hipergeometrikus fliggvény értékének
kiszamitdsdhoz. Ezen formula nagy el6nye, hogy viszonylag kevés (I < 20),
numerikusan gyorsan és pontosan szamolhaté tag osszegeként all el kozelitések
nélkiil, igy a tekintett fizikai alkalmazasokhoz idealis algoritmus elkészitését teszi
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lehet6vé.
A Hyp2F2 barmely z € C\{0}-rel > 0 egész, a € C\Z és Re[a] > 0 feltételek
teljesiilése esetén miikodik jol.

5.1. |z] <1

Itt tehat a |z] < 1 esetet fogjuk térgyalni, de nem a fenti feltételek mellett.
A Hyp2F2 |z| < 1és z € C esetén az | > 0 egész és a € C\Z feltételek mellett
ad helyes eredményt. Az dtlathatésig kedvéért vezessiik be az

Fys(a,l, z) = oFs (a,a;a+ 1+ 1,a—152) (5.1.1)

jelolést.
Az Fys(a,l, z) fuggvény analitikus ezen a tartomanyon, igy 1étezik a Taylor-
sora — tulajdonképpen ezzel van definidlva (1d.: (2.4.20)). Felirhatjuk az

n_ (k)

F =

Fys(a,l, z) = Z W 4+ R, (5.1.2)
k=0 ’

forméban, ahol F2(§)(a,l,z = 0) az Fy(a,l,z) figgvény k-adik z szerinti de-
rivéltja a z = 0 helyen, R,, a hibatag. A (2.4.26) és (2.4.29) azonossdgokat az
el6z6 kifejezésben felhaszndlva azt irhatjuk, hogy

Fos(a, 1, 2) Xn: (a)i z—ki|R| (5.1.3)
22(a, 1, 2 kzo(a‘f'l‘f'l)k(a—l)k I o - 1.

Jol ismert, hogy az |R,,| abszolut hibéra igaz a kovetkezé [98]:

Mc n+1
IR,| < 0 (ﬂ> , (5.1.4)

re — |2 \ Te

ahol r.-t valaszthatjuk r. = |z|+J. mdédon, ahol d. > 0 valés szdm. Az M pedig
olyan pozitiv valds szam, hogy a z = 0 kézéppontt és r. sugari C' kor barmely
2. pontjara az |Faa(a,l, z.)| < M reldcié igaz legyen.

Ha meg tudjuk hatdrozni az M értékét adott z esetén, akkor az Faa(a,l, 2)
abszolit konvergencidja és végtelen konvergenciasugara miatt tetszoleges e > 0-
ra tudunk mondani egy olyan Ny természetes szamot, hogy barmely N > Ny

természetes szamra

Mr, []z\"

- (—) <e (5.1.5)
re — |2| \ Te
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teljesiiljon. A legkisebb ilyen Ny:

e = falfre) /M)
N"‘{ NE 4’ (5.1.6)

ahol [ ] a felsd egészrészt jeloli. Ezzel az abszolit hibéat elvben tetszdlegesen
kicsivé tehetjiik.
Vezessiik be az

(a)? 2
i = ! - 5.1.7
J&) = o e = @ (5:1.7)
jelolést, amivel Fas(a,l, 2) az

Fos(a,l,2) = Zfl (5.1.8)

moédon irhaté. A hanyadoskritérium, sét a

fnJrl(Z)

n = 5.1.9

teljesiilése miatt |z| < oo esetén adott 0 < ¢ < 1 valds szamhoz létezik olyan ny
természetes szam, hogy barmely n = ny természetes szamra

fnJrl(Z)
7fn(z) (5.1.10)
Emiatt igaz az
3 R ol sl
|Faz(a,1,2)| = | Y filz)| < | D fil2)| + = (5.1.11)
i=0 i=0

fels§ korldtot adé egyenlétlenség, ha |z| < |2!

el

Itt ugyanis az ny-edik tagtol

kezdve kihasznaltuk, hogy |fr;1m| < [fn,|¢™, m =1,2,... . Nekiink a C kér
minden pontjira érvényes felso korlatra van sziikségiink, ezért az
ng—1 ’
fny (20)
|Faz(a,1,2)] < Y |filze) + % (5.1.12)
i=0

egyenl6tlenségre alapozva valasszuk M-et a kovetkezonek:

2
(@)2, ,n

nf!(a+l+1)nf (a—l)nf r

ng—1

M=2 07

(a)?
iNa+14+1)(a—1);

Tt + , (5.1.13)

1—¢q
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ahol r. < 1/, = |z}| = r. + 0. és 8/, > 0 valds szdm. Tehdt ha tudunk mondani
egy olyan ng-et, hogy barmely n = ng-re ¢, < ¢ < 1, ahol ¢-t el6re megadtuk,
akkor kiszdmolhatjuk M-et (5.1.13)-bdl. Természetesen minél kisebb M elérése
a cél, ezt pedig a g és ny paraméterek optimalizdldsdval érhetjiik el. Kisebb g-ra
ns nagyobb lesz és forditva.

Tehét adott a, I és 2/, esetén

I = n"?l% : (5.1.14)
ahol
c1 = v/(Re[a] + n — )2 + Imla]? , (5.1.15)
¢ = /(Rela] +n)2 + Im[a]?, (5.1.16)
cs = /(Rela] + n+ 1+ 1) + Tm[a]? . (5.1.17)

Az a € C\Z feltétel miatt ¢; # 0 és cg # 0. Vezessikk be az x = Rela] +n
jelolést. Modszeriink lényege az lesz, hogy az z-re nézve bevezetiink harom
intervallumot, melyeken a

|2e| <3

5.1.18
q C1€3 ( )
kifejezést folilrél becsiiljiik egy-egy konstanssal. A harom intervallum
x €] — o0, x5l (5.1.19)
x € [xB,xal, (5.1.20)
T € [xa,+o0l, (5.1.21)
a harom fels6 korlat pedig rendre
max Zé|
ppaxZel _q (5.1.22)
q
max |Zé
ApaxlZel _q (5.1.23)
q
|26
2l (5.1.24)
q

lesz. A xa, xB, AF*, Bi"** meghatdrozasat késébb végezziik el, egyenlére az a
fontos, hogy x4 és xp valds szamok, és a — pozitiv valos — felsé korlatok értéke
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a fenti sorrendben monoton csokken. Ekkor konnyen latszik, hogy megadhatjuk
ng-et az

{B[rsnax\ij — 1—‘ ,ha Rela] < x5 — B[rsnax\zTLI i1
s — Rela]]  ha xp — Byl +1 < Rela] < xp - Ap> B 41
ny = [Aglax%;‘_l-‘ ,haXB—AglaX%—i—lgRe[a] <XA—A§;naX%+1
[Xa —Rela]] ., haxa- Afsnax‘z% +1 < Refa] <xa— 2'%' +1
22— 1] haxa 22 41 < Reld)
(5.1.25)
moédon.

A tovabbiakban a c3/(c1c3) kifejezéssel fogunk foglalkozni, pontosabban felsé
becslést adunk ra, és meghatarozzuk az imént bevezetett x4, xp, Ay és By~
értékeit.

Ko6nnyen belathaté, hogy

e ha ¢ < ¢, akkor ¢1 < ¢ < c3,

e hac; = ¢ és c3 < co, akkor c3 < ¢ < ¢,

e ha c; = ¢3 és c3 = ¢, akkor c3/(c1e3) < 1,
és az is, hogy

e 0 < ¢ < cg < c3akkor és csak akkor, ha l/2 < x,

e 0 < c3<cg X ¢y akkor és csak akkor, ha ¢ < —(14+1)/2,

e c%/(cic3) < 1 biztos igaz, ha —(1+1)/2 <z < 1/2.

Tehdt a —(I+1)/2 < 2 < 1/2 intervallumra van egy felsé korldtunk.
Foglalkozzunk most az x > [/2 esettel. Ekkor a

s =+/(z +1)2 + Im[a]? (5.1.26)
és
Az) = & (5.1.27)
T o] 1.

2 < Aw) (5.1.28)
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feliilrsl korldtozod kifejezést kapjuk. Az A(x) nem konstans fiiggvény, de a
szamunkra fontos esetben tudunk ra analitikus dton pontos felsé korlatot adni.
Ha [ = 0, akkor A(z) = 1. Onkényesen azt mondhatjuk, hogy nekiink megfelel,
ha a 2 a c3/(cic3) kifejezés felsd korlatja, mert ekkor elég kis ng-et kapunk.
Fontos, hogy a {By"®*, A** 2} sorozat monoton csékkend legyen, mivel min-
den n = ny esetén igaznak kell lennie a fels§ korldtnak. Vizsgdljuk az A(x)
fliggvényt gy, mintha = folytonos valtozé lenne, ti. adott a-ra csak n véltozik,
tehat ebbdl a szempontbdl diszkrét valtozorol van szé. Ekkor azt kapjuk, hogy
A(z) > 2 akkor és csak akkor, ha I > 0, |Im[a]| < 1/V/12 és 4 < x < z{', ahol

4
xf :\/312—1m —z\/ — 12Im][a

. (5.1.29)
xg‘:\/312—1m ——z\/ — 12Im[a
Minden més esetben A(x) < 2. A fliggvény maximuménak helye:
xi = /12 + 3Im[a)? . (5.1.30)

Az A(x) fiiggvény o2, bal oldaldn szigoriian monoton né, jobb oldaldldn szi-
gordan monoton csokken x > [/2 és I > 0 esetén. ya-t gy vélasztjuk,
hogy © = x4 esetén A(z) < 2 legyen. Figyelembe véve a numerikus pontat-
lansagokbol ered6 hibat, a

A ,
_f [#£] ,hal>0és |Imla]| <1/V12
Xa= { [1/2] egyébként (5.1.31)
valasztassal éliink.
Vezessiik be a
d = Re[a] — |Re[qa]] (5.1.32)

jelolést (& € [0,1]), ahol | | az alsé egészrész. A pontos felsé korldt meg-
hatdrozasdhoz kihasznaljuk, hogy rogzitett a-ra * = |Rela]| + § + n, tehdt
n = 0-rél indulva z diszkrét értékeit kapjuk, és csak ezeket figyelembe véve kell
meghataroznunk [ > 0 é es [Tm[a]| < 1//12 esetén A(x ) maximumaét. Nyilvanvalo,
hogy ha |z, |+6 < xmax, akkor |2, |+140 > 2., ésha |22, |40 > 2.,
akkor |z, | —1+6 < xmax Az is vilagos, hogy adott d-ra, ha létezik olyan
z, hogy =4 < z < zft, akkor A(z) a é-hoz tartozé legnagyobb értékét az
2] = 146, |2 +0 6s |2, ] + 1+ 6 helyek valamelyikén veszi fel.
Nem biztos azonban, hogy ezen helyek mindegyike az x4, z{![ intervallumba
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esik, tehdt az sem, hogy nagyobbak 1/2-nél, ezért egy kicsit koriilményesen tud-
juk csak megadni a maximumot. Az A(x) fiiggvény AJ?* fels6 korlatja tehét:

max { A (|28, +1+§),2} , ha f1
max { A (|Zha| +0), A(|2fha] +1+6)} , ha f3
AP = ¢ max {A(|af.] +6),2} , ha f3 (5.1.33)
max {A ([ —1+6),A(|zan] +0)} , ha f}
2 egyébként,
ahol

9 l>0es |Im 1| <1/V12

R N

2 fQ%¢6s 6 < xmax - max és 6> xf — |xiha] (5.1.34)

1?31 : 2 s 0 > xmax max és o < $§4 +1- Lmrélax

4 fhés =l — |z 6s 6> af +1— |2, -

Hasonl6 eljarast alkalmazva meghatdrozhatjuk xp és By*®* értékeit az x <
—(l 4 1)/2 esetben. Ekkor

2 o2 (5.1.35)
C1C3 C3
mivel c2/c; < 1. Legyen
Blz)=2 . (5.1.36)
cs

A fels6 korlatok monoton csdkkenésének sziikségessége miatt a B(z) > A kife-
jezést vizsgéljuk, ahol A = AP** > 2. Erre kapjuk, hogy B(x) > A akkor és

csak akkor igaz, ha |Im[a]| < (5:51)1 és 28 <z < 2P ahol

5 (I+1)A2 (I+1)2A2
S v B

s (+DA*  JI+1)2A2 )
Ty =TT TEEE Im[a]? .

Minden més esetben B(z) < A. A fiiggvény maximuménak helye:

I+1 I+1\°
B = —% - \/(%) + Im[a)? . (5.1.38)

(5.1.37)
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Legyen tovabba

l

B (I+1)A
_ 2P|, ha [Im[d]| < ‘520 5.1.39
Xz { [—L1]  egyébként. (5.1.39)

A B(x) fuggvény B felsé korlatja:

max {B (|28, | —1+6),A} , ha fL
max {B ([z8,. | +6),B(|z5..] —1+6)} ,ha f}
By =< max{B (|28, ] +6),B(|z5..] +1+6)} ,ha f} (5.1.40)
max {B (|28, ] +0),A} , ha f3
A egyébként,
ahol

9 ¢ 1>0¢s |Im[a]] < (5\—29{\

Lo f%és §=al - Lxﬁax

2 0 f%¢s §=aB  — Lxﬁax és § < aP — Lxﬁaxj (5.1.41)

% : f% és d<aB,  — Lxﬁax és d<alP —1- Lxmax

5o fhés d<al—|aBu] ¢ 6= a2 -1 (28, ] .

Az | = 0 esetén lehet és érdemes az egyszer(ibb

By = max {B ([wgn] —1+0), B ([o0] +0), B ([egn] +1+9) .2}
(5.1.42)
kifejezést haszndlni, ahol

/I 1 dm[a]®
po _ 1 it (5.1.43)

Tmax = _5 - 2
Osszefoglalva, el3szor meghatarozzuk AP** ot (5.1.33) alapjan, majd Byax-
ot (5.1.40) és (5.1.42) alapjdn, azutdn ya-t (5.1.31) és xp-t (5.1.39) alapjdn.
Ezutdn megadjuk az (5.1.10)-beli 0 < ¢ < 1 értékét, és eldallitjuk ny-et az
(5.1.25) altal megadott médon.

5.2. Aszimptotika

A oFy (a,a;a+ 1+ 1,a—1;2) figgvény aszimptotikdjat a (3.0.11) alak
aszimptotikdjaval adtuk meg a 3.3 allitdsban. Most ennek az aszimptotikdnak
egy atrendezett alakjat fogjuk haszndlni, pontosabban a (3.0.23) képletet azzal
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a kiillonbséggel, hogy a végtelen 6sszegben az els6 M tagot tartjuk meg, a ma-
radékra pedig F. W. J. Oliver [99] munk&jiban lefrt hibabecslést haszndljuk.
Ez a cikk a masodfaji konfluens hipergeometrikus fiiggvények aszimptotikus
sordnak hibatagjaval foglalkozik. Tehdt a (3.0.11) alakra lesz sziikségiink.
Emlékeztetoiil:

oFs (a,a;a+1+1,a—1;2) = ((;lzu;l)l (—=2)7% (K (a, 2) + €°K] (a,2)) ,
. (5.2.1)
l _1\k
Ky (a,z) = (—1)”12%% U(a+1,—a—k+1,—-2) (5.2.2)
= k! !
ki (a,2) =T(a) sF1(a, =11+ 1;1;-1/2) . (5.2.3)

A kovetkezOkben Oliver hibabecslésével foglalkozunk. Tekintsiik az
U(f,g,z) masodfaji konfluens hipergeometrikus fliggvényt, és legyen r =
lg — 2f]. Akkor fogadjuk el, hogy z az aszimptotikus tartoményba esik, ha
az 5.1 dbran szemléltetett tartomanyokkal kifejezve teljesiil, hogy z € R1 URo U
RoUR3 UR;.

Az U(f,g,z) figgvényt az

n—1

U(f,g.2)=2""1) ), (f=g+1D), (—2)"% +en(2) (5.2.4)

s!
s=0

alakban irjuk f6l (1d.: [84]), ahol az abszolit hibédra az

(Na(f—g+1), 2apCy
len(2)] < 2aC, vy 2 exp B (5.2.5)
fels6 korlat adhatd, tovabba
1 ,haze Ry .
Cp = x(n) , ha z € Ry UR» (5.2.6)

(x(n) +ov?n)v™ , haz € R3URs
ahol

; (5.2.7)
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R,
ir
T
1
L]
1
H
.................. USRI S &
0: r
1
i
H
-1r
R,

5.1. dbra. Az Rj, Ry, Ry, Rs, R3 olyan tartomdnyokat jeldlnek, melyeket
mar aszimptotikusnak tekintiink. A besatirozott rész a nem aszimptotikus tar-
tomany.

1
1 1 2
— (2421452
v <2+2 1 4o—> : (5.2.8)
1 1 1
x(n) =T §n—|—1 /T st ) (5.2.9)
Ha z € R; URs URy, akkor
1
= 2.1
a=1——, (5.2.10)
1—0%+olz|7!
= 5.2.11
o(l+1o)
p=1312f—2fg+ f|+ ! (5.2.12)

(1-0)
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Ha 2 € R3URs, akkor ki kell cserélni (5.2.10), (5.2.11) és (5.2.12)-ben o-t vo-ra
és |z|71-t v|z| 7 tre (I1d.: [100]).
Adott U(—a +1,—a—k+1,—%) esetén a tartomanyok
={ze€ C:Relz] < —r}
R, UR2 :{z € C:|Im[z]] = r és Re[z] = 0}U

5.2.13
U{z€C:—r <Re[z] <06s |z| =1} ( )

R;UR3; ={z € C:|Im[z]| <7 és Re[z] =>06és |z| > 2r}
lesznek, ahol r = |a — k — 1|. Ha minden k-ra azonos n-et valasztunk, azaz

minden U(—a 4+ 1,—a — k + 1, —2) flggvényt azonos szdmu tag Osszegeként
frunk fel, mégpedig M tag Osszegeként (n = M), akkor

l

(I+ k (—1)k
Ky (@, z) lek' zk) U(-a+1,—a—k+1,-2)

1 M-1
(CL 1 l+1 l + k Z —k—1 (1 - Cl) (k + 1)5 58
M —ay Z A0 (=2) ; ! +
+ Hy(a,l, 2)

(5.2.14)
ahol

(a)i : l+k
1 Z —a—
Hy(a,l,2) = (1_7; l+1§ :k' (—2) " Fep(—2)  (5.2.15)

a hibatag. Konnyen lathato, hogy az abszolit hibara

2(a)i11(1 —a)y
M!(1—a),

!
l+l€ mjaj(ar, —z)—arg(z
|Ha(a,l,2)| < Z A elm[a](arg(—2)—arg(2))

x [z|M kel ‘COS(arg(Z))EM(Z)

(5.2.16)
teljestl, ahol

Ey(a,l,z) =aCy exp(2apcl) .

2|
Ezt az aszimptotikus kifejezést csak akkor fogjuk hasznélni, ha z minden k-
a (0K k<) az (5.2.13) 4ltal definidlt aszimptotikus tartoményba esik, és
az altalunk elére megadott € > 0-val és M-mel igaz az abszolut hibédra, hogy
|Hpr(a,l, z)| < €. Ellenkezé esetben az (5.0.1) alakkal szdmolunk.

(5.2.17)
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5.3. Algoritmus

A Hyp2F2 |z| 2 1 esetén az | > 0 egész, a € C\Z és Rela] > 0 feltételekkel,
mig |z] < 1 esetén az | > 0 egész és a € C\Z feltételekkel ad helyes eredményt.

Az (5.1.25) képlettel definidlt ny helyett az ny + 1 értéket hasznaljuk, mivel
egészhez kozeli értékek esetén a numerikus pontatlansdg miatt eléfordulhat,
hogy az egészrész-képzés nem a megfelel szamot vdalasztja ki. Az (5.1.10)
médon bevezetett g értéke 0.6 lesz. Az 5.1 fejezetben szereplé d.-re és §-re
0. = 0. = 0.1 lesz.

Az aszimptotikus hibatagra vonatkozé M 2= 1 egész szdmot, ami az (5.2.14)
alakot hatdrozza meg, az E > 0 egész szdmon keresztiil az ¢ = 10~ megen-
gedett abszoldt hibat, valamint az a, [, z értékeket a Hyp2F2(a,l,z, M, E)
fliggvény mint bemené paramétereket tartalmazza.

A Hyp2F2(a,l, z, M, E) algoritmusa:
Deklaracié: Az a,l, z, M, E értékek deklaraciéja.

Ha |z| < 1:

re = |2| + 8¢ és rl, = r. + &, kiszdmitdsa;
o AP** meghatarozasa (5.1.33) alapjan;
o B meghatdrozédsa (5.1.40) és (5.1.42) segitségével;

o x4 meghatdrozasa (5.1.31), és xp meghatdrozasa (5.1.39) hasznala-
taval;

. n(} el6éllitasa az (5.1.25) altal megadott mddon;
o ny = n(} +1 (5.1.13)-ban;
o Ny meghatdrozasa (5.1.6) és (5.1.13) alapjan;
e 3Fy(a,a;a+ 1+ 1,a — I;2) meghatdrozasa (5.1.3) képlet segitségével,
ahol n = Ny + 1.
Ha |z| > 1:

e Ha z minden k-ra (0 < k <) az (5.2.13) altal definidlt aszimpto-
tikus tartomdnyba esik, és az abszolut hibdra |Hps(a,l,z)| < e
teljestil az &ltal, hogy e nagyobb, mint az (5.2.16) egyenlStlenség
jobb oldala, akkor az (5.2.1), (5.2.3) és (5.2.14) felhasznéldsa &ltal
oFy (a,a;a + 1+ 1,a — I; 2) meghatdrozasa.
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e Egyébként oFs (a,a;a+ 1+ 1,a —1;2)-nek az (5.0.1) kifejezés fel-
hasznéldsaval valé kiszamitasa.

Mint méar emlitettitk, a CGAMMA fliggvény felhasznédlasa miatt az elvi pon-
tossag legfeljebb 14 tizedesjegy lehet, igy E értékét 14-nél nem valaszthatjuk
nagyobbra. Viszont a szamolasi pontossidg novelése érdekében a program tobbi
moduljdban 32 tizedesjegy pontossagot alkalmazunk.

5.4. Elemzés

Itt néhany abra segitségével megvizsgaljuk a Hyp2F2 program miikodését.
A kévetkezOkben a szamitdsi pontossdg 32 tizedesjegy, € = 107 és M = 10
lesz.

El6szor a Wolfram Mathematica 9.0.1.0 szoftver beépitett hipergeometrikus
fiiggvényével hasonlitjuk 6ssze a Hyp2F2-t. Az 5.2, 5.3 és 5.4 dbrak esetén
a=1-0.3i és ] =5 lesz. Az 5.2 dbran z értéke —0.0301 + 0.0183¢-rél in-
dul és az n-edik 1épésben n-szeresére no, ahol n = 1,...,10. Ugyanez mond-
haté el az 5.3 és 5.4 abrakra, azzal a kiillonbséggel, hogy z kezdé értéke rendre
—3.01+1.83¢ és —301 4 183¢. Mindharom abran fekete pont jeloli a Hyp2F2-vel
szamolt és a Mathematica beépitett HypergeometricPFQ fiiggvényével szamolt
értékek kiilonbségének valds részét és sziirke pont a képzetes részét, a vizszintes
tengelyen pedig n-t mérjiik.

Mindharom 5.2, 5.3 és 5.4 abra esetén, azaz minden tartomanyban jol
ldthato, hogy a 10~ '4-es hibahatéron beliil megegyezik a Hyp2F2 és a Hyper-
geometricPFQ fiuggvények értéke, sot, az 5.2 dbra esetében tulajdonképpen az
értékek egyezése lathaté. Természetesen ez csak egy kiragadott példa, de a
kiterjedtebb ellendrzések is hasonlé eredményre vezettek.

Altaldban is igaz, hogy kiilonosen j6 az egyezés |z| < 1 esetén. Bzt
szemlélteti az 5.5 dbra, ami a z = x + yi € [—1,1] x [—1,1] négyzeten mu-
tatja a |HypergeometricPFQ — Hyp2F2| érték alakuldsdt. Az 1 sugari koron
kiviil szignifikdnsan megné a két fliggvény kozti eltérés.
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1.x10°%6-

5.x 10717}

-5.x10°17}

-1.x 10716t

5.2. dbra. A Hyp2F2 és HypergeometricPFQ fiiggvények kiillénbségének valds
(fekete pontok) és képzetes (sziirke pontok) része |z| < 1, n = 1,...,10 és
z = —0.0301 + 0.0183¢ kezd6 érték esetén.

16|
4.x10° o
2.x 107161
o
L " \ . Py [}
2 4 [ 8 10
—2.x 10716
[ ]
-4.x 10718
—-6.x 10716}

5.3. dbra. A Hyp2F2 és HypergeometricPFQ fiiggvények kiilonbségének valds
(fekete pontok) és képzetes (sziirke pontok) része nem aszimptotikus |z| 2 1,
n=1,...,10 és z = —3.01 + 1.83i kezdé érték esetén.
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6.x10°17-
[ )
4.x10°7¢
[ )
[ )
2.x10°171 ° .
[ ) ° ° .
2 4 ° 3 - ] N 10
[ ]
-2.x10° 17 ¢
—4.x10°Y7 ®

5.4. dbra. A Hyp2F2 és HypergeometricPFQ fiiggvények kiilonbségének valds
(fekete pontok) és képzetes (sziirke pontok) része aszimptotikus |z| = 1, n =
1,...,10 és z = —301 4 183i kezds érték esetén.

5.5. dbra. A z =z +yi € [-1,1] x [-1, 1] négyzeten a |HypergeometricPFQ —
Hyp2F2| érték véltozasa.
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A Hyp2F?2 algoritmus gyorsaséga a |z| < 1 és |z| 2 1 nem aszimptotikus tar-
tomanyokban nem tér el szamottevéen a HypergeometricPFQ fliggvény gyor-
sasdgatol. A kiilonbség az aszimptotikus tartomanyban vélik igen jelentéssé,
ezt szemlélteti az 5.6 dbra. Itt 32 helyett 14 tizedesjegy pontossidggal szamol a
HypergeometricPFQ fiiggvény, mig a Hyp2F2 tovdbbra is 32 tizedesjegy pon-
tossdggal. A HypergeometricPFQ és Hyp2F2 fiiggvények aszimptotikus |z| 2= 1,
n=1,...,10 és z = —301 + 1837 kezdo6 érték esetére lettek kiszamolva egy
négyszalas kétmagos Intel(R) Core(TM) i5-4200M CPU @ 2.50GHz processzor-
ral. Jelolje Time(f(z)) az f(z) fuggvény egyetlen értékének kiszamitdsahoz
szitkséges idét. Az dbran a Time(HypergeometricPFQ)/Time(Hyp2F2)
ardny lathat6. Az abréazolt fiiggvényértékek esetén, az ezek kiszamitdsahoz
sziikséges idOtartamok atlaga Hyp2F2-vel 0.00046875s, HypergeometricPFQ-val
0.08734s. J4l lathato, hogy z névekedésével egyre szignifikdnsabban gyorsabb a
Hyp2F2 a HypergeometricPFQ-ndl, |z| ~ 3400 esetén mar 700-szor gyorsabb a
Hyp2F2.

700}
600/
500
400
300
200}

100+

2 4 6 8 10

5.6. dbra. Az abrdn a Time(HypergeometricPFQ)/Time(Hyp2F2) ardny
lathaté aszimptotikus |z| 21, n = 1,...,10 és z = —301 + 183¢ kezd8 érték
esetén. Az abrézolt fiiggvényértékek kiszamitdsdhoz sziikséges id6tartamok
atlaga Hyp2F2-vel 0.00046875s, HypergeometricPFQ-val 0.08734s.






6. fejezet

Kéttest-Coulomb-szoras
komplex skalazassal

Ebben a fejezetben a sziikséges ismeretek rovid dttekintése (6.1, 6.2 sza-
kasz) utdn az [58] cikkben kozolt eredményeket mutatom be. A 2.2 feje-
zetben leirtak szerint szérdsi probléméara a komplex skaldzas jol hasznalhatd
rovid hatdétavolsagi potencidlok jelenléte esetén, am tiszta Coulomb-potencial
kezelésére eddig nem sikerilt a standard komplex skaldzas keretein belil
hasznélhaté médszert kifejleszteni. A 6.4 és 6.5 szakaszok eredménye éppen erre
kindl egy lehetséges megoldast. Errdl bebizonyitottuk, hogy kéttest-Coulomb-
szoras esetén miikodik, és reményeink szerint nagyobb részecskeszam esetén is
hasznélhaté valamilyen moédositott formédban. A 6.3 szakasz eredménye pedig
megmutatja, hogy a feliileti integrédlos formalizmus alapfiiggvénye, a Coulomb-
modositott sfkhulldm (CDPW) nem hasznélhaté erre a célra.

A komplex skaldzdsi médszer célja a Schrodinger-egyenlet olyan alter-
nativdjanak a megtaldldsa, melyhez egyszeriibb hatérfeltételek tartoznak.
Emiatt az alternativ egyenlettdl elvarjuk, hogy megoldasai négyzetesen in-
tegralhatok és kotott allapot tipusu bazisfiiggvényekkel kozelithetok legye-
nek, ugyanis ezen feltételek teljesiilése esetén elkeriilheté a bonyolult szérési
hatarfeltétel explicit alkalmazasa. Az egyszeriisodés kovetkezménye, hogy
lényegesen konnyebbé valnak a numerikus szamitasok.

A teljes szérdsi megolddst egy ismert és egy ismeretlen — szért — tagra bontott

U (k1) = do(k,r) + " (k1) (6.0.1)

63
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alakban keressiik, ahol ¢o(k,r) az dltalunk elére megadott, ismert fiiggvény,
valamint k és r a szokdsos vektorok. Ezek alapjan maga a Schrodinger-egyenlet
is 4talakithaté az

(E — H)y*“t(k,r) = S(k,r) (6.0.2)

un. irdnyitott Schrodinger-egyenletté (driven Schrédinger equation), ahol az
S(k,x) = (H — E)y(k,T) (6.0.3)

kifejezést forrastagnak nevezziik, tovabba a szokdsos médon H a Hamilton-
operator, F/ az energia.

Megjegyezziik, hogy a jobb atlathatésag kedvéért a fiiggvények jelolését egy
kicsit megvaltoztattuk a 2.1.2 fejezethez képest. Lényegében a k alsé indexbol
az argumentum paramétere lett.

Az f(x) (z € R) fiiggvény komplex skalazdsakor az

fo(x) = €92 f () (6.0.4)

transzforméciét hajtjuk végre (1d.: (2.2.3) definici6), ahol 0 < 8 < 7. Ha a
T (k, r) szért tag aszimptotikusan csupan kimend gémbhulldmot tartalmaz,
akkor komplex skaldzds utan a hullamfiiggvény szért része a részecskék kozti
tavolsdg novelésével nullahoz tart, tehat a szérasi hatarfeltételek egyszerlisod-
nek. A kovetkezOkben ezt a tulajdonsagot fogjuk vizsgélni kiilonb6z6 ¢o(k,r)
fliggvények esetére.

6.1. A kéttest-Coulomb-probléma egzakt meg-
oldasa

A kéttest-Coulomb-szérds egzakt tdrgyaldsét Haeringen [15] cikke alapjén
végezzik. Legyen i = m = e = 1 (m a redukdlt tdmeg), az energia £ =
k?/2 > 0 és a Coulomb-potencial vk/r, ahol v a Sommerfeld-paraméter. A
Schrodinger-egyenlet tiszta kéttest-Coulomb-kolesonhatas esetén

1 vk k2
—— Ay — - — k,r) = 1.1
(-3 E -5 )utkn =0 (6:1.1)
modon irhaté, ahol A, a Laplace-operdtor. A

VF(k,r) = e /201 4 i) e M (—iv, 1, ikr — ikr) (6.1.2)
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Coulomb-szérasi hullimfiiggvény a (6.1.1) megolddsa. M/(a,b,z) az els6faju
konfluens hipergeometrikus fiiggvény (1d.: (2.4.30)). A parcidlis hulldmok
segitségével felirt alak

o0

Ui (k,r) =21+ 1)y (k,r) Py(cos D), (6.1.3)

=0

ahol P,(z) a Legendre-polinom, 9 a k és r vektor altal bezért szog. A ¢} (k,r)
teljes radidlis hulldmfiiggvény felirhat6 az Fj(k,r) reguldris Coulomb-fliggvény
segitségével:

1 .
W (k,r) = Hz'lewlFl(k,r) . (6.1.4)
Az explicit formula
F(l +1+ 7”7) e—’yﬂ/Z
(20 + 2)

a Coulomb-fazistolds €2t = I'(l + 1 + i7y)/T(l + 1 — i7) alakban frhats. A
Y;" (k, r) parcialishulldm-komponens kielégiti a

W (k1) = e *T(2ikr) M (1+1—iry, 2142, 2ikr) , (6.1.5)

1 & I1+1) A~k k2
S = 1.
2r dr2 2r2 + r ik, r) =0 (6.1.6)

radialis Schrodinger-egyenletet.
A Coulomb-szérési figgvény felbonthaté bejové és szért hulldmokra [101].
Ezt a

o (k) = ik, ) + s (K, T) (6.1.7)
médon irhatjuk, ahol
ik, 1) = ™/ 2R (—iny, 1, ikr — ikr) (6.1.8)
és
Vs(k,r) = e”/?%e%wu + v, 1,ikr — ikr) . (6.1.9)

Itt U(a,b,z) a masodfaju konfluens hipergometrikus fliggvény (1d.: (2.4.31)).
Erdekes médon nem csak ¢ (k,r) megolddsa a (6.1.1) 3D Schrodinger-
egyenletnek, hanem v;(k,r) és 1 (k,r) is.

A [101] munkdban megtaldlhaté a bejové és szért tagok parcidlis hulldmok
szintjén felirt alakja, melyekre

Yia(k,r) = wii(k,r) + xi(k,7) (6.1.10)
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és
ws,l(kvr) = wsJ(kaT) - Xl(kar) . (6111)

Megjegyezziik, hogy az itt definidlt w;;, ws; és x; konstansszorosai az eredeti
[101] cikkben taldlhaté megfeleliknek. A definiciék tehdt a kovetkezbk:

wi (k1) = e k™2 ()TN ik U (1 4+ 1 — iy, 20 4 2,2ikr) ,  (6.1.12)

wei(k, ) = et/ 2N ik U (14 1 + iy, 20 + 2, —2ikr)  (6.1.13)

és
ek /2 (L) T@I+1) = (=D)"(iy = D
k,r) = 2ikr)™ . (6.1.14
xilk,r) = — e k) r(z+1—w)§0 (2t 2R (6114)
Irhatjuk tovabbé azt is, hogy
O (ko r) = wig(k, ) + we(k,r) . (6.1.15)

Annak ellenére, hogy ;(k, r) és ¢s(k,r) megoldédsa a (6.1.1) 3D Schrédinger-
egyenletnek, a ¢, ;(k,7) és s i (k, ) parcidlishullim-komponensek mér nem meg-
oldésai a (6.1.6) radiélis Schrodinger-egyenletnek (részletesebben 1d.: [101]). Ezt
a tényt késobbi vizsgalataink soran kihasznéljuk majd.

A (K-2) képlet felhasznaldsaval megkapjuk a Coulomb-szérasi hulldmfiiggvény
jol ismert

U (k,r) = ¢ (kr — k)™ [1 40 (%)] L

ikr—iy In(2kr) 1
+ fc(cosw))% [1 +0 (H)]

(6.1.16)

aszimptotikus alakjat, ahol f.(cos(¥)) a Coulomb-szérasi amplitidé. Mint mar
lattuk, az e™®* (kr — kr)" fiiggvényt CDPW-nek nevezziik.

6.2. Az iranyitott Schrodinger-egyenlet

Tiszta Coulomb-szérés esetén a (6.1.1) felbontds alkalmazdsdval kapjuk a

k21 kY se _
<7 +5A - 7) Yt (k,r) = S(k, 1) (6.2.1)
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iranyitott Schrodinger-egyenletet, ahol a forrdstag

S(k,r) = < ;A + lk - k—2> do(k, ). (6.2.2)

Megjegyezziikk, hogy a (6.2.1) irdnyitott Schrodinger-egyenletet a [102]
munkédban tanulmanyoztdk részletesebben.
A (6.1.16) aszimptotikus formula motivalja ¢o(k,r)-re a

do(k,r) = ™ (kr — kr)" (6.2.3)

valasztast. Ezt a felbontast haszndlja a feliileti integralos formalizmus is
(1d.: [21, 22]). Descartes-féle koordinata-rendszerben koénnyen &tirhatjuk a
forrastagot explicit formara:

2k

Slke,r) = r(kr — kr)

™ (kr — k)™ . (6.2.4)

Megprébélhatjuk haszndlni a Coulomb hullamfiiggvény bejové részét is

po(k,r) =ik, 1), (6.2.5)

ebben az esetben azonban S(k,r) = 0 lesz, ami abbdl kovetkezik, hogy
;(k, r) kielégiti a (6.1.1) egyenletet. Tehat nem kapunk irdnyitott Schrodinger-
egyenletet, 1% (k,r) a (6.1.1) homogén egyenlet megoldasa lesz, valamint
¢SC+(ka r) = ¢s(k, ).

Ha meg akarjuk kapni a (6.2.1) irdnyitott Schrodinger-egyenlet parcidlis
hullamok szintjére vonatkozo6 alakjat, sziikségiink lesz a parcidlis hulldmokkal
megadott forrdstagra

=> (2 + 1)Si(k,r) P, (cos(¥)) (6.2.6)
=0
és a ¢o(k,r) ilyen alakjira
= (20 + 1)¢o.(k, ) P(cos(¥)) . (6.2.7)
=0
Felhasznalva a 2 2
1
A (6.2.8)

N, =
r dr2 2
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azonossdgot (Id.: [77]), ahol L? a pélya-impulzusmomentum operator négyzete,
megkapjuk a

k2 L U+ Ak e
- — ¥ = 2.
27’ d’f’2 27.2 r :| l (k,’/’) Sl(k,’/’) ’ (6 9)

parcidlis hullimokra vonatkozé irdnyitott Schrodinger-egyenletet, ahol

o0

et (k,r) =Y (20 + 1)t (k, 7) Pi(cos(D)) - (6.2.10)
=0

Megjegyezziik, hogy a (6.2.8) operatorazonossdg csak az r = 0 pontban korlatos
fiiggvényekre alkalmazhaté (1d.: 496. oldal [77]).

A késObbiekben latni fogjuk, hogy a szorasi hulldmfiiggvény harom-
dimenziés alakjdnak (6.0.1) felosztdsa helyett hasznosabb lehet a felbontdst
parcidlis hullaimok szintjén elvégezni. Keressiik tehat a szdérdsi hullamfiiggvény
parcialishullaim-komponensét a

Ui (k) = do(k, ) + 47t (k,7) (6.2.11)

alakban, ahol gz~507l(k,r) ismert és if”(lﬂ,r} ismeretlen fiiggvény. A parcidlis
hullamokra vonatkozo Schrodinger-egyenletbol a

k2 1 &2 l(l +1) k| sy =
— — | c = 2.12
{ 2 dr2 212 r } 1 (B r) = Silk, 7) (6 )

inhomogén differencidlegyenletet kapjuk, amiben

~ 1 d*> 1(Il+1) ~k K] -
_ |14 Ik _ R k 2.1
Sik,m) [ 2r dr? + 2r2 r 2 Go.(k,7) (6.2.13)
a forrastag.
Mint mdr lattuk, a (6.2.5) vélasztds nem vezet irdnyitott Schrodinger-
egyenlethez, viszont ha a parcidlis hullamokra a

Ui (k) = gk, r) + 95 (k, 7) (6.2.14)

felbontédst valasztjuk, azaz gz~507l(k,7")—t i.1(k, r)-el azonositjuk, akkor irdnyitott
Schrodinger-egyenlethez jutunk. Ebben az esetben a forrastagot
1 d? (I+1) vk K2

Sillk,r) = | =gm g + mo A+ = | (k) + k)] (6:2:15)
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alakban frhatjuk. Mivel az w;;(k,r) a Coulomb-probléma in. Jost-megoldésa
(d.: [15,101]), igy a forrdstag rd vonatkozé része nulla. Bevezetve a z = 2ikr
jelolést, azt kapjuk, hogy

~ k2 2k2 d? k2l(l+ 1) 2ivk?
B 2.1
i) = |5 + g - T e 6219
ahol
6’777/2 ez/Q l l+1n_lnlnz_n
xi(2) = s (1) (. Jnln 27" (6.2.17)
Fl—iv) =z = (1 —iv), n!
(v6. (6.1.14)). Kisebb dtalakitds utdn az
= 2k2e7™/2 e*/ (I+1), 1) —1(l+1
Sy, r) = 67 - + <m_n+n(n+ ) =+ )>z_"
(1—iy) =z = 1—z*yn z
(6.2.18)
formahoz jutunk, amit dtrendezve
5 2k26'y7'r/2 z/2
k = —
Silk,7) (1 —iy) 22
-1
. (l + 1)11(_1)77,
—_ 1) — 1
x{w+2[ A=, [n(n+1) =11+ 1)+
n=0
: (l+1)n+1(—l)n+1} - 1}
+(y—n-—1 - z" 6.2.19
( ) T i ( )

modon irhatunk. A Pochhammer-szimbdlum (a),+1 = (a),(a+n) tulajdonsiga
miatt pedig a szogletes zardjelben levo kifejezés eltlinik. Tehat ebben az esetben
a forrastag

eikr+'wr/2

Si(k,r) = 2720 (—iy)

(6.2.20)

lesz, érdekes moédon az [-t6l fliggetlentil.

6.3. A Coulomb-mddositott sikhullam

Ebben a részben megvizsgaljuk, hogy a komplex skaldzas szempontjabol
hasznalhaté-e a CDPW. Ahogy mar lattuk, felirhatjuk a CDPW-t parciélis
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hullamok segitségével

e (k = (2l + 1)n(k,)Pi(cos(¥)) , (6.3.1)
1=0
és a radidlis fiiggvényt a
Lo [ ,
Ti(k,7) = §(kr)”/ e*re(1 — )7 Py(x)dx (6.3.2)
~1

integralis alakkal. FEzt az integralt megadhatjuk hipergeometrikus fiiggvény
segitségével, ha felhasznaljuk a (K-6) azonossdgot; ekkor az eredmény

Ti(k,r) = ﬂ@kr)”e“” o (1 4y, 1+ iy; I+ 2+ iy, L +iy—1; —2ikr) .
(L + 7)1 ( \
6.3.3

Az itt szerepl 7(k,r) a (4.0.2) kifejezés poszt alakjanak felel meg, csak az
egyszeriiség kedvéért elhagytuk a + jelet, és a komplex skdlazas szemléletesebbé
tétele érdekében moédositottuk az argumentumat.

A komplex skalazdshoz sziikségiink lesz a 17" (k,r) aszimptotikdjéra (r —
00). A (K-2) alak segitségével az

o0

wii(k,r) ~ e_ik;i#)m(—l)l“ 2 al . (21']17“)" (6.3.4)
és ' ' .
wsi(k,T) ~ ezkr(;i% Zioy 2 alsyn (2@'117‘)" (6.3.5)
aszimptotikus kifejezéseket kapjuk, ahol az egyiitthatok
aﬁ,n =(=1D)"0+1—=iy)n(=l —iy)n/n! (6.3.6)
és
=4+ 1+iy)n(=l+iy)n/n!. (6.3.7)

A 7(k,r) aszimptotikus kifejezésének meghatdrozdsa el6tt fejezzik ki
71(k,7)-t a Meijer-féle G-fiiggvény segitségével a (K-3) képlet alapjdn:

ik, r) = ¢ (2kr) (~1)' G372 <2ikr iy

—1i, —1y
0 ‘ i ) (6.3.8)
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A (6.3.8) formdban megadott 7;(k,r) fiiggvény komplexskélazott 7;(k,re?)
aszimptotikus alakja a (K-7) felhasznéldsdval nyerheto:

—ikre? e dl
- (2kre? )i (—1)HT S — .3.
2ikret® (2kre™)™(=1) 2;) (—ikre®)n ’ (6.3.9)

n=

T (ka Teie) ~

ahol a d', egyiitthatok kielégitik a

An+1)d, = 2[2n® —n(2iy—1)— 1?1 —iyld, —n(n—1—iy—1)(n+1—iy)d,_,
(6.3.10)
rekurzi6t és di = 1 (Id.: (3.0.34)). Itt figyelni kellett arra, hogy a 0 < 6 < 7
feltétel miatt komplex skdldzds utdn a —n/2 < arg(—2ikrexp (i0)) < 7/2, azaz
a Re[—2ikrexp (16)] > 0 feltétellel megadott aszimptotikdt hasznaljuk (I1d.: 3.5
megjegyzés).
Amikor tehét a parcidlishulldm-komponensek felbontasat a

O (k) = 7k, ) + 97T (k1) (6.3.11)
formaban végezziik el a (6.1.15) képlet felhaszndldsaval, azt kapjuk, hogy
¢lsc+(k’ T‘) = [Wi’l(k, T) - Tl(k, T)] + Ws’l(k, T) . (6312)

A (6.3.12) alakban w,;(k,r) csak kimendé gémbhulldmot tartalmaz (l1d.:
(6.3.5)), igy a komplex skdldzas hasznalhatésiga az wi(k,re??) — 7 (k,ret?)
fiiggvény aszimptotikus (r — o0) viselkedésétél fiigg.  Megkonnyiti a
dolgunkat, hogy az w;(k,r) és m(k,r) fiiggvények aszimptotikdja azonos
{e= 7 (2kr)™ (=1)+1 /(2ikr)", n = 0,1,2...} aszimptotikus sorozattal kife-
jezhetd, igy az aszimptotikus sorfejtések egyszerlien kivonhatéak egymasbol
(1d.: [82] és 2.13 4llitds). A (6.3.4) és (6.3.9) azonossagok felhasznalasaval kapjuk
a kérdéses rész

—ikre'? _ dl )n
, iy _ NP #0)iv (1)1
(wii(k,re’) — 7 (k,me'?)] 2iroif (2kre ) ( Z 2lkrel9
(6 3.13)
aszimptotikus alakjit. Léthat6, hogy al 0= = d}, ami miatt ;" (k,re’) nul-
ladik rendii (n = 0) aszimptotikdja nem tartalmaz komplexskdldzott bejovo

gémbhullamot. Mivel azonban magasabb rendi tagjaiban van komplexskélazott
bejovd gombhullim (e ~**"/r™, n > 0), ezért a hulldmfiiggvény ;" (k,re'?)
komplexskaldzott szért tagja nem tinik el r — co esetén.
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— egzakt
-~ aszimptotikus sor

Re@,g(kre") - 1(k.re"))

6.1. dbra. Az w; o(k,r) — 1o(k,r) fiiggvényt és annak els6 rendii aszimptotikus
kifejezését komplex skdlaztuk 6 = 0.1 szerint. Az igy kapott fiiggvények valds
részét dbrazoltuk k =3, v =1/3 és | = 0 esetén. A folytonos vonal mutatja az
egzakt, a szaggatott vonal a (6.3.13) aszimptotikus kifejezés viselkedését.

Az wi(k,re?®) — 7(k,re'?) Kkifejezésre kapott eredményt a 6.1 &bra
szemlélteti. A nulladik rendil tag eltlinése miatt az els6 rendii tag valds részének,
illetve, kéttest-rendszerrdl 1évén szd, az egzakt megoldds ezen részének visel-
kedését mutatja. Aszimptotikus sortdl elvart médon r novelésével javul a
kozelités. Lathaté tovabbd, hogy az w; (k,re?) — 7 (k, re'?) fiiggvény aszimpto-
tikusan oszcillalva divergal.

Azt kaptuk tehat, hogy a CDPW hasznélataval nyert komplexskaldzott szort
tag aszimptotikusan nem t{inik el, mivel bejové és kimend gombhulldmot is tar-
talmaz. Ennek kovetkeztében pedig a CDPW mint a felbontdas ismert része nem
alkalmazhaté komplex skalazasra, mivel haszndlata nem egyszeriisiti a szérasi
hatarfeltételt.

6.4. A bejovo hullamon alapulé felbontas

Hasznaljuk most a (6.2.14) felbontdst. A hullamfiiggvény szért részére a
(6.1.10), (6.1.15) és (6.2.14) képletek felhaszndldsdval irhatjuk, hogy

G (k) = woa(k,r) = xalk, 7) - (6.4.1)
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A (6.3.5) aszimptotikus alakbdl és a x;(k,r) fiiggvény (6.1.14) kifejezésébdl
lathatjuk, hogy a hullamfiiggvény szort része csak kimend gémbhulldmot tartal-
maz, igy haszndlhatjuk a komplex skéldzast. A (6.1.14) és (6.3.5) formuldkbol
kapjuk vezet6 rendben, hogy

5 o €77 (2kr) ™1 1
sc+ k _ 210y € ( 1
k) =e 2ikr +0 |2ikr] +

) 6.4.2
e YY) [ (LY
2ikr  D(l+1—i7) |[T(2+1) 2ikr] )|
A (6.2.9) egyenlet komplex skdldzdsa és a
bt (kyr) = 072000 (k,re'®) (6.4.3)

fiiggvény bevezetése utan a

k> _oip 1 d? o l(l+1) _io Yk e ~
(5 e g~ g~ )i () = Soir) (049

egyenletet kapjuk, ahol a komplexskalazott forrdstag:
Spo(k, ) = e®9/28)(k, ret?) . (6.4.5)

A (6.4.4) egyenlet a komplexskalazott irdnyitott Schrodinger-egyenlet, melynek
egyszerli aszimptotikdju megoldasat keressiik. A 0 < 6 < 7 feltétel mellett
(6.4.2)-bol azt kapjuk, hogy

lim 75" (k,r) = 0. (6.4.6)

Tovébbd a (6.4.2) kifejezésb6l a Coulomb S-matrix lokélis reprezentanséat is
megkapjuk:

(1) (iy = 1)y
L{l+1—iv) ’
(6.4.7)
amint r — oo. A fdzistolds [53] munkdban taldlhaté lokélis reprezentdnsa
kiilénbézik a (6.4.7) képletben szerepl6tdl, mivel ott més felbontast hasznaltak.
A 7t (k,r) fliggvény nem reguldris 7 = O-ban, ellenben

e2% ~ (2kre'®)™ e ikre 2ikreii9/2¢i§+(k,7') +

lim riHhpset (k) = 0 (6.4.8)
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konnyen bizonyithaté. A (6.4.1) képlet miatt elég megmutatni, hogy

lim o, (k,r) = lir%rl“)a(k,r) . (6.4.9)

r—0

A (6.1.14) definiciébol

l
Cn e (CDE T4
Yo ™ k) = e (20k)H1T(1 41— i) (6.4.10)

kovetkezik. Figyelembe véve a (6.1.13) és (K-8) képleteket kapjuk, hogy
r' g1 (k,r) = Aj(k,r) + Bi(k,r) + Ci(k,7) | (6.4.11)

ahol

M1+ 1+ ivy,2l+ 2, —2ikr)
T(20 + 2)0(iy — 1)

Ak, ) = =K (k) (—2ikr)?H 1 log(—2ikr)e*"

(6.4.12)
(I +1+i7), (—2ikr)nt2i+1
Bi(k,r) = —K(k 1

1(k,m) (k)5 (2z+2 (iy — 1) Zf 20+ 2), nl ’

(6.4.13)
Dl SN (iy — D)y (—2ikr)?
k,r)=—-K;(k 4.14
Cilk,r) M 1) ;) (—20), w0 (64.14)
és

Kl(k) — (_1)l+1 62i0'1+'y7r/2 (6 4 15)

(Qik)lJrl ’ o
fl=w(l+1+iy+n)—U(n+1)—WQ2A+2+n). (6.4.16)
Itt ¥(z) a digamma-fliggvény.  Vildgos, hogy lim,_A4;(k,r) = 0 és

lim, o Bi(k,r) = 0. A Cy(k,r) figgvény r — 0 esetén éppen (6.4.10) jobb
oldaldval egyezik meg, {gy kapjuk a (6.4.8) eredményt.

Vezessiik be a b5 (k,r) = rl+11;f_69+(k,7") fiiggvényt, hogy r = 0-ban egy-
szer( hatarfeltételt Eapjunk, ezzel ugyanis a font elmondottak miatt r = 0-ban
regularis fiiggvényhez jutunk. Természetesen hiS" (k,r)-re is igaz marad, hogy
r — 00 esetén eltiinik. Az 1ij fiiggvényre a /

k> o1 d? ol d 0Tk ~
<7 + 672%95W - 67219;% - 619’\/7> hls7ce+(k,’/') = ’I"lJrlSl’g(k, ’I") (6417)

differencidlegyenlet irhaté fel.
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Ha a potencidl a Coulomb-tag mellett egy Vi(r) rovid hatdétdvolsdgi po-
tencidltagot is tartalmaz, akkor az inhomogén differencidlegyenletiink

kz 7i1d2 7zld 7i’7k i sc o
(5 + ™ g = s~ = Vi) ) b ) = 1171 )
(6.4.18)

alakira moédosul, ahol
Sigt(k,r) = Spo(k,7) + €0/ 29; 1 (k, 7 )V, (re'?) . (6.4.19)

A (6.4.17) és (6.4.18) differencidlegyenleteket a kovetkezd hatérfeltételek
mellett kell megoldanunk:

hi% (k,0) =0, (6.4.20)
és
lim hls";r(k, r)=0. (6.4.21)

Elértiikk tehat a kitizott célt. Tudunk a hosszi hatétdvolsagi Coulomb-
szorési problémdra olyan differencidlegyenletet felirni (6.4.17) és (6.4.18)
forméjédban, melyhez egyszerii hatdarfeltétel tartozik a (6.4.20) és (6.4.21) egyen-
letekben megadott médon.

6.5. Numerikus eredmények
Numerikus szédmitdsokban a (6.4.21) feltétel helyett a
hi% (k,R) =0 (6.5.1)

hatarfeltételt hasznaljuk, ahol R egy tetszdlegesen nagy pozitiv valds szédm.
Természetesen a (6.5.1) hatérfeltétel kozelités, tehat vizsgdlni kell, hogy az
eredmények hogyan fliggnek R-t8l. R értéke a (6.4.2) aszimptotikus alakhoz
tartozé hibatag nagysagrendjéhez tartozé aszimptotikus tartoméanyba kell es-
semn.

A kovetkezékben lefrom a témahoz kapcsol6dé numerikus eredményeinket.

A (6.4.17) és (6.4.18) egyenletek megolddsdhoz a végeselem-médszert
haszndltuk. Az eljdrds és a haszndlt bazisfiiggvények megtaldlhaték a [103]
munkéban. Megemlitjiik még, hogy hasonlé mddszert haszndltak az [53]
cikkben is. Az elemek hosszdt egységesen 1-nek vélasztottuk. A Lobatto-
fiiggvények fokszamat N-el jeloltiikk, és minden elem esetén ugyanazt a
fokszdmot hasznaltuk. A 6 értéke 0.1 radian volt.
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Elészor a tiszta Coulomb esetet vizsgdltuk az 1/r potencidlalakkal. Az
impulzus £k = 3, a palya-impulzusmomentum [ = 0 volt. A fazistoldst a
(6.4.7) képlet segitségével vizsgdltuk. Masodszor a tiszta Coulomb-potencialhoz
hozzdadtuk a Vi (r) = 7.5r% exp(—r) rovid hatétédvolsdgi potencialt, mivel pon-
tosan ezt a két potencidlt vizsgdltak az [53] cikkben is egy mésik felbontdssal
és a kiils6é komplex skalazassal. Ezt a potencidlvédlasztast az Gsszehasonlitas
lehetOsége motivalta, hiszen ebben az esetben egzakt megoldds nem létezik.

A 6.2 dbra felsd része mutatja a tiszta Coulomb eset fazistolasdanak valtozasat
az r fuggvényében. Az egzakt eredményt a szaggatott fekete vonal dbrézolja.
A végeselem-mddszernél haszndlt (6.5.1) feltételben két kiilonboz8 R értékkel
szémoltunk (R = 250 és R = 1000). Az r > R esetén a végeselem-mddszer nincs
értelmezve, ezért mutatnak torzuldst a fézistoldsok gorbéi r = R kornyékén. A
fazistolas lokalis reprezentansanak értéke gyorsan konvergal az egzakt értékhez.

A 6.2 dbra alsé része mutatja a rovid hatétavolsagi potenciallal kiegészitett
Coulomb-potencidlra vonatkozé eredményeket. A végeselem-mddszerbdl fakadd
torzulasokrol elmondhatjuk ugyanazt, mint az imént. Itt nincs ugyan eg-
zakt megoldds, amihez viszonyithatndnk az eredményeket, de az [53] munka
eredményeivel j6 egyezést kaptunk. A konvergencia szintén gyors.

A 6.2 dbra értékeit elemenként 50 Lobatto-fliggvénnyel szamolva kaptuk.
Megvizsgaltuk a fazistolas lokalis reprezentdnsanak viselkedését tiszta Coulomb-
szoras esetén a Lobatto-fliggvények szdménak véltozdsa szempontjabdl. A
(6.5.1) hatérfeltételben R értékét 250-nek valasztottuk. Az eredményeket a 6.3
dbra mutatja. Az r = 250 érték korlil N = 50 esetén hérom tizedesjegy pon-
tossaggal kaptuk vissza az egzakt eredményt, mig N = 100 esetén mar majdnem
mindeniitt elértiik a négy tizedesjegy pontossdgot, ami ezen a teriileten nagyon
j6 eredménynek szamit.

Megvizsgaltuk még a 6 komplex skalazasi paraméter hatdsat a fazistolasra.
A 6.4 §bra mutatja az egzakt (1d.: (6.4.7)) hullamfiiggvényhez tartozé fézistolds
lokéalis reprezentansanak viselkedését tiszta Coulomb-szoras esetén a 6 komplex
skdlazasi paraméter fliggvényében, négy kiilonbozé r esetén. Lathatd, hogy ha r
az aszimptotikus tartomédnyba (r = 550 kortltél) esik, akkor a fazistolas fiigget-
len a 6 paramétertél. Kis r-re nagyobb 6-t kell hasznalni az egzakt fazistolas
eléréséhez.

Megmutattuk tehat, hogy standard komplex skaldzassal hogyan oldhaté meg
a kéttest-Coulomb-szérasi probléma. A szdrédsi hatarfeltételt nagyban egysze-
risitettiik, igy numerikusan meglehetésen konnyen megoldhaté problémaéra ve-
zettilk vissza az eredeti szérasi feladatot. Mddszertink rovid hatétavolsaga po-
tenciallal kiegészitett Coulomb-potencidl esetén is alkalmazhato.
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6.2. abra. A féazistolas lokdlis reprezentansdnak viselkedése tiszta Coulomb-
potencidl (fels§ dbra), és a V,(r) rovid hatétdvolsagu potencidllal kiegészitett
Coulomb-potencidl (als6 dbra) jelenléte esetén. Az elsé esetben ismert az egzakt
fazistolas, ezt szaggatott fekete vonal abrézolja. A numerikus eredményeket két
gorbe mutatja, R = 250 (piros folytonos vonal) és R = 1000 (z6ld folytonos
vonal) esetén.
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6.3. dbra. A fazistolas lokalis reprezentansanak viselkedése tiszta Coulomb-
szoras esetén a Lobatto-fiiggvények szamanak titkkrében. Az dbra az egzakt és
a numerikus eredményeket mutatja R = 250 esetén.
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6.4. dbra. Az egzakt hullamfiiggvényhez tartozé fazistolds lokdlis repre-
zentdnsanak viselkedése tiszta Coulomb-szdrds esetén a € komplex skdlazasi pa-
raméter fiiggvényében. A szadmolds sordn négy kiillonbo6zo6 r értéket hasznaltunk.



7. fejezet

Osszefoglalés

A széréselmélet feliileti integrédlos formalizmusa azért nagy jelentdségii, mert
egyforméan alkalmazhaté rovid hatétavolsdgi és Coulomb-potencial esetén. Ez
a formalizmus lehet6vé tette t6ltott haromtest-rendszerek esetén a szorasi amp-
litado6 poszt formajanak megadaséat a teljes felbomlasi kiiszob felett. A feliileti
integralos formalizmus alapvetéen fontos fiiggvénye a Coulomb-mddositott
sikhulldm (CDPW).

Munkam egyik célkitlizése volt, hogy a CDPW fiiggvény tulajdonségait ala-
posan megismerjem, majd pedig erre alapozva nagy pontossigu szamitégépes
programot készitsek a CDPW numerikus meghatdrozasara. ElOszor meg-
hataroztam a CDPW parcialis hulldimok szerinti sorfejtését, majd harom ekvi-
valens alakot adtam meg a parcidlishullam-komponensekre, felhasznélva, hogy
sikeriilt felirnom a 2 Fs(a,a;a+ 1+ 1,a —I; z) hipergeometrikus fiiggvény harom
ekvivalens alakjdt | nemnegativ egész, z € C\{0}, a € C\Z és Re[a] > 0
esetén. Fzek utdn meghataroztam a parcidlishullaim-komponensek aszimpto-
tikus viselkedését a fenti hipergeometrikus fiiggvényre vonatkozé aszimptotika
meghatdrozasa révén. Az aszimptotika haromtagi rekurzién alapulé formuldjat
sikeriilt egyszerlisitenem. Zart alakban megadtam a rekurzié megoldasat.
A parcialis hullamokra vonatkozé aszimptotikabdl pedig leszarmaztattam a
haromdimenziés CDPW vezetd rendii aszimptotikus alakjat. Ennek az aszimp-
totikus formuldnak igen jelentOs szerepe van a feliileti integralos formalizmus-
ban. Eredményem pontositotta a [21,22] munkdban megadott aszimptotikét.
Ezt a [88] hivatkozédsu cikkben publikdltuk.

A numerikus szamitasokhoz sziikséges a CDPW parcidlishulldm-komponense-
inek megbizhat6 szamitasa. Ennek érdekében hibabecslést adtam a CDPW
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Taylor-sorfejtésének maradék tagjara. A Taylor-sorfejtés, valamint a hdrom ek-
vivalens alak koziil kettének a segitségével FORTRAN-90 és Mathematica prog-
ramot készitettem a CDPW numerikus meghatarozasara. Ezen eredmények a
dolgozat bekotéséig még nem jelentek meg, de remélhetdleg a védésig megjelen-
nek.

A sz6rasi szamitasok nehézségét az okozza, hogy a Schrodinger-egyenlet kere-
sett megolddsdnak aszimptotikus alakja nem egyszer(i. A Schrodinger-egyenlet
transzforméciéja révén olyan inhomogén egyenletet kaphatunk, ahol a keresett
megoldas aszimptotikusan eltiinik. Egy ilyen tipust egyenlet numerikus meg-
olddsa sokkal egyszer(ibb, mint az eredeti szérasi aszimptotika biztositdsa. A
komplex skaldzas alkalmazasa ilyen egyszerlisodésre vezet rovid hatétavolsaga
potencialok esetén.

Megmutattuk annak a moddjat, hogy hogyan lehet a standard komplex
skaldzassal megoldani, egyszeriisiteni a kéttest-Coulomb-szérasi problémat. A
modszer dltaldnos esetben is miikddik, azaz amikor Coulomb-kdlesénhatas mel-
lett a potencidl rovid hatdétdvolsdgi tagot is tartalmaz. Eredményiinket az [58]
cikkben publikdltuk. Az 1j eljardshoz nem sziikséges az tUn. kétpotencidl-
formalizmus, amelyen a korabbi komplex skdlazdsos mddszer alapult. Az
arnyékoldsi-renormalasi médszert, a kiilsé komplex skaldzést és a feliileti in-
tegralos formalizmust is elGszor kéttest-feladatra dolgoztdk ki, s csak kés6bb
terjesztették ki Gket haromtest-feladatra. Most azon dolgozunk, hogy a
tiszta Coulomb-kolcsonhatas esetére kidolgozott eljaras is kiterjeszthetd legyen
haromtest-rendszerekre.

Ebben a munkédban azt is kimutattam, hogy a CDPW hasznalatdval nyert
komplexskaldzott szért hullamfiiggvény aszimptotikusan nem tiinik el, mivel
bejové és kimend gémbhullamot is tartalmaz. FEnnek kovetkeztében pedig a
CDPW, mint a felbontds ismert része, nem alkalmazhaté komplex skaldzasra,
mivel haszndlata nem egyszeriisiti a szérasi hatarfeltételt.



8. fejezet

Summary

The main virtue of the surface integral formalism of scattering theory is
that it provides formulae for the scattering amplitude valid for both short-
range potential and long-range Coulomb potential. This formalism has also
made it possible to develop the post form of the break-up amplitude for three-
body scattering of charged particles. The basic notion of the surface integral
formalism is the so called Coulomb-distorted plane wave (CDPW).

One of the aims of my work was to investigate the mathematical properties of
this function and, based upon these results, to develop an efficient FORTRAN-
90 computer code. First I formulated the partial wave components of the CDPW
and gave three equivalent forms for these functions. These formulae rely on the
three equivalent forms of the hypergeometric function o Fa(a, a;a+1+1,a—1; 2),
which have beed found by me. These are valid for non-negative integer [ and
z € C\{0}, a € C\Z and Re[a] > 0. I determined the asymptotic form of
the function o F5(a,a;a+ 1+ 1,a — I;2) and I gave a closed analytic form of a
three-term recursion relation for the asymptotic expansion. From these results
I deduced the asymptotic form of the CDPW. From the asymptotic form of the
partial wave components of the CDPW I derived the leading-order asymptotic
expression of the three-dimensional problem. This form plays an important role
in the derivation of the surface integral formalism. This result was published
[88]; it is a refinement of the asymptotic form given in [21,22].

To facilitate the numerical calculation of the CDPW it is necessary to develop
a reliable computer code. For this purpose, I gave an upper bound for the
remainder of the Taylor expansion of the function 3 F5(a,a;a + 1+ 1,a — [; 2).
Based on this result and using two of the three equivalent forms of o Fs(a, a;a +
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I+ 1,a—1;2) chosen so as to suit the arguments of the function, I have written
a FORTRAN-90 and a Mathematica code for the numerical calculation. These
results have not been published before the submission of my thesis.

The difficulty of the scattering calculation is due to the complicated form
of the asymptotics of the scattering wave function. A special transformation
of the Schrodinger equation, however, may lead to an asymptotic form that is
extremely simple: the function goes to zero at large distances. The solution of
the differential equation with such a boundary condition is much simpler than
the solution of the original problem. For short-range potentials, the application
of the complex scaling method leads to such a simplification.

We explain how to use the standard complex scaling for the pure two-body
Coulomb problem in order to simplify the boundary condition. The new method
is also valid for the general case in which a short-range potential is added to the
Coulomb interaction. The new procedure does not rely on the so-called two-
potential formalism. This result was published [58]. It is considered the first step
towards a new formalism of few-body scattering with Coulomb potential. The
standard methods, such as the screening and renormalization, exterior complex
scaling and surface integral formalism were first introduced and tested for two-
body problems as well, and they were extended to three-body problems later
on. Presently we are working on how to extend our method to the problem of
three charged particles.

It has also been shown that the splitting of the wave function based on
the CDPW does not simplify the boundary condition if the standard complex
scaling is applied. This is so since in this case the scattered part of the wave
function contains both incoming and outgoing waves.
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Képletgytijtemény

Itt talalhaték azok a képletek, melyekre hivatkozok ugyan dolgozatomban,
de az atlathatésag kedvéért nem irom fel ket alkalmazasuk helyén vagy azel6tt.

Ha nem mondunk mést, a hipergeometrikus fliggvényekre vonatkozé
feltételek a 2.4.2 fejezetben elmondottaknak megfelden alakulnak. Altaldban
a,b,z€C, z,y € R és k, m, n, N nemnegativ egészek lesznek.

5.3.5.4, 3. kotet [36]:

n n\ (a)x (ap),  A(m,a+ k)
Z(_l)k (k) mp_i_qu-Hn < (bq)7 A(m, b+ k)

k=0 ( : (K-1)
_ b—a)n ap)ﬂ A(mva)
= "y, el ( (bg), A(m,b+n) Z) ’
ahol
A(m a):i a+1 a+m—1 .
13.5.2 [84]:
N-1
Ula,b,z) = 27¢ { > @l ta-b) :,a =) (=2)""+0 (|Z|N)} ; (K-2)
n=0 ’

ahol —3/271 < arg(z) < 3/2.
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5.11.1(1) [85]:

] ] B et D 1- (ap)
pFa((ap); (bg); —2) = m Gll? a+1 <Z ‘ 0, 1 — (bg)

10.1.16 [84]:
RV (z) =il e Z <n—|— = k) —2iz)7",
k=0
ahol
1 B (n+k)!
<”+ 5”“) T T —k+1)
10.1.17 [84]:

) n 1
A2 (z) = "tz e (n +3 k) (2iz)7*F
k=0

2.17.5.6, 2. kitet [86]:

Y x
/ (x+y)te tp, (—) dx =
—y Y

_(_ n(l_a’)n aeyb
= (=1 (a)nt1 2y) 2F2(

a, a
a+n+1, a—n

— 2yb) ,

ahol y, Re[a] > 0

6.5.32 [84]:

I(a,2) ~ 2% e {1+a_1+(a_1)(a_2)+..l ,

z z

ha |z| — oo és |arg(z)| < 3m/2.
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7.2.2.3, 3. kotet [36]:

U(CL,TL+ 1,2) :% <1F1(a;n+ 1;2) ln(z)+
o _(a) .
+k2:0(n+li)k [W(a+k) - W(k+1)—¥(n+k+1)] E)Jr
(Tl — 1)' n—1 (CL - n)k Zk—n
T T = (I=n)y k!
(K-8)
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