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Koszonetnyilvanitas

Ezuton is szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Freud
Robert tanar urnak, aki t6bb mint négy éven keresztiil folyamatosan
tdmogatta munkamat. Célt és iranyokat megszabd tanacsai, allando
biztatasa és ezernyi segitd, kiegészits kdzremiikodése nélkiil sem a pub-
likaciok, sem ez a dolgozat nem johetett volna létre. Kiilondsen hélas
vagyok azért a sok-sok beszélgetésért, matematizalasért, amely egyete-
mista éveim 6ta formalta tanari szemléletemet és mély humanumaért,
amely a legnehezebb helyzeteken is atsegitett.

Koszonettel tartozom feleségemnek és sziileimnek, akik tiirelmiik-
kel és a nyugodt hattér biztositasaval segitették munkamat.

Tanartarsaim és barataim tamogatasat is végig érezhettem. Név
szerint is szeretném megkoszonni Oros Imre és Székely Péter kollégdim-
nak a TEX megismeréséhez, a felmeriilt technikai nehézségek megolda-
sahoz nyujtott onzetlen segitséget.

Kiss Géza
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1. Bevezetés

Ebben a dolgozatban bemutatjuk egy kiterjedt szamelméleti prob-
lémakor néhany részletét. A kiinduld kérdés az, hogy adott relativ
prim pozitiv egészek nemnegativ egész kombinacidival mely szamok
allnak elg. A témakor leginkdbb a linearis diofantikus egyenletekkel
all szoros kapcsolatban, de a megoldasi modszerek kézott igen valto-
zatos kombinatorikus, additiv szamelméleti és analizisbeli eszkozok is
el6fordulnak. Az egész Frobenius problémakor bemutatasara nem val-
lalkozhattunk. Ehhez mostanra mar egyébként is rendelkezésre all J.
RAMIREZ ALFONSIN kiting Osszeallitasa [24], amely teljes komplexi-
tasaban igyekszik felsorolni a témakor eddigi eredményeit. Az a kozel
200 oldalas munka valoban csak a teljes felsorolasra véllalkozhatott,
hiszen a kozel 450 publikicioé hozzavetSleges tartalmi kivonatolasa is
legalabb egy vaskos kotetet tenne ki. Az eredeti cél szerint azokra
a témakorokre koncentraltunk, amelyeket a sajat eredmények megér-
téséhez, vagy éppen a korabbi eredményekhez torténd igazitasukhoz,
mélységiik megitéléséhez fontosnak gondoltunk. Igy fordulhatott el,
hogy olyan énmagukban is nagyon érdekes, nehéz témék, mint pl.
a klasszikus értelemben vett Frobenius-szamok meghatarozasaban, a
spostabélyeg" probléméban, vagy az algoritmusok kérdéskorében ed-
dig elért részeredmények teljes egészében kimaradtak a dolgozatbol.

Ezzel szemben igyeksziink stlyanak megfelelGen foglalkozni a téma-
kor lehetséges oktatési vonatkozasaival. A 2. fejezetben egy lehetséges
felépitést adunk egy olyan tehetséggondozasi projekthez, ahol révid
el6készités utan a kozépiskolai korosztily megismerheti a probléma
torténetét, legfontosabb teriileteit, a mas helyzetekben is jol alkal-
mazhatd megoldéasi modszerek egy részét és nem utolsdésorban nyitott
kérdéseket is.

A 3. fejezetben az extremadlis Frobenius-probléma eredményeirél
adott attekintést kovetSen egy 1) tétellel és annak kovetkezményei
alapjan néhany tjabb részlettel egészitjiik ki az ismert pontos értéke-



ket. Tételiink ERDOS PAL és RONALD L. GRAHAM tételét altalano-
sitja.

A 4. fejezet a nem felirhatdé szamokkal foglalkozik. Itt megad-
juk az ERDOs és GRAHAM altal felvetett extremadlis probléma teljes
megoldasat is.

Az 5. fejezetben a nem felirhat6 szamok bizonyos Gsszegzéseivel fog-
lalkozunk. Harom modszert mutatunk be, melyek koziil a harmadik,
a teljes egészében elemi modszer 6nallo megfontolédsok eredménye.

A 2. fejezet anyaga a [18], a 3.3 — 3.4 szakaszé a [16|, a 4.2 szakaszé
a [17] cikkben jelent meg, az 5.4 — 5.5 szakaszé nincs publikélva.



2. A pénzvaltasi probléma az iskolai
tehetséggondozasban

Ebben a bevezets fejezetben egyrészt vazlatosan megismerjiik a
Frobenius problémakor egészét, a legfontosabb fogalmakat, jeloléseket,
masrészt a lehetséges oktatéasi vonatkozasokat fogjuk felvillantani.

A fogalmak és jelolések korét a tovabbi fejezetekben sziikség szerint
még bovitjiik. Ez a fejezet szandékaink szerint 6nalléan, mas forra-
sok felhasznaldsa nélkiil is feldolgozhato, kovethets. A feladatok és
az egyes fogalmak sorrendje egyben egy javaslatot is jelent a targya-
las sorrendjére. Ez részben torténeti, részben az egyes fejezetekben
alkalmazott modszerek mélysége, nehézsége szerinti besorolas. A feje-
zetben szerepld évszamok, torténeti adalékok a témakor elhelyezését,
szinesitését segithetik.

Bar ebben a témaban eddig kozel 450 publikaci6 jelent meg, isme-
reteink szerint még nem foglalkoztak az iskolai alkalmazasok lehetd-
ségével. Az alabbiakban arra szeretnénk ravilagitani, hogy az ilyen
tipusu feladatok jol alkalmazhatoak a tehetséggondozasban.

A feladatok egy részét természetesen a normél iskolai munkaban
elképzelhetetlennek tiinik felhasznélni, de a versenyzktdl elvart na-
gyon magas szintet kitlin6en mutatja az els6ként ismertetett 1983-as
nemzetkozi didkolimpiai feladat.

A fejezetben szereplé anyag mar megjelent a szerzé hasonlo cimi
angol nyelvi publikiciojaban [18|.

2.1. Keressiik a legnagyobb nem felirhaté szamot!

Elgszor az 1982/1983-as tanévben taldlkozhattunk tanulmanyi ver-
senyen is pénzvaltéasi feladattal.



1. FELADAT. (Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia, Parizs) [25]
Legyenek a,b, c paronként relativ prim pozitiv egész szamok. Mutas-
suk meg, hogy
abc — ab — bc — ca
az a legnagyobb egész szam, amely nem irhaté fel
xbc + yca + zab

alakban, ahol z,y, z nemnegativ egész szamokat jelolnek.

2. FELADAT. (Miiszaki Fdiskolasok Hajos Gyorgy Versenye, Buda-
pest) Valaki azt javasolta, hogy verjenek a jelenlegieken kiviil hdrom-
forintos pénzdarabokat is. Javaslatat azzal indokolta, hogy pusztan 3
és 5 forintosokkal barmekkora pénzisszeg kifizethetd visszaadas nél-
kiil, ha az egész szamu forintbol all, és 7 Ft-nal tobb. Igaz-e ez az
allitas?

Mindkét feladat specidlis esete a szaimelméleti Frobenius-probléma-
nak, amelyet altalanosan a kovetkez6képpen szokasos megadni: Legye-
nek a; < ay < .-+ < a, pozitiv egészek ugy, hogy (ai,...,a,) = 1.
Keressiik meg azt a legnagyobb K pozitiv egész szamot, amelyre a
K = )"" | x;a; egyenlet nem oldhaté meg nemnegativ egész z;-kben.
Ezt a legnagyobb pozitiv egész szamot G(ay, ..., a,)-nel, mig az 6sz-
szes olyan K pozitiv egészek szamat, amelyre a K = > | x;a; egyen-
let igy nem oldhat6 meg, N(ay,...,a,)-nel jeloljik.

Miel6tt tovabbi feladatokra térnénk, oldjuk meg a 2. feladatot.
Az 1j jelolésekkel azt kell igazolni, hogy G(3,5) = 7. A 3 t6bbszorosei
természetesen kifejezhet6k, felirhatok. Ugyanez igaz az 5-t6] kezdve
azokra a szamokra, amelyek harommal osztva kettét adnak maradé-
kul. A legkisebb olyan szam, amely hdrommal osztva egyet ad ma-
radékul a 10 lesz. Az egyes maradékosztalyokban mod 3 a legkisebb
nem felirhato elemek, a fentiek alapjan rendre a —3,7,2. Ezek koziil
a legnagyobb a 7. B

Anal6g gondolatmenettel igazolhato, hogy



3. FELADAT. G(aj,a3) = (a3 — 1)(az — 1) — 1, ha (a1,a2) = 1.

A megoldashoz fel kell hasznalni, hogy amennyiben (aj,as) = 1 és
a; < ag, akkor 0,as,2as,...,(a; — 1)ay mindegyik maradékosztaly-
bol pontosan egy elemet tartalmaz mod a;. Ezt a tovidbbiakban teljes
maradékrendszernek nevezziik.

Nem magatol értet6ds, hogy tobb a; esetén is mindig van legna-
gyobb nem felirhat6 szam.

4. FELADAT. Amennyiben (ay,...,a,) = 1, mindig van olyan
G(ay,...,a,) szam, amelyre teljesiil, hogy K > G(ay,...,a,) esetén a
K =Y, z;a; diofantoszi egyenlet megoldhat6é nemnegativ egészek-
ben.

Ez a Frobenius problémakér alaptételének is nyugodtan nevez-
het6 feladat a Kozépiskolai Matematikai Lapokban 1997-ben VizVARI
BELA [32] cikkeihez kapcsolva keriilt kitiizésre. A feladat allitasat n-
re vonatkozé teljes indukcioval igazoljuk. Az n = 2 esetet az elGbb
vazoltuk. Ha n > 2, akkor tegyiik fel, hogy k-ig mar igaz az allitas
és vizsgiljuk meg k + 1-re. Legyen most az n = k + 1 esetben az
els6 k darab szam legnagyobb kozds osztoja d. Ekkor az indukcios fel-
tevés szerint az %4, % ..., % szamokkal véges so}< kivétellel minden
pozitiv egész szam felirhato a kérdéses alakban. Igy létezik olyan w,
hogy (u,ari1) =1 ésu= VG v+t Uk%’“, ahol vy, v9, ..., v
nemnegativ egészek. Mivel d és ap41 relativ primek, ellenkezs esetben
az ap,ds, ..., air1 szdmoknak lenne 1-nél nagyobb kozos osztodja, ezért
ud és a1 is relativ primek. A fentiek szerint n = 2 esetén az allitas
igaz, azaz véges sok kivétellel minden pozitiv egész szam felirhato

r1du + Tolp 1 = 10101 + T1U2a9 + . . . + T1URAE + ToOpiq

alakban, ahol x1v1, 2109, ..., Z1Vk, 2 nemnegativ egészek. W



Annak ellenére, hogy ez az altalanos eredmény gyakorlatilag az ere-
deti probléma felvetGdése 6ta ismert, a legtobb konkrét esetben nehéz
feladatnak bizonyult G(ay, ..., a,) pontos meghatarozasa. Mar harom
kiilonb06z6 cimlet esetén sem adhaté meg altalanos formula. Az tjabb
cimlet engedélyezése vagy egyaltalan nem befolyasolja a legnagyobb
nem felirhato szamot (mert esetleg valamelyik korabbi cimlet t6bb-
szOrose vagy nagyobb a tobbivel nem felirhato legnagyobb szamnal),
vagy az tjabb kombinacios lehetGségek miatt 1ényegesen csokkenti azt.
Ebben az esetben az egyes maradékosztélyokban a felirhato legkisebb
reprezentansok szerkezete szinte dttekinthetetlenné valik.

A publikaciok egy jelentds részében éppen ezért kiilonféle speciélis
feltételeket adnak meg a szerzék, annak érdekében, hogy ez a szerke-
zet kezelhets legyen. Ez tulajdonképpen a feladatok készitésének le-
hetGsége is. Vizsgaljuk meg most a harom szomszédos paratlan szam
esetét.

5. FELADAT. Hatédrozzuk meg G(2k + 1,2k + 3,2k + 5)-6t!

A feladat megoldasdhoz a kulcsot megtalaljuk, amennyiben mo-
dulo 2k 4 1 tekintjiik a masik két szam lehetséges maradékait. Ezek
mindegyik linearis kombinécié esetében a 2 és a 4 tobbszorosei lesz-
nek. A 0,2,4,...,4k teljes maradékrendszert alkotnak modulo 2k + 1.
A legnagyobb maradék eléréséhez a 2k + 5 elemet pontosan k-szor
kell venniink (illetve, ha helyette néhanyszor két darab 2k + 3-at ve-
sziink, akkor ,rosszabbul” jarunk). Legfeljebb ugyanennyi elembdl a
kisebb maradékok is elgallithatok, igy a legnagyobb nem felirhat6 elem
G2k + 1,2k + 3,2k +5) = k(2k +5) — (2k+1) =2k*+3k— 1. 1

Hasonlé gondolatmenettel ROBERTS [26] 1956-ban igazolta, hogy

6. FELADAT. Alkossanak az a;-k névekvd szamtani sorozatot,
a; =a,a3 =a+d,...,a, =a+ (n—1)d, ahol (a,d) = 1. Ekkor

n—1

Glar, as, ..., a,) = V_QJ a+ (a—1)d.



Az 1960-as évektdl kezd6dGen a matematikusok korében kedvelt
lett ez a téma és igen sok specialis esetben kiszamitottak G(aq, ..., a,)
pontos értékét. Két fontos kozpont is kialakult: az egyik a német
HOFMEISTER, a masik a norvég SELMER iranyitasaval. A témakor-
ben megjelent cikkek legfontosabb eredményeirdl teljes attekintést ad
RAMIREZ ALFONSIN [23| 2000-ben Bonnban megjelent, illetve azota
jelentsen kibovitett [24] Osszefoglalo munkaja. E szakasz lezarasa-
ként oldjuk meg az els6 feladatot, amely nehézségi fokaval, a megol-
déasi modszerekkel és harmonikus szerkezetével vélhetGen sokat elarul
a Frobenius-probléma szépségeibdl.

Elgszor azt latjuk be, hogy T' = 2abc — ab — bc — ca nem irhatoé fel
xab + ybc + zca alakban, ahol z,y és z nemnegativ egész szamok. Ha
ui. felirhato lenne;

xbc + yca + zab = 2abc — ab — be — ca,

akkor
(x+ 1)be+ (y + 1)ca + (2 + 1)ab = 2abe

teljesiilne. Mivel pl. bc és a relativ primek, igy az a osztdja x + 1-nek,
ezért a < x + 1; hasonléan b < y + 1 és ¢ < z + 1, amibdl
2abc = (x 4+ 1)be+ (y + 1)ca + (z + 1)ab > 3abe

kovetkezne, ami nyilvanvaléan ellentmondés.
Megmutatjuk viszont, hogy tetszéleges t' pozitiv egész esetén van-
nak olyan X,Y és Z pozitiv egész szamok, amelyekre

Xbe +Yca+ Zab = 2abc +

fennall, s ez a fentiek alapjan elegendd az allitas igazolasahoz, illetve
ez atfogalmazhato gy, hogy minden ¢ > 2abc egész felirhato
Xbc+ Yca+ Zab =t alakban, ahol XY és Z pozitiv egészek.



Induljunk ki abbol, hogy a
be, 2be, 3be, . . ., (a — 1)be, abe

szamok a-val vald osztasi maradéka mind kiilénb6z6, tehat teljes ma-
radékrendszert alkotnak mod a, és igy egyikiik, pl. x1bc ugyanabba a
maradékosztalyba tartozik mod a, mint ¢, tehat

ribc=t (moda), 1<z <a.
Hasonléan kapjuk, hogy léteznek olyan vy, és z; egészek, amelyekre
yica =t (modb), 1<y <b,

zab=t (modc), 1<z <ec.

Ez azt eredményezi, hogy
(x1bc — t) + y1ca + z1ab = x1bc + yca + z1ab —t

oszthato a-val, és hasonloan b-vel és c-vel is, illetve mivel paronként
relativ primek, abc-vel is oszthato, tehat

s = x1bc + yica + z1ab =1t (mod abc).

Ez azt is jelenti, hogy s-nek és t-nek, tehdt s — 1-nek és t — 1-nek is
ugyanaz az osztasi maradéka mod abc, azaz

t—1=q-abc+r,

s—1=¢ -abc+r (0<r <abc),

ahol t > 2abc miatt ¢ > 2 és az x1,y1, 21 szdmokra tett nagységrendi
kikotések miatt s < 3abe, és ennek megfelelén ¢ < 2. A két el6z6
egyenlet kiilonbségébdl adodik, hogy

l—s= (q - q/)abca

9



t=s+(¢—q)abe = (z1+ (¢ — ¢ )a)be + yica + zab,

ezzel az allitast igazoltuk, hiszen X = 21 + (¢ — ¢)a,Y =41, Z =z
valasztassal éppen harom pozitiv egészet kapunk. Bl

Egy kis kitérével maradjunk még ennél a feladatnal. Egy altalano-
sabb eredmény leroviditheti, megkonnyitheti munkankat, ugyanakkor
kevésbé lathatjuk, érzékelhetjiik a valoédi problémat.

JOHNSON [14] 1960-ban tette kozzé a kovetkezs konnyen értelmez-
het6 és belathato allitast:

7. FELADAT. Legyenek az ay,as,as relativ prim pozitiv egészek és
d = (a1, a9) az elsé két szam legnagyobb kozds osztéja. Ekkor
a; a
G((ll, ao, CL3> =d-G (El, EQ, CL3> + (d - 1)(13.

Maga az allitas els6 kozelitésben nem is tlinik érdekesnek, de egy-
részt nagy mértékben altalanosithato, masrészt alkalmazasaval az 1.
feladat gyors megoldasahoz jutunk. Felhasznaljuk még itt azt is, hogy
ab > G(a,b) = ab— a — b, s emiatt G(b, a,ab) = G(a,b).

G(bec, ca,ab) = c- G(b,a,ab) + (¢ — 1)ab =
= c(ab—a —b) + (¢ — 1)ab = 2abc — ab — bc — ca.

2.2. A nem felirhatd szamok szamarol

SYLVESTER [30] 1884-ben megjelent problémai kozott szerepelt az
el6z6 fejezet 3. feladatdhoz kapcsolodo kérdés felvetése és megoldésa.

8. FELADAT. Legyen két kiilonbézo cimletii érménk és ezekbdl ele-
gendden sok. Hatarozzuk meg azoknak a pozitiv egészeknek a szamaét,

amelyek nem fizetheték ki’ ezen kétféle érme segitségével maradék
nélkiil.

10



A korabbi jelolésekkel N(aq,aq) pontos értékét keressiik. A meg-
oldashoz felhasznéljuk, hogy

a272a27 R (al - 1)@2

minden nullatél kiilonb6zé maradékot tartalmazé maradékrendszert
alkot mod a;. Az egyes maradékosztalyokban ezek a felsorolt elemek
lesznek a legkisebb felirhatok, tovabba tudjuk, hogy ezek a szamok ép-
kongruensek mod a;. Legyen ez a permutécio ki, ks, ..., ks, —1. Ekkor
a t - ag maradékosztalyban a nem felirhato elemek szama pontosan

t- a9 o t- a9 — k}t
ai B ax '
Ezeket a szamokat Osszegezve az Osszes nemnulla maradékosztalyra
megkapjuk a nem felirhaté elemeket:

a9 — tl 4 2@2 — t2 4 4 (a1 — 1)@2 — ta1,1

a a c. a

(14+24+...4 (a1 —1))ag— (1 +ta+ ...+ ta_1)

(5]

_ (I+2+... 4+ (a1 —1))(ag — 1) _ (ay —1)(ag — 1) -
a; 2 '

SELMER |[28] az el6bbi mddszert altalanosan alkalmazta. Legyen
H egy teljes maradékrendszer mod a;. Minden h € H-hoz van olyan
rn = h (mod ay), amely felithat6 r, = asys +azys +. . . +a,y, alakban
és a legkisebb. Ezekkel a jelolésekkel

CL1—1
5 .

1
N(al,ag,...,an):a—ZTh—
1

heH

Alkalmazzuk ezt az interpretéciot tovabbi feladatokban is.

11



9. FELADAT. Alkossanak az a;-k szamtani sorozatot, azaz a, = a,
as =a+d,...,a, =a+(n—1)d. Legyen tovibba a —1 = p(n—1) +s,
ahol 0 < s < n — 1. Ekkor

N(ay,ag,...,a,) = %((a —1p+d)+s(p+1)).

El6szor az egyes osztalyokba tartozo legkisebb 1, maradékokat
kell megadnunk. 0,d,2d,...,(a — 1)d teljes maradékrendszert alkot
mod a. A célunk az, hogy a legnagyobb maradékot is a legkevesebb
a; felhasznalasaval allitsuk els. Ennek érdekében az a,-et, amelynek
maradéka (n — 1)d, a lehetséges legnagyobb szorzoval vessziik:

pn—1)<a—-1<(p+1)(n—1).

Ez alapjan
(a—1)=pn—-1)+s 0<s<n-—1

Ennek megfelelden pa,, + a1 maradéka megegyezik (a — 1)d maradé-
kaval mod a. Az r;, rendszer tablazatba rendezhetd:

(05} as e Ap—1 Qp

as + a, as + a, ... Ap—1 + a,, 2a,

as+ (p—1)a, as+ (p—1)a, e an1+ (p—1)a, pay
ag + pan R Qs+1 +pan

Az utolso sor csak akkor sziikséges, ha s > 0.
A tablazatban a d tobbszordseinek Osszege az eredeti feliras alapjan:

-1
dt2d+ 4 (a—1)d= a2 =Y
Az a tObbszoroseinek Osszegére:

m—1a+2(n—1)a+...+pn—1a+ (p+1)sa=
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:a((n—l)g(ﬁl) +(p+1)8)_

1 a—1
N(al,ag,...,an):—Zrh— 5=
aheH

:(n_1>p(p+1)—|—<p—|—1)8—|—(a_1)(d—1):

2 2
:%((erl)(p(n— D +2s)+(d=1)(a-1) =
:%<<a_1)<p+d>+s<p+1>>- .

Ezzel az allitast igazoltuk, st a tablazatbol kiolvashato, hogy a
legnagyobb nem felirhat6 szam s > 0 esetén

ast1+ pa, —a=a+ sd+pa+pn—1)d—a=pa+ (a—1)d.

Amennyiben s = 0, a legnagyobb nem felirhat6 szamra azt kapjuk,
hogy

pa, —a=pa+pn—1)d—a=(p—1)a+ (a—1)d.

A két formula irhat6 azonos alakban, mivel s > 0-ra

-1 ) —2
La J = La J = p, illetve s = 0 esetén {a J =p—1
n

n—1 n—1

Ezzel a 6. feladat allitasat is belattuk. W

Kovetkezd, kevéshé ismert eredményiink az 1. feladathoz kapcsolo-
dik.
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10. FELADAT. Legyenek a,b,c paronként relativ prim pozitiv egész
szamok. Mutassuk meg, hogy azoknak a szamoknak a szama, amelyek
nem irhatok fel xbc+ yca + zab alakban, ahol z,y, 2 nemnegativ egész
szamok,

2abc — be — ca — ab+ 1

N(bc, ca,ab) = 5

Ebben az esetben is dttekinthetGen megadhatjuk mod ab az egyes ma-
radékosztalyokban a bc és ca segitségével felirhato legkisebb elemeket:

0 be 2bc . (a —1)bc
ca bc + ca 2bc + ca (a —1)bc + ca
(b—1)ca bc+ (b—1)ca 2bc+ (b—1)ca ... (a—1)bc+ (b— 1)ca.

A tablazatban pontosan ab darab szam szerepel. Elegendd tehat be-
latnunk, hogy paronként inkongruensek mod ab. Ellenkezs esetben

x1bc + y1ca = xobe + yoca  (mod ab).
Ez pontosan azt jelenti, hogy
x1bc + yrca — xobe + yoca = (x1 — x2)be + (Y1 — yo)ca

oszthato ab-vel.

Azonnal lathato, hogy az oszthatosagi tulajdonsagok miatt x; — o
oszthato lesz a-val, y; — yo pedig b-vel. Mivel 0 < z1,29 < a — 1 és
0 < wy1,y2 < b—1, az oszthatosag csak xy = x5, valamint y; = o
esetében lehet igaz.

Adjuk most Ossze a reprezentansokat:

[y
o

a—1 b—1 _ 2 . 2
(ibe + jea) = ala 2l)b ¢, b(b 21)0L ¢ _

I
=]
W.
[e=]
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abc

= S-lba—1)+a(b—1).

Alkalmazzuk a Selmer-féle formulat:

1 ab b—1
N(ab,bc,ca):%~%[a(b—1)+b(a_1)]_a2 -
_ 2abc—ab—2bc—ca—i—1. n

A nem felirhat6 szdmok meghatérozasa soran tulajdonképpen egy
harmadik megoldast nyertiink az 1. feladatra, mivel lathatéan a leg-
nagyobb 7, mod ab pontosan (a —1)bc+ (b—1)ca lesz. Innen régton
felirhatjuk, hogy

G(ab,be,ca) = (a — 1)bc + (b — 1)ca — ab = 2abc — ab — be — ca.
Az N(ay,as,...,a,)-et a G(ay,as,...,a,)-hez viszonyitva érdekes
megfigyelést tehetiink. Osszehasonlitva az 1. és 10. feladat, tovabba
a 3. és 8. feladat formulait, azt latjuk, hogy
G(ay,ag,...,a,) + 1

5 :
Fontos hatareseteit kaptuk NIJENHUIS és WILF [22] tételének, akik an-
nak az egyszerd ténynek a felismerése alapjan, hogy tetszéleges olyan
x és y pozitiv egészek koziil, amelyek osszege G(ay,as,...,a,), leg-
feljebb az egyik lehet felirhaté az aq,as,...,a, segitségével, kaptik,
hogy

N(ay,az,...,a,) =

G’(al,ag,...,an) +1
5 .

N(ay,az,...,a,) >
Fels6 becslésként azonnal adodik, hogy
N(ay,as,...,a,) < G(ay,as,...,a,).
Ez a becslés nem is javithato, hiszen
a1 =k, aa=k+1, a3=k+2,...,a,=2k—1

valasztassal pontosan N(ay,as,...,a,) = G(ay,as,...,a,) =k — 1.
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2.3. 1zelité az extremalis Frobenius-probléméabol

Az el6z6ekben lattuk, hogy G(ay,as,...,a,) meghatarozasa sok
esetben szinte megoldhatatlan feladatnak mutatkozik. Taldn éppen ez
az oka, hogy szamos, elsGsorban felsG becslés ismert, amelyek a leg-
kiilonfélébb specializalo feltételek mellett adnak korlatot a legnagyobb
nem felirhaté szamra. Az egyik elsd ilyen becslést ERDOS és GRAHAM
|6] adtak 1972-ben a Kneser-tételt felhasznalva:

a
Glay,as, ... a,) < 2a, 4 ij — a,.

Valoszintileg a becslések adtak az otletet annak a vizsgalatahoz, hogy
adott korlatig valasztva rogzitett darabszami a;-t, mely esetben lesz
maximalis a nem felirhato legnagyobb szam. Erre vonatkozik a g(n,t)
jelolés:
g(n,t) =max G(a,as,...,a,),

ahol mindegyik a; legfeljebb ¢ és legnagyobb k6zos osztojuk 1. Az egy-
szer(ibb kezelhet6ség miatt az {aq, as, . . ., a,} halmazt a tovabbiakban
sokszor A-val, az A elemeivel felirhato természetes szamok halmazat
S(A)-val jeloljiik.

Ezt kovetGen a sok tovabbi értékes becslés koziill DIXMIER [4, Thm.3]
tételét szeretném kiemelni, amely ugyancsak felhasznalja a Kneser-
tételt.

g(n,t) < (v—=1)(t—r—1)—1, ahol t—1 =wv(n—1)—rés0<r <n-—1

(2.3.1)
Most néhéany specialis esetben hatérozzuk meg g(n,t)-t. Az alabbi
feladat megoldasa azonnal adodik a 3. feladatbol.

11. FELADAT. Legyen t > 2 pozitiv egész szam. Ekkor
g(2,t)=(t—-1)(t—-2)—1.
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DIXMIER el6bbi tételének alkalmazasaval megoldhatok az n = 3 és
n = 4 esetek is. A ¢(3,t) értékét LEWIN [20] mar 20 évvel korabban
kiszamitotta:

2

A tal sok" érme irdnyabol stiriségi megfontolasokkal kozelitette meg
a problémat NAGATA és MATSUMURA [21]. Tételiik a k-ra vonatkozo
teljes indukcidval is bizonyithato.

g(3,t) = F(t— 2)2J —1.

12. FELADAT. Legyenek n és k pozitiv egészek, k < n — 1. Ekkor
gn,n+k)=2k—1.

Ezt az eredményt fejlesztette tovabb ERDOS [5] egy kitiizott fela-
databan:

13. FELADAT. Ha n > 2, akkor

2n+5, han #2 (mod 3);

,2 =2 +]-7 72 1) =
g(n,2n) =2n g(n,2n+1) {2n+3, han=2 (mod 3).

Az elsd, kevéshé Osszetett allitas igazolasa a nehezebb tételek bizo-
nyitasi modszereibe is betekintést enged. ElGszor azt latjuk be, hogy
minden lehetséges A halmazra

G(A) <2n+1.
Legyen a,, = 2n, hiszen ellenkezd esetben a 12. feladat alapjan
G(A)<2(n—-1)—1=2n-3.
Ha a 2n + 1 két A-beli 6sszege, akkor hozzavehetjiik az A-hoz.

GA)=GAU{2n+1}) <2(n+1)—-3=2n—1.
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A tovabbiakban feltehetjiik, hogy 2n + 1 # a; + a;.

Eszerint L és 2n + 1 — L koziil legfeljebb az egyik van A-ban, de
az elemek szama éppen n, igy pontosan az egyik van A-ban.

Tegyiik fel elGszor, hogy a,—1 = 2n — 1. Ekkor az el6bbiek miatt
2 ¢ A. Legyen r > 2 a legkisebb A-beli elem. Igy

2n,2n—1,....2n+1—(r—1)=2n—r+2¢c A.
Ezekhez az r-et hozzaadva,
2n—r+24r=2n+2¢€ S(A) és2n+1—(r—2)+r =2n+3 € S(A).

Hozzavéve ezt a két szamot A-hoz kapunk egy n+2 elemti A’ halmazt,
amelyre

GA)<gln+2,n+2+n+1)=2n+1)—1=2n+1.

Feltehetjiik tehat ezutan, hogy a, 1 < 2n — 1, azaz 2 € A és igy min-
den paros szam S(A)-ban van. A legkisebb péaratlan A-beli szamhoz
(ilyen biztosan van, hiszen az elemek relativ primek) hozzadva a 2-t
minden ennél az elemnél nagyobb paratlan szidmhoz is eljuthatunk.
Ezzel igazoltuk, hogy minden lehetséges A halmazra

G(A) <2n+1, azaz g(n,2n) < 2n + 1.

Meg kell még mutatni, hogy van olyan A, amelyre az egyenlGség tel-
jesill. Legyen A = {n+ 1,n+ 2,...,2n}. Lathato, hogy 2(n + 1) és
minden ennél nagyobb szam S(A)-ban van, igy

GA)=2n+1. 1

A fenti gondolatmenet jelentds kiterjesztésével ERDOS és GRAHAM
|6] igazoltak, hogy rogzitett k-ra, ha az n elegendGen nagy
(n > 9k* + 15k + 2), akkor

2n+4k+1, han—k#1 (mod 3);

2.3.2
2n+4k—1, han—k=1 (mod 3). ( )

g(n,2n+k) = {
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Bizonyitasuk Osszetett, de az egyszeriibb rész egy-egy olyan A kons-
trukcioja, amellyel az egyenlGség teljesiil.

14. FELADAT. Legyenek n és k pozitiv egészek (n > 9k* + 15k + 2).
Adjunk meg olyan n elemii A halmazt, amelyre teljesiil, hogy elemei
legnagyobb kozos osztéja 1, mindannyian kisebbek, mint 2n+k+1 és

G(A) = 2n+4k+1, han—k#1 (mod 3);
| 2n+4k—1, han—k=1 (mod 3).

Legyen elsoként n — k =1 (mod 3). Irjuk az n-et n = 3m + k + 1
alakban és legyen A a kovetkezs:

2m+k m—+1

A= | {Biyu [ J{6m +3k+5-35}.

i=1 j=1
S(A) legkisebb eleme, amely 1-gyel kongruens modulo 3:
2(3m + 3k + 2) = 6m + 6k + 4.
Ennek megfelelGen
6m+6k+1=2n+4k—1¢ S(A).

Legyen most n—k = 2 (mod 3). Irjuk az n-et n = 3m+k + 2 alakban
és legyen az A halmaz:

2m+k+1 m+1
A= |J Bitu [ J{6m+3k+7- 35}
i=1 j=1

Az S(A) legkisebb eleme, amely 2-vel kongruens modulo 3 a

2(3m + 3k +4) = 6m + 6k + 8 = 2n + 4k + 4.
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A harmadik esetben ugyanilyen elven tudunk megadni megfelel6 hal-
mazt. W

g(n,t) meghatarozasa szintén igen sok esetben megoldatlan prob-
léma. LEV [19] megmutatta, hogy ERDOS és GRAHAM (2.3.2) eredmé-
nye kiterjeszthets ¢t < 3n — 2-ig. E dolgozat szerzGje [17]-ben igazolta,
hogy a (2.3.1)-ben megadott becslés a DIXMIER altal nem emlitett
tovabbi esetekben is pontos. Nevezetesen, ha 2 < d < n,
0<k<n-—d, akkorn —k =0 vagy — 1 (mod d + 1) esetén

g(n,dn +k)=d(d—1)n+2dk +d* —d— 1. (2.3.3)

A legnagyobb nem felirhato szamot adé konstrukciok itt is ,két elem
altal” generdltak.

Az extremélis Frobenius-probléma egy mésik kérdése: hogyan kell
valasztanunk n darab kiilonb6z6 cimletet ¢-ig, hogy a nem felirhato
szamok szama maximalis legyen. ERDOS és GRAHAM azt sejtette,
hogy akkor lesz a legtobb a nem felirhaté szam, amikor az elemeket
szomszédosaknak valasztjuk |7, 86. oldal]. A sejtés DIXMIER egyik
tételének [4, Thm.2| felhasznalasaval igazolhatd. Tovabbi kisebb szé-
molassal az is kiderithetd, hogy a (2.3.3) bizonyitasahoz megadott hal-
mazok esetében, bar a legnagyobb nem felirhat6 szam joval nagyobb, a
nem felirhatok szama a 15. feladatban szerepl6 szomszédosakkal még-
is megegyezd [17]. Szamoljuk ki, hogy mennyi ebben az esetben ez a
szam! (Ez tulajdonképpen a 9. feladat specialis esete, az alabbi képlet
az ottanibol is levezethetd, de itt egyszertibben is eljarhatunk, és ezt
mutatjuk be most.)

15. FELADAT. Legyenek n ést egészek, 1 < n <, tovabba
t=q(n—1)+r, ahol 1 <r <n—1. Ekkor

(t—n+r—1)q

Nit—n+1t—n+2,...,t)= 5
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Mivel a; =t — n + ¢ szomszédos egész szamok, ezért a
Im = [m(t —n+ 1), mt]

intervallumban talalhato egészek mind elGallithatok, ha m =1,2,....
A nem felirhat6 szamok a .J; intervallum el6tt, a J; és Jy kozott,

ooy JIm_1 €s Jp, kozott helyezkednek el, amig ezek az intervallumok
diszjunktak, azaz (m — 1)t < m(t —n+ 1), vagy, ami ezzel ekvivalens
m(n—1) < t. Az utolso ilyen érték az m = q. Igy azoknak a szamoknak
a szama, amelyek nem irhatok fel:

q q

Z[m(t—n—l—l)—(m—l)t—l]:Z(t—mn—i—m—l):
:qt—@(n—l)—q:g[zt_(q+1)<n_1)_2]:
:%[t+q(n—1)+r—(q+1)(n_1)_2]: (t—nzr_mq'.

A fenti 6sszeallitasban szerepld feladatok mindegyike megfelels els-
készités utan a kozépiskolai tanitas soran is targyalhato.

SYLVESTER 1884-ben megjelent, kiindulédsnak tekinthets els6 koz-
lésétdl [30], ahol egyszerii eszkozokkel targyalja a kétismeretlenes ese-
tet, egy teljes évszazadnak kellett eltelnie ahhoz, hogy a probléma-
kor el6forduljon a versenyeken (1. és 2. feladat), majd hamaro-
san egy iskolai feladatgydjteményben (Bergengoc példatar: 152. és
158. feladat)|8], és igy reményeink szerint a késébbiekben rendszeresen
a matematika irant érdekl6ds tanuloknal a kiilonféle foglalkozasokon
is.
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3. Az extremalis Frobenius-probléma

Ebben a fejezetben egy rovid torténeti attekintést adunk az ext-
remalis Frobenius-probléma eddigi eredményeirGl. Ismereteink szerint
az extremaélis g(n, t) fiiggvényre vonatkozo dsszes eddig meghatarozott
pontos értéket felsoroljuk. Ezt kovetGen a 3.3. szakaszban bemutatjuk
az ehhez kapcsolodo [16] 6nallo eredményiinket. Ez a tétel egyrészt
jelentdsen javitja ERDOS PAL és RONALD L. GRAHAM 1972-es klasz-
szikus |6] eredményének érvényességi korét, masrészt néhany tovabbi
esetben kiszamithatjuk segitségével a g(n,t) pontos értékét. Tételiink
kovetkezményei koziil néhany nagyon jellegzetes specialis esetet a 3.4.
szakaszban kiilon is bemutatunk.

3.1. Néhany becslés G(A)-ra

Az el6z6 fejezetben vazlatosan megismertiik az eredeti Frobenius-
problémat. Eszerint, ha 0 < a1 < ... < a, és (ay,a9,...,a,) = 1,
akkor a K = > | w;a; diofantoszi egyenlet megoldhato elég nagy
K-ra, ahol az x;-k nemnegativ egészek. Nevezziik a kovetkezGkben is
G(ay,as, ..., a,)-nek alegnagyobb olyan K-t, amelyre az egyenlet nem
oldhato meg. Az eddig ismertetett eredmények is mutatjik a nehézsé-
geket. A legnagyobb nem felirhato szam erdsen fligg az egyiitthatok, a
,cimletek” egymas kozotti nagysagrendi és oszthatosagi viszonyaitol.
Talan éppen a probléma altaldnos megoldhatosaganak reménytelen-
sége miatt az 1970-es évek elejétdl egyre tobb fels§ becslés jelent meg
a szakirodalomban. A teljesség igénye nélkiil felsorolunk néhany ilyen
felsG becslést. Ezek koziil tobbet azbta is rendszeresen idéznek, illetve
ezek mentén alakult ki az azota extremaélis Frobenius-problémanak
nevezett altalanositas. A becslések kozott szerepel olyan is, amely a
tovabbi vizsgalatainknak az alapjat képezi.

SELMER fiiggetlennek tekintette az a;-ket, ha egyik sem volt kife-
jezhetd a tobbi linearis kombinaciojaként. Az ilyen fiiggetlen halmazok
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vizsgalatanal nyerte a kovetkezs becslést [28]:

3.1.1. TETEL.

G(a’haQa' s 7an) S 2an LEJ — aq.
n

ERDOSs és GRAHAM 1972-ben adott a Kneser-tétel segitségével
felss becslést a legnagyobb nem felirhaté szamra [6]:

3.1.2. TETEL.

a
G(ay,ag,...,a,) < 26,1 L—HJ — Qy,.
n

Az extremalis probléméara jellemz6 g(n,t) jelolés ERDOS 1971-es
kittizott feladataban szerepel elszor [5]. Legyen ennek megfelelGen a
tovabbiakban

g(n,t) = max G(ay,aq, ..., a,),
ahol a maximumot az 6sszes olyan a;-kre képezziik, amelyekre teljesiil,
hogy 1 < a1 <ag <...<a, <tés (a,ay,...,a,)=1.

DIXMIER 1990-ben tette kozzé becslését, amelyben az als6 becslés-
hezat,t —1,t —2,...,t —n+ 1 szomszédos elemek alapjan jutott el

[4].

3.1.3. TETEL.

=2 i1 <gtmn < ([ 1) -

Egészen 1j M. BECK, R. D1AzZ és S. ROBINS becslése [1]:

3.1.4. TETEL.

G(ay,ag,...,a,) <

N | —

(\/alagag(al + as + CLg) — a; —as — a3> .
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Jelenlegi targyalasunkkal nem mutatnak kapcsolatot, de mindenkép-
pen meg kell emliteni, hogy a G(ay,as,...,a,)-re als6 becslések is
ismertek. Ezek altalaban aszimptotikus jellegiiek és grafelméleti, algo-
ritmuselméleti valamint vektoros interpretaciok eredményeiként adod-
tak. J. L. DAVISONto6l szarmazik egy az el6bbi fels6 becsléshez hasonlo
szerkezett becslés n = 3-ra [3]:

3.1.5. TETEL.
G(ay,az,a3) > V3 /ajazaz — a; — ay — as.

HuJTER MIHALYtOl, 1982-b6l szarmazik a kovetkezs altalanos ered-
mény [11]:

3.1.6. TETEL.

-1 1 n
G(ay,ag,...,a,) > <n ) ((n—Dlajas...a,)" T — Zai.
i=1

n

KILLINGBERGTRO ezt, az egynél kisebb szorzo6 egyre novelésével 2000-
ben tovabbjavitotta [15]:

3.1.7. TETEL.

n
1

G(ay,ag,...,a,) > ((n—Dlajay . ..a,) 1 — Zai.

i=1

Végezetiil JANZ [13] egy kiilonleges megfogalmazasii becslését em-
litjiik meg. Az A = {ay,aq,...,a,} pozitiv egészekbdl allo véges hal-
mazt telitettnek nevezi, ha barmely két elemének Gsszege vagy szintén
az A-hoz tartozik, vagy mar nagyobb az A maximaélis eleménél. Ezutan
veszi az 0sszes olyan telitett halmazokat, amelyek két azonos differenci-
4ju szamtani sorozat unidjaként allithatok els. Ha a g(n,t) figgvényt
csak ilyen halmazokra vizsgélja, tovabba a t elegend&en nagy az n-hez
képest (t > (9n® — 30n? + 4n — 22)/4), és azt is felteszi, hogy a ¢ nem
kongruens 0 vagy 1 modulo (n — 1), akkor
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3.1.8. TETEL.
gn,t) =Gt —n+1,t—n+2,...,t—1,1).

Ez a korlatozasok ellenére egy igen éles eredmény, amely kés6bb az
altalanos megoldas(ok)nak is része lehet.

3.2. Az extremadlis problémara vonatkozo
eredmények Gsszefoglalasa

A becslések utan ismerkedjiink meg az extremalis Frobenius prob-
lémakor eddigi eredményeivel. Ezeket részben az el6z6 fejezetben is
ismertettiik. Ott az oktatasi vonatkozasok hangsilyozésa, itt az eddigi
eredmények teljesebb megismertetése a célunk. A g(n,t)-vel kapcso-
latban t6bb fontos részeredmény is ismert.

Els6 1épésnek tekinthetjiik két japan szerzd, NAGATA és MATSU-
MURA [21] 1961-ben megfogalmazott tételét:

3.2.1. TETEL. Legyenek n és k pozitiv egészek, k < n — 1. Ekkor
gln,n+k)=2k—1.

Erre az Oszefiiggésre tobb eltérd bizonyitas is adhato, amelyek koziil
egyre utaltunk a 2. fejezetben. Ezt az eredményt felhasznélva ERDOS
1971-ben folyoiratban kittizott problémaként jelentette meg a g(n, 2n)-
re és a g(n, 2n+1)-re vonatkozo tételt [5]. A kittizott feladatra késsbb
az altala adott megoldast ismertették.

3.2.2. TETEL. Ha n > 1 pozitiv egész, akkor

2n+5, han #2 mod 3;

72 =2 +17 72 1) =
g(n,2n) n g(n,2n +1) {2n+3, han =2 mod 3.
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Az 6tletes kombinatorikus bizonyitast GRAHAMmel kézosen kiterjesz-
tették és 1972-ben megsziiletett az az altalanosabb tétel, amelyet kozel
hiisz évig nem sikeriilt egyetlen matematikusnak sem tovabb javitania

|6].
3.2.3. TETEL. Ha n és k pozitiv egészek, n > 9k* + 15k + 2, akkor

2n+4k+1, han—k#1 (mod 3);

2 k) =
g(n,2n+k) {2n+4/€—17 han—k=1 (mod 3).

Lényegében ezzel padrhuzamosan kis n-ekre is tobben vizsgaltik nem-
csak G(A)-t, hanem a minél pontosabb felsé becslések keresésével koz-
vetve g(n,t)-t is. A G(a,b) kiszamitasa alapjan szinte nyilvanvalo,
hogy

g(2,t) =max[(a—1)(b—1)—1]=(t—2)(t—1)—1=1> -3t + 1.
Az n = 3 esetet LEWIN [20] tisztazta szintén az 1970-es évek elején:

g(3,t) = {(t—;)?J —1.

3.2.4. TETEL.

Mind LEWIN, mind ERDOsS és GRAHAM bizonyitasaiban azzal valik
teljessé a g(n,t) meghatarozasa, hogy megadnak olyan konkrét a;-ket,
amelyekre

g(n,t) = G(ay,ag, ..., an).

Ezek a konstrukciok mindegyik esetben vagy szomszédos szamokbol,
vagy két azonos differenciajiu szamtani sorozat egyesitésébdl épiilnek
fel.

Ezutén tobb mint mésfél évtizedig, a menet kdzben egyre jobban
kiterjed6 Frobenius problémakornek ebben a szegmensében nem tor-
tént semmiféle elGrelépés. A kovetkezd attorés DIXMIER 1990-ben
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megjelent [4] cikke nyomén indult el és napjainkig is tart. DIXMIER
francia matematikus csoportelméleti interpretacioval és a Kneser-tételt
is felhasznalva, a fentebb emlitett 3.1.3. Tétel becslését élesitve nagyon
pontos fels6 becslést adott g(n, t)-re.

3.2.5. TETEL.

gn,t) < (v=1)(t—r—1)—1, aholt—1 =v(n—1)—7r és 0 <r <n-—1.
(3.2.1)

DIXMIER ezzel bizonyitotta ERDOS és GRAHAM |[7] egy 1980-ban
publikalt sejtését, mely szerint

3.2.6. TETEL.

t2
t) ~ .
g(n,t) ~ —
A 3.2.5. Tétel becslése tobb fontos esetben a lehets legjobbnak bi-
zonyult, azaz megadhatéd olyan A = {ay,as,...,a,} halmaz, amelyre

G(A) megegyezik (3.2.1) jobb oldalaval. Ezeket az eseteket DIXMIER
két tételben rogzitette.

3.2.7. TETEL. Han — 1|t vagyn —1|t—2, akkor

t(t—2

3.2.8. TETEL. Amennyiben n —1 |t — 1, ugy

(t—1)?
n—1

g(n,t) = t.

Amikor az n —1 a t — 2-nek osztdja, a maximélis értéket a legnagyobb

szomszédos cimletek valasztasaval érhetjiik el. A masik két esetben
esetben |t/(n — 1)] differenciaju szamtani sorozat lesz a konstrukcio
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alapja. Ezek a tételek azonnal adjak az n = 3-ra és az n = 4-re vonat-
kozo explicit formulédkat. Ezekre DIXMIER csak utal publikicijaban

[4].
Legyen elGszor n = 3. Ekkor két esetet vizsgalunk aszerint, hogy a
t paros vagy paratlan. A paros esetben a 3.2.7. Tétel alapjan

(t—2)°
2

t(t —2) t(t —2)

2

9(3,1) = —(t-2)—1=

Amennyiben a t paratlan, tekintsiik a 3.2.8. Tételt. Itt ¢ — 1 paros,
igy

2 2

t—1)> t—1)(t—3 t—2)?
P L L R [
Ez pontosan megegyezik a LEWIN-féle 3.2.4.Tétellel.
Hasonl6éan kaphatjuk meg a pontos formulat az n = 4 esetben is.
Legyen el6szor t = 3k, vagy t = 3k+2. Alkalmazhatjuk a 3.2.7. Tételt,

és kapjuk, hogy

t(t—2 t*—2t+3 t—1)%+2
g(4,t):g—t+1:—+—t:¢—t.
3 3
Legyen most t = 3k + 1, ekkor
t—1)>
g(4,t):( 3> —t.

A két képlet az oszthatosagi viszonyok ismeretében egységes alakban
is felirhato:

3.2.9. TETEL.

(4, 1) = L%J ¢
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Az n = 5 esetben a t = 4k + 3-ra mar nem kapunk pontos értéket a
két DIXMIER-tétel alapjan. Az n tovabbi novelésével egyre ritkabban
fordul els, hogy a két tétel oszthatoséagi feltételei teljesiilnek, igy ezen
az uton tovabbi altalanosabb eredmények nem nyerheték. Azt, hogy
mégsem érdektelen a két tétel késGbbi hasznalata, példaul a ¢t = 3n—1
eset pontos szamolaséaval is indokolhatjuk.

Més uton V. LEvnek [19] sikeriilt kiterjesztenie az ERDOS—GRA-
HAM-tétel érvényességi korét. Belatta, hogy a g(n, 2n+k)-ra vonatkozo
formula egészen k = n — 2-ig teljesiil az eredetileg megfogalmazott for-
maban. Bizonyitdsiban FREIMAN két erds tételére tamaszkodik. TItt
lényeges, hogy ,majdnem stirti” halmazok szerepeljenek, tehat ezen az
uton sem nyerhetiink j formuldkat. Az el6bb emlitett 3.2.7. DIx-
MIER-tétellel azonban pontosan meghatéarozzuk g(n,3n — 1)-et:

=2 . Bn-1)Bn-3)

3n—1) =

—3n+2=6n-—1.

Itt elfogynak a szakirodalomban az &ltalanosan igaz formulak. Ez ter-
mészetesen nem jelenti azt, hogy nem tudunk meghatarozni bizonyos
feltételek teljesiilése esetén tovabbi g(n, t)-ket, pl. g(5,t), hat # 4k+3,
illetve g(n,4n—4); g(n,4n—3); g(n,4n —2) is azonnal adodik a D1x-
MIER-tételekbdl.

3.3. A g(n,dn + k) meghatarozasa

Az el6bbiekhez hasonld, azonnal lathato esetek kivételével vajon
bévithetd-e a fels6 becslések alapjan a pontos g(n,t)-k kore? Vannak-
e olyan tovabbi esetek, amikor a DIXMIER-féle, eddig is nagyon pre-
ciznek mutatkozo felsé becslés teljesen pontos eredményt ad? Néhany
specidlis esetet részletesen kiszamolva, fokozatosan deriilt ki, hogy ki-
sebb korldtozasok mellett két maradékosztalyra is pontos a becslés
[16].
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3.3.1. TETEL. Legyenek a d,n,k olyan természetes szdmok, hogy 2 <
d<n, 0<k<n-—d Han—k=0 (modd+1) vagyn—k = -1
(mod d + 1), akkor

g(n,dn +k)=d(d—1)n+2dk +d* —d— 1.
B1zoONYITAS: A 3.2.5.Tétel jelolései szerint
dn+k—1=(d+1)n—1)—n+k+d=(d+1)(n—1)—(n—k—d),

hiszen £ < n — d. Most latjuk, hogy v = d+1ésr =n —k — d.
Alkalmazzuk a 3.2.5.Tétel szerinti becslést erre az esetre:

gn,t) <(v—-1)({t—-r—1)—1=dldn+k—(n—k—d) —1—-1=
=dldn+k—n+k+d-1)—1=d(d—1)n+2k+d—-1—-1=
=d(d—1)n+2dk+d*—d—1.

A bizonyitas befejezéséhez mutatnunk kell olyan konkrét 0 < a; <
as < ... < a, <tegész szamokat, amelyekkel

G(ai,ag,...,a,) =d(d—1)n+2dk +d*> —d — 1.

Vegyiik kiilon az n —k=0és — 1 (mod d + 1) eseteket.
I. eset. Legyen elgszor n — k = 0 (mod d + 1). Ekkor az n-et
felirhatjuk n = I(d + 1) + k alakban, tehét az is teljesiil, hogy

dn+k=1dd+1)+dk+k=(d+1)(ld+ k).

Alljon az A = {a1,as,...,a,} halmaz a (d + 1) t6bbszoréseibsl és a t-
t6l lefelé haladva abbol az [ darab legnagyobb szambol, amelyek mind
(—1)-gyel kongruensek modulo (d + 1):

A={d+1,2(d+1),3(d+1),...,(d+k—1)(d+1),(Id+k)(d+ 1),

30



dn+k—1,dn+k—-1—(d+1),dn+k—-1-2(d+1),...
codn+k—1—(1—-1)(d+1)}.

Lathato, hogy |A| = (ld+k)+1=1(d+1)+k = n. Jeloljiik z-vel az A
halmaz legkisebb olyan elemét, amely nem tobbszorose a (d + 1)-nek,
azaz

z=dn+k—-1—-(1-1)(d+1)=(ld+k)(d+1)—1—-(1—-1)(d+1) =

— (d+1)(d+k—14+1)—1.

Az el6z6 fejezetben bemutatott modszer alapjan tudjuk, hogy
0,2,2z,...,(d—1)z,dz egy teljes maradékrendszert alkot mod (d + 1).
Igy a legnagyobb szam, amely nem irhato fel az A halmaz elemeinek
linearis kombinacidjaként:

GA)=dz—(d+1)=dd+1)(ld+k—-1l+1)—d—d—1=
=dd+1D[(d-1DI+k+1]—-2d—1=
=d(d+1)(d—-1Dl+dd+1k+d*+d—2d—1.
Most felhasznéljuk, hogy n — k = I(d + 1), igy
G(A)=d(d+1)(d—1)l+d(d+1)k+d*—2d—1=
=dd—1)(n—k)+d(d—1)k+2dk+d*—d—1=
=d(d—1)n+2dk +d*—d—1.

I1. eset. Legyen most n —k = —1 (mod d + 1). Ekkor n — k =
l(d+1) =1, illetve n = [(d 4+ 1) + k — 1. Ezt behelyettesitve latjuk,
hogy dn+k =1d(d+ 1) +dk —d+k = (d+1)(ld + k) — d. Igy azt is
konnyen lathatjuk, hogy a dn + k — 1 tobbszorose a (d + 1)-nek:

dn+k—-1=(d+1)dl+k)—d—1=(d+1)(ld+ k —1).
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Alljon most az A = {ay, ay,...,a,} halmaz ismét a (d + 1) tSbb-
szoroseibdl és a t-t6l lefelé haladva abbol az [ darab legnagyobb szam-
bol, amelyek mind 1-gyel kongruensek modulo (d + 1):

A={d+1,2(d+1),3(d+1),...,(ld+ k—-1)(d+ 1),

dn+kdn+k—(d+1),dn+k—2(d+1),....dn+k—(1—1)(d+1)}.

Lathato, hogy |[A| = (ld+k—1)+1=1(d+ 1) + k — 1 = n. Jeloljiik
x-szel az A halmaz legkisebb olyan elemét, amely nem tobbszorose a
(d + 1)-nek, azaz

s=dnt+k—(1-1)d+1)=(d+k—1)(d+1)+1—(I—1)(d+1) =

=d+1)ld+k—-1-14+1)+1=(d+1)[d—1)l+k]+ 1.
A bizonyitast ugyanigy folytathatjuk, mint az I. esetben.
0,z,2z,...,(d—1)x,dx egy teljes maradékrendszert alkot mod(d + 1).
Igy a legnagyobb szam, amely nem irhaté fel az A halmaz elemeinek
linearis kombinaci6jaként:
GA)=dr—(d+1)=d[(d+1)(ld+k-1)+1]—-d—-1=
=dd+1)(d—-1)l+dd+1)k+d—d—1.
Felhasznaljuk, hogy n — k+ 1 =1(d + 1), igy
GA)=dd+1)(d-1l+d(d+1)k—1=
=dld-1)(n—k+1)+dd+1)k—-1=
=dd—1)n+[dd+1)—d(d—-1)]k+dd—-1)—1=
=d(d—1)n+2dk +d* —d— 1.
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3.4. Kovetkezmények, megjegyzések

A 3.3.1. Tétel tobb érdekes kivetkezményét érdemes attekinteni.
Elgszor alkalmazzuk tételiinket a d = 2 esetben.

3.4.1. KOVETKEZMENY. Legyenek az n és k olyan pozitiv egészek,
hogyn >2, 0<k<n-—2. Hain—k=0 (mod 3) vagyn —k = —1
(mod 3), akkor

g(n,2n + k) =2n + 4k + 1.

Ezzel a LEV Altal adott bizonyitastol eltérd dton altalanositottuk a
3.2.3. ERDOS-GRAHAM-tételt az n — k # 1 (mod 3) esetekben. A
legnagyobb megengedett k érték ebben az esetben k = n — 2, ekkor
kapjuk, hogy

gn,3n—2)=2n+4(n—-2)+1=6n-—"71.

A kovetkezd k = n — 1 értékre mar korabban valaszt adtunk a 3.2.7.
DIXMIER-tétel alapjan: g(n,3n — 1) = 6n — 1.
Alkalmazzuk most a tételt a d = 3 esetben is.

3.4.2. KOVETKEZMENY. Legyenekn ésk olyan pozitiv egészek, hogy
n>30<k<n—-3 Han—k=0 (mod4) vagyn —k = —1
(mod 4), akkor

g(n,3n + k) = 6n + 6k + 5.

Ezt a sort folytatva, az n-nél kisebb d-k esetében két-két maradékosz-
talyra, igen sok értékes eredményt nyerhetiink g(n,t)-re.
Harmadik kovetkezményként emlitsiik meg a k& = 0 esetet is.

3.4.3. KOVETKEZMENY. Legyenek d ésn olyan pozitiv egészek, hogy
n>2 éd<n Han=0 (modd+1)wvagyn =—1 (mod d+ 1),
akkor

g(n,dn) =d(d—1)n+d*—d—1.

33



Példaul a fenti feltételek mellett:
g(n,2n) =2n+1; g(n,3n) =6n+5; g(n,4n) = 12n + 11.

Az el6z6 kovetkeztetések csak a g(n,dn + k)-ra vonatkozo tétel érve-
nyességi korében igazak. Algebrai azonossag alapjan n—1 | n* —1, igy
DIXMIER 3.2.7. és 3.2.8 Tétele segitségével néhény tovabbi esetben is
kiszamithato g(n,t), pl.:

3.4.4. TETEL.
g(n,n?) =n*—-n—1,

g(n,2n?) = 4n® +2n* + 1,

2

gn,n®)=n’ +n* —n?—n -1,

g(n,2n?) = 4n° +4n* + 2n3 + 1.

A LEV éaltal sikerrel alkalmazott két azonos differencidju szamtani
sorozatra vonatkozo6 FREIMAN-tétel, az eddig sikerre vezets konstruk-
ciok mind abba az irdnyba mutatnak, hogy az extremalis Frobenius-
szamokat valoszintileg mindig a két szam altal generalt halmazok ad-
jak. A G(A) konkrét eseteinek kiszamitéasai is mutatjak, hogy ameny-
nyiben behozunk egy harmadik, az el§bbiekhez relativ prim tagot, a
legnagyobb nem felirhaté szam jelentGsen csokken. Amikor teljesiil,
hogy d < t/n < d + 1, akkor az extremalis esetet biztosito a;-khez
varhatoan ugy lehet eljutni, hogy vessziik a (d + 1) 6sszes olyan tGbb-
szoroseit, amelyek még kisebbek, mint ¢ és azutdn ezt a halmazt a
(mod d+ 1) szerint egy adott maradékosztalyba es6 legnagyobb lehet-
séges szamokkal bovitjiik addig, amig a darabszam éppen n lesz. A sej-
tésiink az, hogy minden dn+Fk esetét végignézve a dn-t6l a dn+n—d-ig
csak kétféle eredményt kaphatunk, amelyek koziil a nagyobb biztosan
a tételliinkben szerepl§ érték. Az n — k = 1 (mod d + 1) esetben a
fenti konstrukcioval

gn,dn+k) >d(d—1)n+2dk — 1
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adodik. Tehat az also és felsé becslés kozotti hézag” minddssze d? — d
hosszusagi.
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4. A nem felirhat6 szamok szama

A 2. fejezetben targyaltuk, hogy a relativ prim a1 < as < --- < a,
pozitiv egészekre a K = > | x;a; diofantikus egyenlet megoldhato
nemnegativ egész x;-kre, ha K elegendGen nagy. A legnagyobb nem
felirhato szamig azonban olyanok is el6fordulnak, amelyek felirhatok és
olyanok is, amelyek nem. Ebben a fejezetben a nem felirhato szamok
szamaval kapcsolatos attekintést kovetGen, a 4.2. szakaszban bevezet-
jiik a g(n, t)-hez hasonlo extremalis fiiggvényt és teljes megoldaséat ad-
juk annak az ERDOS-GRAHAM altal megfogalmazott sejtésnek, amely
szerint szomszédos elemek valasztasaval lesz a legtobb a nem felirhato
elemek szama [17].

4.1. Az eddigi eredmények vazlatos attekintése

Mar SYLVESTER 1884-ben vizsgalta és meg is oldotta azt a kérdést,
hogy két kiilonb6z6 ,erme” esetén hany olyan pozitiv egész szam van,
amely nem irhato fel e két szam linearis kombinaciojaként. Ezt az
eredményt a 2. fejezet 8. feladatdban mutattuk be.

4.1.1. TETEL.

a; —1)(ay — 1)
2

Els6sorban SELMER norvég matematikus munkassaga révén gyakorla-
tilag mindegyik olyan esetben kiszamithato N(aq,as,...,a,), amikor
mar el6bb G(aq, as, . .., a,)-et ismerjiik. A kiszamitashoz egy attekint-
het¢ modellt hasznalt. A (mod a;) maradékosztalyok mindegyikébdl
megkereste a legkisebb felirhato szamot és igy Ossze tudta szamolni a
nem felirhatokat.

Legyen H egy teljes maradékrendszer mod a;. Minden h € H-hoz van
olyan r, = h (mod ay), amely felirthato r, = asys + asys + . .. + a,yn
alakban és a legkisebb. Ezekkel a jelolésekkel

N(al,ag) = (
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4.1.2. TETEL.

1 ap — 1
N(al,ag,...,an):aZm— 12 )
heH

A modszer gyakorlati alkalmazasaira a 2. fejezetben tobb példat is
mutattunk. A 9. feladatban kozépiskolai eszkozokkel kiszamitottuk
N(ay,as,...,a,)-et, amikor az a;-k szamtani sorozatot alkotnak. Spe-
cidlisan, amikor d = 1, akkor szomszédos szdmok esetében kapjuk a
nem felirhatok szamat (1d. 15. feladat). Erre jelen fejezet masodik
részében még visszatériink. SELMER |28] a sorozatokra vonatkozo for-
muléat tovabbfejlesztette ,majdnem” szamtani sorozatokra is.

4.1.3. TETEL. Legyenek a,h,d, k pozitiv egészek és (a,d) = 1. Ekkor
N(a,ha+d,ha+2d,... ha+kd) =

_(a=1)(hg+d+h—1+hr(g+1))
2 ?

ahola—1=qgk+r, 0<r <k.

Végiil TINAGLIA [31] n = 3-ra vonatkozd, a szokvanyostol nagyon
eltéré megfogalmazasu eredményét ismertetjiik.

4.1.4. TETEL. Legyenek p,q és r a legkisebb olyan pozitiv egész szd-
mok, amelyek kielégitik az

a1%p + G2yp = pas, a1Tq + a3y, = qag, Ao, + a3y, = ray

diofantoszi egyenleteket gy, hogy xp,Yp, g, Yq, Tr, Yr > 0. Ezekkel a
jelolésekkel

1
N(a1,as,a3) = 5(6117‘ + azq + asp — pqr —a; — ax —az + 1).
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Az elgbbi feltételekkel felirt p, g, r szamokat JOHNSON-egészeknek ne-
vezik.

Becslések természetesen N(aq,as, ..., a,)-nel kapcsolatban is is-
mertek. A legegyszertibb talan NIJENHUIS és WILF eredménye [22|. A
0-tol a G(aq,as, ..., a,)-ig pontosan G(aq,as,...,a,)+ 1 darab nem-
negativ szam van. Ezeket péarba allithatjuk ugy, hogy az egyes parok
osszege minden esetben G(aq,as, ..., a,) legyen:

21+ zm = Glag, as, ..., a,).

Mivel G(ay, as,...,a,) nem irhato fel az a;-k segitségével, ezért a
parokban szerepls szamok koziil legaldbb az egyik szintén ilyen lesz,
igy kaptuk, hogy
4.1.5. TETEL.

G((Il,ag, c. ,an) +1

< N(ay,ag,...,a,).

2
Amennyiben N(aq,as, ..., a,)-et olyan esetekben is meg tudnénk ha-
tarozni, amelyekben G(ay,as,...,a,)-et nem ismerjiik, jo fels¢ becs-

lést kaphatnank a legnagyobb nem felirhato szamra, és forditva. Maris
érthets, hogy a témakornek ez a szelete is rohamosan fejlédik. A péar-
huzamok lehetGsége miatt megemlitiink még egy alsé becslést, amely
KILLINGBERGTROt0! [15| szarmazik:

4.1.6. TETEL.

Kn—l) (0= Dlaras . .. ay)7t _Xn:ai_1 < N(ay,as,...,a,).

n -
=1

Osszevetve a 3.1.6. és 3.1.7. Tételekkel, ahol G(ay,as,...,a,)-re is-
mertettiink alsé becsléseket, 1latjuk, hogy ezekben a becslésekben a két
fiiggvény, G és N gyakorlatilag megegyezik. Olyan konstrukcié tetsz6-
leges n-re adhato, ahol ez az egyenlGség ténylegesen be is kovetkezik.

Gn,n+1,....2n—1)=N(n,n+1,....2n—1)=n—1.
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4.2. Az ERDOS—GRAHAM-sejtés

ERDOS és GRAHAM [7, 86.0ld.| tették fel a kiovetkezd kérdést:
,Hogyan kell megvalasztani n darab pozitiv egész szamot 1 < a; <
as < --- < a, <t,hogy azoknak a szaimoknak a szama, amelyek nem
irhatok fel > ¢;a; alakban maximalis legyen? Ttt a ¢;-k szokdsosan

mind nemne:gativ egész szamok. Vajon a szomszédos egész szamok,
ap =t—n+1l,aa =t—n+2,...,a, = t vilasztasa adja-e minden
esetben a legtébb nem felirhatd szamot?”

Ebben a fejezetben egy egyszert bizonyitast adunk erre a sejtésre.
Ezenkiviil végtelen sok mas esetben tudunk példat adni tovabbi, a

maximumot szintén biztosito A = {ay,as, ..., a,} konstrukciora is.
Jelentse tovabbra is N(aq, as, ..., a,) azoknak a pozitiv egészeknek
a szaméat, amelyek nem irhatok fel az aq, ao, . . ., a, nemnegativ lineéris

kombinaciojaként. A g(n,t) mintajara definialjuk a v(n,t) fiiggvényt:
v(n,t) = max N(ay,ag,...,an,),

ahol a maximumot az Gsszes olyan a;-kre tekintjiik, amelyek kielégitik
az 1 < a1 < ag < -+ < a, <tés (ag,as,...,a,) = 1 feltételeket.
ERDOGs és GRAHAM allitasat a kovetkezd forméaban irhatjuk fel az 1j
jelolésiinkkel:

4.2.1. TETEL. Legyenek n ést egész szamok, 1 < n <t. Ekkor
v(in,t) = N(t —n+1,t —n+2,...,t).

A tétel bizonyitasahoz felhasznaljuk DIXMIER kovetkez$ eredményét

[4]:

4.2.2. TETEL. Ha a, <t akkor tetszdleges k esetén legaldbb
min(t,kn — k + 1) darab egész szam reprezentdlhatd az ay,as, ..., a,
egészek segitségével az I, = [(k — 1)t + 1, kt] intervallumban.
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Tulajdonképpen ezen a tételen alapul DIXMIER korabban idézett
két becslése, a 3.1.3. és 3.2.5. Tétel is, amelyek segitségével az ext-
remalis Frobenius-probléméban is eredményesen dolgozhattunk.

A sejtés bizonyitasa el6tt kimondjuk a kovetkezd segédtételt:

4.2.3. LEMMA. Legyenekn ést egészek, 1 <n < t. Legyenek tovdbbd

aq ésr egészek at = q(n—1)+r maradékos osztds szerint definidlva,
aholl <r <n-—1. Ekkor

(t—n+r—1)q

Nit—n+1t—n+2,...,t)= 5

Az allitas pontosan megegyezik a 2. fejezet 15. feladataval. A bi-
zonyitast ott részleteztiik. (Megjegyezziik, hogy a lemma a 2. fejezet
9. feladatabol és SELMER szamtani sorozatokkal kapcsolatos 4.1.3. Té-
telébdl is levezethetd. )

Most ratériink a 4.2.1. Tétel igazolasara.

BizoNYITAS: A fentebbi 4.2.2. Tételben az egyes Ij intervallumok
rendre legalabb

n; 2n—1; 3n—2;...; k(n—1)+1;

felirhaté elemet tartalmaznak. Igy azoknak a szama, amelyek nem
irhatok fel az I intervallumbol, rendre legfeljebb

t—n; t—2n+1; t—3n+2;...; t—k(n—1)—1;...; t—q(n—1)—1=r—1.

Ez egy szamtani sorozat, amelyet Gsszegezve

N(ay,az,...,a,) <Y (t—k(n—1)—1).
k=1

Lathatoan ez a szam megegyezik a 15. feladat bizonyitasaban a méso-
dik > -val (21. oldal).
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Tehat v(n,t) = N(t —n+1,t —n+2,...,t), ahogyan allitottuk. W

A fejezet héatralévs részében tovabbi optimélis halmazokat adunk
meg.

Az eddigiekben azt talaltuk, hogy az A = {t—n+1,t—n+2,...,t}
halmaz optimélis abban az értelemben, hogy v(n,t) = N(A).

Vajon léteznek-e mas ilyen optimalis halmazok is?

A kovetkezd tételben belatjuk, hogy nagyon sok esetben igen.

4.2.4. TETEL. Legyenek d,n,k egészek, 2 <d<n,0<k <n—d.
Han—%k =0 (modd+ 1) vagy n — k = —1 (mod d + 1), akkor
t = dn + k-ra létezik legaldbb két optimdlis A halmaz, azaz amelyre

N(A) =v(n,dn + k).

BIZONYITAS: Azt fogjuk belatni, hogy van a {t—n+1,t—n+2,...,t}
halmaztol kiilonb6z§ optimalis halmaz. Ugyanazokat a halmazokat
hasznaljuk fel, amelyek a 3.3.1. Tétel bizonyitasaban, g(n,dn + k)
pontos értékének meghatarozasandl szerepeltek. Természetesen ezért
azonosak a d, k és n szamokra megadott feltételek az ottaniakkal.

I. eset. Legyen n —k =0 (mod d + 1). Ekkor n = I(d + 1) + k,
tehat
dn+k=1d(d+ 1)+ dk + & = (d + 1)(Id + k).

Az A={ay,a,...,a,} &lljon a (d+ 1) Osszes tobbszoroseibdl és a —1
mod d + 1 maradékosztaly [ darab legnagyobb elemébdl t-ig:

A={d+1,2(d+1),...,(ld+k—=1)(d+1),(ld+ k)(d + 1),
dn+k—-1,dn+k—-1—-(d+1),dn+k—-1-2(d+1),...,
dn+k—-1—(1-1)(d+1)}.

Legyen z =dn+k—1— (I —1)(d+1) a legkisebb olyan eleme A-nak,

amely nem tobbszorose a (d + 1)-nek.
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Ismert tény (1d. pl. Sylvester [30]) és ebben a dolgozatban is tar-
gyaltuk a 2. fejezet 8. feladatdban, illetve a 4.1.1. Tételben, hogy

N(b,c)=(b—1)(c—1)/2, igy

N(A)ZN(d—{—l,z):(z—l)g:[dn+k—l(d+1)—|—d—1]g:

d
= (dn+k—n+k+d-1)7.

Ez egyenls v(n,t) = N(t —n+ 1,t —n+2,...,t)-vel, mivel a jelolé-
seinkkel és a 4.2.3. Lemma alapjan ¢t = dn +k = d(n — 1) + k + d,
igy

d=qg,r=k+désdn+k—n+k+d—1=t—n+r—1.
I1. eset. Tegyiik fel most, hogy n — k = —1 (mod d + 1). Ekkor
n=Id+1)+k—1és
dn+k=(d+1)dl+dk—d+k=(d+1)(dl + k) —d.

Ebben az esetben dn+k — 1= (d+ 1)(dl + k — 1) tobbszorose

(d + 1)-mek. Az A = {aj,aq,...,a,} halmaz tartalmazza ismét a
(d+1) tobbszoroseit, tovabba az 1 mod d+ 1 maradékosztaly [ darab
legnagyobb elemét ¢-ig:

A={d+1,2(d+1),...,(ld+k—-1)(d+ 1),

dn+kdn+k—(d+1),dn+k—2(d+1),....dn+k—(1—1)(d+1)}.

A II. esetben az I. esethez hasonlo szamolassal kapjuk, hogy
N(A) =v(n,t). R

Erdekes kettdsség, hogy a 3.3.1., ill. 4.2.4.Tételben megadott kons-
trukcié mind g(n,dn + k), mind pedig v(n,dn + k) szempontjabol az
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extremalis konstrukciot adja, mikoézben a szomszédos a;-k valasztésa
csak v-re vonatkozoan optimalis.

Tovabbra sem ismerjiik a valaszt arra a kérdésre, hogy minden ¢-re
megadhato-e a szomszédos elemek konstrukcigjan kiviil még legalabb
egy optimalis halmaz, illetve vannak-e tovabbi, az emlitettektdl eltérd
optimalis halmazok is a v(n,t) vizsgalatanal.
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5. A nem felirhat6 szamok 6sszegzése

Itt megmutatjuk a kapcsolodast SYLVESTER eredeti vizsgalatai-
hoz, a particiokhoz. Az Osszegzésekre harom modszert mutatunk be,
melyek koziil az els6 kettG a matematikai analizis eszkozeit hasznéalja.
A harmadik, teljesen elemi és egyszeri alapgondolaton alapulé mod-
szer a szakirodalomban nem lelhet6 fel. A modszer hatranya, hogy
mar n = 2 esetén is viszonylag sok elemi szadmolast igényel. Elénye
lehet viszont a nagymértéki altalanosithatosag, amelyet két konkrét
halmaz esetében részletesen is megvizsgalunk. Ez a fejezet, bar hasz-
naljuk az analizis eszkozeit, a 2. fejezethez hasonloan tekinthets az
oktatashoz, tehetséggondozashoz szorosan kapcsolodo résznek. A té-
makornek ez a szelete a tanartovabbképzésben is targyalhato. A ge-
neratorfiiggvény alkalmazasa mint modszer tobb szempontbdl is na-
gyon tanulsdgos; ramutat EULER zsenialitdsara csakigy, mint a szam-
elméleti Frobenius-probléma, a particiok és az analizis kapcsolatara.
Targyalasa soran matematikatorténeti szempontbol is nagyon értékes
gondolatokat, szemléletmodot ismerhetiink meg és adhatunk tovabb
tanitvanyainknak, kollégainknak.

5.1. Particiok és nem felirhaté szamok

Az itt szerepls fogalmakat és eredményeket FREUD ROBERT és
GYARMATI EDIT Szamelmélet 9] cimi egyetemi tankényve, valamint
J. RAMIREZ ALFONSIN 6sszefoglalé cikke [24] alapjan allitottuk Gssze.

Az n pozitiv egész szam particiéin az n szam pozitiv egészek Ossze-
geként torténd lényegesen kiilonbozé elallitasait értjiik és ezek szamat
p(n)-nel jeloljik. A particiokkal kapcsolatos problémak hatékony ke-
zelésének eszkOze a generatorfiiggvény. EULER megmutatta, hogy a
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p(n) generatorfiiggvénye

[e.9]

H : —1x’ =1 +Zp(n)$”.
=1

=1

n
Jeloljiik d(m;aq,aq,...,a,)-nel az m = Y x;a; diofantoszi egyenlet
i=1
megoldéasainak szaméat, ahol x; > 0. Tehat d(m;aq,as,...,a,) az m
pozitiv egésznek az aj,as,...,a, OsszeadandOkbol képzett particioi
szamat jeloli. Ezt a fliggvényt SYLVESTER definidlta és ,denumerant’-
nak, leszamlalonak nevezte. Erre is megadhaté a p(n)-hez hasonloan

generatorfiiggvény:

f(l') = 1+Zd<m;a17a27"'7a’n>xm:

i=1

1
(1 —z2)(1 —ax92)--- (1 —a%)

G(ay,aq,...,a,) a legnagyobb olyan k lesz, amelyre a generatorfiige-
vényben az x* egyiitthatoja nulla. Ezt az analizisb6l vett szohaszna-
lattal agy is fogalmazhatjuk, hogy a legnagyobb olyan k, amelyre a
generatorfiiggvény k-adik derivaltja, f*(0) = 0. A generétorfiiggvény
bevezetésével és vizsgalataval szdmtalan aszimptotikus becslés sziile-
tett d(m;aq,aq,...,a,)-re. SCHUR és NETTO vizsgalatai szerint

mnfl

P,(n—1)!

d(m;ay,ag, ... a,) ~ ha m — oo,

ahol P, az ay,as,...,a, szdmok szorzata. Ez az eredmény is mutatja,
hogy ha az m elegendGen nagy, akkor d(m;ay, as, ..., a,) biztosan leg-
alabb 1, létezik tehét a legnagyobb nem felirhat6 szam. Jelen dolgozat-
ban nem célunk a Frobenius problémakor és az analizis kapcsolatanak
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részletekbe mené bemutatisa. Az ebbdl a néhany fogalombol, gon-
dolatbol is érzékelhets, hogy érdekes, nehéz, és egyelére sokkal tobb
kérdést vet fel, mint amennyire az n > 2 esetben sikeresnek mutatko-
zik.

5.2. Generatorfiiggvény és a nem felirhaté szamok
Osszege

A lehetséges iskolai vonatkozasok szempontjabol kivalasztottunk
egy olyan konnyebben kezelhets részt, amely bepillantést enged a ge-
neratorfliiggvény hasznélatanak modszereibe.

Ebben a szakaszban végig csak az n = 2 esetre szoritkozunk.

Legyenek a és b relativ prim pozitiv egészek és jelolje NR(a,b)
azoknak a nemnegativ egészeknek a halmazat, amelyek nem fejezhetsk
ki xa + yb alakban, ahol x és y nemnegativ egészek. Legyen S(a,b)
ezeknek a nemnegativ egészeknek az Gsszege:

S(a,b) =) {n:n e NR(a,b)}.

G(a,b)-t és N(a,b)-t is ismerjiik (1d. pl. 2. fejezet 3. feladat és 8. fela-
dat):

(a—1)(b— 1)‘
2

Természetes felsé becslést kaphatunk azonnal a nem felirhat6 szamok
osszegére, ha (ab—a—b)-ig a legnagyobb w darab egész szamot,
és egy alsd becslést, ha a legkisebb w

vessziik:

G(a,b)=ab—a—-b=(a—1)(b—1)—1, N(a,b) =

pozitiv egész szamot

Sl =120 =1+ fa— Db 1) < S(a,b)

w

S(a,b) < 2(a—1)2(b—1)2 — %(a b -1).

8
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T. C. BROWN és P. J. SHIUE [2] pontosan meghataroztak S(a,b)-t:

5.2.1. TETEL. Legyenek a és b relativ prim pozitiv egészek. FEkkor

S(a,b) = %(a (b —1)(2ab—a—b—1).
BIZONYITAS: Jelentse r(n) az n pozitiv egész szam azon n = za + yb
alaku elgallitisainak szamat, ahol x és y nemnegativ egészek. Kony-
nyen belathatjuk, hogy ha n < ab— 1, akkor r(n) = 0 vagy r(n) = 1.
Ellenkez6 esetben ugyanis az n-et legalabb kétféleképpen elGallithat-
nank, azaz n = z1a + 11b = x2a + y2b, ahol az altalanossag meg-
szoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy z; > 5. Atrendezve latjuk, hogy
0= (21 —x2)a+ (y1 — y2)b. Innen b | 21 — w9, azaz x1 > b és n > ab
adodna. Most definidljuk a kévetkezo fliggvényt:

ab—a—b

fa)= 3 [ —r(m)an.

n=0
Mivel az r(n) csak 0-t vagy 1-et vehet fel, ezért

)= 3 alt—r)] =Y (n 1 <0< ab—a—bes rn) =0}
=> {n:n€NR(a,b)} = S(a,b).

Az f(x) fiiggvény meghatarozasahoz fel fogjuk hasznalni S. SERTOZ
és A. OzLUK altal [29]-ben részletezett generatorfiiggvényt:

1 o0 o0 bn o0 .
=== ~ (Z > (Zw ) =2
Legyen most
(@ -V@-1) . . Pa)-1
PO = nw—n & W=7



Belathato, hogy P(x) olyan polinom, amelynek fGegyiitthatoja 1 és
fokszama ab — a — b+ 1. L’Hospital-szaballyal koézvetleniil igazolhato,
hogy P(1) = 1, igy biztos, hogy P(x);l is polinom, amelynek fGegyiit-

xr—

hatoja szintén 1 és fokszama ab — a — b.
A kovetkez$ azonos atalakitassal ki fogjuk mutatni, hogy f = f*.

_P(:C)—l_P(x)+ 1 (2™ — 1)T(x) + 1

fiw) = r—1  x-1 1—z 11—z

=3 (e £ S - ()l =

n=0 n=0

ab—1

=Y [r(n—ab)+1—r(n)a" + Y _[1—r(n)]a"
n=ab n=0
Mivel tudjuk, hogy ez egy (ab— a — b)-ad foku polinom, minden ennél
magasabb kitevGji hatvany egyiitthatdja nulla. Igy

) = TS e = )

Hozzékezdhetiink f'(1) kiszamitasahoz. A konnyebb kezelhetdség ér-
dekében legyen y = 2. Ezzel

P(z)—1 - - -
fay= TS s =T iﬁff
(x—1)> ak xk
k=0 k=0



Vizsgaljuk kiilon a szamlalot és a nevezét.

b—1 S b1 ak b—1
= — k k+1 ak—1
Zx Z :v—l (42" ).
k=0 k= k=1
Az 1-et behelyettesitve
b—1 1
(a — 1)k a—l)(b—l)b, h(1) = 0.
k=1

Kovetkezzenek most a g(z) és h(x) derivaltjai. Hasznéaljuk fel, hogy

B (k4 1)t (o — 1) = Ska(ka — 1) = Sh(k— 1) =

1
= 5(1@2(@2 —1) = k(a—1)).
Derivélva a g(x)-et

g’(l):i(k+(k+1)+...+(ka—1)):
B k: % (K*(a® = 1) — k(a — 1) =
@)Y e )Y k=

1, 1 1 1 B
= 5@ =)z (b—1b(2b— 1) = S(a— 15 (b—1)b =
b )b 1) ((a+1)(2b—1) _1>'

12 4
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h’(l):1+2+...+(b—1):%(b—l)b.

Az f'(1)-et a két fiiggvény hanyadoséra vonatkozo derivalési sza-
baly alapjan kapjuk:

/ h(1)g'(1) — g(1)R'(1)
S(CL, b) = f (1) - (h(l))2 -
b2(a — 1)(b— 1) (% - i) — 1p2(a— 1)(b— 1)?
= 12 =
= (@ DB- (@ + 1)~ 1) -3 -3~ 1)) =
1
= E(a - Hb-1)(2ab—-—a—-0b—-1).1

A bizonyitast két okbol is részletesen targyaltuk.

Egyrészt latjuk, hogy legegyszeriibb esetben is magasabb segéd-
eszkozokre, iigyes szamolasi technikidra és menet kdzben tobb kisebb
Otletre is sziikség van a nem felirhaté szamok Osszegének meghataro-
zasdhoz. Ezen az tton n > 2 esetén atlathatalanok lesznek az egyes
hatvanyok egyiithatoi, ugyanaz az a nehézség 1ép fel, mint az ere-
deti Frobenius-probléma altalanos megoldéasa (egyel6re megoldhatat-
lanséga) esetében.

Masrészt 6szevethetjiik ezt a modszert a kés6bb targyalando telje-
sen elemi modszerrel is.

5.3. A nem felirhaté szamok hatvanyosszegeir6l
(n=2)

O. J. RODSETH [27] erds analitikus eszkdzokkel BROWN és SHIUE
elébb bizonyitott 5.2.1. Tételét jelentGsen altalanositotta. Az a és b
relativ prim pozitiv egészek esetében jelolje most is NR(a, b) azoknak
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a nemnegativ egészeknek a halmazat, amelyek nem fejezhetk ki
xa+yb alakban, ahol = és y nemnegativ egészek. Legyen S,,(a,b) ezen
nemnegativ egészek m-edik hatvanyainak Osszege:

= Z{nm :n € NR(a,b)}.
A hatvanyosszegek felirhatok zart alakban:

5.3.1. TETEL. Tetszdleges m pozitiv egészre

Sm_1<(l, b) =
m -I— m —+ . 7 BiBjam’]bmﬂ _1lp
m+1 == J m

ahol a B;-k az un. Bernoulli-féle szamok.

A szakirodalomban t6bb helyen megtalalhaté (pl. [10]) Bernoulli-
féle szamok egy hatvanysor egyiitthatoi:

_1_2 jl

7>0

By=1B1=—1By=¢,B3=0By=—75,...

A tételt nem bizonyltjuk de néhany m-re az Osszeget pontosan
kiszamitjuk.

Az m = 1 esetben a nem felirhat6 szamok szamat kapjuk (1d. 2.
fejezet 8. feladat), azaz Sy(a,b) = 3(a — 1)(b — 1). Alkalmazzuk ezt
az altalanos eredményt elészor S(a,b) kiszamitasara:

5.3.2. KOVETKEZMENY.
1

—(a—1)(b—1)(2ab—a—b—1).

S(a,b) = 3

ol



B1zoNYITAS: Legyen m = 2, ekkor a formula atirhato:

2 2—1 .
1 3\ (3—i oo 101
st =g 323 () (5 ) mtnt -5 5 -

(G (o] i (o] -

12(@ -1)b-1)(2ab—a—-b—-1).1

Most kovetkezhet a nem felirhato szamok négyzetosszegének meg-
hatarozasa.

5.3.3. KOVETKEZMENY.

L@ 1)b=1)abab—a—b).

Sz(a, b) = 12

BizONYITAS: Legyen m = 3, ekkor a formula atirhato:

1 3 3—1 1
_ 3—j1.3—1 _
»(a,b) EZ 0()( )BBa ip —533_

=0 7
(N L s [N, s (Do, (4 4

52



(e [ G+ Qo
([ (o]

Kihasznalva, hogy B3 = 0, néhény tagot eleve elhagyhattunk. Beirva
a binomidlis egyiithatok értékét és egyszeriibb alakra hozva:

3 2
Sa(a,b) = 22(a — 2a? —l—a)—%(cf’—%cﬁ%—%) +1—172(a3—a2):
1
= Eab(a2b2 —2a*b — 2ab* + 3ab+a* +b* —a —b) =
1
E(a —1)(b—1)ab(ab—a —b).1

Az el6z6 két levezetésbdl lathatod, hogy az altalanos formulabol rovi-
debb szdmolassal n = 2 esetén akarmelyik hatvinyosszege meghata-
rozhato a nem felirhat6é szamoknak. A késGbbi Osszehasonlithatosag
érdekében szamoljuk ki még az Ss(a,b)-t is.

5.3.4. KOVETKEZMENY.

(a* —1)(b* — 1) N a’v*(a —1)(b—1)(ab — 2a — 2b + 1)‘

Ss(a,b) = 120 24

B1zoNYITAS: Legyen m = 4, ekkor a formula atirhato:

1441 i 1
ab—Q—OZZ()( >B b= B =

=0 7=0

A kifejtésnél a Bs-at tartalmazo tagokat nem irjuk le.

“alo) (o)t (e (o) ()2
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(?) B Ké) Boa® + (11) Bia® + <§> BQaQ} +
Ki) Boa* + (i’) Bia® + (3) Bgaﬂ +
+% (i) B, <(3) B0a4) + ﬁ

Beirva az egyes konkrét értékeket és rendezve:

a—1)(b—1)

S3(a,b) = ( 190 (6a°b® — 9a°b* — 9a*b® + a’b + ab® + 6a*b*+

+a*b+ab® +ab+a® + 0> +a® + > +a+b+1)
adodik. Ez tovabbi azonos atalakitasokkal rovidebb alakra hozhato:

at—1)(b*—1)  a?h?*(a—1)(b—1)(ab—2a — 2b+ 1)

.l
120 24

53((1, b) = (

Az (a — 1)(b — 1) tényez6 tetszbleges m-re kiemelhets a kifejezésbol.
Paros m esetében tovabbi szimmetriat jelent, hogy az 1-nél nagyobb
paratlan indext Bernoulli-szamok mindegyike 0, igy azokban az 0sz-
szegekben nincs konstans, kiemelhetd ab is.

5.4. Osszegzések elemi modszerrel

Az el6z6 két szakaszban tobbféleképpen is meghataroztuk a nem
felithato szdmok Osszegét, s6t a masodik, altaldnosabb formula tet-
sz6leges kitevire megadta a hatvianyosszegekre vonatkozo képletet
n = 2 esetén. RODSETH megemliti altalanos bizonyitdsa kezdetén
azt az alapgondolatot, amelyet tovibbgondolva és 6tvozve a SELMER
altal kifejlesztett ,minimélis rendszer” modszerrel sokkal egyszeriibb
eszkozokkel is eljuthatunk az el6z6 pontban leirt eredményekhez, sGt
elemi modszeriinket n > 2 esetén is kiprobaljuk egy specialis halmazra.
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5.4.1. TETEL. Legyenek a1 < as < ... < a, relativ prim pozitiv
egészek. Vegyik mod ay; mindegyik nemnulla maradékosztdlybol az

ag,as, . .., a, seqgitségével felirhato legkisebb elemet, legyenek ezek
L1, X253 TLgy—1- Ekkor
a;—1 2 2
Ty Z, ai —1
Slay, as, ... a,) = S [ T —
( 1, 42 ) ; (2@1 2) 12

BizONYITAS: Az alapgondolatot a 4.1.2. Tételnél mar megismerhet-
tiikk. Legyen t1,%o,...,t,,—1 az 1,2,...,a; — 1 egészek egy permutaci-
6ja. Az x; =t; (mod ay) maradékosztalybol

tj,tj+a1,tj+2a1,...,xj—a1

a nem felirhatd elemek. Ezek szamtani sorozatot alkotnak és elem-

szamuk Ija_ltj. Az elemek Osszege:
ri—a+t; x;—t :x?.—t? 4L
2 ay 2(1,1 2 2 .

A tj-kre vonatkoz6 Oszegzéseket minden esetben egyszert elvégezni:

a1—1 a1—1

9 .2 (Cll — 1)&1(2@1 — 1)
D=2 7= ; ’
7j=1

j=1
a;—1 . 3
illetve > t; = % Igy a tételben szerepl6 Gsszeg:
j=1
a1—1 ZL‘Z . t2 . .
Z R AT A R
- 2@1 2 2
7j=1
a1—1
LN (S m) o bee o) e o)
, 201 2 12 1
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a;—1 2
— 2@1 2 12

7=1

Alkalmazzuk elemi modszeriinket n = 2 esetén.

5.4.2. KOVETKEZMENY. Legyenek a és b relativ prim pozitiv egé-
szek. Ekkor

S(a,b) = %(a )b —1)(2ab—a—b—1).

BIZONYITAS: Az el6z6 tételben szerepl x;-k ebben az esetben
b,2b,...,(a— 1)b lesznek.

a—1 a—1 a—1
—1)(2a —1
I T ) S LC )Gf“ iz

j=1 j=1 j=1
a—1 a—1

. ala—1)

ET) BEERLCY
7=1 7=1

E két 6sszeg felhasznélaséval kapjuk, hogy

g b_a_l 37? T, a2—1_
(a;b) = 2w 2) T 12 T

J=1

V’(@a—1)(2a—1) abla—1) a*—1

12 4 12
= (a—1)(2at 1~ 3ab+a+1) =
- i(a —1D)[2ab(b—1) —a(b—1) — (b—1)(b+1)] =

12
1
— E(a— Do-1)2ab—a—-b—1). R
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Nézziik meg most a nem felirhatoak osszegét egy olyan 0sszeéllités-
ban, amellyel mér tobbszor talalkoztunk a dolgozatban, és az elemek
szama 3 (Id. 2. fejezet 1. feladat, 10. feladat).

5.4.3. TETEL. Legyenek a,b,c pdronként relativ prim pozitiv egész
szamok. Ekkor

1
S(ab,be, ca) = E[7a2b202 — 6abc(ab + be + ca) + 3abe(a + b+ ¢)+
+a*b® + b*c® + fa® — 1].

BizONYITAS: Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy
ab a legkisebb szam. Sziikségiink van maradékosztélyonként a legki-
sebb felirhaté szamokat tartalmazé x; rendszerre. ezt a 2. fejezet 10.
feladatdnak megoldésabol kolesonozziik.

0 be 2bc . (a —1)bc
ca bc + ca 2bc + ca (a —1)bc + ca
(b—1)ca bc+ (b—1)ca 2bc+ (b—1)ca ... (a—1)bc+ (b— 1)ca

Szamitsuk ki elGszér a tablazatban szerepls szamok Gsszegét:

ab—1 a—1 b—1
E xj = (ibc + jca)
j=1 =0 7=0

=c[P*Q+2+...+(a-D+a1+2+...+b—1)] =
a*be(b — 1) + ab?*c(a
B 2

Sziikségiink lesz még az x?—ek Osszegére, ezért elkészitjiik ezt a tabla-
zatot is. Az érthetGséget remélhetGleg nem zavarja, hogy csak az elsd

—1 1
) = §abc(2ab —a—b).
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3 oszlop fért ki. Az attekinthetGség kedvéért a mindegyik szamban
szerepls c?-et 6] sem tiintetjiik.

0 b2 22p?
a? b? + 2ab + a? 2212 + 2a2ba?
(b—1)%a* b*+2(b—1)ab+ (b —1)%*a?

Az Osszegzésnél felhasznaljuk a hatvanyosszegeket és a tablazat szim-
metriajat, illetve azt, hogy b darab sor és a oszlop van.

doal=d'l+4+.. +(b- 1)+

+2ab[142+. . 4+ (b—1)][14+2+. . .+(a—1)]P+b*[14+4+. . .+(a—1)%]c* =
= %a?)(b— Db(2b—1)c* + %ab(a —1)a(b—1)bc* + éb?’(a —1)a(2a—1)c.

Alkalmazzuk most az 5.4.1. Tételt. Ebben az esetben a; = ab, a
sziikséges részosszegeket mar el6re meghataroztuk.

ab—1 2 2192
T T; a‘b® —1
Slab,be,ca) = 3 (QTsz_?J) HEE T

Jj=1

TV _ L _ o, Ligo 1
= 50¢ (b—1)(2b 1)+4(a 1)(b—1)abc” + 12() *(a—1)(2a—1)
1 1 5,
Zabc(Zab a—b) —|—E(a b —1),

amibdl a beszorzasok elvégzésével és Osszevonasokkal a tételben meg-
adott alakot kapjuk. W

28



5.5. A nem felirhaté szamok hatvanyosszegei elemi
modszerrel

Ebben a szakaszban az a célunk, hogy az 5.3.3 és 5.3.4 Kovetkez-
ményeket elemi modszerrel is igazoljuk.

A nem felirhaté szamok négyzetisszegeinek meghatarozasa elGtt
szamtani sorozat elemeinek négyzetosszegét allitjuk eld.

5.5.1. LEMMA. Az u,u+d,...,u+kd szamtani sorozatban az elemek
négyzetosszege:

(5.5.1)

(k+1) {u2+udk+MJ.

6

B1zONYITAS: Irjuk fel az egyes elemek négyzeteit és az egynemii-
eket vonjuk Gssze.

k+Du*+2ud(l+2+...+ k) +d*(P+2°+.. . + k) =

— (k+1) {u2+udk’+w}.l

6

Most az el6z6 szakaszhoz hasonléan egy altalanos tétellel irjuk le
a nem felirhatoak négyzetének Osszegét.

5.5.2. TETEL. Legyenek a1 < as < ... < a, relativ prim pozitiv
egészek. Vegyik mod a; mindegyik nemnulla maradékosztdlybol az
as,0s, . .., a, segitségével felirhato legkisebb elemet, legyenek ezek
T1,To,y ..., Tqy—1. Ekkor
1 a1—1
SQ(&l, as, ... ,Cln) = 6_a1 Z [21’; — 31‘?@1 + xjaﬂ .
j=1
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BizONYITAS: Legyen t1,%9,...,t4,—1 az 1,2,...,a1 — 1 egészek egy
permutéacioja. Az x; =t; (mod a;) maradékosztalybol

tj,tj—{—al,tj—{—Qal,...,xj—al

a nem felirhatd, szamtani sorozatot alkotd elemek és elemszamuk %
Az elemek négyzetének Osszegét az 5.5.1. Lemma alapjan kapjuk

A mi esetiinkben most u = t;, d = a7 és k = m Irjuk be
ezeket az értékeket (5.5.1)-be.

6

:l’j—tj t2+ta1( t—CL1> n
a1

(k+1) {u2+udk+w} =

j a
+xj—tj aj(z; —t; —a1)(2z; — 2t; — ay) _
a; 6a?
Ti— 1.
= ]6a1 J [6l'jtj — 6t§ — 6a1tj + 2[E? — 4[Ejtj — 3xja1 —f- 225? —f- 3tja1 —f- (l%] =
Tj— i, o 2 2
= ]671][236]- + 22ty — 3xja1 + 2t — 3tja; + aj] =
1
=5 —[22% — 3254y + x;03 — 2] 4 3t3ay — t;a3).
a1

Lathato, hogy a ,kritikus” tagok mind kiestek a beszorzasnal, igy nincs
semmilyen akadalya, hogy Gsszegezziink az 6sszes maradékosztalyra:

1 a1—1
— [295 — Sx ‘a + 107 — 2t3 + 3t2a1 tjaﬂ .
ba; “
7=1
Vélasszuk kiilon azokat a hatvanyosszeget, amelyeket ténylegesen ki is

tudunk szamolni:
a1—1

1
6ar [Qx? — 3m§a1 + a:jaﬂ —
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S GO ORI CR
2 2 2

Most emeljiink ki a masodik részbdl a?(a; — 1)/2-t, igy lathato, hogy
az pontosan nulla lesz:

6@1

1= —1
— [2:17;’ — 33:?&1 + xjaﬂ — M[al —1—-2a;+1+a] =
6@1 e 12
1 a1—1
= oo [Qx? — 3x?a1 + :Ejaf] §
j=1

Alkalmazzuk tételiinket n = 2 esetén. Eredményiink megegyezik
RODSETH 5.3.1. Tételének 5.3.3. Kovetkezményével.

5.5.3. KOVETKEZMENY. Legyenek a és b relativ prim pozitiv egé-
szek. Ekkor

Sh(a, b) = %(a ~ (b — Dab(ab— a—b).

B1zONYITAS: Helyettesitsiik be az aktualis értékeket az 5.5.2. Tételbe
és hasznaljuk a hatvanyosszegekre vonatkozo ismert formulékat.

a

1

3 28" 3% + (j8)a’]) =

—1

1 {2b3a2(a —-1)? 3ab2a(a —1)(2a — 1) N a2ba(a - 1)

<

6a 4 6 2
-1
- %[bz(a 1) —b2a—1)+a] =
= %ab(a — 1)[ab® — b* —2ab+ b+ a] =
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1
= Eab(a —1)b—-1)(ab—a—0). R

Az eddigiekben lattuk, hogy az elemi modszer, bar minimaélis esz-
kozoket igényel, a szamitasok egyre hosszadalmasabbak. Ugyanakkor
a négyzetek Osszegzésénél a ,vegyes” tagokon kiviil az z;-ket nem tar-
talmazo tagok is kiestek. Erdemes megvizsgalnunk még a harmadik
hatvinyok Osszegére vonatkoz6 elemi lehet&ségeket is. ElGszor ismét
egy lemmat bizonyitunk.

5.5.4. LEMMA. Legyen u,u +d,...,u + kd szamtani sorozat, ekkor
az elemek harmadik hatvdnyainak osszege:

1
4

BI1ZONYITAS: Irjuk fel az egyes elemek kobét és az egynemtieket vonjuk
0ssze.

(k4 Du +3u*d(1+2+ ... + k) + 3ud* (1 + 2> + ... + k*)+
+dP (1P + 22+ .. +E) =

k(k+1) k(k+ D)@k +1) | ok (k+1)°
— 1

1
= 7(k+1) [4u® + 6u’dk + 2ud’k(2k + 1) + d°k*(k+ 1)) . A

(k+1) [4u® + 6u’dk + 2ud’k(2k + 1) + PE*(k+ 1)] . (5.5.2)

= (k4 1)u® + 3u*d + 3ud?

Most az el6z6ekhez hasonloan egy altalanos tétellel irjuk le a nem
felirhatoak harmadik hatvanyainak 6sszegét.

5.5.5. TETEL. Legyenek a1 < as < ... < a, relativ prim pozitiv
egészek. Vegyik mod ay; mindegyik nemnulla maradékosztdlybol az
ag,as, ..., a, seqgitségével felirhato legkisebb elemet, legyenek ezek
T1,T, ..., Tq—1. Ekkor

a1—1 1
4 3 2 2
Ss(ay,as, ... a,) = g i (2 — 223a1 4 x7a]) —
. 1

J=1

4
a; —1
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BizONYITAS: Legyen t1,%9,...,t4,—1 az 1,2,...,a1 — 1 egészek egy
permutécioja, Az x; =t; (mod ay) maradékosztalybol

tj,tj—{—al,tj—{—Qal,...,xj—al

a nem felirhatd, szamtani sorozatot alkotd elemek és elemszamuk %
Az elemek kdbének Gsszegét az 5.5.4. Lemma alapjan kapjuk.

, , , 7t7
Hasonloan az 5.5.1. Lemméhoz u = t;, d = a; és k = 2——%

Irjuk be ezeket az értékeket (5.5.2)-be.

1
Z(k +1) [4u® + 6u’dk + 2ud’k(2k + 1) + d°k*(k + 1)] =

Tj—li s e Ti—li—@
=4 4 6t2a, L ——
4&1 |i ]+ i aj *

LT gy 2@t —a) (22 =25 —an) |
4a, 7 a?
Tj— 1 a3 (z; —t; —ar)(z; — 1) _
4ay a3
_ T 3 2
=~ 483 4+ 665 (z; — t; — ar) | +
T —tj
T [2t;(z; —t; — a1) (2w — 2t; — a1)] +
Ti —t
+Q [(ZE] — tj — a1)2(xj — tj)} .

4(11

Végezziik el a beszorzasokat és az Gsszevonasokat:

Ti— i o3 2 2
jngl |:33j —+ SL’jtj -+ xjtj — 2xjtja1] +
Ti—tir oo 243 2 g2
+ 1 [ 2501 + xjay + t; + tjay 2tja1} .
1
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Ujabb beszorzéas és rendezés utan:

L4 4
1o, (:cj — 233?&1 + x?a% -1+ Qt:;-al — t?a%) .

Végiil osszegezziik ezeket a tagokat j = 1-t6l (ay — 1)-ig:

a1—1
1

Ss(ay,as, ... a,) = Z 0 (x;l — 29[:?@1 + x?a% — t? + 2t§’a1 — t?a%) )

j=1

Az xj-t nem tartalmazé tagok Osszegzését el is végezhetjiik felhasz-
nélva az ismert hatvinyosszegeket:

a;—1

4 3 2 2\ _
4ay j=1 (=tj +2tja1 — tjay) =

(a1 —1)(2a; — 1)(3a? —3a; — 1)  a}(ag — 1)*

120 8
_a%(al —1)(2a; — 1) _
24
N ) IO 1) — 1542 1)+ (2a; — 1)5a2] =
7_W[( a; —1)(3aj — 3a; — 1) — 15ai(a; — 1) + (2a; — 1)bai] =
(a — 1) at —1
ST (a3 +al+a;+1] = — 1120 :
a1—1 4
1 4 3 2 2 a; — 1
SS(alya% .- -,@n) = ; 47” (ZEj — Qmjal —l—xjal) — W

A kilatastalannak is itélhetd algebrai atalakitasok ellenére egy szép
altalanos formulat nyertiink. Az z;-ket és ¢;-ket is vegyesen tartalmazo
tagok kiestek, ezekkel a szamolés altalanosan biztosan lehetetlen lenne.
E szakasz befejezéseként alkalmazzuk az 5.5.5. Tételt az n = 2 esetre.
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5.5.6. KOVETKEZMENY. Legyenek a és b relativ prim pozitiv egé-
szek. Ekkor

at—1)(b* = 1) N a’b*(a —1)(b—1)(ab—2a —2b+ 1)

(
S3(a,0) = 120 24 ‘

Bi1zoNYITAS: Helyettesitsiik be az aktualis értékeket az 5.5.5. Tételbe
és alkalmazzuk a hatvanyosszegekre vonatkozo ismert formulékat.

1 a—1 1 a—1 a a—1 a4 1
_ 4 3 2 -1
st 8- 15 - -
7j=1 7j=1 7=1
(@ —1)(2a = 1)(3a> = 3a = 1)b*  a*(a — 1)2b3+
N 120 8
a*(a—1)(2a—1)b* a*—1
24 120 °

Beszorzéssal azonnal ellendrizhets, hogy ez a kifejezés megegyezik az
5.3.4. Kovetkezmény utolso el6tti soraval. Igy kaptuk, hogy

at—=1)0*—1)  a**(a—1)(b—1)(ab—2a—2b+1)

Ss(a,b) = ( 120 + 24
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6. Osszegzés

A disszertacioban a kovetkez6 probléma kiilonféle aspektusait vizs-
galjuk: Adott A = {a; < as < ... < a,} relativ prim pozitiv egészek
esetén, melyek azok a K pozitiv egészek, amelyek felirhatok K =
> xia; alakban, ahol az x;-k nemnegativ egészek.

A rovid bevezetést kovets 2. fejezetnek kettds szerepe van. Egy-
részt ismertetjiik mindazokat a fogalmakat, amelyek a késébbi részek
megértéséhez sziikségesek: a legnagyobb nem felirhato szam G(A), a
nem felirhaté szamok szdma N(A), tovabba ezek extremalis valtoza-
tai: g(n,t) = max G(ay,aq,...,a,) ésv(n,t) = max N(aj,as,...,a,),
ahol a, < t. Masrészt 15 jellemz6 feladat bemutatasaval az oktatas
céljait szeretnénk szolgalni. Ezek felhasznalhatok a tehetséggondozas-
ban, illetve az el6bb emlitett feladatok megoldésan kiviil kitériink a
torténeti vonatkozasokra, az j eredmények kozlésére és nyitott kérdé-
sek ismertetésére is.

A 3. fejezetet G(A) és g(n,t) vizsgalatanak szenteljiik. F§ ered-
ményiink g(n,dn + k) pontos értékének meghatarozasa két maradék-
osztalyra mod (d+1). Ez ERDOS és GRAHAM egyik 1972-es tételének
egy altalanositasa. A bizonyitas elGtt részletesen bemutatunk néhany
ismert felsg és alsd becslést ezekre a szdmokra, beleértve DIXMIER egy
1990-es tételét is, amelyen eredményiink bizonyitasa nyugszik.

A 4. fejezetben bebizonyitjuk, hogy az extremaélis v(n,t) szamot
akkor kapjuk, ha azt az n darab legnagyobb egész szamot vilasztjuk,
amely nem nagyobb mint ¢. Ez ERDOS és GRAHAM egy 1980-bol
szarmazo sejtése volt. Azt is bebizonyitjuk, hogy végtelen sok n és
t esetében az extremalis v(n,t) elérhetd mas olyan A halmazzal is,
amely kiilonbozik a legnagyobb n darab egészt6l t-ig.

Az utolsé fejezetben a nem felirhaté szamok Sy (A)-val jelolt k-adik
hatvanyosszegeivel foglalkozunk. El6szér bemutatjuk, hogyan hasz-
nalhatok fel az analizis eszkozei S1(A) meghatéarozasara n = 2 esetén.
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Ezt kovetGen diszkutaljuk RODSETH magasabb hatvanyokra vonat-
kozo altalanos tételének néhany specialis esetét. Végiil megmutatjuk,
hogy egy teljesen elemi modszer nemcsak a kordbbi esetekben, hanem
néhiny probléméara n > 2 esetén is alkalmazhatd. Ez az utolso rész
tekinthetd bizonyos értelemben a 2. fejezet folytatasanak is, mivel fel-
hasznéalhaté tananyagként azoknak a tanaroknak a tovabbképzéséhez,
akik mar ismerik a témakor alapvetd tényeit és modszereit.

A disszertacio a szerzé kovetkezs publikicioin alapul: [18] (2. fe-
jezet), [16] (3.3 — 3.4 szakaszok) és [17| (4.2 szakasz). (Az 5.4 — 5.5
szakaszok eredményei nincsenek publikalva.)
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6. Summary

The thesis investigates various aspects of the following problem:
Given a set A = {a; < ay < ... < a,} of relatively prime positive in-
tegers, which positive integers K can be represented as K = Y . | z;a;,
where x; are non-negative integers.

The short introduction is followed by Chapter 2, which plays a
double role. On the one hand, we present here all notions necessary
for the understanding of the later parts: the greatest non-representable
number G(A), the number of non-representable numbers N(A), and
the extremal versions of these: g(n,t) = max G(ai,as,...,a,) and
v(n,t) = max N(aj,as,...,a,) where a, < t. On the other hand,
our presentation, including 15 characteristic problems, is planned to
serve also educational purposes. It can be used for teaching talented
students; besides the solutions of the above-mentioned problems we
include historical remarks, comment on new results and mention also
open qestions.

Chapter 3 is devoted to be investigation of G(A) and g(n,t). Our
main result is finding the exact value of g(n,dn + k) for two residue
classes mod (d + 1). This is a generalization of a theorem by ERDOS
and GRAHAM from 1972. Before the proof we present in detail some
known upper and lower bounds for these numbers, including a theorem
by DIXMIER from 1990, on which the proof of our result is based.

In Chapter 4 we prove that the extremal number v(n, t) is obtained
when we choose the n largest integers not exceeding t. This was a
conjecture by ERDOS and GRAHAM from 1980. We also prove that
for infinitely many values of n and ¢, the extremal value v(n,t) is
achieved also for another set A differing from the set of the greatest n
numbers up to ¢.

In the last chapter we deal with the sum Sy(A) of k*" powers of
the non-representable numbers. First we illustrate, how analysis can
be used for determining S1(A) when n = 2. Then we discuss some
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special cases of a general result by RODSETH for higher powers. Finally
we show a completely elementary method applicable not only to the
previous cases, but also for some problems with n > 2. This final part
can also be considered as a continuation of Chapter 2 in a certain sense,
since it can be used as a material for continued training of teachers
who know already the basic facts and methods of the topic.

The thesis is based on the following publications of the author:
[18] (Chapter 2), [16] (Sections 3.3 — 3.4) and [17] (Section 4.2). (The
results of Sections 5.4 — 5.5 are unpublished.)
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