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., Csak az igazsagot lehet megérteni;
ami nem igazsdg, azt megérteni nem
lehet, legfeljebb elhinni.”

(Bartel Leendert van der Waerden)
1. Bevezetés
1.1. A témavalasztas indoklasa

A fentebb olvashatd idézet, mely a nagy holland matematikus, van der
Waerden gondolatat fejezi ki a matematikai tudasrol, akar a matematika-didak-
tika kiindulopontja is lehetne. Feltehetnénk a kérdést, vajon hany olyan tanu-
16nk volt, akik csupan ,,elhitték” a matematikat. A modern matematika-didak-
tikanak (elmult 20 év) f6 célkitlizése: a tanuld ne csak elhiggye, hanem értse is
meg a matematikai igazsagokat. Ennek az alapgondolatnak a mentén sziiksé-
ges alakitanunk a matematikaoktatasban alkalmazott eszk6zoket, modszereket,

stratégiakat.

A 20. szazad utols6 negyedében sziiletett Y €s Z generacios fiatalok €leté-
ben mar megkeriilhetetlen szerepet tolt be az informacids és kommunikacios
technika (mobiltelefon, internet haszndlata...). Ebbdl kovetkezden fel kellett
ismerniink annak a sziikségességét, miszerint az IKT eszkozoknek az oktatas-
ban is fontos szerepet kell betolteniiik. Napjainkban mar szinte minden targy

oktatasa esetében van lehetdség (st ajanlott) IKT eszkdzok bevonasara.

A magyarorszagi kozépfoku matematikaoktatasban a térgeometridnak meg-
lehetésen szlikds szerep jut (tantervekben foglaltak alapjan), igy nincs elég le-
hetdség arra, hogy a tanulok viszonylag szélesebb ralatassal rendelkezzenek a
térgeometriaval kapcsolatban. Marpedig ez tobb okbdl is sziikséges lenne: a
mindennapi életlinket a hdromdimenzids térben ¢éljiik, és sziikségszerlien, min-
den nap talalkozunk tér-sik leképezésekkel. Néhany példa (1. abra): asztal 6sz-
szeszerelési utmutatd, nyakkendd kotésére vonatkozo instrukciok, Wikipédia
szocikk kapcsolati rendszer, egy varos nevezetességeinek megtalalasa térkép

alapjan, megfeleld hegyi utvonal optimalis megtalalasanak dontéstamogatasa,
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csaladfa, pakolés taskaba, autd csomagtartdjaba, lakas felujitaskor sziikséges
anyagmennyiség szamitdsa, becslése, tajékozdodas egy bevasarlokdzpontban
stb. Ezen feliil tobb szaz olyan szakma van, melyek esetében sziikséges alap-

kovetelmény egy megfeleld szintli térszemlélet.

r\&qu @

x

1. abra A mindennapi életben eléfordulé, térlatast igénylé problémak

Hazai (Orszagos kompetenciamérés) és nemzetkozi felmérések (PISA) ese-
tében is egyre tobb feladat mutat a téri képességek mérésének iranyaba. A
PISA ¢és kompetencia alapu feladatok kozel egyharmada igényel megfeleld
szintl térlatast (3D>2D leképezések értelmezése). Mindezeken tul a matema-
tika érettségi 1. része minden évben tartalmaz egy térgeometriai szdmitasi fel-
adatot, melyhez elengedhetetlen a hozza tartoz6 sikbeli dbra értelmezése, azzal
kapcsolatos mentalis manipulativ miiveletek végzése. Az emlitett mérési elja-

rasok eredményei (http://www.oktatas.hu/kozneveles/meresek/kompetencia-

meres/eredmenyek, http://www.oktatas.hu/kozneveles/meresek/pisa/

pisa_2012_ meres ), tovabbi kutatasok és pedagdgusok konkrét tapasztalatai is

azt mutatjak, hogy a kdzépiskolai tanulok térszemlélete nem mindig megfeleld,

fejlesztésre szorul.

A problémamegoldd képesség fejlesztése nem kizarolagosan a matematika

targy feladata, hanem mas targyak keretein belill is egyre nagyobb szerepet kap
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(kompetencia alapu oktatas, modularis oktatas...). A matematikan beliil a geo-
metrianak is egyik fo célkitiizése a tanulok problémamegoldé képességének a
fejlesztése. Lehet ezt tenni példaul analdgiak segitségével. Az analogikus gon-
dolkodasmdd kialakitasara, fejlesztésére kivalo lehetdséget nyuajthat példaul a
geometriadrak alkalmaval a sik-tér analogidk vizsgalata. Nemzetko6zi vizsga-
latok (részletesebben a kovetkezd fejezetben) mutatjak, hogy a kdzépiskolai
tanulok nagy része szamos témakdr esetében (ilyen a térgeometria is) nem
szerzik meg az alkalmazhat6 tudést, azaz nem képesek olyan problémakat
megoldani, melyek megoldasahoz sziikséges eszkdztar mar a birtokukban van,
de az uj, hétkoznapi kontextusban ezt nem tudjak alkalmazni. Masik, ide kot-
hetd probléma, hogy egy-egy témakor interdiszciplindris kapcsolatait nem lat-
jék at (erre nytjthat megoldast példaul a moduldris oktatéds, ahol a témakort

egyidejiileg minden oldalrdl korbejarjak).
1.2. A dolgozat szerkezete

Az el6z6 alfejezet alapjan a dolgozat két 6 kutatasi kérdésre, illetve az
ezekhez tartozé alkérdésekre keresi a vélaszt a téri képességek fejlesztése és

fejleszthetdsége, illetve mérésére vonatkozoan:

Hatékonyabb térszemlélet-fejlesztést tesz-e lehetové, ha a hagyomanyos
fejleszto eszkozoket kiegészitjiik modern IKT eszkozoknek a matematika-

oktatasba valo bevonasaval?

» Milyen el6ismeretekkel rendelkeznek a kozépiskolai tanulok az egyes
évfolyamokon a térgeometriat illetden?

» Milyen tipikus gondolkodasi, technikai hibakat vétenek a tanulok egy-
egy térgeometriai feladat megoldasa soran?

» Milyen mértéki térszemlélet-fejlddést eredményezhet a GeoGebra di-
namikus geometriai szoftver bevonasa a matematikaoktatasba?

» Hogyan illesztheté be a mindennapi matematikaoktatasba a NAT-hoz
¢s kerettantervekhez igazodva ez a fejlesztési modszer (eszkdztényezd,
id6tényez0, pszichomotorikus tényezok)?
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Megfeleloen méri-e a tanuldk téri képességeit egy uj koncepcion alapulo,

dinamikus interaktiv térszemlélet-fejlettséget méro tesztsor?

» Lehetséges-e egy mar meglévo statikus tesztsort adaptalni egy dinami-
kus interaktiv kdrnyezetbe?

» Milyen tipusu feladatok jelenithet6k meg online kornyezetben?

» Milyen modon zarhatjuk ki egyéb képességek (pl.: szovegértés) egy-
idejli mérését (ha egyaltalan lehetésges ezek kizarasa)?

» A dinamikus adaptalasra alkalmas tesztsorok esetében a dinamikus fel-
adat ugyanazt a részképességet méri-e, mint a neki megfeleld statikus
feladat?

» Hogyan illeszkedik a térszemlélethez kapcsolodo képességrendszerhez

az igy létrehozott dinamikus mérd tesztsor?

A felvetett kérdések vizsgalata el6tt, a 2. fejezetben a témahoz kapcsolddod
szakirodalom attekintése talalhat6, mely alapjan elhelyezziik, és illesztjiik a

dolgozatban foglalt aktualitasokat.

A szakirodalom attekintése utan a 3. fejezetben leirjuk a kutatas pontos ter-
vezetét, modszereit elméleti és gyakorlati szempontbol. Ebben a fejezetben fo-
galmazzuk meg a kutatasra vonatkozd, fenti kérdések megvalaszolasara ira-

nyul6 hipotéziseinket.

A 4. fejezetben a kutatas elinditasahoz sziikséges egyik eléfeltétel megte-
remtésérol irunk. A fejezet tartalmazza azokat a technikai tudnivalokat, melyek
alapjan a dolgozat szerzdje a fejlesztési célok €s koriilmények figyelembevé-
telével alkalmassa tette a kivant potencialis fejleszt eszkozt a kutatas lebo-
nyolitasara. A sajat készitésii alaprendszerekre felépitett, tobb szdz dinamikus,

interaktiv segédanyagot hasznaltuk a fejlesztés soran.

Az 5. fejezetben a nevelési-oktatasi kisérletiinket ismertetjiik. A kisérlet
megkezdése elott fontosnak tartottuk kiemelni a jelen kutatéssal relevans NAT,

¢és kerettantervi célokat, kovetelményeket, tartalmakat, valamint a PISA 2012



eredményeinek vizsgalatat a kutatdsi hipotéziseink tiikrében. A feltett hipoté-
ziseinkre a bemeneti, és kimeneti mérések kozotti aktiv tanari-tanuloi teveé-

kenységek, illetve a mérések eredményei alapjan adunk valaszt.

A 6. fejezetben kisérletet tesziink egy 1j, kétdimenzios, non-immerziv teszt-
sor kidolgozasara, bevezetésére. A hasznalt technika lehetdvé teszi az igy ka-
pott tételek 2D-immerziv felhasznalasat is majd a megfeleld koriilmények ko-
zOtt (passziv 3D-s szoftveres tamogatas adott, 3D-s szemiiveg és madar vagy

joystick hasznalata sziikséges az immerziv felhasznalashoz).

A 7. fejezetben foglaljuk 6ssze a 4-6. fejezetekben targyalt kutatdmunka
eredményeit, illetve a kapott eredmények fliggvényében megfogalmazunk to-

vabbi kutatasi célokat.



2. Irodalmi el6zmények
2.1. A téri képesség fogalma

Célunk a kozépiskolai tanulodk téri képességeinek fejlesztése, vizsgalata. Az
emlitett tevékenységeket csak akkor tudjuk precizen végrehajtani, ha tisztaz-
zuk, hogyan is értelmezziik a téri képesség fogalmat, fogalomrendszerét. A
térszemlélet fogalma megjelenik tobbek kozt a matematikai problémamegol-
dasban, intelligencia elméletekben, illetve a kompetencia alapu tanulaselméle-
tekben is (a téri képességek megfeleld haszndlata egy a kiemelt matematikai

kompetencidk kozil).

A téri képesség nem csupan a kiils6, materidlis vilag észlelését, arra valo
reakciokat jelenti, hanem nagyon fontos szerep tulajdonithat6 az érzékelési fo-
lyamat (vagy annak utohatdsaként felfoghatdé emlékezet) soran zajlé mentélis
folyamatoknak egyarant: ,,a képzeleti kép oly képzet, amelyben a l¢lek egy
dolgot, mint jelenvalot szemlél ” [Spinoza, 1677]. Ronald Finke egy 6sszefog-
lalé6 munkajaban (1989) ezt gyakorlati vonatkozasban kozeliti meg kognitiv
pszichologiai, pszichoterapiai, mentalis gyakorlas (példaul autovezetéshez, re-
ptilégép vezetéshez, sporthoz, katonai miivelethez kothetd cselekvéssorozat
képzeletben vald gyakorlasa) és perceptudlis tanulds szempontjabol. Perceptu-
alis tanulés alatt ,,a tapasztalat (gyakorlas) kovetkeztében fellépd valodi és tar-
tos valtozast, az informacids kornyezetbdl vald kiemelésének és feldolgozasa-
nak javuld képességét értjiikk.” [Gibson, 1979, 10. 0.]. Ezen tapasztalatok, in-
formaciok begylijtésére kiillonb6zo kognitiv folyamatok lehetnek alkalmasak
(kategorizacid, targyazonositas, 0sszehasonlitds...). Ezek alapjan eljuthatunk
egy kétfaktoros modellhez: felismerés (rekognicid), manipulacié [Piaget,
1967; Lewis, 1977; Roach, 1983]. A felismerés a latvany egészének befoga-
dasa és értelmezése, egy szemléleti kép konstrudlasa, mig a manipulécié a kép-
zeleti munkat jelenti (testek transzformacidja, mozgatasa belsé megjelenités-

sel).



Gardner (1983) javaslata egy viszonylag 0j elmélet, mely Louis Thurstone
(1938, 1958) intelligenciafaktor-modelljének tovabbfejlesztése: a tobbszoros
intelligencia elmélet, ahol intelligencian a felmeriilé problémak megoldasat, uj
problémak kitalalast és produktumok Iétrehozasat érti. Nézete szerint nem 1¢-
tezik egységes intelligencia, hanem mindenki tobbféle, elkiiloniilt intelligenci-

aval rendelkezik:

» nyelvi intelligencia (pl.: koltészet),

> logikai-matematikai intelligencia (tudomanyos gondolkodas képes-
sége),

téri intelligencia (pl.: tengerészek, festok, mérnokok, sebészek),

zenei intelligencia,

testi-kinesztetikus intelligencia (pl.: sportolok, tancosok),

vV V VYV V

interperszonalis intelligencia (mésok sziikségleteinek, érzelmeinek fel-
ismerése, pl.: tanarok),
» intraperszonalis intelligencia (sajat érzelmeink felismerése és kontrol-

l4l4sa).

A téri intelligencia hasznalata is tobbféleképpen megmutatkozhat, funkcio-
tol fliggden: ,,egy épitész peldaul esztétikailag hasznalja, egy sebész, vagy geo-
méter mas funkcidval” [Séra, 2002, 15. 0.].

Fontos megemliteni Gardner 1993-ban megfogalmazott nézetét a téri intel-
ligenciarol: ,,Ahogy azt ma latjuk, az intelligencia mindig a sajatos feladatok-
kal vagy tudasteriiletekkel 0sszefiiggésben fejezddik ki. Nincs ’tiszta’ téri in-
telligencia: ehelyett egy gyermek rejtvényfejtésében, utvonal megtalalasaban,
épitdkockaval valo jatékban vagy kosarlabda passzaban kifejez6do téri intelli-
gencia van. Hasonloképpen a felnétteknél sem mutatkoznak kozvetleniil a téri
képességek, hanem vannak tobbé-kevésbé jartas sakkozok vagy miivészek

vagy geometrikusok” [Gardner, 1993, 8. 0.].



Thurstone ota elfogadott allaspont az intelligenciakutatok korében, hogy a
téri intelligencia 6nallé faktort képez barmely komplex intelligencia-modell-
ben [Guilford, 1964; Vernon, 1971; Maier, 1999], tovabba antropoldgiai és
neuropszicholdgiai vizsgalatok, bioldgiai tények is alatamasztjak [Liben és
Downs, 1991; Thorndyke, 1981], hogy a téri intelligencia faktor jol elkiilonit-
hetd a tobbi intelligencia-6sszetevotdl (mondjuk a nyelvi, vagy logikai intelli-

genciatol).

A rendszerbe val beillesztés utdn most nézziink meg néhany téri képesség-
meghatarozast. Gardner szerint tehat a téri képesség ,,a téri vilagrol valo men-
talis modell kialakitasara és e modell hasznalataval valo6 mandverezésre és te-
vékenységre vald képesség”-et jelenti [Gardner, 1993, 9. 0.]. A magyar nyelv
értelmez0 szotara a kovetkezOképpen hatarozza meg a térszemléletet: ,,Az a
lelki képesség, tulajdonsag, amelynek birtokaban az ember a targyakat alak-
Juknak, kiterjedésiiknek, nagysaguknak, illetve mashoz valo térbeli viszonyuk-

nak megfelelden érzékeli” [1962, 640. 0.].

A pedagdgiaban altalaban ,,a targyak kép alapjan torténd elképzelésére, re-

konstrukcidjara valo térlatas”-i képességet értik rajta. [Drahos, 1988].

A pszichologiaban megkiilonboztetiink fenomenalis (pszichologiai) €s fizi-
kai (geometriai) teret. A fenomenalis tér (szemben a fizikai térrel) nem homo-
gén (nem azonos tulajdonsdgi minden irdnyban), vannak Kkitiintetett szerepti
iranyai és pontjai (a szemléld pozicidja). John Eliot (1987) szerint pszichomet-
riai, fejlodési és kisérleti kutatasok alapjan a téri képesség: ,,a targyak egymas-
hoz viszonyitott elhelyezkedésérdl valo tudomasunk és képességiink, készsé-
giink, hogy ezt a tudast mentalis és fizikai problémak megoldasara felhasznal-

juk.” [Eliot, 1987, 173. 0]

David Lohman (1979, 126. 0.) szerint a téri képesség az ,,absztrakt vizualis
képek eldallitasara, fenntartasara és manipulalasara vald képesség.” Carpenter
¢és Just (1986, 221. 0.) kutatasi alapjan John Carroll (1993, 304. 0.) a Lohman-
féle megkozelitést kiegészitve kiemeli, hogy olyan individualis képességrol
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van sz0, mely a , latotérben valo keresésre, a targyak formajanak, alakjanak,

téri helyének felfogasara™ valo képesség.

A téri képességek (képességrendszerek) definidlasa soran nagyon kortilte-
kintének kell lenni, ugyanis a tul sziik, illetve a tul tag definialas ellehetetleniti
a téri feladatok, problémak megfeleld osztalyozasat, €s nehezitheti a mérési, és

fejlesztési folyamatokat.

Figyelembe véve (€s Osszegezve) a fentebb targyalt megkozelitéséket téri
képességen tehat a két- és haromdimenzios alakzatok észlelésének és az
észlelt informacid, targyak és viszonylatok megértésének és problémak
megoldasara valé felhasznalasanak képességét értjiik. Ez a meghatarozas

megfeleld alapot nyujthat a térszemlélet vizsgalatahoz.
2.2. A téri képességek mérésérol

A téri képességek vizsgalatanak kezdete a 20. szdzad elejére tehetd, szoros
Osszefliggésben 4ll a matematikai statisztika €és a pszichologiai méréselmélet
fejlodésével. Az értelmi képességek vizsgalatara iranyul6 elsé munka Alfred
Binet ¢s Theodore Simon nevéhez flizddik. 1905-ben publikalték intelligen-
ciatesztjiiket, melynek célja tobbek kozt az intelligenciat, illetve a személyisé-
get meghatarozo6 tényezok vizsgalata volt. A mérések szempontjabdl is érdekes
lehet kiemelni Charles Spearman 1904-ben tett felvetését, miszerint mindenki
rendelkezik egy g-intelligenciafaktorral (general intelligence factor), és egy s-
intelligenciafaktorral (special intelligence factor). Horvath Gyorgy 1991-es

munkdjaban ismerteti az ezzel kapcsolatos tovabbi tudnivalokat.

Az elso, kifejezetten a vizualis-téri képességek mérésére iranyuld mérdesz-
koz Stanley Porteus nevéhez flizddik, aki 1915-ben publikalt egy itvonal meg-
keresésével kapcsolatos feladatot vizsgalati célokbol (utveszto-feladat). Ezzel
parhuzamosan az I. Vilaghdboru alatt mar hasznaltak a katonak részére cso-
portos intelligencia-méré eszkozoket, melyeknek egyik részprobaja egy koc-
kaszamolasi feladat volt (példaul hany téglat tartalmaz az a téglarakas, mely-

nek csak 3 oldalat latjuk).



Az ezt kdvetd 20 évben nagy eldrelépés tortént olyan mérdeszkozok kidol-
gozasaban, melyek elsé sorban a téri képességek mérésére iranyulnak. 1935-
ben Koussy Anglidban végzett vizsgalataban 28 tételes tesztet alkalmazott, és
ez alapjan identifikalt egy ugynevezett k-faktort, mely a Spearman-féle s-in-
telligenciafaktor részcsoportja €s ,.tartalmazza a vizualis téri képzelet haszna-
latat és az azt eldsegitd képességet”. Ez gyakorlatilag a téri percepciot (téri
kapcsolatot felfogasa, meghatarozasa) jelenti. Koussy kovetkeztetését tobb ra-
kovetkezé vizsgalat is alatamasztotta [Kurt Gottschaldt 1926; Macfarlene
Smith, 1938].

A k-faktor a faktoranalitikus kutatasoknak [Guilford és Zimmermann 1948,
Michael és mts. 1957, French és mts. 1963, Shepard és Feng 1972, Ekstrom és
mts. 1976] koszonhetden kiegésziilt tovabbi faktorokkal, illetve lehetséges al-
faktorokkal. Mark McGee (1979) példaul két, konzisztensen elkiilonithetd téri
képességet azonositott: vizualizacios €s orientacios téri képességek. Ez szoros
parhuzamba allithato Eliot rekognicios €s manipulacios téri képességeivel (a
rekogniciot McGee orientécios faktorahoz, a manipulaciot pedig a vizualizaci-
6hoz hasonloan definialhatjuk). A fentebb emlitett kutatasok soran azonositott
téri képesség-0sszetevok tekintetében nem teljes az egyetértés. Lohman (1979)

szerint ennek kiulonbozo okai lehetnek:

e az eltéré modszer eltérd faktorstrukturahoz vezethet,

e bizonyos paraméterek torzithatjak az addig kialakult faktorstruktarat
(sebesség, pontossag, feladat-komplexitas),

e a kapott faktorok szamat és természetét a kiilonbozo tételsorok Ossze-

allitasa is befolyasolhatja.

A faktoranalitikus mddszerek eme tulajdonsdgaibol adodd problémakat
probalta Lohman feloldani, amikor az addigi korrelacids vizsgélatokat (0ssze-
sen 35) bizonyos eljarasokkal (hierarchikus faktormodszer, tobbdimenzids
skalazas) ujraértelmezte. Lohman 3 faktort és néhany alfaktort allapitott meg:
vizualizacio, orientacio, téri relaciok, mint fobb faktorok, és példaul keresés,
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vizualis emlékezet, mint alfaktorok. A vizualizaci6 a legéltalanosabb faktor, és
mint ilyen, a leglassabb, legbonyolultabb tételekre vonatkoztathatjuk. A téri
orientacid az a képesség, amely segitségével el tudjuk képzelni, hogy egy
targy, vagy téri elrendezés milyen latvanyt nyujt a nézépont-valtoztatast kove-
tden. A téri relaciokat Lohman a geometriai transzformaciok mentalis végre-

hajtasadhoz sziikséges képességként hatarozta meg.

Lohman eredményeire épitve Carroll (1993) 6t faktort allapitott meg: vizu-
alizacio, téri relacid, bezarasi sebesség, zarasi hajlékonysag, perceptudlis se-
besség. Az utolsé harom faktor gyakorlatilag az észlelési és emlékezeti ténye-
z0k leirasara szolgéalhat. Eliot ugy hivatkozik az ilyen jellegli tesztekre, mint
emlékezeti ¢és felismerési tesztek (példaul: Thurstone Rejtett abra tesztje,
McQuarrie Masolas tesztje, Witkin Bedgyazott forma tesztje), megkiilonboz-
tetve azokat a komplexebb vizualizdcids-manipulacids téri képességeket mérd
tesztsoroktol (Papirhajtogatas teszt, Feliiletatalakitas teszt, Stumpf-Fay kocka

teszt, Olson-Eliot-Roach Téri dimenzionalitas tesztje).

Meg kell jegyezniink a fentiek alapjan tehat, hogy nincs egységes, mindenki
altal elfogadott faktor-modell, viszont minden emlitett erre irdnyuld torekvés
kozelebb visz minket a célhoz (a téri képesség komponenseinek korrekt iden-
tifikalasa). Az 1990-es évek kdzepétdl napjainkig folyo, erre iranyulod kutata-
sok [Norman, 1994; Maier, 1994 és 1998; Sorby, 1999; Séra, Karpati, Gulyas,
2000 és 2002, Alias, Black, Gray, 2002; Kwon, 2003; Lajoie, 2003; Potter és
van der Merwe, 2001; Woolf, Romoser, Bergeron, Fisher, 2003, Wang,
Chang, Li, 2006; Contero, 2006; Gorska és Sorby, 2008; Toth, 2014] mar t6bb-
valtozos statisztikai eljarasokat hasznalnak, melyek eltérd felépitésti modellek-
hez vezetnek, de nem rengetik meg alapjaiban az eddig targyalt megkozelité-
seket, s6t az eddigiekkel 6sszhangban dllnak. Fontos kiemelni a pszichometriai
és intelligenciakutatasokon tal az ezzel kapcsolatos napjainkban is zajlo neu-
rologiai kutatasokat is [Motes, Malach, Kozhevnikov, 2008, 2014]. A téri fel-

adatok, problémak megoldasa soran figyelemmel kisérték az agyi aktivitast is,
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¢s ezek alapjan neuralis folyamatok szempontjabol két jol elkiilonithetd faktort
azonositottak: téri vizualizacid és objektum-vizualizacio. A téri-vizualizacio-
nal vizsgaltak a helymeghatarozast, mozgast, transzformaciokat és téri relaci-
okat. Az objektum-vizualizacié faktorhoz a kovetkezd folyamatok tartozhat-
nak: objektum szine, anyaga, alakja, mérete. Ez az eredmény parhuzamba al-
lithato a fentebb targyalt faktor-modellekkel, ugyanis az objektum-vizualiza-
ci6 példaul a perceptudlis, rekognicids képességekre utalhat, a téri-vizualiza-
cios képesség pedig gyakorlatilag megegyezik az eddigi modellekben szerepld
fofaktorral.

A tesztelméletbdl ismeretes, hogy fontos tisztaban lenniink a hasznalt teszt
kiilonboz6 7josag”-mutatdival, melyek alapjan eldonthetd, hogy a teszt valo-
ban a megfeleld, mérni kivant képességeket mérte-e (validitas), és azt helyesen
tette, azaz megismétlése soran varhatdéan hasonld eredmények sziiletnek (relia-
bilitas).

Jelenleg (2015) valamivel tobb, mint 400 teszt all rendelkezésiinkre [Eliot
¢s Smith, 1983; Séra, Karpati, Gulyas, 2001]. Az 1. tablazat a téri képességek
mérésére iranyuld ismertebb tesztek leirasat, és azokhoz tartozé (nagymintas
mérések soran kapott) megbizhatosagi mutatokat tartalmazza [Ekstrom és

munkatarsai nyoman, 1990; Roach, 1993]:

Teszt Leiras Kihez kot- Vizsgalt Reliabilitasi
het6 minta korosz- egyiitthato
talya (év) (Cronbach-
alfa)
Rejtett A feladat eldonteni, hogy 5 | Gottschaldt, | 17-20 0,83
forma megadott geometriai alakzat | Thurstone
koziil melyik van elrejtve egy
komplex abraban.
Masolas Minden tétel egy négyvona- | MacQuarrie, | 19- 0,84
las geometriai abra és egy | Thurstone
pontokbol all6 négyzethalo.
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A feladat az abrat atrajzolni a

pontokra.

Kocka 6sz- | El kell donteni, hogy azonos | Thurstone 19- 0,80
szehasonli- | vagy kiilonb6z6 kockak van-
tds  (SDT?! | nak feltiintetve a rajzon.

egy valto-
zata)

Forma 6sz- | El kell donteni, hogy 6t rész- | Ekstrom 18-22 0,81
szeillesztés | b6l melyek illeszthet6k Gssze

egy elére megadott formara.

Kartyafor- | Mindegyik abra egy szabaly- | Thurstone 17-19 0,87
gatas talan alakzat. Meg kell allapi-
tani, hogy hat egyéb, elforga-

tott rajzbol melyek azonosak.

Papirhajto- | Papirlap egymas utan kovet- | Thurstone 18-23 0,79
gatas kezd hajtogatasok sorozata.
Az utolsé hajtas atlyukasztott
helyet mutat, és ez alapjan
kell megallapitani a lyuk el-
helyezkedését a kovetkezd

hajtast kdvezden.

Feliilletki- | Milyen test kiteritett palastja | Thurstone 18-23 0,91
alakitas lathato a rajzon.

(SDT)

Mentalis Tiz kockabdl allé térbeli ob- | Vandenberg, | 14-30 0,88
forgatas jektum kiilonb6z6 szdgben | Kuse

(MRT) elforgatott valtozataibol ki

kell valasztani egy megadott
minta képzeletbeli elforgata-

saval azonos mintakat.

1 SDT: Surface Developing Test, axonometrikus kép parositasa a testhez tartozé megfeleld
haloval.
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Mentalis Testet metszve egy sikkal | College Ent- | 15-30 0,81

vagas meg kell allapitani a sikmet- | rance Exami-
(MCT) szet-alakzatot. nation Board
(1939)
MRT MRT kizarélagosan horizon- | Eliot, Price 15-23 0,87
Eliot-Price | talis és vertikalis forgatisra
korlatozva.
Perspekti- | Osszetekert drétot tartalmazé | Stumpf-Fay | 18-23 0,80

vak teszt atlatszo plasztik kockak kép-
parjair6l eldontendd, hogy
milyen perspektivanak felel-

nek meg.

1. tiblazat Ismertebb papir-ceruza alapt tér-tesztek reliabilitas-mutatéi (forrds: Kar-
pati-Gulyas-Séra: A térszemlélet, 30. 0.)

A 0,79 és 0,91 értekek kielégitdnek mondhatok az adott korosztalyra nézve.
Ezek az értékek szoros kapcsolatban allnak bizonyos eldre jelzd érvényességi
vizsgalatokkal is [Holzinger és Swineford 1946, Smith 1946 és 1964, Ghiselli
1973, McGee 1979]. A vizsgalatok szerint a téri tesztek alkalmasak példaul
geometriai, matematikai, kémiai, miiszaki, illetve milivészeti 4gon torténd eld-
menetelek sikerességének jelzésére. Haanstra 1994-ben ismertet egy Flanagan
¢s munkatarsai altal végzett longitudinalis vizsgélatot, mely a (relidbilis és va-
liditalt) téri tesztek mérési képességeinek tulajdonsagairdl szol. Eszerint a jo
téri képességii fiuk nagyobb valoszintiséggel valnak €pitéssz¢, mérnokke, vagy
orvossa. Noknél az emlitett tulajdonsag matematikatanari, gyogytornaszi vagy
képzémiivész palyak eldrejelzdje lehet. A tesztben részt vevoket késobb (2, 5,
15 év elteltével) felkeresték, és a késobbi tanulmanyok, képzettség és foglal-
kozas szempontjabol valoban jo elérejelzést adtak a téri tesztek eredményei.
Shea, Lubinski és Benbow 2001-ben publikalt elemzéseibdl kideriil: ,,Az in-
tellektualisan tehetséges serdiilok jobb téri, mint verbalis képességekkel valo-
szintibben talalhatok meg a mérnoki és szamitogép-tudomany-matematika te-

riletén, mig azok, akik forditott képességmintaval rendelkeznek, hajlamosak,
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hogy a tarsadalomtudomanyok, a biologia, az orvostudomany és a jog felé von-

z6djanak.”

Osszegezve és kiegészitve a fentebb irtakat tehat valaszt kaptunk a térszem-

1élet mérésével kapcsolatos fontosabb kérdéseire:

e Miért kell mérniink a téri képességek fejlettségét?

©)

képet kapjunk a tanuldink aktudlis allapotardl, ezzel eldsegitve
a nevelési-oktatdsi folyamatokat (motivacids bazis kialakitasa,
hianyossagok potlasa...)

matematikai teljesitmény eldrejelzése (Julia Sherman szerint a
téri képesség volt az egyik, meghatarozo tényezd, mely 9. 0sz-
talyos korban szignifikansan josolta az 1-3 évvel késobbi mate-
matikai teljesitményt)

¢letpalya eldrejelzése

tehetséggondozas (tehetségek identifikalasa, tehetségkeresési
eljarasok komponense lehet)

hatranyos helyzetii tanulok nevelési-oktatasi folyamatanak el6-
segitése (serdiilok tovabbtanulasi iranyitasa)

kiemelt kutatasi teriilet a perceptudlis folyamatok elégtelen mii-
kodésének vizsgalata céljabol (diszlexia, diszgrafia és a disz-

kalkulia azonositasa)

e Mit kell mérniink a téri képességek kapcsan?

o

a tobb, jelenleg hasznalatos faktormodellek koziil érdemes ke-
vés fofaktor-szammal (2 vagy 3 féfaktor) rendelkezd modellt
valasztani, ellenkez6 esetben a mérni kivant metszet tal tag
a téri képesség, mint kompetencia altal meghatarozott teriilete-
ket (ezeket tudjuk majd transzferalni a faktormodellbe alkom-
ponensekként, részképességekként)

» Térabrazolasi rendszerek ismerete (sikban)

= Térbeli helyzet érzékeltetése (sikban)
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Térérzékelés, térészlelés

Téralakitas-tervezés, konstrualas (sikban €s térben)
Térbeli tajékozodas

Tér rekonstrualasa

Az elemek elrendezésébdl adodo térérzetek abrazolasa
(pl.: egyensuly, ritmus)

Térbeli formak abrazolasa képzeletbdl és latvany alap-
jén, sikban ¢és térben

Térbeli strukturak, szerkezeti felépitések értelmezése:
metszet, makett, modell készitése

Tér redukalasa, absztrahalasa

Iddben valtozé térélmények abrazolasa (mozgas)

e Milyen médszerekkel mérhetjiik a téri képesség fejlettségét?

o hagyomanyos modszerek:

papir-ceruza alapu tesztek
Perspektivikus abrazolas
Gipszontvény masolas

Alaprajz, metszet készitése

o modern modszerek

2 dimenzids non-immerziv modszerek (dinamikus, in-
teraktiv, online tértesztek hagyomanyos hardver-eszko-
zokkel tamogatva)

2 dimenziés immerziv médszerek (dinamikus, interak-
tiv, online tértesztek monitoron 3D-s szemiiveggel, egér
helyett madarral)

3 dimenzids immerziv moédszerek (virtualis valosag si-
sak, kesztyli, példaul Harvard Mental Imagery Lab:
SAT és PPT tesztek)

A modern moédszerek esetében (2004-t6] szamitando) jelenleg nincs még

standardizalt tesztsor, illetve hozza tartozé kidolgozott mérési metddus, igy az
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5. fejezetben targyalt oktatasi kisérletiinket is egy hagyomanyos, standardizalt

papir-ceruza alapt mérésre fogjuk alapozni.
2.3. A téri képességek fejlodése és fejleszthetosége

Kifejezetten a térészlelés fejlodésével jelentdsebb mértékben csupan az
1960-as évektol kezdtek foglalkozni, aminek oka a pszicholdgia irdnyanak val-
tozasa, a kognitiv pszicholégia kialakuldsa [Séra, Karpati, Gulyas, 2002].
Megerdsodik tehat az igény, hogy az emberi megismerd folyamatokrol részle-

tesebb képet kapjunk az eddig ismertnél.

Téri képességek fejlodését tekintve (mint barmilyen képesség esetén) meg
kell kiilonboztetniink két tipust: a spontan, természetes fizikai/szellemi fejlo-
déssel jaro fejlodés €s a céliranyos, iskolai szintert fejlodési lehetdség. A spon-
tan fejlodés okai lehetnek tobbek kozt a tarsadalmi konvencidk, illetve talélési
stratégidk elsajatitasa (Karpati, 2013). A spontan zajl6 téri képesség fejlodési
modellje 6sszefiiggésben allhat a Piaget és Inhelder (1956, 1960, 1971) felfo-
gasa szerinti altalanos értelmi fejlddési modellel (mint annak egy specialis
megkozelitése). A 2. tablazat mutatja a Piaget-féle négy fejlodési szakaszt, és

a hozzajuk tartozo téri-szervezddési szinteket:

Eletkor Altalanos értelmi fejlédés A téri szervezodés
szintjei

0-2 év érzékszervi-mozgasos szakasz érzékszervi-mozgasos tér

2-7 év miveletek  eldtti  gondolkodas | miivelet el6tti tér
szintje

7-12 év konkrét  gondolati  miiveletek | konkrét miiveleti tér
szintje

12- ¢év formalis  gondolati  miiveletek | formalis miiveleti tér
szintje

2. tablazat Piaget modellje a téri megismerés fejlodésérol az altalanos értelmi fejlédés-

sel osszefiiggésben

M¢élyebb 6sszefiiggésben Eliot (1987) nyoman irja Séra (2002, 40. 0.): ,,A

téri gondolkodast a téri relaciok harom osztalya alakitja: topologiai, projektiv
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¢s euklideszi viszonyok. A haromféle téri tartalmat eltérd tulajdonsagok jel-
lemzik. A modellben a képzelet- a belsé mentalis kép, amely viszonylag késén
jelenik meg az interiorizalt utanzas termékeként- a téri reprezentacio lényeges
Osszetevdje. A képzeleti tér kialakulasat megeldzi az észleleti tér kialakulésa.
A fejlédés a szervezddés szintjében, a téri relaciok tipusaban, a reprezentacios
modban (mozgasos, ikonikus és szimbolikus), a referencia rendszerben (ego-
centrikus, rogzitett és koordinalt) és a topgrafikus reprezentacioban (mentélis
térkép) parhuzamosan alakul.” Ezt tekinthetjiik a kiilonb6z6 megkozelitések
(példaul a Brunner-féle reprezentacids elmélet) 6sszehangoldsanak is, feltéte-
lezve az ¢letkori szakaszolasok bizonyos mértéki flexibilis kezelését (elkép-
zelhetd, hogy egy varhatoan 15-16 éves korban kialakul6 bizonyos téri képes-
ségkomponens csak késve, 18-19 éves korban jelentkezik, vagy egyaltalan
nem is fog kialakulni egy emberben). A fentebb idézett Gsszefiiggéseket jol
prezentalja a gyakorlatban, ha példdul megtekintiink, elemziink kiilonb6z6
¢letkorban rajzolt gyermekrajzokat (2. dbra). Teljes bizonyossaggal kivehetok
rajta a kisgyermek korban hasznalt topologikus terek (2. dbra 2. rajza), vagy
éppenséggel a serdiilékorban kialakulé perspektiva megjelenése (2. abra 5.

rajza).

2. abra Kiilonbo6z6 életkorban késziilt gyermekrajzok (forras: Karpati, A.: Bevezetés a

gyermekrajz fejlodésének vizsgalataba, eléadas, 2005)
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A szenzomotoros (érzékszervi mozgasos) szakaszban a gyermek targyterét

a formék belsd tulajdonsagai uraljak:

e kozelség,

o clkiiloniiltség,

e szomszédossag,
e hatarolas,

e befogas,

e zartsag,

e folyamatossag.

Mivel ez a tipusu észlelés nélkiilozi a mértéket, perspektivat, igy beszélhe-
tiink ebben a szakaszban topologikus térészlelésrél. Piaget szerint a kétéves
kor kornyékére tehetd a targyallanddsag (a targyak tdliink fliggetleniil 1étez-
nek, a targy helye fiiggetlen a megkdzelitési iranytol), illetve az érzékszervek
Osszehangolodasa kovetkeztében az informaciok Osszehangolasa (alakkons-

tancia, nagysagkonstancia).

Kétéves kor folott a gyermek jelét adja annak, hogy képes belso reprezen-
tacidkat kialakitani a térrdl (ezek még nem szimbolikus reprezentaciok). A tér-
ol szerzett gyakorlati tudasa révén kisebb, ismertebb teriileten mar képes tajé-

kozodni.

Hétéves kor kornyékén a gyermekek tobbsége konkrét észlelési tapasztala-
tok alapjan alakitja a térismeretét. Tisztaban vannak a topologiai viszonyokkal,
de a sajat cselekvésiiket nem tudjak még elképzelni mas nézépontbol. Az igy
indulo6 3. szakaszban a gyermek folyamatosan szerzi meg a konkrét miiveleti
¢s a mentalis manipuldcidhoz sziikséges készségeket. Tizenkét éves koraig fo-
kozatosan eljut a targyak sokféle nézetbdl valo elvonatkoztatdsdhoz (projektiv
tér és euklideszi-tér parhuzamos fejlédése). Kisiskolds korban, a kiilonb6zo
targyhelyzetekhez tartozd nézopontvaltasokkal parhuzamosan alakul az iranyi-

tottsag, iranyitasi képesség is [Herendiné-Konya, 2007].
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Tizenkét éves kor kdrnyékén kezd kialakulni a piaget-i euklideszi-metrikus
tér egyik fontos alapkove, a vizszintes és fliggdleges fogalmak megfeleld al-
kalmazasa. A dontott poharas kisérlet- egy henger alaku pohar asztalra helye-
zését kovetden megdontjiik, és a viz helyzetét kell berajzolni- sorén a viz szint-
jét a gyerekek gyakran a pohar tengelyeinek alapjan itélik meg (a kutatasokban
ellendrizték a megfeleld szavak megértésének szintjét is). A kisérletben a job-
ban teljesitdk aranya kis mértékben novekszik hétéves kortol, majd 11-13 éves
korban gyorsabb litemii a ndvekedés [Piaget és Inhelder 1956; Hoben és Lo-
haus, 1993; Mag, 1995]. 11-13 éves kor kornyékén tehat kialakul az euklideszi
vonatkoztatasi rendszer alkalmazasanak képessége, mely alapot fog nyujtani a
késobb (15-16 év) kialakulo, euklideszi metrika és a referenciarendszer egytit-
tes koordinalasahoz (példaul a perspektivikus latdsmod, abrazolasmod kiala-

kul4sanak lehetdsége).

Az 1. diagram szemlélteti a kognitiv képességek spontan fejlodési litemeét
az életkor eldrehaladtaval [ Thurstone 1955; Carroll 1993]. A gyerekek egyre
ligyesebben oldanak meg kiilonbozd tipust (szobeli, térbeli, emlékezeti) fel-
adatokat. Az észlelési sebesség példaul mar egy felndtt teljesitményének 80%-
a 12 éves gyerek esetén, a verbalis képesség viszont 60% kornyékén mozog
(ezért is fontos a teszteket ugy Osszedllitani, hogy a teszt szovege jol érthetd,
egyértelmii és kizardlag ismert kifejezéseket tartalmazzon az adott életkorra
nézve, kikiiszobolve ezzel az esetleges instrukcid-értelmezési problémakbol

adodo helytelen kovetkeztetéseket).
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1. diagram Thurstone elsodleges mentalis képesség tesztjeinek fejlodési gorbéi (Carroll,
1993, 665. 0. nyoman). P: észlelési sebesség, S: térbeli, N: szamolasi, M: emlékezet, V:
szébeli, W: beszédfolyékonysag.
Az életkori kiilonbségek vizsgalata soran a kognitiv fejlettségen tal egyéb
fontos befolyasolo tényezdk is hatassal vannak a térlatas spontan alakuldséra:

nem, altaldnos intelligencia, mentalis képzeleti komponens, tapasztalatok.

A vizualis mentalis képzelet komponens vizsgalata soran kimutathato, hogy
a gyerekek jobban tamaszkodnak a képzeteikre, mint a felndttek. Stephen
Kosslyn és munkatarsai (1990) a Piaget-féle szakaszok mindegyikébdl vizs-
galtdk gyerekek képalkotasi, képfenntartasi, képletapogatasi és forgatasi ké-
pességeit. Az eredmények azt mutattak, hogy az emlitett képességek koziil csu-
pan a képfenntartasi folyamatban nem volt ¢letkori kiilonbség, a tobbinél vi-
szont befolyasold tényez6 az életkor (gyorsabb a megoldas példaul). Ez alata-
masztja azt a megallapitést, hogy a képzeleti folyamatok mar a Piaget-féle ma-

sodik szakaszban fliggetlenek.

Erdemes még kiemelni életkori sajatossagok szempontjabol a mentalis for-
gatdssal kapcsolatos eredményeket. Piaget és Inhelder (1971); Marmor (1975,
1977); Kerr, Corbit, Jurkovic (1980); Dean (1983); Kail (1985) és Dosa (2000)
eredményei alatdmasztjak a mentalis atalakitasi képesség ¢letkorral valo javu-

lasanak tényét (ez elsdsorban a gyorsasagra értendo).
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Az 1970-es évek elejétdl a pszichologusok kutatjak a nemi kiilonbségekbdl
adodo kiilonbozd képesség-fejlodéseket. Kimura 1999-ben irt 6sszefoglaldja
alapjan ezek a verbalis, matematikai, mozgasi, észlelési, téri teljesitményekre
kiterjedo kutatasok nem csupan a nemek kozott kiilonbségek, hanem az azonos

nemiiek kozotti egyéni kiillonbségek feltarasat is szolgalja.

Az elemzések azt mutatjak, hogy a kétdimenzids mintak feldolgozasaban a
nemek kozotti kiilonbségek elhanyagolhatoak, viszont a haromdimenzids ma-
nipulaciot igényld (példaul téri tdjékozodas), és mozgast tartalmazo problémak
esetében (nagyobb tavolsagra 1évé objektumok méretének, sebességének meg-
hatarozasa, becslése, példaul gépjarmii vezetése esetén) a férfiak elonye jelen-
t6s [Voyer, 1995]. Ez az elény Johnson és Meade (1987) kutatasai alapjan mar
10 éves korban érzékelhetd, és egészen felndttkorig tart [Law, 1993]. Beannin-
ger és Newcombe (1989) szerint gyakorlas hatdsara a képességek javulnak, de
a nemek kozotti kiilonbség mértéke nem csokken jelentdsen. Ezt hazai kutata-

sok is alatamasztjak [Németh, Hoffmann, 2006, 2007].

A téri képességek eddigiekben targyalt spontan fejlddési menetét fontos is-
merniink, hiszen ez hatdrozza meg szamunkra a fejlesztési lehetdségek bazis-
rendszerét (stratégidk, modszerek, eszkozok) az adott nevelési-oktatasi kor-
nyezetben, és alapot nyljt az eredményesség vizsgalatanak lehetdségére egy-

arant.

Az el6z6 alfejezetekben (2.1., 2.2.) lathattuk, hogy a térszemlélet komplex
képességesoport, melynek fejlesztése kizarolagosan céliranyosan €s a részké-
pességekre vald koncentralassal valosithaté meg. Séra (2002, 81. 0.) irja: ,,[...]
a legtobb vizudlis nevelési program nem éri el a megfeleld eredményt— elso-
sorban azért, mert nem fokuszal, a képességnyalabot egyszerre akarja fejlesz-

teni.”

A tudatos, céliranyos fejlesztést természetesen az €letkori, nemi kiilonbsé-
gek (és esetleg egyéb egyedi tényezdk) sajatossagainak figyelembevételével
kell tenniink, mely soran hagyomanyos ¢s modern eszk6zok széles tarhaza all
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rendelkezésiinkre. A hagyomanyos eszk6zok kozé soroljuk példaul a mar 6vo-
daban ¢és kisiskolas korban is hasznalatos épitékockakat, formaillesztoket,
gyurmat, origamit, Lego-t, illetve a késdbbi id0szakban a mértani testek tanul-
manyozasa, modellezése, testek és haloik azonositasa, a valosag szemléltetése
valésagkozeli feladatokon keresztiil, térbeli transzformaciok vizsgalata stb. je-
lenti a hagyomanyos fejlesztési utat. Modern eszk6zok korébe tartoznak a sza-
mitdégéppel tamogatott oktatasi kdrnyezetek. Ilyen lehet példaul egy szoftver
hasznalata (Active Inspire, DGS, részletesebben 2.4 fejezetben), multimédias
kornyezetbe adaptalt tananyagok (feladatok, szemléltetd abrak), e-learning,
virtual mentoring stb. Katona (2012) 6sszefoglalta a szamitogép lehetséges

szerepeit a tanulasi-tanitasi folyamat sordn:

e atandr el6készitd munkajat segitd eszkoz
o pontos és dinamikus szerkesztéeszkoz

o dinamikus abrakészitd eszkoz

(@]

prezentacio készitéséhez hasznalhatd eszkoz

(@]

feladatgenerator
o adatbazis, informacioforras
o oktatdsmenedzser
e atanar orai munk4jat segitd eszkoz
o dinamikus modellezd, kisérletezO, szimulacios rendszer szem-

1éltetéshez, és kisérletezéshez

(0]

pontos ¢és dinamikus szerkesztéeszkoz
o multimédias tudaskozvetito, ismeretk6z10, vetitdeszkoz
o adatbazis, informacioforras
o aszamonkérés eszkoze

e atanuld 6rai munkdjat segitd eszkoz
o dinamikus modellezo, kisérletezo, szimulacios rendszer
o problémamegoldasi segédeszkoz
o adatbazis, informacioforras

o pontos és dinamikus szerkesztdeszkoz
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e az 6nallo tanulast segitd eszkoz:
o multimédias tudaskozvetito, ismeretk6z16 eszkoz
o problémamegoldasi segédeszkoz
o dinamikus modellez0, kisérletezo, szimulacids rendszer
o pontos ¢és dinamikus szerkesztéeszkoz
o tudasszintméro eszkoz
o adatbazis, informaci6 forras

o tanulasmenedzser

Természetesen az optimalis fejlesztési irany a két lehetdség egymast tdmo-
gatd otvozése. A fejlesztés nem csupan a matematikai tanorak feladata, a ké-
pességrendszer interdiszciplinaris jellege miatt mas tanorak keretei kozott is
fejlesztésre keriilhet a térszemlélet (néhany példa: fizika: csillagaszat, kémia:
atomok, molekulak szerkezeti felépitése, ezekbdl adodo tulajdonsagok vizsga-
lata, foldrajz: térképismeret, torténelem: harctéri viszonyok elemzése a teriilet
topografiai sajatossagai szempontjabol, testnevelés és sportjatékok). Ezeken
kiviil ,,a téri gondolkodas szerepe a vizualis miivészetekben magatol értet6dd”

[Gardner, 1983].

Az eszkozok alkalmazasanak hatékonysaga a fejlesztés soran fiigg az alkal-
mazott modszerektdl/stratégiaktol is: a lehetd legmegfelelobb helyen és ido-
ben- alkalmazkodva az egyéni életkori és egy¢eb kiilonbségekhez (differencial-
tan)- alkalmazzuk tudatosan, céliranyosan, koncentraltan a megfelel6 eszkozt.
Ezt természetesen nem egyszerli megvaldsitani, a tovabbiakban nézziink né-

hany erre vonatkozé kutatasi eredményt.

A gyakorlas (és ezzel egyidejiileg a tapasztalatok bdvitése) fontos alapkove
a képességek fejlesztésének (mint az ¢let minden teriiletén). McGee megalla-
pitasa (1979) antropologiai adatokat értékelve a kovetkezd: ,,ha a tapasztalatai
tényezok jelentdsek a kiemelkedd téri képességek kialakuldsaban, elvarhatjuk,

hogy a gyakorlas megfeleld téren javulast eredményez a téri vizualizacié €s az
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orientacio tesztjeinek teljesitményében”. Lean kutatdsi eredményeire tdmasz-
kodva 1981-ben megerdsiti McGee allaspontjat: ,,A bizonyitékok [...] jelzik,
hogy ezek a valtozatos téri készségek megfeleld tapasztalatokkal gyakorolha-
tok”. Eliot fogalmazza meg 1987-ben, hogy nem vilagos az addigiak alapjan,
hogy pontosan milyen tipusu gyakorlas lenne hatékony, vagy hogy atviheto-e
az egyik feladat gyakorlasa egy masik tipusu feladatra. Ezek alapjan igyekszik
stirgetni az olyan jellegli kutatasokat, melyek feltarhatjak (mind a gyermekek,
mind a felndttek szdmara egyarant) a téri képességek fejlesztésére szolgalo leg-

hatékonyabb modszereket.

A 3. tablazatban lathatunk néhany pedagdgiai kutatast a téri-vizualis képes-
ség fejleszthetdségre vonatkozoan (iddrendi sorrendben), melyek a fejlesztd
tevékenységek pozitiv hatasairdl szamolnak be. A tevékenységek alapjan ké-

pet kaphatunk a kiilonb6z6 gyakorlasi irdnyokrdél, modszerekrol.
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Ki(k)hez fiizédik Korcsoport Tevékenység

Faubian és mts., 1942 | egyetemistak Miszaki rajz gyakorlasa a kotelezd kereteken
tul.

E. H. Brinkmann, | 8. osztaly Matematika orak kozé iktatott 3 hetes Oninst-

1966 rukciés program. Geometriai idomok megkii-
16nboztetésének, mintak hajtogatasanak, kiva-
gott idomok mintaival valé6 manipulaciés gya-
korlasa.

Vandenberg, 1975 6. osztaly Modellépitési tréning.

Connor, Shackman és | 6 évesek Beagyazott idomokkal valo gyakorlas.

Serbin, 1978

McColsky, 1979 13 évesek 14 foglalkozasos modellezési tanfolyam.

Rowe, 1982 7. osztaly 20 oras (heti 1 kiilonora) gyakorlds, melynek
soran két-, illetve haromdimenzi6és gondolko-
dast és képzeleti manipulaciot igénylo feladatok
gyakorlasa tortént.

Stericker és LeVes- | egyetemistak Beagyazott forma teszttel, €s mentalis forgatasi

conte, 1982

tesztekkel, illetve kézzel forgathaté modellek-

kel valo gyakorlas.

Gardner, 1983

altalanos  is-

kola

Projekt-modszer bevezetése, hasznalata a vizu-

alis alkoto képesség vizsgalatara.

Lord, 1985

alsdéves egye-

temistak

14 héten keresztiili heti 30 perces gyakorlas,
melyek soran tobbnyire térbeli objektumok
mentalis metszése, és a metszet lerajzolasa volt

a cél.

Gagnon, 1985

altalanos és

A videojatékok hatasainak vizsgalata a téri-vi-

kozépiskola- zualizacios képességek fejlodésében.
sok
Lajoie, 1986 egyetemistak | Ortografikus rajzolas szamitogéppel vald timo-

gatésa.
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Karpati, 1992 7-12 évesek Leonardo program. Ot alternativ rajztanterv ki-

probalasa.

Mayer és Sims, 1994 féiskolasok Multimédias tanulasi kisérlet. A hallgatok egy-
idejiileg kaptak szamitdgépes animaciot és szo-

beli leirast az adott tananyagokhoz.

Kovacs és Hoffmann, | egyetemistak Sajat készitésti szoftverrel a Monge-projekcid

1997 szemléltetése.

Salat, 2001 12-13 évesek 4 hoénapon keresztiil, heti 3 o6ra. Tiikr6zés,
konstrukci6, hajtogatas, lebontds, forgatas,

transzlacio, darabolas.

Herendiné-Konya, kisiskolasok 10 hetes kurzus beiktatasa, alkalmazkodva a
2007 matematika tantervhez.
Casey és mtsi., 2008 4-6 évesek Eligazodas gyakorldsa haztombdoket tartalmazo

térkép segitségével.

Nagy-Kondor, 2010 mérndkhallga- | DGS (dinamikus geometriai rendszer) bevonasa

tok az oktatasba.
Dominiak ¢s Wienme- | kdzépiskola- Sportjatékok és tanc tréning beiktatasa az okta-
yer, 2015 sok tasba.

3. tablazat Téri-vizualis képesség fejleszthetdségére vonatkozé pedagégiai kutatasok
A pedagogiai kisérleteken tul szamos pszicholdgiai-laboratoriumi vizsgalat
is ismert. A vizsgalatok a téri probléméak megoldasa soran hasznalatos straté-
giai eljarasokra irdnyultak. Kyllonen, Lohman és Slow 1984-ben végzett vizs-

galataik alapjan harom kiilonb6z0 megoldasi stratégiat vizsgaltak:

e clemzd és lépésenkénti Osszehasonlitasi folyamatokra dsszpontositd
stratégia,

o egészleges stratégia parhuzamos dsszehasonlitasi folyamatok hangst-
lyaval,

e visszajelzés alkalmazdsa (a probléma bemutatdsaval és a pontos meg-

oldasok megadasaval).
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Kisérletiikkel igazoltak, hogy a téri-képességek fejlettségének szintje meg-
hatérozza a téri problémdk megoldasa soran alkalmazott stratégidkat, sot a ta-

nulasukat is eltéré modon befolyasoljak.

Ekstrom, French, Harman és Dermen 1990-ben hasonlé eredményre jutot-

tak a vizsgalataik soran. Harom csoport harom kiilonb6z6 felkészitést kapott:

e vizualizacios és verbalis felkészités (az elemz6 stratégianak megfelel-
tetheto feltételek biztositasa),

e csak vizualizacios felkészités (némafilm, egészleges stratégia alkalma-
z4sa),

e a csoport tagjai megkaphattak a megoldasokat, és 6sszehasonlithattak

valaszukat a pontos modellel.

Megallapitottak, hogy akik alacsony verbalis €s téri-képességekkel rendel-
keznek, azok esetében nagy segitség volt a visszajelzés. Akik az eldzetes mé-
rések alapjan mind verbalis, mind téri képesség tekintetében magas pontsza-
mot értek el, képesek voltak a stratégiajukat a probléma igényeinek megfele-
18en valtoztatni. Az elemzd oktatasi feltételben jol dolgoztak az alacsony téri
és magas verbilis képességii személyek. Osszefoglalva tehat a kiilonbdzo téri
képességszinttel rendelkezdk esetében kiilonbozo stratégiak alkalmazésa a cél-

ravezeto.

Fontos megemliteni a verbdlis €s vizualis fejlesztés kapcsan Allan Paivio
kettds kodolasi elméletét: ,,Az értelmes tanulds soran vonatkoztatasi kapcsola-
tok alakulnak ki a vizudlis és verbalis informaciok parhuzamosan kiépiild le-
képzddései kozott. A vonatkoztatdsi kapcsolatok teszik lehetdvé a két rendszer
kozotti atjarhatésagot. A tanuldst kdvetden a tobb Otletes megoldast felvetd
magas téri képességlick konnyebben tudnak kiépiteni mentalis kapcsolatokat a
vizualis és verbalis alapt reprezentaciok kozott, amig ez nem jellemzi a téri
tesztekben alacsony pontot elérdket, akiknek nagyobb erdfeszitést kell tenni a

vizualis reprezentacio kiépitéséhez”. [Clark és Paivio, 1991, 64. 0.]
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Lohman ¢és Nichols 1990-ben végzett forgatasi és szintézis feladatokkal
kapcsolatos vizsgalatokat. Véleményiik szerint a téri képességek nem allando,
vagy kismértékben valtoz6 személyiségjegyek, hanem gyakorlas €s tapaszta-

latszerzés utjan fejlodo képesség. A fejlodés kétféleképpen mehet végbe:

e tényszerii ismeretek elsajatitdsan, majd atszervezOdésén keresztiil
(deklarativ tudas, emlékezet),
e atevékenység elvégzéséhez sziikséges 0j tudas, uj készségek fejlodnek

ki, vagy a meglévok finomodnak (proceduralis tanulas).

Véleményiik szerint gyakorlas hatdsara a nemek kozotti kiillonbségek szig-
nifikdnsan csokkenthetéek. A mentalis forgatas gyakorldsa sordan 6sszességé-
ben nem kaptak kielégitd eredményeket, ez alapjan azt fogalmaztak meg, hogy
a geometriai transzformaciok elvégzéséhez sziikséges kognitiv képességek
gyerekkorban alakulnak ki, és ez is eredményezheti a bels6 reprezentaciok ki-
alakitasaban mutatkozo kiillonbségeket (jo és gyengébb tanulok kozott). Kife-
jezetten a gyengébb téri képességli tanulokra vonatkozoan-akiknél gyermek-
korban nem alakultak ki megfeleléen ezek a képességek- megallapitottak,
hogy a téri feladatok gyakorlasa hasznosnak bizonyult: ,,a téri kognitiv képes-
ségek fejleszthetdek azokndl a személyeknél, akik nem eléggé gyakorlottak
egy adott készség teljesitésében vagy a targyak belsd reprezentacidinak atala-
kitasaban”. A jobb téri képességekkel rendelkezdk esetében a gyakorlas csu-
pan a feladatok gyorsabb elvégzését tette lehetévé a tanulok szamara. Osszes-
ségében megallapitottak, hogy ,,a legnagyobb valtozas a téri képességekben
nem az adott képesség gyakorlasaval, hanem olyan tapasztalatokkal érhetd el,
amelyek gazdagabb deklarativ tudasalap fokozatos kialakitasat teszik lehe-

tove”.

Tehat a tandr altal megfelelden valasztott stratégidk, modszerek, eszkozok
(¢életkor, nem, tapasztalat szerinti) differencialt alkalmazésa nyujtana az opti-

malis hatékonysagi szint elérését a fejlesztési eljaras soran.
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2.4. Szamitogéppel tamogatott matematikaoktatas

Az eldz6 alfejezetben lathattunk néhany példat a modern oktatasi eszk6zok
¢s modszerek kapcsan a szamitogép igen széles spektrumu alkalmazési lehe-
toségeire. Kifejezetten a matematika orakon valo fejlesztésre iranyuld besza-
moloknak, leirasoknak is bséges irodalma van. Erdemes ezzel kapcsolatban
kitérni a matematika- és szamitastudomanyok néhany érdekesebb mérfoldko-
vére is (kizarolag a teljesség igény nélkiil), hogy bepillantast nyerjiink azokba
a modszertani, tarsadalmi, szakmai valtozdsokba, melyek meghataroztdk a je-

len kor nevelési-oktatasi folyamatait (4. tdblazat):

Ev Torténés

1976 Az els6 szamitogéppel bizonyitott tétel (négyszin-tétel).

1986 Szamitogép bevondsa a téri képességek fejlesztése céljabol.

1997 El6szor gy6zi le szamitdgép az akkori sakk-vilagbajnokot (Kaszparov)

1998 Sulinet program, a kozépiskolak és tanarok ellatasa szamitastechnikai

eszkozokkel, illetve internettel

2010 Szamitogépes bizonyitas a Rubik-kocka kirakhatésagara vonatkozoan

2016 El6szor gy6zi le szamitogép a go-vilagbajnokot (AlphaGo M)

4, tablazat A szamitogép-alkalmazasok néhany érdekesebb dllomasa

A 4. tablazat alapjan elmondhato, hogy a szdmitdgépek problémamegol-
dasra mar a *70-es években is hasznalatosak voltak (bar a matematikusok a
szamitogépet, mint szakmai szempontbodl korrekt bizonyitasi eszkdzt csak ké-
sObb fogadtak el). A szamitogépek bevonasa a matematika ordkba a *80-as
évek elejére tehetd (féleg szimulacio, illetve sikgeometria témakorben). A °90-
es években a gyorsabb hardver-fejlodés (mely nem utolsé sorban a szdmitogé-
pes jatékiparnak koszonhetd) lehetové tette eréforras-igényesebb szoftverek,
algoritmusok (példaul sakk-program) hasznalatat is. Itt tehat igen jelentds mi-
ndségi javulas figyelheté meg a 3D-s fejlesztd szoftverek tekintetében is (pél-

daul Hellmut Stachel dijnyertes 3D-CAD szoftverje 1993-ban). A *90-es évek
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végén Magyarorszagon elindult a Sulinet Program, mely hatalmas attorést je-
lentett a magyarorszagi oktatasban (eszkdzok és internet). A 2000-es évek ele-
jétol pedig egyre jobban kezdi érvényét veszteni az a szemlélet, hogy anyagi
okok miatt nincs szamitogép vagy internet egy haztartdsban (Magyar Informa-
cios Tarsadalom 2006-os éves jelentése alapjan az internethez vald hozzaférés

ara mar az europai kozépmezdényben volt).
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2. diagram A szamitogép és az internet terjedése a haztartasokban Magyarorszagon (for-
ras: MIT)

A 2. diagram mutatja az ezek alapjan kialakult tendenciat Magyarorszagon.
Az elmult 15 évben er6sodott az informatika, a média és a tavkozlés kozele-
dése egymashoz, illetve megjelentek az internetes kozosségekre épitd szolgal-
tatasok, megerdsodott az internetes tartalomfejlesztés, az ) alkalmazasokat
hasznalok pedig elérték a tobbszazezres tomeget. A Magyar Informacids Tar-
sadalom allaspontja: ,,Az informacids tarsadalom messze tobb mint az infor-
matika vagy az elektronikus szolgaltatasok: a tarsadalom, a gazdasag és a hét-
koznapi ¢let olyan atalakuldsa, amely a foglalkoztatasban, a termelésben ¢€s a

fogyasztasban az informacids- és tudastermékeket, a kulturalis javakat, az ok-
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tatds ¢és a tudomany teljesitményét értékeli fel, és teszi ezeket a versenyképes-
ség zalogava.” Ez az allaspont nagyon szemléletesen ramutat arra a tényre, mi-

szerint az oktatasnak is alkalmazkodnia kell a megvaltozott koriilményekhez.

Az elmult 20 év szamos vizsgalata mutat ra arra a tényre, hogy a szoftve-
rekkel tdmogatott matematikaoktatds hatékonyabb fejlesztést tesz lehetdve,
mint az addig hasznalt hagyomanyos eszkdzok kizarolagos hasznalata. Az em-
litett hardveres fejlédés kovetkeztében lehetdség nyilt a 3D-s megjelenitésii
szoftverek haszndlatéra, elterjedésére is. Mig a felsdoktatasban (értheté mo-
don) a CAD/CAM rendszerek terjedtek el, addig a kozépfoku oktatasban a di-
namikus geometriai szoftverek (DGS) hasznalata ajanlott. Néhany ezek koziil:
Archimedes Geo3D, Cabri 3D, Cinderella 3D, Euler 3D, GeoGebra, Geomet-
ria, GeomSpace, GeomView, Géospace, GEUP 3D, Sterizium, Yenka 3D
Shapes.

Azon tul, hogy az emlitett DGS-ek képesek objektumok térbeli megjeleni-
tésére 1s, a kovetkezd hasznos lehetdségeket is tartalmazzak (DGS-ek altalanos

jellemz6i):
e Interaktivitas
e Dinamikussag
e Animacidk
e Makrok (cselekvés-sorozat lementése és visszahivasi lehetdsége)
e Scriptek irdsa (programozasi lehetdség)

Ezeken kiviil szdmos tovabbi funkcidval birhatnak (CAS, LaTeX export,
web export, beépitett bizonyitdsok eldhivasa...), de a mindennapi oktatasban
valo6 alkalmazashoz figyelembe kell venniink néhany gyakorlati szempontot is.

Az oktatasi intézmény egyik fontos szempontja, hogy a szoftver ingyenesen
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beszerezhetd legyen, a tanar és a tanuld szempontja pedig a korlatlan hozza-
férhetdség barhonnan, egyszerti, gyorsan megtanulhat6 kezelés, illetve az adott

szoftverhez elérhetd segédanyagok mennyisége €s mindsége.

A GeoGebra DGS megfelel a fentebb tamasztott kovetelményeknek: telje-
sen ingyenes, konnyl kezelhetdség, széleskorli alkalmazasi lehetdség, tobb-
szazezer ingyenesen elérhetd segédanyag, multi platform (Windows, Linux,
Mac OS X, Android), és ami igazan kiemeli versenyképesség szempontjabol

is a tobbi DGS koziil, az a GeoGebra mogott allo kdzosség (5. tablazat).

62 nyelv 900000 latogatd havonta

190 orszagban 400000 letdltés havonta

122 intézet (82 orszag) 6,2 milli6 letoltés 2011-ben

43 fejlesztd

200 fordito

45000 online tananyag

5. tablazat A GeoGebra kozosségi fejlodése (2013-as adatok alapjan, forras:
geogebra.org)

A GeoGebra egy olyan dinamikus matematikai program, melyet készitdje,
Markus Hohenwarter, eredetileg kdzépiskolai oktatdsi segédletnek szant, de
ma mdar szinte minden korosztaly oktatasdban sikerrel alkalmazzak. A
GeoGebra témajaban kapcsolddik a geometridhoz, az algebrahoz, az analizis-
hez, a statisztikdhoz, és még a fizika egyes teriileteinek tanitdsdban is alkal-

mazhatd. A GeoGebra egyrészt egy dinamikus geometriai program, masrészt,
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pedig egy szamitogépes algebrai rendszer, s legijabb verzidja mar egy egy-
szerli tablazatkezel6t is tartalmaz. Talan legfontosabb tulajdonsaga, hogy 6sz-
szekapcsolja az objektumok kiilonb6z6 reprezentacidit, geometriai megjeleni-

tését €s algebrai leirasat.

Az évek sordn szamtalan nemzetkozi dijjal is jutalmaztak. Sikerét tobbek
kozott annak kdszonheti, hogy nyilt forraskodu és tetszéleges Java futtatasara
alkalmas platformon telepithetd. Legfontosabb elonye azonban talan mégis az,
hogy haszndlatét, az alap funkcidinak miikodését szinte barki par ora alatt el
tudja sajatitani.

Az, hogy a GeoGebra egy dinamikus szerkeszt6 rendszer, azt jelenti, hogy
a felhasznal6 a programmal egy virtualis szerkesztokészletet kap, amelynek
segitségével elkészitheti a kdzépiskolai szerkesztések barmelyikét. A papiron
veégzett szerkesztésektdl eltérden a kiinduld objektumok (pontok, egyenesek...)
a szoftverben szabadon mozgathatok, mikozben a tdliik fliggd objektumok a

geometriai kapcsolatok alapjan veliik egylitt mozognak.

A GeoGebra masrészt egy szamitogépes algebrai rendszer (CAS), amely-
ben az objektumok algebrai iton adhatok meg (pontok koordinataikkal, egye-
nesek egyenleteikkel, fiiggvények képletiikkel, stb.). Az objektumokkal kiilon-
b6z6 szamitasok végezhetdek. A beépitett tablazatkezeld lehetdséget ad az
adatok el6zdektdl eltéréd médon vald megjelenitésre, azok egyszerlibb kezelé-

sére €s kiilonbozo statisztikai alkalmazasok készitésére.

A szoftver segitségével kiilonbozé miiveleteket €és absztrakt fogalmakat
szemléltethetiink a didkok szamara, oly moédon, ahogy hagyomanyos eszko-
zokkel csak nehezen, vagy egyaltalan nem lehetséges. Példaul 4ltalanos isko-
laban szemléltethetjiik az egész szamok Osszeadasat, a tortek szorzasat, kdozép-
iskoldban a fliggvény-transzformaciokat, fakultacion vagy felsdoktatasban a

derivalt fliggvény fogalmat.
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A GeoGebra tovabba lehetdséget ad a didkoknak, hogy meglassak és meg-
fogalmazzéak a kiilonb6z6 matematikai reprezentaciok kozotti dsszefiiggése-
ket. Példaul kozépiskoldban a kor egyenlete és képe kozotti, felsdoktatasban
pedig a komplex szamok algebrai és geometriai reprezentacidja kozotti 6ssze-

fliggéseket.

A GeoGebra segitségével a didkoknak lehetdségiik nyilik a kisérletezge-
tésre, a felfedezd tanulasra. Példaul megvizsgalhatjak, hogy van-e egy virag-
nak szimmetria tengelye, vagy kiprobalhatjak, hogy milyen oldalhosszak ese-
tén szerkeszthetd meg egy haromszog vagy akdar azt, hogy hogyan véltozik az

also 0sszeg értéke, ha noveljiik a felosztasok szamat.

A GeoGebra a targyi feltételek és a modszertani célok fliggvényében tobb
moddon is alkalmazhat6 az oktatasban. Egy szamitogép €s egy projektor segit-
ségével szemléltethetiink az egész osztalynak, ami interaktiv tablat hasznalva
talan még konnyebben kovethetd a didkok szdmara. Ha lehetOségiink nyilik
gépteremben dolgozni, akkor minden tanulé 6nalléan (vagy parban/csoport-
ban) dolgozhat, s akar mindenkinek kiilonb6z6 interaktiv feladatlapot készit-

hetiink, a tevékenységiikre adott azonnali visszacsatolassal.

Egy nem elhanyagolhat6 lehetdség- foleg azok szdmara, akiknek az eldb-
biek nem megvalodsithatok -, hogy a GeoGebraval késziilt dinamikus segéd-

anyagok, interaktiv feladatlapok konnyedén publikalhatok az interneten is.

A GeoGebra 3D moduljat 2010 kdrnyékén franciak kezdték fejleszteni ma-
ganprojekt keretében (Mathieu Blossier). A fejlesztés lassu titemi volt, a 3D-
s kornyezet nem sok lehetdséget biztositott még, és eléfordultak technikai
problémak is (beépitett eszkdzok nem megfelelé miikodése, instabilitds). A
2013 oktober és 2015 oktober kdzott Magyarorszagon megvalosulo GEOMA-
TECH projekt szamottevé mértékben segitette a GeoGebra 3D modul (és egy
online szerkesztési feliilet) stabil alkalmazhatdsagat, melyben a jelen dolgozat
szerzGje is aktiv részt vallalt. Igy az addig GeoGebra 5.0 Béta néven ismert
DGS nevébdl 2014 szeptemberében elhagytak a Béta verzio-megjeldlést, igy
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a GeoGebra hivatalosan is alkalmassa valt térbeli objektumok, miiveletek sta-

bil kezelésére.

Az eddig targyalt okok miatt jelen dolgozat kdvetkez6 fejezeteiben leirt al-
kalmazasok, modszerek, oktatasi kisérletek mindegyike a GeoGebra DGS-ben

valésult meg.
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3. A Kkutatas modszertana

Az elméleti kutatas egyik legfontosabb Osszetevdje a témahoz kapcsolodo
hazai ¢és nemzetkozi szakirodalom attekintése. A téri képességek fejlesztésé-
nek kérdése-, mint az el6z6 fejezetben lathattuk- igen nagy irodalommal ren-
delkezik. A kisgyermek korban (6vodai nevelés), kiilonboz6 eszkozokkel tor-
ténd fejlesztéstol, majd a kdzépfoku oktatdson at egészen a felsdoktatasi szin-
ten modellezd szoftverek segitségével valo fejlesztésekig megtaldlhatoak pe-
dagogiai és pszichologiai vizsgalatok. Ezekkel a kutatasokkal mindenképpen
tisztaban kell lenniink, hiszen csak igy ismerjiik meg a téri képességek fejlesz-
tésének folyamatat, iranyvonalait, lehetéségeit, hianyteriileteit, tovabba a mar

meglévo kutatasi eredményekre tamaszkodni is tudunk.

A gyakorlati kutatas f6 iranyvonala a GeoGebra alkalmazasanak/alkalmaz-
hat6saganak vizsgalata sajat tapasztalatok alapjan, elssorban a téri képessé-
gek fejleszthetdségére iranyulva. A kutatési stratégia leird (példaul tipikus ta-
nuldi nehézségek detektaldsa), Osszefiiggés-feltard (dokumentumelemzések,
megfigyelés, szobeli és irasbeli kikérdezések, interjuk, szakmai tudasmérés) és
kisérleti induktiv jellegii. A kisérleti induktivitas szerkezete szerint kétcsopor-
tos kisérlet: a kisérlet soran a kontrollcsoport valtozatlanul végezte a munkajat
(fejlesztése kizardlag hagyomanyos eszkozokkel tortént), a kisérleti csoportnal
pedig bekapcsoltuk a GeoGebrat mint fliggetlen valtozot. A kisérlet természe-
tes koriilmények kozott zajlott (valos tandrak, nem laboratoriumi koriilmeé-

nyek). A kisérletek megbizhatosagara vonatkozoan a kovetkezok teljesiiltek:

o szerkezeti kontroll: kdzel azonos képességli kisérleti és kontrollcso-
port,
e ¢l6- és utovizsgalatok:
o intézményi szintl kotelezd mérések minden évfolyamra
o téri képességek mérése: Séra-Karpati-Gulyas-féle térteszt
(standardizalva, 2002)+MRT (mentalis forgatasi teszt)

o affektiv tényezOk mérése: Claus-féle modositott kérddiv
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¢ metodikai kontroll: csoportok folyamatos megfigyelése, szobeli és iras-
beli tanuldi interjuk, kisérleti megfigyelések, tanuloi teljesitmények
elemzése, tanuldi produktumok gytijtése, elemzése,

e matematikai kontroll: a megallapitott 0sszefiiggések megbizhatosaga-
nak statisztikai uton torténd ellenérzése,

e folyamatos nyomon kovetés: elére nem lathatd, zavar6 tényezok felta-

rasa és kikiiszobolése.

A kutatas helyszinéiil egy nograd megyei kisvarosi altalanos és kozépiskola
szolgalt. A kutatds longitudindlis jellegli volt, iddtartama 5 tanévet olel fel
(2010 szeptember-2015 junius). A 4. tablazat mutatja az 5 tanév soran torténd,
téri képességek mérésére iranyuld bemeneti és kimeneti mérések idopontjat
(azonos szinekkel a felmend rendszerii évfolyamok megjelolése). A longitudi-
nalis vizsgalatnak koszonhetéen hosszmetszeti (egy adott évfolyam 4 éven ke-
resztiili nyomon kovetése, azaz a négyosztalyos gimnaziumba vald belépéstdl
az érettségiig bezardan, illetve az 5 tanéven keresztiil folyamatosan belépd 9.
osztaly szintjének felmérése) vizsgalatokra és keresztmetszeti (életkor és fej-
lettség kapcsolatanak vizsgalata) vizsgalatokra is egyarant lehetéség kinalko-

zik.

Hosszmetszeti vizsgalati modell

Mérés iddpontja

Bemeneti | Kimeneti | Bemeneti |Kimeneti| Bemeneti [Kimeneti| Bemeneti |Kimeneti| Bemeneti |Kimeneti

2010 2011 2012 2012 2013 2013 2014 2014 2015
szeptember 2011 szeptember | junius 4- | szeptember | jinius 3- | szeptember | jinius 2- |szeptember 8] jinius 1-
Evfolyam 13-17 janius 6-10 5-9 8 10-14 7 9-13 6 12 5

9 9 9 9 9 9

lat

-

10 10 10 10 10 10

11

vizsga

Kereszt-
metszeti

6. tablazat Az 5 tanév longitudinalis kutatasianak szerkezete

A kutatas tehat ciklikusan operacionalizalt, kvantitativ (matematikai statisz-
tika modszereivel) és kvalitativ (csoportok folyamatos megfigyelése, tanulok
szobeli ¢és irasbeli kikérdezése, kisérleti megfigyelések szervezése...) norma-

orientalt jellegti.
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Az adott tanévben a mindenkori minta osztalyonként (4 kdzépiskolai évfo-
lyam, 2 parhuzamos osztaly) atlagosan 20-25 {6 volt (részletesebben az okta-
tasi kisérlet leirasanal). Igy az 5 tanév alatt N = 882 bemeneti, és ugyanennyi
kimeneti teszt keriilt megirasra. Ezen tesztek objektivitasat, reliabilitasat, vali-
ditasat nem volt sziikséges vizsgalni. A minta eredményei alapjan eldrelatha-
tolag tudunk megallapitasokat tenni az alapsokasagra nézve, melyet a 2010

utan kezdett kozépiskolai tanulok alkotjak.

crers

kozeinek meghatarozasat, és a minta kivalasztasat kovetden tortént a hipotézi-
sek felallitasa az oktatési kisérlet, illetve az ahhoz sziikséges feltételek megte-

remtése.
A kovetkezd hipotéziseket fogalmaztuk meg a kutatasi eljaras kezdetén:

1. A GeoGebra DGS alkalmazisa a matematikadran noveli a hallgatok
motivacios bazisat (elsdsorban a belsé motivaciot).

2. A GeoGebra DGS-ben kidolgozott matematikadidaktikai eszk6zrend-
szerrel kiegészitett téri képességek fejlesztése a kozépiskolai évfolya-
mok jo térlatassal rendelkezd tanuldi esetében eredményesebb, mint Ki-
zardlag a hagyomanyos eszkozokkel torténd fejlesztés.

3. A GeoGebra DGS-ben kidolgozott matematikadidaktikai eszkozrend-
szerrel kiegészitett téri képességek fejlesztése a kozépiskolai évfolya-
mok kevésbé jo térlatassal rendelkez6 tanuldi esetében eredményesebb,

mint kizarélag a hagyomanyos eszkozokkel torténd fejlesztés.
Az oktatasi kisérlet a kovetkezd komponensekbdl all:

e Technikai elokésziilet: a GeoGebra, mint fiiggetlen valtozoként beho-
zott fejlesztd eszkoz alkalmassa tétele a téri képességek fejlesztésére,
pontosabban térbeli objektumok megjelenitése szimulalt 3D feliileten,
ismert komputergrafikai modszerekkel. A 4. fejezetben targyalt techni-

kai megvalositas sziikséges volt a GeoGebra 4.x verzidban, tovabba a
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jelenleg mar stabilabban futé GeoGebra 5.0 esetében is van 1étjogosult-
sdga szamos esetben (tobb 3D-s munkafeliilet egyidejii hasznalata).
Kerettantervek elemzése: matematika tantervek rovid elemzése, a mi-
nél szélesebb ralatas, illetve a kidolgozott segédanyagok tanterv-kom-
patibilitisanak biztositasa érdekében (a segédanyagok szakmailag és
modszertanilag indokolt helyen és idOben torténd alkalmazasanak biz-
tositasa, 5.1- es fejezet)

GeoGebra segédanyagok elkészitése (tervek szerint 50 munkalap),
modszertani ajanlasokkal (fliggelékben)

PISA 2012 vizsgalat rovid értelmezés: fontos a nemzetkdzi szintii Kite-
kintés, dsszehasonlitas, illetve a feladattipusok, hianyossagok értékeld
elemzése (az emlitett szintmérd szamos esetben tdmaszkodik a térla-
tasra, 5.2- es fejezet)

El6zetes allapotfelmérés végzése (5.3. fejezet)

Oktatasi kisérlet a fentebb leirt modon, tanorai keretek kozott (5.4. fe-
jezet)

Utotesztelés: A fejleszto kisérletek eredményeinek elemzése (5.5. feje-

zet)

A témakorhoz kapesolddva a 6. fejezetben kisérletet tesziink egy hianyterii-

let tartalmanak bdvitésére. A GeoGebra alkalmassa és stabillad valt Osszetet-

tebb, komplexebb interaktivitast is lehetové tevé munkalapok létrehozasara.

Célunk egy kétdimenzids non-immerziv (majd késObb immerziv) téri képessé-

geket mérd online, dinamikus, interaktiv tesztsor 1étrehozésa. Az emlitett feje-

zetben az ezzel kapcsolatos pedagogiai kisérlet pilot vizsgalatait, és a kapott

eredményeket 0sszegezziik. Erre vonatkozé hipotéziseink:

4. A mar meglévd, hagyomanyos papir-ceruza alapu téri képességeket

mér6 tesztsorok adaptalhatoak a GeoGebra dinamikus 3D kornyeze-

tébe (technikai, illetve didaktikai szempontbol).
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5. A GeoGebraba adaptalt tesztsorok ugyanazt a képességet mérik le, amit

a nekik megfeleld statikus teszt.
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4. A kutatashoz sziikséges, geometriai alapokon nyugvo szoftveres hat-

tér létrehozasa

A GeoGebra 5.0 Béta verzidja (pontosabban 4.9.x) 2014 szeptember 10-tdl
GeoGebra 5.0.x verzioszammal fut, azaz a Béta utdtagot elhagytak. Ez tamo-
gatja alapértelmezett médon a 3D-s elemek dinamikus megjelenitését is. Az
emlitett verziot a franciak fejlesztik elsésorban (ezen kiviil magyarok is hoz-
zajarulnak a fejlesztéshez, koztiik a dolgozat szerzdje is), 2008 6ta, de 2013-ig
nem sok eszkdz volt elérhetd még benne. Kiilonb6zd projektek meggyorsitot-
tak a fejlodését, igy 2013-2015 kozott rohamosan bdviiltek a felhasznéalhato
lehetéségek. Az altalanos ¢és kozépiskolaban felmeriilé igényeket tobbé-ke-
vésbé kielégiti, de altalanossagban elmondhato, hogy bizonyos kondiciok mel-
lett elképzelhetd, hogy az 5.0 verzid 3D-s nézetében gyartott munkalapjaink
nem mitkddnek megfelelden (stabilitasi problémak, objektumok ponttd zsugo-
rodasa, nem teljes mértékben tdmogatott webes feliiletli megjelenités...). Eze-

ken feliil jelenleg nincs lehetdségiink tobb 3D-s nézetet egyidejiileg kezelni.

A 2.4-es részben emlitett okok miatt mindenképpen a GeoGebra DGS-re
esett a valasztasunk a téri képesség fejlesztése céljabol. Figyelembe véve a
fentebb leirtakat sziikséges volt a GeoGebra térbeli objektumok manipulalasa-
val kapcsolatos lehetdségeit kibdviteni (ameddig az 5.0 nem fogja tartalmazni
lizembiztosan a sziikséges eszkozoket). Ezt bizonyos komputergrafikai és ab-
razold geometriai eszkdzokkel érjiik el, melyek segitségével a kifejezetten csak
2D-s megjelenitést tamogato feliileten dinamikus 3D-s kornyezetet szimulal-
tunk. A 2D alatt altalaban az euklideszi R? sikot, 3D alatt az euklideszi R® teret

értjiik, a centralis vetités esetében pedig a projektiv teret (P2, P).

Most eldszor ennek elméleti hatterét tekintjiik at, majd a technikai részlete-
ket adjuk meg. Az altalunk 1étrehozott rendszert azota tobb nograd megyei is-

kolaban is sikerrel hasznaltuk, hasznaltak.
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Vetitési transzformacion altalanossadgban azt értjiik, amikor egy n dimen-
zi0s koordinata-rendszer objektumait leképziink egy n-nél kevesebb dimenzi-
0ju koordinata rendszer objektumaira. Példaul egy négy dimenzios hiperkoc-
kat minden tovabbi nélkiil komputergrafikai eszk6zokkel leképezhetiink 3D-
be, vagy akar 2D-be is, megjelenitve azt dinamikusan a monitoron. A leképe-
z¢s defektusanak nevezziik azt az értéket, ahdny dimenzidt vesztettiink a leké-
pezés soran, azaz a 4d-s hiperkocka 2D-ben valé megjelenitése esetén a leké-
pezés defektusa 2 lesz. A kozoktatdsban (néhany szélsdséges példatdl elte-
kintve) leggyakrabban a 3D—>2D vetitési transzformaciot szoktuk hasznalni
(defektus = 1). Ezen beliil is még szamos lehetdségiink lenne a vetités megada-
sara, a képsik, vetitési centrum €s a vetitdsugarak paramétereinek valtoztatasa-

val.

A 3. dbra mutatja a sikra vald geometriai vetitések (egy lehetséges) oszta-

lyozasat.
Sikra valo vetitések
Parhuzamos vetités, axonometria Centralis vetités, perspektiva
- EldInézet
s - Egy pontos
- Fellilnézet .
, - Ket pontos
- Oldalnézet .
] - Harom pontos
- Kavalier
- Izometria
- Kabinet
- Egyéb

3. abra Vetitések osztilyozasa

Alapvetden tehat a parhuzamos vetités €s centralis vetités johet szdba.
Mindkét tipusu vetités szemléletes képet allit eld, igy mind a kettdnek van

haszna a térszemlélet-fejlesztés soran. mas-mas helyzetekben.
Az axonometrikus leképezés rendelkezik a kdvetkezo tulajdonsagokkal:

e cgyenestarto,
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o illeszekedéstarto,
e osztdviszonytarto,

e parhuzamossagtarto.

Az emlitett tulajdonsagok éppen az affin transzformaciokra jellemzoek. El-
mondhato tehat, hogy az axonometria a tér sikra valo elfajult affin leképezése.
Ezek a tulajdonsagok értelemszertien a parhuzamos vetitést is jellemzik, ezért
érdekes kitérni az alakzat axonometrikus képe és parhuzamos vetitéssel 1étre-
jott képe kozotti kapcesolatra. Ezzel kapcsolatosan nézziik az axonometria alap-

tételét és a Pohlke-tételt.

Az axonometria alaptétele: Az alakzat axonometrikus képe mindig tekint-
heté az alakzat parhuzamos vetiilete affin megfeleldjeként. Masként fogal-
mazva: Az alakzat axonometrikus képe mindig affin az alakzat valamely par-

huzamos vetiiletéhez.

Ha az alaptételben nem a parhuzamos vetiiletet szeretnénk specialisabbnak
valasztani, hanem az affin kapcsolatot, akkor egy olyan tételhez jutunk, melyet

sokaig tekintettek az axonometria alaptételének.

Pohlke-tétel (1853) Egy alakzat axonometrikus képe mindig hasonlo az

alakzat valamely parhuzamos vetiiletéhez.

A Pohlke-tétel ma mar azért nem veszi at az alaptétel helyét, mert ha az
axonometrikus leképezést magasabb dimenzidra altalanositanank, akkor a
Pohlke-tétel magasabb dimenzidoban nem lenne igaz, mig a mostani alaptétel
magasabb dimenzidban is megfogalmazhat6. Mindezek alapjan az axonomet-
ria és parhuzamos vetités fogalmakat gyakorlatilag egymds szinonimajaként

hasznalhatjuk.
4.1. Ortogonalis axonometria

Kapcsolodva a fentebb irtakhoz, a Pohlke-tételre utalva az ortogonalis axo-

nometria olyan paralelvetiilet, melynek soran az altalanos helyzeti tengelyke-
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resztet a képsikra merdlegesen vetitjiikk. Az igy keletkezett vetiiletre alkalma-
zunk esetleg hasonlosagi transzformaciot. Az igy keletkezett kép kifejezetten
szemléletesnek, hasznalhatonak mondhat6 a kdzépiskolai geometria kovetel-

ményrendszerét tekintve.
Alaprendszer definialasa

Tovabbi célunk, hogy tudjuk forgatni a térbeli alakzatot, igy valtoztatva di-
namikusan az aktudlis nézethez tartozo képalakzatot. Ezt legegyszeriibben
matrixos alakban tudjuk kezelni. Tudunk az x, y, z tengely kortil forgatni, vagy
akar altalanos helyzetli tengely kortil is. Szamolés utan a kovetkezd forgatasi

matrixokat kapjuk:

[ cosz —sinz 0 0] 1 0 0 0
sin z cosz 0 0 0 cosx —sinx 0
R,: = Ra‘ = )
0 010 0 sinx cosz 0
0 0 01 \_ 0 0 01 J
[ cosy 0 siny 0 |
01 0 0
R, = .
—siny 0 cosy 0
0 0 01
R..,=R,-R,-R.=
cosycosz +sinxsinysinz —cosysinz 4 coszsinxsiny cosxsiny 0
COos Tsin z COS I COS 2 —sinx 0
—coszsiny +cosysinxrsinz  sinysinz+cosycoszsine  cosxcosy 0
0 0 0 1

A 4. sor és oszlop a homogén koordinatakat tartalmazza (kiegészitjiik a tér
pontjait a végtelen tavoli, ugynevezett idedlis pontokkal, azaz a projektiv tér-

ben tekintjlik a forgatast), de ennek a mi esetiinkben jelenleg nincs jelentdsége.

Példa: forgassuk el a P (3,-2,1) pontot az x tengely koriil 45°-0s szoggel.

Mik lesznek a pont koordinatai az elforgatas utan?

Megoldas:
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1 0 0 3
R, P=|0 cosx —sinx |-2 =
3x3 3x1

0 sinx cosx 1
[ 3]
1-3+40-(-2)+0-1 | —3V2|
=10-3+ (—2)cos45°+ 1 (—sin45°) =| 2 |
0-3+ (—2)sind5° + 1-cos45° |, V2
l 2 J3x1

Lathato, hogy ebben az esetben az x koordindta nem moddosult (hiszen az x

tengely koriil forgattunk).

Definidlunk egy 3 vektorbol allé ortonormalt bazist, ez lesz a térbeli koor-
dinata rendszeriink. Ezt négy ponttal tudjuk megtenni: az origd, €¢s a harom
tengelyen egy-egy pont, ami az origdtol egységnyi tavolsagra van, vagyis
(1,0,0), (0,1,0) és (0,0,1) koordinataju pontok. Ezt a harom pontot forgathatjuk
tetszoleges tengely koriil, vagyis a négy pont mindegykét megszorozzuk az
Rzxy matrix-al, majd az igy kapott térbeli koordinatdknak elhagyjuk a z koor-

dinatdjat, igy kapjuk meg a harom pont sikbeli képét.

Alapvetoen a harom tengely kortili (és esetleg egymas utan mindharom ten-
gely koriili) forgatast GeoGebraban cstiszka vezérléelemekkel szokéds megol-

dani, ahogy azt a 4. abran is lathatjuk, jelolve a vezérlo feliiletet.
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4. abra Tengelyek koriili forgatas szimulalasa

Tapasztalataink azt mutatjak, hogy a tanuloknak a fentebb irt mozgatasi
modszer koriilményes. A GeoGebraban a munkalapok elkészitésével kapcso-
latos id6tényezd, és bizonyos matematika-didaktikai megfontolasok miatt
masképp jarunk el, 1) modszert fejlesztettiink ki: két tetszéleges tengely kortili
forgatasi matrixszal fogunk szorozni, példaul Ryy. gy két szogre lesz sziiksé-
giink a vetitett kép meghatarozasahoz. Definidlunk egy ugynevezett referen-
ciapontot, melynek az x és y koordinatai szolgaltatjak a két forgatasi szog mér-
tékét radianban megadva. A harmadik tengely kortili forgatas is bizonyos kon-
diciok mellett szimulalhato az igy 1étrehozott rendszerben. A merdleges vetités
miatt elhagyjuk a térbeli pontok z koordinatait, €s megkaptuk a sikvetiileteket
(5. abra).
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= Free Objects

4 Referenciapont={0.86, -2.14)
= Dependent Objects

..... » E, =(-0.76,-0.35)

..... 5 E,=(0.65,-0.41)
..... 5 E,=(0,0.84)
----- » 0=(0,0)

—0.76

""" v X = ( —0.35 )
_ [ 065

""" Y = ( —0.41 )

_ 0
""" ’Z_(u.mj

- alfa = 0.86
-0 béta=-2.14

| Paint Ex: (-sin(x(Referenciapont)), cosi(x(Referenciapont)) cos(y(Referenciapont}))

Referenciapont

5. abra Axonometrikus kép szimulalasa 2D-s feliileten

A harom pont koordinatai részletesebben:

o Ex= (-sin(x(Referenciapont)), cos(x(Referenciapont)) cos(y(Referen-
ciapont)))

e E, = (cos(x(Referenciapont)), cos(y(Referenciapont)) sin(x(Referen-
ciapont)))

e E,=(0, -sin(y(Referenciapont)))

Ez a megoldas a tapasztalatok szerint a tanuloknak sokkal kényelmesebb
felhasznalast tesz lehetdvé, mint a harom tengely koriili kiilon-kiilon forgatas.
Abban az esetben ugyanis négy csuszkaval tudnank a forgatast megvalositani,
ebben az esetben viszont csupan a pont megfogasaval €s mozgatasaval érjik el
a kivant hatast, ami leginkabb hasonlit a legtobb ilyen jellegli geometriai szoft-
verben eléforduld mozgatasi modszerekhez (egy egérgomb nyomva tartdsa és
egér mozgatasa). Tovabbi elény lehet még, hogy ebben az alaprendszerben
csupan a referenciapont szabad alakzat, minden mas objektum ennek lesz a

fiiggvénye.
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Kocka és egyéb poliéderek

Az alaprendszer segitségével egyszertien tudunk kockat definidlni, ha a
kocka egyik csucsat az origoba toljuk, igy csak parhuzamos egyeneseket kell
huzni a tengelyekkel, azaz kizarolag sikbeli szerkesztési 1épéseket kell végre-
hajtani. Hossztavon azonban ez a megoldas nem lesz elényos. Latvanyosabb,
hasznosabb a kovetkez6: a kocka kozéppontjat fogjuk behelyezni az origodba.

Az eredmény lathato a 6. dbran:

E— J w:tme = -
=l Mégyszig LEAC

----- @ poligon1=1.91
----- @ poligon2 =315
----- @ poligon3 =1.55
----- @ poligond =3.15
----- @ poligon5=1.55
----- @ poligoné=1.91
=l Pont

-0 A nem definialt »
..... P A1 =(0.46, 0.24)

..... 5 A,=(046,0.24)
..... 5 A,=(1.34,0.66)
..... 5 A,=(-134,1.1)
..... 5 A;=(046,152)

m

..... 5 A,=(046,152) —ay
..... 3 A,=(134,1.1) c
..... 2 Ag=1-1.34,0.66) £ * |
w0 B=(-0.44, -0.43) Y
-0 C=(0.9,0.21)
-0 D=(0,0.88) y

O E=(0,-0.88)

..... > E _=10.9,-0.21)
..... ] Ey=:-0.44, 0.43)
..... P IEz =(0, 0.88)
-2 F=10.9,-0.21)
2 G=(0.44, 0.43)
----- @ Kozéppont=(0,0)
..... J 0 = tnl UJ
----- & Referenciapont = (0.46, -2.07

Referenciapont

6. abra Kocka létrehozasa

Az alaprendszerre épiilé kocka megvaldsitasa utdn semmi akadélya nincs
annak, hogy segédanyagainkat testre szabjuk, azaz a sajat igényeinknek meg-
feleld munkalapokat hozzunk létre kiilonb6z6 célokkal (prezentalas, gyakor-
las, sejtés megfogalmazasanak eldsegitése, analogia...). Néhany példa a teljes-
ség igénye nélkiil:

e acsucspontok definicids részébe valtozo paraméterek beiktatasaval tet-

sz0leges téglatest, hasab létrehozhato
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e négyszOg alapu guldk 1étrehozasa (hasab barmely lapjanak kézéppont-
jat hasznalva)

o kockabol tetraéder, oktaéder szarmaztatasa

e kiilonbozd csonkolt poliéderek szarmaztatasa (pl.: kocka csticsainak
tetszOleges vagasaval)

e poliéderek sikmetszetei, haloi

e kép kifeszitése poliéderek oldalaira

Erdemes megemliteni még, hogy bizonyos esetekben sziikséges lehet a
drotvaz-modelleken tul 1athatosagi elrendezésben is megjeleniteni a térbeli ob-
jektumokat. Ezekre is szamos, a komputergrafikabol ismert lehetdségiink van.
A GeoGebra adottsagait és sajatossagait figyelembe véve a kdvetkezoképpen

jarunk el:

o megallapitjuk, hogy egy sokszdg egyszerii-e,
e azegyszerl sokszog pozitiv vagy negativ a koriiljarasi irdnyu,

e lathatosagi kondiciok beallitasa.

A lathatosagot technikai szempontbol a kovetkezoképpen oldottuk meg. A
listal={Csucspont[sokszdg]} paranccsal koriiljaras mentén felsorolt csucsait
kapjuk a sokszognek egy listdban, ebbdl legyarthatd az oldalak, mint szaka-
szok listaja - és Sorozat parancsokkal vagy javascriptes ciklusokkal megnéz-
hetd barmely két oldal metszéspontja 1étezik-e vagy sem, errdl egy lista készit-
hetd, és ha a l1étez0 metszéspontok szdma tobb, mint ami az egymast kdvetd
oldalak metszéspontjainak a szdmaként adddna, akkor nem egyszerii a sok-
sz0g, maskiilonben egyszerli. Ezek utan kiszamoljuk a sokszog kiils6 szogei-
nek az eldjeles dsszegét, €s ha az 360° akkor pozitiv, ha -360° akkor negativ
a koriiljaras. A lathatosagi feltételek beallitasa az objektumhoz kapcsolodd Ha-
lado beallitasok feliileten vagy java script altal vezérelt ciklusokkal oldhato
meg. Erdemes a fentebb leirt eljarast makroként menteni, és a poliéder minden

oldalara alkalmazni azt (7. dbra).
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Referenciapont

7. abra Kocka abrazolasa lapjainak lathatésagi megjelenitése szerint
Henger, kup

Hengerbdl, illetve kupbodl szdrmaztathato térelemeket tartalmazd munkala-
pok elkészitése az alapkor 1étrehozasa utan sikbeli szerkesztésekkel torténhet.
Az alapkdr, mivel dinamikusan valtoztathatd a nézete egy kupszelet lesz (el-
lipszis). Ezt a kiipszeletet 5 pontjaval egyértelmiien meg tudjuk hatarozni. Az
alaprendszerben szerepld Ex és Ey pontokat az O pontra valé centralis tiikkrozés
utan 4 pontunk lesz az alapkor szdrmaztatasahoz. Az 5. ponthoz tobbféle mo-
don hozza lehet jutni, mi egyfajta felezési eljaras utjan kaptuk. A magassagot
pedig a z tengelyen elhelyezett egységvektor segitségével definidljuk: M=k-z,
ahol k egy csuszka aktualis értéke lehet.

Ekkor az alapkor sugarat, a henger/kup magassagat is lehet dinamikusan
allitani, illetve be lehet még tenni egy valtozo paramétert, mely a ferdeségért
lesz felelds (vizszintes eltolasa a feddkorlapnak), ahogy azt a 8. 4bran is lat-

hatjuk:
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=1 ferdeség=10
Alaprendszer rejtése/mutatasa - ® - »

8. abra Kup létrehozasa

Hengert az alapkor M mértékii eltolasaval kaphatunk, az alkotdkat pedig az
alapkor pontjaival és a csucsponttal 6sszekotott szakaszok alkothatjak, tetszo-
leges szdmban. Ha szarmaztatott pontokkal dolgozunk, akkor az alkotok a re-
ferenciapont mozgatéasatol fliggden jelennek meg, ha mi magunk vesziink fel
alkotot a szakasz eszkdzzel, akkor egy fliggetlen objektum jon 1étre, melynek
helyzete nem fiigg a referenciapont elhelyezkedésétdl. Ez mindig feladat spe-

cifikus, hogy éppen melyik tipust hasznaljuk a munkalapon.

Ennek segitségével egyszerti sikmértani szerkesztések soran a kovetkezok-
hoz juthatunk: csonkakup, ferdektip, n-szog alapu gtlak, n-sz6g alapa hasabok,

palastok, sikmetszetek...

Gomb

crer

egy olyan adatsokasag, melynek elemei pontok. A leképezés sordn definialunk
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sz¢lességi €s hosszusagi korokon elhelyezkedd pontokat (minimum 6t6t), me-
lyeket listakba szerveziink, és ezekre a listakra kupszeleteket fektetiink. igy
egy forgathat6é gombdot kapunk (9. ébra).

»_Algebra ablak ~ Rajzlap
< Kipszelet sl EAC-

@ ci(x-12.07)+(y+ 379 =18.36

=l Lista

O listalamteTS36, 3.26), (15.28, -2.2), (13.35, -1.56), (11.07,152), (9.06, -ZWMZES, 3.11)} oom=11
@ 1310 = {-4.21%" - 15.06y" + 101.62x - 211.6y = 1335.94, -113.66x" - 406.74y + 2/ ——
¢ lista2 = {(7.78, -4.32), (8.86, -5.38), (10.79, -6.01), (13.07, -6.05), (15.08, -5.49), (16.28, -4NG.
O lista3 = {(16.1, -2.02), (15.09, -1.02), (13.27, -0.42), (11.13, -0.38), (.24, -0.92), (8.11, -1.88))]
- @ listad = {-4686.07x" + 1488.83x y - 6048.28y* + 112764.68x - 63798.37y = 753235.88, -3040%1
O lista5= {(14.21, -6.76), (15.78, -5.2), (16.36, -3.26), (15.78, -1.46), (14.21, -0.29)}
O lista6 = {(13.68, -6.23), (14.85, 4.28), (15.28, -2.2), (14.85, -0.54), (13.68, 0.24)}
W lista? = {(12.71, -5.91), (13.18, 3.73), (13.35, -1.56), (13.18,0.01), (12.71, 0.56)}
) & {(10.57, -6.17), (9.47, -4.19), (9.06, -2.09), (9.47, -0.45), (10.57, 0.3)}
O listad = o3.14), (10.96, -7.58), (10.79, -6.01), (10.96, -3.85), (11,4 o7
= Pont
@ Central =(12.07,-3.79)
@ Dél=(12.07, 7.52)
O E =1025,057)
O E,-0.07,013)
© E,=(0,093)
4 Nézbpont=(4.48, -8.41)
O 0=(0,0
O Eszak=(12.07,-0.05)
= Szam
O alfa=448
O béta=-8.41

Referenciapont

9. abra Gomb létrehozasa

Ebbdl az alaprendszerbdl kiindulva kizarolag sikmértani szerkesztésekkel
megvalosithatdak az alap térbeli objektumok, melyek sziikségesek lehetnek a

kozépiskolai matematikadrakon.

10. abra Térobjektumok szimulalt 3D kérnyezetben
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A fentebb emlitett térelemeket megvaldsité munkalapok, és még sok egyéb
ehhez kapcsolodé munkalap is megtaldlhatdé a www.geogebratube.com olda-
lon. Az alap munkalapokat hasznalva nagyon gyorsan szinte barmilyen térbeli
feladatra specifikusan eldallithaté egy szemléltetd/gyakorld munkalap (akar

olyan is, mely esetleg a hagyomanyos mdodon nehezen lenne eléallithato).
4.2. Centralis vetités, perspektiva

A centralis vetités ritkabban fordul el a kozoktatasban, térobjektumok pre-
zentalasakor, vagy vazlatrajz készitésekor is inkdbb a parhuzamos vetitést
szoktuk alkalmazni, mely szemléletesebb, ugyanakkor a valosaghoz kevesebb
koze van, mint a centralis projekcionak. Bizonyos esetekben érdemes lehet a
tanuloknak bemutatni centrélis projekcio révén létrejott alakzatokat is, mert
sok érdekesség és szabaly figyelhetdé meg ezek segitségével, aminek a realitd-
sokhoz nagyon sok koze van. Erdemes lehet bazis-motivacioként kapcsolatba
hozni az informatika egyik jelentds agaval is, a szamitogépes jatékiparral. Mig
bizonyos tipusu jatékok, mint mondjuk a stratégiai jatékok izometrikus nézet-
ben késziilnek foként, addig a TPS (third person shooter-kiils6 nézetes akcio)
¢és FPS (first person shooter-belsé nézetes akcio) kategoridji jatékoknal cent-

ralis axonometriat alkalmaznak (11. abra).

Perspektiva Axonometria

11. abra Centralis vetitéssel programozott PC jaték (baloldalon, MAFIA 2), illetve izo-

metrikus axonometriaval késziilt jaték (jobb oldalon, Pharaoh)
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A parhuzamos vetités esetében projektiv szempontbol a vetités centruma
végtelen tavoli pont, centralis vetitéskor ez valds pont. A definici6 szerint, ha
S a projektiv tér egy rogzitett sikja, és C egy sikra nem illeszked6 pont, akkor
a C centrumu S sikra t6rténd (centralis) vetitésen azt a leképezést értjiik, amely
a tér egy tetszdleges, C-tdl kiilonbdzo X pontjadhoz hozzarendeli a CX egyenes
¢és az S sik metszéspontjat. A vetitdsugarak tehat illeszkednek a C centrumra,
¢s nem parhuzamosak. Hasonldan az ortogondlis axonometria esetéhez, itt is
érdemes matrixos alakban dolgozni. Legyen a centrum a z tengely pozitiv fe-
1én, és az origdtol valod tavolsagat jeldljiik d-vel (a Centrum lehetne magaban
az origdban is, az egy mas jellegli esetet eredményezne). Tekintsiik az [xy]
sikot a vetités képsikjanak. A matrixokban homogén koordinatas alakot kell
alkalmaznunk, ugyanis az ortogonalis axonometridval ellentétben itt azok ér-
téke nem 0 lesz. A z = 0, C(0,0,d) paraméterii centralis vetités esetén a vetitési

matrix a kovetkez0 alakot veszi fel:

Ekkor a P(Px,Py,Pz,1) homogén koordinatakkal adott pont képe:

P 1 0 0 0 P, P, P: 7%
/ i
P, 01 0 0f |P Py VTP
P, 00 0 0 P, 0o = 0
1 P,
1 00 -5 1 1 1-§ 1

, ahol P, # d.

Az utols6 1épésben a gyakorlati alkalmazas érdekében vissza kell térniink
descartes-i alakra, azaz 1-%—Vel végigosztjuk a négy koordinatat. Erdemes
megemliteni még azt az esetet, amikor P,=d. Ennek a feltételnek megfeleld
pontok mértani helye a centrumra illeszkedd, és a z tengellyel parhuzamos sik,
amit eltlinési siknak is szokas nevezni. A z = d sik pontjai mind végtelen tavoli
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pontok lesznek, és ha egy alakzat metszi az eltlinési sikot, szétesik, amit fontos

lesz a gyakorlati alkalmazas soran szemiink el6tt tartani.

12. abra Egy iranypontos perspektiva
A 12. abra mutatja az eldbbi vetités sordn keletkezett képalakzatot. Ez nem

megfeleld nézet szamunkra, szemléletesebb megjelenitéshez juthatunk, ha el-

forgatjuk az alakzatot a tengelyek koriil (13. abra):

Y

U?:‘
13. abra Két-, illetve harom iranypontos perspektiva.

A koordinatatengelyek egységpontjai, végtelen tavoli pontjai és az origd
(O, Uy, Uy, Uy, Ex, Ey, E;) ponthetese alkotja a centralis projekcio bazisalakza-
tat. Aszerint, hogy Uy, Uy, U; koziil hany végtelen tavoli pont van, szokés egy,

két vagy harom irdnypontos perspektivarol beszélni.

A GeoGebras megvaldsitas hasonloan miikddik, mint az ortogonalis axono-

metria esetében: a forgatasi matrixokkal szorozzuk a térbeli pont koordinatait,
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majd az igy keletkezett koordinatakat a vetitési matrixszal. A 14. dbra mutat
egy lehetséges GeoGebra-megvalositast. A gombokkal szimuldlni tudjuk az
egy, két, illetve harom iranypontos perspektivat elére definialt konfiguracio-
ban, illetve lehetdség van még az X, y, z tengely koriil forgatast végezni, a
centrum ¢€s origd tavolsagat modositani, illetve a kocka €lének hosszat allitani.
Ezeken kiviil jelolénégyzettel kapcsolhatoak a segédegyenesek, a koordinata-

rendszer, illetve a Désargues-haromszogek.

o 1 iranypontos perspektiva
E i ) N
2 iranypontos perspelkdiva
tavolsag(CO)
® 3irdnypontos perspektiva
a=55
-

segéd egyenesek
koordinata-rendszer

Désargues-haromszigek

<

14. 4bra Egy pontos, Két pontos, illetve 3 pontos perspektiva szemléltetése dinamikusan

Az igy kialakitott (O, Ux, Uy, U, Ex, Ey, E;) bazisalakzatbol egyszert sik-
mértani szerkesztésekkel juthatunk egyéb térbeli objektumok centralis vetiile-

téhez.

Ha a centrélis projekciot intuitiv modon szeretnénk megadni, azaz a bazis-
alakzataval, abban az esetben érdekes modon nem feltétlentil jutunk valodi
centralis projekciohoz (15. abra). A central-axonometria f6tétele kimondja
ugyanis, hogy minden central-axonometria egy centralis projekcio és egy pro-
jektiv transzformacid szorzata, azaz a central-axonometrikus kép projektiv az

alakzat valamely centrélis vetiiletéhez. gy az altalunk tetszSlegesen megadott
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ponthetes nem feltétleniil ad olyan alakzatot, ami eléallithato centralis vetités-
sel. Tapasztalataink szerint a szemléletességet nem mindig csorbitja, de ennek

tovabbi vizsgalata érdekes kutatasi teriilet lehet.

15. abra Intuitiv médon felvett bazisalakzat nagy valésziniiséggel nem centralis projek-
cio

A centralis projekcio tehat a centralis axonometria egy specialis esete, ami-

kor az alaprendszer ponthetesére bizonyos feltételeknek teljesiilnie kell. A

central-axonometriara Pohlke tételét nem lehet altaldnositani, nem igaz az,

hogy tetszoleges central-axonometria centralis vetités és hasonlosag szorzata:

Szabo-Stachel-Vogel-tétel: Legyen (O, Uy, Uy, Uz, Ex, Ey, E;) egy central-
axonometria bazisalakzata, tovabba a bazisalakzat egyetlen pontja se legyen
végtelen tavoli pont. A bazisalakzat altal meghatarozott central-axonometria

akkor ¢€s csakis akkor centralis projekcio €s hasonldsag szorzata, ha

OE.\* [OE\* [OE\*
: : - | =tga:tgh:tgy,
EU.) "\EU,) \EU

ahol
a =UUU<, B=UUUA, ¥ =UUU-.

A Szabo—Stachel-Vogel-tétel komputergrafikai szempontbol egy 1j iranyt
hatarozhat meg a GeoGebras megvalositast illetden: a tételnek kdszonhetden
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teljesen kikeriilhetdek a komputergrafikai szamitasok, kizarolag a sikon ma-
radva is meg tudjuk jeleniteni a centralis vetiiletét az alakzatoknak. A (O,
Ux,Uy, Uz, Ex, Ey, E;) bazisalakzat esetében 5 pont egyértelmiien meghatarozza
a centralis projekciot, ezekbdl a hianyzo 2 pont helyzete egyszerti 6sszefliggé-
sek Utjan szamithato.

Legyen adott a (O, Uy, Uy, Uz, Ey) pont6tos. Ekkor a Szabo—Stachel-Vogel-
tételben megadott 6sszefliggésben 4 ismeretleniink van: OEx, ExUx, OE;, E;U;
(Ex és Ez hidanya miatt). Ismert viszont az OUj; tavolsag, igy E;U; felirhaté OU;
és OF; osszegeként is. Igy a

2 2
0Ey \? (0B, \2 _ .
(%) ' (EZUZ) = tgB:tgy (1)

aranyparbol kapjuk a

2 2
OEy \" [ OE, B .
(EyUy> ' (OUZ+OEZ) =tgB:tgy (2

aranypart. Ekkor mar csak az OE, ismeretleniink van, reciprokkal val6 szorzas

utan jutunk a

2 2
OEy \“  (0U,+0E;\* _ '
(EyUy> ( OE, ) - tgﬁ tg)/ (3)

2
kifejezéshez. Osszuk le mindkét oldalt ( Oy ) el:

EyUy

(M)Z _ tgB. (&)2 (4)

0E, T tgy \EyU,

Reciprokkal vald szorzas, majd négyzetgydkvonas utan kapjuk:

OU,+OE, — tgp . EyUy (5)
OE, tgy OEy’

A bal oldali tortkifejezés tagjaira bontva:

0U,+0E, _ 0U,
0E,  OE,

+1. (6)
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A (6) alakot hasznalva az (5) bal oldalan ki tudunk vonni mindkét oldalbdl 1-

" 1y . P , . t EyU .
et, ezt kovetden pedig OE,-vel valo szorzis, majd a ’% . % — 1 —el vald
y

osztas utan megkapjuk OE, értékét:
ou,

[taB EyUy , @
tgy OEy

A (7)-ben kapott eredményt visszahelyettesitve (1)-be rovid szamitas utan:

0E, |28
E,U, = \/tg_y (8)

O,
EyUy

OE, =

Ezutan két ismeretleniink marad, az OEx és ExUx, melyeket a tételben sze-

repld barmelyik aranyparral tudunk mar szamitani a fentebb latott modon:

tga
OUy- oy
OE, = \tgB

= 0E, 3’ illetve (9)
Eyg;_Jggé
E U, = — . (10)

- JZEE_OEy'

tgB EyUy
A (7),(8),(9) és (10)-ben kapott eredmények minden tovabbi nélkiil beépit-
hetéek a GeoGebraba, igy egy centralis projekcid bézisalakzatdhoz jutunk,
melyben 5 valtozo paramétert lehet dinamikusan, interaktiv médon valtoztatni.

A 16. abran lathat6 az igy kapott bazisalakzat, a zold pontok szabad alakzatok,

azaz tetszOlegesen mozgathatoak, a piros pontok pedig fiiggd alakzatok.
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16. abra Szabé-Stachel-Vogel-tétel alapjan létrehozott centralis projekcio

Az igy készitett GeoGebras munkalapot alkalmassa lehet tenni arra, hogy
intuitiv médon felvett bazisalakzatra illessziik a centralis projekcié alaprend-

szerét, és elemezziik az eltérés mértékét.
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5. A nevelési-oktatasi kisérlet
5.1. ANAT és matematika kerettantervek attekintése

Nevelési-oktatasi rendszeriink alapvetéen kétpolusu, és harom szintli. Az
elsé szint a kozponti szabalyozas, melyet a Nemzeti alaptanterv (NAT) és a
kerettantervek képviselnek, majd ezek alapjan késziil el a helyi tanterv, mely
tiikrdzi a magasabb szinten megfogalmazott célokat, alapelveket, fejlesztési

feladatokat és tartalmi csomdpontokat.

Erdekes megemliteni, hogy az elsé NAT-véltozatok hogyan probaltdk meg

definialni a térlatast:

o térlatas: sikban, vetiiletekkel abrazolt dolgok gondolati rekonstrukci-
6ja haromdimenzios alakka, térbeli viszonyokka™ (fejlesztési fazis, 3.
NAT valtozat 1995),

e térszemlélet: az énkOzpontisag €s a viszonylagossag felismerése,

alapvet6 térgeometriai gondolkodas képessége” (NAT, 1996).

A NAT megkozelitése jol szemlélteti a definicios problémakat is: mig az
elsd esetben tilsagosan sziik a meghatarozas, addig a masodikban tal tag, meg-
foghatatlan. Masrészrél viszont a késébbiek soran (NAT 2003, NAT 2007,
NAT 2012) ezen a fels6 szinten mar nem is sziikséges az ilyen részletes defi-

nialas (pontosabb megkdzelitése az alsobb szinteken torténik).

A NAT, mint kompetenciaalapt tanterv a hazai kozoktatasban 2007-t6l a
NAT-ok az Eur6pai Parlament és Tanacs ajanlasat (2006) figyelembe véve is-
meretek, készségek, képességek €s motivumok egységeként értelmezik a kom-
petencia fogalmat. Mindezek alapjan a NAT 2012 II. részének 3. pontja tartal-
mazza a matematika miiveltségteriilethez kapcsolodo alapelveket, célokat, tu-
dasépitési kotelezettségeket. Cél példaul: ,,Egyarant 1ényeges a reproduktiv és

a problémamegoldo, alkoté gondolkoddsmod megismerése, elsajatitasa, mi-

62



kdzben nem szorulhat hattérbe az alapvetd tevékenységek (pl. mérés, alapszer-
kesztések), muveletek (pl. aritmetikai, algebrai miiveletek, transzformaciok)
automatizalt végzése sem.” A fejlesztési feladatok a kovetkezok:
1. T4jékozddas
1.1. T4jékozodas a térben
1.2. T4jékozodas az idében
1.3. T4jékozodas a vilag mennyiségi viszonyaiban
2. Megismerés
2.1. Tapasztalatszerzés
2.2. Képzelet
2.3. Emlékezés
2.4. Gondolkodas
2.5. Ismeretek rendszerezése
2.6. Ismerethordozok hasznalata
3. Ismeretek alkalmazasa
4. Problémakezelés és —megoldas
5. Alkotas és kreativitas: alkotds dntevékenyen, sajat tervek szerint; al-
kotasok adott feltételeknek megfelelden; atstrukturalas
6. Akarati, érzelmi, Onfejleszto képességek ¢€s egyiittéléssel kapcsolatos
értékek
6.1. Kommunikécio
6.2. Egylittmtikddés
6.3. Motivaltsag
6.4. Onismeret, dnértékelés, reflektalds, onszabalyozas

7. A matematika épiilésének elvei

Néhany, a kutatasi t¢émakorhoz kapcsolddo konkrét fejlesztési cél kiemelése

(a teljesség igénye nélkiil) 9-12 évfolyamokra vonatkozoan:

e . Tajékozodas a masik ember nézOpontja szerint.” (1.1.)
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e  Mennyiségi kovetkeztetések (pl. azonos egység esetén mennyiség €s
mérdszam kapcsolata alapjan; azonos mennyiség esetén egység ¢€s
mérészam viszonya szerint).” (1.3.)

e  Modellezés”, ,,Geometriai alkotasok létrehozasa szabadon és maso-
lassal; transzformaciok elvégzése, a ,,.kép” eredetijének megalkotasa”
(2.1.)

e Adott targy, elrendezés, kép mas nézOpontbol valo elképzelése, pél-
daul testek épitése kiilonb6z6 nézeteikbdl, vetiileteikbdl.” (2.2.)

o Képzeletben torténd mozgatas (pl. atdarabolas elképzelése; testhalo
Osszehajtasanak, szétvagasoknak az elképzelése; testek kiilonféle sik-
metszetének elképzelése.” (2.2.)

o _Képi emlékezés statikus helyzetekben (kép, helyzet felidézése 6ssz-
képben; részletek felidézése; a szabvany mértékegységek nagysaga;
Osszesség felidézeése: darabszam, elemek, elrendezés, sorrend; mintak
és szerkezetek felidézése statikus képen; jelek helyzetének, alakjanak
felidézése; fliggvények grafikus képe).”(2.2.)

e Analogids gondolkodas és korlatai.” (2.4.)

e  Idealizal6 absztrakcio (kor, haromszdg, négyszog; pont egyenes, sik,
tér)” (2.4.)

e  Oktatasi-tanulasi technoldgidkkal valo megismerkedés, azok értel-

mes, interaktiv hasznalata.” (2.6.)

Annak ellenére, hogy intézményi szinten mar 1997-tdl kezelték a (NAT-
hoz igazitott) tananyag-feldolgozast, az 1995-6s NAT-hoz igazitott kdzponti
ajanlasu kerettanterv csupan 2000-ben lett publikalva, bevezetve. A tovabbi
NAT-verziok esetében mar mindig megtortént a kerettantervek feliilvizsgalata,
s6t alternativ kerettantervek (2004, 2008, 2013) kidolgozasa is megtortént. Az
adott, érvényes NAT elvarasait leforditja, részletezi ezekre, a napi gyakorlati

megvaldsithatésagot jellemzi, a funkcioja a helyi tervezés segitése.
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A 7. tablazat tartalmazza a kozponti kerettantervben adott matematika ora-
szdmokat (ajanlasok, bizonyos mértékii atcsoportositasok a 9-10 és 11-12 év-
folyamokon beliil lehetségesek mar), illetve a MOZAIK-féle kerettanterv ese-
tében. A tisztan térgeometriara szant 6rak szama alapjan nyomatékosan ki-

emelhetjiik a tudatos tananyagtervezés fontossagat.

3 : -
> = ! =) o=\ w &
5 S |E |2 % 5|z S 5|E 5 & <
— < ~— ~— @ v
Kozponti (4 9. 185 40 4 2,16 %
évfolyamos = o2 44 10 541 %
gimnazium,

[0)

emelt szint) 11. | 185 28 2 1,08 %

12. | 160 50 22 13,75 %
Kozponti (4 | 9. 111 30 2 1.80 %
évfolyamos =77 30 10 9.01 %
gimnazium)

11. | 111 22 8 721 %

12. 96 20 18 18,75 %
MOZAIK (4 | 9. 111 35 2 1.80 %
évfolyamos == =177 39 7 6.31 %
gimnazium)

11. | 111 40 2 1,80 %

12. 96 47 20 20.83 %

7. tablazat Kerettantervi oraszamok
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A kozponti emelt 6raszamu (heti 5 matematika ora) kerettantervet csak ér-

dekességképpen emlitjiik: az emelt szint és draszdm nem feltétleniil biztosit

tobb lehetdséget a térgeometriai ismeretek tanitasara.

A nevelési-oktatasi kisérletiink helyszinéiil szolgal6 intézmény a MOZAIK

kerettanterv-csaladot, és ahhoz tartozo eszkdzoket hasznal, igy nézziink most

néhany tartalmat, kovetelményt az emlitett kerettantervbol:

e 0. ¢évfolyam:

o

Geometriai alapfogalmak ismerete, térelemek kolcsonos hely-
Zete

Sikbeli és térbeli nevezetes ponthalmazok ismerete
Szemléltetd és szerkesztett abrak készitése geometriai alakza-
tokrol; tulajdonsagok megallapitasa, kdvetkeztetések, bizonyi-

tasok

e 10. évfolyam:

o

Hasonl6 sikidomok teriiletének, hasonlo testek felszinének és
térfogatanak ardnyéra vonatkozotételek ismerete, alkalmazasa

A szogfelezotétel, a magassagtétel, a befogdtétel €s a korhoz
kiilsé pontbodl huzott érintd és szeldszakaszok tételének isme-
rete, alkalmazésa egyszerili szdmolasi, szerkesztési és bizonyi-
tasi feladatokban

A szogfliggvények alkalmazasa gyakorlati jellegii sikbeli és tér-

beli szamitasi feladatokban

Vektorok alkalmazasa egyszer(i geometriai bizonyitasi felada-

tokban

Hasonl6 alakzatok vizsgélata a mindennapi €letbdl vett példak

alapjan

e 11.¢évfolyam:
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o A geometria analitikus modelljének alkalmazésa egyszerli gya-
korlati probléméakban

o 12.¢évfolyam:

o Térelemek kolcsonds helyzetének, tavolsdguk, hajlasszogiik

crer

o A felszin és a térfogat szemléletes fogalmanak ismerete. Hasab,
gula, forgashenger, forgaskup, gdmb, csonkagula, csonkakup
felszinének és térfogatanak kiszamitasa konkrét feladatokban a
megfeleld képletbe torténd behelyettesitéssel

o Térbeliség abrazolasa, modellek, metszetek készitése; térbeli
szamitasok gyakorlati problémak kapcsan

o Matematikai modellek megjelenitése szamitogépen

Lathato tehat, hogyan realizalodik az alsobb szinten a téri képességek fej-
lesztéséhez kothetd NAT tartalom- és kovetelményrendszer. Mindezek alapjan
elkészithetd a helyi szintii tanterv, tanmenet, illetve pedagogiai program, mely
mar a napi szintli, tanorai bontasban hatarozza meg a nevelési-oktatasi folya-

matot.

Az elkészitett, téri képességek fejlesztésére iranyuld segédanyagok mate-
matika orakba torténd beillesztésére a fentebb targyalt irdnyelvek a mérv-

adoak. A részletesebb, tanora szintii folyamatot az 5.4-es fejezetben fejtjiik ki.
5.2. PISA 2012 eredmények odsszefoglalo értékelése

Amikor matematikateljesitményeket (vagy tovabblépve oktatasi rendszere-
ket) hasonlitunk &ssze, szamos kritikus tényezd adodik: a nemzeteken beliili
szocialis, kulturalis, demografiai, iskola-struktura eltérések. A PISA felméré-
sekben mindezek ellenére k6zos standardokhoz igazitott teljesitménymérés
torténik (a 15 éves korosztaly korében), melynek magyarazata: felndttként

ugyanazokkal a kihivasokkal fognak szembesiilni, és ugyanazért a munkaért
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kell majd versenyezniiik. Az egyes orszagoknak nemzetkdzi szintéren is helyt

kell allniuk, ennek alapkovét pedig az oktatasi rendszer jelenti.

A PISA mérésekben els6 alkalommal 2003-ban volt kiemelt teriilet a mate-
matika (feladatok szamat illetéen hangstlyosabb teriilet). Ekkor alakitottak ki
az OECD-orszagokra vonatkozd egységes pontrendszert, pontosabban az 500
pontos atlagot, 100 pontos szorassal. 2012-ben példaul az OECD-orszagok al-
kalmazott matematika miiveltség atlaga 494 pont volt, mig 2009-ben 496 pont
volt. A magyar diakok 477 pontot teljesitettek 2012-ben, mig 2009-ben 490
pontot. Ezek az értékek még a standard hibat figyelembe véve is szignifikansan

alul maradnak az atlagon.

A PISA hat képességszintet hataroz meg: az 1. szinten a legkdnnyebb fel-
adatok vannak, a hatodik szinten a legnehezebbek, és ennek alapjan kapnak a
tanulok besorolast (példaul a rendszer szerinti kettees szinten 1€v6 tanuld nagy
valosziniiséggel nem tudja megoldani a harmas szinti feladatokat). A 2012-es
felmérésen a magyarorszagi tanulok 28,1 %-a helyezkedik el az els6 szinten,
ami a 2003-es méréshez képest 5,8 %-os ndovekedést jelent, mig a kivalo szin-

ten teljesitdk aranyaban nem tortént szignifikans valtozas.

A PISA mérések alkalmazott matematika négy tartalmi teriilete koziil az
egyik a ,, Tér és alakzat”. A négy részteriilet atlagait kiilon vizsgalva megalla-
pithato, hogy egyediil a ,, Tér és alakzat” esetében vannak a didkok a teljes teszt

atlaga alatt (3 ponttal).

Mivel a 2003-as mérésben és a 2012-es mérésben is kiemelt teriilet volt a
matematika, igy lehet6ség nyilik a kozel 10 év alatt torténd valtozasok megfi-
gyelésére. Ha a 2003-as ¢és 2012-es mérés kozotti 13 pontos eredménycsokke-
nést mutatd Magyarorszag sorat vizsgaljuk, az latszik, hogy a 2003-ban veliink
egy szinten teljesiték kozott nem volt olyan orszag, amelynek az eredménye
2012-re nagyobb mértékben csokkent volna, mint a magyar 15 éveseké. Ennek
ellenére a ,, Tér és alakzat” részteriilet 2003-as mérésekor sem volt szignifikan-
san alacsonyabb s 2012-es eredményekhez képest (szinten tartas tortént).
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A PISA felmérésekkel kapcsolatban Magyarorszdgon nincs egységes allas-
pont kialakitva, szamos érv €s ellenérv szol az eredmények validitdsa mellett
(példaul a 2003-as PISA felmérés soran néhany matematikai feladat esetében
bizonyos ideig hibas javitokulcs allt rendelkezésre, tovabba Magyarorszagon
nem teremtették meg a kereszttantervi kompetenciak fejlesztésének feltételeit).
Véleményiink szerint azonban mindenképpen érdemes kitekinteni olyan
iranyba is, hogy milyen tipust feladatokat kellene megoldani a tanuloknak ah-
hoz, hogy nemzetk&zi szinten is helyt tudjanak allni. Ugy tiinhet, hogy bizo-
nyos esetekben a nalunk kimeneti kdvetelményként szerepld érettségi néhany
feladata nincs 6sszhangban (didaktikai szempontb6l) a PISA mérés feladatai-
val, azért az elmult 10 év alatt tortént valtozasok, torekvések (kompetencia-
alapt oktatas, differencialt oktatas, kooperativ oktatas, IKT eszk6zokkel tamo-
gatott oktatds) valosziniileg irdanymutaté hatéssal vannak. Ezt erdsiti az orsza-
gos kompetenciamérés is (melyben a feladatok stilusai hasonl6 a PISA felada-
tokhoz), illetve az egyre tobb valosag-kozeli matematikai feladatok terjedése a
hétk6znapi matematikadrakon (jo példa: sulinova adatbank, http://tudas-

bazis.sulinet.hu/hu/matematika/matematika).
5.3. Elozetes allapotfelmérés osszetevoi és eredményei

A térszemléleti képesség Osszetevoinek egyik lehetséges modelljét alkal-
maztuk a vizsgalt kornyezetben, mely leginkabb McGee modelljéhez hasonla-
tos. A kétfaktoros modellben az Eliottél (1987) szdrmazo elnevezéseket hasz-
naltuk, mert véleményiink szerint ez nem csupan a feladatok elkiilonitést szol-
galja, hanem a mutatja a megoldasukhoz sziikséges részképességeket is. Az
altalunk vizsgalt két faktor a rekognicid (felismerés) és a manipulacio. A fel-
ismerést McGee orientacios faktordhoz, a manipulaciot pedig a vizualizacio-
hoz hasonloan definialhatjuk. A felismerés soran a latvany egészének befoga-
dasa, értelmezése a cél. A manipulacidhoz tartoznak azok a feladatok, ame-
lyekben térbeli objektumokkal kell miiveleteket végezni (mozgatas, elforditas,

transzformalds). Itt tehat nem a kép Osszeallasanak vizsgalata torténik, hanem
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crer

lata.

A 8. tdblazatban lathato a két faktor szerinti feladatok besorolasa (megjegy-
zendd, hogy az adott tevékenységek nem 100%-osan elkiilonithetdek a fakto-

rok szerint, de mindegyik tevékenységet a dominans tényez0 szerint jeloltiink).

Rekognicid Manipulacio
Rekonstrukcio Vetiileti abrazolas és
olvasas

Kétdimenzids vizualis | Szerkezetlatas

elképzelés

Térbeli alakzat felisme- | Mentalis forgatas

rése, megjelenitése

Targy képzeleti mani-

pulalasa

Téri konstrukcid

Dinamikalatas

Lathatdsagi elrendezés

8. tablazat A vizsgalt faktorok és feladattipusok

A valasztott kétfaktoros modelliinkhoz a Séra-Karpati-Gulyas —féle, 2002-
ben publikalt és standardizalt tesztsor illeszthetd a legjobban, igy a bemeneti
¢és kimeneti méréseket is az emlitett teszthez tartoz6 feladatsorok valamelyiké-
vel végeztikk (elkeriilve a feladatok kompromittalodasat). A tesztfeladatok
részletesebb leirdsa, megoldasi, javitasi Utmutatdja megtalalhatod a fiiggelék-
ben. Kiemelendd, hogy az utmutatasban irt idétényezok szigoru betartasa fon-

tos volt a mérések soran, hiszen az nem vezetett volna helyes iranyba, ha a
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tanul6 egy feladatot hibatlanul megold az arra szanhat6 idékeret tobbszordse

alatt, a tobbi feladaton pedig alulteljesit id6 hianyaban.

A bemeneti méréseket a 3. fejezet 6. tablazata alapjan végeztiik. Alapvetden
arra voltunk kivancsiak, hogy a mindenkori 15 éves korosztaly (a gimnazi-
umba belépd 9. évfolyam) megfeleld téri képességekkel rendelkezik-e. Az erre
iranyulo6 vizsgalatot 5 tanéven keresztiil végeztiik, ami igy egy longitudinalis,

hosszmetszeti vizsgalatnak felel meg.

Minden tanévben altalaban 40 tanul6 kezdte meg tanulmanyait a 9. évfolya-

mon, igy a bemeneti mérés mintdjanak nagysaga egész pontosan N = 217.

Az 5 tanév 5 kiilonboz6 csoportjanak teljesitménye kozott nem volt szigni-
fikans kiilonbség o = 0,05 szinten (egytényezdGs varianciaanalizis: Fszmitott =

0,3995 < F, = 2,5787).

A 3. diagram mutatja a tanulok Osszteljesitmény szerinti eloszlasat, ahol a
horizontalis tengelyen a szazalék-osztalyok, a vertikalis tengely pedig a tanu-
16k szama szerepel. Az N =217 mintaban a tanulok 91,7 %-a (199 £6) teljesitett
50% alatt.

9. évfolyam eredményeinek eloszlasa

90 79
80 73

70

60

50

40 33

30

i 1 17

10 o u 1 fol fol o
° L] L

oo ole ole oo ole oo oo oo oo oo
,\,Q :\9 ?’Q Q&Q %Q 5°Q A ;%0 090

v & & N §F

3. diagram Mindenkori 9. évfolyamos tanulok bemeneti eredményei 5 tanévet felolelve

(N = 217)
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A széls6ségek (0 pont, maximalis pont) vizsgalatabdl tovabbi kdvetkeztetése-

ket tudunk levonni (4. diagram):

Széls6érték-eredmények eloszlasa tevékenység

szerint
120
100
80
60
40 29 14
0 IZ I I | I
o M- | I l-
e %, ) S2e : 0. /3y,
%y, 9”7/4— U/@f/ - 6// %@e g"’b /'4/7 S"/e o s, /7‘9"%-
S £ 3/, 7. ‘9/‘9 (78 (ST Str, (/9/ /Z//f Fo;
Oy ldg V) /s '{?c?t P NEANNE7R . ("('c/'o— s S o é)/ébfé
s s S/, . [55)
oy, s/"’@re oy, “less s
Ci Se C/'o'.
Z]

H 0 pont M maximalis pont

4. diagram A 0 pontot, illetve a maximalis pontot elérék szama tevékenységenként

A 4. diagram alapjan a rekonstrukcios feladat igen szélséséges eredmények-
hez vezetetett. A feladat leirasat és az egyetlen, a megadott szempontok szerinti
(a rajz egésze szerkezetében jo, minden nézete j6) hibatlan tanuldi megoldast
a 17. abran lathatjuk. Lathato, hogy a tanuld torekedett a legmegfelelébb axo-
nometrikus kép kialakitasara, ezen feliil pedig radir segitségével a lapok latha-
tosagi elrendezését is igyekezett figyelembe venni. A 217 tanulobol 111 (51,15
%) tanuld 0 pontot kapott a feladatra. Ez a tevékenyésg erételjesen kothetd a

térbeli geometriai feladatok esetében készitendd vazlatrajz kivitelezéséhez.
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Rajzolj olyan épitményt (perspektivikus vagy axonometrikus képét), amelyet el6lrsl, hatulrdl,

alulrél, feliilrgl és mindkét oldalrsl ilyennek Jatunk!

17. abra Rekonstrukcios feladat és az egyetlen helyes tanul6éi megoldas

Két olyan tevékenység volt, melyeket a tanulok tobb, mint 10%-a oldott
meg hibatlanul: térbeli alakzat felismerése és megjelenitése (23 tanulo, 10,59
%), ¢és a lathatosagi abrazolas (28 tanulo, 12,9 %). A lathatosagi feladatnal
adott volt egy épiilet-egyiittes feliilnézetbdl, kiilonb6zd magassagl épiiletek-
kel. Feladat volt lerajzolni a latvanyt szembdl nézve, a kitakart épiiletrészek
(élek) elfedésével. A tobbi tevékenység esetében mindenhol 10% alatt maradt

a hibatlan megoldast nyu;jto tanulok szdma.

Az 5. diagramon az eredmények tevékenységek szerinti eloszlasat lathatjuk.

9. évfolyamosok eredményei tevékenységek szerint

l[athatdsagi dbrdzolds m———————————  34,79%
rekonstrukcié —m——— 17,05%
2d-s vizualis elképzelés n— 19,55%
téri konstrukcio n——————————— 43,99%
targy mentdlis manipuldcidja S ——————  39,41%
szerkezetldtds T 24,67%
térbeli alakzat felsimerése, megjelenitése T —————— 39,67%
vetlileti dbrazolas és olvasds neee—————————eesssssssss——— 37,86%
dinamikalatdas m———————— 40,81%
mentalis forgatds m— ————— 27,69%
e

N
Ny

5. diagram Az eredmények megoszlasa tevékenység szerint
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A 2D-s vizualis elképzelés mérésére iranyul6 feladat hasonlé eredménnyel
zarult, mint a fentebb emlitett rekonstrukcids feladat. Azt latjuk, hogy 40%
feletti teljesitmény 2 tevékenység esetén fordult eld: téri konstrukcid (harom
elembdl Osszetett test konstrualdsa bizonyos feltételeknek eleget téve) és dina-
mikalatas (Osszetekeredett zsinor két végének meghuzasa utan keletkezik-e
csomo). Az 5. diagramon lathat6 adatok alapjan fontos megjegyezniink, hogy
egy tevékenység mérése soran sem sziiletett a vizsgalt mintan 50%-t6l jobb

eredmény.

A téri képességeket mérd tesztsoron kiviil minden tanév elején és végén,
intézményi szinten megszervezett bemeneti ¢s kimeneti mérések voltak elo-
irva. A mérési feladatlapon minden évben szerepelt egy térgeometriai jellegi
feladat. A 9. évfolyamosok ezen a bels6 mérésen a tanévek elején atlagosan
28,6 %-o0s eredményt értek el az emlitett feladatban, illetve maximalis pontot

elérék szama az 5 tanév alatt minddsszesen 17 volt (7,83 %).
5.4. A fejlesztési folyamat leirasa

A vizsgalati id6szak hossza lehetdvé tette gimnaziumi évfolyamok teljes, 4
éven keresztiili (belépéstol kilépésig) fejlesztésének nyomon kovetését. A ku-
tatas helyszinéiil szolgald kozépfokl oktatasi intézmény az orszdgos kompe-
tenciamérés adatai alapjan minden évben az orszagos atlag koriil teljesitmény-
nél ingadozott, azaz mondhatjuk, hogy egy teljesen atlagos kozépiskolarol van
sz6 (nem folyik kiemelkedéen magas tehetséggondozas, de tanuldsi nehézsé-
gekkel, hatranyos helyzetti, kiilon nagymértékii fejlesztésre szoruld tanulokbol

sincs atlagon feliil).

A nevelési-oktatasi kisérlet felmend rendszerben valdsult meg, a minden-
kori ’a’ osztaly képviselte a kontrollcsoportot, a ’b’ osztaly pedig a kisérleti
csoportot. A részletesebb kutatds targyat képezd évfolyam 2010/2011-es tan-
évben kezdett 9. évfolyamon, 9/a 23, és 9/b 21 {6 tanuloval (az adott csoport-
ban személyi valtozas nem tortént a 4 tanév alatt). Ezen tanuldk fejlesztése,
kvantitativ és kvalitativ mérése, megfigyelése tortént 4 tanéven keresztiil.
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Az’a’ osztaly kdvette a mar megszokott, hagyoméanyosnak nevezett fejlesz-
tési utat (kézbe veheté modellek) interaktiv tablaval ellatott tantermekben, a
’b’ osztaly pedig hasznalta a hagyomanyos modelleket, interaktiv tablat, és a

GeoGebrat.

Az 5.1. fejezet 7. tablazataban lathato, térgeometria ordkra fordithatd 1d6-
keret alapjan két lehetdséget lattunk a fejlesztésre (és tapasztalatunk szerint

érdemes kihaszndlni a lehetdségeket minél szélesebb spektrumban):

o kozvetlen térlatas-fejlesztés: kifejezetten térgeometria 6ran van ré le-
hetdség, téri képesség-komponensek célirdnyosan torténd fejlesztése
(ez nagyrészt a 12. évfolyamra volt jellemzd)

o kozvetett mddon torténd fejlesztés: barmilyen jellegli matematikadran
1-2 perc alatt prezentalhat6 térgeometriai segédanyag, mely alapvetd
célja a tanuld szemléletének bovitése, elmélyiilés az adott problémaban
(sikgeometria oran térbeli analdég problémak felvetése, algebrai azo-

nossagokra geometriai modell bemutatésa...)

ANAT és MOZAIK-kerettantervekben meghatarozott cél- és kovetelmény-
rendszerhez igazod6 tanmenteket hasznaltunk a fejlesztési idészak folyaman.
Az 5 tanév alatt bizonyos évfolyamokhoz megjelentek mar a feliilvizsgalt ke-
rettantervhez tartozd, ujabb tanmenetek, de mi a kutatdsunk soran végig a

2010-es verziot hasznaltuk.

A GeoGebra alkalmazasa tobbek kozott a kovetkezd tevékenységeket ta-

mogatta (néhany példaval):

o szemléltetés (térbeli transzformaciok)

o Osszefliggések felfedezése (hasonld testek térfogatdnak aranya)
e sejtések megfogalmazasa (dualis testekre vonatkozoan)

o kisérletezés (széls6érték-feladatok)

e Onellendrzés (térgeometriai szamitasi feladat)
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Mindezen tevékenységek megvalosulhattak frontélisan, illetve onalloan,
akar differencialt tanorai keretek kozott egyarant. Ezen kiviil szamos lehetdség
adodhat a mar meglévo, kidolgozott segédanyagok hasznalatan til az 6nallo

tanul6i produktumok készitésére is (otthoni munka, szorgalmi feladat).

A fejlesztéssel kapcsolatos fontos megjegyzés, hogy az adott osztalyokat
nem kizéarélag egy tanar tanitotta végig az évek folyaman, igy a kutatas soran
biztositott volt a tanarfiiggetlenség, illetve a Pygmalion-effektus elkeriilése,

mely tényezOk emelték a kutatds objektiv mddon torténd elvégzését.
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9. évfolyam

tandra T
. tanodra témaja
sorszama
15. Nevezetes algebrai azonossagok
43. Pontok, egyenesek, sikok és ezek kolcsonos helyzete
44, Néhany alapvet6 geometriai fogalom
54, Nevezetes ponthalmazok a sikban és a térben
82 A geometriai transzformacio fogalma, példak geometriai
' transzformaciokra
10. évfolyam
tandra T
. tanora temaja
sorszama
52. A hasonldésagi transzformdcio
61. Hasonlé testek térfogatanak aranya
74 Sikbeli és térbeli szamitasok a szogfliggvények segitségé-
' vel
79. Vektorok alkalmazdsa a sikban és a térben
11. évfolyam
tandra T
i tanodra témaja
sorszama
69 Vektorok a koordinata-rendszerben. Miveletek koordina-
) taikkal adott vektorokkal
70. Két pont tavolsdga. Két vektor hajlasszoge
73. A haromszog sulypontjanak koordinatai
75-76 Az egyenest meghataroz6 adatok a koordinata-rendszer-
' ben
89. Klpszeletek és egyenleteik a koordinata-rendszerben
12. évfolyam
tandra T
i tanodra témaja
sorszama
22. Térelemek kolcsonds helyzete, térelemek szdge
23. Térelemek tavolsaga
24. A sik ¢és a tér felbontasa
25. A testek osztalyozasa
26. Szabalyos testek
30. Feladatok
31. A térfogat fogalma, a hasab és a henger térfogata
32, Feladatok
33. A gula és a kup felszine és térfogata
34. Térfogat €s felszinszamitasi feladatok
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35. A csonka gula és a csonka kup felszine €s térfogata

36. Feladatok

37. A gomb és részeinek felszine és térfogata

38. Egymasba irt testek

39-40. | Osszetett feladatok

77-78. | Alapvet6 geometriai fogalmak

79-80. Geometriai transzformaciok

81-83. | Vektorok, szogfiiggvények

88-90. | Koordinatageometria

0. tablazat A készitett segédanyagok hasznalatinak lehetéségei tandrai szinten

A 9. tablazat tartalmazza a véleménylink szerint szoba johetd lehetdségeket

a GeoGebras segédanyagok beiktatasara. A hasznalat segédanyagok teljes lis-

taja a fiiggelékben megtalalhato, kiegészitve néhany modszertani javaslattal.

Jelen fejezetben néhany példat mutatunk, mely tapasztalataink szerint kiilo-

nosen hatékony volt a tanulok altal elkovetett tipikus hibak, illetve nehézségek

redukalasara. A tanulok a kdvetkezd néhany hibat tdmegesen kovették el:

térelemek viszonydnak nem megfeleld értelmezése (kitérd egyenesek
tavolsaga és hajlasszoge; 2 sik, illetve sik és egyenes hajlasszoge)
vektorokhoz kapcsolodo egyszerii térbeli feladat megoldéasa (a kocka
egy csucsabal kiinduld 3 élét értelmezziik 3 vektorként, majd ezek se-
gitségével fejezziik ki a kocka néhany nevezetesebb vonalat—>Descar-
tes-féle térbeli derékszogl koordinata-rendszer bevezetése)
térgeometriai szamitasoknal a hajlasszogek nem megfeleld értelmezése
térgeometriai szamitasoknal a sziikséges metszet-sikidomokkal (pél-
daul haromszogek) valo miiveletek, azok megtalalasa

egy sokszOg (haromszog, téglalap, trapéz) valamely tengely koriili
megforgatdsa utdn milyen térbeli alakzatot kapunk (forgastestek felszi-
nének és térfogatanak szamitasa)

hogyan keletkezhet (szabalyos) hatszog egy kocka sikmetszeteként

alakzatok képe kiilonb6z6 nézépontokbol
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e (a+b)®=a®+3a’b+ 3ab?+ b3 algebrai azonossdg memoriza-
lasa, alkalmazasa

e hasonlo testek felszinének és térfogatanak aranyaira vonatkozd dssze-
fliggések memorizaldsa, alkalmazasa

e mértani helyek azonositdsara iranyuld feladatok esetében az Osszes
megoldas megtaldlasanak hianya (analogikus gondolkodés)

o felszin- és térfogatképletek nem megfeleld hasznalata (formalizmuson

alapul¢ tipikus hibak)

Az emlitett tipikus hibak esetében kifejezetten hatékonynak bizonyult a

GeoGebra bevonasa az adott matematikadrakon.

A kitér6 egyenesek tavolsaganak és hajlasszogének szemléltetésére egy ta-

nul6 készitett igen Gtletes segédanyagot (18. abra):

18. abra Kitéro egyenesek tavolsaga és hajlasszoge dinamikus megjelenithetdoséggel, ta-
nuléi produktum

Az é4bran lathato AB és CD pontok hataroztdk meg a két kitéro egyenest. A
tanul6 a tankonyvben talalhato abrarol vette az alapoétletet, ahol egy kocka két
megfeleld ¢le hatarozta meg a kitérd egyeneseket. Ez igy specialis (szlkitett)
eset, ugyanis két parhuzamos sikbodl (kocka két szemkozti lapja) nem tudjuk
kimozditani az egyeneseket, de azokon beliil viszont szabadon mozgathatdak

az egyenesek, igy altalanosabb esetet kaptunk, mint a kockas példa. Az E pont
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segitségével tudjuk az AB egyenessel parhuzamos egyenest eltolni a masik

sikra, ahol értelmezhetdvé valik a kitérd egyenesek hajlasszoge is.

A vektorok esetében a konkrét feladatot megvalositod (tankonyvi példa alap-
jan) munkalap az origdbol kiinduld 3 ortonormalt vektor, mely igy egyuttal
egy kockat is egyértelmiien meghataroz. A 3 vektor segitségével kiillonb6zo
iranyl lapatlok és testatlok meghatarozasa volt a cél. Ez a munkalap a szem-
1¢ltetésen tul segitette a tanulo kisérletezését, onellendrzését is. A parancssorba
beirt, 3 adott vektorral valo miiveletsorok pedig azonnal megjelentek a dina-
mikus 3D feliileten. Innen egyenes ut vezethet a Descartes-féle térbeli derék-

szogl koordinata-rendszer bevezetéséhez.

A 19. abra egy egyszerl feladaton keresztiil mutatja be a térgeometriai sza-
mitasokat segitd segédanyag eldnyeit. Testek felszinének, térfogatanak szami-
tasakor szadmos esetben kell a hidnyz6 adatokat sikmetszetek segitségével sza-
molni. Tapasztalataink szerint sok esetben gondot okoz a tanuloknak a megfe-
leld sikmetszet meglatasa az adott térbeli objektumban (gondolhatunk itt pél-

daul csonkakuppal kapcsolatos szamitasi feladatokra is).
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Szamitsuk ki a 3,7 cm élhosszusagu kocka testatléjanak hosszat?

élhossza: 3.7 Uj feladat

Tekintstik példaul a DAE derékszogii haromszoget! /] DAEA

Erre a haromszigre felithatd Pitagorasz tétele
Akét befogdt a-val, az atfogdtl-el jelélve: (I a kacka eqyik lapatidja)

a” +a =1

Behelysttesitve a Pitagorasz-tételbe: 3,72 + 3.72 = |2
13.69 + 13.69 = I*
2738 = I
Vanjunk mindkeét oldalbdl négyzetayikit, igy:
523=1I

A 3.7 cm élhosszisagl kocka lapatligjanak hossza
tehat 5.23 cm

Atestatld meghatarozasahoz szikséglnk van az utdbh kiszamolt
lapatlé hosszara is. Tekintstink most egy olyan derékszogl haromszaget, amiben szerepel
alapatld, a testatld és a kocka éle is:

Tekintsik a DEF derékszogl haromszogetl (] DEFA
Pra’=¢
A DEF derékszigl haromszig derékszige az E csicsnal van,

e N | helyére irjuk a 5.23-t, a helyére a 3.7-t
Pitagorasz tételét ismét alkalmazhatjuk, mertismert az a oldal

(kezdeti feltétel), illetve kiszamoltuk a lapatld hosszat, 5232137 =1

Ez a két hosszlsag alkotja a DEF haromszig befogait i N

Az atfogd, amit kereslnk, pontosan a testatlé hossza lesz, jeléljik ezt t-vel. 2738 + 13.60 =7
4107 = ¢*

A 3.7 cm élhosszusagu kocka 641zt

testatlojanak hosszatehat6.41 cm hosszu.

19. abra Térgeometriai szamitasok elvégzését és ellenorzését segité dinamikus, interak-
tiv segédanyag

Az ilyen jellegii segédanyagok a kovetkezd lehetdségeket tartalmazhatjak:

e dinamikus, interaktiv 3D vazlatrajz készitése

e a feladatban megadott adatok beirasa (beviteli mez0)

e megjelenithetd tanari magyarazat (alkalmazando 6sszefliggések)

e amegoldas levezetése a feladat konkrét adataival (jelolonégyzettel le-
het a tovabbi [épéseket megjeleniteni)

e (j feladat kérésének lehetésége (nyomdgomb)

A 20. abra a kocka hatszog-sikmetszetének eldallitasat bemutatd segéd-
anyagot tartalmazza. Itt lehet6ség van a tanulonak kisérletezésre, a P pont
(z6ld) mozgatasaval. A sik atlatszosaga allithatd, ami még szemléletesebben
mutathatja a vagast. A segédanyag jobb munkalapjan a sikmetszet néhany

adata lathato.
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Sik atlatszésaga = 0.5 M.
6|i atlatszésaga
A kocka éle | |Osztépontok T =20.78
4 egység. [/]Oldalhosszak  [v/|Terillet
3D-s nézet
2.83
- T H u T
iy 2.83 2.83
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| . E
I 2.83
TCL 2.83
“ 3 ‘R
.' c 2.83
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20. abra Kocka hatszog-sikmetszeteinek eldallitasa, néhany kiegészité informacioval

A 21. édbran egy nem célirdnyosan téri képességek fejlesztésére iranyulod
munkalap lathatd, sokkal inkabb az analogias gondolkodasmod fejlesztése egy
térbeli interpretacioval. Két tag 6sszegének kdbére vonatkozoan tomeges tanu-
161 hiba a képlet nem megfeleld megtanuldsa, és ebbdl kdvetkezden az alkal-
mazasa. A segédanyag jobb oldali munkalapjan dinamikusan, interaktivan el-
lendrizhetd a két tag kobére vonatkozo algebrai azonossag. Ezen feliil szemlé-
letesen mutatja a tanuloknak, hogy a vagasok utan milyen részek keletkeznek:
2 kocka, és 3-3 egybevago téglatest. Ezek a tipust interpretaciok nagymérték-
ben hozzasegitik a tanulokat a képletek helyes értelmezéséhez, memorizalasa-

hoz (és ebbdl kdvetkezéen az alkalmazashoz).

82



(a+b)? = (2.76 + 5.24)* = 8% = 64 e

~ 3D-s nézet

H~ @~ ~~ |

DEFH terilete = 14.47
HFIC terlete = 27.41

VN
Y m

a=2.76 AGFE terilste = 7.64 FIBG terllete = 14.47

21. abra Két tag 6sszegének négyzetére, és kobére vonatkozé geometriai interpretacio

12. évfolyamon a térgeometriai szamitdsos feladatok egy bizonyos tipusa-
nal, ahol a térbeli alakzatot egy sikidom valamilyen tengely koriili forgatasaval
kapunk, mar az indulas nagy nehézséget okoz a tanuloknak: nem tudjak azo-
nositani a térbeli alakzatot, amivel dolgozniuk kellene. A kiindul6 alakzatok
altalaban sokszogek, igy a gyakorlashoz készithetdek specialis munkalapok
(téglalapok, derékszogl trapézok megforgatasa), vagy akar egy altalanos alak-
zat forgatasanak szemléltetésére is. A 22. abran egy tetszéleges sokszog forga-
tdsdnak bemutatasat megvalositd munkalap lathatd. A baloldalon lathat6 sok-
sz0g 7 cslicspontja tetszélegesen mozgathato, a jobb oldali részen pedig tobb
beallitasi lehetdséget talalunk a forgatasra vonatkozoan. Van lehetdségiink a
feltiletet alkotd vonalak stiritésére, az y tengely koriili forgatas sz6gét megha-
tarozni (teljesen korbeforgatjuk, vagy esetleg bizonyos szognél megallunk a

forgatassal), illetve a térbeli alakzatot mozgatni, korbeforgatni.
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22. abra Forgéstestek szarmaztatésa
Térgeometriai szamitasok esetén a tanulok nehezen taldljak meg azt a sik-
metszetet, mely alapjan hidnyz6 adatokat tudnénak szamolni (példaul cson-
kakupnal a megfelelé derékszogli haromszog vagy trapéz azonositasa). A 23.
adott a kocka ¢lén néhany pont (csucs, €lfelezd pontok), majd az ezek segitsé-
gével adott sokszogeket kell beazonositani. A GeoGebras segédanyag a papir-

ceruza alapu feladathoz a kdvetkezoket teszi hozza pluszban:

e megjelenithetd mintapélda a feladat konnyebb megértése céljabol

e a keresett sokszoget a tanulo be tudja rajzolni a testreszabott eszkdztar
segitségével, és kisérletezhet, ellendrizhet

e a vazlatrajz teljesen interaktiv, dinamikus 3D feliileten van (beépitett
nevezetes nézépontok valtoztatasa lehetséges)

e a megoldasat a tanul6 beirhatja a megfeleld beviteli mezdbe, és azon-
nali visszacsatolast kap a munkdjarol (ez tobbféleképpen megvaldsul-

hat: egyszerii j0 vagy rossz, vagy esetleg bovebb magyarézat is kivite-

lezhetd)

e feladat inicializalasa (Ujra gomb)

84



Dinamikus, interaktiv ‘
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23. abra Kocka sikmetszeteinek azonositasa dinamikus, interaktiv segédanyagban

GEBD
ECG

ACE

CL P

Végiil, de nem utolsd sorban megemlitiink egy igen érdekes tanuldi maga-
tartast egy térgeometriai szamitasi feladat kapcsan. A feladat a kdvetkezo: ,,50
kg cementet zsdkbdl egy vodorbe szeretne attolteni a kémiives. A vodor csonka
kap alakq, als6 alapkore 20 cm atmérdjli, a felsé alapkore 28 cm atmérdji,
magassaga pedig 27 cm. Sikeres lesz-e az attoltés?”. Az attoltés sikerességeét
természetesen gy gondoljuk, hogy maradéktalanul atkeriil a zsak tartalma a

vodorbe.
A feladat megoldasa soran a kovetkez6 esetek fordultak elo:

e atanulok nem tudtak elkezdeni a feladatot (100 tanulobol 19 tanuld)

e atanulok kiszamitottak a csonkakup térfogatat, €s megalltak, nem tud-
tak, mi lehet a kovetkezo 1épés (100 tanulobol 52 tanulo)

e a tanulok kiszdmitottdk a csonkakup térfogatat, és azonositottak az 50
kg cementet 50 literként, majd ez alapjan 50000 cm3-ként, ami bizo-
nyos anyagok esetében esetleg miikodoképes is lehetett volna (100 ta-
nulobol 20 tanuld)
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e atanulok kiszamitottak a csonkaktp térfogatat, és jelezték, hogy sziik-
ségiik lenne még informaciora (100 tanulobol 7 tanuld)
e atanulok a feladat elolvasasa és értelmezése utan jelezték, hogy sziik-

ségiik van még informaciora (100 tanulobol 2 tanuld)

Az emlitett tanuloi magatartasok megfigyelése alapjan (a tanulok 9 %-a je-
lezte az informacidhianyt) fontos kiemelni, hogy tématol, sét tantargytol fiig-
getleniil az adott céliranyos szakmai fejlesztés mellett minden esetben iigyel-
junk a tanulok Kritikus problémaelemz6 képességének fejlesztésére, illetve a
kapott eredményhez valo kritikus hozzaallas kiemelésére, onellenérzésre (az
eredmény nagysagrendileg rendben van-e, valosagnak megfelelhet-e az ered-

mény, létezhet-e tobb megoldas is...).

Ezen feliil a GeoGebras munkalapok lehetdséget nyujtottak a tanuloknak az

egyéni haladasi iitemiik biztositasara is (differencialt 6rak).
5.5. A nevelési-oktatasi kisérlet hatasvizsgalata

A fejlesztés soran két téri képességfaktort vizsgaltunk, a rekogniciot és a ma-
nipuldciot (utdbbit nagyobb hangstllyal), mindezt 3 rekognitiv és 7 manipula-

tiv részkomponens megfigyelésével.
A tanulok fejlodését, tevekenységiiket 3 szempont alapjan értékeltiik:

e kognitiv tényezok,
o affektiv tényezdk,
e pszichomotorikus tényezok.

Mindharom szempont alapjan elvégeztiik:

e akisérleti és kontroll csoport 6sszehasonlitd elemzését,
e akontroll csoport fejlddésének elemzését,

e akisérleti csoport fejlodésének elemzését.
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A megfigyelt csoportok 4 tanév soran minden tanév elején, és végén irtak
méroteszteket (kognitiv tényezOk vizsgalata), igy dsszesen 8 teszt van, melye-
ket csomopontoknak tekinthetiink, €s a 8 teszt eredményei alapjan tudjuk leirni
a 4 tanév alatt végbement fejlodési mértéket folytonos modon. A fejlodési ut
természetesen tartalmazza a spontén fejlédést is, de a beiktatott fliggetlen val-
tozo (a GeoGebra alkalmazasanak) hatasa igy is lekdvethetd (hiszen mindkét

csoprot esetében megtorténik a spontan fejlodés).

A 3. fejezetben megfogalmazott masodik és harmadik hipotézist (mely a
fejlodés mértékére vonatkozik) részképességenként vizsgaljuk meg, majd az

igy kapott eredmények 6sszegzésébdl adodik a valasz.

Nézziik meg részletesebben a mentalis rotacio részképesség eredményeit.
Feltevésiink az, hogy a mentdlis rotacios tevékenység 4 tanév alatti fejlodésé-
nek eredményei a kontroll csoport tanuldi esetében alulmaradnak a kisérleti
csoport tanuldinak eredményeihez képest. Szeretnénk a fejlodés mértékét
mindkét csoport esetében szamszersiteni, majd a mintank esetében kapott
eredmények alapjan szeretnénk megallapitdsokat tenni az alapsokasdgra

nézve.

A 6. diagram egy kiemelt részképesség, a mentalis rotacios tevékenység
fejlodési gorbéjét mutatja a kisérleti €s a kontroll csoport esetében, a 4 tanévet

felolelve.
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Mentalis rotacio

100,00%
0 65,95% 74,29% e
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80,00% 34.29% 65,95% 63,81%
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‘ 0,
43,54% - 47,29% — 46,46% ,c 550,
20,00% 1217 ' =
? 36,74%  30,00% 45,21%
0,00%

==@==ontrollcsoport ==@==kisérleti csoport

6. diagram Mentalis rotaciés tevékenység fejlodése 4 tanév alatt

A fiigglleges tengely a tanuldi Osszteljesitmények atlagat mutatja szazalék-

pontban, a vizszintes tengely pedig a mérés idejét (tanév), és tipusat.
Vizsgaljuk meg eldszor a kisérleti és a kontroll csoport kdzotti dsszefiig-

gest:

Nullhipotézis: H,: u;=u,, azaz a kontroll csoport és a kisérleti csoport telje-

sitményei k6zo6tt nincs kiilonbség.

Baloldali alternativ hipotézis: H: u,<u,, azaz a kisérleti csoport szignifi-

kansan jobb eredményeket ért el atlagosan, mint a kontroll csoport.

Fszamitort = 0,24 > Fo = 0,23, igy féloldali Welch-proba alapjan [t| = |-2,31]| =
2,31 > t, = 2,26, azaz van szignifinkans kiilonbség a két erdmény kozott o <
0,05 szignifikanciszint mellett, azaz a nullhipotézsit elvetjiik. Erdemes megha-
tarozni az empirikus szignifikanciszintet is, mely tobb informacioval szolgal-

hat.

A szamitott t értékhez tarozo, df = 42 szabadsagi foku empirikus szignifi-

kanciaszint P = 0,0126. Azaz o < 0,0126 szignifikanciaszinten fogadhato el a
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H1 hipotézis, vagyis a kisérleti csoport szignifikdnsan jobb eredményeket ért

el atlagosan, mint a kontroll csoport.
Nézziik meg, hogyan alakultak az eredmények a kisérleti csoporton beliil:

Nullhipotézis: H,: 1, =p,, azaz a kisérleti csoport esetében nincs szignifikans
kiilonbség a bemeneti atlagos teljesitmény, €s a kimeneti atlagos teljesitmény

kozott.

Baloldali alternativ hipotézis: H,: u, <u,, azaz a kisérleti csoport esetében a
kimeneti atlagos teljesitmény szignifikdnsan nagyobb, mint a bementi atlagos

teljesitmény.

Hasonlitsuk 0ssze a kisérltei csoport 2010-ben irt bementi, és 2014-ben irt
kimeneti méréseit parositott féloldali t-probaval. Ekkor a probastatisztika ér-
téke t = -6,5711, amihez dr = 20 szabadsagi fok mellett P = 0,000001055 em-
pirikus szignifikanciaszint tartozik. Ennek alapjan mondhat6 az alapsokasagra
nézve, hogy a < 0,000001055 szignifikanciaszinten fogadhat6 el a Hi hipoté-

ZIS.

Szeretnénk szamszeriisiteni a fejlodés mértekét, illetve altalanositani az

alapsokasagra nézve, erre vonatkozoan a kovetkezd hipotézist tessziik fel:

Nullhipotézis: Hy: uq-u, = 0, azaz a kisérleti csoport esetében nincs szignifi-
kans kiilonbség (0 pontos) a bemeneti atlagos teljesitmény, és a kimeneti atla-

gos teljesitmény kozott.

Baloldali alternativ hipotézis: H,: u,-u, < —x, azaz a kisérleti csoport ese-
tében a kimeneti atlagos teljesitmény legalabb X > 0 ponttal szignifikdnsan na-

gyobb, mint a bementi atlagos teljesitmény.

Az eléz6ekben lathattuk, hogy az aktualis Ho hipotézisiinket elvethetjiik (a
nincs szignifikans kiillonbséget azonosnak tekinthetjiikk a 0 pontos eltéréssel),
igy a Hi hipotézis esetében azt kell vizsgalnunk, hogy egy elfogadhatd szig-
nifikanciaszint (a < 0,1) mellett milyen mértéki fejlédés varhato az alapsoka-

sagra nézve a kisérleti csoport eredményei alapjan.
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A 6. diagrammon lathatjuk, hogy a kisérleti csoport esetében 42,38 szaza-
1ékpontos a fejlddés a 4 tanév alatt az adott részképességre vonatkozodan. Ez a

20 pontos feladatokra vetitve kozel 8,5 pontos javulast eredményez.

varhato6 érték—(—x)

At =

, probastatisztikat alkalmazva keressiik az x értékét
standard hiba

egy elfogadhato szignifikaniaszinten. A probak végrehajtasa utan a 6 ponthoz

—-847—(—6) _

—2,02
1,22

mar elfogadhat6 szignifikanciaérték tartozik, ugyanis t =

probastatisztikahoz tartozé empirikus szignifikanciaszint P = 0,0283. Tehat a
< 2,83% szignifikanciaszint mellett fogadhato el, hogy a kisérleti csoport ese-
tén az atlagos kimeneti eredmények tobb mint 6 ponttal nagyobbak, mint az
atlagos bemeneti eredmény. Igy az alapsokasag esetén legalabb 30 szazalék-

pontos ndvekedés az elvarhato.
Vizsgaljuk most meg hasonl6 mdédon a kontroll csoport fejlodését:

Nullhipotézis: Hy: uy=pu,, azaz a kontroll csoport esetében nincs szignifikans
kiilonbség a bemeneti atlagos teljesitmény, és a kimeneti atlagos teljesitmény

kozott.

Baloldali alternativ hipotézis: H;: u, <u,, azaz a kontroll csoport esetében a
kimeneti atlagos teljesitmény szignifikdnsan nagyobb, mint a bementi atlagos

teljesitmény.

A parositott féloldali t-probaval kapjuk a t = -4,01 értéket, melyhez dr = 22
szabadasgi fok mellett P = 0,00029 empirkius szignifikanciaszint tartozik. En-
nek alapjan mondhat6 az alapsokasagra nézve, hogy a < 0,00029 szignifikan-
ciaszinten fogadhato el a Hy hipotézis, vagyis a kontroll Icsoport is szignifikans

fejlodést mutatott az adott részképességer tekintve.
A fejlédés szamszerlsitése:

A 6. diagram szerint a kontroll csoport fejlddése a 4 tanév alapjan a mentalis
rotacio részképességre vonatkozoan kozel 20 szazalékpontos, mely 4 pontnak

felel meg. Az alapsokasagra vonatkozdan:
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Nullhipotézis: H,: u,-u, = 0, azaz a kontroll csoport esetében nincs szignifi-
kans kiilonbség (0 pontos) a bemeneti atlagos teljesitmény, és a kimeneti atla-

gos teljesitmény kozott.

Jobboldali alternativ hipotézis: H,: u;-u, > —x, azaz a kontroll csoport ese-
tében a kimeneti atlagos teljesitmény kevesebb mint x > 0 ponttal szignifikan-

san nagyobb, mint a bementi atlagos teljesitmény.

A probak végrehajtasa utan a 3,5 ponthoz mar elfogadhat6 szignifikancia-

-5,75—(~3,5) _

érték tartozik, ugyanis t = T3

—1,68 probastatisztikahoz tartozo

empirikus szignifikanciaszint P = 0,0524. Tehat a < 5,24% szignifikanciaszint
mellett fogadhato el, hogy a kontroll csoport esetén az atlagos kimeneti ered-
mények kevesebb mint 3,5 ponttal nagyobbak, mint az dtlagos bemeneti ered-
mény. Igy az alapsokasag esetén legfeljebb 17,5 szazalékpontos novekedés az

elvarhato.

Az eddigiekben vizsgaltuk a mentalis rotacio részképesség eredményeit,

fejlédését. Osszegezve az eddig leirtakat:

e akisérleti csoport eredményei a fejlesztést kovetéen szignifikansan
jobbak, mint a kontroll csoport eredményei,

e a kisérleti csoport eredményei alapjan az alapsokasagra nézve leg-
1abb 30 szazalékpontos fejléddés varhato,

e a Kkontroll csoport eredményei alapjan az alapsokasagra nézve leg-

feljebb 17,5 szazalékpontos fejlédés varhato.

A 10. tablazat tartalmazza a tovabbi részképességekre vonatkozo vizsgala-
tok eredményeit. A tablazatban az adott Hi hipotézis elfogadasara vonatkozo

empirikus szignifikanciaszintek és pontok szerepelnek.
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térbeli alakzat felis- 0<1,17% 0<0,004% 1 pont 0<0,27% 0,5 pont
merése, megjeleni- 0<3,36% 0<9,01%
tése
2D-s vizualis elkép- 0<6,57% 0<3,85% 0,5 pont | a<0,007% 1,5 pont
zelés 0<9,03% 0<3,54%
rekonstrukcid 0<0,60% 0<0,02% 1 pont 0<9,77% ~0 pont
0<10,76
%
Vetiileti abrazolas | 0<18,89% 0<0,005% 2 pont 0<4,01% 2 pont
¢és olvasas 0<4,05% 0<4,6%
Szerkezetlatas 0<0,001% 0<2,96% 0,5pont | a<3,44% 0,3 pont
0<8,93% 0<8,39%
Targy képzeleti ma- 0<0,99% a<0,008% | 1,5pont | a<40,08% ~0 pont
nipulalasa a<3,57%
Téri konstrukcio 0<2,88% 0<0,82% 2 pont 0<16,68% 1 pont
0<7,89% 0<7,05%
Dinamikalatas 0<2,91% 0<0,002% | 2,5pont | a<10,9% 0,5 pont
0<5,93% 0<2,68%
Lathatosagi  elren- 0<1,38% 0<0,03% 1 pont 0<12,65% 0,5 pont
dezés 0<9,78% 0<6,97%

10. tablazat A hipotézisvizsgalatokhoz tartozé empirikus szignifikanciaszintek és pont-

szamok

A 2D-s vizualis elképzelés, illetve vetiileti abrazolas és olvasas részképes-
ségek esetében nem mutathaté ki szignifikans kiilonbség a kisérleti és kontroll

csoport fejléddésében. Ezzel 6sszhangban vannak a csoportokon beliili eredmé-

nyek is.

Végiil nézziikk meg a 4 tanév sordn tortént fejlodési mértékeket a tevékeny-
ségek szerint (7. diagram):
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6dési mértéke tevékenységek szerint

M kontroll csoport M kisérleti csoport

45,24% 46,67%
42,38% 41,07% 38,60% ’ 41,67%

32,86%
28,87% 29,13%
25,00% 213 75%
17,4
I I I I I I I

7. diagram A 4 tanév alatt bekovetkezett fejlodés a tevékenységek szerint

A diagramon lathato, hogy a GeoGebra kiemelked6en hatékony eszkoz volt
a mentalis forgatas, targy mentalis manipulacioja, rekonstrukcio és lathatosagi
abrazolas fejlesztésének terén. Kevésbé volt hatékony a téri konstrukcio, 2D-s

vizualis elképzelés fejlesztésekor.

Osszehasonlitva a kontrollcsoport, és a kisérleti csoport fejlédési mértékét
a 4 tanévre vonatkozoan, megallapithatjuk, hogy a = 0,05 szignifikanciaszint
mellett a két csoport fejlodési mértéke szignifikansan kiilonbozik egymastol,
azaz a GeoGebraval (is) fejlesztett kisérleti csoport jelentésen nagyobb fejlé-
dést ért el, ami minimum 95%-os valoszintiséggel az j modszernek kdszon-
hetd (Fszamitore = 0,53 > Fo= 0,31, igy Welch-proba alapjan |t| = |-5,09| = 5,09 >
te=2,11).

A kognitiv tényezokkel kapcsolatos tapasztalatokhoz tartozik, hogy a tanu-
161 feladatmegoldé stratégiakban is érezhetd volt a kiilonbség: a kisérleti cso-
port magabiztosabban ¢és pontosabban készitett vazlatrajzot térobjektumokrol,
tudatosan hasznaltak kisérletez6 modszereket, és az dnellendrzés is mindig je-
len volt a feladatmegoldasuk soran. Ezeken feliil a kiilonbdzd tanuloi stratégiak
részletesebb elemzésekre is alkalmas lehet a GeoGebra (a tanuldi produktumok
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esetében 1épésre bontva nyomon kdvethetd az elvégzett tevékenységiik soro-

zata).

A kognitiv vizsgalatok utan térjiink ra az affektiv tényezokkel kapcsolatos
tapasztalatokra. Minden tanul6 kitoltott egy Claus-féle modositott kérdbivet,
mely a szokasos kérdéseken tul (mennyire szereti a matematikat, ezen beliil a
geometriat, vannak-e félelmei a matematikaorakon...) SWOT-elemzést is tar-
talmazott. Célunk volt kideriteni a tanulok matematikdhoz vald hozzaallasat,
illetve véleményiik alapjan a potencidlis valtoztatnivalokat a matematikadraval

kapcsolatban. Nézziink meg ezek koziil néhany érdekesebb eredményt:

Kérdés Igen | Nem

A matematika az els6 harom legkedveltebb tantargyam koz¢ | 168 | 264

tartozik.

Ugy vélem, hogy az iskola befejezése utan semmi kozom nem | 342 | 90

lesz a matematikahoz.

Ha sok iddm lenne, akkor szdrakozasbol is foglalkoznék a | 23 409

matematikaval.

Szivesebben oldok meg 5 egyszerlibb feladatot, mint egy ne- | 418 | 14
héz, gondolkodtato feladatot.

Egy nehéz feladatot szivesebben oldok meg egyediil. 21 412

11. tablazat Claus-féle kérd6iv néhany eredménye (N=432)
A 11. tablazatbol szamos, a tanar szamara érdekes tanul6i hozzaallas tiikro-
z8dik, mely meghataroz6 tényez0 lehet a mindennapos tanulasi-tanitasi folya-

mat szervezésében (a targy megszerettetése céljabol torténd tevékenységek).

Jelen kutatasunk egyik f6 kérdése a tanulok és szamitogépes eszkdzok kap-
csolatanak viszonya motivacié szempontjabol. Arra a kérdésre, hogy a mate-
matikaoran szeretik-e hasznalni a tanulok a szamitogépet, a kovetkezd vala-

szok adodtak:
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e Igen: 345 (79,86 %)
e Nem: 32 (7,4 %)
e Nekem mindegy: 55 (12,74 %)

Ezzel alapvetden elégedett lehetiink, de lenne még lehetdség javitani az
igen valaszra adott aranyon.

A 12. tdblazatban lathatunk néhany tanuloi véleményt a matematikaorakrol

altalaban:

Ami j6 a matematikaéran Amin valtoztatnék a matematika-

oran

»altalaban értem a feladatokat, féleg ha | ,,tobbet gyakorolni a dolgozatok eldtt”
szamitdgépen is csinaljuk”

,»a tanar humora” »hem jo 2 6ra egymas utan”

»alaposan atnéziink mindent” ,,s0k a dolgozat”

»fegyelem” ,,az ellenérzobeszedésen”

,tablai munka” (interaktiv) »gyorsan haladunk, néha lehetne lassab-
ban is”

12. tablazat J6 és valtoztatni valé komponensek a matematikadran, tanuléi vélemények
alapjan

A kovetkezdkben arra keressiik a valaszt, hogy a GeoGebra hasznalata hoz-

zajarul-e ahhoz, hogy a tanulok jobban megkedveljék a matematikat.

elsé 3 legkedveltebb | matematika nem a leg-
targy kozil egyik a kedveltebb targyak kozé
matematika tartozik

GeoGebraval 93 119

GeoGebra nélkdl 75 145

elsé 3 legkedveltebb | matematika nem a leg-

targy kozil egyik a kedveltebb targyak kozé

matematika tartozik

GeoGebraval 82,44 129,55

GeoGebra nélkdl 85,55 134,44

13. tablazat Kontingencia tablazat a megfigyelt gyakorisagi értékekkel (fent) és a segéd-
kontingencia tablazat a varhato gyakorisag értékekkel (alul)
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A 13. tablazat a Claus-féle kérddiv alapjan adott valaszok gyakorisagat tar-
talmazza, kontingencia tdblazatban (és a hozza tartoz6 segéd-kontingencia tab-
lazatot). Mivel nominalis adatok fliggdségérdl kell donteniink, igy a Pearson-
féle Khi-négyzet probat alkalmazzuk. Nullhipotézisiink szerint a két valtozo
kozott nincs fiiggdségi viszony, azaz a GeoGebra hasznalata nem befolyasolja

a matematikadra megkedvelését.

A tablazat, és a kapott értékek kielégitik a proba alkalmazasédhoz sziikséges
feltételeket (minden entitas egyértelmiien egy celldba tartozik, és a gyakorisa-
gok mindegyike >5). Az o = 0,05 szintli els6faju hibahoz a (2-1)(2-1) = 1 sza-
badsagfokt khi-négyzet eloszlas esetén a 3,71 szamérték tartozik. A probasta-
tisztika értéke 4,34. Mivel a 4,34 > 3,71, igy elvetjiik a nullhipotézist, azaz nem
fogadhato el az a feltételezés, miszerint nincs dsszefliggés a GeoGebra hasz-
nalata €s a matematikadra megkedvelése kozott. Arra a kovetkeztetésre jutot-
tunk, hogy a GeoGebrat hasznald tanulok korében szignifikansan nagyobb

aranyban kedvelik a matematikaorékat.

A pszichomotorikus tényezdkkel kapcsolatos célokat a tapasztalatok, és a
fentebb leirt eredmények kovetkeztetései alapjan, hatékonyabb modon tudjuk

teljesiteni a GeoGebra bevonasaval:

e a feladatok megoldasainak tiszta, vilagos, attekinthetd rogzitése,
e szabadkézi rajz- és vazlatkészités,
e modellek készitése,

e szamitogép megfeleld kezelése.
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6. Egy uj iranyt képvisel6 mérési metédus kidolgozasa
6.1. Statikus tesztek dinamikus GeoGebra-adaptacioja

2000-ben keriilt kidolgozasra €s standardizalasra egy téri képességek méré-
sére iranyuld papir-ceruza alapt tesztsor (Séra-Karpati-Gulyas, 9.1. fiiggelék),
amely az altalanos képzés sordn elsdsorban rajz, matematika €s technika tar-
gyak keretében fejleszthetd térszemlélet fejlettségének kimutatasara szolgal. A
teszt komplex olyan értelemben, hogy pedagdgiai szempontokat is figyelembe
vevl, alapvetden normaorientalt képességteszt, masrészt tobb korcsoport mé-

résére is alkalmas (bizonyos megszoritasok mellett).

Az emlitett teszt feladatai két képességfaktornak megfeleld besorolast kap-
hatnak (hasonlé mdédon, mint a forras statikus teszt): rekognicid és manipula-
ci0. Ezek McGee orientacios faktorahoz €s a vizualizacidohoz hasonldan defi-

nialhatdak.

A teszt A, B és C sorbdl all, mindegyik 9-9 feladatot tartalmaz, kiilonb6z6

részképesseégekkel.

fgy 27 feladatot kapunk, melyek kozott van atfedés. Ezek alapjan a
GeoGebras adaptaciokhoz tigy juthatunk, hogy mérlegeljiik annak l1étjogosult-
sagat.

Elképzelhetd, hogy a statikus feladat nem alkalmas egyaltalan a dinamikus
adaptéaciora, vagy csak kis mértékben, esetleg a dinamikus volta miatt megszii-
nik teszt 1étezni, hiszen a megfeleld beallitasokkal rogton adja a megoldast ma-
gat 1s. Létezhet olyan eset is, amikor az adaptacio6 technikai nehézségekbe fit-

kozik a megvalositas szempontjabol (bonyolult 3D-s abra leképezése).
Az adaptacio soran igy a statikus feladatok kétféle besorolast kaphatnak:

o afeladat alkalmas a dinamikus adaptaciora, lehet vele mérni és esetle-
gesen fejleszteni is (aprobb valtoztatasok mellett),
e afeladat alkalmatlan a dinamikus adaptaciora (megvalositasa nehézkes

vagy elveszti a 1étjogosultsadgat a dinamikussag kovetkeztében).
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Nézziink meg néhany példat az emlitett besorolasokhoz.

Az 24. abran az A3 kodu statikus tesztfeladat b alfeladatat és dinamikus
GeoGebra-adaptaciojat lathatjuk. A testek latszati képei alapjan kell megraj-
zolni a testek vetiileti képeit a kiilonb6z6 nézOpontokbdl (eldlnézet, oldalnézet,
feliilnézet). A dinamikus munkalapon a jobb oldali munkateriileten a térbeli
alakzat teljesen korbeforgathatd, sét vannak beépitett, elére definidlt automata
nézet-bedllitasi lehetdségek. A feladat dinamikusan megvalodsitva elveszti a
1étjogosultsagat mérd eszkdzként, hiszen egy kattintassal adodhat a megoldas.
Tanorai fejlesztésre, gyakorldsra azonban alkalmas lehet, a tanuld eszkdzkész-
let-korlatozast beépitve rajzolja meg a GeoGebraban a vetiileti képet (szaka-

szokbdl felépitve), €s beépitett ellendrzésfunkcioval kaphat visszacsatolast, il-

letve ellendrizheti a dinamikus forgatassal is megoldasat.

Négy, kockabal kivgott térbeli alakzat vetileti képeit: (E)onézetét, (O)ldainézetét,
(Fleliilnézetét kell megrajzolnod a testek Litszati képei alapjin! Vékony, folytonos vonallal
jeloltiik a befoglalé kocka éleit, amely segithet a nézeti képek pontos megrajzolisiban.
Mielétt nekilitsz, tanulményozd dt a mintafeladatot!

A feladatlap megoldiséra fordithat6 id6: 6 perc

MINTAFELADAT

(AELOWNEZET l € E
==

~A\
— NN |,
(ONDALNEZET ‘- M

(EMLOLNEZET

L
O é Felllnézet

24, abra A3 kodu feladat statikus (balra) és dinamikus megvalésitasa (jobbra)

Nézziink par példat olyan adaptaciokra, melyek tudnak méréeszkdzként (is)
funkcionélni. A 25. dbran az A4 dinamikus megvalositasa lathat6. A kockan
berajzolt pontok a kocka cstcsai vagy ¢€lfelezd pontjai. A jobb oldali abrabol
kell valasztania a tanulonak, hogy a megadott pontokat &sszekdtve milyen
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alakzathoz jutunk. A statikus teszt mintajara bekapcsolhat6 egy jelolonégyzet-

tel egy mintapélda, mely a tanulot segitheti a feladat értelmezésében.
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25. abra A4 tesztfeladat dinamikus adaptacidja

Az A4 dinamikus tesztfeladatot fejleszt6 értékelésre is tudjuk hasznalni

némi atalakitas utan: beviteli mezdk elhelyezésével a tanuld6 megadhatja a

munkalapon a megoldésat, amelyet a program ki is értékel neki, és szoveges

valaszt/tovabbi segitséget ad. Az emlitett munkalap magas fok interaktivitasa

miatt nagy segitséget nydjtott a tanuloknak az 6ran.

* ) [ gl J
Bilinis =71 CEse
O
d) T /‘/171
o piBiisijsi
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—

26. abra A6 feladat statikus (fent) és dinamikus (lent) megvalésitasban
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crer

ran. Feladata a tanulonak eldonteni, hogy mely épitmény fér at a baloldalon
megadott térbeli alakzaton 1évo lyukon. Elsdre tigy tiinhet, hogy a dinamikus-
sag elrontja a mérés lehetdségét, de a tapasztalat azt igazolja, hogy még igy
sem olyan egyértelmiien tudjak a tanulok a megoldast megtaldlni, azaz a mi
nézépontunkhoz helyesen igazitani az épitményeket. Fejlesztésre alkalmas
munkalapként lehet a tanulonak visszacsatolast adni, ha a helyes nézdpontban
allitja be a jobb oldali alakzatot, és akar animacioval szemléltetve azt, hogy

valoban atfér az alakzat a lyukon.

Igy gondolkodj a feladatrél!

Széthajtas ~®@ Osszecsukas
woz0AsD

- Rajlap
Hac~

A feladatlapon lithato testek élei egyenls hosszisdgiiak, Egy katicabogir szeretne eljutnia
testek felszinén a lehet5 legrividebh fiton A pontbél.a B pontha. Az x-szel megjelslt dipon-
tok melyikén kell dthaladnia? Rajzold rd mindegyik test felszinére az dltalad legrovidebb-
nek tartott iitvonalat!

27. abra B1 dinamikus tesztfeladat

A 27. dbran a B1 kodu dinamikus tesztfeladatot latjuk (a kocka lapjaira raj-
zolt Gitvonal hogy néz ki a halojan). A bal fels6 munkateriileten a szoveghez
tartozo abra talalhato, teljesen 3D dinamikusan. A feladat jobb oldalan egy tel-
jesen kidolgozott mintapélda van, a megoldas mutatasanak lehetéségével di-
namikus 3D-ben. Ez sziikséges, mert a tapasztalat szerint a tanuloknak az ilyen
jellegli feladatok értelmezése nehezebb. Természetesen a mintapélda mas kon-

figuraciokat tartalmaz, de Iényegét megorzi.

Végiil 7 feladat keriilt a dinamikus tesztsorba, mely alkalmas mérésre, és
ebbdl 4 olyan, mely kis megszoritas mellett fejlesztd értékelésre is alkalmas.

Ezeken kiviil 8 olyan feladat van, melyek a mérést megel6z6en alkalmasak
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dinamikus munkalapként val6 alkalmazasra/gyakorlasra az 6rakon. Természe-
tesen az igy kapott dinamikus feladatok az eredmények tiikrében bdvithetéek
a statikus mérdfeladatok mintajara, igazodva a téri képességrendszer felépité-
s¢hez. Sok feladat esetében van a), b) és ¢) alpont is, igy mennyiség szempont-
jabol is egy hasznalhat6 feladatbankhoz juthatunk. 8. munkalapként bekertilt a
tesztbe a mozgasi és egyéb lehetdségeket bemutaté munkalap is, egy tutorial,
mely a tanulok technikai hattértudasat erdsitik, hogy ne induljon senki hatrany-

nyal az 0j kornyezet miatt.

A feladatok elemzése soran fontos, hogy a dinamikus mérdfeladatok tobb
részképességet is érintsenek. Ilyen szempontbol a kétfaktoros modellnek ele-
get tesz a 7 feladat, illetve ezeken beliil 4 alképességet tudunk vizsgalni jelen-

leg (a statikus teszt besorolasa alapjan):

o térbeli alakzat felismerése és megjelenitése (A8): ebben a feladatban a
rendelkezésre allo vizualis informaciok ellentmondasosnak tiinnek,
zsufoltak, illetve az dbra zajos, vagyis sok részletet tartalmaz.

e szerkezet atlatasa (B1, C4, Ad): a viszonyok, aranyok megjelenitésén
keresztiil a bels6 kép pontossagdnak mérésére szolgal. Méri, hogy a
belsd szemléleti kép hogyan tiikkr6zi a targy valodi viszonyait. A feladat
megoldasi szintje a nézOpontbol, illetve dbrazoldsbol adddo torzulasok
korrekciojanak pontossagara utal (a Bl esetében egyfajta targyi kogni-
tiv térkép pontossagara). Alapobjekumunk a kozoktatasban leggyak-
rabban el6fordulo test, a kocka. Ezzel kell kiilonb6z6 miiveleteket vég-
rehajtani a felszinen és a kocka belsejében.

e 3D alakzat mentalis rotacidja: (A6, C7): a C7-es feladat egy kockafor-
gatdsi feladat. Itt a téri reprezentaciok manipulalasan kiviil mas megol-
dasi stratégia is felmeriilhet. Az A6 Osszetett feladat, amely egy bizony-
talan korvonalu abra felismerésébdl és az igy Osszeallt alakzat képzeleti

forgatasabol, vagy kiilonbozo vetiileteinek azonositasabol all.
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e Targy képzeleti manipulalasa (C5): olyan targyi tevékenységek fazisa-
inak képzeleti kovetése a feladat, amelyek testek vagy sikidomok 6sz-

szetett térbeli transzformacioibol allnak.

Technikai kivitelezés szempontjabol érdekes megemliteni a GeoGebra le-
hetdségeit a térbeli objektumok megjelenitésére. Jelenleg az 5.0 Béta verzio
lehet alkalmas erre alapértelmezett moédon. Probléma, hogy ez a verzié még
eléggé fejlesztési fazisban van, bizonyos koriilmények kozott instabilla valhat-
nak a munkalapok. Ezt megtamogatni/kiegésziteni lehetdség van a mar 4.1 és
4.2 fejezetekben targyalt modon, mely stabilan alkalmas dinamikus 3D-s ele-
mek megjelenitésére, és a veliik valo kiilonbdzé manipulaciokra. Osszességé-
ben tehat a statikus tesztek dinamikus adaptalasa soran a két lehetdség eldnyeit
kell 6tvozniink, hogy kaphassunk egy optimalis eszkozkészletet (28. abra).

~ 0. ézet ul [ Raizap2
lLEotc- |s-20@8(d- ®-

igy gondolkodj a feladatrél!

va I 6S 3 d Széthajtis —@—  Osszecsukds
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28. abra Dinamikus térteszt megvalodsitasa GeoGebraval
6.2. Pilot vizsgalati eredmények értékelése, tapasztalatok
A vizsgadlat menete

A 7 feladatot tételeire bontva 14 item keriilt a pilot vizsgalatba. A vizsgélat
lebonyolitasa egy atlagos kisvarosi kozépfoku oktatasi intézményben (II. Ra-
koczi Ferenc Altalanos Iskola, Gimnazium és Szakkozépiskola, Szécsény,
Nograd megye) tortént 2013. oktober 8-an és 9-én, 115 tanuld bevonasaval (58

10. évfolyamos és 57 12. évfolyamos tanulo). A teszt nem volt kivitelezhetd
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online feliileten, igy a teszteket egy mindenki altal elérhetd kdzponti haldzati
meghajtorol érték el a tanulok, a valaszaikat pedig lapra rogzitették. Némely
esetben modositani kellett a statikus feladatok pontozéasara vonatkozo utasita-
sokat, de természetesen az id6tényez0 is ilyen jellegii valtozo volt. A dinami-
kus tesztre 6sszességében 45 perc allt rendelkezésre a tanuloknak, ami a ta-
pasztalatok alapjan megfeleld mértékiinek bizonyult. Mind a 115 tanul6 kitol-
totte a statikus tesztet is (ezekkel az eredményekkel keriil majd a késdbbiekben

0sszehasonlitasra a két teszt).

Az oktatési intézményben a lebonyolitdshoz sziikséges technikai kovetel-
mények adottak voltak: a GeoGebra legfrissebb verzidja telepitve minden
sziikséges kiegészitd plug-in-nel, kozponti meghajto elérése, megfelelé szamu
szamitogép. A személyes jelenlét fontosnak bizonyult, némely esetben felme-

rilt értelmezési problémak miatt, melyek az 6ta kikiiszobolésre keriiltek.
Az érvényesség ellendrzése

Mint lathattuk a 2. fejezetben, a térszemléleti képességet a masodlagos vi-
zualis informaciok feldolgozasaért felelds képességként definialtuk. Ebbdl ki-
folyolag ez az altalanos megismerési képesség részét képezi (a statikus teszt is

ez alapjan kivanta a tudast mérni).

A kongruens validitas vizsgalata jelen esetben sziikséges és 1étjogosult, hi-
szen a dinamikus teszt nem egy 0j 6sszetevokbdl definidlt tesztsor. Azt varjuk,
hogy a dinamikus teszt eredményei a statikus teszt eredményeivel jol korrelal-
nak (adott szignifikanciaszint mellett), illetve némely esetben varhato egy eset-
leges 1) részképesség-rendszerbe valo besorolas (gondoljunk csak példaul a
mentalis forgatasra, ami a dinamikus elemek miatt elérelathatdlag mas részké-
pességet fog mérni). A megfeleld korrelacios mérték mutathatja, hogy a teszt
validitasa megfeleld, ugyanakkor a fentebb emlitett problémara nem adhat tel-
jes mértékben valaszt (azaz az 0j teszt alkalmas-e valaminek a mérésére, és ha

igen, mely részképesség lenne az). Ezek alapjan tovabbi vizsgalatok sziiksége-
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sek. Megfeleld szamu (>1000) minta esetén a 0,7 korrelacios érték mar meg-
gy6z0 lehet (nem tal erés, nem tal gyenge), illetve egyéb statisztikai modsze-
rek alkalmazasat kovetGen kivitelezhetd lehet az esetleges 1j részképesség-be-

sorolasi probléma is.

A statikus tesztsorbdl azok a részelemek kertiltek 6sszehasonlitdé elemzésre,
melyeknek van megfelelé dinamikus adaptacioja. Az 11. diagram mutatja a
statikus és dinamikus (N=115) tesztek atlagait és szorasat a 14 item esetében.
Ezek alapjan megéllapithat6, hogy az 6sszeredményeket tekintve nincs szigni-

fikéans kiilonbség az alapmutatdkat illeten.

14— TT— 2

13 . e 3

——atlag dinamikus

-=-atlag statikus

szoras dinamikus

—=sz0ras statikus

10"

8. diagram A tesztek alapstatisztikai

A dinamikus tesztsor esetében vizsgaltuk még a jo és a rossz valaszok kii-
l6nbségeinek gyakorisagat is, illetve 6sszehasonlitottuk a jo valaszok gyakori-
sagaval: a kétféle szamitas eredményei kozott nem mutatkozott szignifikéns

kiilonbség.

A szédzalékpontban szamolt dsszesitett atlagok és szorasok: a statikus teszt
atlaga 52,07, szérésa 39,62. A dinamikus tesztsor atlaga 50,61, szorasa 40,9.
A statikus teszten elért eredmények atlagosan alacsonyabbak, mint amit a
nagyméretli minta mutatott. Az dsszesitett atlagok mindkét teszt esetében op-

timalisnak tekinthetdek, azaz 50%-0s érték koriil ingadoznak.
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A dinamikus teszt 6sszpontszamainak hisztogramja (9. diagram) megfelel
az elképzeléseknek: a viszonylag kis mintaelemszam ellenére illeszthetd a
Gauss-gorbe, azaz a teszt nehézsége megfeleldnek mutatkozik az eredmények
eloszlasainak tekintetében. A tanuldk tobb, mint 53%-a ért el 40% és 60% ko-

z0Otti eredményt.

35

33
L
30 78 F
25 i
L
20 E F
17 ]
15 §
L
10 '
N b
5 2
5 4 3 b
- N I m -
o ]
50% 50% .

10%‘20% 30%‘40% ‘?O%‘SO%‘QO%

10% 20%

30% 40%‘50%

9. diagram Osszpontszimok eloszlisa

Erdekes lehet még vizsgalni az évfolyamok kozti kiilonbséget: az ASa és
AS8b feladatok esetén jelentdsebb eltérés mutatkozik a 12. évfolyam iranyaban,
vagyis 6k ezeket a feladatokat jobban meg tudtak oldani. A C4 és C5 feladatok

esetében volt a legkisebb eltérés a 2 évfolyam eredményei kozott.
Korrelacios vizsgalatok

Az 14. tdblazat és a 15. tdblazat mutatja a feladatok 0sszpontszdmai alapjan
szamitott korrelacios egyiitthatokat. Mindkét esetben elmondhatd, hogy a leg-

tobb feladatpar szignifikans korrelacioban all egymassal.
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A8aS A8bS BlaS B1bS BicS C4aS C4bS A4aS A4bS A6aS A6bS C5aS C5bS C5cS
A8aS 1
A8bS -0,08 1
BlaS 0,135 0,042 1
BibS 0,218 0,293 0,144 1
Bles -0,07 0,027 -0,06 0,019 1
C4as 0,004 0,053 0,155 0,027 -0,14 1
C4bs 0,033 -0,13 -0,04 0,145 0,154 0,143 1
Adas -0,04 0,12 -0,01 0,326 -0,27 -0,04 0,05 1
Adbs 0,094 -0,07 0,125 0,144 -0,06 0,09 0,054 0,203 1
A6as 0,093 0,338 0,033 0,072 0,103 0,202 0,072 0,079 -0,1 1
A6bS 0,13 0,369 0,102 0,364 -0,17 0,066 0,137 0,311 0,172 0,043 1
C5as 0,053 -0,03 0,031 0,08 -0,12 -0,09 -0,11 0,095 -0,15 0,095 -0,01 1
C5bS 0,15 -0,13 0,128 0,015 0,062 -0 0,116 -0,06 0,053 0,071 -0,04 0,204 1
C5¢s -0,03 0,035 -0,01 0,072 -0,04 -0,01 0,005 0,063 0,047 0,015 -0,03 0,082 -0,06 1

14. tablazat statikus teszt 6sszpontszamai kozotti korrelaciok (N=115)

A tesztek atlagos feladatkorrelacioi: statikusnak 17,9021%, a dinamikusnak
pedig 17,1532%.

A8aD | A8bD | BlaD | B1bD | B1cD | C4aD | C4bD | A4aD | A4bD | A6aD | A6bD [ C5aD | C5bD | C5¢cD
A8aD 1
A8bD | 0,046 1
BlaD | -0,06] -0,02 1
B1bD | 0,195| 0,167| -0,07 1
BlcD | -0,03 -0l 0,07 0,026 1
C4aD | -0,03| 0,045 0,096 -0,06| -0,07 1
C4bD | -0,07 -0,08| 0,069 0,045/ 0,056| 0,156 1
A4aD | 0,034/ 0,084 -0,05| 0,055 -0,12| 0,058 -0,03 1
A4bD | 0,152| 0,007| 0,144| 0,139 -0,01| 0,167| -0,05 0,226 1
A6aD | 0,187| 0,088 0,125| 0,034( 0,168 0,138| 0,073 0,124| 0,038 1
A6bD | -0,02| 0,076| 0,128| 0,238/ 0,019| 0,014| 0,084| 0,266| 0,123| 0,084 1
C5aD | 0,012 0,044| 0,074| 0,043| -0,06| 0,095/ 0,004 0,012| 0,029| 0,143| 0,009 1
C5bD | 0,035 -0,03| 0,125 -0,06/ 0,085| 0,062 -0,06| -0,11| 0,066 -0,05| 9E-05| 0,156 1
C5cD | -0,04| 0,044| 0,034 0,065 -0,03| 0,053| 0,016| 0,008 0,035 -0,04| 0,073| 0,046| -0,14 1

15. tablazat dinamikus teszt 6sszpontszamai kozotti korrelaciok (N=115)

Az 6sszesitett pontszamoknak €s a feladatoknak a korrelaciéi mindkét teszt-

ben szignifikansak ¢és atlagosan kozel allnak egymashoz. Ennél a tipusu érté-

kelésnél figyelembe kell venni, hogy ez az adott feladatnal elért szdmszer(i ér-

téktol is fiigg. Pontosabb képet kaphatunk a viszonyokrdl, ha a tétel-6sszpont-

szam korrelacids értékei szdzalékos eredmények alapjan késziilnek, melyeket

a megbizhatosagi elemzések keretein beliil végziink el.
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Megbizhatosagi elemzések

A megbizhatdsagot jelzi a Cronbach-féle alfa koefficiens, melyet a teszt ne-
gyedelésével végzett korrelacios szamitasokkal kapunk. Az N=115 minta ered-
ményei alapjan szamitott alfa a statikus teszt esetében 0,4391, a dinamikus
tesztsor esetében pedig 0,4239 (standardizalva 0,4021). A nagymintas teszten
mért 0,83 értékhez képest ez alacsonynak tlinhet, de a minta elemszamat figye-
lembe véve és a két érték kozti elhanyagolhatd kiilonbséget tekintve ez elfo-
gadhat6 tartomanyba esik (nagymintés tesztelés esetén 0,7 koriili érték elfo-

gadhato).

Egyéb reliabilitas-mutatok értékeit szamitva kapjuk a kovetkezd eredmé-

nyeket (16. tablazat):

Reliabilitasi statisztikak

KR20-

Guttmann-koeefficiens o
koefficiens

391
465
421
372 0,5643
466
473

ltemek szama 14

Lambda ,

r

o g~ WN P

16. tablazat tovabbi reliabilitasi mutatok értékei (N=115)

Ezek az értékek N=115 és a megfeleld szignifikanciaszint mellett (p<0,05)

elfogadhatonak minésiilnek.

A 17. tdblazatbol kitlinik, hogy a C4bD item kihagyéasaval tudnank a reliab-
litasi értéket novelni, mintegy 0,0061-del. A tétel-6sszpontszam korrelacios
értékek 0,07 és 0,53 kozott valtoznak. A 0,46 szorddasi érték megfeleld mér-
tékil. Ezeket a korrelacids értékeket elkiilonités-mutatonak is nevezik, ugyanis
arra mutat ra, hogy a jobban teljesitd tanulokat hogyan kiiloniti el a gyengéb-
ben teljesitett tanuloktol a teszteredmények alapjan a mérendé feladat szerint.
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A 0 kortili elkiilonités-mutato jelenti azt az értéket, amikor a jok is ugyanolyan
aranyban oldjak meg az adott feladatot, mint a kevésbé jok. Negativ érték tiik-
r0zi azt példaul, amikor az 6sszkép szempontjabol egy jobban teljesitd tanuld
az adott feladatot kevésbé sikeresen oldja meg, mint egy olyan, aki az 6sszkép
szempontjabol gyengébb eredményt ért el. Még szemléletesebb képet kapha-

tunk, IRT vizsgalatok utan (valdsziniisitett itemjelleggorbékkel), amiket a ko-

vetkezOkben végziink.
Iltem-Total statisztika

’ Variancia, | Korrigalt Cronbach | Tétel-

Atlag, ha ha item- |Négyzetes | Alpha, ha |0SSZp.

kihagyjuk | kihagyjuk [ korrelacio | korrelacio | kihagyjuk |Korrel.
A8aD 20,3217 37,045 ,100 118 416| 0,178702
A8bD 204174 37,035 ,098 055 416] 0,178665
BlaD 19,9652 35,788 ,163 ,100 ,403] 0,283855
B1bD 19,9304 35,539 165 154 401| 0,295778
BlcD 19,9826 37,228 011 ,086 ,428] 0,132394
C4ab 18,5391 30,812 ,189 ,108 387| 0,464679
C4bD 18,4348 33,844 072 ,070 ,430] 0,333673
AdaD 18,0000 29,105 202 168 ,384] 0,513013
AdbD 18,2087 28,623 247 ,149 ,361] 0,539226
A6aD 18,5913 30,595 226 162 ,372] 0,483568
A6bD 18,4435 30,126 271 162 ,354] 0,512892
C5aD 20,3739 36,938 115 072 414] 0,194678
C5bD 20,3391 37,700 -010 ,108 ,427] 0,070985
C5¢D 20,3217 37,343 ,045 044 421] 0,127995

17. tablazat dinamikus teszt megbizhatésagi elemzése
Az 18. tablazat a statikus és dinamikus tesztsor keresztkorrelacidjat mutatja.
A sorokban a statikus, oszlopokban pedig a dinamikus feladatok kodjaival. Az
adott mintaclemszam mellett a 0,21-nal nagyobb korrelacios értékek szignifi-
kansak a p<0,05 szinten. Ezeket a metszeteket kiemeltiik. A legoptimalisabb

az lett volna (amit persze fentebb részletezett okok miatt nem varhatunk), ha a
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matrix diagonaljaban 1évo értékek lettek volna nagyobbak 0,21-nal.

A8aD |A8bD |BlaD [B1bD |BlcD [C4aD [C4bD |A4aD |A4bD [A6aD |A6bD |C5aD [C5bD |C5cD

A8aS 0,09 -0,08| -0,14| 0,03| -0,11| -0,04| -0,04| 0,02| -0,02] -0,03[ 0,03] -0,02 -0,01] -0,03

A8bS | -0,09| 0,30 0,08/ 0,09 0,04 0,03 -0,14] -0,01f 0,02 0,04 0,09] -0,10] -0,04[ 0,02

BlaS 0,03| -0,01f 0,24 0,02 -0,01] -0,03| -0,11f 0,01} 0,09 0,03 0,10{ 0,01} -0,02] -0,17

B1bS 0,14 0,02] 0,02 0,24| -0,12| 0,01 0,08 -0,02| 0,22] -0,01f 0,06/ 0,04/ -0,06] 0,02

B1cS 0,14| 0,17 0,06 0,14 0,16] 0,06/ 0,01 -0,04] -0,03] 0,05/ -0,04{ 0,07| 0,11} -0,03

C4aS | -0,08[ -0,01) 0,11} 0,00 -0,07{ 0,13] -0,01] 0,02 -0,05[ -0,14] 0,02] -0,17( -0,08| -0,03

C4bSs 0,04 -0,17] 0,00 0,14 0,13 0,02 0,25/ 0,02 0,11} 0,00 0,12] -0,12 -0,11] 0,10

AdasS 0,06/ -0,11 -0,06[ -0,02| -0,24] 0,08/ 0,08 0,19| -0,01] 0,01 -0,05( -0,01] -0,21] 0,11

A4bS | -0,02| -0,05 0,08 -0,05| -0,17[ -0,09] 0,13] 0,06 0,04| -0,08] 0,01 -0,03| -0,17| 0,01

A6aS | -0,03| 0,15 0,00 0,05 0,02] 0,07 -0,13] 0,18 -0,01] 0,28 0,05 0,03] -0,06[ -0,01

A6bS | -0,02| 0,10 0,07 0,16 -0,13] 0,00 0,03] 0,07 0,24] -0,01] 0,35 -0,21] -0,17| 0,24

C5as | -0,02( -0,10] -0,09] 0,17| -0,09 -0,21| -0,23| -0,02| 0,14 -0,02| -0,12] 0,20| -0,09 -0,16

C5bS 0,07 0,07] -0,08 0,09] -0,02| -0,05[ -0,09] 0,17] 0,06 -0,02] -0,13] -0,01] -0,07| -0,01

C5cS 0,01f -0,15] 0,09 0,02 0,14 -0,03] -0,05| -0,06] 0,04] 0,03 -0,09] -0,05[ -0,12] 0,04

18. tablazat statikus és dinamikus feladatok keresztkorrelacioi (N=115)

A két teszt keresztkorreldcioi, ami a validitas szempontjabol igen fontos, a
varakozasokhoz képest alacsonyabb értékeket adott. Az A8 feladat, ami a tér-
beli alakzatok megjelenitése €s felismerése részképességet hivatott mérni, erd-
sebb korrelacios értéket mutat. Ez azt jelenti, hogy a statikus teszt és annak
dinamikus adaptacidja ekvivalens a mérni kivant részképesség szempontjabol.
Ezt a CHIC program altal generalt 0,97 mértékili ekvivalencia-mutato is meg-
erdsiti (0 és 1 kozotti érték lehet, minél nagyobb, annal nagyobb a koherencia
két adott feladat kozott). A Bl feladatrol is elmondhato, hogy az eredeti stati-
kus teszt altal mért manipulacios szerkezetatlatas részképességet megfelelden
méri. Ehhez a részképességhez tartozik még a C4 és A4 feladat is, melyek 6sz-
szességében tekintve megfeleld értékeket mutatnak, bontva azonban az A4b
statikus és dinamikus feladata kozotti 0,04 korrelacids érték kevésnek tinik.
Az A4b dinamikus feladat 0,24 korrelacios értéket mutat az A6b statikus fel-
adattal. Az A6 feladat minden Osszetevdje erds korrelacios értékeket mutat a
statikus és dinamikus feladatot illetéen. Mivel eredetileg mentalis manipulé-
lasrol volt sz6 a statikus tesztben, igy a fentiek alapjan arra lehet kovetkeztetni,
hogy a feladat felfoghat6 ugy is, hogy a rendelkezésre allé6 minta, mintarend-
szer megvaltozott orientaciojarol kell donteni, és igy ebben az esetben inkébb
a felismerési részképesség dominalhat. A C5 feladat esetében nem kapunk erds
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korrelacios értékeket. A feladat dinamikus jellege a probléma egy jobb megér-
tését tudja biztositani (a teljes 3D dinamikus mintapélda kdvetkeztében). En-
nek kovetkezménye viszont, hogy az eredeti besorolas alapjan a részképessé-
get modositani sziikséges. Leginkabb egyfajta rekonstrukciorol lehetne szo,
azon beliil is dsszetettebb rekonstrukciorol. A dinamikus 3D segitség mentesiti
a tanul6t a vizudlis képzelet manipuldcios mechanizmusartdl. A rekonstrukcid
soran a tanuld szintetizalja vetiileti képek tanulméanyozéasaval szerzett vizualis
informaciokat. Fontos megemliteni, hogy a dinamikus 3D segitség ellenére

sincs lehetdsége a tanulonak a szintézis miiveletének végrehajtasat Kiiktatni.

A tesztadatokat klaszteranalizis vizsgalata ald vetettiik, a statikus és dina-
mikus feladatok kozotti kapcsolatrendszer mélyrehatdbb feltarasa céljabol. Ez
a struktlira egészét vizsgalja a valtozok, jelen esetben az egyes feladatok alap-
jan. A tesztek egyiittes klaszterdiagramja szerint (10. diagram) az A4, C4, A6
¢és B1 statikus és dinamikus feladatok koézel allnak egymashoz (d<5). Fontos
kiemelni a diagram alapjan, hogy a tobbi feladat kapcsolodasa is folyamatos,
igy nem alakulnak ki nagyobb klaszterek, azaz egymassal lazabban kapcsolodo

képet mutatnak.
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AdaD
A6bD
C4aD
C4bD
AdbD
A6aD
C4asS
B1bD
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10. diagram statikus és dinamikus feladatok egyiittes klaszterdiagramja
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IRT vizsgalatok

A klasszikus tesztelmélet legfébb problémadja az, hogy a validitas, reliab-
litas, faktoranalizis nagy része korrelacids osszefiiggésekre alapoz, a korrela-
ci6 viszont fligg a szorddastol, igy a kapott értékek populacio-fiiggdek lesznek,
azaz masik mintan elvégezve mas eredmények adodhatnak. A modern tesztel-
mélet (item-valasz elmélet, angolul roviditve: IRT) ezzel szemben a teszt egé-
sze helyett elemi egységeket vizsgal, ennek kdvetkeztében a vizsgalat eredmé-

nyekor kapott jellemzok egy része valoszintiségi jellegii, és jelentés mértékben

populécio-fiiggetlen.
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A leggyakrabban a Rasch-modellt szoktak alkalmazni, mely egy specialis
exponencialis fiiggvénnyel, az igynevezett Rasch logisztikus fiiggvénnyel ko-
zeliti az itemek kozti kapcsolatokat leiro fliggvényeket (ezeket a fiiggvényeket
empirikus Uton is meg tudnank hatarozni, ha elég nagyszamu mintan végez-
nénk el a kisérletet). A kozelitéssel ellendrizhetd, hogy rendelkezésre all6 ada-
tok érvényesek-e, megfelelden modellezi-e a mérési adatok kapcsolatat, illetve
az adatok raillenek-e a modellre (visszajarol nézve). Az iteracids szamitas mii-

veletigényes, azt a Ganz-Rasch 1.0 szoftverrel végeztiik el.

Az IRT modell sajatossagai miatt az adatokat standardizalni kellett a meg-
felel6 modon. Az igy bekovetkezett aranyeltolodasok az IRT-beli tételek jel-

lemz6it nem torzitja.

A feladattételek Rasch-score-ja az egyik legfontosabb informacié: egy ko-
z0s képességskalan elhelyezve mutatja a feladattétel eloszlas-fliggetlen beso-
rolasat ugy, hogy statisztikai hipotézisvizsgalattal ellendrzi a kiugréd adatokat.
Ezek kisziirésével fokozhato, optimalizalhatdé a modellkonformitas. Nézziik

meg részletesebben mindezt néhany példan keresztiil.

A 29. abra mutatja az egyes itemek valdsziniiségi pontszamait az egységes
képességskalan elhelyezve, illetve a teszt egészére vonatkozo normalis-elosz-
last mutatd gorbe. A képességszintekre vonatkozo karakterisztikus jelleggor-
bék mutatjak, hogy a (-3,3) intervallumon az egységes képességrendszerbe he-
lyezve az egyes itemeket, nehézség szempontjabol szélesebb skalat irnak le, a
csucsok -1,5, illetve 1,2 kozotti eléforduldssal. Tehat van olyan feladat, ame-
lyet a -1,5 személyi paraméterii (képességfokozatli) személy is nagy valodszi-
niiséggel maximalis pontra ir, illetve a nehezebb feladatok esetén valoszintileg
csak az 1,2 koriili képességfokozati (azaz ligyesebb didk) tud csak elérni ma-
ximalis pontszamot. A teszt egészének bevalasara vonatkozdan megallapithat-
juk a nagyobb gorbébdl, hogy a teszt altalaban 6sszefér az adatainkkal. Az abra

alapjan kovetkeztetni tudunk még a feladatok elkiilonité erejére is.
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29. abra a feladattételek pontszamainak valosziniisége a képességszint fiiggvényében

Nézziink meg egy konkrét példat az A6aD tételen szemléltetve. A 11. diag-
ram az A6aD koda dinamikus feladat itemkarakterisztikus gorbéjét szemlél-
teti. A varhato pontszam eloszlasfiiggvénye megmutatja, hogy 50%-os valo-
szinliséggel milyen képességii személy hany pontra tudja varhatéan megoldani
a tételt. Az A6aD esetében példaul 1 pontot 50%-os valosziniiséggel egy -0,5
képességfokozath tanuld fog tudni elérni, és az atlagos teljesitmény (ami jelen
esetben 1 és 4 pont k6zotti, tehat kivéve a maximalis és 0 pontosak) 50%-0s
valdszinliséggel a -0,5 és 2,27 kozotti képességintervallum esetén varhato.
Mondhatjuk, hogy ez a feladat erre a képességintervallumra van kalibralva. A
grafikon ezen kiviil azt is megmutatja, hogy az A6aD esetében a (-0,5 , 2,27)
képességintervallumon beliil milyen képességszinttel rendelkezé tanuldk fog-
jak varhatoan 50%-os valosziniiséggel teljesiteni az 1, 2, 3, 4 pontra a felada-

tokat.
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11. diagram A6aD tétel varhaté pontszima a képességszint fiiggvényében
Az elkiilonité erd mértékét az emlitetteken kiviil a gorbe meredeksége is
mutatja (minél meredekebb a nyujtott S betii alak, anndl nagyobb a feladat el-
kiilonitési mérteke).

Végiil nézziink meg egy itemilleszkedésre vonatkozo grafikont (12. diagram):
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12. diagram itemek infit paraméterei

Az item modell-illeszkedése a modell altal elvart, elore jelzett és a valos
teljesitmény kozti kiilonbség alapjan szolgaltat értéket. Az infit paraméterek a
CML-féle item paraméteres szamitas alapjaira épiilnek (t-probaval). A Ganz-
Rasch szoftver kiszamitja az illeszkedési paramétereket (|t|<2), a paraméterek
atlagat automatikusan 1-nek veszi (néhany program 0-nak szokta). Ebbél ado-
doan 0,7 és 1,3 kozotti értékek fogadhatdak el. A diagram vizszintes tengelye
az itemek sorszamat jeloli, a fliggéleges tengely pedig az adott item infit para-
méterét. Lathato, hogy a legkisebb infit paraméter érték az A4bD, legnagyobb
pedig az A8bD kodu tételhez tartozik, de ezek még igy is beleférnek az elfo-
gadasi intervallumba. Egy item minél kozelebb van az 1-hez, annal jobban il-

leszkedik a modellbe.

A vizsgalat egésze bizonyitja, hogy a fentebb targyalt modell konformitasa

altalaban megfeleld az adatainkkal.
Osszegzés, tovabbi teenddk

A fenti elemzésekbdl kitlinik, hogy a Séra-Karpati-Gulyas-féle téri képes-

ségeket méro teszt bizonyos feladatinak dinamikus GeoGebra-adaptacioja va-
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liditas, reliablitas, objektivitas, konformitas, bevalas, modell-illeszkedés szem-
pontjabol mindenben megfelel az elvarasoknak, az eredeti teszttel megegyezd

“ereji”.

Modositani sziikséges a C5 feladat részképesség-besorolasat. Az A4 feladat
szorosabb korrelaciot mutat az A6 feladattal, igy annak a részképesség-beso-
rolasa is valésziniileg mddosul, nem azt méri, amit a statikus parja. Tovabbi
teend6k még a 19. tablazatban jelolt részképességekhez tovabbi 5 dinamikus
méréfeladatot fejleszteni (piros *X jellel jelolve a fejlesztés alatt 1évok), és az
igy kapott tesztsoron elvégezni a pilot vizsgalatokat, optimalizalni, majd na-

gyobb mintaji mérést lefolytatni és kiértékelni, akar online real-time feliileten

is.
Részképességek
Feladattipusok Felismerés Manipulaciéd
Vetiileti abrazolas és ol- X
vasas
Rekonstrukcio C5D
Szerkezetlatas B1D, C4D
Kétdimenzios  vizualis | X
elképzelés
Térbeli alakzat felisme- | A8D
rése, megjelenitése
Haromdimenzios alakza- | X
tok Osszetartozo részei-
nek felismerése, parosi-
tasa
Haromdimenzios alak- A6D; A4D
zattal végzett forgatas
Téri konstrukcio X
Dinamikalatas X

19. tablazat Meglévo és fejleszteni kivant dinamikus feladatok részképességek szerinti

besorolasa
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7. Osszegzés, tovabbi kutatasi lehetdségek

Jelen dolgozatban arra kerestiik a valaszt, hogy egy valtozé paraméter, a
GeoGebra beiktatasa a matematikadrakba milyen hatassal van a kozépiskolai
tanulok kognitiv, affektiv és pszichomotorikus képességeire, illesztve ezt a ku-

tatasi t¢émahoz kapcsolddo szakirodalomhoz.

A kutatds soran, mely 5 tanévet olelt fel, a feltett hipotéziseinkre a kdvet-

kez6 valaszokat kaptuk:

1. hipotézis: A GeoGebra DGS alkalmazasa a matematikaéran noveli a

hallgaték motivacios bazisat (elsésorban a belsé motivaciot).

A Claus-féle kérddiv, és tanuloi interjik, illetve tapasztalataink alapjan a

kovetkezo eredményekre jutottunk:

e atanuldk kozel 80%-a szereti hasznalni a szamitogépet (GeoGebrat) a
matematikadran

e tanuloi beszamolok (és tapasztalataink) alapjan a feladat megértését
eldsegitheti a GeoGebra

e a GeoGebrat hasznalok korében szignifikdnsan nagyobb azok aranya,

akik kedvelik (megkedvelték) a matematikat
A 1. hipotézisiink helytallonak bizonyult.

2. hipotézis: A GeoGebra DGS-ben kidolgozott matematikadidaktikai esz-
kozrendszerrel kiegészitett téri képességek fejlesztése a kozépiskolai évfo-
lyamok jo térlatassal rendelkezé tanuloi esetében eredményesebb, mint

kizarolag a hagyomanyos eszkozokkel torténo fejlesztés.

A kognitiv képességek fejlodésének vizsgalatara hasznalt teszt 2 faktort
(rekognicid, manipulécio), €s ezeken beliil 6sszesen 10 tevékenységet vizsgalt.
Bizonyos tevékenységek esetében nem mutatott szignifikans kiillonbséget a fej-
16désben a kisérleti csoport, de a rekognicids, illetve a manipulacios faktort

egészében vizsgalva mar szignifikans a kiilonbség.
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A 2. hipotézisiink a tehetségesebb tanulokra vonatkozik, pontosabban egy
jo tanulot a GeoGebra még inkabb jobba tehet. Az 5.5 alfejezetben kapott ered-
mények szlikitése a tehetségesebb tanulokra 6sszhangban van a minta egészére

kapott eredményekkel.
A 2. hipotézisiink helytallénak bizonyult.

3. hipotézis: A GeoGebra DGS-ben kidolgozott matematikadidaktikai esz-
kozrendszerrel kiegészitett téri képességek fejlesztése a kozépiskolai évfo-
lyamok kevésbé jo térlatassal rendelkez6 tanuloi esetében eredményesebb,

mint Kizarolag a hagyomanyos eszkozokkel torténo fejlesztés.

A 2. hipotézisiinkh6z hasonlé médon, az 5.5. alfejezetben kapott eredmé-
nyek szlikitése a kevésbé jo térlatassal rendelkezd tanulokra 6sszhangban van
a minta egészére vonatkoz6 eredményekkel, azaz a kevésbé jo térlatassal ren-
delkez6 tanulok esetében hatékonyabb fejlesztést tudunk elérni az uj modszer-

rel.
A 3. hipotézisiink helytallonak bizonyult.

A fejlesztés hatasvizsgalata utan kisérletet tettliink egy j, 2D non-immerziv,
téri képességeket méré tesztsor kidolgozasara, mely megfeleld technikai ko-
rilmények kozott alkalmas immerziv felhasznalasra is. A teszt egy mar meg-
1év0, statikus papir-ceruza alapu teszt dinamikus, interaktiv GeoGebra-adapta-
cidja. A teszt hasznalhatosagara iranyuldan két hipotézist fogalmaztunk meg,

melyre kerestiik a valaszokat.

4. hipotézis: A mar meglévo, hagyomanyos papir-ceruza alapu téri képes-
ségeket méro tesztsorok adaptalhatoak a GeoGebra dinamikus 3D kor-

nyezetébe (technikailag kivitelezhetd).

A hipotézis elsdsorban a technikai megvaldsitasra vonatkozik. Azt tapasz-
taltuk, hogy a statikus tesztek barmelyike atiiltetheté dinamikus kornyezetbe,
ennek jelenleg technikai akadélya nincs. Megjegyzendd azonban, hogy bizo-
nyos tipusu feladatok esetén az adaptacio, mint mérdeszkdz 1étjogosultsagat
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veszti, ugyanis elképzelhetd, hogy a dinamikus, interaktiv feliilet miatt a meg-
oldas azonnal adédik. Az ilyen jellegli feladatok gyakorlasra lehetnek alkal-

masak.
A 4. hipotézis igaz.

5. hipotézis: A GeoGebraba adaptalt tesztsorok ugyanazt a képességet mé-

rik le, amit a nekik megfelelé statikus teszt.

Mivel itt egy 1) mérdeszkoz kidolgozasardl van sz, ami egy mar meglévd
tesztsor alapjan késziilt, igy sziikséges elvégezni egy kongruens-validitas vizs-
galatot, melynek részét képezi a tesztsor objektivitas, validitas, valamint relia-

biltas vizsgalata is.

Az eredmények a pilot-tesztelés alapjan azt mutatjak, hogy bizonyos dina-
mikus tesztfeladatok nem ugyanazt a részképességet mérik, mint a nekik meg-

feleld, statikus parjuk.
A 5. hipotézist elvetjiik.
A 5. hipotézisre kapott valasz tovabbi kutatasi célokat eredményez.

Célunk a kozeljovoben az eddig kidolgozott dinamikus téri képességeket
mérd eszkoz finomitasa, kiegészitése. Az emlitett modositasok elvégzését ko-
vetden lehetdség nyilhat egy, a Nemzeti Kutatasi, Fejlesztési és Innovacios Hi-
vatal altal kiirt palyazat keretében, hogy a Magyar Tudomanyos Akadémia
Kognitiv Idegtudomanyi és Pszichologiai Intézet segitségével magas szintii ha-
tasvizsgalatokat végezzilink az emlitett mérdeszkozre. Lehetdség adodhat a
tesztelésben részt vevd tanulok MRI vizsgalatara, melybdl a tevékenység sordn
végbemend agyi funkciokra tudunk kdvetkeztetni, illetve fontosnak tartanank
még eye tracking vizsgalatokat is, mely alapjan a méréeszkdz optimalis elren-
dezésére tudnank kovetkeztetni, ezzel is emelve a mérdeszkdz objektivitasi

mutatojat.

Az emlitett vizsgélatok utan szdndékunkban all egy minimum N = 1000

mintan valé mérés megvaldsitasa, online feliileten.
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9. Fiiggelék

9.1. Alkalmazott téri képességeket méro tesztsor
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ELTE BTK Neveléstudomanyi Tanszék

Térszemlélet feladatlap

2000. november

Név: ..... .
A—4 Osztaly: ..o
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A kockikba berajzolt pontok a kockik esticspontjai vagy oldalfelezd pontjai. Milyen sikido-
mot kapunk, ha a megadott pontokat dsszekotjiik? Vilaszd ki a jobb oldali 18 dbra kiziil,
és ird mindegyik mellé az dbra betijelét! A sikidomok képei nem pontosan mérethiek,
esupin hasonléak a kocka pontjai dltal koriilhatérolt sikidom valédi alakjahoz. Mintaként
mind a két viltozatban egy-egy sikidomot azonositottunk: pl. ha az elsé kockdban
sszekotjiik az EFA pontokat, akkor az S dbrén lithat6 haromszoget kapjuk, a masodik
kockdban ésszekitott BFE pontok pedig az ,M” dbrén lathaté hiromszaget adjik. Egy
dbra tartozhat akdr két sikidomhoz is.

A feladatlap megoldisira fordithaté idé: 7 pere
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ELTE BTK Nevahistusominyi Tarsoi
Térszemidiet feladatiap A_

.P._ fcluduthp nu-guld:‘ia:iru fordithatd idd: 5 pere

Az alibbi feladatok mindegyikében epy-cgy ax aninyok éredkeltetésthes mérethdltval
bevont teszetett alakzatot kell elfre megadott esupa egyforma térelembi] dsszesillitani.
Rajzobd be az elemek dssreillesatéseind] Lithatd eket, & seinesse] kiibindtsd el az alkets
elemeket epymdastal! EISbb tanulminyoed it a mintafeladatot!

MIMTAFELADAT

Allitzd Gssze coupa egylorma dyen tirelembsl
az aliti merethdils alabzatot:

A MINTAFELADAT [oqy lehetsiges) MEGOLDASA
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ELTE BTK Neveléstudomanyi Tanszek
2000. november

ELTE 1K Neveléstudon A 6 OSZt ..................... R—C e NN

aly

A feladatlap két kiiléndll6, de hasonls feladatsort tartalmaz, az elején kiegészitve egy min-
tafeladattal. A feladatsorok mindegyikében a csillaggal jelslt dbrik mellett 5, egyforma
kockdkbdl tsszedllitott alakzat lithat, melyeknek rajzdba a testet alkoté kis kockdk ésszes
élét, igy takart éleit is berajzoltuk. /il]apitsd meg, hogy az 5 épitmény koziil melyik fér at
valahogy az els6 (csillaggal jelslt) dbrin lithat6 lyukon, ha a testek tetszdlegesen forgatha-
tok! Karikdzd be koziilitk azt, amelyik dtfér valahogy, és hiizd dt azt, amelyik nem!

EIGbb tanulmédnyozd it a mintafeladatot!
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ELTE BTK Neveléstudomanyi Tanszék
Térszemlélet feladatlap
2000. november

NEV: .o kod [ [ 1]
A'7 Osztaly: ... e

Vizsgild meg az alibbi tiz alakzatot: melyik lehetne egy kocka hdlgja? Amelyik igen, azt
karikdzd be, és rajzold be a hajtogatési vonalakat a hdloba. Amelyikbél nem lehet kockat
hajtogatni, azt hizd at! Miel6tt nekikezdenél, tanulményozd 4t a mintafeladatot!

A feladatlap megolddsdra fordithat6idé: 6 perc
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ELTE BTK Mevelistudomibnyi Tanszék T R s | I

Ertelmezd az alibbi dbrikat térbeli alakzatként, melyek egyforma tomor kockdkbel
llnak, & amelyeknek takart leit is Sbrizoltuk. frd az brik mellé, hogy hiny kocksbal
épiilnek fel az alakzatok, és vastagitsd meg szinessel az Geszes Lithatd éleket!

A feladatlap mepgoldisira fordithaté ids: 6 pere
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ELTE BTK Neveléstudomanyi Tanszék 9 NEV: o ked[( [ 111
rszem elal ap >
A- Osztaly: ...........ccoovvvivii

2000. november

Az aldbbi két téblizatban 20 henger dsszetartozo, de szétvalasztott idomrészeit lithatod. A
baloldali tabldzatok elemeinek mindegyike kiegészithets a jobb oldali tabldzatok elemeinek
valamelyikével tigy, hogy hengerré egészitsék ki egymdst. Az 6sszeill§ parok szamijelét és
betijelét a feladat aljan taldlhat6 téblizatba ird be! Mintaként két idomot parositottunk.

A feladatlap megold4sara fordithat6 idé: 4 perc
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ELTE BTK Neveléstudomanyi Tanszék

Térszemlélet feladatlap B... 1
2000. november

A feladatlapon lithat6 testek élei egyenlS hosszisagiak. Egy katicabogér szeretne eljutni a
testek felszinén a lehet$ legriévidebb iton A pontbél a B pontba. Az x-szel megjelslt élpon-
tok melyikén kell dthaladnia? Rajzold ra mindegyik test felszinére az éltalad legrividebb-
nek tartott titvonalat!

A feladatlap megolddséra fordithat6 id6: 3 perc
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ELTE BTK Neveléstudomanyi Tanszék Név: ...
Térszemlélet feladatlap B _2 .
2000. november - Osztaly:

Ebben a feladatban 4 egyszer(i testbdl (téglatestbsl vagy gémbbél) kivagott csonkolt test
nem lithaté éleit kell berajzolnod a testek axonometrikus rajzaiba gy, ahogy te azt lehetsé-
gesnek tartod. El6bb tanulmdnyozd ét a mintafeladatot, ahol az dltalunk berajzolt megol-
dds nem az egyetlen, de taldn a legkézenfekvébb viltozat!

A feladatlap megolddsara fordithaté idé: 5 perc
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ELTE BTK Neveléstudomanyi Tanszék NEVE oo ked (T 1T
Térszemlélet feladatlap B _3 .
2000, november Osztaly: .........cocoooeviii

Pérositsd a testek litszati és vetiileti dbrazoldsit. A testek bettjelét frd az iires karikaba,
majd fejezd be a vetiileti 4brazoldst a testek hidnyz6 két nézetének megrajzolisdval! Minta-
ként az ,M” jelii test hirom nézetét megrajzoltuk, és segitségképpen a litszati képén meg-
adtuk a nézeti irdnyokat is.

A feladatlap megolddsara fordithat6 idé: 6 perc
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ELTE BTK Neveléstudomanyi Tanszék
Térszemlélet feladatla 4
2000, november B Osztaly: ......oooovoviiiiic

NEVE v kod LT 1]
Zt

A feladatlap két feladatbal 4ll, mindkett&ben hasonlé a feladat. Allits éssze a megadott egy-
szer(i alakzathoz hasonlé, de néla nagyobb sikbeli alakzatot négy ilyen alapdarabbél!
(Rajzban kell ,osszepuzzléznod™ négy ilyenbél egy veliik hasonlét.) Mielétt hozzékezdesz,
tanulményozd 4t a mintafeladatot!

A feladatlap megoldéséra fordithaté idé: 7 perc
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ELTE BTK Neveldstudomdnyl Tanszik 7 U S k1]
1:;101 m'::fm B'5 Osztahy i

Az alibbi hat feladat mindegyike egy-egy dedtbal késziilt térbeli alakzat két vagy hirom
perspektivikus képét mutatja mis-mis nésipontbil. Ha az elsd rajzot tekintjik elilnézet-
ek (tehit seembdl ibvennek litjuk), akkor ehhez képest honnan kell néend sz alakzatot,
hogy a tdle jobbrea bl képeket lissuk: balrdl, jobbrd], hitulndl vagy felileGl? Ird az dhrik
ali, hogy e elsi nézethes képest honnan Litseddna olyannak az alakzat! Bemelegitéslént
tamulimdinyoed &t @ mintafeladatot!

A feladatlap megoldisina fordithats idé: 5 pere
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ELTE BTK Mevekstudomdany Tarazék
Térszerrbilet feladatlag
2000, b

Miv:

ked L LT]

B6 oy ...

Ebben a feladathan hirom, kockibs] kialakitott, siklapokkal esonkolt test vetiileti képe Lit-
haté. Bekonstrudld a testeket a Litszati képitk megrajeolisivall Csak a lithatd éleket rajzold
meg! (A vetilleti képekben szerepld fek is mind Lithatdak.) Segitséghként, kerethént vikony
vonallal jeliltik anmak a kockinak sz éleit, amelybil a testet kivigtik. Bemelegitésként ta-

nutlmdmyoed @t a mintafeladatot, ezutdn pr-ﬁt:ﬂd megokdani a gyakorldfeladatot, majd vesd
dissze a lap aljin talilhats helyes me
A feladatlap megoldisira fordithat ids: 7 peﬂ'c
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ELTE BTE Mewehistudormbmyi Tanspék

2000 ovenber o B-9 Oszt8l: oo
“Tekintsd az aldbbi alakzatokat papirbél kivigott sitkidomoknak, melyeket képzeletben kel

egy olldval két részre vigni egy egyenes vigissal dgy hogy a két részbil valabogy téglalapot
lehessen dsszeraknd, tetsadlegesen forgatva a két papirdarabot, Jebild a vigist szaggatott
vonallal!

Lisd o mintafeladatot!
A feladatlap megokdisira fordithatd ids: 4 pere
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ELTE BTE Newelistudomimyi Tansoiék
C-1

BT kad 11
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Az alibbi dbrin nyole zsindr Lithatd, Karikizd be, melyiken keletkezik esomi, ha meghiizod
a ket vépdt! Amebyiken szerinted nem, azt pedig iizd dt!
A Feladatlap megoblisia fordithatd id: 3 pere
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2000, noremiber

A feladatok mindegyike egy-egy kocka belsejéhe beépitett drétvizas alalezat axonometri-
kus képstt bartalmusza, Az alakzatok esicpontjal egyben a befoplals koeka esdesal vagy ol-
dal felezdpontjui. Hogyan kitszik ez az alakzat két kitiintetett ininybal? Rajold be, mit Lit-
nil, ha (E)lalrdl, (Hdtulrdl, (Dobbral, (Blalrdl, vagy (Fleliled] néznénk! Feladatonként esak
két nézetee vagyunk kivinesiak.

A mintafeladitban megmutatjuk, hogy mit & értiink ezeken a kitiintetett ininyokon,

A feladatlap megoldisira fordithats idS: 5 pere
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ELTE ET¥ Mevebistudominyi Tamszik MEV: o, —- IR
mmm!e{m C_3

Ex feladat két feladatsort tartalmaz, az elején kiegészitve egy makorks feladatsorral. Az
egy sorban talillatd hirom raje mindegyike wryanazt a koekibal kivigott testet hirom kii-
binhéied helyzethen dbrizolja, az utolsé két rajeon azonban csak a test killsd hatdrobs vona-
lai Eithatdak, Hyennek Lithatndd a testet egy stté@itett szobdban, ahol a test helyett esupxin
annatk komtrirjai dlkal kiiilhatirolt részletek nélkiili alaktalan formdja tseddne. Ha felkap-
csolmid a 'uill;m}-i, akbor mit Litngdl? H..‘ljm](l b @1 testek Lithatd dleit?

Eldbly a gyakorls feladatot aldd meg, majd vesd Sssze a lap aliin talilhatd megoldissall

A feladatlap megoldisira fordithats ids: 6 pere
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ELTE BTK Mevehistucomdnn Tansoik eV woked LT
Tm rierner C-4 ﬂﬂt&hl' ................................
A Feladatban szerepld mindkét kockdban Gt-it kilkinhéed sikidomet kell felfedezned.
A pontok a kockik esticspontjai vagy oldalfelezd pontjai. Keresd hesry mely pontokat
kell dsszekitnd ahhoe, hogy az dbrikon Lithatd sikidomokat Impjﬁd az fbrik ald a pon-
tok hLlu]Elut' Az dbrik nem pontosan mérethiek, hasombiak a kocka pomtjai dltal
meghatiroeatt sikidom valddi alakjihoz. MielStt hozzikezdesz, tanulminyorzd it a
mintafeladatot!
A feladatlap megolddsdra fordithats ids: 7 perc
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ELTE BTK Mevelistudomdnyi Tansaéic

Térszembéiet feladatlap
2000, november

BV eed (1T
C-5 Osztdly: . ...

A feladdatbapon Lithats testeket egy-egy siklappal metszettiik el. A metszési vonalakat vastag,
folytoncs vomallal jeléltiik be o testek felszingn. Rajeokd be a testek kiteritett felszindbe
iljiba) a sik & a feliilet mietsaési vonalait! A sikmetszet egy pnnrjinak (az ‘A pontnak)
meglelelfit a hildha is berajeoltuk. Mielftt hozzilogse, tanulmibnyozd dt o mintafeladatot!

A felacatlap mepobdisira fordithate idé: 5 pere
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ELTE BT Mevebistuckomibngi Tarazik ME e kB LT
T woverbarTap C-6 ooy

Az alibhi két feladatsorban hérom egyszer térelembil fsszetett testet konstrudhunk.
Keépzeld el, hogy az elemek azonos jelekkel jelilt részeit dsszeragasztottuk, Villaszd ki és
karikizd be azokat az dbrikat, amelyek az igy Ssseeillitott testet dbrizolhatjik, ellenkead
esethen hied dt!

Eliibh tanulményord it 2 mintafeladatot!

A feladatlap megoldisina fordithatd i 7 pere
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A feladat 3 feladatsort tartalmaz, kiegészitve egy mintafeladattal. Mindegyik esethen ha-
somld a feladat: ey kocka hirom oldallapjira harom kitkinhéed jelet rapeoltunk: \, V, X, a
mmisik hivom oldakit pedig diresen hagytuk, Az csillaggal jelilt dbrik ezt a hirom oldalin
megelilt kockdt mutatjik. Vilased ki a mellette B8 5 kép kiiziil, hogy melyik dbrizalhatja
ezt a kockit valamilyen mis helyzetében, és melyik nem! Karikdzd be ax 5 kép kil azt,
amelyik dbrizolhatja és nizd 4t azt, amelyik nem!

| Bemelegitésként és a feladat jobb megértése végett tanulmanyoed 4t a mintafelacatot!

A feladatlap megoldisira fordithatd Wl 6 pere

MINTAFELADAT

% /

NV

ARG T
N CIKINISIK]
I mININ ]

23




ELTE BTK Neveléstudomdnyi Tanszik Név: kéd LLLI

2008 i C8 oesy ..

Tekintsd az akibbi alakzatokat papirbé] kivigott sfkidomoknak, melyeket képzeletben kell

egy olléval két részre viigni egy egyenes vigisal dgy hogy a két részba] valahogy téglalapot
lehessen dsszerakni, tetszdlegesen forgatva a két papirdarabot. Mindegyik feladatot tishb-
féleképpen is meg lehet oldani. Keress mindegyik feladatra 22 megoldist! A vigisokat je-

kil szaggatott vonallal, & a viltozatokat sedmoed meg! (Lisd a mintafeladatot!)

A feladatlap megpoldisira fordithaté ids: 6 perc
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ELTE BTE Mrvebistudomdnyi Tarszék M
1000 noveniber ¥ CO oy ...

H."szn!jul}rm] Epitminyt f;rrﬁitktin'kus vagy acomonmetrikus kép&} nme]yel elilndl, hadtulrdl,
alulred], felitlrdl és mindkét oldalrdl dyennel 1tunk!
A Felacdatlap megeldisina fordithats idd: 4 pere
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Bekarikizvica, c,e
Atlweevaz b, o, £, h
Mirwlen hilves disntés 1-1 pontat jelent. Helyes a déintés, ha a megoldékuleshan dthiizott dheit
a tanuld i dthieta, vagy a bekarikizottat bekarikdzta, A teljes feladatra adhatd fsszes
pomtsedm S pont.

a)

e

A helves megoldisok mindegyikére 1-1 pont adhaté. A feladatra fgy mavimdlisan 4 1 =4 pont.
Az dbrdkbioe a nekik megfeleld bet itkkel jelilt lapszéli kidkeckik tarteznak,

(3]

aj

2]

L
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2]

/

]

[
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Egy-egy helyesen megrajeolt nézet 1-1 pontot ér, tehdt tesztenként max. 3 pont adhaté, Csak
it hibxithn megobdisok pontoehatdk. Bizanyos pontatlansdg, ardnyokban vald elténés azonban
megengedhetd. A feladatra adhaté ma. pontszim igy: 4x 3 =12 pone.
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Egy-emy dibra em]mén}t-s azonositisa 1-1 pmtta] drtckelhets, a feladatra adhaté maximeilis
pomtszdm 2x 6 =12 pont.

AS

a) ] c

Abrdnként a helyes megobdisea maimum 1 pent adhatd, Mindhdrom dbrinak (hbiéle
megoklisa is Wtezik, mi itt esak eovfdle megoldist mutatunk be, Cek az epyértelmiien
eldinthetdk sedmithatdak helyes megoldisnak. A megoblis esstétikuma, (a felsmerhetdsés
hatirin belill) nem jitszik szerepet a feladat pontozisiban. A feladatra adhaté maximsilis
pontszim3x L pont = 3pont.

3]

Bekarikizva:a, |!:I,L'.I],i,j |
Athievaee, d.f, g |
Osszesen 10 dintést kell értéhelni, minden helyes déntés 1-1 pontol jelent. Helyes a dintés,
b a mepolddkuleshan dthizott dbedt o tanuld is dthizta, vagy a bebarikizottat bekarikizta.
Ateljes feludatra adhaté dsszes pontseim 2x5 pont = 10 pont.

=1

Bekarikizva:a,d.e [

Athikevazb, e, g, h i

Mirlen helyes dintés 1-1 pentot jelent. Hebyes epy diintés, ha a megoldékukshan dthizott
st u tanubi s dthieta, vagy a bekarikizottat bekarikizta, A teljes feladatra adhati deszes
pontszim lﬂ]mnl.
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Az értéhelés dhranként 22 részbdl dll. Egyréset értékelni kell, hogy a lithatd dleket hebyesen
rajeoltik-e be. Az erre adhatd dbrinként mavimdlizan 5 ponthd] minden hibds ésfvagy
hidnyzd ¢l 1-1 pont levondst eredményez. Tehdt 5 hibds éstvagy hifnyed ¢l esetén mibr nem jir
pont a feladatnak erre a részére, Az 'A' dbra erre vonatkozd pontszimdt az '3 jeld
kisdkockikba, a B dbrdra vonathozidt a'e'kddkockiba kell beimi.

Misrészt frtéelnd kell, hogy helyesen dllapitottik-e meg a testet allotd kockdk szdmdit. Ha
hibitlan a megoldds, akkor dbrinként 5-5 pont adhatd, ha a helyes eredménytol eltér a
megadott szim [akiresak egayel is), akkor nem adhatd rd egyetlen pont sem. Az 'A' dbra erre
vonathoesd pontszdmdt a7 jeli kidkoekdkba, a ‘B dhrira vonatkozddt a'd’ kddkockiba kell
befrni. Az dbrikat a testeknek egy mélyebb néztpontbal valé dbrizolkisaként is fel lehet

Fogni, természetesen egyértelmi megolddsként.

A9

a) b €} d) e} £} g) W} i} jy k)Y 0} m) a)} &) p} @) ) s) i)
120 3|4 5|67 | &8[9 (W0 M| 2|B|W|15|6|17]1&19]|20

PILIA|O|M|UJB|E|R|S|C|T|F|GIK|D|JI|N]H|L

Minden helyes parositas 1-1 pont, amelyebet kilkin értékeliink a jobb oldali kédkockdkban,
A teljes feladatra maximalisan 18x 1 = 18 pont adhatd.

Bl

Az fires keariledin dthaladd dtvonalanként dbrinként max 1 pont jir A stitét ponton dthaladd
ritvonal a hibédthn megoldsis, és ezért dbrinként 2 pont adhaté. A b) és c) testek esetében kiét
helyes vitvonal is letezik, de a plusz megoldis nem értékelhetd plusz ponttal. A feladatea
avilhaakds v pentszdm: 3x 2 =6 pont.
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Egy-eay hifinyed @ berajrolisiért 1-1 pont adhatd, Hidmyzd ének egy csomdponttl
csomdpontig terjedd teljes élvagy annak ey (csak is egy) nem lithaté szakasza szimit, lpyaz
dbrikra adhatd maximlis pontsedm:

) testre: 8 pont
b testre: 3 pont
) testre: 10 pont
) testre: 6 pont
&) testre: 8 pont
Orsszesen 35 ponit.
Minden Imhrielnn Wy hi&n}raﬁ & esetén ebhdl a P-u:l.tszémbd-] lie kel vommi 1 pontok,
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A kitsaati ki és a vetilleti dbedzolis helves piarositasiérs 11 poot adhatd, foggetlendl anl,
oy 2 hinvz két setilleti mjzot bogyan sikenil megrajzolnd. Egy alakzal egy ndzetére )
wagy 2 pont adhatd, 2 et akbor, ha hilwitka a uwﬁ'rﬂﬁi Ifhl'mnymi Pmluﬂilmﬁg,
arkmyokban vald elbérds inegengedbetd) ettdl elénd esetben nem jir pot. Testenként igya
ket vetitleti rajern muaimum 4 pont, a hebees phrositisert kapett 1 ponttal egviite 5 pont
adbiatds. Tigy o teljes Feladutra adbad tepontszinm 5x 5 pont = 25 pont. Az alakzatonként)
pontszimokat ax alikzat kishetis jelének meglelels kédkockiba kell beimi. (amely a
Tentacknek magfeleiben O, 1, 3, 5 poat hebet kodkockinként)

£

a) 51

A rajeskra willsatcs poutseim 0, 1 vagy & pont. Hibitlan mcg;nuiﬁ esetén 2 pomk jar, B
ktrobweott alakezat sz eredetive eobikeztet, de nem matematikai értelemben hasonls, day |

jpont wclhatd, A feladatra adbatd maximilis pontsedm e 2 £ 2 =4 pont,

G alukzal 9 ndzetét kell megillapitans. Minden hebves doatés 1-1 pontet &, igyv a fekudatra
arthatd masimeilis pontszim 9x 1=9 pont. Az dbrikhoz & velilk egyvonalban v kidkeckik
tartoenak.

a) hitudnsl b} jobbrdl

i) haiteadeid ey bl

) Felitlel 7 bl

g jobhadl

h Tuadyil

it ekl

a) I (1] #F | d If

N, W

Y Y -
Helyes rajroaként masimun 2 post adlatd, Kisebb pootatlnsig, Telyteken ardiyok esetén 2
pont belvett § pont jir, de esak akkor, b o rajebdl @ vetiletek szintézise kimtathatd
(1-1 helbves, de elszigeeelt seabosziet pl. Samugilsn nem jir pont.) A teljes feladatra adloté
maxinilis poatszim 3« 2= 6 pont.
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B7

Bekarikdeva: a.b.e, Lhjk

Athiwva: ed, il

Az itemeket tételenként balrdl jobbra haladva az obvasdsi irimyuknak megfelelen bettitk
meg,

Tételenként 4-4, Ssseesen 12 dintést kell értékelni, helyes-e, vagy sem. Helyes o dintés,
b a megoldiskulesban dthizott betdjeld dbrit a tamdd is dthiizta, vagy a bekarikdzottat

bekarikizta. Minden ]’L{‘]J-‘l."-:"i disntés 1-1 pontot _it‘."ll:l'lt, gy maximsilisan 3x4 =12 poat acdlutd
a feludatra.

N a) b

a) feladat __.'I_.

b feladat |

::E Y= 9 q
o) feladat =

Lk |

dj feladat .

L

—_—
L]

Abrinként 4-4 wjlnm;ﬁk;:::i riszhil dll a rru.'gq.'rltlﬁs, és ezekre {:g,u:nkrfnt 1-1 pomt wilhatd, igy
ery-egy kihajtogatott papirra” maxioum 4% 1 =4 pont adhatd,

A feladatok pontsziméit a mepfeleld kishetivel jelilt lapseéli kddkockikba kell beimni. A teljes
feladatradx (dx1 IM'MI:I = 16 pont wrlhatd,

a} 1] [4] d)
. +:
A kit jololt vigls kizott bamelyik
velilk parhuzamos vagas (kivéve B-t)

Abrinként helyes megoldds esetén 1 pont adhaté, Maximélis pontszim: 43 1 pont =4 pont.
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C1

Bekarikdzva: a, b, g

Athizva: ¢,d, e, f,h

Minden helves diintés 1-1 pontot jelent. Helyes a diintés, ha a megolddhuleshan dthizott
dihrdit a tanuki is dthiizta, vagy a bekarikdzottat bekarikizta, A teljes feladatra adhatd tssees
pontszim 8 pont.

2l 7

Minden helyes nézet 1-1 ponttal értéhelhets, ez alikzatonként Ssszesen 2 pont. A feladatra
adhaté maximilis pontszdm 4x 2 pont = 8 pont. Minden nézethez egy kédkocka tartozik.

4]

F

=)

A Lithatd élek: hibdtlan berajzolbisira testenként 1-1 pont adhaté. Az dltalunk megadott
hebyes megoldishoz képest mindegyik dbra alulnéeetbé] is értéhelbets, természetesen ez a
bemutatottal egyendriékt megoldisnak seimit,




., EFB f, CDE EFD
b, FEC £ ABCD
¢, EFAB h. BDE, BDC
d, ABE, ABE FDC I, EFCD
e, ACD, ACB j. FADG

A helyes azonositds sikidomonkeént 1-1 pontot & Maximédlis pontszdm: 2 x 5 pont = 10 pont.
Az dbrdkhoz a megleleld betivel jelilt lapsaéli kodkookik tartoenak. A d, e, 1, b, itemek
esetén tiibb elfogadhatd megoldis is létezik, bir ezek nem feltétleniil egybevigd sikidomolk,
de sziris, illetve sedmitdis nélkiil a szemlélet alapjin mindegyiket elfopadhatjuk helyes
megolddsnak. Egy itemre azonban igy is csak max. 1 pont adhatd.

A

Hibitlan megpldisért testenként 2 pont adhaté. A megoldisok oz o) testnek 3 kockalapra it
willaszbdl, a b testind 4 kockalapra, a ¢ testnél szintén 4 oldallapra irt vilaszokbdl dllnak. Egy
hilinak seimit testenként, ha egy oldallapra irt szakasz hifinyzik, vagy hibisan van bejelilve.
Egry hiba esetén testenként esak 1 pont adhats, tibb hiba esetén nem jir pont arra a tételre
(testre). A Feladatra adhatt max. pontszim 3x 2 =6 pont,
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a, EFB f, CDE EFD
b, FEC g ABCD
¢, EFAB h, BDE, BDG
d,ABE,ABE FDC I, EFCD
e,ACD,ACB i, FADG

A helyes azonosits sikidomonként 1-1 pontot ér. Maximalis pontszdm: 2 x 5 pont = 10 pont.
Az dbrdkhoz a megfelel§ betiivel jelolt lapszéli kédkockdk tartoznak. A d, e, f, h, itemek
esetén tbb elfogadhat6 megoldds is létezik, bar ezek nem feltétleniil egybevigé sikidomok,
de szords, illetve szamitds nélkiil a szemlélet alapjin mindegyiket elfogadhatjuk helyes
megolddsnak. Egy itemre azonban gy is csak max. 1 pont adhaté.

a)

b)

A

Hibitlan megolddsért testenként 2 pont adhat6. A megolddsok az a) testnek 3 kockalapra frt
vilaszbdl, a b) testnél 4 kockalapra, a ¢) testnél szintén 4 oldallapra irt vilaszokbdl dllnak. Egy
hibdnak szdmit testenként, ha egy oldallapra irt szakasz hidnyzik, vagy hibasan van bejelélve.
Egy hiba esetén testenként csak 1 pont adhato, tsbb hiba esetén nem jar pont arra a tételre
(testre). A feladatra adhaté max. pontszém 3x 2 =6 pont.
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Rajzolja meg az eldlnézeti &brén a sematikusan &bréazolc
wvaros épilileteinek lathatd £leit.

ELOLNEZET

FELULNZZIET
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9.2. Affektiv tényezok vizsgalata: Claus-féle kérdoiv

Kérdéiy
Igen | Nem
1. A matematika az elsd harom legkedveltebb tantdrgyam kizé tartozik.
2. | Amatematika az utolsd hdrom tantargy kizott van.
3. | lelold be, hogy mennyire érdekel a matematika:
Mem érdekel drdekel
4. | Ha vélasztani kellene a tantdrgyakat, akkor a matematikat vilasztandm.
5, Ha tanari palydt valasztanam, szivesen tanitandm a matematikét.
6. Ugy vélem, hogy az iskola befejezése utdn semmi kéizBm nem lesz a
matematikahoz,

7. Ha sok idém lenne, akkor szdrakozasbal is foglalkoznék a matematikéval,
8. Mindig attol félek a matematikadrakon, hogy valami butasdgot mondok.
9. irdsbeli szamoldsi feladatokndl mindig félek attdl, hogy elszémolom magam.
10, Nagyon félek a matematikadelgozatoktsl,
11. | Nem félek a matematikadolgozatoktdl.
12, | Ha matematikadrakan ki kell mennem a tablahoz, nagyon ideges vagyok.
13, Szivesen oldok meg egyenleteket,

egyenlitiensageket,

sziveges feladatokat,

sikgeometriai feladatokat,

térgeometriai feladatokat.
14, Szivesebben oldok meg 5 egyszeriibb feladatot, mint egy nehéz,

gondolkodtatd feladator.
15. | A matematika kinnyi, nincsenek nehézségeim.
16. | A matematika alyan nehéz, hogy sok mindent nem is értek.
17. | Egy nehéz feladatot szivesebben oldok meg egyeddil.
18. 5zeretem, ha matematikadran haszndlunk szémitdgépet. Igen Mem Nekem mindegy

19. irj le 3 ji dolgot, és 3 kevésbé jot (amin véltoztatni kellene) a matematikadréval kapcsolatban,

Ami j& a matematikadrakon

Amin valtoztatnék a matematikadrdkon
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9.3. Kiemelt segédanyagok

Két tag osszegének kobére vonatkozo algebrai azonos-
sag térgeometriai interpretacioja

Ajanlott évfolyam: 9., 15. 6ra

Témakor/tartalom:

Szamtan, algebra/ Nevezetes azo-

nossagok

Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
jan):

Kombinativ készség fejlesztése

Segédanvag leirasa:

e baloldalon két tag 6sszegének négyzetére vonatkozd azonossag

szemléltetése sikgeometriai interpretacioval, a és b értéke valtoztat-

hato

e jobb oldalon két tag 6sszegének kobére vonatkozo azonossag szem-
1¢ltetése térgeometriai interpretacidval, a és b értéke valtoztathato, a

kocka atlatszosaga valtoztathato

Modszertani megjegyzések:

,»Neézziik meg, a két tag Osszegének kobére vonatkozd azonossagot. Hany
komponensbdl all az azonossag jobb oldala?”

Az azonossag jobb oldalan 2 kocka, és 3-3 egybevago téglatest térfogata

szerepel.”

(a+b)?=(269+531)> =82 =64

DEFH terilete = 1428
HFIC terllete = 28.22

a=269 AGFE terlilete=7.22 FIBG terillste = 14 28

kitdltés

¥ 3D-s nézet

L fCvy DY v Hv Dv
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Két sik hajlasszoge

Ajanlott évfolyam: 9., 43. 6ra Fejlesztési cél (Kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

Geometria/ Geometriai alapfogal- | T4jékozottsag a megismert sikido-
mak mok tulajdonsagaiban.

Sejtések megfogalmazasa, j 6ssze-

fiiggések felfedezése, bizonyitasi

igény kialakitasa.

Segédanyag leirasa:

o [Két sik és a megfeleld egyenesek helyzete valtoztathato

o Két sik szogének mértéke valtoztathatd

Modszertani megjegyzések:

,Allitsunk be kiilonb6z6 nevezetes szogmértékekhez tartozo sik-elhelyezke-
déseket.”
,Fogalmazzuk meg sajat szavainkkal, hogyan értelmezhetjiik két sik hajlas-

szogét.”
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Kocka sikmetszetei 1.

Ajanlott évfolyam: 9., 43. 6ra

Témakor/tartalom:

Geometria/ Geometriai alapfogal-

mak

Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
jan):
Haromszogekkel, négyszogekkel,

sokszogekkel kapcsolatos ismeretek
kiegészitése, rendszerezése.
Tajékozottsag a megismert sikido-

mok tulajdonsagaiban.

Segédanvag leirasa:

e A kocka szabdlyos haromszog sikmetszetének eldallithatosaga

e Metsz6 sik atlatszosaga allithatd

e P pont mozgatésa, elhelyezése az élek nevezetes osztopontjain

e A metszetre vonatkozo6 fontosabb paraméterek megjelenitése

Modszertani megjegyzések:

»Milyen modon keletkezhet kocka sikkal valé metszésekor szabalyos ha-

romsz0g sikmetszet?”

,Figyeljilk meg a levagott gula jellemz6i paramétereit!”

Sik atlatszésaga = 0.5 . ( - #
GI atiatszosaga [ Josztépentok M
A kocka éle |/ Teriilet [V]Gila felszine Tpqr = 3.65
2 Gila oldalélh ila té
4 egység. ula oldalelhossz [V]Gilatérfogata | o - 3 = GP = 2.05
S|kmetszet oldalhosszai
r 3D-s nézet X APQRG =9.99
TeToT T T Vpqre = 1.45
a=291
a
R 7 Q
\\\ //
\ /
a\ /a
\‘.///
P
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Kocka sikmetszetei 11.

Ajanlott évfolyam: 9., 43. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

Geometria/ Geometriai alapfogal- | Haromszogekkel, négyszogekkel,
mak sokszogekkel kapcsolatos ismeretek
kiegészitése, rendszerezése.
Tajékozottsag a megismert sikidomok

tulajdonsagaiban.

Segédanvag leirasa:

e A kocka tetsz6leges haromszdg sikmetszetének eldallithatosdga

e Metsz6 sik atlatszosaga allithatd

e P, Q, R pont mozgatasa, elhelyezése az élek nevezetes osztopont-
jain

e A metszetre vonatkozo6 fontosabb paraméterek megjelenitése

Modszertani megjegyzések:

»Milyen mdodon keletkezhet kocka sikkal valdo metszésekor haromszog sik-

metszet?”

"’

,Figyeljiik meg a haromszog jellemzdi paramétereit

"o

»Lehetséges derékszoglh haromszog sikmetszet eldallitasa?”

» Rajzlap Kér kézépponttal és keriileti ponttal [ S sik sikbeli nézet
Sik atiatszésaqa = 0.5 | Kbzéppont, majd keriileti pont -
. jOszti)puntok [

[/]|sz8gek /| Kertilet KPQR =042
A kocka éle 4 egység. [/|Oldalhosszak [/]Terllet TPQR — 101

b 3D-s nézet X
o = 50.8 P = 3.3
3 = 64.6 q=33
~ = 64.6 r=1283
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Kocka sikmetszetei 111.

Ajanlott évfolyam: 9., 43. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

Geometria/ Geometriai alapfogal- | Haromszogekkel, négyszogekkel,
mak sokszogekkel kapcsolatos ismeretek
kiegészitése, rendszerezése.
Tajékozottsag a megismert sikidomok

tulajdonsagaiban.

Segédanvag leirasa:

e A kocka négyzet sikmetszetének eldallithatosaga
e Metsz0 sik atlatszosaga allithato
e P pont mozgatéasa, elhelyezése az élek nevezetes osztopontjain

e A metszetre vonatkozo6 fontosabb paraméterek megjelenitése

Modszertani megjegyzések:

»Milyen modon keletkezhet kocka sikkal valé metszésekor négyzet sikmet-
szet?”

,Figyeljilk meg a keletkezett hasabok jellemzdi paramétereit!”

Sik atlatszésaga = 0.5 L TTCr &
—_— .-D
: . BP
A kocka éle Elek osztasi aranya pc ™ 1
4 eqysé Felszin
9yseg. U imértogat | Josopontok | ABPQ alapli haséb felszine = 64
3D-s nézet CDQP alapu hasab felszine = 64

ABPQ alapl hasab térfogata = 32
CDQP alapl hasab térfogata = 32

SG=PC=2
F s G
B - c
DD CC s}
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Kocka sikmetszetei I'V.

Ajanlott évfolyam: 9., 43. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):
e Geometria/ Geometriai Haromszogekkel, négyszogekkel,

alapfogalmak sokszogekkel kapcsolatos ismeretek

kiegészitése, rendszerezése.
Tajékozottsag a megismert sikido-

mok tulajdonségaiban.

Segédanvag leirasa:

e A kocka téglalap sikmetszetének eldallithatosaga
e Metsz6 sik atlatszosaga allithatd
e P pont mozgatésa, elhelyezése az élek nevezetes osztopontjain

e A metszetre vonatkozo6 fontosabb paraméterek megjelenitése

Modszertani megjegyzések:

»Milyen modon keletkezhet kocka sikkal valdé metszésekor téglalap sikmet-
szet?”

,Figyeljilk meg a levagott téglalap, illetve hasab jellemz6i paramétereit!”

Sik atlatszosaga = 0.5 ; > &
. o
[ ]osztepontok BP =2

A kocka éle .
Levagoti hossz [v/]Terlllet BQ =2

[/]Oldalhosszak  [+/]Keriilet . T=1131
3D-s nézet X

4 egyseg.

K = 13.66
PQ = 2.83
QR = 4

R S
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Kocka sikmetszetei V.

Ajanlott évfolyam: 9., 43. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):
e Geometria/ Geometriai Haromszogekkel, négyszogekkel,

alapfogalmak sokszogekkel kapcsolatos ismeretek

kiegészitése, rendszerezése.
Tajékozottsag a megismert sikido-

mok tulajdonsagaiban.

Segédanvag leirasa:

e A kocka paralelogramma sikmetszetének el6allithatosaga

e Metsz6 sik atlatszosaga allithatd

e P, Q, R pont mozgatasa, elhelyezése az élek nevezetes osztopont-
jain

e A metszetre vonatkozo6 fontosabb paraméterek megjelenitése

Modszertani megjegyzések:

,»Milyen modon keletkezhet kocka sikkal valdé metszésekor paralelogramma
sikmetszet?”
,Figyeljiilk meg a levagott paralelogramma jellemz6i paramétereit!”

,,Keletkezhet-e rombusz sikmetszet?”

Sik atlatszosaga = 0.5 C~ &
- O

™ 0ssth T =18.19
Akockadle | osaopontok i
/e o = 83.42°
4 egység. V/|Oldalhosszak |v/|Sz8gek )
3D-s nézet X B = 96.58
~ = 83.42
d = 96.58
4.4 ‘
.
v
4.16 4.16
B g
44
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Kocka sikmetszetei VI.

Ajanlott évfolyam: 9., 43. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):
e Geometria/ Geometriai Haromszogekkel, négyszogekkel,

alapfogalmak sokszogekkel kapcsolatos ismeretek

kiegészitése, rendszerezése.
Tajékozottsag a megismert sikido-

mok tulajdonségaiban.

Segédanvag leirasa:

e A kocka trapéz sikmetszetének eldallithatosaga

e Metsz6 sik atlatszosaga allithatd

e P, Q, R pont mozgatasa, elhelyezése az élek nevezetes osztopont-
jain

e A metszetre vonatkozo6 fontosabb paraméterek megjelenitése

Modszertani megjegyzések:

»Milyen modon keletkezhet kocka sikkal valé metszésekor trapéz sikmet-
szet?”
,Figyeljiik meg a levagott trapéz jellemzdi paramétereit!”

,Keletkezhet-e egyenld szart trapéz sikmetszet?”

Sik atlatszésaga = 0.5 - h
-

[o
T =1043
. Teril |
jkocka éle Hg?:‘wmkk ’ | = 86.66°
lalhosszal 0ge!
egység. ¥ 3 = 64.84°
» 3D-s nézet X
~ = 115.16°
§ = 93.34°
.15
s R
[ZANAN
406 | 4.48
=
Jr A,
’ 364  °©
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Kocka sikmetszetei VII.

Ajanlott évfolyam: 9., 43. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):
e Geometria/ Geometriai Haromszogekkel, négyszogekkel,

alapfogalmak sokszogekkel kapcsolatos ismeretek

kiegészitése, rendszerezése.
Tajékozottsag a megismert sikido-

mok tulajdonségaiban.

Segédanvag leirasa:

e A kocka 6tszog sikmetszetének eldallithatosdga
e Metsz6 sik atlatszosaga allithatd
e P pont mozgatésa, elhelyezése az élek nevezetes osztopontjain

e A metszetre vonatkozo6 fontosabb paraméterek megjelenitése

Modszertani megjegyzések:

,»Milyen moédon keletkezhet kocka sikkal valdo metszésekor 6tszog sikmet-
szet?”
,Figyeljiik meg a levagott 6tszog jellemzdi paramétereit!”

,keletkezhet-e szabalyos 6tsz0g sikmetszet?”

Sik atlatszésaga = 0.5 vt

.I atlatszosaga 27
A kocka éle [/]Oldalhosszak T =18.16
4 egyséq. /| Terillet |/ sz8gek o = 78.46° PQ=4.46
+ 3D-s nézet X

3 — 101.54° QR =4.49
~=128.21° RS =272
o= 130.25 ST =217
e=101.54° TP =28

s
T @\
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Kocka sikmetszetei VIII.

Ajanlott évfolyam: 9., 43. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):
e Geometria/ Geometriai Haromszogekkel, négyszogekkel,

alapfogalmak sokszogekkel kapcsolatos ismeretek

kiegészitése, rendszerezése.
Tajékozottsag a megismert sikido-

mok tulajdonségaiban.

Segédanvag leirasa:

e A kocka hatszog sikmetszetének eléallithatosaga
e Metsz6 sik atlatszosaga allithatd
e P pont mozgatasa, elhelyezése az élek nevezetes osztdpontjain

e A metszetre vonatkozo fontosabb paraméterek megjelenitése

Modszertani megjegyzések:

,Milyen modon keletkezhet kocka sikkal valo metszésekor hatszog sikmet-
szet?”

,El0allithato-e szabalyos hatszog sikmetszet?”

Sik atlatszésaga = 0.5 ‘ o > f
@

A kocka éle [ Josztapontok T =20.78
4 egyséq. [/|Oldalhosszak [v/|Terillet
3D-s nézet 4]
283
E U T
b 2.83 283
[
: P e S
: A 283 2.83
.\\.‘ é A
2.83
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Hossz becslése térben

Ajanlott évfolyam: 9., 44. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

Geometria/ Geometriai alapfogal- Eredmények nagysagrendi becslése.
mak Onellendrzés igényének kialakitésa.

Segédanyag leirasa:

Parthenon 3D virtualis térben.

Modszertani megjegyzések:

,»Milyen épiiletet latsz az dbran?”
»Milyen magas, hosszl, széles az épiilet, ha az eldtte 4ll6 ember 2 méter
magas?”

"’

,»Rajzold le az épiilet alaprajzat
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Nevezetes ponthalmazok sikban és térben

Ajanlott évfolyam: 9. , 54. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):
Geometria/ Sikbeli és térbeli nevezetes ponthal-

Nevezetes ponthalmazok (mértani | mazok ismerete

helyek) a sikban és térben Térelemek kolesonds helyzetének
elemzési képessége

Szemléltetd és szerkesztett abrak ké-
szitése geometriai alakzatokrodl; tulaj-
donsagok megallapitasa, kdvetkezte-
tések, bizonyitasok

Analogikus gondolkodas fejlesztése

Segédanyag leirasa:

Valtoztathato a két kor/gdomb kozéppontjanak helyzete, a kor/gdmb sugara
A kiilonb6z6 konfiguraciok diszkutalasa (a feladatnak megfeleld eredmény

kiemelve)

Modszertani megjegyzések:

»Szerkessziink pontot, amely két adott pont mindegyikétdl 6 cm tavolsagra
van!”

,Hany megoldasa van a feladatnak?”

,Milyen konfiguracié mellett van a feladatnak 0, 1, 2, végtelen sok megol-
déasa?”

,» Lekintsiik meg a kiirt feladat térbeli megfeleldjét!”
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Nevezetes feliiletek és eloallitasuk

Ajanlott évfolyam: 9., 54. 6ra | Fejlesztési cél (kerettanterv alapjan):

Témakor/tartalom: A fliggvényszemlélet fejlesztése: a hoz-

Flggvények, sorozatok/ Példak | zarendelések szabéalyként valo értelme-
tovabbi fiiggvényekre (kiegé- | zése.
szitd anyag) A megfeleld modell megkeresése.

Célszerll eszkozhasznalat.

Segédanvag leirasa:

Az a, b, és ¢ cstiszkak (mint egyiitthatok) segitségével megadott térbeli
figgvények, feliiletek megjelenitése, paramétereinek valtoztatasa, elem-

zése

Modszertani megjegyzések:

Nevezetes mdsodrendli felilletek és egyenleteik:

A segédanyag {6 célja a tér-
g yag ) @ a gomb, egyenlete: x° + y? + 22 = R? (R a gomb sugara);

. . . . 22 2
beli ﬁlggvenyek, feliiletek @ az ellipszoid, egyenlete: ):T? + % + % =1
m asanak kisérleti uton 22 2

egadasa a scriet uto @ az egykopenyli hiperboloid, egyenlete: X—z + };—2 - Z—z =1

a c
torténd modja. i Xy 2
@ a kétkopenyi hiperboloid, egyenlete: — — 7 a- 1;

L a c

Példaul: @ a nyeregfeliilet (hiperbolikus paraboloid), egyenlete:
272
e 242 = x_r

Hengerfeliilet: x“+y“=9 Z R 7

Forgasi paraboloid: z = x%+y?

¥ Ageir sk G¥ Raip I
stin 139
0 *
021
8ee b=21
Totodes ity o
Mgl
. 3§ -
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Geometriai transzformaciok sikban és térben 1.

Ajanlott évfolyam: 9., 82. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

Geometria/ Egybevagosagi transz- | A sikbeli és térbeli egybevagosagi
formaciok transzformdaciok leirdsdnak ¢és tulaj-
donséagainak ismerete, alkalmazéasa
szerkesztési, bizonyitasi és szdmolasi
feladatokban.

Analogikus gondolkodasmod fejlesz-

tése.

Segédanvag leirasa:

Egy sokszdg alapu gila kdzéppontos tiikrozése. Minden objektum mozgat-

hato.

Modszertani megjegyzések:

,Milyen tulajdonsagai vannak sikbeli és térbeli kozéppontos tiikrozésnek?”
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Geometriai transzformaciok sikban és térben I1.

Ajanlott évfolyam: 9., 82. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

e Geometria/ Egybevagosagi | A sikbeli €s térbeli egybevagosagi
transzformaciok transzformaciok leirasanak és tulaj-

donséagainak ismerete, alkalmazéasa

szerkesztési, bizonyitasi és szdmolasi

feladatokban.

Analogikus gondolkodasmod fejlesz-

tése.

Segédanvag leirasa:

Egy sokszdg alapu gila eltoldsa a térben egy adott vektorral. Minden ob-

jektum mozgathato.

Modszertani megjegyzések:

,Milyen tulajdonsagai vannak sikbeli és térbeli eltolasnak?”
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Geometriai transzformaciok sikban és térben I11.

Ajanlott évfolyam: 9., 82. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv
Témakor/tartalom: alapjan):

e Geometria/ Egybevagosagi A sikbeli és térbeli egybevagosagi
transzformaciok transzformaciok leirdsanak és tu-
lajdonsagainak ismerete, alkalma-
zésa szerkesztési, bizonyitasi és
szamolasi feladatokban.
Analogikus gondolkodasmod fej-

lesztése.

Segédanyag leirdsa:
Egy sokszog alapu gula sikra val6 tiikkrozése. Minden objektum mozgat-

hato.

Modédszertani megjegyzések:

,Milyen tulajdonsagai vannak a sikra valo tiikr6zésnek?”
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Geometriai transzformaciok sikban és térben IV.

Ajanlott évfolyam: 9., 82. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

e Geometria/ Egybevagosagi | A sikbeli €s térbeli egybevagosagi
transzforméaciok transzformaciok leirasanak és tulaj-
donsagainak ismerete, alkalmazéasa
szerkesztési, bizonyitasi €s szamolasi
feladatokban.

Analogikus gondolkodasmod fejlesz-

tése.

Segédanyag leirdsa:
Egy sokszog alapt gula tengely koriili forgatasa. Minden objektum moz-

gathato.

Modédszertani megjegyzések:

,Milyen tulajdonsagai vannak a tengely koriili forgatasnak?”’

e
: A !
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Geometriai transzformaciok sikban és térben V.

Ajanlott évfolyam: 9., 82. 6ra

Témakor/tartalom:

e Geometria/ Egybevagosagi
transzformaciok (kiegészitd

anyag)

Fejlesztési cél (kerettanterv
alapjan):
A sikbeli és térbeli egybevagodsagi

transzformdaciok leirdsanak ¢és tu-
lajdonsagainak ismerete, alkalma-
zésa szerkesztési, bizonyitasi és
szamolasi feladatokban.
Analogikus gondolkodasmod fej-

lesztése.

Segédanyag leirasa:

Sikbeli és térbeli inverzid szemléltetése, tulajdonsagainak leirasa.

Modszertani megjegyzések:

,»Milyen tulajdonsagai vannak sikbeli és térbeli inverzionak?”

a |

L HOr v D> Av j

it O~
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Kozéppontos hasonlosag

Ajanlott évfolvam: 10., 52. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):
e QGeometria/ Hasonl(’)ségi A sikbeli és térbeli hasonlc')ségi
transzformacidok

transzformaciok leirasanak és tulaj-
donséagainak ismerete, alkalmazéasa
szerkesztési, bizonyitasi s szamolasi
feladatokban.

Analogikus gondolkodasmod fejlesz-

tése.

Segédanvag leirasa:

Sikbeli és térbeli kozéppontos hasonlosag szemléltetése analdog modon,

ahol a hasonldsag arany, €s az objektumok pozicidi valtoztathatdak.

Modszertani megjegyzések:

»Milyen tulajdonsagai vannak sikbeli €s térbeli kzéppontos hasonlosag-

nak?”
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Hasonlo testek felszinének aranya

Ajanlott évfolyam: 10., 61. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-

jan):

Témakor/tartalom: A sikbeli és térbeli hasonloségi

Geometria/ Hasonlosagi transzfor- ol s s . .
transzformaciok leirdsanak ¢€s tulaj-

maciok L . .
donséagainak ismerete, alkalmazasa
szerkesztési, bizonyitasi €s szdmolasi
feladatokban.

Analogikus gondolkodasmod fejlesz-
tése.

Segédanyag leirasa:

Két, egymassal A aranyban 1év6 henger felszinének vizsgélata. Az arany

valtoztathat6, henger paraméterei megjelenithetdek.

Modszertani megjegyzések:

,» Vizsgaljuk meg, mi lehet a kapcsolat a A arany és a hengerek felszinének

valtozasa kozott!”

A=2

Aper 62.83 -

Agza 1571 4
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Hasonlo testek térfogatanak aranya

Ajanlott évfolyam: 10., 61. o6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: lan):

A sikbeli és térbeli hasonldsagi

e Geometria/ Hasonldsagi

i transzformaciok leirdsanak ¢€s tulaj-
transzformaciok

donsagainak ismerete, alkalmazasa
szerkesztési, bizonyitasi €s szdmolasi
feladatokban.

Analogikus gondolkodasmod fejlesz-
tése.

Segédanyag leirasa:

Két, egymassal A aranyban 1év6 henger térfogatanak vizsgalata. Az arany

valtoztathat6, henger paraméterei megjelenithetdek.

Modszertani megjegyzések:

,» Vizsgaljuk meg, mi lehet a kapcsolat a A arany és a hengerek térfogatanak

valtozasa kozott!”

A=2
&

Vie _ 5027 _

= 8
W s 6.28
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Szogfiiggvények térbeli szamitasoknal

Ajanlott évfolyvam: 10., 74. 6ra

Témakor/tartalom:

Fiiggvények, sorozatok/ Feladatok
(gyakorlas)

Fejlesztési cél (kerettanterv alap-

jan):

crer

merete hegyesszogre és tetszéleges
forgasszogre. Szogfliggvényekre vo-
natkoz6 nevezetes azonossagok isme-
rete, és alkalmazasa egyszeri felada-

tokban.

Segédanyag leirasa:

Téglatest valtoztathato élekkel, illetve atlatszosaggal. A feladatban adott,

illetve keresendd adatok megjelenithetésége, magyarazattal.

Modszertani megjegyzések:

»Mekkora szdget zar be a téglatest testatloja a végpontjabodl induld lapatlokkal?”

,,Probaljuk meg a feladat megoldasat néhany konkrét értékkel vald szamitas utan

altalanositani.”

Téglatest kitdItése = 0.14

\apétla’ 2484368 =1

=433

szns tga= = 23 _ 53
T am
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Vektorok a térben

Ajanlott évfolyvam: 10., 79. 6ra

Témakor/tartalom:

Geometria/ Vektorok a koordinata-

rendszerben

Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
jan):

Vektorok linedris kombinacidjanak

fogalma.

Vektorok felirasa a koordinata-rend-
szerben; vektorok koordinatai, hely-
vektor fogalma.

Vektorok alkalmazasa egyszeri geo-

metriai bizonyitasi feladatokban.

Segédanvag leirasa:

Adott 3 ortonormalt vektor. A parancssor segitségével lehetové valik konk-

rét feladat megoldasa kisérletezéssel, onellendrzés, sejtések megfogalma-

zasa bizonyitasi feladatok esetében.

Modszertani megjegyzések:

,ird fel a 3 adott vektor linearis kombindciojaként az AG testatlot!”

,ird fel a 3 adott vektor linearis kombindaciojaként az DB lapatlot!”

,Ird fel a 3 adott vektor linearis kombinaciojaként az BH testatlot!”

Kocka
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Két vektor hajlasszoge

Ajanlott évfolyvam: 11., 70. 6ra

Témakor/tartalom:

Geometria/ Vektorokkal kapcsola-

tos alapfogalmak

Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
jan):

A vektor fogalma.

Vektor abszolutértéke, nullvektor, el-
lentett vektor.

Vektorok dsszeadasa és kivonasa.
Vektorok alkalmazésa egyszert szer-

kesztési feladatokban.

Segédanyag leirasa:

Adott két altalanos helyzetii vektor a térben (koordinata-rendszer akti-

valva). A két vektor hajlasszogének értelmezését segitendd, lathatd a két

vektorra illeszthetd sik, illetve dinamikusan, interaktivan egy kiinduld

pontba helyezhetd a két vektor, igy értelmezve a bezart szoget.

Modszertani megjegyzések:

,Fogalmazzuk meg a dinamikus abra alapjan, hogy mit értiink két vektor

hajlasszogén.”
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A haromszog sulypontjanak koordinatai

Ajanlott évfolyam: 11., 73. ora Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

Geometria/ Haromszogek neveze- | Kreativ problémamegoldas.

tes vonalai, pontjai Geometriai ismeretek alkalmazasa

A vektorok tovabbi alkalmazésa.
Analogikus gondolkodasmod fejlesz-

tése.

Segédanyag leirasa:

Haromszog-tetraéder stilypontjainak analogonjaira vonatkozé bizonyités
szemléltetése dinamikus kornyezetben. Minden objektum mozgathato6. Pa-

rancssor hasznalata ajanlott.

Modszertani megjegyzések:

,Bizonyitsuk be vektorok alkalmazaséaval, hogy a haromszog stlyvonalai
egy pontban metszik egymast.”

,Bizonyitsuk be, hogy a tetraéder stulyvonalai egy pontban, a stilyvonalak
laphoz kozelebbi negyedeld pontjaban metszik egymast.”

,»A térbeli bizonyitasnal hasznaljuk fel a sikbeli esetnél hasznalt dtleteket!”

,,2Altalanositsunk N-dimenziora!”
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Egyenes a térben

Ajanlott évfolyam: 11., 75. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

Geometria/ Az egyenest meghata- | Adott probléma tobbféle megkozeli-
roz6 adatok tése.

Analogikus gondolkodasmad.

Segédanvyag leirasa:

Adott a térben egy egyenes két pontjaval. Iranyvektor, normalvektor,

iranytangens, [xy] sikkal bezart szog felvehetdek.

Modszertani megjegyzések:

"’

,Hatarozzuk meg az egyenes iranyvektorat
,Hatarozzuk meg az egyenes normalvektorat!”

,Hatarozzuk meg az egyenes iranytangensét!”

,Hatarozzuk meg két egyenes térbeli parhuzamossagara vonatkozé kritéri-
umakt.”

JIrjunk fel a sikbeli esetek alapjan a térbeli egyenes kiilonbozo egyenle-

teit!”

62




Kupszeletek szarmaztatasa I.

Ajanlott évfolyam: 11., 89. ora Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

Geometria/ Nevezetes sikbeli alak- | Az ellipszis, mint sikbeli ponthalmaz
zatok definiciojanak ismerete.
Adott probléma tobbféle megkdzeli-

tése.

Segédanvag leirasa:

Kup és sik athatasa, specidlisan csak ellipszisre korlatozva. Véltoztathat6 a

kap nyilasszoge, illetve a sik dlésszdge.

Modszertani megjegyzések:

e Szemléltetés, tulajdonsagok keresése

e Figyeld meg a két alakzat athatasat kiilonb6z6 helyzetekben!”

e Az dbran lathatod még a kupot és a sikot is érintd két, ugyneve-
zett Dandelin-gombot. Az F1 és F2 pontok a sik és a gdmbok érintési
pontja. A sik és a kupfelillet metszéspontjai ellipszist alkotnak,
melynek F1 és F2 a fokuszpontjai.”

e A gbrbe valamennyi pontjara az F1 és F2 pontoktol vett tavolsagok

Osszege, az F1 és F2 pontok tavolsaganal nagyobb allando.”

Nyilasszog = 55° C~ #
.

¥ 3D-s nézet X
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Kupszeletek szarmaztatasa II.

Ajanlott évfolyam: 11., 89. 6ra

Témakor/tartalom:

e Geometria/ Nevezetes sik-
beli alakzatok

Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
jan):

A parabola, mint sikbeli ponthalmaz

crer

Adott probléma tobbféle megkdzeli-

tése.

Segédanvag leirasa:

Kup és sik athatasa, specialisan csak parabolara korlatozva. Valtoztathat6 a

kap nyilasszoge, illetve a sik dlésszdge.

Modszertani megjegyzések:

e Szemléltetés, tulajdonsagok keresése

e Figyeld meg a két alakzat athatasat kiilonb6z6 helyzetekben!”

e Az abran lathatod még a kupot és a sikot is érinté Dandelin-gombot.

Az F1 pont a sik és a gdmb érintési pontja. A sik €s a kupfeliilet

metszéspontjai parabolat alkotnak, melynek F1 a fokuszpontja. (ve-

zéregyenese pedig a kip és gomb érintési korére illeszkedd sikon

van)”

a=55"
e @

" 3D-s nézet
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Kupszeletek szarmaztatasa I1I.

Ajanlott évfolyam: 11., 89. ora Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

e Geometria/ Nevezetes sik- | A hiperbola, mint sikbeli ponthalmaz
beli alakzatok e

Adott probléma tobbféle megkdzeli-

tése.

Segédanvag leirasa:

Kup és sik athatasa, specidlisan csak hiperbolara korlatozva. Valtoztathato

a kup nyilasszoge, illetve a sik délésszoge.

Modszertani megjegyzések:

e Szemléltetés, tulajdonsagok keresése

e Figyeld meg a két alakzat athatasat kiilonb6z6 helyzetekben!”

e Az dbran lathatod még a kupot és a sikot is érintd két, ugyneve-
zett Dandelin-gémbot. Az F1 és F2 pontok a sik és a gdmbok érintési
pontja. A sik és a kupfeliilet metszéspontjai hiperbolat alkotnak,
melynek F1 és F2 a fokuszpontjai.”

e A gbrbe valamennyi pontjara az F1 és F2 pontoktol vett tavolsagok
kiilonbségének abszolutértéke, az F1 és F2 pontok tdvolsaganal na-

gyobb allando.”

B =60° = M
e e

r 3D-s nézet X
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Sik és tér

felosztasa

Ajanlott évfolyam: 12., 24. 6ra

Témakor/tartalom:

Geometria/ Geometriai alapfogal-

mak (kiegészitd anyag)

Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
jan):

Bizonyitasi készség, igény fejlesztése

Analogikus gondolkodasmod fejlesztése

Probléma megoldasainak diszkutalasa

Segédanyag leirasa:

3 munkateriilet érhetd el, melyek segitségével a tanuld kisérletet tehet a

probléma altalanositasara:

e cgyenes felosztas pontokkal
o sik felosztasa egyenesekkel
o tér felosztasa sikokkal

Modszertani megjegyzések:

Sik felosztasa egyenesekkel

Tér felosztasa sikokkal

s{1)=s(0)+1
s(2)=s(1)+2
s(3)=s(2)+3
s(n):s.(;\—l)m
s(n+1)=s{n)+n+1

A fenti egyenletek megfeleld
oldalait dsszeadva, majd
rendezve kapjuk:

s(n):g(n2+n+2]

Konnyebben megjegyezhetd
alak:

t(1)=t{0)+s(0)
H2)=t(1)+s(1)

t(n)=‘t(n—.1)+s(n—1)

igy:
t(n)=t(0)+s{0)+s(1)+...+s(n-
1)

Ezért:
t(n]:é(n3+5n+6]

Konnyebben
megjegyezhet§ alak:

tn)=(5) + () + ) + ()

sin)=(5) + (1) + ()
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Testek osztalyozasa

Ajanlott évfolyam: 12., 25. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

Geometria, mérés/ Testek oszta- A térszemlélet fejlesztése.
lyozasa Az esztétikai érzék fejlesztése.

A matematika gyakorlati alkalmazasai
a térgeometridban.
Sik- és térgeometriai ismeretek Ossze-

kapcsolasa, analogidk felismerése.

Segédanyag leirasa:

A GeoGebra segitségével a megadott, illetve megadhato testek elemzése.

Modszertani megjegyzések:

»Milyen testeket tudunk felvenni beépitett eszkdozokkel a GeoGebraban?”
,Mondjatok a felvett testek alakjahoz hasonlo targyakat, éptileteket!”
»Melyek ezek koziil a poliéderek?”

,»Milyen jellemzdi vannak a felvett testeknek?”

,»Csoportositsuk 6ket a tulajdonsagaik szerint!”

|Plel=fal@] <lx]e] <]
P 3D-snézet & il

@ Hasdb

14 it vagy kip wresziése

f@ et o hegee hizari e

./E- Szabdlyos tetraéder
B oue

B nas
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Szabalyos testek I.

Ajanlott évfolyam: 12., 26. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

Geometria/ Poliéderek és tulajdon- | Analogiak felismerése.
sagaik Pontos fogalomalkotésra torekvés

Rendszerezo készség fejlesztése.

Segédanvyag leirasa:

Adott egy tetraéder, és adatai (lapok, €lek, csucsok, egy csucsba futo élek

szama). Megjelenithetd a dudlisa, és annak adatai. Dudlis kiemelése opcio.

Modszertani megjegyzések:

,Milyen alakzat a tetraéder dudlisa?”

,»Mi jellemz0 a tetraéder dualisara? (lapok, €lek, csticsok szama)”

Tetraeder

Duélis mutatasa Lap()k szé,ma: 4

Duélis kiemelése CSUCSDk SZama. 4
Elek szama: 6

Egy csucsba futo élek szama: 3

X

¥ 3D-s nézet
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Szabalyos testek I1.

Ajanlott évfolyam: 12., 26. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

Geometria/ Poliéderek és tulajdon- | Analogiak felismerése.

sagaik Pontos fogalomalkotasra torekvés

Rendszerezo készség fejlesztése.

Segédanvyag leirasa:

Adott egy hexaéder (kocka), és adatai (lapok, élek, csuicsok, egy csucsba
futo élek szdma). Megjelenithetd a dudlisa, és annak adatai. Duélis kieme-
1ése opcio. Interaktiv segédanyag: valaszadas, majd visszacsatolas lehetd-

sége.

Modszertani megjegyzések:

,»Milyen alakzat a kocka dudlisa?”

,»Mi jellemz0 a kocka dualisara? (lapok, €lek, csucsok szdma)”

Hexaéder Oktaéder
[/]Dualis mutatasa Lapok szama: 6 Lapok szama: ?
[v/]Duglis kiemelése  Sgiicsok szama: 8 Cslicsok szama: ?
| Ellenérzes | Elek szama: 12 Elek szama: ?

Egy cslcsba futd elek szama: 3 Egy cslcsba futd élek szama: ?

¥ 3D-s nézet
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Szabalyos testek III.

Ajanlott évfolyam: 12., 26. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

Geometria/ Poliéderek és tulajdon- | Analogiak felismerése.

sagaik Pontos fogalomalkotasra torekvés

Rendszerezo készség fejlesztése.

Segédanvyag leirasa:

Adott egy oktaéder, és adatai (lapok, élek, csucsok, egy cstucsba futo élek
szama). Megjelenithetd a dudlisa, és annak adatai. Dudlis kiemelése opcid.

Interaktiv segédanyag: valaszadas, majd visszacsatolas lehetdsége.

Modszertani megjegyzések:

,Milyen alakzat az oktaéder dudlisa?”

,»Mi jellemz0 az oktaéder dudlisara? (lapok, élek, csucsok szadma)”

Oktaéder Kocka (hexaéder)
[v/|Dualis mutatasa | o0k szama; 8 Lapok szama: ?
|| Dudlis ldemelése g 0s 0k szama’ 6 Cslicsok szama: ?
Ellenérzés Elek szama: 12 Elek szama: ?

Egy csucsba futd élek szama: 4 Egy cslcsba futo élek szama: ?

3D-s nézet
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Szabalyos testek IV.

Ajanlott évfolyam: 12., 26. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

Geometria/ Poliéderek és tulajdon- | Analogidk felismerése.

sagaik Pontos fogalomalkotasra torekvés

Rendszerezo készség fejlesztése.

Segédanvyag leirasa:

Adott egy ikozaéder, és adatai (lapok, €lek, csucsok, egy csucsba futo élek
szama). Megjelenithetd a dudlisa, és annak adatai. Dudlis kiemelése opcio.

Interaktiv segédanyag: valaszadas, majd visszacsatolas lehetdsége.

Modszertani megjegyzések:

,»Milyen alakzat az ikozaéder dudlisa?”

,»Mi jellemz0 az ikozaéder dudlisara? (lapok, élek, csticsok szdma)”

Tkozaéder Dodekacder
Duélis mutatasa Lapok o — Lapok szama: ?
[/]Dualis kiemelése Cstiesok szama: 12 Csticsok szama: ?
| Ellencrzes Elek szédma: 30 Elek szama; ?
Egy csucsba futo élek szama: 5 Egy cslcsba futd élek szama: ?

" 3D-s nézet
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Szabalyos testek V.

Ajanlott évfolyam: 12., 26. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):

e Geometria/ Poliéderek és Analégiak felismerése.

tulajdonsagaik Pontos fogalomalkotasra torekvés

Rendszerezo készség fejlesztése.

Segédanvyag leirasa:

Adott egy dodekaéder, és adatai (lapok, €lek, csucsok, egy cstucsba futd
¢lek szdma). Megjelenithetd a dudlisa, €s annak adatai. Dudlis kiemelése

opcio. Interaktiv segédanyag: valaszadas, majd visszacsatolas lehetdsége.

Modszertani megjegyzések:

»Milyen alakzat az dodekaéder dudlisa?”

,»Mi jellemz0 az dodekaéder dudlisara? (lapok, €lek, csucsok szadma)”

Dodekaéder |kozaéder
/| Duslis mutatasa Lapok szama: 12 Lapok széma: ?
[/Ipudls kemelése 10k szama: 20 Csucsok szama: ?
| Ellenérzés Elek szédma: 30 Elek szama: ?
Egy cslcsba futo élek szama: 3 Egy csticsba futé élek szama: ?

 3D-s nézet
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A térfogat fogalma

Ajanlott évfolyvam: 12., 31. 6ra

Fejlesztési cél (kerettanterv alap-

Témakor/tartalom:

Geometria/ térfogat szamitas

jan):

A térfogat szemléletes fogalmanak

ismerete.

Segédanvyag leirasa:

7 pontjaval megadhatd egy poligon a baloldalon. Jobb oldalon a megadott
poligon y tengely koriili elforgatasabol adodé térbeli test lathato. Allithatd
az alkotok stirlisége, €s a poligon tengely koriili elforgatas mértéke. Lehe-
tdség van a konfiguracio kezdeti allapotba torténd hozasara (inicializalo

gomb).

Modszertani megjegyzések:

,Forgassunk meg derékszogili haromszoget tetszOleges oldala koriil! Milyen
térbeli alakzatot kaphatunk?”

,Forgassunk meg téglalapot tetszéleges oldala koriil! Milyen térbeli alakza-
tot kaphatunk?”’

»Forgassunk meg derékszogl trapézt tetszéleges oldala koriil! Milyen tér-
beli alakzatot kaphatunk?”

,Hozzunk 1étre hétkdoznapi forgasszimmetrikus alakzatokat! (pezsgdspohar,

hordo, fenydfa stb.)
, A\k:h')k siritése 0
: y tengely koril forgatas
:
:
2 B C
0l e ©
n
:
8 7
1 v
5 s
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= ?
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A ' G
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A henger térfogata

Ajanlott évfolyam: 12., 31. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-

Témakor/tartalom: jan):

Geometria/ térfogat szamitas A térfogat szemléletes fogalmanak is-
merete.

Segédanvyag leirasa:

2 atellenes pontjaval megadhaté egy téglalap a baloldalon. Jobb oldalon a
megadott téglalap y tengely koriili elforgatasabol adodo henger lathato. Al-
lithat6 az alkotok stirlisége, és a téglalap tengely kortili elforgatds mértéke.
Lehetdség van a konfiguracio kezdeti allapotba torténd hozasara (iniciali-
zal6 gomb). Magassag, alapkor sugara, felszin €s térfogat kiiratasa opcio-

nalis.

Modszertani megjegyzések:

,Figyeljik meg a felszin, €s térfogat valtozasat a magassag, €s az alapkor

"’

valtoztatasanak fliggvényében

D Magassag DTérfogat ‘ 0

alkotok siritese
DAIapkﬁr sugara °

forgatas y tengely kortil
[ |Felszin ®

<
Mozgass! X

D !
5 -6 -4 2Afo 2 4 & 8 10 12 14 18 18 20 27
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Térfogatszamitas, gyakorlo feladat

Ajanlott évfolyam: 12., 32. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
Témakor/tartalom: jan):
Geometria/ térfogat szamitas Onalls, pontos, esztétikus munkdara vald
nevelés.
Onellendrzés igényének erdsitése.

Segédanyag leirasa:

A munkalap baloldalén egy interaktiv, dinamikus 3D vazlatrajz lathato,
jobb oldalon lehetdség van az ismert paraméter megadasara. Ennek alapjan
jelolonégyzetek segitségével kifejtheto a feladat megoldasa, tanari magya-
rdzattal segitve azt. A véazlatrajz a tanul6 haladéasatol fliggéen egésziil ki a
segédalakzatok berajzoldséval. A tanari magyarazat teljesen dinamikus, az

aktualis feladat értékeivel dolgozik.

Modszertani megjegyzések:

A munkalap alapjan tetszdleges testre modosithatd a koncepcio.
Barmilyen bemend paraméter(ek) esetén dinamikus 3D vazlatrajz készitése

lehetséges.

kia 3,7 cm élh 1 kocka hosszit?

élhossza 37 Uj fetadat

Akét batanit a-val, az ifogdt-aljelolva: (@ kocka sy lapaniial

Benshstiesive a Pitagorasztéteins: 3.7 377 = 1
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A csonkakup térfogata

Ajanlott évfolvam: 12., 33. 6ra Fejlesztési cél (kerettanterv
Témakor/tartalom: alapjan):

e Geometria/ térfogat szamitas A térfogat szemléletes fogalmanak

ismerete.

Segédanvyag leirasa:

3 pontjaval megadhaté egy derékszogii trapéz a baloldalon. Jobb oldalon a
megadott trapéz y tengely koriili elforgatasabol adodé csonkakup lathato.
Allithaté az alkotok siirtisége, és a trapéz tengely koriili elforgatas mértéke.
Lehetdség van a konfiguracio kezdeti allapotba torténd hozasara (iniciali-
zal6 gomb). Magassag, alapkor sugara, fedokor sugara, felszin és térfogat

kiiratasa opcionalis.

Modszertani megjegyzések:

»Figyeljik meg a felszin, és térfogat valtozasat a magassag, az alapkor, il-

"7

letve a fedOkor valtoztatasanak fliggvényében

[ IMagassag [ Felszin alkotsk siritése
DAIapki)‘r sugara DTérfogat e y
D Fedokér sugara ) forgatas y tengely karill
[ JAlkoto hossza @ *
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Szélsoérték-szamitas

Ajanlott évfolvam: 12., 34. 6ra

Témakor/tartalom:

Geometria/ térfogat szamitas

Fejlesztési cél (kerettanterv alap-
jan):

A matematika gyakorlati alkalmaza-

sai a térgeometridban.
Szamitogép hasznalata a probléma-

megoldasban.

Segédanvag leirasa:

A munkalap 3 részbdl all:

e vezérld panel: kup magassaganak allitasa, kup nyilasszoge, tenge-

lyek megjelenitése

o 3D vézlatrajz: kisérletezés, szemléltetés, sejtés megfogalmazasa

o grafikon: a kup térfogatanak valtozasa a kip magassaganak fliggvé-

nyében.

Modszertani megjegyzések:

LIrjunk adott gombbe kapot! Milyen paraméterek mellett lesz a kup maxi-

malis térfogatu?”

LI0#c~r
klp térfagata
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