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Kutatasunk kozpontjaban egy olyan fogalom kialakitiasanak vizsgalata allt,
mely szdmos tudomanyterilet —miveléséhez sziikséges fogalom.
Matematikatanitas soran tobbszor szembesiiltiink azzal a problémaval, hogy
az altalanos vagy a kozépiskola befejezése eldtt allo, sot, egyetemet kezdett
tanulok ,.elveszettek” a fliggvények vilagaban. Vajon mi okozza ezt? Gyanu
targyat képezte, hogy mindennek hatterében a tanuldsi folyamat azon
szakasza all, amikor a fliggvény fogalma bevezetésre kertil.

A figgvényfogalom bevezetéshez alapos elokészitdé munka sziikséges.
Ennek fokuszdban a fogalom egy olyan informalis bazisanak kiépitését
célszerli helyezni, melyre késdbb az 0j tananyag épitheté. Mindez elérhetd a
fiiggvényfogalom azon forrdsainak beépitésével, melyek a fogalom
alkotorészeinek a megismertetését is segitik.

Vizsgalva az Ukrajna Oktatasi és Tudoméanyos Minisztériuma altal
megerdsitett, matematika tanterveket és a magyar nyelvre leforditott
tankonyveket, kideriilt, hogy az el8készitd munka csekély szerepet kap mind
a tankdnyvekben, mind a tantervben, ellentétben a magyarorszagi tantervvel
és tankonyvekkel.

Kutatasunk tobb részbdl allt. Induktiv kutatdsi stratégidval magyarorszagi
kozépiskolat befejezb, elsGéves egyetemei hallgatdk egy csoportjaban
vizsgaltuk a hallgatol fliggvényrdl kialakult képzeteit leird esettanumany
segitségével (K1). Ezzel egyidoben egy Osszehasonlitdo pedagogiai kutatast
keretében longitudindlis méréssorozatat kezdtiink, melynek segitségével
egy-egy ukrajnai és magyarorszagi iskola egy-egy tanuldi csoportjaban a
fuggvényfogalom kialakitdsat vizsgaltuk 3 éven keresztil 6., 7. és 8.
osztalyokban (K2). Az igy szerzett tapasztalatok figyelembe vételével
kutatasunkat a fliggvényfogalom el6készitését célzd fejlesztd programmal
folytattuk, melyet egy ukrajnai magyar tannyelvii iskola 6. osztalyaban
akciokisérletben valdsitottunk meg (K3).

Kutatasi kérdések:

K1.1. Milyen fogalomképzet alakult ki a fliggvényrél a magyarorszagi
kozépiskolat befejez6 tanulok egy valasztott csoportjanal?

K2.1. Milyen szinten birtokoljak a szabalykovetd és szabalyfelismerd
képességeket 6. osztaly végén az ukran és magyar kdzoktatdsban
tanulo vizsgalt diakok?

K2.2. Fejlodnek-e célzott fejlesztés nélkiil is az ukrajnai osztaly tanuldinak
szabalykovetd és szabalyfelismerd képességei?



K2.3. Hatassal van-e a fiiggvényfogalom formalis bevezetése, kiilonb6z6
reprezentacidinak megismerése a szabalykovetd és szabalyfelismerd
képességek fejlddésére az ukrajnai csoportban?

K2.4. Milyen fogalomképzet alakul ki a fiiggvényrdl 8. osztaly végére a
vizsgalt ukrajnai és magyarorszagi tanuloknal az eltérd
fogalomkialakitasi folyamat mellett?

K3.1. Hozzjjarul-e a  fiiggvényfogalom  alkotorészeinek  jobb
megismeréséhez a fliggvényfogalom kiilonb6z6 forrasainak
(fuggvénygép, valos életbdl vett folyamat) az ukrajnai 6. osztalyos
matematika tananyag egyes témakoreibe torténd beépitése?

K3.2. Hogyan segitik az egyiittvaltozé mennyiségek fogalmanak alakitasat
a fliggvény forrdsai ¢és a kiilonbozé reprezentacioi (verbélis,
tablazat, képlet, grafikon)?

K3.3. Fejleszthetdk-e a fiiggvény alkotorészeinek ¢és  kiilonbozd
reprezentacidinak 6. osztidlyban torténd megismertetésével a 6.
osztalyos ukrajnai tanulok szabélyfelismerd és szabalykdvetd
képességei?

Hipotézisek:

H1.1. A kozépiskolat befejez6 tanuldi csoport fliggvényfogalomrol kialakult
képzetei nem felelnek meg a kerettantervi kdvetelményeknek.

H2.1. A vizsgalt 6. osztalyos ukrajnai tanuldk alacsonyabb szinten
birtokoljak a szabalyfelismeré és szabalykovetd képességeket, mint a
vizsgalt 6. osztalyos magyarorszagi tanulok.

H2.2. Az ukrajnai tanulok szabalyfelismerd és szabalykovetd képességei
fejlddnek a vizsgalt idoszakban.

H2.3. A fuggvény fogalmanak bevezetése hatassal van a szabalyfelismerd és
szabalykovetd képességek fejlodésére.

H2.4. Eltérd fogalomkialakitdsi folyamat mellett a vizsgalt magyarorszagi
tanuloknal 8. osztaly végére ,,idealisabb” fogalomképzet alakul ki a
fliggvényrdl (azaz a képzet kolcsonds kapcsolatban van annak

H3.1. A fliggvényfogalom forrasainak a 6. osztalyos tananyagba torténd
beépitése  hozzajarul a  fiiggvényfogalom  alkotdrészeinek
megismeréséhez.



H3.2. Az egyiittvaltozO mennyiségek fogalmanak alakitasat a forrasok
mellett ebben az ¢életkorban jol szolgalja a fiiggvény kiilonbozo
reprezentacioinak megismerése is.

H3.3. A fuggvényfogalom alkotorészeinek és kiilonbozd reprezentacidinak
6. osztalyban torténé megismertetésével fejlddnek a szabalykovetd
és szabalyfelismerd képességek is.

Az 1. fejezetben a kutatas elméleti hatterét ismertettiik.

Skemp (2005) két, fogalomalkotasra vonatkozé alapelve szerint a
matematikai fogalomalkotasban a definicioknak meghatarozott helyiik van.
A definici6 bevezetésének egészen addig nincs értelme, mig a tanuld nem
rendelkezik a megfeleld matematikai kultirdval. Varga Tamdas szerint
(1969) absztrahalni csak konkrétumokbol lehet. Ezért a fogalom bevezetését
célszeri a Bruner-féle reprezentacios sikok koziil (materialis ikonikus,
szimbolikus) (Bruner, 1966) a materialis (enaktiv) sikon kezdeni, minél tobb
olyan targyi tevékenységet hasznalva, melyek személyes élménnyé valva az
epizodikus emlékezetben tarolodnak. Ez olyan emlékek ,,tadrhdza”, amelyek
az ismeretek elsajatitasanak kontextusat (személyes aspektusait) is megdrzik
(Csépe, Gyory, Rago, 2007).

sziikség, hanem az arrdl kialakult fogalomképzetre is. Legtobbszor ezt
hasznaljak a tanulok annak eldontésére, hogy egy objektum példaja vagy
ellenpéldaja a fogalomnak. Ennélfogva a fogalom kialakitasa soran fontos,
hogy a tanuloknal olyan fogalomképzet alakuljon ki, mely kolcsonds
A fliggvényfogalom didaktikai elemzése ramutatott arra, hogyan épithetd ki
a definicio bevezetéséhez sziikkséges matematikai kultura. Torténeti
fejlodését elemezve kirajzolodtak a fogalom alkotorészei (valtozok,
kapcsolatok, szabalyok), melyek a megértéséhez sziikséges eldzetes
ismereteket is magukban hordozzak (Sierpinska, 1992). A fogalom
kialakitasi folyamataban fontos a valtozas érzékelése, a valtozok kozotti
kapcsolat felismerése. A valtozas ,,milyenségét” pedig a valtozok kozotti
kapcsolatot leir6 szabaly tudja meghatarozni.

A legtobb matematikai fogalom iskolai alakitasi folyamata koveti annak
torténeti fejlodését. A fliggvényfogalom esetében is ez a helyzet. Kleiner
(1989) harom mentalis képet hasznal a fliggvény torténeti fejlédésének
leirasahoz:



e geometriai (Leibniz 1692-ben a fiiggvényt gorbéhez kapcsolodd
mértani objektumok jelolésére hasznalta).

e algebrai (Bernulli és Euler a fiiggvényt, mint analitikus kifejezést
definialtak, mely valtozok és allandok kozotti kapcsolatot leird
képlet).

e logikai (Dirichlet és elétte Bolyai Farkas adta meg a ma
hasznalatos fiiggvényfogalmat).

A fiiggvény iskolai el6készitéséhez a ,szlikebb” fiiggvényfogalmat
hasznaljuk, azaz a szabalyokkal leirhatd kapcsolatok keriilnek elészor
targyalasra. Ebbdl bontakozik ki késobb a ma hasznalatos, ,tagabb”
fiiggvényfogalom (itt mér nincs jelent6sége annak, hogyan jott létre a
kapcsolat).

A didaktikai elemzéssel igyekeztiink megtaldlni a fiiggvényfogalom
elékészitését segité forrasokat (cognitive roots), kapcsolatba hozva 6ket a
fogalom megértésének egyik kritériumaval, a kiilonb6z6 reprezentaciok
hasznalatanak képességével.

A szakirodalmak analizisével a kovetkezé megallapitasok teheték a
fliggvényfogalom kialakitasara:

e Az elokészitési szakasz fokuszaba a fogalom egyes
alkotorészeinek megismerését kell helyezni.

e Az alkotdrészek megismertetését és az egyiittvaltozo mennyiségek
fogalmanak targyiasitasat elérhetjik a fogalom kiilonbozo
forrasainak  (fliggvénygép, valds ¢letb6l  vett folyamat)
bevonasaval.

o Az egyiittvaltozé mennyiségek kozotti kapcsolat felismerésében a
fliggvény kiilonbdzé reprezenticidi nyujthatnak —segitséget
(verbalis, tablazat, képlet, nyildiagram, grafikon).

e  Mindezekkel egyiitt a mennyiségek kozotti felismert kapcsolatot
leird szabalyhoz, kapcsolhatd szabalykdvetd és szabalyfelismerd
képességek fejlesztését is szem elott kell tartanunk.

e Fejleszteniink kell a kiillonbdzé reprezentaciok kozotti atjaras
képességét is, mely a fogalom mélyebb megértését segiti.

A dolgozat 2. fejezetében ukrajnai és magyarorszagi 5-6. osztalyos, 2012-
ben kiadott matematika kerettantervek és tankonyvek altalanos, majd a
figgvényfogalom  kialakitdsa  szempontjabdl  végzett elemzésével
foglalkoztunk. Arra torekedtiink, hogy megtalaljuk milyen hasonlosagok,



esetleg kiilonbségek mutatkoznak a fogalom el6készitési szakaszaban.
Tovabba azok mennyire vannak &sszhangban a tankonyvi leckékkel és az
azokban kitlizott feladatokkal. A tankonyvek koziil azokat elemeztiik,
melyeket a kutatasunkban résztvevé tanuloi csoportok hasznaltak.

Vizsgélataink arra a megallapitasra jutattak, hogy az ukrajnai kerettanterv és
tankonyvek kevesebb hangsulyt fektetnek e fogalom el6készitésére, mint a
magyarorszagi tanterv és tankonyvek. A magyarorszagi tankdnyvekben és
tantervekben sokkal inkabb megjelennek az elméletben targyalt alkotorészek
(valtozok, kapcsolatok, szabalyok) és a hozzajuk kapcsolodo
szabalyfelismer6 és —kovetd képességek fejlesztése is hangsulyos.

A 3. fejezetben magyarorszagi kozépiskolat befejezd, elsGéves egyetemi
hallgatok  figgvényrdl kialakult fogalomképzetét vizsgaltuk leird
esettanulmany segitségével. A hipotézis igazolasdhoz vagy elvetéséhez
készség- ¢€s tuddsszintmérd tesztet haszndltunk, melyet kvantitativ
modszerekkel értékeltiink, a hallgatok munkajanak kvalitativ elemzésével
kiegészitve. A vizsgalatokat Vinner és Dreyfus (1989) kutatasai alapjan
végeztiik a Debreceni Egyetem villamosmérnok hallgatéi korében.

A K1.1. kutatasi kérdéshez kapcsolodo H1.1. hipotézis attekintése:

A vizsgalt  hallgatok  tobbségének a  fliggvényrél  kialakult
fogalomképzetében ismert, egy hozzarendelési szaballyal definialhato
fliggvények voltak jelen, a fogalom tartalmi jelentése hianyzott. A hallgatok
tobbsége abban az esetben tekintett egy gorbét valamely fliggvény
grafikonjanak, ha hasonlosagot vélt felfedezni az altala jol ismert
fliggvénygorbékkel. A célzott, elemi iskolatdl kezdddd fogalom el6készitd
munka ellenére a vizsgalt hallgatoknal a fogalomalakitasi folyamat valamely
szakaszban ,,megtort”. Annak ellenére, hogy a magyarorszagi tanterv, illetve
tankonyv mar 7. osztdlyban megismerteti a tanulokat a ,tagabb”
fiiggvényfogalommal, a vizsgalt hallgatok fogalomképzetei egy ,,szik”
figgvényfogalmat mutattak. Ezért a H1.1. igazolodott. Minthogy Kis
1étszamu hallgatdi csoportot vizsgaltunk, nem volt célunk az eredmények
altalanositasa. A tapasztalatok azonban olyan tovabbi kutatds megtervezését
segitették, mely megprobalta beazonositani, hogy melyik az a korosztaly,
amelynél mar hasonlo fogalomképzettel rendelkeznek a tanulok.



A 4. fejezetben egy ukrajnai magyar tannyelvii és egy magyarorszagi iskola
egy-egy tanuloi csoportjaban 3 éven keresztiil végzett, a fliggvényfogalom
kialakulasat vizsgalé Osszehasonlitdé pedagdgiai kutatast mutattunk be. A
hipotézisek igazolasdhoz vagy elvetéséhez készségszintmérd teszteket
hasznaltunk, melyek értékelését kvantitativan végeztik, a tanulok
munkajanak kvalitativ elemzésével.

A vizsgalt magyarorszagi tanuloknal a fogalomkialakitas célzottan tortént,
ellentétben a vizsgalt ukrajnai tanulokkal. Ezek ismeretében el8szor
altalanos iskola 6. osztalyaban (2014) vizsgaltuk a tanulok szabalyfelismerd
és szabalykovetd képességeinek szintjét a fliggvényfogalom bevezetése
elott. A felmérés soran szerezett tapasztalatok figyelembe vételével ezt 7.
ujabb felmérés kovette, melynek kdzéppontjaban a fogalom megismerésének
ezen  képességekre  gyakorolt hatasa  allt. Végil a  tanuldok
fliggvényfogalomrdl alkotott képzeteinek feltérképezését céloztuk meg 8.
osztaly végén (2016).

A K2. kutatasi kérdésekhez kapcsolodo H2. hipotézisek attekintése:

Megfeleld fejlesztési kovetelmények hidnyaban a vizsgéalt 6. osztilyos
ukrajnai (UA) tanulok alacsonyabb szinten birtokoltak a szabalyfelismer6 és
szabalykovetd képességeket, mint a vizsgalatokban résztvevd magyarorszagi
(HU) tanulécsoport. Tehat az eredmények igazoltak a H2.1.-t. A vizsgalt UA
tanulok képesek voltak ugyan kapcsolatot felismerni a kiilonb6z6 modon
reprezentalt egyiittvaltozd mennyiségek kozott és kovetni azt, de a
kapcsolatot meghatarozd szabaly melletti érvelés verbalisan vagy képlettel
mar nehézségekbe litkdzott.

A kiilonb6z6 kontextusba rejtett (tablazat, szoveg, grafikon) egylépéses
szabalyfelismerés vagy az explicite adott szabaly értelmezése és kovetése
terén fejlédtek a vizsgdlt UA tanulok szabalyfelismeré és —kovetd
képességei a vizsgalt id6szakban (2014-2015). Bar kis aranyban, de a
tablazattal reprezentalt tobblépéses szabalyfelismerésben is mutatkozott
fejlédés (a H2.2.-t elfogadtuk).

Noha hatassal volt a fogalom bevezetése a kiilonb6z6 mddon reprezentalt
egyiittvaltoz6 mennyiségek kozotti kapcsolat felismerésére, az ezt
meghatarozo szabaly leirasara és kovetésére (a H2.3. igazolodott), az UA
tanulok teljesitménye még alatta maradt a HU tanulokénak. Tobb UA



tanulonak nehézséget jelentett a felismert kapcsolat szavakkal és/vagy
képlettel torténd megadasa.

A 6. és 7. osztalyos vizsgalatok eredményei alapjan elmondhato, hogy a
célzott elokészitd munka erdsitette a HU tanulok helyes fiiggvénysémajanak
alakulasat, a spontan fejlddés mellett. A 7. osztalyban bevezetésre keriild
fiiggvény fogalmat a HU tanulok esetében erésebb alapokra lehetett épiteni.

A 8. osztaly végén elvégzett felmérés eredményei azt mutattak, hogy az
megadasa utan, a kiilonb6z6 specifikus fliggvények bevezetésének hatasara
mindkét tanuldi csoport fogalomképzetében, hasonléan a vizsgalt egyetemi
hallgatokhoz, még a ,,szlik” fiiggvényfogalom élt. Tehat annak ellenére,
hogy a vizsgalt ukrajnai kerettantervekben és tankdnyvekben kevésbé
hangsulyos a fiiggvényfogalom elokészitése, 8. osztaly végén mindkét
csoport tanuldi hasonld fogalomképzettel rendelkeztek.

Tehat a K2.4. kutatasi kérdés vonatkozasaban a kovetkez6t allithatjuk:
Eltéré fogalomkialakitasi folyamat mellett a vizsgalt magyarorszagi
tanuloknal 8. osztily végére nem alakul ki | idedlisabb” fogalomképzet a
fliggvényrol, mint a felméréssorozatunkban résztvevo ukrajnai tanuldknal.

Az 5. fejezetben a fiiggvényfogalom el6készitését megcélzod fejlesztd
programot és annak tapasztalatait mutattuk be. Ezt az ukrajnai magyar
tannyelvii Nagydobronyi Kozépiskola 6. osztalyaban valositottunk meg
2015-2016-ban  akciokisérlet — segitségével, figyelembe véve az
Osszehasonlitd pedagogiai kutatds ismérveit. A hipotézisek igazolasahoz
vagy elvetéséhez tajékozodd felmérést, két utotesztet és egy késleltetett
tesztet hasznaltunk, melyek értékelését kvantitativan végeztiik, a tanulok
munkajanak kvalitativ elemzésével. Mindezeket az egyes foglakozasokon
megfigyeléssekkel (irasos feljegyzések, hangfelvételek, fényképek, a
foglakozasokon hasznalt tanuldi ,Moka” flizet) szerzett tapasztalatokkal
egészitettiink ki.

Az alabbi tablazatban Osszefoglaltuk a 11 foglalkozasbol allo fejlesztd
programot.



Fejleszto stratégia, modszer

Rovid tartalmi leiras

Téjékoz6do felmérés (2015. november 17.)

Fejlesztd program 1. része (2015. november 23 - december7.)

Tanterv szerinti témakor: Arany, aranypar
(a foglalkozasok a tanorak csak egy részét toltottek ki)

Elemz6 képesség, relacios

Elemparok alkotasa manualis

L szokincs fejlesztése tevékenységekkel
Egyiittvaltozé mennyiségek Egyiittvaltozé mennyiségek
fogalmanak alakitasa, fogalmanak bevezetése

2. kapcsolatfelismer6 képesség fliggvénygép alkalmazasaval
fejlesztése és kiilonb6zé moédon
valo lejegyzése
Szabalykovetd képesség, Kifejezések helyettesitési

3. reprezentacios formak kozotti értékeinek meghatarozasa
atjaras képességének fejlesztése
Egyiittvaltoz6é mennyiségek, a Szoveges feladatokban rejt6z6

45 kozottiik 16vo kapcesolat egyiittvaltozo mennyiségek

felismerésének fejlesztése felismerése, reprezentalasa
tablazattal, képlettel

,Kétiranyu” gondolkodas Szituaciok és azok altalanos

6. fejlesztése megoldasat leir6 algebrai
kifejezések Osszekapcsolasa
Utéteszt (2016. januar 19.)
Fejleszto program 2. része (2016. aprilis 25. — majus 4.)
Tanterv szerinti témakor: Grafikonok
(a foglalkozasok a teljes tanorat kitoltotték)

Megfigyeloképesség Grafikonok bevezetése. Adatok

7. fejlesztése, eligazodas a leolvasasa a grafikonrol
mindennapi élet grafikonjain
Egyiittvaltoz6é mennyiségek Szituacidhoz eldre elkészitett

8 jegyzése. Reprezentaciok tablazat alapjan grafikon

' kozotti atjaras képességének szerkesztése, grafikon alapjan
fejlesztése tablazat kitoltése
Kapcsolat felismerd képesség Szituaciok eljatszésa az
9. fejlesztése és reprezentalasa egyiittvaltoz6é mennyiségek

jatékos eszkozokkel

tablazatos és grafikus




abrazolasanak eldkészitéséhez

Tapasztalati fliggvények

Valos életbol vett szituaciok

Osszekapcsolasa a szituacioval

10. | alkotasa, azok reprezentalasa és | kiilonbdz6 reprezentalasa
Osszekapcsolasa a szituacioval (diszkrét eset)
Tapasztalati fliggvények Valos életbdl vett szituaciok
11. | alkotasa, azok reprezentalasa és | kiilonbodzé reprezentalasa

(folytonos eset)

Utéteszt (2016. majus 11.)

Késleltetett teszt (2016. majus 23.)

Tablazat: A fiiggvényfogalom el6készitését célzo fejleszté program

A fejlesztd program tapasztalatai a tanulok foglalkozasokon végzett

munkajanak megfigyelése, az utdtesztek és a késleltetett tesz alapjan
(figyelembe véve a 4. fejezetben leirt, 6. osztalyos UA és HU tanulok
eredményeit is):

Az alkotorészek megismerését a fogalom forrasai (fliggvénygép,
valos életbdl vett folyamat) jol szolgaltak.

Néhany tanulonak azonban a ,,gép” egyszeri bemutatdsa még nem
volt elegendd ahhoz, hogy az adott modelltél mas szitudcidkban el
tudjanak vonatkoztatni. Szdmukra tobb ilyen tevékenység
kiprobalasa sziikséges, amit a ,,gép” Un. ,,szabalykapcsoloval” vald
ellatasaval érhetiink el. Ezzel a szabalyok vilaganak a mélyebb
megértését is megcélozhatjuk.

A szabaly inverzének alkalmazédsa abban az esetben, ha az nem
explicite adott, néhany tanulonal még nehézséget jelentett.

A Kkiilonb6z6 kontextusba agyazott egylittvaltozd mennyiségek
fogalmanak alakitasa és/vagy azok kozotti kapcsolat felismerése a
kiilonboz6 fiiggvényreprezentaciok megismerésének koszonhetden
sikeres volt.

Fejlodott a felismert kapcsolat melletti szavakkal torténd érvelés
is.

Fejlédott az egyik reprezentacios modrol a masikra vald attérés
képessége.

Abban az esetben, ha tobb fliggetlen valtozonak ugyanaz a fliggd
valtozd felelt meg (tobb-egyértelmii leképezés) a tablazattal
reprezentalt egyiittvaltozd6 mennyiségeket nyildiagramon vagy
grafikonon reprezentalni a tanuldk felének még nem sikeriilt.




e A kiilonb6z6 kontextusban rejtdzo egyiittvaltozd mennyiségek
kozotti kapcesolatfelismer képesség abban az esetben, ha a
kapcsolatot egylépéses szabaly definialta, a foglalkozasok
segitségével fejlodott.

® A célzott 6. osztalyos fejlesztés mar jol kozelitette a 2014-es
felmérésben résztvevé 6. osztdlyos HU tanuldk eredményeit,
akinél a fogalom el6készité munka elemi iskola 1. osztalyatol
tortént.

A K3. kutatasi kérdésekhez kapcsolodo H3. hipotézisek attekintése:

Az alkotérészek megismerését ezen forrasok jol szolgaltdk, de néhany
tanulénak mas szituacidban nem sikeriilt elvonatkoztatni a foglalkozason
szerzett tapasztalatoktol. Tehat a H3.1. a kovetkezé6 modositassal valik
igazza: A fiiggvényfogalom forrasainak (fiiggvénygép, valos életbdl vett
folyamat) a 6. osztalyos tananyagba torténd beépitése hozzdjarul a
fliggvényfogalom alkotorészeinek megismeréséhez, de a gyengébb képességii
tanulok tobb foglalkozdst igényelnek.

A kiilonboz6 kontextusba agyazott egylittvaltozé mennyiségek alakitasat a
kiprobalt tevékenységek segitették. Az egyiittvaltozd ~mennyiségek
reprezentacioi segitséget nyujtottak abban, hogy azokat megnevezzék, a
kozottik 1évé  kapcsolatot  felismerjék, valamint attérjenek egyik
reprezentacios modrol a masikra (H3.2. igazolodott). A felismert kapcsolat
tablazattal torténd reprezentdldsa hozzajarult annak a matematika nyelvén
valé megfogalmazasahoz, ha ezt a kapcsolatot egylépéses szabaly definialta.

A szdveges kontextusban meghuzdodo egylittvaltozé mennyiségek és az azok
kozotti  kapesolat felismerése, annak a matematika nyelvén torténd
megadasa, ha ez a kapcsolat kétlépéses szaballyal definidlhatd és/vagy a
mennyiségek implicite rejtdztek a szovegben, még nehéznek bizonyult.

fgy a K3.3. kutatasi kérdés vonatkozasaban a kdvetkezét allithatjuk:

A fiiggvényfogalom alkotorészeinek és kiilonbozo reprezentdcioinak 6.
osztalyban térténé megismertetésével a kiilonbozé kontextusban rejtézé
egylépéses  szaballyal  definialhato  kapcsolat  felismerése  néhdany
foglalkozassal fejleszthetd.

Viszont a legalabb kétlépéses szaballyal definialhato kapcsolatok
felismerése és kovetése hosszabb, folyamatosabb fejlesztést megcélzo
foglalkozasokat igényel.
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A dolgozat zarasaként osszefoglaltuk kutatasunk legfontosabb eredményeit,
tapasztalatait, majd felvazoltunk néhany tovabbi kutatasi lehetoséget:

e Tobb magyarorszagi és ukrajnai iskola tanuldi csoportjaban a
figgvényfogalom kialakitasi folyamatanak, s ezzel egyiitt a
fogalomképzet alakulasanak vizsgalata tovabbi évfolyamokon.

e A bemutatott kisérleti tanitds kiprobalasa tobb ukrajnai iskola
tanulocsoportjaban a mar megszerzett tapasztalatok figyelembe
vételével tett modositasokkal.

e A kisérleti tanitds folytatasa a fiiggvényfogalom 7. osztalyban
torténd  bevezetését célzd foglalkozasokkal, majd tovabbi
alakitasat segité foglalkozasok kidolgozasa és kiprobaldsa mind
magyarorszagi, mind ukrajnai iskolakban.

e A kisérleti tanitasokban résztvevé tanulok fogalomkialakulési
folyamatanak dsszehasonlitdsa mas tanuléi csoportokéval.
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The focus of our study was the investigation of the formation of a concept
which is a fundamental concept in several disciplines. While teaching
Mathematics, we have frequently faced the problem that students before
graduation from elementary or secondary schools and even first year
university students are lost in the world of functions. What could be the
reason of it? One of our initial suspicions was that an important learning
period stands behind this problem, particularly, when the concept of function
is introduced.

A meticulous preparation is needed before introducing the concept of
function. An informal basis of the concept should be built as the focus of this
process on which the new material can be built later. It can be carried out by
introducing the sources of the function concept which help to familiarize the
students with the constitutive parts of the concept.

While studying the Mathematics curricula and the Hungarian translations of
the textbooks, which are approved by the Ministry of Education and Science
of Ukraine, it turned out that the preparation work plays very little role both
in the curricula and the textbooks, as opposed to the curricula and textbooks
used in Hungary.

Our research comprised of several parts. Using an inductive research
approach we studied the concept image of function among first year
university students who had just finished the secondary school (K1). In
parallel, we run a contrastive pedagogical research in a longitudinal design
when over a period of 3 years we observed the formation of the function
concept in a group of students in Ukraine and in Hungary (in the 6", 7" and
8" form) (K2). Based on the results and experiences, we continued our
research with an improvement program for preparing the function concept.
The program was used in the 6 form of a Hungarian school in Ukraine (K3)
with action research.

Research questions:

K1.1. What kind of concept image of function has formed in a chosen group
of secondary school graduates in Hungary?

K2.1. To what extent do the investigated students possess the rule following
and the rule recognition skills by the end of the 6" form in Ukraine
and in Hungary?

K2.2. Do the rule following and the rule recognition skills of the students in
Ukraine improve without targeted improvement?
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K2.3.

K2.4.

K3.1.

K3.2.

K3.3.

Does the formal introduction of the function concept and the different
representations have any effect on the development of the rule
following and the rule recognition skills in the Ukrainian group?

What kind of concept image of function develops by the end of the 8™
form in the investigated students from Hungary and Ukraine as a
result of the different concept formation process?

Does the introduction of the sources of the function concept (function
machine, processes taken from real life) to the topics of Mathematics
contribute to the better understanding of the constitutive parts of the
function concept?

How do the sources and the different representations of the function
(verbal, table, formula, graph) facilitate the formation of the concept
of covariant quantities?

Is it possible to improve the rule following and rule recognition skills
of the 6™ form students by introducing the constitutive parts and
representations of the function in the 6" form?

Hypothesis:

H1.1.

H2.1.

H2.2.

H2.3.

H2.4.

H3.1.

H3.2.

The concept image of function of secondary school graduates do not
meet the requirements of the curricula.

The investigated 6 form students in the Ukrainian school have lower
rule following and rule recognition skills than 6" form students in
Hungary.

The rule following and rule recognition skills of the Ukrainian
students improve in the studied period.

The introduction of the function concept has an effect on the
improvement on the rule following and rule recognition skills.

The investigated students in the Hungarian schools develop a more
ideal concept image of function (so the concept image has a mutual
relationship with the concept definition) by the end of the 8" form
compared to their peers in Ukraine.

The introduction of the sources of the function concept in the 6" form
contributes to the better familiarization of the constitutive parts of
the function concept.

The formation of the concept of covariant quantities is well facilitated
by the familiarization of the different representations of the function.
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H3.3. The introduction of the constitutive parts and representations of the
function concept in the 6™ form contribute to the improvement of the
rule following and rule recognition skills.

In Chapter 1 we presented the theoretical background of the research.
According to two principles of Skemp (2005), definitions have defined
positions in mathematical concept formation. The introduction of the
definition makes no sense until the student has sufficient mathematical
culture. Tamas Varga (1969) claims that abstraction can be realized only
from concrete things. Thus, the introduction of the concept should be started
on the material (enactive) stage — from among Bruner’s stages of
representation (material, iconic, symbolic) (Bruner, 1966) — using as many
activities with objects as possible to make them a personal experiences
which are then stored in the episodic memory. This memory store also
preserves the context of knowledge acquisition (Csépe, Gy6ry, Ragd, 2007).
However, understanding the concept doesn’t only mean the ability to define
the concept but the concept image is also necessary. In most cases students
use this to decide whether an object is an example or a nonexample of a
concept. Thus, in the process of concept formation it is crucial that the
students develop a concept image which is in a mutual relationship with its
formal definition.
The didactic analyses of the function concept pointed out how could the
sufficient mathematical culture be developed, which is necessary for the
introduction of the definition. Analysing the historical development, the
constitutive parts of the concept were drawn up (variables, relationships,
rules), which carry the previous knowledge necessary for its understanding
(Sierpinska, 1992). The detection of change and the recognition of the
relations between variables is important in the concept formation process.
The “quality” of change can be determined by the rules describing the
relationship between the variables.
Most concept formation processes in the school follow their historical
development. It is the case with the function concept too. Kleiner (1989)
uses three mental pictures to describe the historical development of function:
e geometric (Leibniz in 1692 used the function to denote any
quantity connected with a curve).
e algebraic (Bernulli and Euler defined the function as an analytic
expression, which is a formula describing the relationship between
constants and variables).
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e logic (Dirichlet and before him Farkas Bolyai developed the
function concept used today).

We use the ,narrow” function concept to prepare the introduction of
function at school, that is, relations that can be described by rules are
discussed first. The ,,broader” function concept emerges from this (it is not
important anymore how the relation evolved).

With the didactic analyses we tried to find the sources (cognitive roots)
which facilitate the preparation of the function concept and connected them
with other criteria of understanding the concept, like the ability to use the
different representations.

Based on the literature review about the formation of the function concept
we can claim the following:

e  The constitutive parts of the concept should be placed in the focus
of the preparation phase.

e The introduction of the constitutive parts and the reification of the
the concept of covariant quantities can be carried out by the
involvement of the sources of the concept (function machine,
process taken from real life).

e  The different representation of the function (verbal, table, formula,
arrow diagram, graph) can facilitate the recognition of the
relationship between covariant quantities.

e We also have to keep in mind the improvement of the rule
following and rule recognition skills which can be connected to
the rule which describes the recognised relationship between the
quantities.

e The skill of switching between different representations should
also be improved, which help the deeper understanding of the
concept.

In Chapter 2 we analysed the Ukrainian and Hungarian Mathematics
curricula and textbooks - issued for the 5-6™ forms in 2012 - from a general
point of view and from the point of the function concept formation. Our goal
was to find out if there were any similarities or differences in the preparation
phase of the concept. Furthermore, we were interested in to what extent
these phases are in harmony with the tasks in the textbooks and the aims of
the textbooks. We analysed the textbooks which were used in the target
groups of our research.
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Based on our analyses we arrived at the conclusion that the Ukrainian
curricula and textbooks put less emphasis on the preparation of the concept
than the Hungarian curricula and textbooks. In the Hungarian textbooks and
curricula the constitutive parts of the function concept which were discussed
in the theoretical part (variables, relationships, rules) are more present and
the improvement of the rule recognition and rule following skills are more
stressed.

In Chapter 3 we studied the concept image of function among first year
university students who had just finished the secondary school in Hungary.
In order to confirm or reject the hypotheses, we used a skill proficiency test
which was analysed with quantitative methods complemented with a
qualitative analyses of the students’ work. The study was carried out
following Vinner and Dreyfus (1989) among electric engineer students of
the University of Debrecen.

An overview of H1.1. hypothesis:

In most students concept image of function there were functions which can
be defined by an assignment rule, but the content and the meaning of the
concept was missing. Most students considered a curve for a graph of a
function, if they recognised similarities with the already known function
curves. Regardless of the targeted preparation work that starts from the
beginning of the elementary school, the concept formation process in this
group of students “broke” at some point. Despite the fact that the Hungarian
curriculum and textbook introduces the “broader” function concept in the 7™
form already, the concept images of the students reflected the “narrow”
function concept. This confirms H1.1. As we studied only a small group of
students, we did not aim to generalize from the results. However, our
experiences motivated us to design a research which helps to identify the age
group in which students possess a similar concept image.

In Chapter 4 we reported on the results of a 3 years long contrastive
pedagogical longitudinal research on the formation of the function concept.
We studied two groups of primary school students: one from a Hungarian
school in Ukraine, and the other from Hungary. In order to confirm or reject
the hypothesis, we used a skill proficiency test which was analysed with
quantitative methods complemented with qualitative analyses of the
students’ work.

16



The concept formation happens in a targeted form in the case of students
from Hungary, while in the case of students from Ukraine it’s different.
Knowing these, we first tested the level of rule following and rule
recognition skills in the 6™ form (2014), before the introduction of the
function concept. Based on the experiences of the first measurement, we
assessed the students again in the 71" form (2015), after the introduction of
the definition of the function concept. In the second test we focused on the
effects of the knowledge of the concept on the skills. Finally, we tried to
map the concept image of function among the students at the end of the 8"
from (2016).

An overview of H2. hypothesis:

Due to the insufficient development requirements 6" form students in
Ukraine (UA) possessed the rule recognition and the rule following skills on
a lower level than their peers in the other group in Hungary (HU). So, the
results confirmed H2.1. The UA students were able to recognise and to
follow the relationship between the covariant quantities which were
represented in different ways, but the argumentation verbally or with
formulas for the rule that defines this relationship were limited and caused
some problems for them.

The rule following and rule recognition skills of the UA students improved
in the studied period (2014-2015) in the areas of one-step rule recognition
hidden in different contexts (table, verbal, graph) or the interpretation and
following of explicit rules. Although in small proportions, but some
improvement was detectable in the multi-step rule recognition represented
with table (H2.2. accepted).

Although, the introduction of the function concept had an impact on the
recognition of the relationship between the covariant quantities represented
in different ways and on the description and following of the rule which
determines it (H2.3. confirmed), the performance of the UA students was
behind the HU students. It was difficult for many UA students to describe
the recognised relationship with words or formula.

Based on the results of these analyses we can claim that, besides the
spontaneous development, the targeted preparation work strengthened the
formation of the right function schema in the HU students. The concept of
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the function, which was introduced in the 7" form, could be built on stronger
fundaments in the HU group.

The results of the research at the end of the 8" form showed that, regardless
of the different concept formation processes, after the introduction of the
definition of the function and several specific functions, the same “narrow”
function concept was present in both groups as in the group of university
students. So, despite the less emphasis on the preparation of the function
concept in the Ukrainian curricula and textbooks, by the end of the 8" form
both groups have similar concept image.

Regarding K2.4. we can claim the following:

The Hungarian students couldn’t form a more ideal concept image of
function by the end of the 8" form than the Ukrainian participants, although
the concept formation process was different.

In Chapter 5 we reported on the experiences of the improvement program
targeted on the preparation of the function concept. This was done as an
action research in the 6" form of the Secondary School of Nagydobrony
(elementary, primary and secondary school) in the academic year of 2015-
2016 considering the criteria of contrastive pedagogical research. In order to
confirm or reject the hypotheses, we used a post-test and a delayed test
which was analysed quantitatively and completed with the qualitative
analyses of the students. In addition, we made observation during the classes
(written notes, audio recordings, pictures, the “Moka” workbook).

In the following table we summarized the improvement program of 11
occasions.
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Improvement strategy, method ‘

Brief content description

An exploratory study (17 November 2015 )

1% part of the improvement program
(23 November — 7 December 2015)
Topic in the curriculum: Ratio, ratio pair
(the sessions covered only part of the lessons)

Analysing skills, relational

Creating element pairs with

= vocabulary improvement manual activities
Formation of the concept of The introduction of covariant
covariant quantities, quantities with the use of
2. improvement of relationship function machine
recognition skills and recording
them in different ways
Improvement of the rule Defining the substitution value
3 following skill, and of the of expressions
" | switching between different
representation forms
Improvement of the recognition | Recognising covariant
45 of the covariant quantities and quantities hidden in textual
"7 | the relationship between them tasks and representing them
with tables, formulas
Improvement of “two- Connecting situations and
6. directional” thinking algebraic expressions which
describe their solutions
Post-test (19 January 2016)
2"9 part of the improvement program (25 April — 4 May 2016)
Topic in the curriculum: Graphs
(sessions covered the whole lesson)
Improvement of observation Introducing graphs. Reading
7. | skills, understanding everyday data from graphs
graphs
Recording covariant quantities. Creating a graph based on a
8. | Improvement of the switching prepared table and filling in a
skill between representations table based on a graph
9 Improvement of the recognition Acting out situations to prepare

skill with playful methods

the table and graph

19




representation of covariant
quantities

Creating experimental functions,
10. | representing them and connecting
them with different situations

Representing different
situations taken from real life
(discrete case)

Creating experimental functions,
11. | representing them and connecting

Representing different
situations taken from real life

them with different situations (continuous case)

Post-test (19 January 2016)

Delayed test (23 May 2016)

Table: A development program designed to prepare the function

concept

The experiences of the improvement program based on the observation of
students’ work in the classes, the post-tests and the delayed tests (taking the
results of the 6™ form UA and HU students into consideration which is
described in Chapter 4):

The sources (function machine, process taken from real life)
facilitated the familiarization with the constitutive parts of
function.

For some students the introduction of the “machine” was not
enough to abstract from the model in other situations. It is
necessary for them to try more of this kind of activity, which can
be achieved by adding a so-called “rule-switch” to the “machine”.
We can aim at a deeper understanding of the world of rules with
this.

The implementation of the inverse of the rule if it was not
explicitly given caused difficulties for some students.

The formation of the concept of the contextually embedded
covariant quantities and the recognition of the relationship
between them - thanks to the recognition of different function
representations - was successful.

Verbal argumentation for the recognised relationship also
developed.

The skill of switching between one representation method and the
other developed.
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e Half of the students couldn’t represent the covariant quantities
represented with table on an arrow diagram or graph in cases when
several independent variables corresponded to one dependent
variable.

e The relation recognition skills of covariant quantities hidden in
different context improved by the program in those cases when the
relationship was defined by a one-step rule.

e The targeted improvement program in the 6" form reached similar
results to the HU students assessed in 2014, whose preparation
work started in the 1% from of the elementary school.

An overview of H3. hypothesis:

The sources facilitated the familiarization with the constitutive parts of
function concept, but for some students the abstraction from the experiences
gained in the program to other situations was not successful. So, H3.1. can
be only confirmed with the following modification: The introduction of the
sources (function machine, processes taken from real life) of the function
concept in the 6™ form contributes to the better understanding of the
constitutive parts of the concept, but weaker students need more practice.

The formation of the covariant quantities embedded in different contexts
was facilitated by tried-and-tested activities. The representations of covariant
quantities helped students to name and recognise the relationships between
them and to switch from one way of representation to the other (H3.2.
confirmed). The representation of the recognised relationship with tables
contributed to the easier verbal expression of this relationship in the
language of Mathematics, if the relationship was defined by a one-step rule.
When the covariant quantities and their relationship is hidden in textual
context, the recognition and the verbal expression proved to be difficult, in
particular when the relationship is defined by a two-step rule or the
quantities are implicitly hidden in the text.

Regarding K3.3., we can claim the following:

By introducing the components and different representations in the 6" form,
the recognition of the relationship hidden in different contexts that can be
defined with one-step rule, can be improved by targeted training.

However, the recognition and following of relationships that are defined
with at least a two-step rule requires a more intensive long-term training.
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At the end of the thesis we summarised the main results and experiences and
presented some future implications:

Further research on the formation process and the concept image
in more Hungarian and Ukrainian schools and at different levels.
The use of the presented experimental teaching method in more
schools in Ukraine, with the necessary modifications and taking
the experiences into consideration.

Continue the experimental teaching in the 7" form with targeted
training sessions of the introduction of the function concept.
Developing further programs and piloting them in both, the
Ukrainian and Hungarian schools.

Comparing the concept formation process of the experimental
groups with control groups.
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