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Bevezetés

A disszertacié témaja rendezett algebrai strukturakon, illetve ezek részhal-
mazain értelmezett fiiggvények és relaciok vizsgélata. A dolgozat két részbsl
all. Az els6 rész az 1.-10. fejezeteket foglalja magaba és fiiggvényegyenle-
tek megoldaséaval foglalkozik. Kissé részletesebben: legyen T egy rendezett
test, T® egy archimedeszien rendezett test, Y egy egyértelmten 2-oszthato
Abel-csoport. Jeldlje T, illetve T4 a T illetve a T test pozitiv elemeinek a
halmazat. Az elsé rész legfontosabb fliggvényegyenletei:

e (le) +Fi(y) = Gy (3’:1) + By(a), (0.1)

o (5) 4w = () + s 0.2
() () () () o
F(z) + G(y) = P(z +y) + Q (;C) , (0.4)

ahol G1, Go, Fy, Fa, g, f,v, F, G, P,Q : T, — Y azismeretlen fliggvények. A
fliggvényegyenletek tetszéleges x,y € T esetén teljestilnek. A (0.4]) egyenletet
Olkin-Baker fiiggvényegyenletnek is nevezik.

Gy (z(y+1)) + Fi(z) =G2 (y(z + 1)) + Fa(y), (0.5)
g(z(y + 1)) + f(z) =g(y(z + 1)) + f(y), (0.6)
P((a+7y)z+ (B4 0)y) = Q(ax + By) + R(yx + 0y), (0.7)
o (pry + ) + gu(zy +y) = 9. Ay +y) + gr(2y + 2), (0.8)
9222y + ) + g2 (2y +y) = 9222y + ) + g2(xy + y). (0.9)

A és egyenletekben a G1, Ga, Fi, Fa, g, f : T4 — Y fiiggvények
az ismeretlen fiiggvények. A egyenletben P, @, R : T¢ — Y fiiggve-
nyek az ismeretlen fiiggvények, o, 3, v, § € T{ olyan rogzitett paraméterek,
melyekre ad — By # 0. A egyenletben gy, g, : TY — Y ismeretlen fiiggvé-
nyek, \, € T, \ {1} tetszdlegesen rogzitett paraméterek. A egyenletben
g2 : T4 — Y ismeretlen fiiggvény. A fiiggvényegyenletek tetszdleges x, y € T¢
esetén teljesiilnek.

Gi(zy +2) + Fi(y) = Ga(z + y) + Fa(zy) (0.10)



A (0.10) egyenletben G1, G, Fy, Fy : T9 — Y ismeretlen fiiggvények. A
fiiggvényegyenlet tetszbleges x, y € T% esetén teljesiil. A (0.10) egyenlet az
ugynevezett Davison egyenlet.

Y(z(y+ 1)) +v(y(z + 1)) =v(z( + 1)) +v(y(y + 1)), (0.11)
7<i+;)+7(a@+y)=7(§(Zj—&-l))—l—v(i(z—&-l)), (0.12)
ety (340) =r (@ (3+3)) #0001y

(T +y) =" <x4iyy> : (0.14)
f(z+y) =g(zy). (0.15)

A (0.11)), (0.12), (0.13)), (0.14) és a ([0.15) egyenletekben ~y, yx, f, g : T4 —
Y ismeretlen fiiggvények. A (0.15) egyenletben Y egy tetszoleges nemiires

halmaz. A fliggvényegyenletek tetszéleges x, y € T, esetén teljesiilnek.

Az els6 rész két kozponti egyenlete a és a fliggvényegyenletek,
melyek valoszintiség-elmélet hatterd egyenletek.

Az elss fejezetben megmutatjuk, hogy a ([0.1) egyenlet visszavezethets a
és a egyenletekre, a egyenlet és a egyenletekre.

A maésodik fejezetben megmutatjuk, hogy a és a fiiggvény-
egyenletek folytonos megoldasai meghatarozhatok Gauss-iteracié segitségével
([42] OTDK dolgozat Miskolc 2003 Dardczy Zoltan professzor témavezeté-
sével).

A harmadik fejezetben megadjuk a @D egyenlet megoldasat.

A negyedik fejezetben megadjuk a (0.15) egyenlet megoldasat kiilsnbozs
alaphalmazon értelmezett ismeretlen fiiggvények esetén. A egyenletet a
egyenlet és a Davison egyenlet megoldésa soran alkalmazzuk.

Az 6todik fejezetben altalanositjuk Daréczy Zoltan, Lajké Karoly,
Székelyhidi Laszlé egy [24]-beli tételét. A tétel alkalmazasaként megadjuk
a egyenlet altalanos megoldasat T,-n. A egyenlet R;-on Olkin-
Baker egyenlet néven ismert ([73], [06], [69]).

A hatodik fejezetben megadjuk a és a egyenletek megoldaséat.
A (0.3)) egyenlet megoldasa kozos munka Lajko Karollyal [44], az egyenletet a
gyenletre vezetjiik vissza. A @ egyenlet megoldéasa soran a (0.11
< (0.12) < (0.13) < (0.14) <« (0.15) gondolatmenetet kdvetjik. A (0.11
egyenlet Pexider valtozatanak megoldasa kozos eredmény Lajké Karollyal

[43].
A hetedik fejezetben megadjuk a Pexider-additiv fiiggvényegyenlet altala-
nos megoldasat abban az esetben, amikor az additivités a ’]I‘f_ egy részkupjan




teljesiil, ahol T egy archimedeszien rendezett test pozitiv elemeinek a halma-
za. A kapott eredményt a egyenlet megoldasa soran alkalmazzuk. Alta-
lanositjuk Riman Janos [74]-beli kiterjesztési tételét arra az esetre, amikor a
valos szamok testének szerepét egy archimedeszien rendezett stird Abel-csoport
veszi at.

A nyolcadik fejezet els6 részében a egyenlet megoldasat ismertetjiik.
A (0.6)) egyenletet a egyenletre vezetjiik vissza az alabbi médon: =
(08) < (0.9). Ezzel a moédszerrel a egyenletet meg tudjuk oldani, bar
a (0.9) egyenlet altalanos megoldasat nem ismerjiik. Az egyenletek megoldasa
soran a Droczy-Lajko-Székelyhidi tételt és a egyenletet egyarant alkal-
mazzuk. A fejezet méasodik részében megmutatjuk, hogy a Davison-egyenlet
visszavezethet§ az egyenletre.

A kilencedik fejezetben, a korabbi fejezetek eredményeire tamaszkodva
megadjuk a és a fiiggvényegyenletek megoldasat. Mindkét egyenlet
megoldasa (valos-valos kérnyezetben) megtalalhato az OTDK dolgozatomban
(2005. Budapest, Lajké Karoly témavezetésével [43]). A egyenlet meg-
oldasa (altalanos esetben) koz6s munka Lajké Karollyal [44].

A disszertacié masodik része a 10.-13. fejezetekbdl 4ll, téméja a lezarasok
tulajdonsagainak vizsgélata, illetve a kapott Osszefiiggések kiilonféle alkalma-
zésainak bemutatasa.

A tizedik fejezet f6 eredménye két kommutativitassal kapcsolatos tétel.
Alkalmazéasaként megadjuk egy rendezett T test feletti X vektortér bizonyos
konvex operétorai, nevezetesen a linearis, affin, konvex, kup és konvexkup le-
zarasok altal generélt félcsoport Caley-tablazatat, ahol a félcsoport-miivelet a
kompozicioképzés (kozos munka Pataki Gergellyel).

A tizenegyedik fejezet a tizedik fejezet fogalomalkotéasa altal motivalt sik-
geometriai probléma megoldasat tartalmazza (k6z6s munka Wolfgang Forg-
Robbal).

A tizenkettedik fejezet legfontosabb eredménye, hogy ha X egy csoport,
A C X tokéletesen kancellativ, akkor minden B C A additiv és antiszim-
metrikus halmaz belefoglalhaté egy olyan D C A additiv antiszimmetrikus
részhalmazba, amelyre A C D U (—D) (kbzds munka Szaz Arpaddal [47].

A tizenharmadik fejezetben kritériumot adunk arra nézve, hogy ha X, Y
csoportok, R C X xY egy relacid, akkor R-nek milyen feltételek mellett 1étezik
paratlan szelekcitfiiggvénye (kozos eredmény Szaz Arpaddal [46]).



1. Fiiggvényegyenletek dekompozicidja

Bevezetés

A fejezetben megmutatjuk, hogy a két f6 egyenletiink, a és a (0.5)
egyenletek hogyan vezethetGek vissza egyszertibb fliggvényegyenletek megolda-
Az eljaras alkalmazasaval a (0.1 egyenlet a és a egyenletekre, mig
a egyenlet a és a (0.11) egyenletekre vezethets vissza.

A és fiiggvényegyenletek valoszintiségelmélet témakorébe tarto-
z6 fiiggvényegyenlet-csaladokbdl szarmaznak az alabbi modon: legyen (X,Y)
egy kétvaltozos, abszolit folytonos valdszintiségi valtozo, jeldlje rendre fx |y,
fyix, fr, fx a feltételes, illetve margindlis eloszlasfiiggvényeket. Ezek kozott
a fliggvények kozott fennéll az

Fxy (@,9) fy (y) = fyix(@,9) [x(2) (1.1)

kapcsolat. Ha a feltételes és marginélis eloszlasfiiggvények bizonyos speciilis
alakuak, akkor alkalmas helyettesitések, illetve 1j ismeretlen fiiggvények beve-
zetésevel az egyenletbsl szarmaztathatéak a illetve a egyenle-
tek. Igy ezeknek az egyenleteknek a mérheté megoldésai megadjak azoknak az
eloszlasoknak a karakterizaciojat, amelyek az eredeti (1.1) egyenletben szere-
pelnek.

S. Narumi [72] (1923) els6k kozott (vagy talan els6ként) hasznalt fligg-
vényegyenleteket eloszlasok karakterizacidjara. A kapott fiiggvényegyenleteket
erds regularitasi feltételek mellett oldotta meg. Lasd meég [05].

A [61] cikkben fordul els elGszor a fiiggvényegyenlet valos-valds kor-
nyezetben. A fiiggvényegyenletet Lajké Karoly x,y € R esetben visszavezette
a Hosszu-féle fiiggvényegyenletre, az x,y € Ry esetet azonban csak az isme-
retlen fiiggvények 2-szeri differencidlhatosdganak feltételezése mellett oldotta
meg, majd a Jarai-tétel [53] alkalmazasiaval megmutatta, hogy a fiiggvény-
egyenlet mérhet6 megoldésai 2-szer differencialhatok.

Erdemes megjegyezni, hogy a fiiggvényegyenlet a

hi((e+y)x)(a +y) fy (x) = ha((6 + 2)y) (6 + ) fx (x)

fliggvényegyenletbdl szarmaztathatd, amelynek sirtségfiiggvény megoldasai a
Gargnanoban tartott ISFE konferencian [64] lett ismertetve.

A fiiggvényegyenlet altalanos megoldasat (tobb més eredménnyel
egylitt) megadtam a Lajké Karoly témavezetésével irt OTDK dolgozatom-
ban (2005. Budapest [43])). Ezzel a dolgozattal orszagos 2. helyezést értem el.
A dolgozatban szerepld, egyenlet megoldaséara vonatkozo eredményeimet
azonban még nem publikidltam, mivel az ott alkalmazott gondolatmenet csak
valds-valds esetben érvényes, igy nem taldltam elég altalanosnak.




A fliggvényegyenlet altalanos megoldasat ']I‘i—ben (ahol T egy rende-
zett test) a [44]-ban publikaltuk Lajké Karollyal kozos cikk forméjaban.

A disszertécio els6 részének a és a fliggvényegyenletek dltalanos
koriilmények kozotti vizsgalata, mas fiiggvényegyenletekkel valo kapcesolatdnak
a feltarasa, a sziikséges elméleti hattér ismertetése, és nem a vizsgalt fiiggvény-
egyenletek valdszintiség-elmélei alkalmazasa a célja, mivel ez utébbit masok
mér el6ttem elvégezték.

Fiiggvényegyenletek dekompoziciéja

1.1 Tétel Legyen (X, o) egy grupoid, (Y, +) egy egyértelmiien 2-oszthat6 Abel-
csoport. A G;, F; : X =Y (i = 1,2) fiiggvények akkor és csak akkor megolda-
sai a

Gi(zoy)+ Fi(y) = Ga(yox) + Fa(x)  (w,y € X) (1.2)

fiiggvényegyenletnek, ha

Gi(z) = g(x) +(x),  Fi(x)

g f(@) =z ow),
Ga(z) = g(x) —(x),  Fa(x)

o) bl on (reX), (13)

ahol az f, g, v: X — Y fiiggvények megoldasai a

g(woy)+ fly) =glyox) + f(z)

V(zoz)+1(yoy) =(woy) +Ayor) YEX (14

egyenleteknek.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a G;, F; (i = 1,2) egyenletek megoldasai az
egyenletnek. Az egyenletben cseréljiilk meg az = és az y szerepét, majd
az igy kapott egyenletet adjuk hozza az eredeti egyenlethez, illetve vonjuk ki
az eredeti egyenletbdl. Ekkor tetszéleges x,y € X esetén kapjuk:

(G1+ Ga)(zoy) + (F1 + F2)(y) = (G1 + G2)(y o o) + (F1 + F2)(w)

(G — Go)(woy) + (Fi - Fo)(y) = (Ga— C)(y o) + (Fo— F)(a). )

Az (1.5)) egyenletek koziil a masodikban irjunk y helyett is z-et, ekkor kapjuk,

hogy
(G1 —Ga)(xox)=(Fy — F1)(x) (x € X). (1.6)

Az és az alapjan kapjuk, hogy
(G1—=G2)(zoy) +(G1—G2)(yox) = (G1—G2)(zox) + (G1 = Ga)(yoy). (1.7)



Definialjuk az f,g,v: X — Y filiggvényeket

o) = 5(C 4 Ca)a). f(@) = LB+ B)(@), A(@) = 5(Cr — Go)la)

moédon tetszbleges x € X esetén. Ekkor a g, f, v fliggvények megoldésai a
egyenleteknek, és G;, F; (i = 1,2) valamint a g, f, v fiiggvények kozott
fennallnak az (L.3)-ban leirt Ssszefiiggések.

A megforditashoz tegyiik fel, hogy a g, f, v fliggvények megoldasai az (1.4)
egyenleteknek és a G;, F; fliggvények az szerint vannak definidlva. Ekkor
tetszéleges x,y € X esetén kapjuk, hogy

=(g(zoy) +y(zoy))+(fy) —v(yoy)) =
= (g9(xoy) + f(y))+(v(zoy) —v(yoy)) =
=(g(yoz) + f(z))+(v(zox) —(yox)) =
=(g(yox) —y(yox))+(f(z) +(zox)) =

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. X

Alkalmazas

Az zoy = Zt jlletve az x oy = z(y + 1) valasstassal azonnal kapjuk a
kovetkez6 eredményeket.

1.2 Tétel (T.Glavosits, K.Lajko) Legyen T egy rendezett test, Y egy egy-
értelmiien 2-oszthat6 Abel-csoport. A G;, F; : Ty — Y (i = 1,2) fiiggvények
akkor és csak akkor megoldasai a

Gy (le)JrFl(y):Gz (y11>+F2($) (z,y€Ty) (0.1)

fiiggvényegyenletnek, ha

ahola g, f: T, — Y fiiggvények megoldésai a

g(””jl)+f<y>=g(y“)+f<x> wyeTy), @3

T




fiiggvényegyenletnek, a v : T, — Y fiiggvény megoldésa a

r+1 +1 r+1 +1
7(y>+7<ym)=v( . )+7(yy) (z,y e Ty) (0.3)

fiiggvényegyenleteknek.

1.3 Tétel Legyen T egy rendezett test, Y egy egyértelmiien 2-oszthaté Abel-
csoport. A G;, F; : Ty — Y (i = 1,2) fiiggvények akkor és csak akkor
megoldasai a

Gi(z(y+1) + Fi(x) =G (y(z + 1)) + Fa(y)  (z,y €Ty) (0.5)
fiiggvényegyenletnek, ha

1(2) =g(z) +9(x),  Fi2)=flz)—(=(
Ga(z) = g(x) —v(x),  Falx) = fla) +(x(

ahola g, f: T, — Y fiiggvények megoldasai a

gx(y+ 1)+ f(@) =g(y(z+ 1))+ fly)  (z,y € Ty), (0-6)

fiiggvényegyenletnek, a v : T, — Y fiiggvény megoldésa a

Gi(z) =g
=g

Yy +1) +vyz+1) =@ +1) +y(yly+1)  (z,y€Ty) (0.11)

fiiggvényegyenleteknek.



2. Fiuggvényegyenletek és a Gauss-iteracio

Bevezetés
Szigortian monoton szigord kozepek

A fejezetben ismertetett eredmények egy része megtaldlhaté a 2005-ben
Miskolcon eladott OTDK dolgozatomban (Dardczy Zoltan témavezetésével
[42]).

A fejezetben megmutatjuk, hogy a (v (%‘1) + (Ll'l) =7 (“zil) +
ol ( yyil) ~v: Ry — Rismeretlen fiiggvénnyel, a fiiggvényegyenlet minden z,y €
R, esetén teljesiil) és (y(z(y+1)+vy(y(z+1)) = y(z(z+1))+y(y(y+1))
v : Ry — R ismeretlen fiiggvénnyel, a fiiggvényegyenlet minden z,y € Ry
esetén teljesiil) egyenlet folytonos megoldasai meghatarozhatoak Gauss-iteracio
segitségével.

A egyenlet esetén az alabbi utat kovetjiik.

v(woy) +ylyor) =vlgez) +1(yoy) (2.1)
azaz az ' '
T u oy v (2:2)

helyettesitést végrehajtva az

V() +7(v) =7 (Mi(u,v)) + v (Mi(u, v)) (2.3)
fliggvényegyenletet kapjuk, ahol az My és M, fliggvények
Ml(uav) = \O/ao \O/{}a MQ(U,’U) i]\41(1)7u)

moédon vannak definidlva. Ekkor az M; és M, fiiggvények kozepek. A
egyenletben végrehajtva az u + Mi(u,v), v < Ma(u,v) helyettesitést, majd
az eljarast iteralva fiiggvényegyenletek sorozatat kapjuk, melyeket egymaéssal
Osszevetve az aldbbi egyenletet kapjuk

Y(u) +7(v) = y(un) +y(vn). (2.4)
A kapott egyenletben az (uy,, vn)necz, sorozat - melyet Gauss-iteraciénak
- neveziink az alabbi rekurziv definiciéval van értelmezve:
(ula ’Ul) = (Ml(uv U)v MQ(ua ’U))v
(un-l—lyvn-&-l) = (Ml(un,vn),Mg(un,vn)) (7’L S Z-‘r)



Ismert tény, hogy az u, és v, sorozatok konvergensek és kozos hatarér-
tékhez konvergalnak. A kozos hatéarérték - mint a kiindulasul valasztott (u,v)
pontpar fiiggvénye - szintén kdzép, melyet az M, és My kdzepek Gauss kom-

ismeretlen fiiggvény folytonossigat - az alabbi fliggvényegyenlethez jutunk:

Y(u) +y(v) = 2v(My ® Ma), (2.5)

melynek az altalanos illetve folytonos megoldasa mér ismert.
A ([0.3)) egyenlet esetén az alabbi helyettesitést kell végrehajtani.

Yoy +y(yox)=v(@ox)+7(yoy), (2.6)
—— S~
azaz az
T4~ UV Y Uk, (2.7)

ahol az (u,v) — (uxv,vxu) fliggvény az (u,v) — (uov,vou) fliggvény inverze.
Ez a helyettesités ebben az esetben is elvezet a (2.3)) fiiggvényegyenlethez, most
azonban az M és My kozepek az

Ml(u»v)i(u*v)o(u*v)v MQ(U,’U)iMl('U,U)

moédon vannak értelmezve. A fiiggvényegyenlet folytonos megoldasainak a meg-
hatarozasa a egyenlet esetén latottakkal analég moédon torténik.

Mindkeét alkalmazott mddszer hasonlé szerkezeti fiiggvényegyenletek foly-
tonos megoldésainak a meghatarozisara alkalmas. Nevezetesen, ha a o egy
mindkét valtozojaban azonos értelemben szigorian monoton binér algebrai mu-
velet R -on akkor a helyettesités sziikségszerten (2.3) alaku, kozepeket
tartalmazo fiiggvényegyenletet eredményez. Ha azonban a o egy mindkét valto-
zdjéban ellentétes értelemben szigortian monoton binér algebrai miivelet, akkor
bizonyos tovabbi feltételek esetén a helyettesités szintén kozepeket tartal-
maz6 egyenleteket eredményez. A kapott kézepek szigortian monoton szigoru
kozepek.

A bevezetés hatralévs részében felsoroljuk a sziikséges fogalmakat és elGis-
mereteket.

2.1 Definicié Legyen I C R egy intervallum, M : I x I — R egy fiiggvény.
Tekintsiik az alabbi tulajdonsagokat.

1. M folytonos.

2. min(z,y) < M(x,y) < max(x,y) minden (z,y € I) esetén.

3. min(z,y) < M(z,y) < max(z,y) minden (x,y € I,z # y) esetén.
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e Azt mondjuk, hogy M egy k6zép I-n, ha rendelkezik az (1), (2) tulaj-
donsagokkal.

e Azt mondjuk, hogy M egy szigora kézép I-n, ha rendelkezik az (1),
(3) tulajdonsdgokkal.

Ko6zepek Gauss-féle iteracioja, kozepeket tartalmazo fiigg-
vényegyenletek

Az M; és My kozepek Gauss-féle kompoziciojanak meghatarozasiban alap-
vetd jelentGségi az alabbi jol ismert tétel [1T], [27].

2.2 Tétel (Invariancia egyenlet) Legyen I C R egy intervallum, My, M,
M3 szigoru kézepek I-n. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek:

1. My ® My = Ms.

2. Mz (My(z,y), Ma(z,y)) = Ms(z,y) (z,y € I).

1793-ban a 16 éves K. F. Gauss vizsgalta elGszor a rola elnevezett iteraciods
probléméat My = A, My = G esetén (M az aritmetikai kozép Ry-on, G a geo-
metriai kozép Ry -on). Az A® G-t AGM mobdon jeldlte (aritmetico-geometrico
médium). Iterdcioval kizelitette az AGM (1,+/2) szdmot. Meghatérozta a

. 1
R TETVIERVG)

kozelits értékét (G = 0.8346268... ). 1799 méjusaban felismerte, hogy

2 dx 1 (11
Y e ——— > Y
¢ 77/«/1—;54 o (2’4)’

0

ahol a B:RY - R

1
B = [# 00 (@yeRs)
0

mobdon definidlt fiiggvény a béta fiiggvény. A G szamot Gauss konstansnak
nevezziik. Kés6bb igazolta, hogy

-1

AGM (z,y) =

z,y € Ry).
/:I:2cos2 t) +y2sin?(t)) 2 (.9 +)
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Erdemes megjegyezni, hogy bar AQ G = G® A, ennek ellenére az I-n értel-
mezett kézepek halmazan a Gauss-féle kompozicié altaldban nem kommutativ,
amit az alabbi egyszert példa jol illusztral:

Legyen I C R, egy intervallum. Definialjuk a G : I? — I kozepet

Ga(z,y) =2y ™ (zxel)

tetszoleges A\ €]0, 1] esetén. A G kézepet A-val stlyozott geometriai kdzépnek
nevezziik. Ekkor

G @D(;H ::(;1 b (A,u E]O,lD.

—Atp

Igy Gy ® G, = G, ® G pontosan akkor, ha A\ = p, vagy A+ p =1, azaz a ®
miivelet nem kommutativ. Azonban azt is érdemes megjegyezni, hogyha M;
és My szimmetrikus kézepek I-n, akkor az M7 @ My = My ® M.

A kozepeket tartalmazo fliggvényegyenletekre vonatkozd alapvetd jelents-
ségl az alabbi ismert tétel, amely az invariancia egyenlet kozvetlen kovetkez-
ménye.

2.3 Tétel Legyen I C R egy intervallum, My, Mo szigori kézepek I-n, és
tekintsiik az alabbi fiiggvényegyenleteket:

L f(z)+ f(y) = f (Mi(z,y)) + [ (M(2,y)) (z,y € ).

2. f(x) + fly) = 2f (M1 @ Ma(2,y)) (v,y € I).
Ha f folytonos megoldasa az 1. egyenletnek, akkor megoldasa 2. egyenletnek
is, azonban a 2. egyenlet tetszéleges megoldasa az 1. egyenletnek is megoldasa.
2.4 Példa Tekintsiik az alabbi példdkat a [2.3, Tételben szerepls 1. és 2.
egyenletek ekvivalencidjaval kapcsolatban.

e [70]-ben Maksa Gyula megadja az

flx+y)+g(zy) =h(@)+hly) (z,y ERY)

f, 9, h : Ry — R ismeretlen fiiggvényeket tartalmazé fiiggvényegyenlet
altalanos megoldasat. A kapott megoldasbol kovetkezik, hogy az

L Mafey) = VEg (nyel=Ry)

A4i($,y)ii

kézepek esetén a 1. egyenletnek csak konstans megoldasai vannak, igy
az 1. és 2. egyenletek ekvivalensek.

[26]-ben a szerzk megmutatjik, hogy az aritmetikai és geometriai koze-
peket, illetve ezek Gauss-kompoziciéjat tartalmazo fiiggvényegyenletek
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abban az esetben is ekvivalensek, ha a kézepek egy I intervallumon van-
nak értelmezve és az 1. és 2. egyenletek tetszéleges x,y € R esetén
teljesiilnek. Ugyanitt taldlhaté a kovetkezd példa. Legyen ¢ : I — I
egy szigortian monoton folytonos fiiggvény. Definialjuk az M : I?> — I

koézepet
p(z) + ¢(y)>

5 (z,y €l

M(z,y) idfl(

modon. Ekkor M -et kvaziaritmetikai kozépnek nevezziik I-n. Ha az M,
Ms, My ® My kézepek egyarant kvaziaritmetikai kézepek, akkor az 1.
és 2. egyenletek ekvivalensek.

[62]-ben Lajké Karoly vizsgalja a

flpx+ (1 —p)y) f(A1=p)z+py) = f(2)fly) (2,9 €R)

fiiggvényegyenletet f : R — R ismeretlen fiiggvénnyel, p €]0, 1] rogzitett
konstans. Megmutatja, hogy ha létezik olyan E C R pozitiv Lebesgue
mértéki halmaz, amelyen f # 0, akkor

f(z) = Bexp(Aa(x,z) + A1(x)) (x € R),
ahol Ay : R? — R szimmetrikus biadditiv fiiggvény tigy, hogy
As(pr,(1-p)z) =0  (z €R);

A; : R — R additiv fiiggvény, B € R konstans.
[23]-ben megtaldlhaté az

flpz+ (1 =p)y) + f(1—=plz+py) = flx) + fly) (z,yel)

egyenlet altalanos megoldasa, ahol p €0, 1] rogzitett konstans, f : R —
R az ismeretlen fiiggvény. A szerz6k megmutatjik, hogy a p konstans
algebrai tulajdonsagaival karakterizalhato, hogy a megfelel6 1.,illetve 2.
alakti egyenletek ekvivalencidja.

[21]-ben is hasonlé jellegi probléma szerepel. Definidljuk az My, My :
I? — I kézepeket

Mi(z,y) = ¢ (pe(z) + (1 - p)e(y)),

My(e,y) = My(y,) @yed),

ahol p €]0, 1] rogzitett konstans. Ez esetben is a p szdm algebrai tulaj-
donsagaival karakterizalhat6 az 1. és 2. egyenletek ekvivalencidja.
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e [33]-ban talalhaté az alabbi példa. Definidljuk az My, M> : R2 — R
kozepeket

My(z,y) = M(z,y)  Ma(z,y) =

(-7»'7:1] € RJr)

modon, ahol

. T+
M(z,y) = > (z,y e Ry)  vagy
1
vy P\ p»
M(z,y) = (1: —2|-y ) (z,y € Ry;p € R\ {0} rogzitett).

Ekkor az 1. egyenlet adltalanos megoldasa
f@)=1@) +c  (reRy),

ahol I : Ry — R logaritmikus fiiggvény, ¢ € R konstans mindkét vizsgalt
esetben. Igy az 1. és 2. egyenletek ekvivalensek.

Alkalmazasok

2.5 Tétel Definidljuk az M, My : Rﬁ_ — R kézepeket az alabbi médon

Viz+1-1)(Viy+1+1)

My (z,y) = 4 (r,y € Ry) (2.8)

MQ(wﬁl/) = Ml(yvx)

és tekintsiik az alabbi fiiggvényegyenleteket:

Yle+1)+y@y+1)=v@@+1)+vWly+1) (@yeR;y) (2.9)
(@) + () = v (Mi(z,y)) + v (Ma(z,y)) (z,y € Ry) (2.10)
v(@) +7(y) = 27 (Vry) (z,y € Ry) (2.11)

~v: Ry — R ismeretlen fiiggvénnyel. Ekkor teljesiilnek a kovetkezd allitasok:

1. Haa~: R, — R fiiggvény megoldasa a @) fiiggvényegyenletnek, akkor
megoldasa a fiiggvényegyenleteknek is.

2. Haa~:R, — R fiiggvény folytonos megoldasa a fiiggvényegyen-
letnek, akkor megoldésa a (2.11) fiiggvényegyenletnek is.
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3. Ha a vy : R, — R fiiggvény folytonos megoldasa a fiiggvényegyen-
letnek, akkor léteznek q, ¢ € R konstansok tgy, hogy

~v(z) = qlog(z) + ¢ (z € Ry). (2.12)

4. Ha a~y : Ry — R fiiggvény folytonos megoldasa a[2.9 fiiggvényegyenlet-
nek, akkor a (2.12)-ben megadott alaku.

Bizonyitas. 1. A 1) egyenletbdl z < V4”2”+1, Y 7“1"5“ helyettesitéssel
kapjuk a (2.10) fliggvényegyenletet.

2. Mivel
Ml & Mg(l‘,y) =Y (J?,y € R+)v (213)

igy a egyenletbdl a v fiiggveény folytonossaganak feltételezése mellett
Gauss-iteracioval kapjuk a fiiggvényegyenletet.

3. Tegyiik fel, hogy a v fiiggvény megoldasa a fiiggvényegyenletnek
tetszGleges x,y € R, esetén. Ekkor

v(z) +(y) = 27 (Vay) = 27 ( (xy)l) = y(zy) +~(1),

azaz az x — y(z) — (1) (x € Ry) modon definialt fiiggvény egy logaritmikus
fiiggvény, (azaz l(zy) = l(x) + I(y) teljesiil minden z,y € R, esetén), amibdl
kapjuk, hogy a 3. allitas teljesiil.

4. Az 1., 2., 3. allitasok alapjan nyilvanvalo. X

2.6 Tétel Tekintsiik az alabbi fiiggvényegyenleteket:

(@) +(y) =y (Mi(z,y)) + v (Maz(2,y)) (z,y € Ry) (2.14)
y(x) +(y) = 27 (M1 ® Ma(z,y)) (z,y € Ry), (2.15)

ahol az My és My kozepek (2.8) médon vannak definidlva, v : T4 — R az
ismeretlen fiiggvény. Ekkor, ha a v : Ry — R fiiggvény megoldasa a (2.14
egyenletnek, akkor létezik egy | : Ry — R logaritmikus fiiggvény és ¢ € R
konstans 1igy, hogy

y(z)=1l(z)+c (x € Ry), (2.16)
igy a (2.14) és a (2.15) egyenletek ekvivalensek.
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a v : Ry — R fiiggvény megoldasa a ([2.14)

egyenletnek. A (2.14]) egyenletben hajtsuk végre az x « z(y+1), y < y(z+1)
helyettesitést igy kapjuk, hogy

Yay+1)+yy+1) =v(@@+1) +9yly+1)  (z,y €Ry). (2.17)

A Tétel alapjan az (2.17) egyenlet altaldnos megoldasa (2.16])-ban meg-
adott alaka. Mivel teljesiil a (2.13]), igy a ~ fiiggvény megoldasa a (2.15)
egyenletnek.

A megforditas trivialis modon teljesiil. X
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2.7 Tétel Definidljuk az My, M, : Ri — R kézepeket az alabbi médon:

. xy +
Ml(xay): Y Y

y+1° (z,y € Ry). (2.18)
My (z,y) = Mi(y,x)

Legyen tovabba
D ={(z,y) € Ry|zy > 1}.

Tekintsiik az alabbi fiiggvényegyenleteket:

() () 2 (2 () mens

(@) +(y) = v (Mi(z,y)) + v (Maz(2,y)) (z,y € D) (2.20)
(@) +9(y) =2v(Vzy)  (z,y € D) (2.21)
(@) +v(y) =2v(Vzy)  (z,y €Ry) (2.22)

v : Ry — R ismeretlen fiiggvénnyel. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok:

1. Ha a~v: Ry — R fiiggvény megolddsa a (2.19) egyenletnek, akkor meg-
oldésa a egyenletnek is.

2. Ha a v : Ry — R fiiggvény folytonos megoldasa a egyenletnek,
akkor megoldasa a (2.21)) egyenletnek is.

3. Ha a~: Ry — R fiiggvény megoldésa a (2.21) egyenletnek, akkor meg-
oldasa a (2.22) egyenletnek is.

4. Ha a v : Ry — R fiiggvény folytonos megoldasa A (2.22) egyenletnek,
akkor léteznek q, c € R konstansok igy, hogy

~v(z) = qlog(x) + ¢ (x € Ry). (2.23)

5. Ha a~ : Ry — R fiiggvény folytonos megoldasa a (2.19) egyenletnek,
akkor a (2.23)-ben megadott alaku.

Bizonyitas.
1. A 1) fiiggvényegyenletben hajtsuk végre az = < wmytll, Y ;’y—tll

helyettesitést, igy kapjuk, hogy teljesiil a (2.20) fliggvényegyenlet.
2. Mivel

My ® Mg(l‘,y) = \/@ (x,y € R+)a (2'24)

igy a (2.20) egyenletbdl a ~ fiiggvény folytonossdganak feltételezése mellett
Gauss-iteracioval kapjuk a (2.21)) fiiggvényegyenletet.
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3. Tegyiik fel, hogy a ~ fiiggvény megoldasa a (2.21) egyenletnek. Legyenek z,
y € Ry tetszdlegesen rogzitett konstansok. Definidljuk az u € R, konstanst

. {1 11 }
u=maxq —,—, —— 0 +1
'y /Ty
moédon. Ekkor (z,u), (y,u), (/zy,u) € D, igy kapjuk, hogy

y(@) +v(y) + 2v(u) = [v(z) + y(w)] + [v(y) +v(w)] =

=2 (Vaau) + 27 (Viyu) = 4y ( @u) =2y (Vay) +2v(u),

amibdl kapjuk, hogy teljesiil a (2.22) egyenlet.
4. bizonyitasa analog a[2.5] Tétel 3. allitasanak a bizonyitasaval.

5. allitas trividlis modon kovetkezik az 1., 2., 3., 4. allitdsokbol. X

2.8 Tétel Tekintsiik az alabbi fiiggvényegyenleteket.

(@) +(y) = v (My(2,y)) + v (Ma(z,y)) (z,y €Ry) (2.25)
() +(y) = 27y (M @ Ma(z,y)) (z,y € Ry) (2.26)

ahol az M, és My kizepek médon vannak definidlva, v : T, — R az
ismeretlen fiiggvény. Ekkor, ha a v : R, — R fiiggvény megoldasa a
egyenletnek, akkor létezik egy | : Ry — R logaritmikus fiiggvény és ¢ € R
konstans 1gy, hogy

v(z) =1l(x) + ¢ (x € Ry), (2.27)

igy az (2.25) és egyenletek ekvivalensek.

egyenletnek. A (2.25)) egyenletben hajtsuk végre az x <+ 174—17 Y yTH helyet-
tesitést igy kapjuk, hogy

7<yi1>+v<mil>=v(xil)+w<yyﬂ> (z,y €R,). (2.28)

A Tétel alapjan a (2.28) egyenlet altalanos megoldéasa a ([2.16])-ban meg-

adott alaka. Mivel teljesiil a (2.24]), igy a ~ fiiggvény megoldasa a ([2.26)
egyenletnek.

A megforditas trivialis modon teljesiil. X

Bizonyitas. Tef:'ik fel, hogy a v : Ry — R fiiggvény megoldasa a ([2.25)




17

3. A (0.2) (9(2) + f(y) = g(X) + f(x)) egyenlet
megoldasa

Bevezetés

A fejezetben ismertetett eredmények teljes terjedelmiikben megtalalhatoak
a [43] OTDK dolgozatban és a [44] cikkben.

A fejezetben megadjuk a egyenlet altalanos megolddsat abban az
esetben, amikor T egy rendezett test, Y egy egyértelmiien 2-oszthat6 Abel-
csoport és az ismeretlen f, g : T4 — Y fiiggvények a fliggvényegyenletet
tetszGleges x,y € T4 esetén elégitik ki.

Egy fiiggvényegyenlet dltalanos megoldasanak megadasa azt jelenti, hogy a
fliggvényegyenletben szerepld ismeretlen fliggvényeket explicit médon kifejez-
ziik ismert fliggvények, valamint bizonyos nevezetes fiiggvényegyenletek meg-
oldasaiként elGallo fiiggvények segitségével. Ilyen nevezetes fiiggvényegyenle-
tek az additiv, logaritmikus, exponencialis és a multiplikativ fiiggvényegyenle-
tek. Az altalanos megoldas felirdsdban eléfordulhatnak még monomok, illetve
polinomok is. Az altalunk vizsgalt egyenletek megolddsaban csak additiv és
logaritmikus fiiggvények fordulnak els, igy most csak ezeket a fliggvényeket
ismertetjiik.

Additiv és logaritmikus fiiggvények

Legyenek (X, +), (Y, +), algebrai struktturak, + binér algebrai mtvelet X-
en illetve Y-on. Egy a : X — Y fiiggvényt aditiv fiiggvénynek neveziink, ha
megoldasa az

a(z+y) =a(z) +aly) (z,yeX)

fliggvényegyenletnek.

Legyenek (X,-), (Y,+), algebrai strukturék, - binér algebrai mivelet X-
en, + binér algebrai midvelet Y-on. Egy [ : X — Y filiggvényt logaritmikus
fiiggvénynek neveziink, ha megoldéasa az

Wzy) =l(x) +1y)  (z,y€X)

fliggvényegyenletnek.

Szokés az a : R — R additiv fiiggvényeket Cauchy-additivnak, az [ : Ry —
R logaritmikus fiiggvényeket Cauchy logaritmikus fiiggvénynek nevezni, mivel
A. Cauchy volt az els6, aki megadta a valds-valos additiv egyenlet folytonos
megoldasait.

Egy X vektortéren értelmezett additiv fliggvény altalanos megoldasanak
szerkezete Hamel munkassagat kovetGen valt ismertté [50].

A késébbiekben hasznélni fogjuk az alabbi jol ismert tételt.
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3.1 Tétel Ha a egy folytonos (vagy mérhets) Cauchy-additiv fiiggvény, akkor
létezik p € R konstans tgy, hogy a(x) = px minden z € R esetén.

Ha [ egy folytonos (vagy mérheté) Cauchy-logaritmikus fiiggvény, akkor
létezik ¢ € R konstans ugy, hogy l(z) = qlog(x) minden x € R, esetén. (Itt
és a tovabbiakban a log a természetes alapu logaritmusfiiggvényt jel6li.)

Az additiv és logaritmikus fiiggvényekre vonatkozo eredmények megtalal-
hatoak a [03], [57], [01] monografidkban.

A megoldas soran hasznalni fogjuk a A differencia-operatort, amely egy
tetszoleges g : Ty — Y fiiggvényhez a

. 1
8o =g -9 (1)  @eT)
modon definidlt fliggvényt rendeli.

3.2 Tétel [T. Glavosits, K. Lajko] Legyen T egy rendezett test, Y egy egyér-
telmiien 2-oszthaté Abel-csoport és tekintsiik a

() =g (U r@ woer) 03

x
fiiggvényegyenletet, g, f : T4 — Y ismeretlen fiiggvényekkel. Ekkor teljesiilnek

a kovetkezok.

1. Ha az (g, f) par megoldésa a egyenletnek, akkor a Af fiiggvény
logaritmikus.

2. Ha a (g, f) par megolddsa a egyenletnek, akkor az (f + g, g) par is
megoldésa a egyenletnek.

3. Ha a (g, f) par megoldasa a egyenletnek, akkor a Ag fiiggvény is
logaritmikus.

4. Ha a (g, f) par megoldésa a egyenletnek, akkor
g(z) +2f(z) = Af(z) + Ag(z+1) +¢c (x e Ty),

ahol ¢ = 2f(1) + g(1) — Ag(2).

5. Ha a (g, f) par megoldédsa a egyvenletnek, akkor léteznek Iy, ls :
T4 — Y logaritmikus fiiggvények és c1, co € Y konstansok gy, hogy

g(.”[:) i 2(33) + lQ(LU + 1) + Ci, (x c T+), (31)

f(@) = h(z(x+1) +l2(2) + ¢

(A megforditas szintén igaz.)
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6. Haag, f: R, — R fiiggvénypar mérheté megoldasa a egyenletnek
minden z,y € Ry esetén, akkor Iéteznek qi1, qo2, c¢1, co € R konstansok

tigy, hogy

g(x) = q1log(x) + gz log(w + 1) + c1,

F(@) = @ log(e(z + 1) + gologla) e ) (3.2)

Bizonyitas.

1. Tegyiik fel, hogy a (g, f) par megoldasa a (0.2) egyenletnek. Hajtsuk végre
a (0.2) egyenletben az z « Ly % helyettesitést. Igy kapjuk, hogy

sern+r () =o(T) 47 (1) wwema Gy

X

A (3.3) egyenletben cseréljiik meg x és y szerepét, majd az igy kapott egyenletet
vonjuk ki a (3.3) egyenletbél. Igy kapjuk, hogy

1))
—o (T o () s (2) -1 (Y wwem G4

A (3.4) egyenletet Gsszevetve a (0.2) egyenlettel kapjuk, hogy

T
A=A +87 (2)  @uet). (55

A (3.5)-ban elvégezve az x < xy helyettesitést, kapjuk, hogy a Af fiiggvény

logaritmikus.

2. Tegyiik fel, hogy a (g, f) par megoldasa a (0.2)) egyenletnek. Hajtsuk végre

a 1| egyenletben az y < L;l helyettesitést. Igy kapjuk, hogy

s+ f (T =g (FE) s wyem (0)

A (3.6) egyenletben cseréljiik meg x és y szerepét, majd a kapott egyenletet
vonjuk ki a (3.6) egyenletbdl. Igy kapjuk, hogy

F(E) v 0= (M)t D@ @eT. 60

ami mutatja, hogy az (f,g + f) par valéban megoldésa a (0.2)) egyenletnek.
3. Tegyiik fel, hogy a (g, f) par megoldasa a (0.2) egyenletnek. Ekkor 1.
alapjan Af logaritmikus. A 2. alapjan az (f,g + f) par szintén megoldasa a
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(0.2) egyenletnek. Ekkor az 1. alapjan a A(g+ f) fiiggvény logaritmikus. Igy
aAg=A(g+ f)— Af fiiggvény logaritmikus.

4. Tegyiik fel, hogy a (g, f) par megoldasa a (0.2]) egyenletnek. A (0.2)) egyen-
letben végezziik el az y <+ (x4 1)y, illetve az (0.2)) egyenletben az x <+ (x4 1)y

helyettesitést. Igy kapjuk a

o(5)+ s om =g (D) 4 )

(ryeTy) (38)
g<“+2P+1)+ﬂm=g(?”“l)+f«x+nm

(x+ 1y
egyenleteket. Adjuk Ossze a (3.8)-ban szerepls egyenleteket, majd a kapott

egyenletben végezziik el az y m helyettesitést. Igy kapjuk, hogy

g(y)+g(x+y+1)+f<;) -

o (o )+ @) @yety). (39)

A (3.9) egyenletben cseréljiikk meg x és y szerepét, majd az igy kapott egyenletet
vonjuk ki a (3.9) egyenletbél. Igy kapjuk, hogy

9(y) —g(x) + f (;) —f <i) —

—o (L) +o(T) 1@~ f0)  @ueT). G0

Végezziik el (3.10)-ban az y « 1 helyettesitést, igy kapjuk, hogy
g9(x) + f(z) =

——f (i) g ("”” ! 1) ny (gﬁil) +2f(1) +g(1)  (@eT.). (3.11)

Adjuk a mindkét oldalahoz f(z)-et. Igy 1.-et és 3.-at is felhasznalva
kapjuk 4.-et.

5. Tegytik fel, hogy a (g, f) par megoldasa a fliggvényegyenletnek. Defi-
nidljuk G, F,l1,ly : T4 — Y fiiggvényeket

I = AF, lo = AG

modon. Ekkor a (—3¢g, —3f) par megoldasa a (0.2)-nak, a 2. miatt a (2f,2g+
2f) par is megoldésa a (0.2)-nak, igy az

(G, F) = (=39 +2f,29 - f) = (=39, =3f) + (21,29 + 2f)
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par is megoldasa a (0.2)-nak. Ekkor az 1. és 3. miatt az [; = AF, [y = AG
moédon definiélt fiiggvények logaritmikus fiiggvények, igy 4. alapjan kapjuk,

hogy

g(x) = (=39 + 2/)(2) + 2(29 - f)(z) =
= (G+2F)(2) EAF(2) + AG(x + 1)+ ¢; =
=hz)+hz+1)+ca (xeTy), (3.12)
ahol szintén 4. alapjan ¢; = 2F(1) + G(1) — AG(2).
Végerziik el —ban az y + 1 helyettesitést. Igy kapjuk, hogy

) == (2) + ot + 1)+ £1) =
= - [11 (i) +1 (i+1) +c1} Flh@+1) +l(z+2) +a)+ f(1) =

=1 <x+1>+52(fi?>+f(1):

x

Liz(z+1)+la(z) + e (xeTy), (3.13)

(IS

ahol ¢ = f(1) — 11(2) = f(1) — AG(2).

6. A (g, f) par mérhetSsége maga utan vonja az
L=AF=A2g—f), Ih=AG=A(-3g+2f)

fliggvények mérhetGségét, amibdl kovetkezik az allitas.
Igy a bizonyitas teljes. X
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4. A (f(x +1y) = g(zy)) egyenletrsl

Bevezetés

Ennek a fejezetnek a célja, hogy megadjuk az Gsszes olyan

f:A+A={a+bla,be A} =Y,
g:A-A={a-bla,be A} Y

fliggvénypart, amely kielégiti az
f@ty)=g(zy) (z,y€A) (0-13)

fliggvényegyenletet az A C R, halmaz bizonyos tipikus megvalasztasa esetén.
Lathato, hogy az Y halmaznak nincs szerepe a fiiggvényegyenlet megoldasaban,
igy Y egy tetszGleges nemdiires, illetve elég sok elemet tartalmazd halmaz. A
sziikséges algebrai elGismeretek megtalalhatoak a [39], [56], [77], illetve a [65]
konyvekben.

A egyenletet a tovdbbiakban a (Y(z(y+ 1) +yy(z+1)) =
Y(x(z+1)) +v(y(y +1))) egyenlet megoldéasa soran fogjuk alkalmazni, illetve
a segitségével fogjuk visszavezetni a Davison egyenletet (G1(zy + ) + Fi(y) =
Ga(z+y)+ Fa(xy)) az (0.6) (9(z(y+1))+f(x) = g(y(z+1))+ f(y)) egyenletre.

A fiiggvényegyenlet vizsgalatanak tovabbi motivaciojat jelenti, hogy
hasonlé szerkezetd egyenletek megtaldlhat6ak matematika versenyeken, illet-
ve példatarakban. Dardczy Zoltan professzor a KoMal-ban ttzte ki a B.
4456. versenyfeladatot [20]. Legyen f a pozitiv valos szamok halmazéan értel-
mezett olyan valos értéki fiiggvény, amelyre f (252) = f(,/zy) teljesiil minden
x,y > 0 esetén. Bizonyitsuk be, hogy f konstans. Christopher G. Small
konyvében megoldéssal egyiitt szerepel az alabbi feladat ([76] (1.13 Problems
2., 26. oldal): hatarozza meg az f(z+y) = f(xy) fiiggvényegyenlet megoldasat
f : Ry — Rismeretlen fiiggvénnyel, ahol a fiiggvényegyenlet minden z,y € R4
esetén teljestil.

A (f(z +y) = g(xy) (2.y € A)) egyenletrél

4.1 Jeldlés Legyen T egy rendezett test, (ay) egy sorozat T-ben. Ekkor hasz-
nalni fogjuk az alabbi jel6léseket:

apnTa < lima,=a é a;<ay<az<...,
n—oo

apda < lima,=a és ay>as>az>....
n—oo
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4.2 Tétel Megadjuk az

flx+y)=g(xy) (r,y€A) (0.15)

fiiggvényegyenlet Osszes megoldasat, f: A+ A—Y,g: A- A — Y ismeretlen
fiiggvényekkel az A halmaz bizonyos tipikus megvalasztasa esetén, ahol A C R
egy Osszeadasra és szorzasra nézve zart halmaz, X egy nemiires, esetleg végtelen
halmaz.

1. Legyen A =R,. Az f, g fiiggvények pontosan akkor megoldasai a (0.1
egyenletnek A-n, ha f(x) = g(x) = c tetszbleges x € A esetén, ahol
c € X tetszoleges konstans.

2. Legyen A = Q.. Az f, g fiiggvények pontosan akkor megoldasai a (0.15)
egyenletnek A-n, ha f(xr) = g(x) = c tetszbleges x € A esetén, ahol
c € X tetszoleges konstans.

3. Legyen A =]a, S[NQ, ahol 0 < o < B tetszdlegesen régzitett valos sza-
mok. Az f, g fiiggvények pontosan akkor megoldésai a egyenletnek
A-n, ha f(x) = g(y) = c tetszéleges x € A+ A, y € A- A esetén, ahol
c € X tetszdleges konstans.

4. Legyen A =7.. Az f, g fiiggvények pontosan akkor megoldasai a (0.1
egyenletnek A-n, ha

c1, hazxr=2; c1, haz=1;
f(x) =4 ¢, haz=3; g(r) =X co, hax=2;
c3, TEZLy,x>3. c3, TEZLy,x>2,

(4.1)
ahol ¢y, co, c3 € X tetszéleges konstansok.

5. Legyen 7 < K és A =]0,K[NZ4. Az f,g fiiggvények pontosan akkor
megoldésai a ((0.15) egyenletnek A-n, ha (4.1) alakuak.

6. A =R ahol R = {£ |keZ,, neZyU{0}}. Az f,g fiiggvények
pontosan akkor megoldasai a (0.15]) egyenletnek A-n, ha f(x) = g(z) = ¢
tetszoleges x € A esetén, ahol ¢ € X tetszdleges konstans.

Bizonyitas.
1. Tegyiik fel, hogy az f,g : Ry — X fiiggvények megoldasai a fligg-
vényegyenletnek tetsz6leges (z,y € R;) esetén. Definidljuk az F,G : Ry — X
fliggvényeket

F(z) = f(22)  G(z) =g(z?)  (z€Ry)
moédon. Ekkor kapjuk, hogy

F(55)=6am  @uery)
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amibdl az z = y helyettesitéssel kapjuk, hogy F' = G, tehat F' megoldasa
az B. 4456. feladatban szerepld egyenletnek, amibdl az x < x — /22 — y2,
y < x++/x? — y? helyettesitéssel kapjuk, hogy F(x) = F(y) minden z,y € R,
y < x esetén. Tehat F' konstans fiiggvény, de akkor - vele egyiitt - az f és a g
is konstans fliggvények. A megforditas trividlis modon teljesiil.

2. Ez a probléma mar nem vezethets vissza a K6Mal feladat megoldasara, mi-
vel a gyokvonas kivezet Q-bol. Tegyiik fel, hogy az f,g: Q4 — X fliggvények
megoldasai a fiiggvényegyenletnek tetszéleges x,y € Q4 esetén. Legye-
nek x,y € Q4 ugy, hogy = < y. Ekkor létezik ¢ € Q4 tgy, hogy 0 < x—e € Q.
Definialjuk a A, § € Q4 szamokat

d+¢

: d=y—z
moédon. Ekkor, mivel

=Nz —e)+ 1 -N(y+e), y=(1=XN(x—¢e)+ Ay +e),
igy kapjuk, hogy

f@)=fAMz =)+ (1 =Ny +e) =gMz-e)1 =Ny +e)) =
=9(1=N@ -y +e) = f(1-N(r—e)+ Ay +¢)) = fy),

azaz, [ konstans, de akkor g is az. Az é&llitds megforditdsa trividlis modon
teljestl.

3. Mivel az A halmaz most korlatos, modositanunk kell a 2.-ben alkalmazott
mobdszert. Legyenek «, 8 € Ry gy, hogy 0 < a < B. Tegyiik fel, hogy az
f, g fliggvények megoldasai a egyenletnek tetszbleges x,y €]a, S[NQ4
esetén. Legyenek z,y € A+ A =]2a,28[NQ agy, hogy x < y. Ekkor létezik
e € Qg ugy, hogy 2a < x —e ésy+e < 2B. Az N € Z, széamot valasszuk meg

gy, hogy az

a<(l=An)(z—¢) és An(y+e)<b (4.2)

feltételek egyarant teljesiiljenek, ahol

. ON+€ L Yy—x
AN = : oN = .
N oy+2e O NTON
Mivel
L<1 és c Tl (n — o)
(x—e) 2 On +2¢ 2

igy letezik ng € Z, 1gy, hogy

@ _ €
r—¢e O, + 2
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azaz a < (1 —A\p)(xz —e).
Anal6ég modon kapjuk, hogy mivel

1 b € 1
= ¢ 1—-— | - —
2 y+e s 5n+25$2 (n = 00),
igy létezik ny € Z, 14gy, hogy
b
Ap =1 c (TL > nl),

_7<7
Oop+2e " y+e

azaz A\p(y +¢) < b. Ekkor N > max(ng,n;) valasztas mellett a (4.2)) feltételek
teljesiilnek. Legyen

T =x+ kdn (k=0,1,...,N).
Ekkor az N vélasztésa miatt a
AN(zr =€), (L=AN)(xpp1+e), (1—=An)(zp —¢), AN(Thi1+¢)

szdmok Jay, B[NQ-beliek, igy a 2. &llitds bizonyitasa soran alkalmazott mod-
szerrel analég moédon kapjuk, hogy

fl@r) = fOn(zr — ) + (1 = AN) (@p41 +€)) =
=g(An(xr —&)(1 = AN)(Tr11 +€)) = g((1 = An)(zk — ) AN (Thy1 +€)) =
= f((1 = An)(zr — &) + AN(Tr11 +€)) = f(Try1)-

A ke{0,1,...,N — 1} szam tetszslegesen véalasztasa miatt teljesiil az egyen-
16ségek alabbi lanca:
f(@) = f(xo) = f(x1), f(21)=f(22), ..., flev-1)=flan)=f(y),

azaz f konstans, de akkor g is az. A megforditas trividlis modon teljesiil.
4. Legyen A = Z,. El6szor megmutatjuk, hogy ha az f, g fiiggvények meg-
oldasai a egyenletnek tetszSleges =,y € Z, esetén, akkor alakuak.
Ehhez az f(n 4+ 1) = g(n) ahol n € Z, Osszefiiggés miatt elegendd belatni,
hogy f(x) = f(4) valahanyszor = > 4.

Definialjuk a T : {4,5,6,...} — Z, fiiggvényt

§+3, ha x péaros;

Tlw) = r—1

+2, ha =z paratlan.
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moédon. A T fiiggvény rendelkezik az aldbbi tulajdonsigokkal:

f(@) =f(T(x)) (z=4), (4.3)
T(x) <z (z>8). (4.4)

(4.3) az alabbi médon igazolhato:

F28) = FC20k = 1) +2) = g(a(k - 1) = f(k+3) = £ (G +3) = 1720,

2k +1) -1

k1) = g(2k) = £+ 2) = £ (25

+ 2) = f(T(2k + 1)),
illetve (4.4) a T definici6ja alapjan egyszerd szdmolassal adodik.
Tetszblegesen rogzitett a € {4,5,6, ...} esetén értelmezziik az (x,,) soroza-
tot
xr1 = a, Tpp1 =T(xn) (nE€Zy)

moédon. A T fiiggvény és tulajdonsagabol teljes indukcioval kapjuk,
hogy barhogyan is valasztjuk meg az (z,) sorozat 1 = a € {4,5,6,...} kez-
dépontjat, minden n € Z; esetén f(a) = f(x,) teljesil, tovabba x,, > x,41
valahanyszor z,, > 8. Ha a =9, akkor z; = 9, x5 = 6; illetve ha a = 8, akkor
x1 =8, 29 =7, x5 =5, x4 = 4. Tehat minden a > 4 esetén f(a) = f(4), vagy
f(a) = 6 (attol fiiggden, hogy a nem oszthaté, vagy oszthat6 3-mal). Igy nem
maradt mas hatra, minthogy megmutassuk, hogy f(4) = f(6). Ez azonban
igaz, mivel

f(6) =fB+3)=9(9) =9(1-9) = f(10) = f(8) = f(7) = fF(5) = f(4),

amibél kapjuk, hogy f és ¢ valéban alakuak.

Megforditva, az szerint definidlt f és ¢ fiiggvények valéban megoldésai
a fiiggvényegyenletnek tetszoleges x,y € Z esetén.
5. A 4. allitas bizonyitasa sordn alkalmazott gondolatmenet most is alkalmaz-
hato.
6. Tegyiik fel, hogy az f, g fiiggvények megoldasai a fliggvényegyenletnek
tetszbleges x,y € R esetén. Legyenek x,y € R rogzitett szamok. Ekkor
léteznek k,l > 4 pozitiv egészek és z € R 4gy, hogy * = kz és y = lz.
Definidljuk az F': {2,3,...} = X, G : Z, — X fiiggvényeket

F(u) = f(uz) we{2,3,...},
G(v) = g(vz?) vely

moédon. Ekkor az F, G fliggvények megoldasai az

F(u+v) = G(uv) (u,v € Zy)
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fliggvényegyenletnek, amibdl a 4. alapjan kapjuk, hogy létezik ¢ € X melyre
F(u) = ¢ minden u > 4 esetén. Igy f(z) = f(kz) = F(k) = F(l) = f(lz) =
f(y), amibdl az x,y € R szamok tetszdleges véalasztasa miatt kapjuk, hogy f
konstans, de akkor - vele egyiitt - g is konstans. A megfordités trividlis médon
teljesiil. X

A (0.15) (f(x+y) = g(xy) (z,y € A)) egyenlet végtelen ér-
tékkészleti megoldasarol

Ebben a részben megmutatjuk, hogy létezik olyan A C R 6sszeadésra néz-
ve zéart halmaz, melyhez megadhatoak olyan f: A+ A—-Y ésg: A-A—>Y
fliggvények, melyek végtelen értékkészletd megoldasai a fliggvényegyen-
letnek, ahol YV egy végtelen halmaz. Ehhez sziikségiink van néhény fogalomra.

Négyzetmentesnek neveziink egy pozitiv egész szamot, ha nem oszthato
egy egynél nagyobb pozitiv egész szorzataval, vagy ekvivalens moédon a négy-
zetmentes szdm az 1, és minden olyan 1-nél nagyobb pozitiv egész, amely
paronként kiilonb6z6 primszamok szorzata.

Az els6 néhany négyzetmentes szam:

1, 2, 3, 5 6, 7, 11, 13, 14, 15, 17, 19, 21,
4.3 Jelolés Hasznalni fogjuk az Z(,), Q) C R szamhalmazokat, melyek
24y = {Zak\/:rkn €EZyiap €l e X (k=1,... ,n)} ,

k=1

n
Q) = {Zakvﬁkn €Zsiar € Quizre X (k

k=1

I
=
2
——

ahol X jeloli a négyzetmentes szamok halmazat.

4.4 Tétel Legyen A = Z(,,, vagy A = Q(4), tovabbd Y egy végtelen halmaz.
Ekkor léteznek olyan f : A+A —Y,qg: A-A — Y fiiggvények, melyek végtelen
értékkészletldi megoldasai az

fl@+y) =glay) (z,yed)
fiiggvényegyenletnek.

A bizonyitéas elvégzéséhez sziikség van egy kevés szamelmeéleti elGismeretre.
Legyen K C R egy szamtest, n € Z, tovibba legyenek a4, ..., a,41 valds
szamok. Ekkor K (ay,...,a,) fogja jelolni a legsziikebb olyan résztestét R-nek,
amely a K test elemeit és az aj, ..., a,q1 szdmokat egyarant tartalmazza,
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azaz az Osszes olyan testének a metszetét, amelyek tartalmazzék az aq,...,a,
szamokat és K minden elemét, azaz az

K(ay,...,an) = {L CRIL test, K U{a;,...,a;} C L},

amit a K test ay, ..., a, szdmokkal valé bévitésének nevezziik.
Hasznalni fogjuk az alabbi j6l ismert azonossigot:

K(ay,...,an)(ant1) = K(a1,...,Gp,Gpy1).

4.5 Tétel Legyen n egy rogzitett pozitiv egész, py, ..., p, kiilonbézdé primek,
tovabba tetszéleges k € {1,...,n} esetén P, = {p|l < k}. Jelolje X} azok-
nak az 1-t6l kiilonb6z6 pozitiv négyzetmentes egészeknek a halmazat, melyek
primosztoi Py-beliek. Ekkor X, egy 2% elemii halmaz. Az X} elemeit az aldb-
bi médon fogjuk jelolni: Xy = {1,z2,23...,29x}. A Q(/P1,...,+/Pn) elemeit
explicit médon is meg tudjuk adni:

Q(/P1,---sVPn) ={a1 + a2\ /T2 + ... + azn /220 | a; € Q, ; € Xy} (4.6)

a. Tetszoleges x € Q(\/p1,.-.,+/Pn) Sz4dm alakban térténd felirdsa egy-
értelmi.

b. Z és Q) elemeinek alakban torténd felirdsa egyértelmd.

c. Z(4) és Q) minden eleme irracionalis.

Bizonyitas.
Legyen K egy szamtest, n egy rogzitett pozitiv egész, legyenek p1, ..., pn
kiilénb6z6 primek. Legyen tovabba:

K, =Q(/p1,---:vDk) (ke{1,2...,n}).

1. El6szor megmutatjuk, hogy ha a € K, akkor

K(va) = {u+vva|u,v e K} (4.7)

Legyen L = {u + vy/a|u,v € K}. Ekkor az L C K(/a) tartalmazas nyilvan-
valo.

Megmutatjuk, hogy L egy /a-t és K minden elemét tartalmazo részteste
R-nek. Ehhez elegendd belatni, hogy L tartalmazza minden nemzérus elemének
a multiplikativ inverzét, ugyanis a tobbi testaxiéma trivialis modon teljesiil.
Ehhez legyenek u, v € K szamok olyanok, hogy u+wv+/a # 0. Szamunkra csak a
v # 0 eset érdekes. Ekkor u—v+/a # 0, mivel ellenkezd esetben ellentmondasba
keriilnénk a /a ¢ K feltétellel. Igy egyszerti szamolassal kapjuk, hogy

1 u—vya u—vya u v Ja
— P = a
ut+vya (ut+vya)(u—vya)  u?—v2a  u?—v2a u?-—via’
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ami allitasunk teljesiilését bizonyitja.

Ha L egy tetsz6leges v/a-t és K minden elemét tartalmazo test, akkor a
{u+vv/a|u,v € K} C L tartalmazas teljesiilése nyilvanvalo.

2. Bebizonyitjuk, hogy haa € K, de v/a ¢ K, akkor tetszoleges x € K(y/a)
szam alakban torténd felirasa egyértelmd. Tegyiik fel, hogy /a ¢ K
és léteznek uy, ue, vi, vo € K ugy, hogy u; + viv/a = us + vay/a. Ekkor
rendezéssel kapjuk, hogy w1 — ua = (v2 — v1)y/a. A v9 — vy nem lehet zérustol
kiilonboz6, mert ekkor ellentmondésba keriilnénk a v/a ¢ K feltétellel. Ha
azonban vy — v; = 0, akkor u; — us = 0 is teljesiil, és pontosan ezt kellett
bizonyitanunk.

3. Bebizonyitjuk, hogy tetszsleges k € {1,...,n — 1} esetén

QP1s- -+ VPr+1) = QWVPL, -, Vi) (VPR41)-

Az allitast 1. és a 2. felhasznélasaval n szerinti teljes indukciéval kapjuk.

4. Bebizonyitjuk, hogy ha a,b € K és \/a € K(Vb), akkor \/a € K, vagy
Vab € K. Ugyanis, ha \/a ¢ K, akkor a \/a € K(/b) feltétel és az 1. alapjan
léteznek u,v € K, v # 0 szamok, melyekkel \/a = u + vv/b. Ebbdl kapjuk,
hogy \/a—vvb = u, amibél négyzetre emeléssel, majd ismét rendezéssel kapjuk,
hogy

\/; — M c K.
2v

5. Bebizonyitjuk, hogy ha x egy pozitiv, négyzetmentes egész, 1 < k < n,
akkor /z € Q(y/p1,.--,+/Pk) Pontosan akkor teljesiil, ha = primosztéi Pg-
beliek. A bizonyitast k szerinti teljes indukcioval végezziik. Az k = 1 eset
bizonyitasahoz legyen x egy négyzetmentes pozitiv egész, p; egy prim és tegyiik
fel, hogy /z € Q(,/p1). Ekkor a 4. alapjan kapjuk, hogy /z € Q, vagy
VvZp1 € Q. Ha /z € Q, akkor z = 1 és igy teljesiil a bizonyitando allitas. Ha
azonban /xp; € Q, akkor az csak gy lehet, ha x = p;, igy a bizonyitando
allitas ebben az esetben is teljesiil.

Az 6roklédés bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy a 5. valamely 1 <k <n—1
esetén teljesiil. Az k + 1 eset igazolasdhoz legyen /r € Kj 1, ahol x egy
pozitiv négyzetmentes egész. Ekkor, mivel x, pr1 € Ky és o € Ki(\/Prr1),
igy a 4. alapjan kapjuk, hogy \/z € Ky, vagy \/2prt1 € Ki. Az \/x € Kj-bdl
az indukcios feltétel alapjan kovetkezik a bizonyitando6 &llitast. Ha azonban
VZPk+1 € Ky teljesiil, akkor xpyy1 nem lehet négyzetmentes, mivel ekkor
ellentmondasba keriilnénk az indukcios feltétellel. Ekkor azonban megintcsak
az indukcios feltétel alapjan igaz az allitas. Igy az 6roklsdes is teljesiil.

6. Bebizonyitjuk, hogy \/p1 ¢ Q, illetve \/pry1 ¢ Q(/P1,- -, /Pr) minden
ke{l,...,n— 1} esetén. Az allitas a 5. kiozvetlen kovetkezménye.

a. n szerinti teljes indukcidval bizonyitjuk. Az n = 1 eset a 2. kozvetlen
kévetkezménye K = Q és a = p; mellett. Az 6roklédés igazolasahoz tegyiik
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fel, hogy a bizonyitandé allitas valamilyen 1 < k < n — 1 esetén teljesiil. A
k 4 1 eset bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy valamely x € Ky szdm felirhato

T =a1+ a2y/To + -+ Qor+r14/Torr1 = by + bay/To + -+ - + bok+14/Tor+1 (48)

alakban, ahol az a;, b; egyiitthatok racionélis szamok minden i € {1,...,2k1}
esetén. A (4.8)) egyenletbdl rendezéssel kapjuk, hogy

(a1 — bl) + (a2 — bg)\/g—l- B (a2k+1 — b2k+1)\/1’2k+1 =0. (49)

A —ben a megfelel6 tagokbdl ,/prii-et kiemelve kapjuk, hogy léteznek
u,v € Ky szdmok, melyekkel 0 = u + v\ /pr11 € Ki(y/Pry1). Ekkor azonban,
mivel 6. miatt \/pri1 ¢ Ky, igy az 2. alapjan kapjuk, hogy v = v = 0, ami
az indukcids feltétel alapjan éppen az a; = b; egyenlGségek teljesiilését jelenti
tetszoleges i € {1,2,3,...,2F 1) esetén. Igy az oroklsdés is teljesiil.

b., c. az a. kozvetlen kdvetkezménye. X

Most bebizonyitjuk a [.4] Tételt.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy példdul az A = Z,, vélasztds megfelels.
Jelolje (p,,) a pozitiv primszamok névekvs sorozatat. Definidljuk a ¢ : N — Z
fliggvényt tetszbleges © = a1 + ag/T2 + ... + \/Tk € N esetén

o(z) = max{n € Z, | p, osztdja z;-nek valamely i € {2,...,k} esetén }

médon. A ¢ fiiggvény a Tétel a. allitdsa alapjan joldefinialt. Egyszert
szdmoléssal ellenérizhetd, hogy a ¢ fiiggvény rendelkezik a kévetkezs tulajdon-
saggal:

pz+y) =o(xy) (z,yeN). (4.10)
Tegyiik fel, hogy a (c,) egy Y-beli injektiv sorozat. Definidljuk az f : Z) +
Z(+) — Y és g: Z(+) . Z(+) —Y fﬁggvényeket

f(u) = cpu) (ue Z4)+ 24),

9() =) (W E Z4y - Z(p))

modon. Ekkor (4.10) alapjan kapjuk, hogy

f(x + y) = Cop(z+y) = Cop(zy) = g(xy) (xv ye Z+),

azaz f és g megszamlalhatoan végtelen értékkészletti megoldésai a (0.15) fiige-
vényegyenletnek.
Az A = Q(+) vélasztas szintén megfelels. X



31

Alkalmazasok

A most kovetkezs Tétel 1. allitasa [45] a tovabbi alkalmazasok szempont-
jébol fontos.

4.6 Tétel (T. Glavosits, K. Lajko) Legyen T egy rendezett test, Y egy
tetszdleges nemiires halmaz. Ekkor teljesiilnek a kévetkez6 allitasok:

1. (T. Glavosits, K. Lajké) Ha az f, g : T4 :— Y fiiggvények megoldasai
az
fle+y) =gley) (z,yeTy) (-13)

fiiggvényegyenletnek, akkor létezik ¢ € Y 1gy, hogy f(x) = g(x) = ¢
minden x € T, esetén.

2. (T. Glavosits ) Ha a T test archimedeszeien rendezett, I C Ty egy
Osszefiiggd nyilt halmaz, az f : I +1 — Y, g :1-1 — Y fiiggvények
megoldasai az

fle+y)=glxy)  (z,yel)
fiiggvényegyenletnek, akkor létezik ¢ € Y 1gy, hogy f(x) = g(z) = ¢
minden x € T, esetén.

Bizonyitas.

1. Tegyiik fel, hogy az f, g : T, fiiggvények megoldasai a fliggvényegyen-
letnek tetsz6leges x,y € T, esetén. Legyen u € T, tetszleges, és hajtsuk
végre a egyenletben az z + (u + %) x,y + (u+ %)_1y helyettesitést.
Igy kapjuk, hogy

f <(u+ i) x+ ui iy> =g(zy) = f(z+vy) (z,y,u € Ty). (4.11)

5 3
e Y winey helyette-
sitést. lgy kapjuk, hogy f(u) = f(1) minden u € T esetén, azaz f és vele
egyiitt g is konstans T -on.

2. bizonyitasa analog a[f-2] Tétel 3. bizonyitasaval. X

A (4.11) egyenletben hajtsuk végre az x «+

4.7 Kovetkezmény Legyen T egy archimedeszien rendezett test, Y = Y (+)
egy csoport. Ekkor teljesiilnek a kévetkezdk:

1. Ha f : Ty — Y egy olyan fiiggvény, amely egyidejiileg additiv és loga-
ritmikus T -on, azaz

flx+y) = fl=)+ f(y),
flzy) = f(x) + f(y)

akkor f(x) =0 minden x € T, esetén.

('Tay € T+)7
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2. HaY egy egyértelmiien 2-oszthaté csoport, a, b, c € T4 — Y olyan addi-
tiv fiiggvények, amelyek teljesitik az alabbi Pexider-logaritmikus egyen-
letet

a(ry) = b(z) +cly)  (r,y €Ty),
akkor az a, b, c fiiggvények azonos 0 fiiggvények T -on.

3. Ha Y egy egyértelmiien 2-oszthaté csoport, A : T — Y egy olyan nem
azonosan 0 additiv fiiggvény, amelyre

Alazy + Bz +7y) =0  (z,y € Ty)

valamely a, 8, v € T esetén. Ekkor o« = =~ = 0.
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5. A Daréczy-Lajk6-Székelyhidi tétel
Bevezetés

A fejezetben &ltalanositjuk Daroczy Zoltan, Lajké Karoly, Székely-
hidi Laszlé alabbi tételét, a tovabbiakban réviden DLSz tétel.

5.1 Tétel (Daroczy-Lajko-Székelyhidi [24]) Ha T egy rendezett test, Y
egy egyértelmiien 2-oszthaté Abel-csoport, az f : T, — Y olyan, hogy minden
A€ Ty \ {1} esetén létezik jy : To — Y Jensen-fiiggvény gy, hogy

Axf(z) = f(Az) — f(2) = jr(x) (xeTy),

akkor létezik olyan j : Ty — Y Jensen-fiiggvény és | : T, — Y logaritmikus
fiiggvény, amelyekkel

fl) =j@) +i(z) (z

S
A tétel alkalmazasaként megadjuk a (%) + i) =~
"’%1)), 0.11) (y(z(y + 1)) +v(y(x + 1)) = y(z(z + 1)) +(y(y + 1))),
(F(z) + Gly) = Ple+1) + Q (%)) & (013) (v +y) + (L +1) =
(z+y) (% + i)) + (1)) egyenletek megoldasat.
A DLSz tétel a G. N. de Bruijn altal bevezetett differencia-tulajdonsagra

adott tisztan algebrai példa. De Brujin [14]-ben definialta a differencia-tulajdonség
fogalmét.

Jensen-fiiggvények

Legyenek X, Y egyértelmtien 2-oszthaté Abel-csoportok. Egy j: X — Y
fliggvényt Jensen-fiiggvénynek nevezziik, ha megoldasa a

Tty . )
2 (“5) = ite) + o) (.9 € X). (5.1
fliggvényegyenletnek.

A Jensen-fiiggveény fogalmat J. L. W. V. Jensen vezette be [54].

Ha I és J valos intervallumok, az f : I — J fliggvény megoldésa az

; (;y) _ 0+ 1)

(z,y €l)

fliggvényegyenletnek, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény Jensen-fiiggvény
I-n. Igy lathato, hogy a Jensen-fiiggvények is homomorfizmusok.
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Az alabbi Tétel (03], 44. oldal, 12. Tétel) mutatja, hogy a Jensen-
fiiggvények elég altalanos koriilmények kozott kvéazi-additiv fliggvények. (Egy
fliggvényt kvazi-additivnek neveziink, ha az értelmezési tartomanyan egy ad-
ditiv fiiggvénytdl csupéan egy konstans tagban tér el.)

5.2 Tétel (Aczél-Dhombres) Legyen (S,+) egy kommutativ félcsoport és
(G,) egy csoport. A g,h,k: S — G fiiggvények pontosan akkor megoldésai a

k(xz+y) =g(@)hly)  (z,y€S)
fiiggvényegyenletnek, ha az alabbi alakuak:

g(x) = af(x) (z €8)
h(y) = f(y)b (y €9)
k(t) = af(t)b, (t €S+ S)

ahol f: (S,+) — (G, ) egy homomorfizmus, a,b € G konstansok.

Az[5.2] Tételbdl kapjuk, hogy ha J : T, — Y egy Jensen-fiiggvény, ahol T
egy rendezett test, Y egy egyértelmtien 2-oszthaté Abel-csoport, akkor létezik
egy a: T, — Y additiv fliggvény és egy ¢ € Y konstans, melyekkel

J(x) =a(z) +c (x € Ty).

Igy kapjuk, hogy ha az f : T — Y fiiggvény olyan, hogy minden \ €
Ty \ {1} esetén az x — Ay f(z) (x € T4) modon definialt fiiggvény el6all egy
additiv fiiggvény és egy konstans Osszegeként, akkor létezik egy a : Ty — YV
additiv fiiggvény, [ : T, — Y logaritmikus fiiggvény és ¢ € Y konstans 1gy,
hogy f(z) = a(x) + I(z) + ¢ minden x € T, esetén.

Végiil érdemes megjegyezni, hogy ha a : T, — Y egy tetsz6leges additiv
fliggvény, akkor az A: T — Y

a(z), ha z > 0;
A(x) =4 0, ha z=0;
—a(—z), ha z<0;

moédon definialt fiiggvény egyértelmid modon 1étezd additiv kiterjesztése az a
fliggvénynek a T testre.

A fiiggvényegyenletek megoldasa soran a DLSz tételnek a fenti - az erede-
tivel elvivalens - valtozatait fogjuk hasznalni.

A Jensen-fiiggvényekre vonatkozo eredmények megtalalhatoak a [03], [57],
[0T] monografiAkban.

A DLSz tétel altalanositasa
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Legyenek (X;+), (Y;+) olyan strukturak, melyekben az + : (z,z) — z+z
egy unér mivelet. Az a: X — Y fiiggvényt 2-additivnak nevezziik, ha

a(x + x) = a(x) + a(zx) (x € X).
Ha (X;-) egy grupoid - : (z,y) — zy binér algabrai mtvelettel, (Y;+) egy a

csoport, akkor hasznalni fogjuk a A, differencia-operatort, amely tetszéleges
A€ X esetén egy f: X — Y flggvényhez a Ay f: X - Y

Axflx) = f(Az) = f(z)  (z€X)

moédon definidlt fliggvényt rendeli.
Az egységelemes (X;-) algebrai struktura egységelemének azt az egyértel-
miien létezs, 1 moédon jeldlt elemet nevezziik, amelyre

lr=zl==z (x e X).

5.3 Tétel Legyen (X;+,-) egy kétmiiveletes algebrai struktiira, ahol + egy
unér, - egy binér algabrai miivelet tigy, hogy a - miivelet egységelemes 1 egy-
ségelemmel, tovabba a - bal-disztributiv a + miiveletre nézve, azaz

Mz +z) =+ Az Az e X).

Legyen tovabba (Y;+) egy Abel-csoport, f : X — Y egy fiiggvény. Ekkor az
alabbi allitasok ekvivalensek:

1. Létezik egy {ay : X — Y|\ € X, a) 2-additiv } fiiggvénycsalad és egy
c¢: X — Y fiiggvény tgy, hogy minden A € X esetén

Ay f(x) = ax(z) + c(N) (x € X).

2. Létezik egy a : X — Y 2-additiv, egy | : X — Y logaritmikus fiiggvény
és egy d € Y konstans, melyekkel

fx) =alz)+l(z)+d (x € X).

Ha teljesiil 1., vagy 2., akkor teljesiilnek az aldbbiak:
a. a(x) = az(x) minden z € X esetén.
b. aj(x) = Ayaz(x) minden A,z € X esetén.

c. l(x) = ¢(x) minden x € X esetén.
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Bizonyitas. A tovabbiakban hasznélni fogjuka2 =14+1€ X ésa2x =x+x
jeloléseket. Ekkor a 2x kifejezést egyardnt lehet Osszegként is és szozatként is
értelmezni, azonban a kétféle értelmezés bal-disztributivitas miatt ugyanazt az
elemet definidlja. Azt is érdemes megjegyezni, hogy \(2z) = 2(A\z) tetszSleges
A,z € X esetén, ugyanis

A(2z) = Ma + z) = Az + \x = 2(A\x),

igy = helyére 1-et irva kapjuk, hogy a 2 € X elem minden A € X elemmel
kommutal, azaz 2A = A2.

Tegyiik fel, hogy az f : X — Y fliggvény rendelkezik a 1. tulajdonsiggal.
Ekkor az ay fliggvények 2-additivitasa alapjan kapjuk, hogy

ax(2z) = 2ax(z)  (z € X), (5.2)
azonban 1. miatt
ax(z) = f(Az) = f(z) —c(A)  (Az€X), (5.3)
igy és alapjan kapjuk, hogy
S(AQ2)) — f(22) — c(A) = (f(Az) — f(z) — c(N) + (f(Az) — f(x) — c(})).

ax(22) ax(z) ax(z)

(5.4)
Definiédljuk a §, differencia-operatort tetszéleges f : X — Y fliggvény esetén
oo f () = f(22) —2f(z) (v €X)

modon. Az (5.4)-bél rendezéssel kapjuk, hogy f(A(2z)) — 2f(\z) = f(2z) —
2f(z) — ¢(N), azaz

daf(Ax) = d2f(x) — c(N) Az e X). (5.5)
Hajtsuk végre az —ben az x < 1 helyettesitést, igy kapjuk, hogy
G2f(A) = f(2) = f(Q) —c(h) (A€ X). (5.6)

Az (5.6) egyenletben hajtsuk végre a A + z, majd szintén az (5.6)-ben a
X < Az helyettesitést. Igy az alabbi egyenleteket kapjuk

O f () =f(2) = f(1) — c(x),
b2 (Ax) =f(2) = f(1) — c(Ax),

az (5.7)-et az (5.5)-be helyettesitve kapjuk, hogy

(z,) € X) (5.7)

f(2) = f(1) — c(\z) 6o f (\x) Saf(z) — ¢(N)
=f(2) = f(1) —c(x) —c(N)  (\zeX),

Q
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igy a c fliggvény logaritmikus. Az alapjan kapjuk, hogy
72 = £1) —e) B 700 = (£20) - FO)) - £ =
=ax(A\) +¢(2) - f(A) (A€ X),

amibdl rendezéssel kapjuk, hogy

f) = a2(A) +cN) =f2)+ F(1) +¢(2)  (Ae X), (5-8)

d

azaz teljesiil a 2. allitas, tovabba az a., c. allitasok is teljesiilnek.
Tegyiik fel, hogy teljesiil a 2. allitas. Ekkor

Ayf(z) = Axa(z) +1(N) Nz eX), (5.9)

igy elegendd belatni, hogy az ay = Ajxa (A € X) modon definialt fliggvénycsa-
lad 2-additiv. Ez azonban igaz, mivel

d2Axa(z) = d2(a(Ax) — a(x)) = dra(Ax) — d2a(x
= [a(Mz +2)) = (a(Az) + a(A2))] - [ (z

igy az 1. allitas is teljesiil.

Tegyiik fel, hogy 1., vagy 2. teljesiil. Mivel mar kordbban lattuk, hogy
az 1. &llitas teljesiilése maga utan vonja az a. és c. allitasok teljesiilését, igy
elegendd belatni, hogy a b. is teljesiil. Ez azonban igaz, mivel

)=
+1) = (a(z) + a(2))] = 0,

ax(@) + e 2 A (@) B2 Ay (as(@) + (@) + d) =
= Ajyaz(z) 4+ ¢(N) Az e X).

X
5.4 Kovetkezmény Legyen (X;+,-) egy kétmiiveletes algabrai struktira,

ahol +, - binér algebrai miiveletek tigy, hogy a - miivelet egységelemes 1 egy-
ségelemmel, tovabba a szorzas balrél disztributiv az Gsszeadasra nézve, azaz

Mz +2z) =z + Az A\ z,y e X).

Legyen (Y;+) egy Abel-csoport, {ay : X — Y|\ € X} 2-additiv fiiggvények
csaladja gy, hogy ao additiv, ¢ : X — Y egy fiiggvény. Ekkor haaz f : X —Y
egy olyan fiiggvény, amelyre Ay f(z) = ax(x) 4+ ¢(\) minden A\, x € X esetén,
akkor teljesiilnek a kovetkezd allitasok:

1. Az a) fiiggvények additivak minden \ € X esetén.
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2. Létezik a : X — Y additiv fiiggvény, | : X — Y logaritmikus fiiggvény
és d € Y konstans, melyekkel

f(@) =a(z) +l(x)+d  (z€X),
tovabba a = a9 ésl = c.

Bizonyitas. 1. az[5.3] Tétel b. allitdsa alapjan kapjuk, hogy

ax(z +y) 2 Axfas(z +y)] = Axfaz(@) + az(y)] =
= Axaz(z) + Axaa(y) = ax(x) + ax(y) A\, z,y € X).

2. Nyilvanval6. X

5.5 K6vetkezmény Legyen f: R, — R egy olyan mérhetd fiiggvény, amely-
hez létezik egy a : R, — R additiv fiiggvény és egy ¢ : Ry — R fiiggvény gy,
hogy

Axf(z) =a(x) + c(N) Nz eRy).

Ekkor léteznek p, g, d € R konstansok, melyekkel
f(x) =qu+plog(z) +d  (zeRy).

Bizonyitas. Az Kovetkezmény alapjan létezik a : X — Y additiv fiigg-
vény, | : X — Y logaritmikus fiiggvény és d € Y konstans, melyekkel

f(@)=a(z)+1(x)+d (x € X),

tovabba a = ag és | = ¢. Mivel az f fliggvény mérhetd, igy az a(z) = Asf(x) —
¢(2) (x € Ry) fiiggvény mérhetd, de ekkor az [(x) = f(z) —a(x) —d (x € Ry)
fliggvény is mérhetd, igy a bizonyitas teljes. X

A DLSz tétel egységelemes gytrik esetén is érvényes, igy ha egy f: Z+ —
Z fiiggvény olyan, hogy a A, f fiiggvény egy additiv fliiggvény és egy konstans
Osszege, akkor az f fliggvény egy additiv fliggvény, egy logaritmikus fliggvény
és egy konstans Osszege.

Az Olkin-Baker egyenlet megoldasa

A DLSz tétel alkalmazhatosagat az agynevezett Olkin-Baker féle fiiggvény-
egyenlet megoldasaval szemléltetjiik.

Lukacs karakterizalja a gamma-eloszlasokat oly médon, hogy az X és Y
fliggetlen pozitiv és folytonos valészintiségi valtozok pontosan akkor gamma-
eloszlastiak, ha az X +Y és & valoszintiségi valtozok fiiggetlenek [69]. Olkin
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javasolja a gamma-eloszlas karakterizaciojat fliggvényegyenletek segitségével
[73]. A karakterizacioban, ahogy azt a karakterizacios tétel egyértelmien adja
[71], az

F(@)gy) = pla + v)a (z) 2,y € RL),

ugynevezett Olkin-Baker fliggvényegyenlet jatsza a kulcsszerepet, ahol f, g, p,
q : Ry — R mérhets fiiggvények, melyek legfeljebb egy nullmértékid halmazon
veszik fel a 0 értéket.

Ezt az egyenletet Baker oldotta meg el6szor [06], belatva, hogy ekkor

f@)g(@)p(z)g(x) #0  (zeRy)

is teljesiil. Lajké Karoly megmutatta, hogy a fenti fliggvényegyenlet egy-
szertien megoldhato a DLSz-tétel alkalmazasaval ([59]). Az alabbi egyszeri
szamolas mutatja, hogy ezek az eredmények altalanosabb koriilmények kozott
is érvényesek.
5.6 Tétel Legyen T egy rendezett test, Y egy Abel-csoport.

1. Az F, G, P,Q: Ty — Y fiiggvények pontosan akkor megoldasai az

F(2) + Gy) = (w+y>+cz(y) (eyeTy)  @OF)

fliggvényegyenletnek, ha
F(z) = a(z) + li(z) + &
G(z) = a(z) + l2(z) + 2
P(z) = a(z) + i (z) + la(2) + c5 (x €Ty), (5.10)
(

Qz) =1 (ﬁﬂ) —lLz+1)+e

ahol a : T4 — Y additiv fiiggvény, 11, lo : T4 — Y logaritmikus fiiggvé-
nyek, c¢1, co, c3, c4 € Y olyan konstansok, amelyekre ¢y + co = c3 + ¢4.

2. Az F,G, P, Q: Ry — R mérhetd fiiggvények pontosan akkor megoldésai
az

F@)+ G0 =Patn+Q (%) @yer) @)
fiiggvényegyenletnek ha
F(x) = gz + p1log(z) + 1
G(z) = qx + p2log(z) + c2
P(x) = qz + p1log(x) + p2 log(z) + c3
(

Q ZL‘) = log (jﬂx«kl) — P2 log(x =+ 1) + Cyq
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ahol q, p1, p2, c; € Y (i = 1,2, 3,4) konstansok agy, hogy c¢1+c2 = c3+cy.
Bizonyitas.
1. Tegyiik fel, hogy az F, G, P, Q : Ty — Y fiiggvények megoldasai a (0.4)
fliggvényegyenletnek. Ekkor a tetszéleges A € T, esetén a
Py = AP, F\=AF  Gy=A\G
modon definialt fiiggvények megoldasai a

Pz +y) = Fa(2)+Gay)  (z,yeTy) (5.11)

fiiggvényegyenletnek. Ebbol tétel alapjan kapjuk, hogy

Py(z) = ax(@) + di(A) + dz(x)
Fx(z) = ax(@) + di(N) (z,y € T4),
G,\(l‘) = a,\(ac) + dg(/\)

ahol tetsz6leges A € T esetén ay : T4 — Y additiv fiiggvény, di,de : Ty — Y
fiiggvények. Igy a Tétel (DLsz Tétel) alapjan kapjuk, hogy az F,G, P
fiiggvények valoban az (5.10)-ben megadott alakuak.

A fiiggvényegyenletben hajtsuk végre az y < 1 helyettesitést. Igy
kapjuk, hogy

Q)=F(z)—Plz+1)+G(1) =
= [a(z) + h(@) + a] —la(z+ 1) + Lz +1) + (e +1) + es] + [a(1) + e,

azaz teljesiil az 1. allitas.
2. allitas a Kévetkezmény alapjan nyilvanvalo. X



6. A (0.3) (v(£H) + (5 = y(E) + () és a
©O.11) (v(z(y + 1)) +v(y(x + 1)) = y(z(x + 1)) +

Y(y(y +1)))
egyenletek megoldasa

A (0.3) fliggvényegyenlet megoldasa
A (0.3) fliggvényegyenletet az Olkin-Baker egyenletre vezetjiik vissza. Az
eredmény kozos munka Lajko Kérollyal és a [44]-ben publikaltuk.

6.1 Tétel (T. Glavosits, K. Lajké) Legyen T egy rendezett test, Y egy ad-
ditiv Abel-csoport, v : T4 — Y fiiggvény egy megoldasa a

7(m21>+7<y11>=7(le)+7(y;1) (z,y eTy) (0.3)
fiiggvényegyenletnek. Ekkor teljesiilnek a kivetkezdk.
1. AQ,F:T, =Y
{7(1 +z)+ 7 <1 + ;)}

Fa) :% {'y(l+x)7(l+i)]

médon definialt fiiggvények megoldasai az

Qla) =

DO =

({E € T+)7

F(z)+ F(y) =1(z +9) + Q (jj) (z,y € T4)

fiiggvényegyenletnek, ami az additiv médon irt Olkin-Baker egyenlet spe-
cialis esete.

2. Létezik olyan ls : Ty — Y logaritmikus, a : Ty — Y additiv fiiggvény
és c3 € Y konstans, melyekkel

V(@) =a(x) +13(x) +e3 (v €Ty),

tovabba az a additiv fiiggvény rendelkezik az alabbi tulajdonsaggal.
1
a (x + x) =a(2) (x € Ty). (6.1)

3. Haa: Ty — Y egy olyan additiv fliggvény, amely rendelkezik a (6.1
tulajdonsiggal, akkor a azonosan zérus fiiggvény.
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4. Létezik olyan l3 : Ty — Y logaritmikus fiiggvény és c3 € Y konstans,
melyekkel
Wz) =ls(@) +es  (zeTs). (6.2)
A megforditas trivialis médon teljesiil.
5. Haa~v:Ry — R fiiggvény mérhets megoldasa a fiiggvényegyenlet-
nek tetszéleges x,y € R, esetén, akkor léteznek qs,cs € R konstansok,
melyekkel

V(z) = gslog(x) +c3 (z € Ry).
(A megforditas trivialis.)

Bizonyitas.
1. Hajtsuk végre a li egyenletben az = < %, Y % helyettesitést. Igy
kapjuk, hogy

sarn 4 (P2) =g (L4 D) a4y weT. (63)

Cseréljiik meg az x és az y szerepét a ([6.3)-ban, majd az igy kapott egyenletet
adjuk hozza a (6.3)-hoz. Igy kapjuk, hogy

2'y(x+y)=7(l+%) +’y<1+§> +v14+2z)+~v(1+y)—

7(T’Zl> 7<y21> (xeT,). (6.4)

Definidljuk a Q,F : T, — Y filiggvényeket az 1. allitasban latott modon.
Ekkor alapjan kapjuk, hogy teljesiil az 1. allitas.

2. Az allitas az Tétel (additiv Olkin-Baker egyenélet altalanos megoldasat
tartalmazo tétel) kozvetlen kovetkezménye. Egyszertien adodik, hogy ekkor
is teljesiil.

3. A egyenletben végezziik el az x < 2z helyettesitést. Igy kapjuk, hogy

a (Qm + ;ﬂg) —a(2) (zeT,) (6.5)

Adjuk hozza a (6.5) egyenletet sajat magéhoz, igy kapjuk, hogy

a (433 + i) —a(4) (z€T,) (6.6)

Vonjuk ki a egyenletbdl a (6.1) egyenletet, igy kapjuk, hogy tetszéleges
r € Ty esetén a(3z) = a(2), amib6l x < £ helyettesitéssel kapjuk, hogy
a(xz) = a(2). Ekkor azonban

a(2) = a(z) = a (g) +a (g) —a2)+a2) (zeTy),
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igy a(2) = 0, amibél kapjuk, hogy az a(z) = a(2) = 0 tetszbleges x € Ty
esetén.

4. a 3. és a 2. kozvetlen kovetkezménye.

Az 5. allitas abbdl kiévetkezik, hogy a v fliggvény mérhetésége maga utan

vonja a

A= Ayy(z) =~y(Ax) —v(z) (v € R,z € R rogzitett )

moédon definidlt fliggvény mérhetdségét. X

A (0.11)) fliggvényegyenlet megoldasa

A (0.11) egyenlet megoldasa elGszor a [43]-ben szerepel. Pexider valtozata
megtalalhato [45]-ben, ami k6z6s munka Lajko Karollyal. A (0.11) fiiggvény-
egyenletet az (0.13) egyenletre vezetjiik vissza.

6.2 Tétel Legyen T egy rendezett test, Y egy Abel-csoport, v: Ty — Y egy
fiiggvény. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek.

1. A ~ fiiggvény megoldésa a

Y(x(y + 1) +v(y(z +1)) =
=v(@(@+1)+v(yly+1) (r,yeTy) (0.11)

fiiggvényegyenletnek.

2. A ~ fiiggvény megoldasa a (0.12) egyenletnek, azaz

1 1 T (T Y1y
V(=) = (2 (2+1) ) (2(2+1) @yeT.

Ty y \y x \x

3. A ~ fiiggvény megoldasa a (0.13) egyenletnek, azaz

7(w+y)+7(i+;> =

— (@40 (3+3)) 490 @yeT). O

4. Létezik l3 : T — Y logaritmikus fiiggvény, cs € Y konstans, melyekkel

Y(z) =ls(@)+ s (wETy). (6.7)
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Bizonyitas.

1.= 2. Tegyiik fel, hogy a v fiiggvény megoldisa a egyenletnek. A
egyenletben hajtsuk végre az y % helyettesitést, majd az igy kapott
egyenletet adjuk hozza az egyenlethez. Ekkor rendezés utan kapjuk,
hogy

()bl ) o (22 ()
e (4] - (2 (1)

(r,y e Ty). (6.8)

A 1) egyenletben végezziik el az x %, Y — % helyettesitést, majd az igy
kapott egyenletet adjuk hozza a (0.11)) egyenlethez. Igy rendezés utan kapjuk
hogy

27<i+;> +27(x+y)27<‘; <Z+1>) 727(% <%+ ))
o) () () ()
—’VG (;Jrl)) —v(; (iﬂ)) -y +1)) = y(z(z + 1))

(z,y € T1). (6.9)

A (6.8) és a egyenletek alapjan kapjuk, hogy a « fiiggvény megoldasa a
(0.12) egyenletnek.
2.=3. Tegyiik fel, hogy a v fiiggvény megoldasa a (0.12) egyenletnek. A

1) egyenletben végezziik el az y #_y helyettesitést. Igy kapjuk, hogy ~

fliggvény megoldéasa a (0.13)) fliggvényegyenletnek.

3.=4. Tegyiik fel, hogy a ~y fliggvény megoldasa a (0.13)) egyenletnek. A (0.13])
egyenletben hajtsuk végre az x <— 5, y < § helyettesitést. Igy kapjuk, hogy

—_

a4y (1) =v @+ @eT), (6.10)

A (6.10) egyenletben hajtsuk végre az a « %—i—% helyettesitést. Ekkor rendezés
utan kapjuk, hogy

y (i " ;) +7< Aoy ) —y@+a(1)  (@eTy).  (611)

Tty
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A (6.11) egyenletet Gsszevetve a (0.13)) egyenlettel kapjuk, hogy

W)

Ty

7(x+y)—v<4xy) +7(4)—”y(

vy e Ty). 6.12
e @yeTy).  (6.12)

A (6.12) egyenletbdl kapjuk, hogy a v = Ay (A € T4) modon definialt vy
fiiggvény megoldésa a (0.14) fiiggvényegyenletnek, azaz

4zy
TH+y) = z,y € Ty). 0.14!
natn=n(72)  @yet) o)

A (0.14) egyenletben hajtsuk végre az x < z(x+vy), y + y(x+y) helyettesitést.
Igy kapjuk, hogy

W ((z+y)?) =n(zy)  (z,yeTy). (6.13)

A 1} egyenletben hajtsuk végre az x <— 3, y < 4 helyettesitést. Igy kapjuk,

hogy ,
7 ((;y) ) —a(y)  (nyeTy). (6.14)

A valés-valos kornyezetben éppen a Dardczy Zoltan professzor altal
kittizott B. 4456. szamu versenyfeladat. A feladat megoldasa soran alkal-
mazott médszer most nem alkalmazhatd, mivel a négyzetgydk vonés kivezet
T,-bol. Definidljuk az f,g: T, — Y fliggvényeket

T

2
r@=n((3)). s =n@ @ety
moédon. Az f és g fliggvények megoldésai a

fle+y) =glxy) (r,y€Ty) (0.15)

fiiggvényegyenletnek, amib6l a [f.6] Tétel alapjan kapjuk, hogy a g fliggvény -
és igy a ) fiiggvény konstans T-on. Ekkor vy(x) = va(1), azaz

Y(Az) = y(@) +v(A) —v(1).
Ebbdl kapjuk, hogy a v fiiggvény valoban (6.7) alaku,
I3(x) =7(z) —y(1)  (zeTy)

logaritmikus fiiggvénnyel.
4.=1. implikici6 trividlis modon teljesiil. X
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6.3 Kovetkezmény Ha a v : R, — R mérheté megoldasa a
Y@+ 1D))+yy@+1) =@ +1)+wy+1)  (z,yeRy) (O.11)
fiiggvényegyenletnek, akkor léteznek qs, cs € R konstansok, melyekkel
v(z) = gslog(z) + ¢z (z €Ry).

(A megforditas trivialis.)
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7. Kiterjesztési tételek

Bevezetés

A fejezet két f6 részbgsl all. Az elsé részben megadjuk egy korlatozott
Pexider-additiv fliggvényegyenlet altaldnos megoldisat abban az esetben, ami-
kor az additivitas az Ti egy részkipjan teljesiil. A disszertacioban szerepld
egyenletek megoldasahoz csak ezt az eredményt alkalmazzuk, nevezetesen al[7.7]
Tételt, igy minden maés, ebben a fejezetben szerepld eredmény csak kitekintés
jellegi. Szintén a fejezet els6 részében megadjuk a korlatozott Pexider-additiv
fliggvényegyenlet altalanos megoldasat abban az esetben, amikor az additivi-
tas a G2 egy nyilt részhalmazan teljesiil, ahol G = G(+; <) egy archimedeszien
rendezett, egyértelmiien p-oszthaté Abel-csoport, a G-n illetve a G?-en értel-
mezett topologia kozvetleniil a rendezésbdl van szarmaztatva.

A bizonyités soran alkalmazott gondolatmenet analég a M. Kuczma kony-
vében latottakkal [57], azonban vannak lényeges kiilonbségek. Kuczma a kony-
vében egyarant foglalkozik Pexider-additiv, illetve korlatozott additiv fiigg-
vényegyenletekkel, azonban korlatozott Pexider-additiv fiiggvényegyenletekkel
nem foglalkozik. A masik kiilénbég az, hogy Kuczma R bizonyos részhalma-
zait R-be képezd fiiggvényeket vizsgal altalanosabb struktirdkon értelmezett
fliggvények vizsgélatanak igénye nélkiil. Végiil Kuczma az additiv fiiggvények
kiterjesztését Jensen-fiiggvények kiterjesztésére vezeti vissza. Az altalunk al-
kalmazott médszerrel egy additiv fliggvényt egy intervallumrol az egész struk-
tarara terjesztjiik ki Jensen-fiiggvény bevezetése nélkiil.

Kuczma [57] (355. oldal a 13.3 Pexider equations) foglalkozik Pexider-
additiv fiiggvényegyenletekkel, (372. oldal Theorem 13.6.1) megadja a kor-
latozott additiv fliggvényegyenlet megoldasat abban az esetben, amikor az
f: D C RY — R ismeretlen fiiggvény kielégiti az f(z +y) = f(z) + f(y)
fiiggvényegyenletet minden (z,y) € G esetén, ahol G az (RV)? egy Osszefiiggd
nyilt halmaza, D = Dy U Dy U D3, ahol a D; halmazok

Dy = {z c RV |3y e RV : (2,9) € G},
Dy ={y e RY|32 e RY : (2,9) € G},
D3 ={zeRN3(z,y) €CG:2=a+y}

moédon vannak definilva.

Ha G = G(+) egyértelmtien p-oszthato rendezett Abel-csoport, akkor stirt.
Ennek a fejezet masodik részében megmutatjuk, hogy az elsd rész {6 tételei,
nevezetesen a Tétel (1. Kiterjesztési tétel), az Tétel (Unicitas té-
tel) és a Tétel (2. Kiterjesztési tétel) érvényesek maradnak, ha benniik
egyértelmtien p-oszthat6 csoportok helyett stird csoportokat hasznalunk. A ka-
pott tételek Rimén Janos kiterjesztési tétele [74] (1976) altalanositasanak is
tekinthetGek.
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A kiterjesztési tételek torténete megtaldlhat6 Graham és Butler szer-
kesztésében megjelent The Mathematics of Paul Erdés cimi konyv IV. részé-
ben (Geometry) az Aczél Janos és Losonczi Laszlé éltal irt: Extension
of functional Equations c. fejezetben [49]. A kiterjesztési tételek vizsgéalatat
Erdés Pal kezdeményezte. Kezdetben a kutatasok célja az volt, hogy egy
f valos szamok részhalmazéan értelmezett valds értékd fiiggvényhez, melyre
flx +y) = f(x) + f(y) teljesiil minden (x,y) € D C R? esetén a D halmaz
bizonyos tipikus megvalasztasa mellett, 1étezik-e olyan F' R-en értelmezett ad-
ditiv fiiggvény, amely a f kiterjesztése, azaz f(xz) = F(x) minden z € Dy
esetén. Aczél Janos és Erdds Pal 1965-ben megjelent [04] cikkiikben a ki-
terjesztést a D = (D, U {0})? halmazrol végzik el.

Aczél Janos 1966-ban megjelent [0I] konyvében szerepel elGszor a kvazi-
kiterjesztés fogalma. Egy a additiv fliggvényt egy f fliggvény kvézikiterjeszté-
sének neveziink egy I intervellumon, ha I C Dy és f a-t6l csak agy konstans
tagban kiilonbézik I-n.

Daréczy Zoltan és Losonczi Laszlé 1967-ben megjelent [25] cikkiikben
a Kkiterjesztést a D = Ri halmazrol, illetve az origé egy nyilt kdrnyezetérsl
végzik. Ebben a cikkben jelennek meg elszor a D, Dy, Dy, jelolések.

Székelyhidi Laszlé 1972-ben megjelent [83] cikkében altalanositja Da-
roczy Zoltan és Losonczi Laszlo fenti eredményét abban az esetben, amikor
D C R? egy tetszbleges nyilt halmaz, Dy = D, U DyUDgyiy, f:Dy— Regy
olyan fiiggvény, amelyre f(x + y) = f(z) 4+ f(y) minden (z,y) € D esetén.

Riman Janos 1976-ban irt [74] cikkében szerepel el6szor az additiv Pexider-
egyenlet vizsgalata, ahol az additivitas egy D C R? nyilt halmazon teljesiil.

Végiil érdemes megjegyezni, hogy minden archimedeszien rendezett test
- mint additiv csoport egyértelmtien p oszthatd tetszéleges p primszam ese-
tén. Minden egyértelmien p-oszthatd csoport egyuttal strd is, azonban lé-
teznek olyan strtd csoportok, amelyek egy p prim esetén sem egyértelmiien
p-oszthatobak.

A C¢, kuprol

Legyen T egy rendezett test, £, n € TU {400} gy, hogy 0 < £ < n < 4o0.
Definialjuk a C¢, C T% kupot az aldbbi médon.

[ {(my) e Tilgw <y <na}, ha e Ty u{0}, neTy;
Cen =
{(z,y) € T} g <y}, ha n = +oo.
A T? halmaz egy kétdimenzios vektor tér a T test felett a vektormtiveletek

szokasos - kordindténkénti - értelmezése mellett. Azt mondjuk, hogy a nemiires
C C T? halmaz

e konvex, ha Az + (1 — A\)y € C minden z,y € C és A €]0, 1] esetén.
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e kip, ha Az € C' minden A € T4 és z € C esetén.

e konvex kip, ha Az+py € C' minden x,y € C és A\, u > 0 esetén, melyekre
N 4+u2>0.

Ha G egy rendezett csoport, akkor (a,b) a G x G = G? szorzathalmaz egy
elemét, mig Ja,bj= {r € G | a < x < b} a G csopost a kezdSpontu és b
végpontd nyilt intervallumat fogja jelenteni. Szintén fogjuk hasznalni a

S((ﬂ, Y, 5) :]x —&r+ 5[X]y — &Y+ S[C TQ

jelolést négyzetek szdméra, ahol z,y € T, e € T.

A kovetkez6 lemmaban Osszegyiijtjiik a C¢ , néhany tulajdonsagat.
7.1 Lemma Legyen T egy rendezett test, £ € T, U{0}, n € T4 U {+o0} ugy,
hogy 0 < £ < n < 4o0. Ekkor teljesiilnek a kovetkezdk.

1. C¢, egy konvex-kip, igy konvex is és kip is.

2. Minden (z,y) € C¢, esetén létezik ¢ € T gy, hogy S(z,y,e) C C¢,y.

3. Minden (z1,y1), (x2,y2) esetén létezik négyzetek olyan Sy, ..., S, soro-

zata, melyekre

a. SO - S(xlvyla‘g)a Sn = S(any27€)7

b. S;, C C¢, minden k =1,...,n esetén,

c. SpkNSpy1# 0 minden k=1,...,n— 1 esetén.

Bizonyitas. A bizonyitast csak abban az esetben végezziik el, amikor &, n €
T,. A t6Sbbi esetben az éllitdsok analég médon igazolhatbak.

1. Legyenek (z,y), (u,v) € Cep, A, = 0 gy, hogy A2 + u? > 0. Az altala-
nossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy A > 0. Ekkor kapjuk, hogy

(x,y) € Cey = fr<y<nx = Ax < Ay < Az,
(u,v) € Cgy = fu<v<nu = uéu < po < pnu.

Adjuk 6ssze a fenti két egyenletet, igy kapjuk, hogy
Az + pu) < Ay + po <Az + pu),

azaz \N(x,y) + p(u,v) € Cgy.
2. Az 1. alapjén elegendd belatni, hogy létezik ¢ € T tugy, hogy

(x—e,y—¢) € Cey, (x+e,y—e) € Cep,
(x+e,y+e)€Cey, (x—e,y+e) € Cey,
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azaz,
fl—e)<y—e<nlz—¢), ¢&at+e)<y—e<nlz+e),
Elz+e)<y+e<nlx+e), E(x—e)<y+e<nlxz—e).

A fenti egyenl6tlenségek teljesiiléséhez elegendd megvalasztani a € > 0 elemet

ugy, hogy az £(z+¢) < y—e és y+e < n(x —e) egyenlttlenségek teljesiiljenek,

ami ekvivalens az alabbi egyenl6tlenséggel

y—&r nr—y

E+17 n+1 )7

E<min<

3. Legyenek (z1,y1),(22,y2) € Ce,. Ekkor a 2. alapjan léteznek olyan
e € Ty, amellyel S(z1,y1,¢),S(x1,y1,6) C Ce,. Az altalanossag csorbitasa
nélkiil feltehetjiik, hogy 1 < x5. Definidljuk az Sj négyzeteket

—k k —k k
Ski5<n a:1+fx2,n y1+y2,5> (k=0,...,n),
n n n n

ahol n € Z, rogzitett, de egyelére még tetsz6leges konstans. Ekkor az a. és
b. teljesiilnek. Az n € Z, értékét ugy kell megvalasztanunk, hogy a c. is
teljesiiljon. Ehhez elegendd, ha

n—=k k n—k k
T+ —x9 — €, 1+ —x20+€| N
n n n n

n—(k+1 kE+1 n—(k+1 k+1
ﬂ] ( ):E1+ o — &, ( )x1+ To+e| #0,
n n n
ehhez pedig elegendd, ha az
n—(k+1) E+1 n—k k
1 + To —e < r1 + —x2 + €,
n n
egyenl6tlenség teljesiil, amihez elegendd a
270 o (7.1)
n

teljesiilése. A T test arcimedeszi rendezettsége miatt az n € Z, mindig meg-
valaszhato gy, hogy (7.1)) teljestljon. X

Kiterjesztési tételek egyértelmiien p-oszthatd csoportokon

Egy rendezett G = G(+, <) csoportot archimédeszien rendezettnek neve-
ziink, ha minden z,y € G = {g € G|0 < g} elemekhez létezik n € Z, ugy,

hogy
y<nr=z+---+zx.
————

n-tagl 0sszeg
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Legyen G = G(+) egy csoport, p € Z; egy prim. A G csoportot egyér-
telmiien egyértelmien p-oszthaténak nevezziik, ha minden = € G esetén egy-
értelmiien létezik y € G ugy, hogy = = ny. Az egyértelmien 1étezs y elemet %
moédon fogjuk jeldlni.

1. Kiterjesztési Tétel p-oszthaté csoportokon

7.2 Tétel Legyen G = G(+4) egy archimedeszien rendezett egyértelmiien p-
oszthat6 Abel-csoport, Y = Y (+) egy Abel-csoport, € € G+. Ha f :]—2e,2e[—
Y olyan, hogy

fle+y)=fl)+ fly) (z,y€]—ee]). (7.2)
Ekkor teljesiilnek a kovetkezdk.
1. Létezik fy :] — 2pe,2pe[— Y fiiggvény tgy, hogy

a. fi(r+y) = fi(z) + fi(y) minden z,y €] — pe, pe| esetén,
b. fi(z) = f(z) minden z,y €] — 2¢,2¢] esetén.

2. Létezik a : G — Y additiv fiiggvény ugy, hogy f(z) = a(z) minden
x €] — 2¢, 2¢[ esetén.

Bizonyitas.
1.Legyen f olyan, mint a tételben. Ekkor f(pxz) = pf(x) (x G}f%,iD,
amibél kapjuk, hogy

f@=pf (%) wel-a. (73)

Definialjuk az fy :| — 2pe, 2pe[— Y fliggvényt

@ =pf(2) Goel- e (7.4
moédon. Ekkor alapjan kapjuk, hogy
H(@)=fz)  (z€]—-ee]), (7.5)

illetve

fl(x+y>=Pf(x;y> =p(f(§)+f(i>) B

—pf (i) tpf (f)) —h@)+ i) @y —pepeD, (7.6)
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azaz az a. allitast bebizonyitottuk.

Legyen z €] — 2¢,2¢[. Ekkor léteznek u,v €] — ¢, ¢[ ugy, hogy z = u + v.
Ha z €] —¢,¢[, akkor az u = z, v = 0 vélasztas megfelels. Ha z € [g, 2¢[, akkor
a G archimedeszi rendezettsége alapjan kapjuk, hogy létezik k € Z, ugy, hogy
p% < 2e¢ — z. Ekkor

€ €\ .
z=z—€+te= <Z—€+k)+<6—k) =u-+w,
p p

ahol u,v €] —e,e[. A z €] — 2¢,¢] eset az el6z6 esettel analog.

A (7.6), (7.5) és (7.2) alapjan kapjuk, hogy

(7.6);p > 2

fiw) + ) B fu) = f) =

= o) = 12),

f1(z) = fi(u+wv)

igy a b. éallitast is bebizonyitottuk.

2. Az 1. allitas felhasznélasaval k szerinti teljes indukcioval kapjuk, hogy
minden k € Z, esetén létezik egy fi : I =] — 2pFe, 2pFe[— Y fiiggvény ugy,
hogy

a. fi(z+y) = fr(z)+ fr(y) minden (z,y €] — pFe, pFe[) esetén.
b. fi(z) = fr—1(x) minden = € I}, esetén,

(fo = f), ami teljessé teszi a bizonyitast. X

Legyen X egy nemiires halmaz, D C X?2. Ekkor legyenek
D, ={ue X|FveX:(uv)e€ D},
D, ={veX|FueX:(uv)e D},
Dyyy={z€ X|3(u,v) € X : z2=u+v}.

7.3 Tétel Legyen G = G(+) egy rendezett Abel-csoport, Y = Y (+) egy
Abel-csoportok, xg,yo € G, € € G4, tovabba legyen

D =)zg — e, 20+ €[x]yo — &,y0 + €] és D =] —e,e[x] —g,¢].
Haaz f:Dyyy—Y,g: D, =Y, h:D, =Y fiigvények megoldasai a
fle+y)=g(@)+hly)  (v,yeD) (7.7)

Pexider-egyenletnek, akkor létezik f: 5m+y — Y fiiggvény tgy, hogy

flx+y) =f@)+fly) (z.yeD), (7.8)
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tovabba

f(2) = f(z = (x0 +90)) + g9(x0) + h(yo) (2 € Dayy),
g(u) = f(u - o) + g(xo) (u €z —e,0 +¢f), (7.9)

h(v) = f(v —yo) + h(yo) (v €lyo — &, Yo + £[).

Bizonyitas. Definialjuk az f: Dyyy =Y, gﬁ ;| —e,e[—= Y fliggvényeket

F(@) = flwo +y0 +2) — (9(z0) + h(yo))  (x € Dury),
g(x) = g(zo + ) — g(wo) (y €] —¢,e),
() = hiyo + ) — h(yo) (2 €] —e,e)

moédon. Ekkor egyrészt

f(zo +yo) = g(xo) + h(yo),

igy kapjuk, hogy

flety) =3@) +hy) (@€l -ee).
Masrészt
f(@) = Je+0) =G(x) + h(0) = §(0) + h(z) (v €] —e,e]),
amibol §(0) = h(0) = 0 miatt kapjuk az allitast. X

Unicitas Tétel p-oszthatdé csoportokon

7.4 Tétel Legyen G = G(+) egy archimedeszien rendezett Abel-csoport, amely
egyértelmiien p oszthaté valamely p pozitiv egész prim esetén, ¥ = Y (+)
egy Abel-csoport. Legyenek zy € G, ¢ € G4, ¢,c1,¢9 € Y konstansok,
a,ai,az : G —'Y additiv fiiggvények. Ekkor teljesiilnek a kovetkezdk.

1. Ha a(z) = ¢ minden = €] — ¢, €] esetén, akkor ¢ = 0 és a(z) = 0 minden
x € G esetén.

2. Ha a(z) = ¢ minden x €]xg — €,z + €[ esetén, akkor ¢ = 0 és a(z) =0
minden z € G esetén.

3. Ha az f :|xg — e,x0 + €[ fiiggvény olyan, hogy

f@)=a1(z) +

H) = as(x) 4oy F SO EToHED,

akkor ap = ag és C1 = C2.
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Bizonyitas.
1. Létezik u,v €] — ,¢e] ugy, hogy u + v €] — g,e[. Legyen példaul u = Z
v = p%. Ekkor

_pete  (p+1l)e  2pe

2
pe

O<u+v= = < — << — ==
p? p? p? p?

Igy kapjuk, hogy ¢ = a(u 4+ v) = a(u) + a(v) = ¢ + ¢, amibél kapjuk, hogy
¢ =0 ésigy a(z) = 0 minden z €] — ¢, [ esetén.

Legyen x € G tetszlleges. Ekkor a G csoport archimedeszi rendezettsége
alapjan kapjuk, hogy létezik k € Z ugy, hogy % €le, e[. Ekkor

a(z) = p*a (i) =p"0=0,
P

amibdl kapjuk, hogy a(x) = 0 minden z € G esetén.
2. Legyen z €] — ¢, [ tetszbleges.
a(z) = a(xo + z) — a(xg) = ¢ — a(xg).

Ebbdl 1. alapjan kapjuk, hogy ¢ — a(xg) = 0, a(x) = 0 minden z € G esetén,
de ekkor ¢ = 0.
3. A 2. kozvetlen kovetkezménye. X

2. Kiterjesztéi tétel p-oszthat6é csoportokon.

7.5 Tétel Legyen G = G(+) egy archimedeszien rendezett Abel-csoport, amely
egyértelmiien p oszthaté valamely p pozitiv egész prim esetén, Y = Y (+) egy
Abel-csoport. Legyenek xg,yo € G, xo,y0 € G, € € G+

fi]zo +yo — 26,20 + yo + 2e[— Y,

g:xo —e,x0+¢[— Y,

hilyo —e,90 +e[= Y
fiiggvények gy, hogy

flety)=g(x)+nly) (2, € S(xo,y0,¢))- (7.10)
Ekkor egyértelmiien létezik egy a : G — Y additiv fiiggvény és c,d € Y
konstansok tgy, hogy
fl@)=a(z)+c+d (z €]z + yo — 2¢, 20 + yo + 2¢]),
9(y) = aly) +c (y €lzo — €, 20 +£),
h(z) =a(z) +d (2 €]yo — &, 90 + ).
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Bizonyitas. Az allitas aTétel, Tétel (1. Kiterjesztési Tétel p-oszthatod
csoportokon), és a [7.4] Tétel (Unicités Tétel p oszthat6 csoportokon) tételek
alapjan nyilvanval6. X

Alkalmazas (Pexider-additiv fiiggvényegyenlet kapon)

Ha T egy archimedeszien rendezett test, akkor T = T(+) egy olyan ar-
chemedeszien rendezett Abel-csoport, amely minden pozitiv egész p primszam
esetén egyértelmiien p oszthatd, igy az el6z6 rész tételei alkalmazhatoak olyan
korlatozott Pexider-additiv egyenletek altalanos megoldasainak a meghataro-
zésara, ahol az additivitas a T2 valamely részhalmazan teljesiil.

7.6 Tétel Legyen T egy archimedeszien rendezett test, Y = Y (+) egy Abel-
csoport, £ € Ty U{0} n € Ty U{+oo} dgy, hogy E <n. Az f, g, h: T =Y
pontosan akkor megoldésai az

fl+y)=g(x)+hly) (2,9 €Ccy)

fiiggvényegyenletnek, ha

f@) = aw) +c+d
9(2) = afz) + ¢ (zeTy),
h(z) =a(z)+d

ahol a : T — Y additiv fiiggvény, c,d € Y konstansok.

Bizonyitas. A bizonyitas a[7.1] Lemma és a[7.5] Tétel (2. Kiterjesztési tétel)
alapjan nyilvanval6. X

A fenti kiterjesztési tétel alkalmazasat a (0.7) egyenlet megoldasaval szem-
léltetjiik.

7.7 Tétel Legyen T egy archimedeszien rendezett test, Y egy Abel-csoport,
a, B, 7, 0 olyan nemnegativ elemei T-nek, melyekre ad — v # 0. A P, Q,
R: T, — Y fiiggvények pontosan akkor megolddsai a

P((a+7)z+ (B+9)y) = Qlax + By) + R(yz +dy) (v, y € Ty) (0.7

fiiggvényegyenletnek, ha

P(z) =a(z) + c+d,
Q(z) = a(z) + ¢, (reTy), (7.11)
R(z) =a(z)+d

ahol a : T — Y additiv fiiggvény, ¢, d € Y konstansok.



56

Bizonyitas. Legyenek a P, Q, R : T, — Y fiiggvények megoldasai a
fliggvényegyenletnek, ahol az «, 5, v, 6 olyan nemnegativ elemei T-nek, me-
lyekre ad — By # 0.

A egyenletben az alabbi helyettesitést fogjuk alkalmazni.

P((a+ )z + (B+0d)y) = Q(ax + By) + R(yx + 0y),

Su—p u v (7.12)
u— pu v — YU
T —-7+>0 ———>0.
off = By T as
Megmutatjuk, hogy
P(u+v)=Q(u) + R(v) (u,v € C¢ ) (7.13)

teljesiil a £ € T4 U {0} és n € T4 U {+oo} megfelels megvalasztasa esetén.
Mivel ad — By # 0, igy ad — By > 0, vagy ad — By < 0.

1. ad — B~y > 0. Ekkor aw # 0 és § # 0.

a. Ha 3 #0,akkora§ =2, n= % valasztds megfeleld.

b. Ha 3 =0, akkor a { = 2, n = 400 valasztas megfelels.
2. ad — By < 0. Ekkor g # 0 és v # 0.
a. Ha a # 0, akkor a £ = %, n = I vélasztas megfeleld.

b. Ha a =0, akkor a £ = %, n = +oo valasztas megfelels.

A (7.13) egyenlethdl a Tétel alapjan teljesiil az allitas. X

Kiterjesztési tételek archimedeszien rendezett stirti Abel-
csoporton

7.8 Definicié Egy X = X (+; <) rendezett csoportot siiriinek neveziink, ha
minden x,y € X, x < y esetén

lo,y={z € Xz <y <z} #0.

Az |z, y[ halmazt nyilt intervallumnak nevezziik x és y végpontokkal.

7.9 Megjegyzés Legyen X egy rendezett csoport. Ekkor a kivetkezd allita-
sok ekvivalensek:

1. Minden a,b € X, a < b esetén |a, b[# .

2. Minden € € X esetén |0, [ 0.



57

Euklideszi osztas tétele, intervallumok 6sszege

Fontos eszkéz szamunkra Euklidesz tétele. Ez egy legalabb 2300 éves
eredmény, igy nyilvan nem 0j. A bizonyitasat achimedeszien rendezett siri
Abel-csoportok esetére csak a teljesség és hézagmentesség miatt irjuk le. Ez
a tétel része a regularis egyetemi, fGiskolai szamelmélet tananyagnak, eukli-
deszi gytrik, igy példaul Z vagy Rz| esetén [82]. Az eredeti eredmény a
Sztoikheia-ban jelent meg [34] VII konyv, 2. tétel, ahol Euklidesz két pozitiv
egész legnagyobb k6zos osztdjat hatarozza meg iteralt kivonasok segitségével.
A modszer euklideszi algoritmus néven ismert.

A kovetkezs tétel bizonyitasdhoz hasznalni fogjuk az alabbi jelolést. Ha
2z € Zy,y € X akkor zzx jeloli az y + - - - + y z-tagt Osszeget; ha z = 0, akkor
zy =0; ha z € Z_, akkor zy = (—2)(—y).

Hasznalni fogjuk az abszolat érték fogalmét, melyet

|z| = max{z, —x} (x e X)

modon értelmezziik.

7.10 Tétel (Euklidesz) Ha X egy archimedeszien rendezett Abel-csoport,
akkor minden v € X ésy € X, esetén egyértelmiien léteznek olyan n € 7Z és
r € X elemek, amelyekkel

r=ny+r, ahol 0<r<uy.

Bizonyitas. El6szor az egzisztencia részt bizonyitjuk. Megmutatjuk, hogy ha
x € X ésy e X, akkor létezik n € Z amelyre

ny <z < (n+1)y.

Ha z > 0, akkor n = min{n € Z, |z < (n+ 1)y}, r = z — ny megfelels.

Ha x = 0, akkor n = 0, r = 0 megfeleld.

Ha z < 0, akkor, ha létezik olyan z € Z, amelyre zz =y, akkorn =z ésr =10
megfelelek. Ha azonban minden z € Z esetén zx # y, akkor

n=max{n € Z_|ny < z} = —min{(-n) € Zy| —x < (-n)y}, r=z—ny

megfeleld.
Az unicitas rész bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy léteznek nqi,n, € Z,
r1, 7o € X elemek ugy, hogy

r=ny+ry, ahol 0<rm <
1Y 1 1Y (7'14)
ogr

T =ngy + 1o, ahol 2 < Y.
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Nyilvanvald, hogyha ny = ns < r; = ry. Indirekt médon tegyiik fel, hogy
71 # ro. Ekkor |ro —r1| < y. illetve 1 < |ny — ng|. Igy a két egyenletét
egyméshol kivonva, majd mindkét oldal abszolutértékét véve kapjuk, hogy y <
|ny — naly = |re — 1] < y, ami ellentmondés. X

A kovetkez6 tétel szintén nem 1j eredmény, bevezetd analizis kurzusokon
szokott elhangozni abban az esetben, amikor az archimedeszien rendezett strd
Abel-csoport szerepét a valos szamok teste tolti be. A bizonyités itt is csak a
hézagmentességre torekvés miatt szerepel.

7.11 Tétel (Intervallumok Osszege) Legyen X egy rendezett stird Abel-
csoport. Legyenek a,b,c,d € X olyanok, hogy a < b és ¢ < d. Ekkor teljesiilnek
a kovetkezok.

1. Ja,b[+]e,d[Cla+ ¢, b+ d].
2. Ha o, € X, akkor 10, « + 8[C]0, a[+]0, 3].
3. la+ ¢, b+ d[=]a, b[+]c, d].

Bizonyitas.

1. Nyilvanvalo.

2. Az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy a < . Legyen z €
10, + B[. Ekkor két eset van.

a. Ha z €]0,«], akkor X stirtisége miatt létezik y € X ugy, hogy y €]0, z[.
Ekkor azonban

z = (x —y) +y €]0,a[+]0,a[C]0, a[+]0, 5].

b. Ha z €]a, o + 3], akkor  — « €]0, 8[. Az X stirtisége miatt létezik u € X
ugy, hogy u €]0, a[N]0, @ + 8 — z[. Ekkor azonban

r=a+(z—a)=(a—u)+ (r—a+u) €0,a[+]0, [
3. A 2. pont alapjan kapjuk, hogy

la+¢,b+d[=]0,(b—a)+ (d—c)[+{a+c} C
C (]0,b — a[+{a}) + (]0,d — c[+{c}) =]a, b[+]ec, d].

Végiil az 1. és a 3.-bol kovetkezik a tétel allitasa. X

1. Kiterjesztési tétel archimedeszien rendezett stirti Abel-
csoporton
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7.12 Tétel Legyen X egy archimedeszien rendezett siiri Abel-csoport, Y egy
Abel-csoport, f:] — 2¢,2¢[— Y egy olyan fiiggvény, amelyre

flety) =flo)+fly)  (zy€]—ee]). (7.15)

Definidljuk az a : X — Y fiiggvényt
a(z) =nf(yo) + f(r)

modon, ahol yg €]0, e[ tetszolegesen rogzitett, x € X tetszéleges, v = nyg +
valamely n € Z és r € X esetén 1gy, hogy 0 < r < yq. Ekkor teljesiilnek a
kovetketkezd allitasok.

1. a additiv.
2. f(xz) = a(x) minden x €] — ¢, €[ esetén.
3. f(z) = a(z) minden x €] — 2¢, 2¢[ esetén.
Bizonyitas.
1. Az a fliggvény az X csoport stirtisége és a Tétel (Euklideszi osztas

tétele) alapjan korrekt. Legyenek ehhez x,y € X. Az euklideszi maradékos
osztéas segitségével kapjuk, hogy

T =mn1Yo + 71,

0<r <
L (7.16)
y:n2y0+r2, 0 g

r2 < Yo.
Ekkor
T4y = (n1+n2)yo+r1+r2 = (n1 4+ n2)yo + 73, ahol 0 < r3 < 2yp.

Ekkor két eset van.

a. 0 < r3 < yg. Ekkor

a(w+y) = (n +12) f (v0) + £(rs) = (n1 + 1) f(30) + £(r1 +72)
= [n1f(yo) + f(ri)] + [n2f(yo) + f(r2)] = a(z) + a(y).

b. yo < r3 < 2y, azaz 0 < r3 — yo < yo. Ekkor egyrészt
z+y = (n1+n2+1)yo— (r3 + vo), (7.17)
masrészt, mivel r3 — yo €le, € és yo €] — €, ¢, igy

f(r3) = f(rs —yo) + f(yo)- (7.18)
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Igy kapjuk, hogy
a(@+y) = (1 41+ 1)f (o) + f(rs — yo) =
= (n1 +12) £(0) + [F(rs — 50) + F(w0)] T2 (ny + 1) f(3o) + F(rs) =
= (1 +12)F (o) + £ +12) B (1 +n2) F(yo) + F(r1) + f(r2) =
= [maf (o) + F(r1)] + [ f(wo) + F(r1)] = alz) + aly).

2. Legyen x €] — ¢, ¢[. Ekkor euklideszi osztassal kapjuk, hogy léteznek n € Z
és r € X ugy, hogy

rT=nyo+r ahol 0<r<yo.
Ekkor harom eset van.
a. z € [0,¢[. Ekkor

a(x) = nf (o) + 1) B2 flngo) + 1) B2 Flngo +1) = f(2).

b. x €] —¢,0] és nyo €] —,0[. Ekkor az a.-ban latott gondolatmenet alkal-
mazhato.

c. €] —¢,0[ és nyo < —. Ekkor egyrészt
nyo <z < (n+1Lyoy, és (n+1)y €] —e,0],
amibél kapjuk, hogy

(n+1)f(yo) = f((n + )yo). (7.19)

Masrészt (yo — 1) €0,e[, v €]0,¢[, igy f(yo) = f(yo —r) + f(r), de
f(yo —r) = —f(r — yo), amelyekbd! kapjuk, hogy

f(r) = f(r—uyvo)+ f(yo)- (7.20)
Igy kapjuk, hogy

a(@) = nf(yo) + Fr) = nfyo) + F(r —vo) + F(vo)
(7.15))

(n+1)f (o) + £ — o) B2 £((n + o) + £ — o) B
= f(nyo +7) = f(x).
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3. Legyen z €] — 2¢,2¢[. Ekkor a Tétel (Intervallumok Gsszege) alapjan
| — 2e,2¢e[=] — e,e[+] — ¢,¢], igy léteznek u,v €] — ¢,¢[ Ggy, hogy = = u + v.
Ekkor 2. alapjan kapjuk, hogy

@) = fu+v) B2 fu) + £(0) & a(u) + a(v) = a(u +v) = a(2).
X

sp  ss

Unicitas-tétel archimedeszien rendezett stirii Abel-csoporton

7.13 Tétel Legyen X egy archimedeszien rendezett siirii Abel-csoport, Y egy
Abel-csoport. Legyenek xg € G, ¢ € G4; ¢,c1,c0 € Y konstansok, a,a1,as :
G — 'Y additiv fiiggvények. Ekkor teljesiilnek a kévetkezdk.

1. Ha a(xz) = ¢ minden x €] — €, e[ esetén, akkor ¢ = 0 és a(x) = 0 minden
z € G esetén.

2. Ha a(x) = ¢ minden x €]xg — €,z + €[ esetén, akkor ¢ = 0 és a(x) =0
minden x € G esetén.

3. Ha az f :|zg — e,x0 + €[ fiiggvény olyan, hogy

f@)=a1(z) +

H) = as(a) 4oy F IR0 E o+ D,

akkor a1 = as és ¢1 = ca.

Bizonyitas.
1. Legyen u €]0,¢[, v €]0, u[. Ekkor u — v €]0, [, igy

c=au) =alv+ (u—v))=alv)+alu—v)=c+ec,

amibél kapjuk, hogy ¢ =0
Legyen x € X. Ekkor a[7.10, Tétel alapjan kapjuk, hogy létezik n € Z és
r € X ugy, hogy
r=nu+r ahol 0<r <u.

Ekkor
a(x) =na(u) +a(r)=n-04+0=0.

A 2. és 3. allitasok bizonyitasa ugyaniagy torténik, mint ahogy azt tettiik a
[C4 Tétel esetén. X

2. Kiterjesztési tétel archimedeszien rendezett siiri Abel-
csoporton
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7.14 Tétel Legyen X egy archimedeszien rendezett siiri Abel-csoport, Y egy
Abel-csoport, zg,y0 € X, e € X, az

[0+ yo — 26,20 + yo + 2e[— Y,
g:xo —e,x0 +e[— Y,
h:lyo —e,y0 +e[= Y

fiiggvények olyanok, hogy

flx+y)=9(@)+hly)  (z,y € S(@o,y0,¢)). (7.21)

Ekkor egyértelmiien létezik egy a : X — Y additiv fiiggvény és ¢,d € Y
konstansok tgy, hogy

f@)=a(z)+c+d (z €]To + yo — 2&, 70 + yo + 2¢[),
9(y) = aly) +c (y €]zo — &, 70 +€l),
h(z) = a(z) +d (z €lyo —€,90 +€)

Bizonyitas. A bizonyitéas a[7.3] Tétel és a[7.12] Tétel alapjan nyilvanvalo. X

Kiterjesztési tétel archimédeszien rendezett csoport nyilt
részhalmazain.

Legyen X = X(+) egy algebrai struktura + binér algebrai mvelettel,
tovabba legyen D C X?2. Ekkor definialjuk a D,, D,, D,, halmazokat az

alabbi médon
D, ={ueX|FveX:(uv)e D},

D, ={veX[FueX:(uv)e D},
Dyry ={z€ X|3(u,v) € X : z=u+v}.

7.15 Jeldlés Legyen X = X (+) egy rendezett csoport, Z € {X, X?}. Defini-
aljuk a B(x,e) C Z halmazt

B(x,e);{]x_€’$+€[’ hax € X;

Jv1 —e,21 +e[x]re — e, 10 +¢], hax e X? ésx = (21,72)

modon tetszdleges x € Z és e € X esetén.

7.16 Definicié Legyen X = X(+) egy rendezett csoport, Z € {X, X?}, D C
Z.
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o Egy xg € Z elemet a D halmaz belsé pontjanak neveziink, ha létezik
e € X 1ugy, hogy B(xg,e) C D.

e A D halmazt nyiltnak neveziink, ha minden pontja belsé pont.

e Egy D C Z halmazt Osszefiiggének neveziink, ha minden x,y € D
esetén létezik B; = B(x;,¢;) (i =0,1,...,n) véges sorozat gy, hogy

1. B; C D mindeni=0,1,...,n esetén.
2. x € By, y € B,.
3. Bi,]_ n B,L 75 Q) minden i = 1, o, n esetén.

e A D C Z nemiires nyilt halmaz egy C C D részhalmazat a D halmaz
egy komponensének nevezziik, ha C a D-nek egy tartalmazasra nézve
maximaélis nyilt dsszefiiggd részhalmaza.

7.17 Tétel Legyen X = X (+) egy rendezett csoport, Z € {X, X%} és D C Z
egy nemiires nyilt halmaz.

1. D a komponenseinek a diszjunkt iinioja.

2. Ha Z szeperabilis, azaz van megszamlalhato siird részhalmaza, példaul X
archimédeszien rendezett Abel-csoport, amely egyértelmiien p-oszthaté
valamely p pozitiv egész prim esetén, akkor D-nek megszamlalhaté kom-
ponense van.

Bizonyitas.
1. Legyen Z és D olyanok, mint a tételben. Mivel D C Z nemiires nyilt.
Definialjuk a B halmazcsaladot

B={B C D|B=B(z,¢),zr € D,ec€ X;} ={Byla€l}

moédon.

Definidlunk a B halmazon egy ~-mal jeldlt ekvivalenciarelaciot az aldbbi
modon. B, ~ Bg akkor és csakis akkor, ha létezik B,, (i =0,1,...,n) véges
sorozat ugy, hogy

a. By, = Ba, Ba, = Bg.
b. B,, , N B,, # () minden i =1,2,...,n esetén.

Ennek az ekvivalencia relaciénak a hatasara az B halmaz ekvivalencia-osztalyokra
esik szét. Az egy ekvivalencia-osztalyba tartozo B, halmazok tnidi lesznek a
D halmaz komponensei.

2. Legyen Y az Z egy megszamlalhato stird részhalmaza, és legyen B C Z
egy nemiires nyilt halmaz {D,}oer komponensekkel. Ekkor minden « € T'
esetén létezik egy B, = B(Za,eq) C D, halmaz. Ekkor, ha a # 3, akkor
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B,NBg = 0. Mivel Y stiri X-ben, ezért minden B,-hoz létezik egy y, € Y ugy,
hogy yo € Ba. Igy a {Ba}aer halmazcsaladot injektiv moédon beleképeztiik
az Y halmazba, ami mutatja az allitas teljesiilését.

Most megmutatjuk, hogy ha X archimédeszien rendezett Abel-csoport,
amely egyértelmtien p-oszthaté valamely p pozitiv egész prim esetén, akkor
X2-nek van megszamlalhato siir részhalmaza. Legyen ehhez (zo,y) € X2 és

m n

Y = {(rxo,sy0)|r =—,8=—, aholm,n € Z;k,l € Z, U{O}}.
p p

Ekkor Y egy megszamlalhaté stirti részhalmaza X2-nek. X

3. Kiterjesztési tétel archimedeszien rendezett siirii Abel-
csoporton

7.18 Tétel Legyen X egy archimédeszien rendezett siirii Abel-csoport, D C
X2 egy nyilt halmaz {D,|a € T'} komponensekkel, Y egy Abel-csoport. Le-
gyvenek f: Dy —Y,g: Dy =Y, h: D, =Y fiiggvények.

1. Ha az f, g, h fiiggvények megoldasai a

fle+y) =g(@)+hly)  ((z,y) €D) (7.22)

fiiggvényegyenletnek akkor léteznek ay : X — Y additiv fiiggvények és
¢y, dy € Y konstansok, melyekkel

[(2) = aa(2) + ca +dq (z € (Da)z+y),
g(u) = an(u) + cq (u € (Da)z), (7.23)
h(v) = aq(v) + dq (v € (Da)y)

Tovabba, ha «, 8 € T dgy, hogy « # 3, akkor teljesiilnek a kivetkezdk.
a. Ha (Do)yty N (Dg)agty # 0, akkor ao = ag 6s ¢ + do = co + dg.
b. Ha (D,), N (Dg), # 0, akkor a, = ag és cq = cp.

c. Ha (D,), N (Dg)y # 0, akkor a, = ag do = dg.

2. Ha ay : X — Y additiv fiiggvények és cy,dy € Y konstansok gy, hogy
a., b. és c. teljesiil, az f, g, h fiiggvényeket (7.23) szerint definialjuk,

akkor teljestil (7.22).

Bizonyitas.

1. Az allitas az Tétel és az Tétel alapjan teljesiil.

2. Rogritett o € T esetén f(z +y) = g(z) + h(y) minden (z,y) € D,. Az f,
g, h fiiggvények joldefinidltsagit az a., b. és c. teljesiilése garantalja. X
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G=(-341,0) H = (0,26, Dxl= (0.59 J=(341,0)

) 3 r 4 0 1 3 4

7.19 Példa Ebben a példiban X és'Y szerepét egyarant R = R(+) tolti be.
1. Legyen D C R? Dy, D, komponensekkel, ahol

Dy = {(z,y) € R?|(x +1)* + (y+1)* < 1},
Dy = {(z,y) € R*|(z —1)* + (y — 1)* < 2}.

Ekkor kapjuk, hogy



tovabba

(D1)aty =] =2 = V2, -2+ V2],
(Da)ary =]2 — V2,2 + V2.
Igy az f(x +y) = g(x) + h(y) ((z,y) € D) fiiggvényegyenlet altalanos
megoldasa
a1(z) +c1+ca,  haz € (Dy)pry =12 — V2, -2+ V2];
as(z) +dy +da, ha € (Dy)yry =2 — V2,2 +V2[;
[ ai(u)+ec, haue (D), =]—2,0[;
(v)
(

+di, hawuée (D), ]0,2[;

)
[ ai(v)+c2, have (Ki),=]—2,0];
he = (K2)y =10,2];

agv)-i-dg, hav e Kgy

ahol az ay, as : R — R fiiggvények tetszdleges additiv fiiggvények, a cq,
ca, di, do € R tetszéleges konstansok.

. Legyen D C R? Dy, Dy komponensekkel, ahol

Dy ={(z,y) € R*|(x +1)* + (y — 1)* < 1},

Dy = {(z,y) € R®*|(x = 1)* + (y +1)* < 2}.

Ekkor kapjuk, hogy

(Dl)x :] - 2’ 0[7 (Dl)y :]0’ 2[7
(D)2 =10,2[,  (D2)y =] =2,0],
tovabba
(Dl)w+y = <D2)w+y :] - \/i +\/§[
Igy az f(x 4+ y) = g(x) + h(y) ((z,y) € D) fiiggvényegyenlet altalanos
megoldasa
f(z)= a(z) +c1+co, haze (Dl)w-i-y = (D2)w+y :] - \/57"1'\6[3

[ a(u)+ec, haue (D), =]—2,0[;
g(“)_{ (u)+di, haue (Ds)y=]0,2[;
(v) 0,2[;

( ) _2,0[;

-
=

ahol a :— R egy tetszbleges additiv fiiggvény, a c1 ,co, di, do € R
konstansok pedig olyanok, hogy c1 + co = dy + da.

)
h(v) = a(v) +c2, hawve (Dq)y
| a(v)+ds, have (D),
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8. A (0.6) (g(z(y+1))+ flx) = gyl + 1)) + f(y))

egyenlet és a

(0.10) (Gi(zy + ) + Fi(y) = Ga(z + y) + Fa(zy))
Davidson egyenlet

A egyenlet megoldasa

Az egyenletet a gA (nzy+2)+gu(ry+y) = gu(Ary+y) +9x(zy+
x)) egyenletre, ez utobbit a (0.9) (g2 (2zy+x)+g2(zy+y) = g2 (2xy+y)+g2(xy+
y)) egyenletre vezetjiik vissza. Bar ez utobbi egyenlet altalanos megoldasat
nem ismerjiik, csak az eredeti egyenletetbsl szarmazo mellékfeltételek
felhasznalasaval tudjuk megoldani. Ebben a fejezetben is hasznalni fogjuk a
Ay operatort, ami tetszéleges f: T, — Y fliggvényhez a

Axflx) = f(Az) = f(z)  (zeTy)

moédon definiélt fliggvényt rendeli tetszéleges A € T esetén.

8.1 Tétel Legyen T egy archimedeszien rendezett test, Y egy Abel-csoport.
Tekintsiik a

g(x(y+1))+ f(x) =g(ylz+ 1)+ fly)  (z,ye€Ty) (0.6)

fiiggvényegyenletet g, f : T — Y ismeretlen fiiggvényekkel. Ekkor teljesiilnek
a kovetkezo allitasok

1. Haag, f: T, =Y fiiggvények megoldasai a egyenletnek, és a gy,
g, fiiggvényeket

Iy=DBxg Gu=DBug
moédon definidljuk tetszéleges A\, u € Ty \ {1} esetén, akkor a kapott
fiiggvények kielégitik a

ga(pry + ) + gulzy +y) =
=gu(Ary+y) +ga(zy+2)  (z,yeTy) (08)
egyenletet. EbbSl A = p = 2 specialis esetben kapjuk a
92(2zy + ) + g2(zy + y) =
=gQ2zy+y) +gp(y+z) (r,yeTy) (0.9

egyenletet.
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2. Tegyiik fel, hogy a {ga}act,\{1} €8y olyan tetszdleges fiiggvénysereg,

amely megoldésa a fiiggvényegyenlet-rendszernek. Ekkor ha létezik
olyan A € T, \ {1}, amelyre

p(z) =ax(z)+en (2 eTy), (8.1)

aholay : T — Y additiv fiiggvény és c\ € Y konstans, akkor a {ga}aet,\{1}
fiiggvénysereg minden tagja (8.1]) alaki, tovabba ekkor ay = Ajyas min-
den A € T, esetén.

. Ha a (g, f) par megoldésa a egyenletnek, akkor a go = Asg médon

definialt fiiggvény megoldasa a

x(szflly—’—l) 41
o (o (TR L) (s (e 1)) -

w4+ 1 z4+1

2w+1
y(erlx—l—l) x(y+1)
- N A AU S
921 # z+1 + +92<w< wil T ))

(x,y,z,weTy) (8.2)

fliggvényegyenletnek.

. A g9 fiiggvény megoldasa a és a egyenleteknek, akkor megol-

dasa a

92(22 + w) + g2 (2 + w) =
= 922z + w) + g2(2 + 9w) (z,weTy) (8.3)

egyenletnek is.

. Ha a go fiiggvény megoldasa a ésa egyenleteknek, akkor létezik

a: Ty — Y additiv fiiggvény és ¢ € Y konstans, melyekkel

Asge(z) = a(z) + ¢ (x € Ty).

. Ha a g9 egy olyan fiiggvény, amely megoldasa a egyenleteknek, to-

vabba létezik a : T4 — Y additiv fiiggvény és ¢ € Y konstans, melyekkel
Asge(z) = a(z) + ¢ (z € Ty), akkor ¢ = 0, tovabba létezik co € Y
konstans, melyekkel

g2(z) = az(x) +c2 (v €Ty),

ahol as = a.
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7. Ha a g, f fiiggvények megoldasai a egyenletnek, akkor

9(z) = a(z) + l(2) + c1,

f(@) = —a(z)+1s (xf—l) ¥ e (z € Ty) (8.4)

alakiak, ahol a : T — Y additiv fiiggvény, lo : T, — Y logaritmikus
fiiggvény, c1, co € Y konstansok. A megforditas szintén teljesiil.

8 Haag, f:R; — R fiiggvények mérhets megoldasai a
gla(y + 1))+ fl2) =gy + 1))+ fly)  (@yeRy)  ([©O6)
fiiggvényegyenletnek, akkor a
9(x) = px + g2 log(x) + c1,

R
f(x) = —px + q2log <f£1> + ¢y (=eR)

(8.5)

alakiiak, ahol p, g2, c1, co € R konstansok. A megforditas szintén telje-
sil.

Bizonyitas.

1. A bizonyitéas soran tetszoleges A € T, esetén hasznalni fogjuk a A%, Af
differencia operatorokat, amely tetszéleges f : '11‘2+ — Y fliggvényhez az aldbbi
modon definialt A f, AYf: 'H‘%r — Y fiiggvényeket rendeli

g)ﬁ\f(x7y) = f()‘may) - f(xay)v
Azf(x,y) = f(x,uy) - f(x’y)

Tegyiik fel, hogy az f,g: T, — Y fiiggvények megoldasai a egyenletnek
és legyenek A, u € T4 \ {1} tetszblegesen rogzitett elemek. Ekkor kapjuk, hogy

ALASg(ey +x) + AJAXf(x) = ALASg(zy +y) + ALASS(y)  (2,y € Ty),

(xaya A,M € T-i—)

amibdl egyszert szamolassal kapjuk, hogy a g, g, fliggvények valéban megol-

dasai a egyenletnek.
2. Legyenek X, p € Ty \ {1} olyanok, hogy a gx, g, fiiggvények megoldéasai

a egyenletnek, tovabba a g, fiiggvény a (8.1)-ben megadott alaku (azaz
egy additiv fiiggvény és egy konstans Osszege). Ekkor kapjuk, hogy

A(pry + ) +gu(zy +y) =
N————
ax(pry)+ax(z)+ex
=g.(Azy+y)+ ogr(zy +2) (z,y € Ty). (8.6)
—_—

ax(zy)+tax(z)+ex
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A 1@} egyenletbdl x + % helyettesitéssel kapjuk, hogy

ax(ux) + gu(z+y) = gu( Az +y) + ax(z) (z,y € T,). (8.7)
Ekkor két esetet kell vizsgalnunk.
a. Legyen A > 1¢és 0 < pu < 1. Ekkor (8.7) alapjan kapjuk, hogy

gu(x +9) = guAz +y) +ax((1 —p)z)  (z,y € Ty). (8.8)

Definialjuk a H : T4 — Y fiiggvényt

H(z) = —ay <}\:l;x) (z €Ty)

modon. Igy kapjuk, hogy
gun(Ar +y) = gu(z+y) + H(A-1z)  (z,y € Ty),

amibdl a [7.7 Tétel alapjan kapjuk, hogy a g, figgvény egy additiv
fliggvény és Gsszege.

b. Legyen 0 < A < 1 és p > 1. Ekkor (8.7) alapjan kapjuk, hogy

ax((p—12) +gu(z+y) =gu.(Ax+y)  (z,y € Ty). (8.9)

Definialjuk a H : T4 — Y fiiggvényt

H(z) = —ay (/f:)l\x) (@eT,).

moédon. Igy kapjuk, hogy

gu(r+y) = H(1 = Nz) + 9,Az +y)  (z,y € Ty),

amibdl a [7.7 Tétel alapjan kapjuk, hogy a g, figgvény egy additiv
fliggvény és egy konstans Gsszege.

Végiil tegyiik fel, hogy valamelyik, igy mindegyik g, fiiggvény (8.1) alaku,
azaz egy additiv fiiggvény és egy konstans Osszege. A egyenletben irjunk
 helyére 2-6t. Igy kapjuk, hogy

922y + 1) + ga(zy +y) = go(Azy +y) + gr(zy + ) (z,y € Ty).

Felhasznélva (8.1)-et kapjuk, hogy ax(zy) = az(Axy) — az(xy) minden z,y €
T, esetén, amibdl az z < % helyettesitéssel éppen a bizonyitando ay = Ajas
Osszefiiggeést kapjuk.
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3. A (0.6) egyenletben végezziik el az x < z, y + z helyettesitést. Igy kapjuk,

hogy
9(z(x+ 1))+ f(z) = g(z(z+ 1)) + f(z) (2,2 €Ty).

A kapott egyenletben a z viltozora alkalmazzuk a A, differencia operatort.
Ekkor kapjuk, hogy

g2(z(x +1)) = g(z(22 + 1)) — g(x(z + 1)) —fa(z)  (z,2€Ty).
A kapott egyenletben végezziik el az x < 75 ‘1 helyettesitést. Igy kapjuk, hogy

w(=(F5+1)) - g(x?j5>—ﬂw—ﬁﬂd=
=Awgle) - folz)  (r.z€T.). (810)

A (8.10) egyenletbdl kapjuk az

Azarrg(x) = g2 (W (H + )) +aw) (z,weTy),

Assirg(e) = g (z (Zil N 1)) iy | @ET)

(8.11)

egyenleteket.
A 1) megfelels egyenletben rendre elvégezve az x <+ x(Qszlly + 1),

rylr+1), v+ y(2tle + 1), 2 + x(y + 1) helyettesitéseket, kapjuk, hogy

w+1
2241
2641 (ZZ+1y+1)+1 + fa(w)
| — = w w
9% z+1y g2 w1 2 )
B y(z+1)
gzzz_:rll( (IZ’+1))— 2(2 (Z—i—1+1 +f2(2),
2w+ 1 y(w+1x+1)
2241 1)) = —= +1
e (y(erlyﬂJr >> 17 z+1 - + e,

s oty 1) = e (w0 (D 41)) 4 )

(8.12)
A (0.8) egyenletben végerziik el a X 225l yy « 224 helyettesitést. Ekkor
kapjuk, hogy

2z+1
g2wt1 (x( y—i—l)) + g2z (ylx+1)) =

w1 z+1

2w +1
= g2z (y ( I + 1)) + g2un (x(y+1) (x,y,2,weTy). (8.13)
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A (8.13) és a (8.12) egyiitt éppen a (8.2) egyenletet eredményezik.
4. A (8.2)-ban végezziik el az x < w+ 1, y < z+ 1 helyettesitést. Igy kapjuk,

hogy
g2(w(22 + 3)) + g2(2(w + 3)) = ga2(220 +3)) + 2(w(z +3)) (2w € Ty).

z

A kapott egyenletben végezziik el a w < 3w, z < 3 helyettesitést, amibdl
kapjuk, hogy

g2(w(22 +9)) + g2(z(w+ 1)) = g2 (22w + 1)) + g2(w(z + 9)) (z,w € Ty).
A kapott egyenletbdl a egyenletet is felhasznalva kapjuk, hogy

g2(w(22 +9)) = g2 (22w + 1)) — g2(2(w + 1)) +g2(w(z +9))  (,w € Ty),

g2 (w(2241))— g2 (w(2+1))

azaz

922wz + 9w)+go(wz + w) = g2 (2wz + w) + go(wz + Jw) (z,w e Ty).

A kapott egyenletben végrehajtva a z < = helyettesitést éppen a bizonyitand6
(8.3) egyenletet kapjuk.

5. Végezziik el a egyenletben a z < 9w, w ¢ 2z helyettesitést. Igy
kapjuk, hogy

92(18(z + w)) + ¢g2(22 + Yw) =
= g2(2(z + 9w)) + g2(9(22 + w)) (z,w e Ty). (8.14)

Vonjuk ki a (8.14) egyenletbdl a (8.3) egyenletet. Ekkor az alabbi egyenletet
kapjuk:

[92(18(2 4+ w)) — g2 (2 + w)] = [92(2(z + Iw)) — g2(z + Jw)] +

A1gga(z+w) Azgz(2+9w)
+[92(9(2z + w)) — g2(22 + w)] (z,we T4). (8.15)
Agga(2z+w)

Definialjuk az F, H : T, — Y fiiggvényeket

F(z) = Aisgs <117m> . H(z) = Aggs (;m) (z €Ty)

modon. Ekkor (8.15)) alapjan kapjuk, hogy

F(17z + 17Tw) = Agga(z + 9w) + H(16z + 8w) (z,w e Ty),
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amibdl a Tétel alapjan kapjuk az allitast.

6. A egyenletben alkalmazzuk a A, differencia-operatort az x valtozoéra
és alkalmazzuk az 5. allitast mely szerint Aggs(x) = a(x) + ¢ minden = € T4
esetén, ahol a additiv fiiggvény, ¢ € Y konstans. Igy kapjuk, hogy

Aogs(2xy + ) +92(27y +y) — ga(zy +y) =
= g2(dzy +y) — 92(2xy +y) + Dogo(xy +x) (x5 € T4).
amibél atrendezéssel kapjuk, hogy
(292 + a)2zy +y) = (g2 + a)(@y +y) + g2(day +y)  (z,y € T4).
A kapott fiiggvényegyenletben végezziik el az x < 5 helyettesitést és definial-

juk az F,G : T, — Y filiggvényeket

. 1 ) 1
F@) = o) (30). 60 =m+a(5e) @eTy
moédon. Ekkor kapjuk, hogy

F(6z +3y) = G2z + 2y) + g2(4z + y) (x,y € T4).

A kapott egyenletre alkalmazva a[7.7] Tételt kapjuk az allitast.
7. Az 1., 2., 3., 4., 5., 6. allitasok alapjan kapjuk, hogy minden A € T,
esetén létezik ay : T4 — Y additiv fliggvény és ¢y € Y konstans, melyekkel

Axg(z) =ax(z) +ex  (z€Ty).

Ebbél az Tétel (DLSz tétel) alapjan kapjuk, hogy létezik a : T, — Y
additiv, lo : T4 — Y logaritmikus fiiggvény és co € Y konstans melyekkel

g(x) = a(z) + l2(z) + 1 (x € Ty). (8.16)

Végezziik el a egyenletben az y < 1 helyettesitést, majd fejezziik ki f-et
g-vel. Igy kapjuk, hogy

f@)=g(x+1)—g2x)+f(1)  (zeTy). (8.17)

A és a egyenletbdl kapjuk, hogy hogy az f is a —ban megadott
alakd ¢ = a(1) —12(2) + f(1) konstanssal.

8. Ha a g fliggvény mérhets, akkor a Asg és a g—Asg fliiggvények is mérhetGek,
amibdl mar kovetkezik az allitas. X
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A Davison-egyenlet visszavezetése a egyenletre

A (Gi(zy+z)+ Fi(y) = Go(z+y)+ Fa(xy)) egyenlet tanulmanyoza-
sat (pontosabban annak egyetlen ismeretlen fliggvényt tartalmazé valtozatat)
T. M. K. Davison javasolta 1979-ben a 17-dik ISFE (Oberwolfach) konfe-
rencian [31], abban az altalanos esetben, amikor az ismeretlen fiiggvény egy K
(kommutativ) testen van értelmezve, és egy kommutativ testbe képez, a fligg-
vényegyenlet minden z,y € K esetén teljesiil. Ezen a konferencian [08] W.
Benz megadta a fliggvényegyenlet folytonos megoldasait (valos-valos esetben)
- bebizonyitva, hogy a folytonos megoldisok elGdllnak egy additiv fiiggvény
és egy konstans Osszegeként. Ezt kovetGen majdnem 20 éven keresztiil nem
sziiletett 1j eredmény.

Lajké Karoly megmutatta, hogy az egy ismeretlen fliggvényt tartalmazo
Davison-egyenlet R-en visszavezethets az

fle+y—ay)+ flzy) = f(x) + fly)  (v,y €R) (8.18)

Hosszu egyenletre (f : R — R ismeretlen fiiggvénnyel), amelyet Hossza Mik-
16s ismertetett elGszor az International Symposium on Functional equation
Zakopane (Lengyelorszig), 1967. oktober konferencidn [52]. Az egyen-
letet elszor D. Blanusa [10], illetve Daréczy Zoltan [22], [21I] oldottak meg
kézel egy id6ben. Az egyenlettel kapcsolatban megjelentek még az alabbi cik-
kek: Swiatak [R0]. T. M. K. Davison [28], megmutatta, hogy a
egyenletnek f : T — Y ismeretlen fiiggvénnyel, ahol T egy legalabb 5-elemd
test, Y egy Abel-csoport, csak olyan megoldasai vannak, amelyek elgallnak
egy additiv fliggvény és egy konstans 6sszegeként. Megemlitem még T. M. K.
Davison és Redlin [32] cikkeét.

A Hosszu-féle fiiggvényegyenlet, annak Pexider, illetve altaldnositott val-
tozatai azéta is sokat kutatott teriilete a fiiggvényegyenletek elméletének [29],
[30], [37], [36], [48], [58],[78], [79], []0], [63]-

Kuczma konyvében ([57] 374. oldal, Theorem 13.7.1) a Hosszu-egyenlet
megoldasat a Hosszt-ciklus alkalmazasaval ismerteti.

Lajké Karoly megadta az egy ismeretlen fiiggvényt tartalmazé Davison-
egyenlet altalanos megoldasat abban az esetben, amikor az ismeretlen f : K —
Y fliggvény teljesiti az egy ismeretlen fiiggvényt tartalmazo Davison-egyenletet
tetszoleges x,y € K esetén, ahol K egy legalabb 5-elemii test, Y egy Abel-
csoport [60].

A Davison-egyenlet Pexider véltozatanak R, feletti megoldasa R. Gir-
gensohn és K. Lajko nevéhez fiz6dik [47].

Most megmutatjuk, hogy a Davison egyenlet visszavezethets a (g(z(y+
1))+ f(x) = g(y(z + 1)) + f(y)) egyenletre tetszsleges x,y € T, esetén, ahol
T egy archimedeszien rendezett test. A megoldas soran felhasznaljuk a
(f(z+y) = g(zy)) egyenletet is.
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8.2 Tétel A G;, F;: Ty =Y (i =1,2) fiiggvények pontosan akkor megolda-
sai a

Gi(zy+z)+ Fi(y) = Go(x +y) + Fa(zy) (2,9 € Ty), (-10)
fiiggvényegyenletnek, ha
Gi(z) =alz) +1l(z)+
Ga(x) = a(x) + o
z zeTy),
Fl(x):a(x)+l ({E—l—]_) —|—(33 ( +)

Fr(x) = a(z) +1(x) + ¢4

ahola: T — Y additiv fiiggvény, | : T — Y logaritmikus fiiggvény, c1, ca, c3,
c4 €'Y olyan konstansok, amelyekre ci + c3 = co + ¢4.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a G;, F; : T4 — Y filiggvények megoldésai a
Davison-egyenletnek tetszoleges z,y € T4 esetén. Ekkor

Gi(zy+x)+Fi(y) = Ga(z+y)+ Fo(vy) = Gi(zy+y)+ Fi(z)  (v,y € Ty).
Igy a (G1, —Fy) fiiggvények megoldasai a
gx(y+1)+ f(x) =g(y(z+ 1)) + fly)  (v,ye€Ty) (0-6)

egyenletnek. Igy a Tétel alapjan kapjuk, hogy létezik a : T — Y additiv,
l1 : Ty = Y logaritmikus fiiggvény és c1, ¢ € y konstansok ugy, hogy

Gi(z) =alx) + 11 (2) + 1

Fi(z) =a(z) +1 (xm—f—l) + c3 (z € Ty). (8.19)

A és a egyenletekbdl kapjuk, hogy
(Ge—a)(z+y)=(—Fa+a+)(zy)+c1+cs (z,y € Ty).
Definialjuk az f,g: Ty — Y fiiggvényeket
f(z) = (G2 — a)(z)
9(z) = (—F2+a)(z)+c1+cs
modon. Ekkor az f, g fliggvények megoldasai a
flet+y)=glxy)  (z,yeTy) (015)
egyenletnek, amib6l a[f.6] Tétel alapjan kapjuk, hogy létezik co € Y ugy, hogy
(Ge—a)(z)=(—Fr+a+1)(z)+ec1+c3=co (x € Ty),

(x € Ty)

igy —cq = ca — (1 + ¢3) valasztéssal éppen a bizonyitandoé éllitast kapjuk. X
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(0.5) (Gi(z(y+1))+ Fi(z) = Ga(y(x +

egyenletek megoldasa

Ebben a fejezetben, a korabbi fejezetek eredményei alapjan megadjuk a (0.1)
és a fiiggvényegyenletek megoldasat. Mindkét egyenlet megoldasa (valos-
valés kornyezetben) megtalalhat6é az [43] OTDK dolgozatomban. A
egyenlet megoldasa (altalanos esetben) kozos munka Lajké Karollyal [44].

9.1 Tétel (T. Glavosits, K. Lajko) Megadjuk a (0.1) egyenlet altaldnos,
illetve mérheté megoldasat.

1. Legyen T egy rendezett test, Y egy egyértelmiien 2-oszthaté Abel-csoport.
AG;, F;: Ty =Y (i =1,2) fiiggvények pontosan akkor megoldésai a

6 () 4R =6 () 4R @yem) @3

fiiggvényegyenletnek, ha
Gl((E) = ll(l') + 12(517 + ].) + lg(l') + dl,

Fu(2) = h(@(@+ 1) + (@) — Iy ($I1> tdy,
GQ(Z‘) = ll(.’lf) + lg(l‘ + 1) — lg(.’l?) + ds,
Fy(z) = li(z(z + 1) + lo(z) + 13 <”“"11> +dy

alakuak tetszdleges x € T, esetén, ahol l; : Ty =Y (i = 1,2,3) lo-
garitmikus fiiggvények, d; € Y (j = 1,2,3,4) konstansok gy, hogy
dy +do = ds + dy.

2. A G, F, : Ry —» R (i = 1,2) fiiggvények pontosan akkor mérhetd
megoldasai a

6 () +hw =6 (Y ) 1 R6) @yeRr) @D

fiiggvényegyenletnek, ha

G1(x) = p1log(x) + p2log(x + 1) + pslog(z) + d1,

r+1
Fi(x) = p1log(z(x + 1)) + palog(z) — ps log <x> + da,
Ga(x) = p1log(x) + p2log(x + 1) — pslog(z) + ds,

r+1
Fy(x) = pylog(x(z + 1)) + palog(z) + ps log (x) +dy
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alakuak tetszéleges © € Ry esetén, ahol p; € R (i = 1,2,3); d; € R
(j =1,2,3,4) konstansok tgy, hogy dy + dy = d3 + d4.
Bizonyitas.
1. Tegyiik fel, hogy a A G, F; : T, — Y (i = 1,2) fiiggvények megoldésai a
(0.1) fiiggvényegyenletnek. Ekkor az Tétel, a Tétel és a Tétel
alapjan kapjuk, hogy
Gi(x) = g(x) +(x) =
= (@) + l2(z + 1) + 1] + [ls(2) + 3],
r+1
Fi(o) = f2) - (T4 ) =

T

— [L(@(e + 1)) + la(x) + ca] — [13 (”“’ : 1) 4 03} ,

Ga(z) = g(x) —(z) =
= [11(5(}) + lg(l‘ + 1) + Cl} — [lg(!E) + 03}7

Fa(e) = £+ (T =

= [h(@(z + 1)) + lao(z) + 2] + [lg (mzl) +03:| .

2. allitas bizonyitasa analég az 1. allitas bizonyitasaval. X

(z € Ty)

9.2 Tétel Megadjuk a fiiggvényegyenlet altalanos és mérheté megolda-
sat.

1. Legyen T egy archimedeszien rendezett test, Y egy egyértelmiien 2-
oszthaté Abel-csoport. A G;, F; : Ty =Y (i = 1,2) fiiggvények ponto-
san akkor megolddsai a

Gi(z(y+1))+ Fi(e) =G (y(e+ 1) + Fo(y)  (z,yeTy) (0.5
fiiggvényegyenletnek ha

Gi(x) = a(x) + la(x) + I3(x) + dy,

Fi() = —a(z) + 1y (f_l) ly(a(z 1) + da,

Ga(x) = a(x) + la(x) — I3(x) + ds,
x
Fy(x) = —a(z) + 1o (m) +l3(z(x+ 1)) +dy
alakiiak tetszéleges x € Ty, ahol a : T — Y additiv fiiggvény, l; : T, —

Y (i = 1,2) logaritmikus fiiggvények, d; € Y (j = 1,2,3,4) konstansok
ﬁgy, hOgy dl + dg = d3 + d4.



2. A G, F,: Ry - R (i = 1,2) fiiggvények pontosan akkor mérhetd
megoldasai a

Gi(z(y+1) + Fi(z) = Ga (y(z + 1)) + Fa(y)  (z,y €Ry) (09])

fiiggvényegyenletnek ha

G1(x) = qx + p2log(x) + p3 log(x) + d,
x
Fi(a) = =0+ patog (57 ) = palos(at + 1)) +
Ga(x) = gz + p2log(z) — pslog(x) + ds,
Fy(x) = —qx + p2 log (xj_l) + p3log(z(x 4+ 1)) + dy

alakuak tetszéleges © € Ry esetén, ahol ahol q, pa, p3, d; € R (i =
1,2,3,4) konstansok tgy, hogy di + ds = d3 + d4.

Bizonyitas.

1. Tegyiik fel, hogy a G;, F; : T4 — Y (i = 1,2) fiiggvények megoldasai a
fiiggvényegyenletnek. Ekkor az [I.3] Tétel, a Tétel és a[6.2] Tétel alapjan
kapjuk, hogy a G;, F; fiiggvények az alabbi alakdak:

Gi(z) = g(z) +(z) =
= [a(x) + l2(x

1)) =
= [—a(z) + 12 - _T_ 1> + o] — [ls(z(z + 1)) + c3),
Ga(z) = g(z) —v(z) =
= [a(x) + l2(x) + 1] — [I3(z) + 3],
Fy(z) = f(z) +y(z(x + 1)) =
= [~a(z) + (fol) + o] + [ls(x(z + 1)) + 3]

2. allitas bizonyitasa analég az 1. allitas bizonyitasaval. X
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10. Lezarasok és bels6képzések kommutativitasa

Bevezetés

A fejezetben talalhat6 eredmények kozos munka Pataki Gergellyel. A fe-
jezet célja két altalanos tétel bemutatasa lezérasokkal és bels6képzésekkel kap-
csolatban. Ezek a tételek monoton lezarasok, illetve bels6képzések fixpontjai és
bizonyos kommutativ tulajdonsigai kozotti Osszefiiggéseket fogalmazzak meg.
A gziikséges haloelméleti illetve univerzalis algebrai imeretek megtaldlhatoak a
[81], [09], [18] illetve a [I5] konyvekben. A tételek alkalmazasat vektortereken
értelmezett nevezetes lezarasokra vonatkozo ismert dsszefiiggések bizonyitasan
keresztiil szemléltetjiik.

Azt mondjuk, hogy az A részhalmaza a B halmaznak, ha minden a € A
esetén a € B is teljesiil, tovdbba ezt a tényt A C B modon jeloljik. Az X
halmaz Gsszes részhalmazat P(X) fogja jelolni.

Azt mondjuk, hogy az A halmazcsalad zart a tetszéleges inidképzésre néz-
ve, ha (JB € A minden B C A esetén. Az A halmazcsalad zart a lanctniora
nézve, ha |JB € C minden B C C esetén, ahol a B halmazcsalad linearisan
rendezett a tartalmazasra nézve. Azt mondjuk, hogy az A halmazcsalad zart
a véges uniora nézve, ha | J B € A minden B C C esetén, ahol a B halmazcsalad
véges, esetleg iires halmaz.

10.1 Definicié Legyen X egy halmaz és legyen C C P(X).

e HaaC C P(X) egy olyan halmazcsalad, amelyre ) € C, X € C és C zart
a metszetképzésre nézve, akkor az (X,C) part lezarasi rendszernek,
vagy lezarasi térnek nevezziik, a C halmazcsaladot protopolégidnak, vagy
Moore halmazcsaladnak X-en, a C halmazcsalad elemeit zart halmazok-
nak nevezziik.

e Egy (X,C) lezarasi rendszert konvex struktiiranak nevezziik, ha a C
halmazcsalad zart a lanciniéra nézve.

e A C halmazcsaladot topolégianak nevezziik az X halmazon, illetve az
(X,C) part topolégikus térnek nevezziik, ha ) € C, X € C és a C hal-
mazcsalad zart az iniéra és a véges metszetképzésre nézve.

Azt mondjuk, hogy a ¥ : P(X) — P(X) fliggvény

e expanziv, ha Y C ¥(Y) minden Y € P(X) esetén.

e kontraktiv, ha ¥(Y) C Y minden Y € P(X) esetén.

e idempotens, ha U(¥(Y)) = ¥?(Y) = ¥(Y) minden Y € P(X) esetén.
e monoton, ha ¥(Y) C ¥(Z) minden Y, Z € P(X), melyekre Y C Z.
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e additiv, if (Y UZ) =¥ (Y)U ¥(Z) minden Y, Z € P(X) esetén.
e multiplikativ, ha U(YNZ) = ¥(Y)N¥(Z) minden Y, Z € P(X) esetén.
e normalt, ha ¥ (0) = (.
10.2 Definicié Legyen X egy halmaz és legyenek ¥ : P(X) — P(X), ¢ :
P(X) — P(X) fiiggvények.

e AV fliggvényt monoton lezarasnak nevezziik, ha expanziv, idempo-
tens és monoton.

o Az additiv monoton lezarasokat Kuratowski-lezarasnak nevezziik.
e Azt mondjuk, hogy a v fiiggvény egy bels6képzé operator, ha kont-

raktiv, idempotens és monoton.

10.3 Megjegyzés Jol ismert eredmény, ha X egy halmaz, C C P(X) egy
halmazcsalad, a Cl, Int : P(X) — P(X), fiiggvényeket és a Fix(Cl), Fix(Int) C
P(X) halmazcsaladokat az alabbi médon definialjuk

CQAY)=({zZeclycz} (Y ePX)),

mt(Y) = J{ZecClycz} (Y ePX)), (10.1)
Fix(Cl) = {Y € P(X)|Y = CI(Y)},
Fix(Int) = {Y ¢ P(X)|Y = Int(Y)},

akkor teljesiilnek a tovabbi allitasok

1. Ha a C halmazcsalad egy protopolégia X-en, akkor a (10.1) médon de-
finialt Cl fiiggvény egy monoton lezaras tigy, hogy C1(0) = 0.
Megforditva, ha a Cl : P(X) — P(X) egy monoton lezdras ugy, hogy

Cl(0) = 0, akkor a (10.1)) médon definialt Fix(Cl) halmazcsalad egy
protopolégia X -en.

2. Ha a C egy olyan protopolégia X-en, amely zart a véges tiniéra nézve,
akkor a modon definialt Cl fiiggvény egy olyan Kuratowski-lezaras,
amelyre C1(0) = ().

Megforditva, ha a Cl : P(X) — P(X) egy olyan Kuratowski leziras,
amelyre C1(()) = (), akkor a médon definialt Fix(Cl) halmazcsalad
egy olyan protopologia X -en, amely zart a véges tiniéra nézve.

3. Ha a C halmazcsalad egy topolégia X -en, akkor a (10.1|) médon definialt
Int fliggvény egy olyan bels6képzés, amelyre Int(X) = X és multiplika-
tiv.
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Megforditva, ha a Int : P(X) — P(X) fiiggvény egy olyan bels6képzés,
amelyre Int(X) = X, akkor a (10.1) médon definialt Fix(Cl) halmazcsa-
lad egy topolégia X -en.

A lezarasi rendszer, konvex struktira, topologia, monoton lezaras, Kuratowski-
lezaras, belsé képzés, Cl és Int fiiggvények fogalmak, illetve a rdjuk vonatkozé
tények megtalalhatéak [84]-ben, illetve [55]-ben.

10.4 Példa Legyen X = RU {—o00, 400} és definidljuk a ¥ : P(X) — P(X)
fiiggvényt az alabbi médon

U(Y)=Y U {sup(Y)} (Y c X).

Ekkor a V fiiggvény expanziv és idempotens, de nem monoton. Példaul legyen
A =]0,1] és B =]0,1[U]1,2[. Ekkor ¥(A) =]0,1], ¥(B) =]0,1[U]1,2]. Igy
A C B, azonban U(A) C ¥(B) nem teljesiil.

Tovabbi hasznos példak talalhatok az aldbbi konyvekben [84], [55], [13],

[12].
Idézziik fel az alabbi jol-ismert tételt [57] 127. oldal (Theorem 5.1.8).

Tétel Legyen A C RY egy konvex zart halmaz. Ekkor A egyenls az A-t tar-
talmazo Osszes olyan zart féltér metszetével, melyek az A tamaszté hipersikjai
altal vannak meghatarozva.

Definialjuk az A, B € RY halmazcsaladokat az alabbi médon.

A{H c RN |H egy zart féltere R -nek},
B{H c RN|H egy zart féltere R" -nek}.

Ekkor sem az A halmazcsalad, sem a B halmazcsalad nem lezérasi rendszer,
ennek ellenére van értelme tanulményozni a ® 4, ®5 : P(RY) — P(RY)

oAY)=(fAcAly c4} (Y e PRY)),
op(Y)=({BeBlY cB} (Y €P®RY))

modon definialt fiiggvényeket. Jelolje F az RY zart, G az RV nyilt részhalma-
zainak a halmazat. Ekkor feltehetGen teljesiilnek a kovetkezok:

D(F) = co(F),  @4(G) = (cloco)(G),
Op(F) = co(F), ®3(G) = co(G)

minden F € F, G € G halmaz esetén.
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10.5 Definicié Legyen X egy halmaz és legyen A C P(X) egy tetszoleges
halmazcsalad. Definidljuk a ® 4, ¢4 : P(X) — P(X) fiiggvényeket az alabbi
médon.

(Y) = (A€ Ay c A},
paY)=|J{AecAAcCYy}

A ® 4 fiiggvényt az A halmazcsalad altal generalt monoton lezarasnak, az 1 4
fiiggvényt az A halmazcsalad altal generalt monoton belséképzésnek nevezziik.

(Y € P(X)).

Lezarasok és belsSképzések alapvets tulajdonsagai

Ha A C P(X) egy halmazcsalad, akkor az A halmazcsalad ¥ : P(X) —
P(X) fuggvény altali képét W[A] = {T(A)|A € A} modon definialjuk.

10.6 Lemma Legyenek ¥, : P(X) — P(X) fiiggvények. Ekkor teljesiilnek
a kovetkezd allitasok.

M Ha a ¥V fiiggvény monoton, akkor

\I/(ﬂA) cOuA,  JrM C\I/(UA).

Legyenek ¥, Q : P(X) — X fiiggvények. Jeloljik ¥ < Q modon azt a
tényt, ha ¥(Y) C Q(Y) minden Y € P(X) esetén.

10.7 Lemma Legyenek ¥, Q, v w : P(X) — P(X) fiiggvények. Ekkor telje-
siilnek a kévetkezd allitasok.

O1 Ha a V¥ fiiggvény monoton, az ) fiiggvény expanziv, akkor

U< Uo) U<QoW.

Ha a VU fiiggvény expanziv, az Q) fiiggvény monoton, akkor
Q< Vo, N<QoW.

Ha a v fiiggvény kontraktiv, az w fiiggvény monoton, akkor
PYow = w, wo X w.

Ha a 9 fiiggvény monoton, az w fiiggvény kontraktiv, akkor

Yowsy, wod .



83

O2 Ha a ¥V fiiggvény monoton és idempotens, az ) fiiggvény expanziv gy,
hogy Q2 < W, tovabba a v fiiggvény kontraktiv és az w fiiggvény monoton
és idempotens tgy, hogy w = v, akkor

Uod=QoU =10, Yow=wor=w.

Bizonyitas. O1 trivialis.
02 Az O1 alapjan kapjuk, hogy

TLToQ, T<Qol, Yow<w, wot<w.

Mivel a ¥ és w fliggvény monoton és idempotens, tovabbd < ¥ és w = 1,
igy szintén kapjuk, hogy

Vol X UoU =", Qo¥U K VoU =V, w=wow=woy, w=wow =< Pow.
X

Legyen ¥ : P(X) — P(X) egy fiiggvény. Egy A € P(X) halmazt a ¥
fiiggvény fix halmazanak nevezziik, ha U(A) = A. A U fliggvény Osszes fix
halmazanak a halmazéat Fix(¥) modon jeldljik.

10.8 Lemma Legyen X egy halmaz és legyen A C P(X) egy tetszileges
halmazcsalad. Ekkor

G1 A ® 4 fiiggvény egy monoton lezaras, a ¢ 4 fiiggvény egy monoton belsé-
képzés X-en.

Bizonyitas. G1 Legyen az A C P(X) halmazcsalad tetszoleges. Ekkor trivi-
alis médon kapjuk, hogy a @ 4 fliggvény expanziv és monoton. Ekkor kapjuk,

hogy
DAY) C %(Y) (Y € P(X)).

Erdemes megjegyezni, hogy
A C Fix(®.4). (10.2)
Igy szintén kapjuk, hogy
¥3(Y) = @4 (A Ay c4}) €
COal{A €AY C A} = ([{@a(A)|4 €AY C A}
=(MAcAY CA}=d4(Y) (Y €P(X)).

Az allitas a ¢ 4 fliggvény esetén hasonloan bizonyithatd. X
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10.9 Lemma Legyenek U, 1), Q : P(X) — P(X) fiiggvények. Ekkor teljesiil-
nek a kovetkezd allitasok.

F1 A VU fiiggvény akkor és csakis akkor idempotens, ha

Fix(¥) = {T(Y)]Y € P(X)}.

F2 Ha a V¥ és () fiiggvények egyidejiileg expanzivak, vagy kontraktivak, akkor

Fix(¥ o Q) = Fix(¥) N Fix(Q).

F3 Ha V fiiggvény egy monoton lezaras, a v fliggvény egy monoton belsékép-
zés, akkor

U = Ppiy(v), Y = PFix(w)-

F4 Ha a V fiiggvény egy monoton lezdras, a 1 fiiggvény egy monoton bel-
s6képzés, akkor a Fix(V) halmazcsalad zart a metszetképzésre nézve, a
Fix(v) halmazcsalad zért az tiniéképzésre nézve.

Bizonyitas.
F1 Tegyiik fel, hogy a ¥ fiiggvény idempotens és legyen

A= {U(Y)]Y € P(X)}.

Ha A € Fix(¥), akkor A = U(A), igy A € A. Megforditva, ha A € A, akkor
létezik B € P(X) ugy, hogy A = ¥(B). Mivel a ¥ fliggvény idempotens, igy
U(A) = V?(B) = ¥(B) = A, amibdl kapjuk, hogy A € Fix(¥).

Tegyiik fel, hogy A = Fix(¥) és legyen Y € P(X) egy tetszileges halmaz.
Ekkor ¥(Y) € A = Fix(¥), amibél kapjuk, hogy ¥2(Y) = ¥(Y), igy a ¥
fliggvény idempotens.

F2 A hatarozottsag kedvéért tegyiik fel, hogy a ¥ és az  fiiggvények expan-
zivak és Y € Fix(V o ). Ekkor kapjuk, hogy

Y < Q(Y) < (ToQ)(Y) =Y,

amibdl kovetkezik, hogy Q(Y) =Y, azaz Y € Fix(Q2), amibdl szintén kapjuk,
hogy Y € Fix(0).

Ha a W és () fiiggvények kontraktivak, a bizonyitds hasonlé médon végez-
hetd el.
F3 Legyen Y € P(X) egy tetsz6leges halmaz. Ekkor egyrészt

e (V) DWW € ¥(2),Z € PX)} € w(y).
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Masrészt

G1,01 F1
U(Y) C U (Prixw)(Y)) =

= v (@)Y c 9(2),2 € P(X)x}) €
cTHT(2)Y Cc¥(2),Z € P(X)}] =
=W Q)Y c¥(2),Z € P(X)} =
=(W(2)]Y € ¥(2),Z € P(X)} 2 Ppixqu (V).

F4 Legyen a B C Fix(¥) egy tetszoleges halmazcsalad. Ekkor kapjuk, hogy

Nscw(NB) N =e®B)Bes =5,
igy (N B) =B, azaz (| B € Fix(¥) és pontosan ezt kellett bizonyitani. X

10.10 Lemma Legyen X egy halmaz és legyen A C P(X) egy tetszileges
halmazcsalad. Ekkor teljesiilnek az alabbi allitasok.

G2 Do) =NA P4(X) =X, ou(0) =0, p4(X) = A

G3 Fix(®4) = {(\B|B C A}, tovabba, A = Fix(®_4) akkor és csak akkor, ha
A zart a metszetképzésre nézve.

Fix(¢4) = {UB|B C A}, tovabba, A = Fix(¢.4) akkor és csak akkor, ha
A zart az iniéképzésre nézve.

Bizonyitas.
G2 trivialis.
G3 Mivel A C Fix(®4) és Fix(P 4) zart a metszetképzésre nézve, igy kapjuk,
hogy
{(\BIB C A} C Fix(®.).

Maésrészt legyen Y € Fix(® 4. Definidljuk a B halmazcsaladot
B={AecAlY C A}
moédon. Ekkor kapjuk, hogy
Y =0,0)=({Ac Ay c A} =B
Igy a forditott tartalmazés
Fix(®.4) C {[)BIB C A}

szintén teljestil.
A ¢4 fiiggvényre vonatkozo allitas analég mddon bizonyithato. X
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Monoton lezarasok és bels6képzések kommutativitassal kap-
csolatos tulajdonsagai

10.11 Tétel (T. Glavosits, G. Pataki) Legyen X egy halmaz, és legyenek
W, Q monoton lezarasok X-en. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek.

b. Qx V.
c. Yo =1.
d. QoV¥ =17,

o

Bizonyitas.
a.=b. Tegyiik fel, hogy teljesiil az a. allitas és legyen A € P(X). Ekkor

0(4) T Qo w)(4) P12 y(4),

azaz, a b. allitas szintén teljesiil.

b.=-c., b.=d. implikiciok teljesiilését az O2 allitas garantalja.
c.=a. Tegyiik fel, hogy a c. allitas teljesiil és legyen A € Fix(¥). Ekkor

AcA) T (Won)(A) £ W(A) = 4,
igy A= Q(A), azaz Fix(¥) C Fix(Q2), ami éppen az a. allitas.
d.=a. Tegyiik fel, hogy a d. &llitas teljesiil, és legyen A € Fix(¥). Ekkor
o1 d.
ACQ(A) C (QoT)(A) =T(A) = A4,

igy A= Q(A), azaz Fix(¥) C Fix(Q2), ami éppen az a. allitas. X

10.12 Tétel Legyen X egy halmaz és legyenek 1, w monoton belséképzések
X-en. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek.

b. w=x1.

Q

c. Yow=uw.

d. woy =w.

Bizonyitas. Analog a[l10.11] Tétel bizonyitasaval. X
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10.13 Tétel (T. Glavosits, G. Pataki) Legyen X egy halmaz és legyenek
W, Q monoton lezarasok X-en. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek.

a. Q[Fiz(¥)] C Fiz(0).
b. Vol <xQo W,
c. QoW idempotens.

d. QoV =P u)nFiz)-
Bizonyitas.
a.=b. Tegyiik fel, hogy az a. allitas teljesiil és legyen A € Fix(w). Ekkor
érdemes megjegyezni, hogy
F a.

(20 U)(A) = QU(A)) € QFix(¥)] & Fix(V), (10.3)
amibgl a ¥ fliggvény expanzivitasa és a W o Q fiiggvény monotonitasa alapjan
kapjuk, hogy

01 (To:3)
(WoQ)(A) C (Vo)(¥(A)Y((20W)(A)) =" (20 ¥)(4),
azaz a b. allitas teljesiil.
b.=c. Tegyiik fel, hogy a b. allitas teljesiil. Ekkor
o1
Qol 5 (QoV)2=0Q0(Po)oVU=<0o0(QoV)oT =0?002=0Qo07,

igy a Q o ¥ fiiggvény idempotents.
c.=d. Tegyiik fel, hogy a c. allitas teljesiil. Ekkor a Q o VU fiiggvény egy
monoton lezaras. Igy kapjuk, hogy

F3 F2
Qo VU = Ppiyow) = Priv@)nFix(v)s

ami bizonyitandé volt.

d.=a. Tegyiik fel, hogy a d. allitas teljesiil. Ekkor a G1 &llitas alapjan
kapjuk, hogy a Qo ¥ fiiggvény idempotents. Legyen A € Q[Fix(¥)]. Ekkor az
F1 allitas alapjan létezik egy B € P(X) halmaz ugy, hogy A = (Q o ¥)(B).
Igy kapjuk, hogy

(o W)(A) = (20 V)*(B) £ (o W)(B) = 4,
amibdl kapjuk, hogy
F

A € Fix(Qo ¥) 2 Fix(Q) N Fiz(V) C Fiz(V),

azaz, Q[Fix(V)] C Fiz(¥), ami éppen az a. allitas. X
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10.14 Tétel Legyen X egy halmaz és legyenek 1), w monoton bels6képzések
X .-en. Ekkor a kévetkezd allitasok ekvivalensek.

a. Y[Fiz(w)] C Fiz(w).

b. Yow=xwo.

c. Y ow is idempotens.

d. Yow = Pprir(y)nFic(w)-

Bizonyitas. Analég a Tétel bizonyitasaval. X

Alkalmazasok

Ebben a fejezetben X egy T rendezett test feletti vektorteret fog jeldlni.
Legyenne€ Zy, x1,...,2p € X, a1 ...a,, € T, és legyen z € X 1gy, hogy
Z2=a1T1+ -+ anxy. (10.4)
Ekkor azt mondjuk, hogy a z elem az 1, .. ., z,, elemek linearis kombinaciéja
Q1 . ..oy egyltthatokkal. Azt mondjuk, hogy a linearis kombinaci6 —ben
e konvex-kip kombinéacié, ha a; > 0 minden i =1... n;
e affin kombinacié, ha ay +--- + «a,, = 1;
e konvex kombinécid, ha egyidejiileg konvex-kiip és affin kombinécio;
e cca kombinacio, ha a; + -+ -+ «, > 0.
Legyen n € Z,. Definialjuk a lin,, cocone,, aff,, co, és cca,P(X) —
P(X) fiiggvényeket az alabbi modon.
lin, (V) ={a1y1 + - + anyn € X|o; € F,y; €Y minden i € 1,...,n},
cocone, (V) = {a1y1 + -+ + anyn € lin,(Y)|a; > 0 minden i € 1,...,n},
) =A{eayr + -+ anyn € ling(YV)lar + -+ +an =1},
)

Y)={awy1 + -+ anyn € lin, (V)]s + -+ a,, > 0}

tetszéleges Y € P(X) esetén. Definidljuk az Lin, Cocone, Aff, Co C P(X)
halmazcsalddokat az alabbi médon.
Lin = {Y € P(X)|liny(Y) C Y},
Cocone = {Y € P(X)|coconex(Y) C Y},
Aff ={Y e P(X)laft2(Y) C Y},
Co={Y € P(X)|coa(Y) C Y},
Cone ={Y e P(X)|T, Y C Y},



89

ahol T, Y CY ={ayla € T,a >0,y € Y}.
Ekkor a lin, cocone, aff, co, cone konvex operatorok az alabbi médon defi-
nialhatéak.

lin = ®r;,, cocone = Pogeone, aff = Ppag, co= Py, cone = Pegpe.

Konnyen lathaté, hogy ekkor

lin(Y) = U lin,, (Y), cocone(Y) = U cocone, (Y),
n=1 n=1

aff(V) = | Jaffn(Y),  co(Y)=|Jcon(Y) (Y ePX)).

n=1

A lin, aff; co, cone és cocone fiiggvényekre vonatkozé ismeretek megtalalhatoak
[07]-ban, illetve [66]-ban és and [5]-ban szintén.

A fenti halmazcsaladok, illetve konvex operatorok kozott fenélld rendezett-
ségi kapcsolatokat az aldbbi d4bra Hasse-diagrammjai mutatjék.

Co Cone lin
Aff Cocone aff cocone

Lin co cone

10.15 Definicié Definidljuk a cca : P(X) — P(X) fiiggvényt és a Cca fiigg-
vénycsaladot az alabbi médon.

cca = cone o aff and  Cca = {cca(Y)|Y € P(X)}

Az[10.11] Tétel alapjén konnyen bizonyithato a kovetkezs tétel.

10.16 Tétel

H lin L aff L cocone L cca L co L cone
lin lin | lin lin lin lin lin
aff lin | aff aff

cocone || lin | cca | cocone | cca | cocone | cocone
cca lin | cca cca
co lin | aff | cocone | cca co

cone lin cocone | cca cone
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10.17 Megjegyzés Ebben a megjegyzésben sszegyiijtottiik a cca fiiggvény
és a Cca halmazcsalad néhany érdekes tulajdonsagat.

1.
2.

cca(Y) = U,—, cca,(Y) minden Y € P(X) esetén.

cca? = lin, mivel

cca? = cca o cca = (cone o aff) o (cone o aff) =
Thnil10.20 . Thn{l0.16 .
= coneo (aff o cone) oaff = = coneolinoaff " ="""lin.

Ha az X vektortér null-dimenziés, vagy ekvivalens médon X = {0},
akkor

lin = aff = co = cone = cocone = cca,

igy a cca fiiggvény idempotens. Ha azonban az X vektortér legalibb
1 dimenzio6s, akkor a cca fiiggvény nem idempotens, igy nem monoton
lezéras. Ehhez legyen b € X \ {0} és Y = {b}. Ekkor

cca(Y) =Ty - {b} #T-{b} =lin(Y) = cca’(Y).

. cocone o aff = cca, mivel

Thm I0T8

cocone o aff cone o co) o aff =

Thm [[0.16

= cone o (co o aff) cone o aff = cca.

A Cca halmazcsalad nem zart a metszetképzésre nézve. Példaul legyen
X = T2, ahol T egy rendezett test. Ekkor

Cca({(_l’ 1)’ (17 1)}) N CC&({(L 1)7 (17 _1)}) =
= (cone o aff)({(—1,1), (1, 1)}) N (cone o aff) ({(1,1),(1,-1)}) =

=(TxT4)N (T4 xT) =T = A.

Megmutatjuk, hogy A ¢ Cca. Indirekt médon tegyiik fel, hogy A € Cca.

Ekkor létezik egy Y C A halmaz ugy, hogy cca(Y) = A. Ekkor Y leg-

alabb 2-elemii. Legyen (a,b), (c,d) két kiilbnb6z6 eleme az Y halmaznak.

Ekkor a # ¢, vagy b # d. Mondjuk a # c és mondjuk a < c. Ekkor1 < ¢,

ekkor létezik egy 6 € T tgy, hogy ¢ = 1+ 6. Definidljuk az o, 3 € T

elemeket az alabbi médon.

2 .2

37

Ekkor egyrészt o+ 3 = %5 >0, igy
ala,b) + B(c,d) = (ca + Be,ab + fd) € cca(Y) = A.

1
= -4
« 5 +
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Masrészt azonban

aa—l—ﬁc:a(a—i—[?g) =a(la+pB(1+9) =ala+8+55) =

1 2 ad
—alz5-2s5)=_-%
a<2 3) 6<O,

A kovetkezé jol ismert lemma az affin és a linearis részhalmazok kozotti
kapcsolatot mutatja.

ami ellentmondas.

10.18 Lemma Legyen A C X egy nemiires halmaz.
1. Ha A € Aff, akkor A — a = {x — a|x € A} € Lin minden a € A esetén.
2. Az A affin halmaz akkor és csak akkor linedris, ha 0 € A.

10.19 Tétel Ha X egy rendezett T test feletti vektortér, akkor
1. co[Cone] C Cone.
2. cone[Co] C Co.
3. ConN Cone = Cocone.
4

. €cone o Co = CO © cone = cocone.

Bizonyitas.

1. Legyen A € Cone. Az é&ltalanossag csorbitdsa nélkiil feltehetjiik, hogy
A # 0. Megmutatjuk, hogy co(A) € Cone. Ehhez legyen a@ € T,. Mivel
aA C A, igy a co fliggvény szubadditivitdsa és monotonitdsa alapjan kapjuk,
hogy aco(A) = co(aA) C co(A), igy co(A) € Cone, ami bizonyitandé volt.

2. Legyen A € Co. Az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy A # 0.
Megmutatjuk, hogy cone(A4) € Co. Ehhez legyen z,y € Cone(A) és A € T;.
Ekkor léteznek a; ,as € A és ay, as € T gy, hogy = = a1a; és y = asas.
Ekkor

Az + (1 =Ny = darar + (1 — Nasas =

B )\Oél (1 _ A)QQ
= Qart(1-A)as) <)\a1 + (1= Naz) " dar+ (1=

ag)ag) € Cone(A),

igy az 1. allitas teljesiil.

3. Mivel Cocone C Co N Cone, igy elegendd lesz megmutatni a forditott tar-
talmazas teljesiilését. Ehhez legyen A € Co N Cone, z,y € A and «a,p € T,.
Ekkor, mivel A € Co and A € Cone, megéllapithatjuk, hogy

ar+ py = (a+B) (aiﬁx—'—afﬂy) €A,
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ami bizonyitandé volt.
4. Konnyen megkaphato az (1), (2), (3) allitasokbol és a [10.13] Tételbsl.
Ugyanis

(1),[10.13]T (3)

CO o cone = Pconcone = Pcocone = cocone.
(2), [[0.13]T 3)

cone o co = Poncone = Pcocone = cocone.

X

10.20 Tétel Ha X egy T rendezett test feletti vektortér, akkor
1. aff[Cone] C Cone.
2. Aff N Cocone = Aff N Cone = Lin.

3. aff o cone = aff o cone = lin.

Bizonyitas.

1. Legyen A € Cone. Az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy
A # 0. Megmutatjuk, hogy aff(A) € Cone. Ehhez legyen o € Ty. Az aff
fliggvény monotonitisa alapjan kapjuk, hogy

aaff(A) = aff(aA) C aff(A),

igy aff(A) € Cone, ami bizonyitandé volt.
2. Mivel
Lin € Aff N Cocone C Aff N Cone,

igy elegendé megmutatni, hogy AffNCone C Lin. Ehhez legyen A € AffNCone.
Az altalanossag csorbitisa nélkiil feltehetjiik, hogy A nemiires. Legyen = € A.
Ekkor, mivel A € Cone, igy 2x € A tovabba, mivel A € Aff; igy 0 = 2z +
(—=1)(2z) € A, amibdl a Lemma alapjan kapjuk, hogy A € Lin, ami
bizonyitandé volt.

3. Az aff fiiggvény monotonitdsa alapjan kénnyen kapjuk, hogy

aff o cone < aff o cocone < lin o lin = lin,

igy elegendd lesz igazolni, hogy lin = aff o cone. Mivel az 1. &llitas és a[10.13
Tétel alapjan kapjuk, hogy

(1), [10.13

T 2) .
aff o cone P Affncone = Prin = line,

igy a 3. allitas teljesiil. X
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Most mar a kompozicidoképzés asszociativitasat kihasznalva konnyen teljes-

sé tehetd a Cayley tablazat.

H lin L aff L cocone L cca L co L cone
lin lin | lin lin lin lin lin
aff lin | aff lin lin aff lin

cocone || lin | cca | cocone | cca | cocone | cocone
cca lin | cca lin lin cca lin
co lin | aff | cocone | cca co cocone
cone lin | cca | cocone | cca | cocone | cone
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11. Lezarasok geometriai alkalmazasai

Bevezetés

A fejezet téméja a szabéalyos sikidomok és a szabélyos testek szimmetria tu-
lajdonsagaival kapcsolatos problémak vizsgélata [38]. A sziikséges ismereteket
az alabbi konyvek tartalmazzak [17], [34] [35], [16],[85].

11.1 Probléma Jeldlje P a sik egy régzitett pontjat. Jelélje F, a sik Gsszes
olyan szabdlyos n szdgének a halmazat, amelynek kézéppontja a P pont, és
jelolje F,, az F, halmazcsalad egy tetszilegesen rogzitett elemét tetszdleges
n € Zy esetén. Keressiik az alabbi ponthalmazokat:

Or, (F)=( (Y € FulFaCY}  (m>3,n>2),
or, (F) =\ Y e FulY R} (m>2,n2>3).

A Oz (F,) ponthalmaz meghatédrozasat érintd kérdést a Convexity & Applica-
tion konferencian ismertettem (2010. szeptember 5-10 Lengyelorszag, Iwonicz-
Zdréj), majd a kévetkez6 nap Wolfgang Forg-Rob megadta a megoldast. A
duélis sikbeli probléma (px, (F,)) analég médon kezelhetd.

A Problémat az aldbbi abrakkal szemléltetjiik. Az Abrak most és a tovab-
biakban az m = 4, n = 3 esetet tartalmazzak.

11.2 Tétel Megdrizve a fenti Probléma jeloléseit, a problémik megoldasa a
kévetkezd:

1. ®F5, (Fn) € Fikkt(m,n) tetszéleges m > 3, n > 2 esetén, azaz egy kicsit
részletesebben, a ®x, (F,) egy olyan szabalyos lkkt(m,n)-szig, amely
az alabbi két tulajdonsag altal van meghatarozva:

o Kozéppontja a rogzitett P pont;
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e (sticspontjai kézott megtalalhatéak a régzitett szabalyos F,, sok-
5z0g csicspontjai.

2. 07, (Fn) € Fikt(m,n) tetszéleges m > 2 n > 3 esetén, azaz egy kicsit
részletesebben, a ¢or, (F,) egy olyan szabélyos 1kkt(m,n)-szig, amely
az alabbi két tulajdonséag altal van meghatéarozva:

o Kozéppontja a rogzitett P pont;
e (Oldalegyenesei kozott megtaldlhatoak a rogzitett szabalyos F, sok-

sz6g oldalegyenesei.

A Tétel eredményeit az alabbi abrakkal szemléltetjiik.

\g"»\

Bozzay Adam javasolta, hogy vizsgaljuk a Tétel 1. allitasaban az
m = 2, a[I1.2] Tétel 2. allitdsaban az n = 2 eseteket, azaz a tartalmazott
alakzat lehessen szabalyos kétszog. Az eredeti probléma csak az n > 3, m > 3
eseteket foglalta magaba. Szabalyos kétszognek a szakaszokat tekintjiik. Egy
szabalyos kétszdgnek két cstcsa és két oldalal van, a két oldala azonban egy-
beesik. Kozéppontja a szakaszfelezGpont.

A fenti probléméat analog modon értelmezziik 3 dimenzids alakzatok esetén.
Ebben az esetben a sikbeli szabalyos sokszogek szerepét a szabalyos testek
(platoni testek [34]) veszik at. Izgalmasabb a kérdés, ha a szabéalyos testek
helyett félszabalyos testeket (Archimedeszi testeket [85]) hasznalunk. Bozzay
Adam javaslatat figyelembe véve a tartalmazott alakzatok kozott megengedjiik,
hogy alacsonyabb dimenzids szabalyos alakzatok is szerepeljenek.

11.3 Probléma Legyen X egy nemiires halmaz (ponthalmaz), F C P(X),
G € P(X), tovabba legyen T az X halmaz traszformaciéinak egy csoportja.
Definialjuk az A halmazcsaladot

A=TF={T[F|T € T,F e F}.
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Célunk az alabbi ponthalmazok explicit megadasa:
O(F,T.G) = @4(G) = [ [{A € AG C 4},
P(F,T,G) = 6a(G) = J{A e AAC G}

11.4 Megjegyzés W. Forg-Rob az eredeti sikbeli problémat elemi geometriai
eszkozokkel oldotta meg. Az altalunk kézolt bizonyitasban az dltala megadott
gondolatmenetet kivetjiik azzal a kiilonbséggel, hogy a felhasznéaljuk a sik pont-
jai és a komplex szamok teste kozott fennallé alabbi jol ismert kapcsolatot.

1. Ha régzitiink a sikban egy Descertes féle koordinatarendszert, akkor a
sik pontjainak halmaza és a komplex szamok halmaza kozott kdlcsénésen
egyértelmii kapcsolatot létesit az (x,y) — x + iy fliggvény.

2. Felhasznalva az (1) allitast az origé koriili elforgatas egy 1 abszolutérté-
ki komplex szammal val6 szorzassal egyenértéki. Kissé részletesebben:
legyen oo € R Az « szoggel torténd elforgatast

@meiQ‘mm)smw][xDT (l2,4] € B2)

—sin(a) cos(a) Y
moédon értelmezziik. Ekkor nyilvanvalé, hogy
Re(ga[z,y]) + ilm(ea[z,y]) =
= (x + iy)(cos(a) + isin(a)) ([z,y] € R*;a € R),

igy az azonos kézépponti elforgatasok kompoziciéja reprezentilhaté a
megfelels, 1 abszolitértéki komplex szamok szorzataként.

Sikbeli forgatasok tulajdonsagai

Legyenek n, k € Z, tovibba

= cos 2n77r + 7sin %—T
Enk = k k )

U, ={eniklk=0,1,...,n—1}.

Ekkor az U,, egy multiplikativ ciklikus részcsoportja a C\ {0} = (C\ {0})()
csoportnak, tovabba ¢, ;, pontosan akkor generétor eleme az U,, csoportnak, ha
Inko(k,n) = 1. Igy az is nyilvanvalo, hogy U,,U,, C Ulkkt (m,n) minden m,n €
Zy esetén. A kovetkezs tétel mutatja, hogy a forditott irdnyd tartalmazéas is
teljesiil.

11.5 Tétel U, U, = Ulkkt(n7m)'
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Bizonyitéas. Elegend6 belatni, hogy €ixki(n,m),1 € UnUp,. Mivel

m n
Ink =1
Ho (lnko(mm)’ Inko(m, n)) ’
igy léteznek k,l € Z szamok ugy, hogy

m n km +In

. . = =1. 11.1
Inko(m, n) i Inko(m,n)  Inko(n,m) (11.1)

Osszuk el a k,l € Z, szamokat maradékosan n-el, illetve m-el, igy kapjuk,
hogy léteznek p, q, r, s € Z U {0} szamok ugy, hogy

k=pn+r 0<r<m,
l=gm+s 0<s<n,

Igy (11.1) és (11.2) alapjan kapjuk, hogy

(11.2)

_rm+sn _ (k—pn)m+ (I —qgm)n _ km+in

+

s
m nm nm nm
1 km +Im 1

- - == . (113
Tickt(m, n) <1nko(m,n)> P+9) = iy ~ T (13)
Mivel e, € Uy, ems € Un, igy (11.3) és a Moivre-tétel felhasznalasaval
kapjuk, hogy

T s . T s
En,rEm,s = COS ((f + —) 27r) + ¢ sin ((f + —) 27T> =
n o m n o m

= COS 277( + 7sin 27/”- —
N lkkt(n, m) est H{kt(n’ m) = €lkkt(m,n),1s

ami bizonyitandé volt. X

—(p+q) =

S=

11.6 Tétel Legyenek m,n € Z,, m,n > 2. Legyen P a sik egy rogzitett
pontja, és jelolje o, a P kbzépponti o € R szdggel torténd elforgatist. Le-
gyenek Fp, és Fii(m,n) olyan szabélyos sokszigek, amelyek kozéppontja a P
pont. Ekkor teljesiilnek a kivetkezd allitasok.

1. {gmngﬂ|j:O,l,...,mfl;k:0,1,...,771*1}:
P |l:0,1,...,1kkt(m,n)71}}.

Ikkt(n,m)

2. Ha F,, és Fix(m,n) 0olyanok, hogy az Fii(m,n) csticspontjai kozott szere-
pelnek az F,, cstucspontjai, az F,, csucspontjait Ay, Ay, ..., A,_1, illetve
az Flxg(m,n) cstcspontjait By, B, ..., Big(m,n)—1 jeloli, akkor

{02i= (Ap)|j=0,1,....m—1;k=0,1...,n—1} =
={Bl=0,1,...,1kkt(n,m) — 1}.
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3. Ha F,, és Fi(m,n) olyanok, hogy az Fi(m,n) oldalegyenesei kozitt
szerepelnek az F,, oldalegyenesei, az F,, oldalegyeneseit ag, a1, ..., Gn_1,
illetve az Flig(m,n) oldalegyeneseit by, b1, ..., bikki(m,n)—1 jeloli, akkor

{02i= (ar)|7=0,1,....m—-1;k=0,1... n—1} =
={b|l =0,1,...,Ikkt(n,m) — 1}.

04
02
o8 1 12 14

Bizonyitas.
1. A Tétel alapjan nyilvanvalé.
2. Jelolje C a szabalyos n-szog egy tetszoleges cstucsat. Ekkor az 1. Aallitas
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alapjan kapjuk, hogy
{02« (Ap)|j =0,1,...,m—1;k=0,1...,n—1} =
={02ix 002 (C)|7 =0,1,...,m—1;k=0,1...,n—1} =
= {Qlkk?(l;yrl,n) aoy=o0,1,...,kkt(m,n) — 1} =
={B|l=0,1,...,1kkt(n,m) — 1},

ami bizonyitandé volt.
3. Jeldlje ¢ a szabalyos n-sz0g egy tetszoleges oldalegyenesét. Ekkor az 1.
allitas alapjan kapjuk, hogy
{o2i=(ar)|j=0,1,.... m—1;k=0,1...,n—1} =
= {02i= 002k (c)|j =0,1,....m—1L;k=0,1...,n— 1} =
= {Qlkkf(lﬂ,m (0l =0,1,...,kkt(m,n) — 1} =
={b|l =0,1,...,Ikkt(n,m) — 1},

ami bizonyitandé volt. X

A Tétel bizonyitasa

Elészor az 1. allitast bizonyitjuk. Jelolje Fixky(m,n) azt a szabalyos lkkt(m,n)
szOget, amelynek kozéppontja a P pont €s az Fixyq(m,n) csticspontjai kozott sze-
repelnek a F), csicspontjai. A bizonyitas soran felhasznaljuk azt a tényt, hogy
ha Y egy P kozéppontid szabalyos m-szdg, akkor Y invaridns ponthalmaza a P
kézépponti 2]7” szoggel torténd elforgatasnak tetszéleges j =0, 1, ..., m—1
esetén, azaz

g%[Y]:Y (j=0,1,...,m—1). (11.4)

Megmutatjuk, hogy Fiipi(m.n) C ®r,, (Fn).

15

0s
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Legyen Y € F,, agy, hogy F,, C Y. Ekkor A Tétel 2. Aallitasa, illetve
(11.4) alapjan kapjuk, hogy

m—1n—1
{Bill =1,2,...,kkt(m,n)} = | J 02x (Ar) =
j=0 k=0
m—1 n—1 m—1 m—1
= U sz;: U {Ak} - Q%[Fn] C U Q%[Y} =Y, (115)
j=0 k=0 =0 j=0

amibdl, felhasznalva a szabalyos sokszogek konvexségét kapjuk, hogy
Fice(m,n) = co{Bi|l = 1,2,...,1kkt(m,n)}) Cco(Y) =Y,
igy
Ekkt(m,n) - m{Y € -Fm|Fn C Y} = (I)]:m (Fn)v

ami bizonyitandé volt.
Megmutatjuk, hogy @, (F.) C Fiikt(m,n)-

15

Legyenek bg, b1, ..., bikt(m,n)—1 8% Flkki(m,n) Oldalegyenesei rogzitett koriil-
jarasi iranyban. Legyen | = W és jelolje Yy a br,brt1r, -, Dig(m—1y
egyenesek altal hatarolt szabalyos m-szoget tetszéleges k € {0,1,...,1 — 1}

esetén. Ekkor, mivel F,, C Yy, Y, € F,, és ﬂé;lo Yy, = F. Igy kapjuk, hogy

-1
Pr, (Fn) = ﬂ{Y € FmlF CY}C ﬂ Yi = Flikt(m,n)>
k=0

a ®x, (F,) C Flki(m,n) tartalmazas is teljesiil, amivel az 1. éllitds bizo-
nyitasa teljes.
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Most bebizonyitjuk a 2. allitast. Jelolje Fixkt(m,n) azt a szabalyos lkkt(m, n)
szoget, amelynek kozéppontja a P pont és oldalegyenesei k6zott szerepelnek a

F,, oldalegyenesei.

Megymutatjuk, hogy a Fiiii(m,n) C @7, (Fn) tartalmazés teljesiil.

ﬁ
4 d2 1 o8 06 | 04/ w02 “Jw 05 o8 T P

Legyen Q € Fxki(m,n) tetszoleges pont és definidljuk az Y € F,, szabalyos
m-szoget az

Y =co ({Q%w (QIk=0,1,...m — 1}})

m

médon. Ekkor, mivel Fiyg(m,n) konvex és invarians halmaza a gz2ex (K =0, 1,

.., m — 1) transzformécioknak, igy

m—1
YC () oulF]CF,, &  YEF,,
k=0

ezért

Qe | JIY € FulY € Fu} = o5, (Fn),

azaz az Ft(mn) C ¢F,, (F) tartalmazés teljesiil.
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Megmutatjuk, hogy a ¢z, (Fn) C Figpe(m,n) tartalmazas is teljesiil.

2
)
e
>
04
O PR £ A TR [T TR ) By BTV /ST AN Y
22
o4
)?
/ -1

Jeloljon H egy olyan félsikot, amely tartalmazza az F,, rogzitett szabalyos n-
szOget és hataregyenese az F;, egyik oldalegyenese. Legyen tovabba Y € F,,
ugy, hogy Y C F,,. Ekkor (11.4), illetvem Tétel 3. allitasa alapjan kapjuk,

hogy

7=0 7=0 7=0 k=0
m—1n—1 lkkt(m,n)—1
= () (oz= c0ze=)[H] = [ 02t (1) [H] = Fiaci(m,m)-
7=0 k=0 =0

igy
¢, (Fn) = {Y € FnlY C Fu} C Fike(mon)s

ami bizonyitandé volt, igy a Tétel bizonyitasa teljes.
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12. A nemnegativitastartomany létezésérdl
Bevezetés

A fejezetben ismertetett eredmények megtalalhatoak [47]-ben, k6z6s munka
Szaz Arpaddal.

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy egy X csoport tetszéleges B additiv
antiszimmetrikus részhalmaza pontosan akkor foglalhato bele az X egy additiv
nemnegativitastartomanyaba, ha X tokéletesen kancellativ, azaz minden D
additiv antiszimmetrikus részhalmaz és z € X\ D esetén 0 ¢ (B U {z}) \ {0})*
vagy 0 ¢ ((—BU{z})\ {0})" ahol Y* az Y C X halmaz additiv lezartjat
jelenti.

Megmutatjuk, hogy ha X egy kommutativ csoport, akkor X tokéletesen
kancellativ tulajdonsaga ekvivalens az X csoport végtelen kancellativitasaval,
amelyet az X csoport torziomentességével definidlunk. Igy specialis esetként
megkapjuk Levi [67] és Lorenzen tételét [68], 1asd Fuchs [40] 36. és 39. oldal.

Additiv csoport nemnegativitastartoményanak jelentGségét mutatja az alab-
bi jol ismert tény.

Legyen X = X(+4) egy kommutativ csoport. Legyen D az X egy 0-t
tartalmazo6 additiv nemnegativitastartomanya. Definidljuk az < relaciét X-en
az alabbi modon.

r<y & y—zxz€eD (z,y € X).

Ekkor X (+, <) egy rendezett csoport.
Megforditva, ha X (+,<) egy rendezett kommutativ csoport, a D C X
részhalmazt

D={xeX|0<x}

moédon definidljuk, akkor D egy 0-t tartalmazé additiv nemnegativitastarto-
ménya az X csoportnak.

Analog allitas érvényes testek esetén is. Legyen T egy (kommutativ) test,
D C T egy részhalmaz, tovabba tekintsiik az alabbi tulajdonsagokat.

1. DU(-D) =X;

2. DN (—D) ={0};

3. D additiv, azaz D + D C D;

4. D multiplikativ, azaz D - D C D;

Ha T egy (kommutativ) rendezett test, akkor a D = {x € T|z > 0} modon
definialt halmaz rendelkezik a fenti 4 tulajdonsiggal.
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Megforditva, Ha D C T egy olyan halmaz, amely rendelkezik a fenti 4
tulajdonsaggal, akkor az

r<y & y—z€D (x,y € X)

modon definialt < relacioval a T kommutativ test egy rendetzett testté valik.

Ha a T testhez megadhat6 olyan < rendezési relacié T-n, amellyel a T egy
rendezett test, akkor a T testet elrendezhetének nevezziik. A testek elrendez-
het&ségével kapcsolatban érdemes megjegyezni az Artin-Schreier tételt, mely
szerint egy (kommutativ) test akkor és csak akkor elrendezhetd, ha benne a
(—1) nem irhato fel négyzetdsszeg formajaban. Ennek megfelelGen példaul a
komplex szdmok C teste nem elrendezhetd.

Nemnegativitastartoméiny, additiv nemnegativitastartoméany,
kancellativitasi tulajdonsagok

12.1 Definicié Legyen X = X (+) egy csoport és legyenek D, A C X halma-
zok gy, hogy D C A. Azt mondjuk, hogy az A halmaz szimmetrikus, ha
—ACA.

Azt mondjuk, hogy a D halmaz
e antiszimmetrikus, ha D N (—D) C {0}.
e additiv, ha D+ D C D.

e az A halmaz egy nemnegativitastartomanya, ha D antiszimmetrikus
és A=DU(-D).

e az A halmaz egy additiv nemnegativitastartomanya, ha nemnega-
tivitastartomanya A-nak és additiv.
12.2 Megjegyzés Legyen X = X (+4) egy csoport.

1. Az x — —x (z € X) fiiggvény injektivitasa alapjan kapjuk, hogy ha egy
A C X halmaznak létezik nemnegativitastartomanya, akkor A szimmet-
rikus.

2. Ha egy A halmaznak létezik additiv nemnegativitastartomanya, abbél
még nem kovetkezik, hogy A additiv.

3. Egy X csoport egy Y részhalmaza pontosan akkor részcsoportja X -nek,
ha'Y nemiires, additiv és szimmetrikus.
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12.3 Jel6lés Legyen X = X (+) egy csoport. Legyenn € Zy, ésx1,...,Tpt1 €
X tetszoleges elemek. Ekkor

n+1

1 n
Z%‘:fl, Z$i=Z$i+xn+1 (n € Zy).
i=1 i=1 i=1

A Z?zl x; jelolés helyett néha az x1 + - - - + x,, jelolést alkalmazzuk.
Tetszéleges x € X elem n € Z-szeresét az alabbi rekurziv definicié segitsé-
gével értelmezziik:

n

nw iZJ;, haneZy,
i=1

nx =0, han =0,

nx =(—n)(—z), han <0.
12.4 Definicié Legyen X = X (+) egy félcsoport, A C X. Ekkor az
A* =n{B c X|A C B és B additiv}

moédon definidlt halmazt az A halmaz additiv lezartjanak, vagy az A halmaz
altal generalt félcsoportnak nevezziik.
12.5 Lemma Legyen X = X (+) egy csoport. Ekkor teljesiilnek a kivetkezok:

1. Az A C X részhalmaz pontosan akkor additiv, ha A = Af;

2. AA={3"" ailn € Zyjan,...,a, € A} minden A C X esetén;

3. (B\{0})n—=(B\{0})=(Bn(—B))\ {0} minden B C X esetén;

4

. Ha B egy 0-t nem tartalmazé6 additiv részhalmaza X -nek, akkor B an-
tiszimmetrikus;

5. Ha B egy additiv antiszimmetrikus részhalmaza X -nek, akkor B\ {0}
szintén additiv antiszimmetrikus, igy (B \ {0})! = B\ {0};

6. Ha B egy additiv halmaz, x € X, BU {a} elemei kommutélnak, akkor
(BU{z})\{0})* = {nz+bln € Z, U{0},bec B\ {0}} U {nz|n € Z,}.

12.6 Jelolés Legyen X = X (+) egy félcsoport. Definidljuk az X,, (n € Z)
és X, halmazokat

X, ={z € X|nz =0} (neZy),

(o)
Xy = U X,
n=1
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médon. Ekkor az X,, halmazhoz hozzatartozik a 0, és X-nek az dsszes olyan
zérustél kiilénboz6 elemei, amelyek rendje véges és osztéja n-nek. Az X
halmaz tartalmazza a 0-t és az X Osszes véges rendi elemét.

Az X csoportot torziémentesnek nevezziik, ha nem tartalmaz véges rendii
elemet, azaz X, = {0}.

12.7 Jeldlés Legyen X = X(+) egy csoport. Definidljuk az Fp C X? relaciét

Fp(x) = ((BU{z})\ {0})}  (z€X)
médon tetszéleges B C X esetén.
12.8 Definicié Legyen X = X (+4) egy csoport. Azt mondjuk, hogy az A C X
részhalmaz
e n-kancellativ, ha AN X, C {0};
o végtelen kancellativ, ha AN X, C {0};

o tokéletesen kancellativ, ha tetszéleges B C X additiv antiszimmetri-
kus részhalmaz esetén

0¢ Fp(z) vagy  0€ Fp(—z) (x € A\ (BU(—DB))).
12.9 Tétel (T. Glavosits, A. Szaz) Legyen X = X (4) egy csoport. Ekkor
teljesiilnek a kévetkezdk.
1. Ha A C X tokéletesen kancellativ, akkor végtelen kancellativ.
2. Ha A C X végtelen kancellativ, és A elemei kommutalnak, akkor A

tokéletesen kancellativ.

Bizonyitas. 1. Tegyiik fel, hogy A C X tokéletesen kancellativ és legyen
z # 0. Mivel ) az A halmaznak egy additiv, antiszimmetrikus részhalmaza,

igy

0¢ Fy(z) = {e}f vagy 0¢ Fy(-2)={-a}} (zezecA\{0U-0})
Mivel A\ {0 U -0} = A, igy az A halmaz végtelen kancellativ.
2. Indirekt médon tegyiik fel, hogy A végtelen kancellativ, elemei kommutal-
nak, de nem tokéletesen kancellativ. Ekkor létezik egy B C X additiv, anti-

szimmetrikus halmaz és egy x € A\ (BU(—DB)), ugy hogy 0 € Fp(z)NFp(—x).
Ekkor = nem lehet 0, mivel ellenkezs esetben a[I2.5] Lemma 5. allitdsa alapjan

0 € Fp(z) N Fp(—z) = Fp(0) = (BU{0})\ {0})f = (B\ {0})* = B\ {0},
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ami lehetetlen. Definidljuk a P, @, R, S halmazokat az alabbi modon:

P ={nxz +bln € Z, U{0},be B\ {0}}, R ={n(—-z)|n € Z, },
Q ={n(—z)+bneZ, U{0},be B\ {0}}, S ={nx|n € Z;}.

A[I23] Lemma 6. &llitasa alapjan
Fp(x)NFp(—z) = (PUS)N(QUR) = (PNQ)U(PNR)U(SNQ)U(SNR),
igy az alabbi 4 eset valamelyike bekdvetkezik:

a. 0e PNQ, b. 0 € PNR, c. 0eSNQ, d. 0e SNR.

Ha az a. teljesiilne, akkor léteznének olyan ny, ny € Z U{0} és by, bo € B\ {0}
elemek, melyekkel 0 = nyx+ by és 0 = no(—x) 4+ be. Nyilvanvalé modon nq # 0
és no # 0. Mivel nynox = —ngby € —(B\ {0}) és ninsx = nibe € (B {0}),
amib6l a[12.5] Lemma 3. allitasa alapjan kapjuk, hogy

mngx € (B\{0}) N =(B\{0}) = (BN (=B)) \ {0} =,

ami nyilvanvaléan ellentmondaés.
A b., c., d., esetek az a. esettel analég moédon bizonyithatoak. X

Nemnegativitastartomany és additiv nemnegativitastarto-
many létezése

12.10 Tétel (T. Glavosits, A. Szaz ) Legyen X = X(+) egy csoport, A C
X. Ekkor a kivetkezd allitasok ekvivalensek.

1. A-nak létezik egy D nemnegativitdstartomanya.
2. A szimmetrikus és 2-kancellativ.

3. A-nak minden B C A antiszimmetrikus részhalmaza belefoglalhaté az
A-nak egy D nemnegativitastartomanyaba.

Bizonyitas. 1.=2. Tegyiik fel, hogy A-nak létezik egy D nemnegativitastar-
tomanya. A[12:2] Megjegyzés 1. allitasa alapjan kapjuk, hogy A szimmetrikus.
Indirekt modon tegyiik fel, hogy A-nak van egy D nemnegativitastartoménya,
azonban nem 2-kancellativ, azaz létezik egy € X \ {0} 2-rendd eleme. Ekkor
x + x = 0, amibdl kapjuk, hogy x = —x. Mivel A = DU (-D), igy = € D,
vagy * € —D. Tegyiik fel, hogy x € D. Ekkor a D antiszimmetrikus tulaj-
donsaga alapjan z = —x € DN (=D) C {0}, ami ellentmondés. Az © € —D
hasonloképpen ellentmondasra vezet.
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2.=3. Tegyiik fel, hogy A szimmetrikus és 2-kancellativ, tovabba legyen B az
A egy antiszimmetrikus részhalmaza. Ha a C = A\ (B U (—B) U {0}) halmaz
nem iires, akkor ezen a halmazon definialjuk a ~ ekvivalencia-relaciét az alabbi
moédon:

T~y S x =1y vagy T=—y (z,y € C).

Az A halmaz 2-kancellativitasa miatt minden ekvivalencia osztaly pontosan két
elemet tartalmaz. A kivalasztasi axioma miatt létezik egy D’ halmaz ugy, hogy
a kapott ekvivalencia osztalyok mindegyikébdél pontosan egy elemet tartalmaz.
Legyen
D.{ D'UBU{0}, ha0e€ A;
D'UB, ellenkezs esetben.

Ekkor D egy B-t tartalmaz6é nemnegativitastartoméanya A-nak.
3.=1. nyilvanval6, mivel a () egy additiv antiszimmetrikus részhalmaza A-nak.
X

12.11 Tétel (T. Glavosits, A. Szaz) Legyen X = X(+) egy tetszéleges
csoport, A C X. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek:

1. A tokéletesen kancellativ.

2. Az A minden B additiv antiszimmetrikus részhalmaza belefoglalhaté
egy olyan D C X additiv antiszimmetrikus részhalmazba, amelyre A C
DU(-D).

Bizonyitas.
1.= 2. Legyen A egy additiv, antiszimmetrikus részhalmaza X-nek. Definial-
juk a D C P(X) halmazcsaladot az alabbi modon:

D={Y C X | B\ {0} CY,Yadditiv,0 ¢ Y}.

Ekkor B\ {0} € D, igy D # (). Legyen L egy D-beli halmazokbol allo lanc.
Mivel UL € D, igy a Zorn-lemma alapjan kapjuk, hogy létezik D-nek egy D’
maximalis eleme.

Allitom, hogy X \ (D’ U(—D’)u{0}) = (. Indirekt médon tegyiik fel, hogy
létezik egy x € X \ (D' U (=D') U {0}). Az A C X tokéletes kancellativitasa
miatt

0¢ Dy = ((D'U{z}) \{0})F = (D' U{z})* vagy
0¢ Dy = ((D'U{z})\ {0})F = (D" U {~a})".

0 ¢ Dy esetén Dy € D, mig 0 ¢ Dy esetén Dy € D, igy mindkét esetben ellent-
mondésba keriiliink a D’ maximalitasaval. Igy a D = D"U{0} modon definialt
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halmaz egy B-t tartalmazo6 olyan additiv antiszimmetrikus részhalmaza X-nek,
amelyre A C DU (—D).

2.= 1. Legyen B egy additiv antiszimmetrikus részhalmaza A-nak és x €
X\ (BU(—=B)). Legyen D egy B-t tartalmazo6 additiv antiszimmetrikus rész-
halmaza X-nek ugy, hogy A C DU(—D). Ekkor = € D vagy —x € D. Tegyiik
fel, hogy z € D. Ekkor a Lemma 5. allitdsa alapjan alapjan:

(BU{z})\ {0})* € (D\{0})* = D\ {0},

igy mivel 0 ¢ D\ {0}, igy 0 ¢ ((BU{z})\ {0})*. Hasonloképpen lathato, hogy
a —x € D teljesiilése a 0 ¢ ((BU {—=x} \ {0})* teljesiilését vonja maga utan,
azaz, A tokéletesen kancellativ. X

12.12 Tétel (Levi, Lorenzen) Legyen X = X (4) egy kommutativ csoport.
Ekkor a kovetkezé allitasok ekvivalensek:

1. Az X csoportnak létezik additiv nemnegativitastartomanya.
2. Az X csoport végtelen kancellativ.

3. Az X csoport barmely B C X antiszimmetrikus részhalmaza belefoglal-
haté az X egy D additiv nemnegativitastartomanyaba.

Bizonyitas. A Tétel alapjan ha az X kommutativ csoport végtelen kan-
cellativ, akkor tokéletesen kancellativ. A[I2.11] Tétel alapjan az X tokéletesen
kancellativ csoport barmely antiszimmetrikus additiv részhalmaza beledgyaz-
hato a csoport egy additiv nemnegativitastartomanyaba. Igy az X csoportnak
létezik additiv nemnegativitas tartoménya. Végiil, ha az X csoportnak 1é-
tezik additiv nemnegativitastartomanya, akkor végtelen kancellativ. Ehhez
indirekt moédon tegyiik fel, hogy az X csoportnak létezik D additiv nemnega-
tivitastartoménya, ennek ellenére létezik olyan = # 0 eleme amelyhez létezik
n € Zy, amelyre x rendje n. Ekkor, mivel x # 0, igy n > 2. Feltehetjiik, hogy
x € D, ekkor (n — 1)z € D. Masrészt azonban —z = (n — 1)z € (—=D), igy
—x € DN (—D) és —x # 0, ami ellentmondas. X

Az[12.12| Tételnek az 1.< 2. része megtalalhato Levi [67] cikkében, illetve
a 1. 3. része Lorenzen [68] cikkében, lasd Fuchs [40] 36. és 39. oldalak.

12.13 Példa Ebben a példdban a nemnegativitdstartomany unicitdsat mu-
tatjuk be ismert példakon keresztiil.

1. Ha D egy 0-t tartalmazé additiv nemnegativitdstartomanya a Z = 7Z(+)
csoportnak, akkor D € {Z U{0},—(Z4+ U{0})}.

2. Ha D egy 0-t tartalmazé additiv nemnegativitdstartoméanya a Q = Q(+)
csoportnak, akkor D € {Q4 U {0}, —(Q4 U {0})}
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3. Legyen D C R olyan, hogy
Du(-D)=R, Dn(-D)={0}, D+DcD, D-DcCD.

Ekkor D =R, U {0}, azaz az R test egyértelmi médon elrendezhetd.
Végiil mutatunk egy kevésbé ismert példat.

4 Az R = R(+) csoportnak létezik olyan D 0-t tartalmazé additiv nemnega-
tivitastartomanya, amelyre D ¢ {R, U {0}, —(R; U {0})}.
Ehbhez tekintsiik az alabbi médon definidlt B C R halmazt.

B = {V2,-V3,0}% = {nv/2 — mV/3|n,m € Z, U{0}}.

Ekkor a B halmaz az R csoport egy additiv antiszimmetrikus részhalma-
za, igy a[12.12 Tétel alapjan a B halmaz belefoglalhaté az R csoport egy
D 0-t tartalmazo additiv nemnegativitastartomanyaba. Mivel a B hal-
maznak egyardnt van pozitiv és negativ eleme (tekintettel az R csoport
hagyoméanyos rendezésére) igy a D nemnegativitastartomany a Q. U{0}
és a Q_ U {0} nemnegativitastartomanyoktol egyarant kiilinbézni fog.
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13. Relacidk paratlan szelekcidéinak 1étezésérdl

Bevezetés

A fejezetben ismertetett eredmények megtalalhatoak [46]-ben, k6zos munka
Szaz Arpaddal.

Ebben a fejezetben kritériumot adunk csoportok kozotti relacié paratlan
szelekciofiiggvényének létezéséhez.

13.1 Definicié Legyen F' C X XY egy relacié, f C X xY egy fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy az f fiiggvény az F relacié szelekciéfiiggvénye, ha értelmezési
tartomanyaik megegyeznek, azaz Dr = Dy, tovabba minden x € Dp esetén

f(z) € F(x).

13.2 Definicié Legyenek X = X(+4),Y =Y (+) csoportok f: D; C X - Y
egy fiiggvény 1igy, hogy értelmezési tartomanya szimmetrikus, azaz —Dy C Dy.
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény

e paros, ha f(—xz) = f(x) minden x € Dy esetén;
e paratlan, ha f(—xz) = —f(z) minden x € Dy esetén.

Idézziink fel néhany fogalmat és jelolést, melyeket mar az el6z6 fejezetben is
hasznaltunk. Tetsz6leges X = X (+) csoport esetén legyen Xo = {x € X |22 =
0}, ahol 2z = = + z. Az X csoport egy A részhalmazat 2-kancellativnak
nevezziik, ha AN X, C {0}.

Paratlan szelekciofiiggvény létezése

13.3 Tétel (T. Glavosits, A. Szaz) Legyenek X = (+),Y = Y (+) csopor-
tok, FF C X XY egy relaci6. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek.

1. Az F relaciénak létezik paratlan szelekciofiiggvénye.
2. Teljesiilnek a kévetkezdk.
a. f(z) € Yo minden x € Dp N X5 esetén.
b. F(z)N—F(z) # () minden © € D \ X5 esetén.
Bizonyitas. 1.=2. Tegyiik fel, hogy 1. teljesiil, azaz az F relacionak létezik
egy f partalan szelekciéja. Legyen z € Dp N X5. Ekkor z = —z, amibdl

kapjuk, hogy f(z) = f(—z) = —f(z), azaz f(z) € Y5. Azonban f(z) € F(x),
igy F(x) NYs = () tetszSleges x € Dp N X5 esetén, azaz a. teljesiil.
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Mivel f egy péaratlan szelekcioja az F relacionak, igy — f(z) = f(x), tovab-
ba —f(z) € —F(z), f(-a) € F(-x), igy —f(z) = f(-2) € —F(z) N F(-x)
teljesiil minden @ € Dy esetén, igy specidlisan minden x € Dy \ X5 esetén is,
igy a b. is teljesiil.
2.=1. Tegyiik fel, hogy a. és b. teljesiilnek. Particionaljuk Dg-et két részre,
legyenek
A=DrNXo, BiDF\XQ.

Ekkor Dp = AU B, AN B = {), bar elképzelhets, hogy A = 0 vagy B = 0.
Az altalanossag csorbitésa nélkiil feltehetjiik, hogy A # 0 és B # 0. Az A
halmazon definidljuk a ¢ : A — Y fliggvényt ugy, hogy teljesiilon a

o(x) € F(z)NYs (x € A).

Ez az a. és a kivalasztasi axioma miatt lehetséges. Ekkor ¢ paratlan, mivel
x € A esetén x = —z, azonban p(x) € Ya, igy ¢(z) = —p(x), amibdl kapjuk,
hogy

p(r) = —p(x) = —p(-z)  (z€A).

A B C Dy halmaz 2-kancellativ. Ertelmezziink a B halmazon egy ekvivalencia-
relaciot az alabbi modon:

x~y & x=y vagy x=-—y (z,y € B).

Ekkor B 2 elemt ekvivalencia osztalyokra esik szét. Definidljuk a ¢ : B —» Y
fliggvényt ugy, hogy

Y(x) = —p(-z) € Flx) N —F(z)  (z€B)

teljesiiljon, ami a kivalasztéasi axiéma és a b. miatt lehetséges. Ekkor ¢ szintén
paratlan és ¢(x) € F'(z) minden x € B esetén. Végiil definialjuk az f: Dp —
Y fliggvényt az alabbi médon:

. (z), ha (ze€ A);
f(x):{ ). ha (x € B).

Ekkor az f fiiggvény valéban egy paratlan szelekciofiiggvénye a F' relacionak,
azaz teljesiil 1.. X

Alkalmazas

13.4 Definici6 Legyenek X = X(+), Y = Y (+) grupoidok (halmaz és egy
a halmazon értelmezett algebrai miivelet el6irt tulajdonsdgok nélkiil). Legyen
F C X XY egy relacié. Azt mondjuk, hogy az F' relaci6é
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e szubadditiv, ha F(z +y) C F(x) + F(y) minden z,y € D esetén;
e szuperadditiv F(x) + F(y) C F(z +y) minden z,y € Dp esetén;
e additiv F(x +vy) = F(x)+ F(y) minden x,y € Dp esetén, azaz egyide-
jileg szub- és szuperadditiv.
13.5 Definicié Legyenek X,Y halmazok, Y egy grupoid F C X x Y egy
relacio, f az F' egy szelekciofiiggvénye. Az f fiiggvényt az F relacié egy
e reprezentalé szelekciéfiiggvényének nevezziik, ha

F(z) = f(z)+ F(0)  (x € Dp).

(bal reprezentélo szelekciofiiggvény);

e normalis reprezentilé szelekciéfiiggvényének nevezziik, ha

F(x) = f(z) + F(0),

Fle)= FO) + f(e) " SPF)

A péaratlan szelekciofiiggvény létezésének jelentGségét az aldbbi tétel mu-
tatja:
13.6 Tétel Legyenek X = X(+), Y = Y(+) csoportok, FF C X XY egy
relacio, f : Dp — Y egy fiiggvény. Ha I szubadditiv, vagy szuperadditiv és

az f fiiggvény egy pdratlan szelekciofiiggvénye az F relacionak, akkor f egy
normadlis reprezental6 szelekciofiiggvénye F'-nek.

Bizonyitas. A bizonyitist abban az esetben végezziik el, ha az F relacio
szuperadditiv. A szubadditiv eset bizonyitisa analdg.
Mivel az F relaci6 szuperadditiv, igy kapjuk, hogy

F(z)+ F(y) C F(z+v) (z,y € X). (13.1)
A egyenletbdl y < 0 helyettesitéssel kapjuk, hogy
f(z)+ F(0) C F(z)+ F(0) C F(x) (z € X). (13.2)
A egyenletbdl x < 0, y < x helyettesitéssel kapjuk, hogy
F(0)+ f(z) C F(0) + F(z) C F(x) (x € X). (13.3)
A egyenletbdl y +— —x helyettesitéssel kapjuk, hogy

F(z) - f(x) = F(2) + f(~2) C F(a) + F(~2) C F(0)  (x € X),
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amibél rendezéssel kapjuk, hogy

F(z) C F(0) + f(x) (x € X). (13.4)
A egyenletbdl x < —x, y < x helyettesitéssel kapjuk, hogy
—f(@)+ F(z) = f(—z) + F(z) C F(—z) + F(z) C F(0) (z € X),

amibdl rendezéssel kapjuk, hogy

F(x) C f(x) + F(0) (x € X). (13 5)
A és eredmeényezik, hogy F(x) = F(0)+ f(x) és ([13.5)

eredményezik, hogy F'(z) = f(x) 4+ F(0) tetszbleges = € X eseten amlvel a
bizonyitas teljes. X
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14. Tartalmi osszefoglald

A disszertacio két f6 részbdl all. Az els6 részben fiiggvényegyenletek altalanos
megoldasat keressiik, a masodik rész lezarasokkal illetve relaciokkal foglalkozik.
Az elsé rész két legfontosabb fliggvényegyenlete a kovetkezd:

Gy (m;—l) + Fi(y) = Gs (y—;—l) + Fy(x), (0.1)
G1(x(y +1)) + Fi(z) =G (y(= + 1)) + Fa(y). (.5)

A egyenletben az ismeretlen fiiggvények a G;, F; : T4 — Y fiigg-
vények, melyek a fiiggvényegyenletet teszéleges x,y € T, esetén elégitik ki,
ahol T, egy T rendezett test pozitiv elemeinek a halmaza, Y egy egyértelmiien
2-oszthato Abel-csoport.

A egyenletben az ismeretlen fiiggvények a G;, F; : T, — Y fiiggvé-
nyek, melyek a fiiggvényegyenletet teszéleges x,y € T esetén elégitik ki, ahol
T, egy archimedeszien rendezett T test pozitiv elemeinek a halmaza, Y egy
egyértelmien 2-oszthaté Abel-csoport.

A 9. fejezetben megadjuk a és a egyenletek altalanos és mérhetd
megoldasat. Mi most csak az altalanos megoldést mutatjuk be.

Tétel. (T. Glavosits, K. Lajké) Megadjuk a (0.1)) és a egyenletek &l-
taldnos megoldasat.

1. Legyen T egy rendezett test, Y egy egyértelmiien 2-oszthaté Abel-csoport.
AG;, F;: Ty =Y (i =1,2) fiiggvények pontosan akkor megoldasai a
(0.1)) fiiggvényegyenletnek tetszdleges x,y € T, esetén, ha

Gl(lli) = ll(l‘) + lg(l‘ + 1) + lg(l‘) + dl,

Fi(z) =lL(z(x+ 1)) +la(x) — I3 <x;—1> + ds,
Ga(x) = li(2) +la(2 + 1) = I3() + da,
Fo(z) =lh(z(x + 1)) + la(x) + 13 (x—;—l) +dy

alakuak tetszoleges x € T4 esetén, ahol l; : Ty — Y (i = 1,2,3) lo-
garitmikus fiiggvények, d; € Y (j = 1,2,3,4) konstansok ugy, hogy
dy +do = d3 + dy.

2. Legyen T egy archimedeszien rendezett test, Y egy egyértelmiien 2-
oszthaté Abel-csoport. A G;, F; : Ty — Y (i = 1,2) fiiggvények ponto-
san akkor megoldasai a fiiggvényegyenletnek tetszoleges x,y € T4
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esetén, ha
Gi(z) = a(@) + lo(2) + Is(x) + di,
Fi(z) = —a(z) + 1 (x i 1) —lg(z(z + 1)) + da,
Ga(z) = a(x) + lo(x) — Is(x) + ds,

Fa(z) = —alz) + lo (xil) (x4 1)) + dy

alaktiak tetszéleges x € T, ahol a : T — Y additiv fiiggvény, [, : T, —
Y (i = 1,2) logaritmikus fiiggvények, d; € Y (j = 1,2,3,4) konstansok
ligy, hogy di + da = d3 + d4.

Most kisérjiik nyomon a fiiggvényegyenlet megoldasanak f6bb allo-
masait.

Az 1. fejezetben megmutatjuk, hogy a fiiggvényegyenlet visszavezet-
hetd két egyszeriibb, kevesebb ismeretlen fiiggvényt tartalmazo fiiggvényegyen-
letre, nevezetesen érvényes az alabbi tétel:

Tétel. (T. Glavosits, K. Lajko [44]) Legyen T egy rendezett test, Y egy
egyértelmiien 2-oszthaté Abel-csoport. A G;, F; : T+ — Y (i = 1,2) fiigg-
vények akkor és csak akkor megoldasai a fiiggvényegyenletnek minden
x,y € Ty esetén, ha

T

Fi(@) = f(z) -7 (“ Y.

Fa(@) = f(z) +7 (m;”)

alakiak minden x € T4 esetén, ahol az g, f : T, — Y fiiggvények megoldasai

g(m‘;l)+f<y>=g(y“)+f<x> @3

X

fiiggvényegyenletnek minden x,y € T esetén, a v: T4 — Y fiiggvény megol-

déasa a
r+1 +1 r+1 +1
() () (=) (5 @
Yy z x Yy

fiiggvényegyenleteknek minden x,y € T, esetén.

A (0.2) fiiggvényegyenlet altalanos megoldasa megtalalhato a 3. fejezetben.
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A (0.3) fiiggvényegyenlet altalanos megoldasa megtalalhato a 6. fejezetben.
A (0.3)) egyenletet az

F(a) + Gly) = Pz +9) +Q (z) (2,9 € Ty) !

ugynevezett Olkin-Baker fiiggvényegyenletre vezetjiik vissza. A fiiggvény-
egyenletben az F, G, P, Q : T4 — Y fiiggvények az ismeretlen fiiggvények.
Ez utébbi egyenlet konnyen megoldhatoé a DLSz (Dar6czy-Lajko-Székelyhidi)
Tétel segitségével.

A DLSz Tétel szerint ha egy f : T, — Y fiiggvény olyan, hogy minden
A€ET, eseténa Ayf: Ty =Y

Axflz) = fQAz) = flx)  (z€Ty)

modon definialt fiiggvény Jensen, akkor

f@) =1(x) +j(@) (v eTy),

ahol [ : T4 — Y egy logaritmikus fiiggvény és j : T, — Y Jensen-fliggvény,
T egy rendezett test, Y egy egyértelmiien 2-oszthaté Abel-csoport. A DLSz
Tétel, illetve annak egy altaldnositasa megtaldlhatod az 5. fejezetben.

A egyenlet megoldasdnak f§ allomésai: Az 1. fejezetben megmu-
tatjuk, hogy a egyenlet visszavezethet$ egyszeriibb, kevesebb ismeretlen
fliggvényt tartalmazo fiiggvényegyenletre, nevezetesen érvényenes az alabbi té-
tel.

Tétel. Legyen T egy rendezett test, Y egy egyértelmiien 2-oszthaté Abel-
csoport. A G;, F; : Ty — Y (i = 1,2) fiiggvények akkor és csak akkor
megoldasai a

Gi(e(y+ 1)+ Fi(e) =G (y(z+ 1)) + Fa(y) (2,9 €Ty) (0-5)
fiiggvényegyenletnek, ha

Gi(z) =g(x) +v(x), Fi(2)= f(z) —y(z(z+1)),
Go(z) = g(x) —(2),  Fa(e) = f(2) +y(2(z+ 1)),

ahola g, f: T, — Y fiiggvények megoldasai a

gx(y+1)+ fx) =g(y(z+ 1)) + fly)  (2,y€Ty), (0.6)

fiiggvényegyenletnek, a v : T, — Y fiiggvény megoldadsa a

Yy +1) +vyz+1) =@ +1) +v(yly+1)  (z,y€Ty) (0.11)

fiiggvényegyenleteknek.
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A egyenlet altalinos megoldasa megtalalhato a 8. fejezetben. A
megoldas sordn a DLSz Tételt alkalmazzuk. Ekkor meg kell mutatnunk, hogy
a megoldas soran kapott gy = A,g fliggvény egy additiv fliggvény és egy
konstans Osszege. Ehhez elegendd megmutatni, hogy a go fliggvény (A = 2)
fliggvény egy additiv és egy konstans fiiggvény Gsszege. Ehhez elegendd lenne
megoldani a

92(2xy + ) + g2(xy +y) = 9222y +y) + g2(xy +y) (0.9)

fiiggvényegyenletet, ahol a g, ismeretlen fiiggvény megoldasa a fiiggvény-
egyenletnek tetszbleges x,y € T esetén. A fliggvényegyenletet csak abban az
esetben tudjuk megoldani, ha a benne szereplé g, fiiggvény a egyenletbol
szarmazik go = Asg modon.

A megoldas soran olyan korlatozott Pexider-additiv fliggvényegyenletet ka-
punk, ahol az additivitas a ']I‘?|r egy részkupjan teljesiil. Ilyen tipust egyenlet
altaldnos megoldasa megtalédlhat6 a 7. fejezetben.

A 7. fejezetben megadjuk az

flx+y)=g()+hly) (z,y€D)

korlatozott Pexider-additiv fliggvényegyenlet altalanos megoldasat, ahol f :
Dyyy —Y,9g: D, =Y, H: D, - Y az ismeretlen fiiggvények, G = G(+)
egy archimedeszien rendezett siirii Abel-csoport, D C G? egy nyilt halmaz és
Y =Y (+) egy Abel-csoport.

A fiiggvényegyenlet altalanos megoldisa megtaldlhato a 6. fejezet-
ben. A megoldas soran felhasznéljuk az

flz+y)=g(xy)  (2,yTy) (0.15)

fliggvényegyenletet, ahol az f, g : T, — Y fiiggvények az ismeretlen fliggveé-
nyek. A fiiggvényegyenlet megoldisa megtalalhato a 4. fejezetben.

A disszertacio masodik része a 11., 12., 13. fejezeteket foglalja magéba. A
11. fejezet célja monoton lezdrasok kommutativitasdnak a vizsgalata. A fejezet
két {6 eredménye az aldbbi két tétel:

Tétel. (T. Glavosits, G. Pataki) Legyen X egy halmaz, és legyenek ¥, Q
monoton lezdrdasok X-en. Ekkor az alabbi allitdsok ekvivalensek.

a. Fiz(¥) C Fiz(Q).

b. Qg V.

c. YoQ2=1U.

d. Qo¥ =17,
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Tétel. (T. Glavosits, G. Pataki) Legyen X és legyenek ¥, ) monoton le-
zarasok X-en. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek.

a. Q[Fiz(¥)] C Fiz(D).
b. Vol <xQoW,
c. QoW idempotens.

d. QoV = Ppiu)nFiz(Q)-

Definialjuk az A C P(X) halmazcsalad altal generalt ® 4 : P(X) — P(X)
lezaras, illetve az A halmazcsalad altal generalt ¢ 4 : P(X) — P(X) belsskép-
zés fogalmét az alabbi médon.

DAY)={Ac AY C A} (Y e P(X)),
pa={AcAlACY} (Y ePX)).

A @4 fiiggvény egy monoton lezarés, a p 4 fliggvény egy monoton bels6képzés.

A kapott eredmények jol alkalmazhatdak a kovetkezd probléma megoldasa
soran. Megadjuk egy T rendezett test feletti vektortéren értelmezett linea-
ris, affin, konvex, kup és konvexkup-lezarasok altal generalt félcsoport teljes
leirdsat, ahol a félcsoportmiivelet a kompozicioképzés.

A 11. fejezetben a halmazcsaldd altal generalt lezéras és belssképzés to-
vabbi alkalmazasat mutatjuk be. Jeldlje P a sik egy rogzitett pontjat. Jeldlje
Fn a sik Gsszes olyan szabélyos n szogének a halmazat, amelynek kézéppontja
a P pont, és jelolje F),, az F,, halmazcsalad egy tetszSlegesen rogzitett elemét
tetszGleges n € Z esetén. Keressiik az alabbi ponthalmazokat:

Or, (F)=( (Y € FnlFaCY}  (m>3,n>2),
pr (F) = JIY € FulY CF} (m>21n2>3).

A oz (F,) ponthalmaz meghatarozasat érinté kérdést a Convexity & Applica-
tion konferencian ismertettem (2010. szeptember 5-10 Lengyelorszag, Iwonicz-
Zdro6j), majd a kovetkez6 nap Wolfgang Forg-Rob megadta a megoldast. A
dualis sikbeli probléma (¢x  (F},)) analog moédon kezelhets. A kapott eredmé-

m

nyeket az alabbi tétel tartalmazza.

Tétel. Megdrizve a fenti jelléseket, a problémak megoldasa a kévetkezo:

1. @7, (Fn) € Fike(m,n) tetszoleges m > 3, n > 2 esetén, azaz egy kicsit
részletesebben, a ®x, (F,) egy olyan szabalyos lkkt(m,n)-szig, amely
az alabbi két tulajdonsag altal van meghatarozva:

o Kozéppontja a rogzitett P pont;
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e (sticspontjai kézott megtaldlhatéak a régzitett szabalyos F,, sok-
5z0g csicspontjai.

2. 07, (Fn) € Fikkt(m,n) tetszéleges m > 2 n > 3 esetén, azaz egy kicsit
részletesebben, a ¢z, (F,) egy olyan szabalyos 1kkt(m,n)-szig, amely
az alabbi két tulajdonsag altal van meghatarozva:

e Kozéppontja a rogzitett P pont;

o Oldalegyenesei k6zott megtaldlhatéak a rogzitett szabélyos F,, sok-
sz6g oldalegyenesei.

A 12. fejezetben csoport nemnegativitdstartomanyanak, illetve additiv
nemnegativitastartomanyanak a létezését vizsgiljuk. Eredményeinket az aléb-
bi tételek tartalmazzak.

Tétel. (T. Glavosits, A. Szaz [47]) Legyen X = X(+) egy csoport. Ek-
kor teljesiilnek a kovetkezdk.
1. Ha A C X tékéletesen kancellativ, akkor végtelen kancellativ.
2. Ha A C X végtelen kancellativ, és A elemei kommutdlnak, akkor A
tokéletesen kancellativ.
Tétel. (T. Glavosits, A. Szaz [47]) Legyen X = X (+) egy csoport, A C
X. Ekkor a kivetkezd allitasok ekvivalensek.
1. A-nak létezik egy D nemnegativitastartomanya.
2. A szimmetrikus és 2-kancellativ.
3. A-nak minden B C A antiszimmetrikus részhalmaza belefoglalhaté az
A-nak egy D nemnegativitastartomanyéaba.
Tétel. (T. Glavosits, A. Szaz [47]) Legyen X = X (+) egy tetszdleges cso-
port, A C X. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek:
1. A tékéletesen kancellativ.

2. Az A minden B additiv antiszimmetrikus részhalmaza belefoglalhaté
egy olyan D C X additiv antiszimmetrikus részhalmazba, amelyre A C
DU (-D).

A 13. fejezetben kritériumot adunk relacié paratlan szelekciofiiggvényenek
létezésérsl. A kapott eredményt az alabbi tétel tartalmazza.

Tétel. (T. Glavosits, A. Szaz [46]) Legyenck X = (+), Y = Y (+) cso-
portok, FF C X x Y egy relacié. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek.
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1. Az F relaciénak létezik paratlan szelekciofiiggvénye.
2. Teljesiilnek a kévetkezdk.

a. f(x) € Yo minden z € Dp N X5 esetén.
b. F(z) N —F(z) # () minden x € Dp \ X esetén.
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15. Summary

The dissertation consists of two parts. In the first part we find the general
solutions of some functional equations, in the second part we study closures
and relations. The most important functional equations in the first part are
the following equations.

z+1 - y+1
G ( ” ) + Fi(y) = G ( . > + Fa(z), (0.1)
Gi(z(y+ 1)) + Fi(z) =Gz (y(z + 1)) + F2(y). (0.5)

The unknown functions G;, F; : T4 — Y satisfy the equation for all
x,y € Ty, where T is the set of all positive elements of an ordered field T, YV
is a uniquely 2-divisible Abelian group.

The unknown functions G;, F; : Ty — Y satisfy the equation for
all z,y € Ty, where T, is the set of all positive elements of an archimedean
ordered field T, Y is a uniquely 2-divisible Abelian group.

In chapter 9 we give the general and measurable solutions of functional
equations and (0.5). Now we show only the general solution.

Theorem. (T. Glavosits, K. Lajké) We give the general solution of func-

tional equations (0.1) and (0.5).

1. Let The an ordered field and let Y be a uniquely 2-divisible Abelian
group. The functions G;, F; : Ty — Y (i = 1,2) are solutions of the
functional equation (0.1)) for all z,y € T, if and only if they are of the
form

Q

1((E) = ll(l') + lg((E + ].) + lg(l') + dl,
(@) = tlola+ 1) + o) ~1a ()
GQ(Z‘) = ll(.’lf) + ZQ(I + 1) — lg(.’lf) + d3,
(

) = li(z(z + 1)) + la(z) + I3 <le> tdy

for all x € T, where the functions l; : Ty — Y (i = 1,2,3) are
logarithmic functions, d; € Y (j = 1,2,3,4) are constants such that
dy + do = ds + dy.

2. Let T be an archimedean ordered field and let Y be an uniquely 2-
divisible Abelian group. The functions G;, F; : T =Y (i = 1,2) are
solutions of functional equation for all z,y € T if and only if they
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are of the form
Gi(z) = a(x) + la(z) + l3(x) + da,
Fi(e) = ~ate) +12 (5 ) = oo+ 1) +
Ga(x) = a(x) + la(x) — I3(x) + ds,

Fa(z) = —alz) + Io (zil) +ls(z(x + 1)) + dy

for all x € Ty, where the function a : T — Y is an additive function,
the functions l; : T4 — Y (i = 1,2) are logarithmic functions, d; € Y
(j =1,2,3,4) are constants such that dy + de = d3 + d4.

Now let us review the main steps of the solution of functional equation

(0.1).
In chapter 1 we show that the functional equation ([0.1]) can be reduced to
simpler functional equations, as it is shown in the following Theorem.

Theorem. (T. Glavosits, K. Lajké [44]) Let T be an ordered field, Y be

a uniquely 2-divisible Abelian group. The functions G;, F; : T —» Y (i=1,2)
satisfy the functional equation (0.1)) for all x,y € T, if and only if they are of

the form
Fi() =f(fc)—v(x+1),

T

g
Oale) =00 1) ) g1y 1 (22)

for all x € Ty, where the functions g, f : T4 — Y satisfy the functional

equation
g (S) 4w =0 () + s 03

for all x,y € T4, and the function v : T, — Y satisfies the functional equation

z+1 +1 z+1 +1
() () ()00 e
) z T )

for all z,y € T,.

The general solution of functional equation (0.2) can be found in chapter
3.
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The general solution of functional equation (0.3) can be found in chapter 6.
The equation ([0.3]) is reduced to the following, so-called Olkin-Baker functional
equation

Fx)+Gly)=Plz+y)+Q <z> (x,y € T4),. (0.4)

In functional equation the functions F, G, P, @Q : T, — Y are the
unknown functions. This equation can be easily solved by the DLSz Theorem
(Daroczy-Lajko-Székelyhidi).

Due to DLSz Theorem if f : T, — Y is a function such that the function
Axf: T4 — Y defined by

Axf(x) = fQAx) = flx)  (zeTy)

is a Jensen function for all A € T4, then

f@)=1(@)+j@)  (ceTy)

where [ : Ty — Y is a logarithmic function, and the function j : Ty — Y
is a Jensen function (where T is an ordered field, Y is an uniquely 2-divisible
Abelian group). The DLSz Theorem and the generalization of it can be found
in chapter 5.

The other main functional equation in the first part of the dissertation is
equation (0.5). In chapter 1 we show that the equation can be reduced
to simpler functional equations by the following Theorem.

Theorem. Let T be an ordered field and let Y be a uniquely 2-divisible Abe-
lian group. The functions G;, F; : T — Y (i = 1,2) are the general solutions
of the functional equation

Gi(z(y+1))+ Fi(x) = Ga(y(e+ 1) + Fa(y) (w9 €Ty) (0.5
if and only if they are of the form

Gi(z) =g(z) +7(x),  Fi(z) = f(z) —y(z(z + 1)),
Ga(z) =g(z) —7(x),  Fa(z) = f(2) +y(z(z + 1)),

where the functions g, f : Ty — Y satisfy the functional equation

gx(y+1)+ flx) =g(ylz+ 1)) + fly)  (2,y €Ty), (0.6)

and the function v : Ty — Y satisfies the functional equation

(.’IJ € TJr)?

Yy +1) +y(yz+1) =v(@(@+1) +v(yy+1))  (z,y € Ty). (0.11)
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The general solution of functional equation can be found in chapter 8.
For the proof we use the DLSz Theorem. We have to show that the obtained
function gy = A,g is the sum of an additive function and a constant. For this
it would be enough to show that the function g, (the case A = 2) is also the
sum of an additive function and a constant. For this it is enough to solve the
functional equation

92(2xy + x) + go(xy +y) = 92(2zy + y) + g2(2y + ¥), (©.9)

where the unknown function g, satisfies the equation for all x,y € Ty.
We know the general solution of this equation only in the case, where the
function go can be derived from the equation by the definition go = Asg.

During the proof we obtain a restricted Cauchy-additive functional equa-
tion, where the additivity is fulfilled on a sub-cone of the set T2 . The general
solution of functional equations of this type can be found in chapter 7.

In chapter 8. we give the general solution of the restricted Pexider-additive
functional equation

flx+y)=g(x)+hly) (z,y€D)

where the functions f : Dyyy =Y, 9: D, — Y, H: Dy, —Y are the unknown
functions, G = G(+) is an arhimedean ordered Abelian group, D C G? is an
open set and Y = Y (+) is an Abelian group.

The general solution of the functional equation can be found in
chapter 6. During the proof we use the functional equation

flz+y)=g(xy) (z,y€Ty), (0.15)

where the functions f, ¢ : T+ — Y are unknown. The solution of equation

can be found in chapter 4.

The second part of this dissertation consists of the chapters 11, 12, 13. The
purpose of chapter 11 is the investigation of the commutativity of monotone
closures. The two main results of this chapter are the following Theorems.

Theorem. (T. Glavosits, G. Pataki) Let X be a set and let ¥, Q be mo-
notone closures on the set X. Then the following statements are equivalent.

a. Fiz(¥) C Fiz(Q).

b. Q< W.
c. Vo) =W.
d. QoV¥ =V,

Theorem. (T. Glavosits, G. Pataki) Let X be a set and let ¥, Q0 be mo-
notone closures on the set X. Then the following statements are equivalent.
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a. Q[Fiz(¥)] C Fiz(0).
b. Vo) <QoW.

c. QoW is idempotent.

d. QoV = Ppi,(v)nFiz©)-

Define the closure @ 4 : P(X) — P(X) generated by the family A C P(X)
and define the inner-operator ¢4 : P(X) — P(X) generated by the family
ACP(X) as

P4Y)={Ac AY C 4} (Y e P(X)),
pa={AcAJ[ACY} (Y e P(X)).

respectively. Then the function ® 4 is a monotone closure, and the family ¢ 4
is a monotone inner-operator.

As an application of the above concepts and Theorems we give the full
description of the semigroup generated by the linear, affine, convex, cone and
convex-cone closures defined on a vector space over an ordered field T.

In chapter 11 we give an additional application of the closure and inner
operation generated by a set-family. Let P be an arbitrarily fixed point of the
plan. Let us denote by JF,, the set of all P centered regular n-gons in the plane.
Let F,, € F,, be also arbitrarily fixed. We want to find the following set of
points.

O, (Fn) =Y € FnlFn CY}  (m>3,n2>2)
er.(Fn) =\ Y €FnlY CF} (m>2n2>3).

The problem concerning the point-set ® = _(F,) was proposed first by myself at
the conference Convexity & Application, 5-10 September, 2010, Iwonicz-Zdroj
(Poland). On the following day Wolfgang Forg-Rob gave the solution. The
dual problem in the plane, concerning the point-set (px  (F})), can be solved
analogously. The following Theorem shows the obtained results.

P reserving the previous notations, we can state that

1. @7, (Fn) € Fiem(mn) for all m > 3, n > 2, or in details, ®, (F,)
is a regular lem(m,n)-gon, which is determined by the following two
properties:

e Its center is the point P;

e The vertices of the fixed polygon F,, can be found among the ver-
tices of it.
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2. pF, (Fn) € Fiem(mn) for all m > 2, n > 3, or in details, the pF, (F},)
is a regular lem(m,n)-gon, which is determined by the following two
properties:

e [Its center is the point P;

e The sides of the fixed polygon F,, can be found among the sides of
it.

In chapter 12 we investigate the existence of the non-negativity domain and
the existence of the additive non-negativity domain of a group. Our results
are presented in the following Theorems.

Theorem. (T. Glavosits, A. Szaz [47]) Let X = X(+) be a group. Then
the following statements hold.

1. If the subset A C X is perfectly cancellable, then it is infinitely cancel-
lable.

2. If the subset A C X is infinitely cancellable, and the elements of A
commute with each other, then A is perfectly cancellable.
Theorem. (T. Glavosits, A. Szaz [47]) Let X = X (+) be a group and let
A C X. Then the following statements are equivalent.
1. There exists a non-negativity domain D of the set A.
2. The set A is symmetric and 2-cancellable.
3. All antisymmetric subsets B of the set A can be extended to a non-
negativity domain D of the set A.
Theorem. (T. Glavosits, A. Szaz [47]) Let X = X(+) be an arbitrary
group and let A C X. Then the following statements are equivalent.
1. The set A is perfectly cancellable.
2. All additive and antisymmetric subsets B of the set A can be extended

to an additive antisymmetric subset D such that A C D U (—D).

In chapter 13 we give a criterion of the existence of an odd selection of
a relation R C X x Y, where X an Y are groups. The following Theorem
presents the obtained result.

Theorem. (T. Glavosits, A. Szaz [46]) Let X = (4+) and Y = Y (+) be
groups and let F C X x Y be a relation. Then the following statements are
equivalent.
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1. There exits an odd selection of the relation F'.
2. The following statements hold

a. f(x) €Yy forallz € Dp N Xo.
b. F(x)N—F(z) #0 for all z € Dy \ Xs.
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