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Bevezetés

Szakdolgozatomnak egy német nyelvii matematika konyv forditasat, feldolgozasat
véalasztottam, melynek cime: ,,Arthur Engel: Mathematisches experimentieren mit dem PC”
(Arthur Engel: Matematikai kisérletezés személyi szamitogéppel). Az USA-ban is megjelent

,New Mathemabhical Library” cimmel.

A szerz6 eredeti célja az volt, hogy matematikai példdk &ltal motivdlja a tanuldkat, a
hallgatokat és matematikatandrokat, a PASCAL programnyelv elsajatitdsa. A konyv hét
fejezetbol 4ll, ezek koziil a Zahlentheoritische Algorithmen (Szdmelméleti algoritmusok)
cimlt valasztottam feldolgozasra. Ennek a konyvnek ez a fejezete azért nyerte meg a
tetsz€semet, mert magam is matematikatanir vagyok, érdekelnek a szamelméleti problémék,
felvetések. Kiilon élményt jelent szimomra, hogy ez a konyv PASCAL programnyelven {rt
matematikai programokat is tartalmaz, ezeknek a C programnyelvbe val6 atforditdsaval
szamot adhatok az informatikatanari szakon szerzett szaktuddsomrdl. Igyekeztem a témét ugy
feldolgozni, hogy egy magyar nyelvre leforditott, jol hasznédlhat6 szakirodalmat alkossak vele.
Mivel az eredeti konyv nem programozds konyv, ezért is tartottam fontosnak a magyar
matematika oktatdsi sajatossagait figyelembe venni, ezaltal egészitettem ki a konyv egyes
részeit a szamelmélet témakorébe tartozo legfontosabb definicidkkal, tételekkel, példakkal és

érdekességekkel, programokkal és programrészekkel.



1. Néhany szoban a C nyelv sajatossagairol

A C tipusrendszere

aritmetikai tipusok szarmaztatott  tipusok (Osszetett void
(egyszeri tipusok) tipusok) tipus
integrdlis tipusok tomb
egész (int, short[int], long[int] fliggvény
karakter (char) mutato
felsoroldsos struktdra
valos tipusok (float, double, long .
double) dnion
A Pascal és a C nyelv adattipusainak osszefoglaldsa
Turbo Pascal Turbo C
Tipus Hossza Tartomanya Tipus Hossza Tartomanya
(byte) (byte)

char 1 0-255 char 1 -128- 127

byte 2 | 0255 unsigned i 0-255
char

integer 2 -32768-32767 short 2 -32768-32767
int 2 -32768-32767

word 2 0-65535 Eﬁs‘gned 2 0-65535

longint 4 -231- 231-1 long 4 -231- 231-1
unsigned 4 0-230-1
long

single 4 *3.4e%38 float 4 *3.4e%38

real 6 le-38 -1e* 38 -

double 8 T 1.7e £308 double 8 T 1.7e £308

extended 10 1i 13 eiz_;’j‘g; L long double 10 1i 13 eiz_;’j‘g; 2

boolean 1 false, true -

Logikai adattipus nincs a C nyelvben, hamisnak az int O felel meg, minden mds értéket
igaznak tekint a C. A C-ben a Pascal real tipusdnak nincs pontos megfeleldje, helyette a float,

illetve a double hasznalatos.

A Pascal program struktirdja A C program struktirdja:

program programnév; <preprocesszor parancsok>

var <tipusdefiniciok>

{valtozé_deklaraciok }



{egyéb deklariciok} <fiiggvény prototipusok>

begin <globalis valtozok>
utasitaso <fuggvények>

{ itdsok } f ények

end.

2. Az oszthatésag
A szamelméleti algoritmusok alapja az oszthatésag.

Definici6: Azt mondjuk, hogy az a egész szam osztja a b egész szamot, ha 1étezik ¢ egész

szam, hogy b=ac. Jelolés: alb. Ekkor a-t b osztdjanak, b-t a tobbszorosének nevezziik.

Oszthatésagi szempontb6l a nullit minden egész szam osztja. A nulla nulldval valo
oszthatésdga nem jelenti azt, hogy az osztds el is végezhetd. Az egységek pedig minden

szamot osztanak. Egységeknek az 1 egységelem osztdit nevezziik, és e-vel jeloljiik.

Tétel: Az oszthatésag tulajdonsigai az egész szamok korében az alabbiak:
ala (reflexiv)

alb és blc = alc  (tranzitiv)

alb és alc = al(bxc) (additiv)

alb+c és alb= alc

alb=albd

alb és alb+c= alc

alb és cld = aclbd (multiplikativ)

1la, alO
all=a=*1
Ola & a=0

aclbc és ¢ # 0, = alb

albésbla=a=xb

dla és dlb= dlax+by

nem antiszimmetrikus, mert al-a és —ala, de a # -a és nem is szimmetrikus.

Tetszoleges a,b,c,d egész szamokra.

Természetes szamok korében az oszthatésag antiszimmetrikus is, alb és bla=>a=b (a,be N)

Tehat félig rendezési relacio.



Az aldbbi program az osztandot €s az osztot kéri, majd kifrja a hdnyadost és a maradékot. A

program csak egész szamokkal dolgozik.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
int a,b,c,e;
int main ()
{
printf ("Osztanddé="); scanf ("%d", &a);
printf ("Osztdé="); scanf ("&%d",é&Db);
c==a/b;
printf ("Hanyados: %d / %d=%d\n ", (int) a, (int) b, (int)
a / (int) Db);

printf ("Maradék: %d\n", e);
system("pause") ;

return 0;

Definici6: Ha egy nemzérus a egész szamot felirunk a=bc (b,ce Z) alakban, akkor akkor a
egy faktorizaciéjat (szorzattd bontdasat) kapjuk. Ha b és ¢ egyike sem egység, akkor bc valodi

faktorizacid, amelyben b és ¢ valddi osztéi a-nak.

Definici6: Az a egész szam egységtdl és + a-tdl kiillonbozd osztéit valddi oszténak nevezziik.

Logikai jelekkel: bja A —(b ~1) A=(b ~ a) = b valédi oszt6ja a-nak.
[rjunk programot, amely kifrja egy 2-nél nagyobb szdm sszes valdi osztéjat!

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
main ()
{
int szam, oszto;
printf ("\nA a szam Osszes valddi osztdja\n");

printf ("Szam="); scanf ("%d", &szam) ;



printf ("Osztdk= \n");

oszto=2;

while (oszto<=szam/2)

{
if (szam% oszto==0)
printf ("%d ",oszto);
oszto++;

}

system("pause") ;

3. Primszamok

A primszamok vagy torzsszamok nagy jelentdséggel birnak a matematika torténetében. A
primszamok fogalmat mar az egyiptomiak és a mezopotdmiaiak is ismerték, am elsé komoly
tanulmanyoz6i a piithagoreusok voltak és e fogalom pontos meghatdrozasiat Euklidésznél

(Kr.e.300) taldlunk. Még ma is sok megoldatlan probléma kapcsolddik hozzjuk.

Definici6: A p-t primszdmnak nevezziik, ha plab-t ,akkor pla vagy plb ,( és p nem 0 és
kiilonbozik az egységektdl). A zérus és az egységek nem torzsszamok, nem primszdmok és

nem Osszetett szamok.
Lemma: Minden Osszetett természetes szam legkisebb valddi osztdja primszam.
Egy p egész szam akkor és csakis akkor primszam, ha torzsszam.

Ennek megfelelden, irjunk olyan programot, amely megéllapitja egy természetes szamrol,
hogy az primszdm, vagy Osszetett szdm, irja ki a program, ha nem természetes szamot irunk
be, amennyiben 1-et vagy 0-a értéket adtunk a szdmnak, irja ki hogy nem primszdm és nem

Osszetett szam.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>
main ()

{



int szam, oszto;
printf ("Szam:"); scanf ("%d", &szam);
{
if ((szam==1) || (szam==0)) printf ("nem primszam, és
nem 1is Osszetett szam");
else if (szam>1)
{
for (oszto=2; oszto<=sqrt(szam)&& szam%oszto!=0;
++0szto);
if (oszto<=sqgrt(szam) | |szam==1)
printf ("Osszetett szam");
else printf ("Primszam");
}
else
printf ("Nem természetes szam");
}

system ("pause");

4. Eratoszthenész-szitaja

Eratoszthenész, a neves 6kori gorog matematikus, aki kertjében kifeszitett pergamenlapra irta
fol a szdmokat, majd atszirta a kiesd szamokat. Laikus szomszédai azt hitték, hogy
valamilyen kiilonos szitat készit, ezért nevezték el ezt az eszkozt Eratoszthenész-szitajanak.
Eratoszthenész moddszere, melynek segitségével egyszeri kizdrdsos algoritmussal

megéllapithatjuk, egy adott felso hatarig meg tudjuk adni a primszdmokat.

Ennek megfelelelden a természetes szamokat felirjuk 2-t6l n-ig, majd bekarikdzzuk az elso
szamot a 2-est, ezutdn kihizzuk ennek tobbszoroseit (azaz minden méisodikat). A megmaradé
szamok koziil bekarikdzzuk ismét az elsét, és kihizzuk ennek tobbszoroseit (azaz minden
harmadikat) s igy tovabb. Természetesen el6fordulhat, hogy egy szdmot nemcsak egy
alkalommal huzunk ki. Nyilvan elegendd csupédn az 1 és Jn kozott p primekkel elvégezni a

szitdlast, mivel ha valamely a szdm n-nél kisebb és Osszetett, akkor van \/; -nél kisebb prim

osztdja. A bekarikdzott, illetve a ki nem huzott szamok lesznek n-ig az 6sszes primszdmok. A



Jn-nél nem nagyobb, bekarikdzott szamok azért primszamok, mert nincsen valddi osztéjuk.
A Vn-nél nagyobb, ki nem huizott szamok pedig azért primszamok, mert ellenkez6 esetben

lenne +/n -nél nem nagyobb primtényezdjiik, ami nyilvanvaléan Jn -nél sem nagyobb, s ezért

kihaztuk volna 6ket.

DO~ @ x »
@g@www@w’
2 2 x 21 2 ()
@3{%% 36@3839
4{44’ 4648/49

Ezt az eljarast Eratoszthenészi-szitdnak nevezik.

3 5 8 X 3

5 &% N

A szitabdl l4thatd, hogy a primszdmok rendkiviil szabalytalanul helyezkednek el a
természetes szamok kozott. Azt is észrevehetjiik, hogy a szita elején sokkal tobb primszdm
van. Minél nagyobb szdmokbdl 4ll6 intervallumban keresiink, anndl kevesebb szdmu primet

talalunk.

A kovetkezd program egy természetes szamot kér, majd kiirja eddig a szamig a

primszdmokat.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
int 1,3,2z[5000],N;
int main(void)
{
printf ("N="); scanf ("%d", &N);
for (i=2;i<=N;++1i)
z[i]=1;
for (i=2;i<N; i++)
{

for (j=i; j<=N; ++7)



{
if(z[§]1'=0 && j!=1 && z[j]%1i ==0)
z[31=0;
}
}

for(i=2;i<=N;++1)

if(z[1i]!'=0)

printf ("sd ",z [1i]);

system("pause") ;

5. A szamelmélet alaptétele

Gauss fogalmazta meg €s bizonyitotta el6szor 1801-ben, bar jéval el6bb felhasznaltdk a tételt.
Tétel: Minden nemzérus és nem egység egész szam sorrendtdl és egységtényezoktol

eltekintve bonthat6 fel primszdmok szorzatéra.

A szamelmélet alaptétele azt mutatja, hogy a primszamok az egész szamok épitokovei.

k
Minden egynél nagyobb természetes szdm felirhaté n= p - p3® --- p* =T] p{ kanonikus
i=1

alakban, ahol ¢, > 0. Ezt a miiveletet torzstényezds felbontdsnak nevezziik.

Péld4ul: 2880=2° -3%-5

Ez a tétel az egyik oka annak, hogy az 1-et kihagyjuk a primszdmok halmazabdl. Ha az 1-et

primszdmnak vennénk, a tételhez tovabbi megkotéseket kellene adnunk.

Irjuk fel a természetes szdmok torzstényezds felbontasat!

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
int szam, oszto;
main ()
{
printf (" a vizsgdlanddé szam:"); scanf ("%d", &szam);

printf ("tdrzstényezdi: ");



oszto=1;

do

do { oszto=oszto+l;

}
while (szam%oszto!=0);
do {

szam=szam/0szto;

if (szam==1) printf ("%d",oszto);
else printf ("%$d*",oszto);
}
while (szam%oszto==0);

}
while (szam!=1);
printf ("\n");

system ("pause");

6. Legnagyobb kozos oszto

Ismerjiik a szdmok primtényezds felbontdsat, kiszamolhatjuk két egész szam legnagyobb

kozos osztojat.

Ha a és b legaldbb egyike 0-t6] kiillonbozd egész. Az a, b kdzds osztdi legnagyobb kozos
osztdjanak neveziink egy d elemet, ha
@) d kozos oszto, azaz dla A d\b;

(ii) d az a, b barmely kozos osztéjanak tobbszorose, azaz (d’lan d’lb) = d’Id
Jelolés: d=(a,b) vagy d=Inko(a,b) vagy d=Inko{a,b}.

Tulajdonsagai:

Inko (0,0)=0

Inko (a,b)= Inko (b,a)
Inko (a,1)=1

Inko (a,a)=|a| (N*-ban van idempotencia)

-10 -



Inko (a,O):|a|
Inko (a,b)= Inko (-a,b)
Inko (a,b)= Inko (|a|,|b

)

Inko (a,ka)= |a| barmely ke Z-re

Inko ((a,b),c)= (a,(b,c))

Inko (a,b)c=(ac,bc) (NVce Q,ac,bce Zés c#0)
Inko (a,b)=(a+bc,b)

Inko (a,b)=a < alb

Inko (ac,bc)=c Inko (a,b)

Inko (ﬁ : ﬁ} =1

[(a,b)=1 A (a,c)=1]= (a,bc)=1

nlab és Inko (a,n)=1, akkor nlb

(a,b)=|a| S a|b

a,b,c elemei az egész szamok halmazdinak.

Irjunk ki két egész szdm legnagyobb kozos osztéjat!

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
main ()
{
unsigned a, b;
printf ("a="); scanf("%u", &a);
printf ("b="); scanf("%u", &b);
{
while (a!=Db)
if (a>b)
a—-=Db;
else
b—=a;

printf ("A legnagyobb k&zds osztd: Su.\n",a);

-11 -



system ("pause");

7. Euklidészi algoritmus
Az euklidészi (maradékos) osztds tétele: Barmely a és b # 0 egész szdamokhoz egyértelmiien
1éteznek g és r egész szamok, melyekre a=bg+r és 0<r< |b| vagy r=0. (A bla oszthatdsag

b+ 0 esetén pontosan akkor teljesiil, ha a mardék 0.)

Szemléltetése szamegyenesen ugy torténik, hogy feltessziik, hogy a is, b is pozitiv és b<a.

Mérjiink fel |b| hossziisagu szakaszokat a felé haladva.

A

Két esetet kiilonboztetiink meg:

1. eset szerint |b| valamely tobbszordse egybeesik a-val, igy van olyan g egész szam, melyre

teljesiil: a=bq, ekkor r=0.

2. eset szerint a két tobbszoros kozé esik: a=bg+r, O<r<|b| . A két esetet egyiittesen tekintve

jutunk el az imént emlitett tételhez. O <r =a—-bg <b, melyet felirhatunk Ugy is, hogy
bg<a<b(qg+1), ( ekkor a a [bg , b(g+1) ) intervallumba esik) igy ¢ S%< g+1. llyen g

egész szam pontosan egy létezik.

q= {%J , azaz a legnagyobb olyan egész szam, amely még kisebb, vagy egyenld, mint %,

r=a —b{ﬁJ. A maradékos osztdsndl kapott g szdmot hanyadosnak, az r-et pedig (legkisebb

nemnegativ) maradéknak nevezziik. C-ben ezeket a miiveleteket g=alb, r=a%b -vel jeloljiik.

-12 -



Az a és b egész szdmokon (b#0) végrehajtott euklidészi osztdsok kivetkezd sorozatdt
euklidészi algoritmusnak nevezziik. Az euklideszi algoritmust két egész szam legnagyobb
kozos osztdéjanak meghatarozasara hasznaljak.

a=bq,+r, 0<r<Ibl,

b=r,q,+r, 0<r;<r,

r =1, q,+r, 0<r,<r,

ro=r At 0<rn<rn_ P

r ]=rnqn+]+0, (azaz rn+]=0)

n-

Tétel: Az euklideszi algoritmus utols6 nem nulla maradéka r, az a és b legnagyobb kozos

osztdja.

Példaul: (360,225)

a=b*q+r
360=225*1+135
225=135*%1490
135=90*1+45
90=45%2+0

(360,225)=45

A legnagyobb koz0s osztd rekurzids tétele: Tetszéleges a nemnegativ és b pozitiv egész

szamokra Inko (a,b)=Inko (b,a mod b)
Erre a tételre épiild rekurzids program:

EUKLIDESZ (a,b)

if b=0

then return a

else return EUKLIDESZ (b, a mod b)
Példaul: Inko (30,21)

EUKLIDESZ (30,21)=

-13 -



EUKLIDESZ (21,9)=
EUKLIDESZ (9,3)=
EUKLIDESZ (3,0)=
=3

A program haromszor is behivja az Euklideszi algoritmust. Az algoritmus helyességét az
el0z0 tétel garantdlja. Ha az algoritmus a 2. sorban az a szdmmal tér vissza, akkor a b csakis 0
lehet, mert Inko (a,b)=Inko(a,0)=a. Az algoritmus hivdsa nem ismétlddhet végtelen sokszor,
mivel a misodik argumentum szigordan csokken minden Gjabb hivasndl, igy az algoritmus

mindig megadja a helyes vélaszt.

Legyen a>b=>0. A tétel segitségével eld tudjuk éllitani a és b egész szamok legnagyobb
kozos osztojat. (b, a mod b) 1€pés ismétlésével, mindig kisebb szdmpdrokat kapunk, mig

(g,0)-t el nem érjiik.
Inko(a,b)=Inko(g,0)=g

Az eulklideszi algoritmust megvaldsité program:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <dos.h>
unsigned szaml, szamZ, maradek;
main ()
{
printf ("szaml, szam2: " );
scanf ("%u, $u", &szaml, &szam?2);
if (szam2==0)
{
printf ("$u\n", szaml);
system("pause") ;
return O;
}
if (szaml==0)

{

-14 -



printf ("$u\n", szam2);

system("pause") ;

return 0;
}
if (szaml==szam?2)

printf ("A legnagyobb kozos oszto: %ul\n", szaml);
else

{
do

maradek=szaml % szam2;
szaml=szam2;
szam2=maradek;
}
while (maradek);
printf ("A legnagyobb kozos oszto %ul\n", szaml);
}
system("pause") ;

return 0;

8. Az euklideszi algoritmus Kibovitett valtozata

Azon x,y egyiitthatok kiszdmitdsa a célunk, amelyekre

d=Inko(a,b)=ax+by. (1)

x és y lehet O és negativ is. A KIBOVITETT- EUKLIDESZ algoritmus bemend adata egy

nemnegativ szampar, a kimenet pedig a (d,x,y) szdmharmas, amely kielégiti a (1) egyenletet.

kibévitett- euklidesz (a,b)
if b=0
then return (a,1,0)

(d’,x’,y’) <= KIBOVITETT- EUKLIDESZ (b, a mod b)

d x, y) «(d’,y’, x-|albly")
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return (d, x, y)

a b I_a/bj d x y
99 78 1 3 -11 14
78 21 3 3 3 -11
21 15 1 3 -2 3
15 6 2 3 1 -2

6 3 2 3 0 1

3 0 - 3 1 0

A KIBOVITETT- EUKLIDESZ algoritmus az EUKLIDESZ algoritmus egy valtozata.

Ahol a,b a bemeno adatok, |_a/ bj a kiszamitott érték, d, x, y a visszatéro érték. Mindegyik sor

a rekurzé egy djabb szintjét mutatja. A KIBOVITETT- EUKLIDESZ (99, 78) algoritmus a (3, -11,

14) szamharmast szolgéltatja, igy Inko(99, 78)=3=99-(-11)+78-14

b=0 esetben a KIBOVITETT- EUKLIDESZ algoritmus d=a eredményhez vezet, x=1 és y=0

egyiitthatokat is megadja, amelyekkel: d=a=ax+by.

b+ (0 esetben az algoritmus el8szor a (d’, x’, y’) szdmharmast szamitja ki, ahol d’=Inko(b,a

mod b)

Programozasa C-ben:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
int a,b;
int qgj
void dio(int a,int u,int v,int b,int x,int y)
{

if (b==0)

printf ("%d %d %d",a,u,v);

else
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g=a/b;
dio (b, x,vy,a%b,u-g*x,v-g*vy) ;
}
main ()
{
printf ("a="); scanf ("%d", &a);
printf ("b="); scanf ("%d", &b);
dio (a,1,0,b,0,1);

system ("pause");

9. Relativ prim

Definici6: Két vagy tobb 0-t6l kiilonboz6 egész szamot relativ primnek nevezziik, ha

legnagyobb k6z0s osztdjuk 1.
Pl: (17, 61)=1, (8, 21)=1,...

Definici6: Az aj,ay,...,a, (n=2) nem mind zérus szamok relativ primek, ha legnagyobb k6zos

osztojuk 1. Ha koziiliik barmely ketto kiilonboz0 relativ prim, akkor paronként relativ primek.

A kovetkezd program megadja két egész szdm legnagyobb kozos osztdjat €s kiirja, hogy azok

relativ primek-e vagy sem:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <dos.h>
int szaml, szamZ, maradek,i,n,relprim;
main ()
{
printf ("szaml, szam2: " );
scanf ("%d, $d", &szaml, &szam?2);
for (i=2;i<n;i++)
if (szam2==0)
{

printf ("%$d\n", szaml);
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system("pause") ;
return O;
}
if (szaml==0)
{
printf ("%$d\n", szam2);
system("pause") ;
return 0;
}
if (szaml==szam?2)
printf ("A legnagyobb kozos oszto: %d\n", szaml);
else
{
do {
maradek=szaml % szam2;
szaml=szam2;
szamZ2=maradek;
}
while (maradek);
printf ("A legnagyobb kozos oszto %d\n", szaml);
if (szaml==1)
printf ("Relativ primek.\n");
else printf ("Nem relativ primek.\n");

system("pause") ;

Felvetddik benniink az a kérdés, hogy mi annak a valdsziniisége, hogy véletlenszertien

kivalasztva két egész szamot, ezek egymdashoz relativ primek.
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negy egysey

kilenc egység

ol B
ok Ll

a4 és a9 relativ primek, mert az atl6 egyetlen racsponton sem megy keresztiil

Annak valészinlisége, hogy egy tetszdleges szam oszthat6 a p primmel 1/p-vel egyenld. Ebbdl
kovetkezik, hogy annak a valdszinlisége, hogy mindkét szam oszthat6 ezzel a primmel, 1/p?,
annak a valészinlisége, hogy legaldbb egyikiik nem oszthaté vele, 1-1/p>. Annak a
val6szintiségét, hogy két szam relativ prim, ugy kapjuk, hogy felirjuk annak az eseménynek a
valészinliségét, hogy egyik primszdam sem osztja Oket. Ekkor tehdt minden primszamra

s 2 e 2 2o e 2
felirjuk és 6sszeszorozzuk az 1-1/p~ valdszinliséget:

(-

q
1 1 1 1

_ % *
p 1_i 1_i 1_i

22 3? 52

1 - [Z 21” J * (Z 3; J [Z o J z_ =— = % ( mkozelitése Euler

p n=0 n=0 n=0 n>1 1

2
modszere T _ =1 +i2 +—.)
6 2 3

Tétel: Két szam relativ primségének valosziniisége: —-

Annak a valészintisége, hogy két véletleniil valasztott egész szam relativ prim, koriilbeliil

60%.
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n-]ljﬁ_li_l:ln-HS ~ 1 B 1
X],0s n+05 n+l5

2
n+0.5 %

o [ &[] o

os n+05

Miutin F(n)-nek j6 becslést taldltunk, szamoljuk ki elészor s(n)-t, a kerekitési hibak

minimalizdldsa végett, és adjuk hozza .
n+0.5

Teszteljiik n=500, 1000, 1500...

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
int i, n, j;
double osszeqg, %X, y, V,Z;
main ()
{
printf ("n="); scanf ("%d", &n); osszeg=0;
j=n;
for (i=1l; i<n+1; i++){
x=(1/ (double) j) ;
y=(x/(double) Jj) ;
O0sszeg=0sszeg+y;
Jj=3-1;
}
j=3+1;
z=n+0.5;
v=1/z;

0sszedg=0sszeg+vy
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printf ("osszeg= %$12.101f\n", 0sszeq);

system ("pause");

n tseta

500 1.6449340675
1000 1.6449340669
1500 1.6449340669

10. Racsok

Legyen Z*a sikbeli rdcs, azon pontok halmaza, mely tartalmazza az (x, y) egész koordinat4ji

pontokat. Legyen s(n) azoknak az (x,y) koordinatdju pontok szdma, amelyek relativ primek, és

amelyekre 1<x,y<n teljesil az n 4ltal meghatdrozott négyzetben. p(n)= erl)
n
val6szinlisége, hogy (x, y)=1. Minden l4that6é pont végtelen sok pontot elrejt (kx, ky) k=2,3,4,..

pontokat is. Ebbél sejthetjiik, hogy p(n) —0, n— oo

Szemléletesen: a és b egész szdm pontosan akkor relativ primek, ha a Descartes-féle
koordinédtarendszerben az (a, b) koordinataji pont ,latszik” az origébdl, azaz nincsen egész

koordinatajua pont az origé €s az (a, b) pont kozott.
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Fekete pontok: x és y relativ primek

Fehér pontok: x és y nem relativ primek.

P1: n=10 esetben 63 pont fekete és 37 pont fehér, azaz p(n)=0.63 (63%) a valdszinlisége, hogy

n X n-es négyzetben az adott pont relativ primet hatdroz meg.

Az aldbbi program egy szamot kér, majd az nxn-es Descartes-koordinatarendszerbeli
pontokat megvizsgalva kiirja, hogy hany pont tud relativ primeket meghatdrozni, és megadja,

hogy mekkora val6szintiséggel.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
int i, j,n,s=0;
double p, x;
int lkko(int a,int b)
{
if (b==0)
return aj;
else return lkko(b, a%b);
}
main ()
{
printf ("n="); scanf ("%d", &n);
for (i=1; i<n+1l; i++)
for (j=1; j<n+1; j++)
if (lkko(i,j) == 1)
s=s+1;
X=n;
p=s/x;
p=p/X;
printf ("s= %d\n", s);
printf ("p= %$1f\n",p);

system ("pause");
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A program futdsanak eredménye:

n s p(n)

10 63 0.63000
20 255 0.63750
40 979 0.61187
50 1547 0.61880
100 6087 0.60870
120 8771 0.60910
150 13715 0.60956
200 24463 0.61157

n=30000-et esetén n> =9E + 08 pontot kellene tesztelni, ez az eldbbi szamokhoz képest igen
nagy szam, ezért elégedjiink meg szurdprébaszerlien 10000 ponttal. A programban a rand()
fliggvényt hasznaljuk, mely a szamok véletlenszert eléallitasat végzi. Az m=10000, n=30000

konstansokat a valtozok elott deklaraljuk.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <time.h>
const m=10000;
const n=30000;
int a,b,i, szam;
int lkko(int a,int b)
{

if (b==0)

return aj;

else return lkko(b,a%b);
}
main ()
{
srand( time (0) );
szam=0;

for (i=1; i<m+1,; i++)
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{
a=l+rand ()% (n)/100;
b=1l+rand ()% (n)/100;

if (lkko(a,b)==1)
szam=szam+1;

}
printf ("szam= %d\n", szam) ;
system ("pause");

}

11. Legkisebb kozos tobbszoros

A legkisebb kozos tobbszoros: A 0-t6l kiillonbozé a, b elemek legkisebb kozos

tobbszorosének neveziink egy m elemet, ha

) m koz0s tobbszoros, azaz a‘m A b|m

(i)  maza, b barmely koz0s tobbszordsének osztdja, azaz (a‘m'/\b|m'): m|m'

Jele: [a,b].

Tétel: Ha zérustdl kiilonbozd elemeknek van legnagyobb kozos osztdja, akkor van legkisebb

ko6z0s tobbszorose is, és fennall:

(a,b)- [a,b] =ab

[a,b]= alz) , specidlisan [a,b]=ab, ha a és b relativ primek.

(a,

Az egész szamok halmazdn a legkisebb kozos tobbszorés az aldbbi tulajdonsdgokkal

rendelkezik még minden a, b, ce Z-re :
[a,a]=|a| (Z"-ban van idempotencia)
[a,b]=[D,a]

[a,b]c=[ac,bc] (VYce Q, ac,bce Z\{0})
[[a,b]c]=[alb.c]]
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Irjunk olyan programot, amely meghatirozza két pozitiv egész szdm legnagyobb kozos

osztojat és legkisebb kozos tobbszordsét.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
int a,b,x,vy,u,v,lnko, 1kkt;
main ()
{
printf ("a="); scanf ("%d", &a);
printf ("b="); scanf ("%d", &b);
x=a; y=b; u=a; v=b;
while (x!=y)
{
if (x<y)
{

y=y—-X; V=Uu+V;

X=X-Vy; u=u+vy

}

lnko=x; lkkt=(u+v) / 2;
printf ("lnko= %d\n", 1nko);
printf ("lkkt= %d\n", 1kkt);

system ("pause");
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12. Néhany nevezetes tétel, sejtés és megallapitas a primszamokkal és

eloszlasukkal kapcsolatban

A primek eloszldsaval szamos matematikus foglalkozott, koztiik Pierre de Fermat, Bernhard

Riemann, George Hardy és Erdds Pal.

Tétel: A primszdmok szdma végtelen. Ezt a tételt Euklidesz bizonyitotta be az Elemek IX.

konyvében.

Minden 3-nél nagyobb p primszadm 6k+1 vagy 6k-1 alaku, ahol k=1, 2, 3,... természetes szam.
Tétel: Végtelen sok 4k-1 alakt primszdm van.

Tétel: Végtelen sok 4k+1 alaku primszam van.

Viszont nem minden n-re adnak a 4k+1, illetve a 4k-1 képletek primszdmokat.

Tétel: 4n+3 alakd primek szdma végtelen.

Csebisev igazolta Joseph Bertrand sejtését, mely szerint minden, 1-nél nagyobb természetes
szam és kétszerese kozott van primszdm. Szintén Csebisev nevéhez fliz0dik az alabbi tétel: A

[2, x] intervallumbeli primszamok stirisége asszimptotikusan két 1 koriili korlat k6zott marad:

¢ < ”ix) <c,,ahol 0.922<¢, <l<c, <1.105

log x

Fermat sejtése: A 2% +1 alaki szdmok primek. A sejtés csak n<4-re bizonyitott, bizonyos n-

ekre céfolt, a legtobb n-re nyitott.

Fermat-féle primek:

Fo=2'+1=3
Fi=2>+1=5
F,=2"+1=17

F;=284+1=257
F,=2%4+1=65537
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Euler 1750-ben megallapitotta, hogy 2°' —1 primszdm. 1876-ban Lucas bebizonyitotta, hogy

2'* —1 primsz4m.

Mersenne-primek: Egy 2" —1 alakd szdm csak akkor lehet prim, ha n prim. Néhany
Mersenne-prim: 3,7,31,127,8191. A Mersenne-képlet szerint Osszedllitott szamok kozott
nagyon sok Osszetett szdm van és nem mindegyik dllithat6 el6 ilyen alakban. Nyitott kérdés,
hogy hany van beldliik. A szdmitégépek megjelenésével eldkeriiltek a nagy Mersenne-primek
is. Példaul: 1999-ben Nayan Hajratwala 2098960 szdmjegyli Mersenne primet taldlt. A
program egy Pentium 350 MHz-es szdmit6gépen futott 111 napig. A primszam: 27> —1 .
2001-ben Michael Cameron taldlta meg a Nagy Internetes Mersenne-féle Primkutatds
(GIMPS) keretében 4053946 szamjegyti 2% —1. Cameron egy egyszerli otthoni
szamitégépet haszndlt, mely a programot 45 napig futtatta. 2003-ban Michael Shafer

megtalalta a 220996011

— 1 primszdmot, mely 6320430 szdmjegybdl all. A keresOprogram az
egyetem 2 GHz-es Pentium 4-es szdmitégépén futott 19 napig. 2006. szeptember 4-én
fedezték fel a 44-edik Mersenne-primet, ez a 2°> 7% %71 szam, amely 9 808 358 szamjegyi.
Ez egyben a jelenleg ismert legnagyobb primszdm és ez a GIMPS projekt tizedik

primrekordja.

Dirichlet tétele: Egy olyan szdmtani sorozatban, amelynek elsd tagja és kiilonbsége relativ
prim, végtelen sok primszam van. L. Dirichlet nevezetes tétele azt llitja, hogy minden
a, a+q, a+2q, a+3q,...

szamtani sorozatban végtelen sok prim van, feltéve, hogy a és ¢>0 relativ primek.

Euler felfedezte, hogy az X+ x+41 polinom csupa primszamot ad x=0,1,2,...,39 esetén.

Késébb azt is felfedezték, hogy az x* +79x+1601 polinom az x=0,1,2,...79 értékek

mindegyikére primszamot ad.

A primszdmtételt Gauss 15 évesen megsejtette, hogy a primszdmok szdma forditottan aranyos
a logaritmusaval, de igazolni nem tudta sejtését. A tétel analitikus bizonyitasat két francia
matematikus Hadamard és De la Vallée Poussin nevéhez flizddik, akik 1896-ban egymastdl

fiiggetleniil, egyidejlileg bizonyitotta be. Elemi bizonyitast adott Erdds Pal és A. Selberg.

7(n)

Jelolje ﬂ(n) ~ L, M ~Inn, lim——=1
Inn  n noe M
Inn
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Felvet6dott az a kérdés, hogy miként oszlanak el a primszdmok a természetes szamok kozott.

10-ig 4 darab, 100-ig 25 darab, 1000-ig 168 darab, 10000-ig 1239 darab primszam van.
Tétel: a szomszédos primszamok kozotti hézagok kozt el6fordulnak tetszés szerinti nagyok.

Faktoridlis primek: Olyan primszamok, amelyek egy pozitiv egész szam faktoridlisdndl eggyel

nagyobbak, vagy kisebbek.

Sophie-Germain primek: Olyan primszamok, amelyekre igaz, hogy a kétszeresiiknél eggyel

nagyobb szam is prim.

Napjainkban is tart az a verseny, amelyben szdmitogépes intézetek €s azok tuddsai vesznek
részt, a céljuk az, hogy minél nagyobb primszamokat taldljanak. A fent emlitett primcsalddok

rekordjanak birtoklasaért is folyik a kiizdelem.

13. Feladat

Feladat az elemek szitalasara:

Megadhatunk-e 1983 kiilonbozd természetes szdmot, melyek <10000, és ahol semelyik

harom nem alkot szamtani sorozatot?

a<b<c illetve szdmtani sorozatot alkotnak, ha 2b=a+c vagy c=2b-a. A 2 és 10000 kozotti

szamok koziil szitdljuk ki azokat az elemeket, amelyek egy szdmtani sorozatot alkotnak.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
int i,3,k,v,z,s;
int vy;
int x[100007;
int a[10000];
main ()
{
for (i=0; 1i<10000; i++)
x[1i]=1;

al0]1=0; alll=1l; i=1; j=1;

-28 -



do

}
whil
for
prin

syst

for (k=0;
v=alk];
z=2%1i;

x[z-v]=0;

do

i=i+1;

y=x[1];
}
while (y!'!=1);
j=3+1; aljl=i;
e (j!=256);

(i=0; 1i<257; i++)
tf("%$5d",ali]);

em("pause");

A megoldas:

k<j;k++)

a 1

81 g2
243 244
324 325
729 738
818 811
972 9273
1853 1854
2187 2188
2268 2267
2438 2431
2511 2512
2916 2917
2997 2998
3159 3168
3248 3244

3 4 ?

g4 85 78
246 247 252
327 328 333
732 V33 7738
813 814 819
275 976 981
1856 1857 1862
2198 2191 2196
22'11 2272 2277
2433 2434 2439
2514 2515 252@
2919 2928 2925
3AfA 3801 30886
3162 3163 3168
3243 3244 3249

18
M1
253
334
737
828
282
1863
2197
2278
24408
2521
2926
3aa7
3169
32508

12

23
255
336
741
g22
784

1865
2199
2280
2442
2523
2928
3aay
31
3252
65610 folytatashoz nyomjon meg egy

13

24
256
337
742
823
285
1866
2208
2281
2443
2524
2929
3a1a
3172 3186 3187
3253 3267 3268
hillentyiit . .

27
108
27a
351
756
837
999

1888
2214
2295
2457
2538
2943
3824

28
189
271
352
757
838

1880
1881
2215
2276
2458
2539
2944
3825
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38
111
273
354
Yoy
848

1862
1883
2217
2298
24608
2541
2946
3827
3189
3278

31
112
274
355
768
841

1883
1884
2218
2299
2461
2542
2947
3azs
3198
2z

36
117
279
368
765
846

1088
1489
2223
2384
2466
2547
2952
3833
3195
3276

37
118
28a
361
766
847

1869
1898
2224
2385
2467
2548
2953
3834
3196
3277

37
128
282
363
768
g4%

1811
1892
2226
2387
2469
2558
2955
3aie
3198
3279

40
121-
283
364’
767
858

1012
1873
2227
2388
2478
2551
2956
3837
3199
328a



Feladat egy adott intervallumban 1év0 primszamok vizsgalatara

Egy olyan programot szeretnénk irni, amely azt vizsgélja, hogy egy n szam primszam.

A kovetkezd program két paratlan a és b szdmot kér, amelyek 1<a<b feltételnek megfelelnek,

majd kiirja azt az szamot, ahdny primszam taldlhat6 az [a,b] intervallumban.

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#define TRUE 1

#define FALSE 0

int a,b,x,szam;

int prim(int n,int d)

{
if (d*d>n) return (TRUE);
else if (n%d==0) return (FALSE);
else return prim(n,d+2);

}

main()

{
printf ("Két paratlan szdmot kérek, ahol a<b\n a,b:");
scanf ("%d,%d",&a,&Db);

if (prim(x,3))
szam=szam-+1;
X=X+2;
}
while (x<=b);
printf ("primek szdma az [a,b] intervallumban: %d\n",szam);

system ("pause");
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Ezzel a programmal megvizsgalhatjuk azt is, hogy hany primszdm taldlhaté 10000,

30000,100000,1000000 utan. Nézziik meg, szdzasaval a primek darabszamat.

Pl:  [10001,10099] intervallumban 11 darab primszam
intervallumban 12 darab primszam taldlhat6. Ennek megfelelden:
10000 utan: 11,12,10, 12, 10, 8, 12, 11, 10, 10. Atlag: 10.6
30000 utan: 9, 12,9,9,9,9,9, 8, 13, 8. Atlag:9.5

100000 utan: 6, 9, 8,9, 8, 10, 8, 7, 6, 10. Atlag: 8.1

1000000 utan: 6, 10, 8, 8,7, 7, 10, 5, 6, 8. Atlag: 7.5

b
Egy a,b intervallumban I 1 ! dx = ba _:Zb primszam vérhato.
nx
a In
2

A feladatnal b-a=98. Ebbdl kovetkezoen a varhatd értékek:

98 98 98 98

talalhato,

=106, ——=95, ———— =85, ————="7.1
In10500 In30500 In100500 In 1000500

14. Ikerprimek, primharmasok, primnégyesek

[10101,10199]

Mir az 6korban megfigyelték, hogy a primek gyakran parokban fordulnak eld, mint példaul a

11 ésa13,a29 és a3l vagy az 59 és a 61, ezeket ikerprimeknek nevezik. A primek gyakran

csoportosan is felbukkannak, mint példdaul a 101, 103, 107, 109, 113 sorozat esetén.

Régota gyanitottdk azt is, hogy ez a jellegzetesség az egész szamok korében folyamatosan

ismétlodik, azonban ezt eddig nem sikeriilt bizonyitani. Bizonyiték hidnydban viszont

feltételezhetd volt az is, hogy kellden nagy szamok esetén mar nem fordulnak el6 sem

ikerprimek, sem primcsoportok. Ha két primszdm kiilonbsége 2, akkor

ikerprimszamoknak nevezziik. Altaldnos forméja: (p, p+2)

Ikerprimek 2000-ig

azokat

(3,95), (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (59, 61), (71, 73), (101, 103), (107, 109),
(137, 139), (149, 151), (179, 181), (191, 193), (197, 199), (227, 229), (239, 241), (269, 271),
(281, 283), (311, 313), (347, 349), (419, 421), (431, 433), (461, 463), (521, 523), (569, 571),
(599, 601), (617, 619), (641, 643), (659, 661), (809, 811), (821, 823), (827, 829), (857, 859),
(881, 883), (1019, 1021), (1031, 1033), (1049, 1051), (1061, 1063), (1091, 1093), (1151,
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1153), (1229, 1231), (1277, 1279), (1289, 1291), (1301, 1303), (1319, 1321), (1427, 1429),
(1451, 1453), (1481, 1483), (1487, 1489), (1607, 1609), (1619, 1621), (1667, 1669), (1697,
1699), (1721, 1723), (1787, 1789), (1871, 1873), (1877, 1879), (1931, 1933), (1949, 1951),
(1997, 1999)

A legnagyobb ismert ikerprimek:

100314512544015-2""""% +1 (2006. jinius 20. — Csajbok Timea, dr. Farkas Gdbor, dr. Jarai

Antal, Jarai Zoltan, Kasza Janos)

2003663613 - 2" +1 (2007. januér 15. — Eric Vautier, Franciaorszdg, a Twin Prime Search
(TPS) projekt és a PrimeGrid (BOINC platform) segitségével)

A primszamok sorozataban elég messze menve, két szomszédos primszdm kozotti hézag
tetsz€s szerinti nagy lehet, igy ritkdn helyezkednek el a primek ko6zott. A szdmelméletnek nem
megoldott problémdja, hogy az ikerprimszdmok szdma véges-e vagy végtelen, ebbdl
kovetkezOen verseny folyik az aktudlisan legnagyobb ikerprim szampar megtaldlasaért, és
taldlnak is elég gyakran elég nagy ikerprimeket. A primek reciprokdsszege divergens, ami azt
jelenti, hogy a primek reciprokai ,,Jassan” fogynak, azaz maguk a primek lassan névekednek,
vagyis a primek viszonylag siirlin helyezkednek el a pozitiv egészek kozott. Az
ikerprimszamok reciprokaibdl képzett sor konvergens, azaz véges Osszeghez tart. Ez azt
mutatja, hogy az ikerprimszamok, ha egyaltalan van beldliik végtelen sok, viszonylag ritkdn

fordulnak elo.

A kovetkez6 program két szamot kér, és kiirja a kozottiik levd ikerprimeket:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#define TRUE 1
#define FALSE 0
int a,b, x;
int prim(int n,int d)
{
if (d*d>n) return (TRUE);
else if (n%d==0) return (FALSE);
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else return prim(n,d+2);
}
main ()
{
printf ("a,b="); scanf ("%d, %d",&a, &b);
Xx=6*trunc(a/6)+5;
do
{
if (prim(x,5))
if (prim(x+2,5))
printf ("$d %d\n ",x,x+2);
X=X+6;
}
while (x<=b-2);
system ("pause");

}
Nézziik meg, hogy a=1000000 és b=1001000 k6zo6tt hany ikerprim taldlhato.

Figyeljiik, meg, hogyan oszlanak el az ikerprimek.

1000000-1000100 | 1000037,1000039

1000101-1000200 -

1000201-1000300 1000211, 1000213; 1000289, 1000291

1000301-1000400 -

1000401-1000500 1000427,1000429

1000501-1000600 1000577,1000579

1000601-1000700 1000619,1000621;1000667,1000669

1000701-1000800 1000721,1000723

1000801-1000900 1000847,1000849;1000859,1000861

1000901-1001000 1000919,1000921

Lathatjuk, hogy a masodik és a negyedik rész iires. Megfogalmazhatunk ezzel kapcsolatban

egy masik feladatot is, igy:
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Dobjunk 11 goly6t 10 rekeszbe. Hany rekesz marad iiresen? Valamelyik cella 0.9"

val6sziniiséggel marad iiresen. Az Osszesre vonatkoztatva 10%0.9''=3.138 cella varhat6

iresnek.

Primhdrmasok 2000-ig

5,7,11;7,11,13;11,13,17 ; 13,17,19 ; 17,19,23 ; 37,41,43 ; 41,43,47 ; 67,71,73 ; 97,101,103 ;

101,103,107 ; 103,107,109 ; 107,109,113 ; 191,193,197 ; 193,197,199 ; 223,227,229 ;
227,229,233 ; 277,281,283 ; 307,311,313 ; 311,313,317 ; 347,349,353 ; 457,461,463 ;
461,463,467 ; 613,617,619 ; 641,643,647 ; 821,823,827 ; 823,827,829 ; 853,857,859 ;
857,859,863 ; 877,881,883 ; 881,883,887 ; 1087,1091,1093
1277,1279,1283 ; 1297,1301,1303 ; 1301,1303,1307 ; 1423,1427,1429 ; 1427,1429,1433 ;
1447,1451,1453 ; 1481,1483,1487 ; 1483,1487,1489 ; 1487,1489,1493 ; 1607,1609,1613

1663,1667,1669 ; 1693,1697,1699 ; 1783,1787,1789 ; 1867,1871,1873 ; 1871,1873,1877 ;

1873,1877,1879 ; 1993,1997,1999 ;

A primharmasok felirdsdnak dltalanos formadja: (p, p+2, p+6) illetve (p, p+4, p+6)

Primharmasok (p, p+2, p+6) alapjan:

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#define TRUE 1

#define FALSE 0

int a,b,p;

int prim(int n,int d)

{
if (d*d>n) return (TRUE);
else if (n%d==0) return (FALSE);
else return prim(n,d+2);

}

main ()

{

printf ("a,b="); scanf ("%d, %d", &a,
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p=6*trunc(a/6)+5;

3))

do {
if (prim(p, 3))
if (prim(p+2,
if (prim(p+6,

printf ("%d

p=p+6;
}
while (p<=Db);
system ("pause");

3))
d

o\

$d\n",p,p+2,p+6);

A primhédrmasok felirdsanak altaldnos formdja: (p, p+4, p+6)

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#define TRUE 1
#define FALSE 0
int a,b,p;
int prim(int n,int d)
{

if (d*d>n)

else if (n%d==0)

return

(TRUE) ;

return

else return prim(n,d+2);

}
main ()
{
printf ("a,b=");
p=6*trunc(a/6)+5;
do {
if (prim(p, 3)
if
if

scanf

)

(prim(p+4,3))
(prim(p+6,3))

(

(FALSE) ;

"sd, %d",&a, &b);
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printf ("%d %d\n",p, p+4,p+6) ;
p=p+4;
}
while (p<=b);
system ("pause");

}

A megmaradt primhdrmasok kiiratdsa a kovetkezd programmal torténik:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#define TRUE 1
#define FALSE 0
int a,b,p;
int prim(int n,int d)
{
if (d*d>n) return (TRUE);
else if (n%d==0) return (FALSE);
else return prim(n,d+2);
}
main ()
{
printf ("a,b="); scanf ("%d, %d",&a, &b);
p=3*trunc(a/2)+0;
do {
if (prim(p,3))
if (prim(p+4,3))
if (prim(p+6,3))

o\

printf ("%d d $d\n",p,p+4,p+6);
p=p+4;

}

while (p<=b);

system ("pause");
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}
Primnégyesek 2000-ig

5,7,11,13; 11,13,17,19; 101,103,107,109; 191,193,197,199; 821,823,827,829;
1481,1483,1487,1489; 1871,1873,1877,1879;

Eszrevehetd, hogy a primnégyesek 11-t61 kezdve 1, 3, 7, 9-re végzédnek. Irjunk programot

ami eldallitja:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#define TRUE 1
#define FALSE 0
int a,b,p;
int prim(int n,int d)
{
if (d*d>n) return (TRUE);
else if (n%d==0) return (FALSE);
else return prim(n,d+2);
}
main ()
{
printf ("a,b="); scanf ("%d, %d",&a, &b);
p=6*trunc(a/6)+5;
do |
if (prim(p,3))
if (prim(p+2,3))
if (prim(p+6,3))
if (prim(p+8,3))

o°

printf ("%d d sd $d\n",p,p+2,p+6,p+8);
p=p+6;
}

while (p<=b);
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system ("pause");

15. Pitagoraszi szamharmasok

Definicié: Az x* + y* = z” egyenlet pozitiv egész megolddsait pitagoraszi szamharmasoknak
nevezzilk. Ha még (x, y, z)=1 is teljesiil, akkor a szdmharmast primitiv pitagoraszi

? + y?* = 72 mdsodfokd diofantoszi egyenlet

szamharmasoknak nevezziik. Keressiikk az x
megoldésait. Diofantoszi egyenleten olyan egész egyiitthatdés egyenletet értiink, melynek

megoldésait is az egész szamok korében keressiik.

Azonnal latszik, hogy az egyenlet megoldhat6 (példaul 3, 4, 5 szdmharmas megoldas), sot egy
olyan x, y, z megoldast, ahol (x, y, z)=1 tetszdleges d pozitiv egésszel beszorozva a kapott dx,

dy, dz szamharmas nyilvan megoldas.

Megmutatjuk, hogy az alapmegolddsbdl is végtelen sok van, sot el tudjuk allitani az Osszes

alapmegoldast és igy az Osszes megoldast is alkalmas paraméterek segitségével:

Tétel: x>+ y> =2z (x, y, ze N*) diofantoszi egyenlet 6sszes megolddsit az tgynevezett

pitagoraszi szdmharmasok adjak. A szdamharmasok alakja:

x= m2—n2, y=2mn, 2=’ +n’ , vagy x=2mn, y= m?-n® és z=m2+n2, ahol (m,n)=1 és m>n.

Az alapmegolddsok tobbszorosei pedig: x=(m’-n’)d, y=2mnd, z=(m*+n’)d, vagy x=2mnd,

y=(m*-n)d, z=(m’+n°)d, ahol d tetsz8leges pozitiv egész, az m és n pozitiv egész.
Lemma: Ha két természetes szam felirhat6 két négyzetszam 6sszegeként, akkor a szorzatuk is.

A pitagoreusok taldltdk meg a pitagoraszi szdmhdrmasok korldtlan mennyiségben vald
eldallitdsanak egy modjat. Ha egy sorba a négyzetszamokat és azok ald a paratlan szamokat
irjuk, akkor az alsé sor minden négyzetszamdhoz a felsé sor két szdma csatlakozik. Ezek

harman pitagoraszi szamharmast alkotnak:

1T, 4 4 a8, 44, B4, 81, 100, 1271,

1, 3, 4 T, 1, 13, 158, 17, 18, 21, 23
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Példék (n tetszdleges pozitiv egész):

y 3 8| 7 20| 12| 9| 28| 11| 33| 16| 4836|1339 |65| 20

x 41 15] 24| 21| 35| 40| 45| 60| 56| 63| 55|77 84|80 | 72| 99

Z S| 17 25| 29| 37| 41| 53| 61| 65| 65| 73|85|85|89| 97101

A Pitagorasz-tétel értelmében x, y, z egy derékszogli haromszog oldalai.

Pitagorasz és kovetdi végtelen sok primitiv pitagoraszi szamharmast adtak meg a kovetkezo

modon:

2 2
ol 2” _ahol n=35.79....

xX=n, y=

Platon a pitagoraszi szamharmasokat a kovetkez6 mddon allitotta elo:

2 2
x=n, y:(gj ~1 és zz(gj +1, ahol 1n=4,6,3,10,...

[rjunk olyan programot, amely egy maximum értéket kér, és a max=z értékig kilistdzza azokat

az (x, y, z) szamharmasokat amelyek eleget tesznek az x> + y> = z* egyenletnek.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include<math.h>
int ggt(int a,int b)
{
if (b==0)
return a;
else return ggt (b, a%b);
}
int z,n,x,y,max;
main ()
{
printf ("max="); scanf ("%d", &max);
z=1;

while (z<=max)
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z=z+1; n=z*z;
x=trunc(sqrt(n/2)); y=x;
do
{
while (x*x+y*y>n)
y=y-1;
if (x*x+y*y<n) x=x+1;
else
{
if (ggt(x,y)==1)
printf ("y=%4d x=%4d z=%5d\n", vy, x, z);
x=x+1; y=y+1;

}

while (x*x<=n);
}

system ("pause");

}

16. Két négyzetszam tétel

Az x>+ y> =n (n természetes szam) egyenlet megoldhatdsdga azt jelenti, hogy n természetes

szam felbomlik két négyzetszdm Osszegére.

Tétel: p=4k+1 és p prim, Ggy p eldall két négyzetszam Osszegeként.

A 4n-1 alakdak viszont soha nem allithatok eld két négyzetszam O6sszegeként.

Eulertl szarmazik a kovetkezd eredmény: pontosan azok a szdmok bonthaték fel két
négyzetszam Osszegére, amelyek primfelbontasdban 4k-1 alakd primszdm nem fordul eld

paratlan hatvanyon.
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Mely szdmok éllithatok eld két négyzetszam Osszegeként?

Példa:

1=1°+0?
2=1"+1°

3 nem allithat6 el6
4=2%+0
5=1°+27

6 nem allithat6 el6

7 nem allithato elo

8§=2%+2?
9=3>+0?
10=3*+1°

11 nem allithat6 elo

A kovetkezd program egy természetes szdmot kér, majd kiirja, hogy mely két szdm

négyzetének 0sszege. A masodik megoldas felhaszndlja a trunc() és az sqrt() figgvényeket.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

int n,x,vy;

main ()

{
printf ("n="); scanf ("%d", &n);
x=0; y=0;
do

{

x=x+1; y=y+1;
}
while (x*x+y*y<n);
do
{
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while (x*x+y*y>n)
y=y-1;
if (x*x+y*y<n) x=x+1;
else
{
printf ("x= %d\n", x) ;
printf ("y= %d\n",vy);

x=x+1;

}
while (x*x<=n);

system ("pause");

Misodik megoldas:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
int n,x,v;
main ()
{
printf ("n="); scanf ("%d", &n);
x=trunc(sqgrt(n/2)); y=x;
do
{
while (x*x+y*y>n)
y=y-1;
if (x*x+y*y<n) x=x+1;
else
{
printf ("x= %d\n", x) ;
printf ("y= %d\n",vy);
x=x+1;y=y-1;

-42 -



}
while (x*x<=n);

system ("pause");

17. Négy négyzetszam probléma

A tételt 1621-ben Bachet sejtette meg, és n=1...325-ig ellendrizte, majd Lagrange igazolta
1770-ben. Ezek szerint, az x* + y* + z*> +t* = n diofantoszi egyenlet mindig megoldhatd. Ez

mads széval azt jelenti, hogy minden természetes szam eldall négy négyzetszam Osszegeként.
Példdul: 31=5" +2> +1° +1° =3> +3* +3° +2°

37=6 +12(+0> + 0*) =52 + 27 + 22 + 22 =47 +47> + 2> +1°

67=8"+1’+ 1" +1> =7 +4°+ 1> +1> =7 +3* +3°(+0) =5 +5* +4° + 1’

103=10% + 12 + 17 +17 =92 +32 +32 422 =72 + 72 + 2 +1’ =7 +6* +3° +3* =
=77+5"+57+2°

[rjunk olyan programot, amely egy természetes szdmot kér, majd megadja az Osszes

eldallitasat annak, hogy mely négy szam négyzetének osszegeként all eld.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
int x,vy,z,u,n,r;
main ()
{
printf ("n="); scanf ("%d", &n);
r=trunc(sqgrt(n));
for (x=r; x>=r/2; x—-)
for (y=x; y>=0; y—-)
for (z=y; z>=0; z—-)

for (u=z; u>=0; u--)
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if (x*x+y*y+z*z+u*u==n)

o

printf ("%d d %d $d\n",x,vy,z,u);

system ("pause");

}

Ha x*+y*+z>+t> =n egyenletben szerepld 2-es kitevd helyett 4-es kitevot tekintiink,

akkor a kovetkezd tétel igaz: minden természetes szam eldallithatd legfeljebb 53 negyedik

hatvany 0sszegeként.

18. Fermat-sejtés

Fermat a 17. szdzad elsé felében é16 francia matematikus az x* + y* = z* diofantoszi egyenlet

altalanositasaval, az x" + y" = 7" diofantoszi egyenlettel kapcsolatban egy konyv szélére a

kovetkezOt irta: ,,Az n>2 estben nincsenek olyan zérustdl kiillonbozé szamok, amelyek ezt az
egyenletet kielégitenék. Ennek egy csoddlatosan sz€p bizonyitdsat taldltam, azonban a lap
sz€le kevésnek bizonyult, hogy azt befogadja.” Ez a ,,bizonyitds” azonban nem maradt fenn.
Azéta igen sokan faradoztak azon, hogy Fermatnak ezt a sejtését bebizonyitsak.

Fermat igazolta, hogy n=4 esetén igaz a sejtés, késébb n=3-ra Euler adta meg a megoldést. A
sejtést végiil Andrew Wiles amerikai matematikus 1995-ben bizonyitotta, hogy p <2-10°és

p prim, akkor ilyen p -k esetén igaz a sejtés, majd ugyancsak & bizonyitotta az allitast

tetszdleges n-re 1996-ban.

19. Szamelméleti fiiggvények

Definici6: A pozitiv egészek halmazin értelmezett valés vagy komplex értékii fliggvényt

szamelméleti fliggvénynek nevezziik.

N(n): n pozitiv osztéinak szama. Pl: 6 pozitiv oszt6i 1, 2, 3, 6, igy N(6)=4, 120 pozitiv osztdi
1,2,4,5,6,8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120. N(120)=15

S(n): n pozitiv osztdinak Osszege. Pl: 6 pozitiv osztéinak dsszege 14+2+34+6=12, igy S(6)=12

S(20)=1+244+5+10+20=42

7(x)-szel az x val6s szamnal nem nagyobb primszamok szamat jeloli.

Példdul: 77(20) =8, mert 20-ig 8 darab primszam taldlhat6, ezek pedig: 2,3,5,7,11,13,17,19.
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7(x)

lim ==/ hatérérték l1étezik, s ez 1, azaz 7(x) és
v X log x

aszimptotikusan egyenlok.

In x
Csebisev bizonyitotta be eldszor a kovetkezo tételt:

¢ B 7(x) < c, A tétel azt fejezi ki, hogy 7(x) koriilbeliil gy n6, mint =
In x In x In x

Az Euler-féle o fiigevény

@(n): az Euler-féle ¢-fiiggvény jeloli az 1,2,3....n szdmok koziil az n-hez relativ primek
szamit. Pl: 12-h6z a ndla kisebb pozitiv egészek koziil relativ primek az 1,5,7,11 ¢(12)=4,
¢(11)=10, mivel az 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 szamok mindegyike relativ prim a 11-hez.

@(n)=n-1< n prim. Az is belathaté, hogy qp(pk ): p* (1 - lj
P

A o¢(n) szamelméleti fiiggvény, és az elébb emlitett N(n), S(n) szdmelméleti fiiggvények

mind multiplikativak. Definicié szerint ez azt jelenti, hogy ha (a, b)=1, mindannyiszor

ola - b)=p(a)p(b).

k
Ha n=p"-p---p* =T p/ ahol ¢; >0, akkor

i=1

¢(n)=nﬁ(l—ij =nn(l —lj
i=1 D pln p

Tétel: Ha n= p,&'...p, ", akkor

N(n)= (a1 + 1)(a2 + 1)...(ak +1)

o +1 a,+2 o+l

1 _1 2 _1 k _1
S(n)z P P P

p-1  p,-1 pe—1

fo i

A kovetkez6 program felsorolja az dltalunk megadott szdmhoz a relativ primeket, és megadja

@ értékét.
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#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>
int lkko(int a,

{

}

if (b==0)

return a; else

main ()

{

int i, n, fi;
printf ("n=");
for (i=1l; i<n;
if (lkko(i, n)
printf ("$d\n",
£i=0;

for (i=1l; i<n;
if (lkko(i, n)
fi=fi+1;

int b)

return lkko (b, a%b);

scanf

i++)

printf("fi: %d\n",

system ("pause");

Mobius-fiigevény

w(n), a szamok ,.négyzetmentességét” mérd fiiggvény, minden pozitiv egészre definidlt.

Ertéke az {-1, 0, 1} halmazbél keriil ki, mely n p primfelbontasatél fiigg.

,u(n) =1 ha n négyzetmentes, és a primtényezok szama paros.

4(n)=—1ha n négyzetmentes, és a primtényez8k szdma pératlan.

)

("%d",

fi);

1(n)=0, ha n nem négyzetmentes

(1)

Egy szdmot négyzetmentesnek neveziink, ha a primtényezds felbontdsban minden prim

=1

&n) ;

kitevdje 1, vagyis a szam nem oszthaté négyzetszammal.
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Példaul:

6=2-3
30=2-3-5
154=2-7-11

Ellenpélda: 3°[18

wm)y=1 |1,6,10, 14, 15, 21, 22, 26, 33, 34, 35, ...
wn)=-112,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 30, 31, ...
wn)=0 |4,8,9,12,16, 18, 20, 24, 25, 27, 28, 32, ...

fn)
] L L L +* & * & L LR X * & L
0.5
e | e e e e o . 1 e e e o F n
10 20 30 40 50
-0.5
—1 - L X L L L L L L L L K L L N ] L

> uld)=1,han=1

d‘n

zz;dd)ZO,han>1
d‘n
A program 500-t6l 15000-ig otszdzasdval kér egy szamot, majd az 4ltalunk megadott szdmig

kiirja, hogy milyen gyakorisdggal talalhatok meg azok a szdmok, melyek négyzetmentesek.

#include <stdlib.h>
#include <math.h>
int i,k,m,n, s;

int x[15000];
main ()

{

printf ("n="); scanf ("%d", &n);
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m=trunc(sqgrt(n)); s=0;

for (i=1; i<n+1; i++)
x[1i]=1;
for (i=2; i<m+1l,; i++)
{

k=0;

do

{
k=k+1i*i;
if (k<=n)
x[k]1=0;

}

while (k<n);

for (i=1l; i<n+1; i++)
s=s+x[1];
if ((i%500)==0)

printf ("i= %5d s/i= %10
}
system ("pause");

}

A program futdsdnak eredménye:

500 0.61200 5500 0.60764 10500
1000 0.60800 6000 0.60767 11000
1500 0.61000 6500 0.60800 11500
2000 0.60750 7000 0.60786 12000
2500 0.60920 7500 0.60813 12500
3000 0.60800 8000 0.60812 13000

.51f\n",

0.60810

0.60791

0.60783

0.60775

0.60768

0.60777
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3500 0.60914 8500 0.60812 13500 0.60770
4000 0.60825 9000 0.60811 14000 0.60779
4500 0.60800 9500 0.60842 14500 0.60772

5000 0.60840 10000 0.60830 15000 0.60800

20. Tokéletes szamok

Definici6: Tokéletes szamnak nevezziik azt a természetes szamot, amelynek a néla kisebb

pozitiv osztdinak Osszege maga a szam.

Miér a gorogok is ismertek néhdany tokéletes szamot, és ezeket a harmoénia jelképének
tekintették. Az altaluk ismert tokéletes szamok:

6=14+2+3

28=14+2+3+4+7+14

496=1+2+4+8+16+31+62+124+248
8128=1+2+4+8+16+32+64+127+254+508+1016+2032+4064

Euklidesz is emliti az Elemek cimii konyvében, hogy ha egy n természetes szdm felirhaté

n=2"" (2‘" — 1) alakban, ahol p és 2” —1primek, akkor n tokéletes szam.

Példa: 6=2""'(2°-1)=2-3
28=2*12%-1)=4.7
496=2"(2°-1)=16-31
8128=2""1(2"-1)=64-127

281 1 torzsszam, akkor

Eukleidész Kr.e. 300 koriil tudta, hogy k természetes szdm esetén, ha
2% (2% -1) tokéletes szam. Euler (1707-1783) kimutatta, hogy forditva is igy van, azaz az

0sszes paros tokéletes szam, ok (2k+1 -1) alaku.
Vilasszunk egy paros tokéletes szamot és adjuk Ossze osztdinak reciprokait.

6 oszt6i: 1,2,3,6. A reiprokok Osszege: 1+ % + % +é =2
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28 osztéi: 1,2,4,7,14,28. A reciprok Osszege:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I+—+—+—+—+—=l+—+—+—|1+=+—|=
2 4 7 14 28 2 4 7 2 4

Altaldnositva:

p=142+42%+. . 42M1=0™ ]

I 1 1 1 I 1 1 2" 42" L+ 2+1 1
I+t =+t —+— |+ -+ F+. |5 — A1+— 1=
2 2 2" p 2 2 2" 2 D

NG
+

_2”—1'p+1_2"—1.2"—1+1_2
2n—1 p 2n—l 2n _1

Tehdt a tokéletes szdm osztoinak reciprokdt Osszeadva mindig 2-t kapunk. Modern

szamitégépekkel a XX. szdzadban mar egyre nagyobb tokéletes szamokat sikeriilt el6allitani.

Azonban nyitott kérdés, hogy vannak-e paratlan tokéletes szamok.

21. Nevezetes linearis felbontasi problémak

21.1. Particié probléma

Hanyféleképpen bonthat6 fel egy természetes szam mas természetes szamok Osszegére?

m,+m, +..+m, =m (m,mieN)

Legyen p(n) egy adott természetes szam kiilonbozo felbontdsainak 6sszege. Példaul:
p(3)=3, mert 3=2+1=1+1+1

p(5)=7, mert 5=4+1=3+2=3+1+1=2+2+1=2+1+1+1=1+1+1+1+1,
p(127)=3913864295

p(138)=12292341831

p(149)=37027355200

p(159)=97662728555

Programozasa C-ben:

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define N 200
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int i, j,n;

double pI[N];

main ()

{

printf ("n="); scanf ("%d", &n);

for (i=0; i<n+1; i++)

plil=1;

for (i=2; i<n+1l; i++)

for (j=1i; j<n+1l; Jj++)

(double) pl[jl=(double) pl[jl+ (double) plj-il;
printf ("p(%d)= %$1f\n",n, (double) p[nl);

system("pause") ;

21.2. Pénzvdltdsi probléma

Altalanositott particié probléma. Hanyféle médon tudunk cimletezni? A rendelkezésre 4ll6

pénzérmék legyenek 1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, amit igy is jelolhetnénk: és d[1]={1},
d[2]={12}, d[3]={1,2.5} ...

PI: 8 Ft-ot akarunk 1, 2, 5 forintosokkal kifizetni. Hanyféleképpen tehetjiik meg?
=1+1+1+1+1+1+1+1=2+1+1+1+1+1+1 =242+ 1+ 1+ 1+ 1224242+ 1 +1=24+2424+2=5+2+1=5+1

+1+1

A programban: n=8, k=3. A lehetdségek szdma: 7.

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include <time.h>

const int d[7]={1,2,5,10,20,50,100};

int a(int n, int k)

{
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if (n<0) return (0);
else if (k==1) return (1);
else return (a(n,k-1)+a(n-d[k-11,k));
}
main ()
{
int i,k,n;
printf ("n,k:"); scanf ("%d, %d", &n, &k);
printf ("Lehetdségek= %d\n",a(n,k));
system("pause") ;

}

Az aldbbi szabdlyszerliségeket vehetjiik észre:
1. a(n,1)=1

2. a(n,k)=0 ha n<0

3. a(n,k)=a(n, k-1)+a(n-d(k], k)

Példaul:
1. (10,1)=1
2. (-8,2)=0

3. (8,3)=(8,2)+(3,3) ami nem mas, mint 7=5+2

(15,3)=(15,2)+(10,3) az 18=8+10

21.3. A Goldbach-sejtés

4=2+42, 6=3+3, 8=5+3, 10=7+3, 12=7+5,... A kérdés az, hogy felirhat6-e 4-t6l kezdve minden

paros szam két primszam Osszegeként?

A Goldbach-sejtés azt mondja ki, hogy
(I.) Minden 2-nél nagyobb péros szdm eldall két primszam Osszegeként.

(I.) Minden 5-nél nagyobb pdratlan szam eldall harom primszam 0sszegeként.

Ezt a sejtést a német Goldbach fogalmazta meg eldszor 1742-ben Leonhard EULER svijci
matematikushoz irt levelében, melyben azt éllitotta, hogy minden péaros szdm eldéllithaté két
primszam 0Osszegeként, és minden 6-ndl nem kisebb természetes szam kifejezhetd harom

primszdm Osszegeként. A vdlaszdban Euler megjegyezte, hogy az 4llitds igazoldséhoz elég
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lenne beldtni azt, hogy minden paros szdm felbonthat6é két primszdm Osszegére. Ez utdbbi
allitas azonnal kovetkezik a ,,paros” Goldbach-sejtésbdl. Késobb részeredmények is sziilettek,
igy 1937-ben Vinogradov orosz matematematikusnak sikeriilt részben bebizonyitani a

,paratlan” Goldbach-sejtést.

A kovetkezO programban azt a két primszamot keressiik, melyek 6sszegébdl eldall az altalunk
megadott g>6 paros szam. Arra is kivancsiak vagyunk, hogy hanyféleképpen éllithatjuk el6 a

g szamot. Ezt az 6sszeget a program ,,Goldbachszdm™ néven adja meg.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define TRUE 1
#define FALSE 0
int g, x,szam;
int prim(int n,int d)
{
if (g<6)
return 0;
if (g%2!'=0) return 0;
if (d*d>n) return (TRUE);
else if (n%d==0) return (FALSE);
else return prim(n,d+2);
}
main ()
{
printf ("g="); scanf ("%d",&qg);
x=3; szam=0;
do
{
if (prim(x,3))
if (prim(g-x,3))
{
printf ("%d + %d\n ", x,g-x);

szam=szam+1;
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}
X=X+2;
}

while (x<=g-x);

printf (" \n");
printf ("Goldbachszam= %d\n", szam) ;
system ("pause");

}

Példaul:

g ‘200 202 206 208 210 212 214 216 218 220 222 224 226 228

G ‘ 8 9 7 7 19 6 8 13 7 9 7 7 12

G=Goldbach-szam

A feladat altal tobb kérdés is felvetddhet benniink. Mely szamok tekinthetOk elég kicsi, illetve
elég nagy Goldbach szdmoknak? Vannak-e torvényszerliségek? A haromjegyli szamokndl 36-

tél szamitjak nagy Goldbach-szdmnak a szamokat.
A kis primszamokkal oszthaté szdmok felirdsanal a sor kozepén novekszik a Goldbach-szam.

Az eldz6 példaban 210 Goldbach szdma a legnagyobb, mely a kovetkezdképpen allithato elo:
n=3*5*7=105, mely kettovel megszorozva 2n=210, igy egy nagy Goldbach-szam 4ll el6.

22. Kombinatorikai és egyéb feladatok

1. feladat:

Szamoljuk ki n elem 2-od osztdlyd kombinacidinak szamat:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <time.h>
int n,k;

int f(int n)

{
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srand ( time (0) );

if (n<3) return n-1;

else

{
k=l+rand ()% (n-1)/100;
return(k* (n-k)+£f (k)+f(n-k));

}

main ()

{
printf ("n="); scanf ("%d",é&n);
printf ("f(n)= %d\n",f(n));

system("pause") ;

n [2|3|14/5|6|7]8|9]10

Jim) | 1]316]10|15]21 |28 36|45

_(n
fio=|,

Kombindcié alatt azt értjiikk, ha n kiillonbozd lehetséges mdédon, de sorrendre valé tekintet

nélkiil, kivalasztunk k elemet, ekkor megkapjuk n elem k-ad osztdlyd kombindciit.

n n! n n
Képletben: =———,ahol k<n = =1
k) kl(n—k) 0) \n

. . . , n+1 n n) . n n
Ezt felhaszndlva konnyen igazolhat6, hogy = + , 1lletve =
k k-1 k k n-k

2. feladat: Pascal-hdromszog

. s 21e z 1 . n n n n n—1 n n-272 n n
A binomidlis tételb8l kiindulva (a +b)" = 0 a" + | a"" b+ 5 a" b +.+| |b" neN
n

Ez a Newtontdl szdrmazo6 tétel a kéttagi kifejezések pozitiv egész kitevore vald hatvanyozasi

szabalyat rogziti.
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A binomidlis egyiitthatok egy haromszog alakd tabldzatban, az ugynevezett Pascal-féle

haromszogben helyezhetdk el az aldbbi mdédon:

0.sor
1.sor
2.sor
3.sor

4.sor

5.sor 1

6.sor 1

7.sor 1 7

A Pascal-hdaromszogre vonatkozé néhany tulajdonsag:

e A Pascal-haromszogben 1évo

helyezkednek el.

1
1
1 2
1 3
1 4 6
5 10
6 15 20
21 35

szamok a kozépvonalra nézve

1
1
3 1
4 1
10 5 1
15 6 1
35 21 7 1

szimmetrikusan

¢ Barmelyik, nem a peremen levo szdm a fol6tte balra €s jobbra all6 szamok Osszege.

e A bal oldali peremmel parhuzamosan elhelyezkedd, egymds utdni szamok Osszege az

utolso tag alatt jobbra 1év6 szdm.

A Pascal-hdromszog n-edik sordban allé szamok 0sszege 2".

A Pascal-hdromszoget leiré program:

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#define G 100
int a,b,i,j,n;
int x[G];
main ()
{
printf ("n= ");
for (i=0;

x[11=0;

i<=n;

for (j=0; j<=n;

scanf ("%d", &n) ;

i++)

J++)
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a=0; b=1;
for (i=0; i<=7j; i++)
{
x[i]=a+b;
printf ("%$6d",x[1]);
a=b; b=x[i+1];
}
printf ("\n");
}
system("pause") ;

}

Erdekességképpen megemliteném, hogy a Pascal-hiaromszog segitségével dllithaté el a
Sierpinski hdromszog, mely szerint a mod 2 maradékosztaly szerint a Pascal-hdromszdg azon
pontjai, amelyeknek a maradéka 1, feketék lesznek, amelyeknek a maradéka 0O, azok pedig

tiresen allnak.

1
1 1
1 0 1
1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

-57-



A

3. feladat: elemek permutécidja
Hogyan tudnank egy elemet az egyik allasbol a masik 4lldsba tenni?

Példaul: n=10, m=3 0123456789-et a 3456789012 4llasba transzformélja. A rotéaci6é két tomb

felcserélését jelenti AB— BA. Alkalmazzuk REVERSE eljdrdst, amely egy blokkot felforgat,

A — AR Utdna képezziik (ARBR )R ez pedig BA.
Példaul: n=10, m=3 0123456789 — 2109876543 — 3456789012.

A REVERSE eljardst haromszor kell meghivni:
REVERSE (1, m):210 3456789

REVERSE (m+1, n):210 9876543
REVERSE (1, n):3456789 012

C-ben megvalodsitva:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
int k,m,n,1i, j, t;
int v[200];
void reverse (int 1,int r)
{

i=1; Jj=r;

while (j-1i>0)

{

t=v[il]; v[il=v[jl; vIjl=t;
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i=i+1; j=j-1;

}

main ()

{
printf ("m="); scanf ("%d", &m);
printf ("n="); scanf ("%d", &n);

for (k=1; k<=n; k++)

vik]l=k;

reverse(l,m); reverse(m+l,n);
reverse(l,n);

for (k=1; k<=n; k++)

printf ("%d", vl[k]);

system ("pause");

}
4. feladat:

Definidljunk egy f fliggvényt a>0 egész szamok halmazara. f(0)=0, f(1)=1, f(2n)=f(n),
fC2n+1)=f(n)+f(n+1) n=0.

J(85)  =ft42)+f(43)
=f21)+(21)+A(22)
=2%f(21)+f(11)
=2#f(10)+3*A(11)
=S*f5)+3%f(6)
=8*f3)+5*A2)
=13*A1)+8*A3)
=13*A(0)+21%f(1)
=21

Ennek megfelelen a képlet:

g(n,i,j)=i"fln)+j*fn+1)

8C2n, 1, )= 2n)+j*f2n+1)=(i+)) " fn)+j*fn+1)=g(n,i+j.j)
8(2n+1,i,)=i*2n+1)+j*(2n+2)=i *fn)+(i+))*f(n+1)=g(n,i,i+j)
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8Q2n,i.j)= g(n,i+j.j)
g(2n+1,i,j)= g(n,i,i+j)
fin)=g(n,1,0)
80,0.)=j fin)=j

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
double n;
double g(double n,int i,double 3J)
{
if (n==0) return 7j;
else if (n/2!'=((int) (n/2)))
return (g((n-1)/2,1i,i+3));
else return (g(n/2,i+3,3));
}
main ()
{

printf ("n="); scanf("%1f",&n);

printf ("f(n)= %$1f\n", g(n,1,0));

system ("pause");
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