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Eloszo

Az oktatasi segédanyag elkésziilését a Pallas Athéné Domus Animae Alapit-
vany tdmogatta.

A tananyag célja kett6s. Az egyik cél az, hogy segitse a gazdasigi képzés-
ben részt vevé hallgatok Gazdasagi matematika 1. vizsgdjara valo felkészitését.
Tematikdjaban, felépitésében jol illeszkedik a Gazdasidgi matematika 1. nevi
tantargyhoz, igy ahhoz akar tankonyvként is hasznalhat6.

A jegyzet harom f6 fejezetet tartalmaz. Minden fejezet rovid elméleti 6ssze-
foglaléval kezdddik, melyet részletesen kidolgozott feladatok kovetnek. A fe-
ladatok kozott megtaldlhatdak az egyszeriibb tipusfeladatok, melyek megolda-
saval kell6 ismeretet szerezhetnek a hallgaték az adott témakor elsajatitdsahoz,
valamint megtaldlhat6ak a feladatok kozott a bonyolultabbak dsszetettebbek is,
azok szdmdra, akik mélyebben el szeretnének meriilni az adott témakorben.

A tananyag madsik célja, hogy felkésziilését a hallgatékat azokra a kés&bbi
félévek sordn hallgatott tantdrgyakra (mikrookonémia, makrodkonémia, nem-
zetkozi gazdasagtan, stb.), amelyek erGteljesen épitenek a matematika 6ran
megszerzett ismeretanyagra. Emiatt a jegyzet sok olyan feladatot is tartalmaz,
amely ilyen irdnyd alkalmazdsokra helyezi a hangstilyt.

A jegyzet hiarom 6 fejezete koziil az elsé a fliggvény fogalmanak kiépitését,
a fiiggvényekkel kapcsolatos alapfogalmakat, a differencidlhdnyados fogalma-
nak el6készitését tartalmazza. A mdésodik fejezet a differencidlszamitas fogal-
mait mutatja be és ehhez kapcsol6do a differencidlszdmitas kozgazdasagi alka-
Imazasirdl sz6l. A harmadik fejezet az integralszdmitas témakorét dolgozza fel.

A tananyag Osszesen 209 részletesen kidolgozott feladatot tartalmaz.

s 22

A jegyzet lektordlasaért koszonettel tartozom Dr. Kocsis Imre tanszékvezetd
féiskolai tanarnak, aki hasznos észrevételekkel segitette munkamat.
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Koszonettel tartozom Edesanydmnak és Paromnak, akik mindig mellettem 4l1-
nak és segitenek.

Dr. Kézi Csaba Gdbor
egyetemi adjunktus






1. fejezet

Fiiggvénytani alapfogalmak és
gazdasagi alkalmazasaik



8 1. FUGGVENYTANI ALAPFOGALMAK ES GAZDASAGI ALKALMAZASAIK

1.1. Halmazelméleti alapfogalmak

Elméleti osszefoglalo

1.1.1. Megjegyzés. A halmaz, elem, eleme fogalmakat nem definiéljuk, adott-
nak tekintjilk. A halmaz bizonyos j6l meghatarozott, kiilonb6z6 objektumok
Osszességét jelenti. A halmazt alkoté objektumok a halmaz elemei. Egy hal-
mazban minden elem csak egyszer fordulhat el6 és az elemek sorrendje tet-
sz6leges. Egy halmazt akkor tekintiink adottnak, ha minden elemr6l egyértel-
miien el tudjuk donteni, hogy benne van-e a halmazban.

A halmazokat latin nagybettikkel, a halmaz elemeit latin kisbetiikkel jeloljiik.

Azt a tényt, hogy az a elem eleme az A halmaznak az a € A jeloléssel fejezziik
ki, mig ennek tagaddsdra az a ¢ A jel6lést haszndljuk.

Halmazokat megadhatunk az elemeinek felsoroldsaval, példaul
A={1;2; 3}
vagy valamilyen tulajdonsdgokkal, péld4ul
B={zxeR|z >0},

amit dgy olvasunk ki, hogy az A halmaz azokat az x valés szdmokat tartal-
mazza, melyekre teljesiil az a tulajonsdg, hogy x > 0, vagyis a pozitiv valds
szamokat.

A halmazokat sikbeli tartomanyokkal is szokds jelolni. Ilyenkor minden hal-
maznak egy zart vonallal hatdrolt tartomdny felel meg. A halmaz elemeit a
tartomdny beliili pontok jelentik. Az ilyen mdédon elkészitett dbrdkat Venn-
diagramnak nevezziik.

1.1.2. Definicié. Ureshalmaznak nevezziik azt a halmazt, melynek egyetlen e-
leme sincs. Jele: (.
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1.1.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A és B halmazok egyenldek, ha az
elemeik ugyanazok. Jele: A = B. Ennek tagaddsira az A # B jel6lést hasz-
néljuk.

1.1.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A halmaz részhalmaza a B halmaznak,
ha az A halmaz minden eleme a B halmaznak is eleme. Jele: A C B. Az A
halmaz valédi részhalmaza B-nek, ha A részhalmaza B-nek, de A # B.

1.1.5. Definici6. Egy halmaz 6sszes részhalmazaib6l képzett halmazt az adott
halmaz hatvdnyhalmazanak nevezziik. Jele: P(A).

1.1.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A és B hamlazok diszjunktak, ha nincs
kozos elemiik.

A kovetkez6 definicioban néhdny miiveletet definidlunk a halmazok kozott.

1.1.7. Definicié. Legyen H # () (alaphalmaz) és A, B,C C H.

(1) Az A és B halmazok unidjan azt az A U B-vel jelolt halmazt értjik,
melynek elemei legaldbb az egyik halmaznak elemei, azaz

AUB ={z |z € Avagy x € B}.

(2) Az A és B halmazok metszetén azt az AN B-vel jelolt halmazt értjiik,
melynek elemei mindkét halmaznak elemei, azaz

ANB={z|x € Aésx € B}.

AND

(3) Az A kiilonbség B halmazon azt az A \ B-vel jelolt halmazt értjiik,
melynek elemei A-nak elemi, de B-nek nem elemei, azaz

A\B={z |z € Aész ¢ B}.
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(4) Az A halmaz H halmazra vonatkozé komplementerén azt az A hal-
mazt értjiik, melynek elemei az A halmaznak nem elemei, de a H
alaphalmaznak elemei.

H

1.1.8. Definicié. Az
N={1;2;3..}
halmazt a természetes szdmok halmazdnak nevezziik. A természetes szdmok
halmazanak eleme az 1 szdm és han € N, akkor (n + 1) € N.
A
Z=-NuUNu{0}=4{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
halmazt az egész szdmok halmazdnak nevezziik.

Raciondlis szamok halmazdnak nevezziik azt a szdmhalmazt, amelynek elemei

27 2z

eldallnak két egész szam hanyadosaként. Jele: Q.

Valos szdmok halmazdnak nevezzilk a szimegyenes pontjainak megfeleltethetd
szdmhalmazt. Jelolés: R.

Irraciondlis szamok halmazdnak nevezziik a raciondlis szdmok halmazédnak a
valdés szdmok halmazéara vonatkoz6 komplementerét, azaz azokat a valds szé-
mokat, amelyek nem dllnak el6 két egész szam hanyadosaként. Jele: Q.

Megjegyezziik, hogy a valés szadmok halmazanak definicidja csak egy szem-
1életes ,,beazonositds”, a valés szamok halmazanak intuitiv fogalmara épit6
megfogalmazas. A valés szamok halmazanak preciz definicidja a testaxiomkra,
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rendezési axidmadkra és a teljességi axiomdra épiil, amit itt az egyszeriség ked-
véért tulajdonsdgokként mutatunk be.

1.1.9. Megjegyzés. A természetes szamok halmazabol az 6sszeadds és a szor-
zas mivelete nem vezet ki, vagyis két természetes szam 0sszege, illetve két ter-
mészetes szam szorzata is természetes szam. Azonban kivezet a kivonds, ami
azt jelenti, hogy két természetes szam kiillonbsége nem mindig lesz természetes
szam.

Az egész szdmok halmazabdl az Osszeadds, a kivonds és a szorzds miivelete
nem vezet ki, vagyis két egész szdm Osszege, kiilonbsége, illetve két egész
szadm szorzata is egész szdm. Azonban kivezet az osztds, ami azt jelenti, hogy
két egész hanyadosa nem mindig lesz egész szam.

A racionalis szamok halmazabdl az 6sszeadas, a kivonas, a szorzas és az 0sztas
miivelete nem vezet ki, vagyis két raciondlis szam Osszege, kiilonbsége, szor-
zata és két nullatdl kiilonbozé raciondlis szam hanyadosa is racionélis szam. A
raciondlis szamok halmazabdl kivezet a gyokvonds, ami azt jelenti, hogy egy
raciondlis szam négyzetgyoke nem mindig lesz racionalis.

A raciondlis szamok halmaza részhalmazként tartalmazza az egész szamok és
a természetes szamok halmazat, pontosabban N C Z C Q.

A valés szdmok halmazdra teljesiil, hogy
R=QuUQ".

1.1.10. Definicié. Az A C R halmaz feliilrél korldtos, ha 1étezik olyan K valds
szam, amely nagyobb vagy egyenlé minden A-beli elemnél. Ekkor a K-t az A
halmaz egy felsd korldtjanak mondjuk.

Az A C R halmaz alulrdl korldtos, ha 1étezik olyan k valds szam, amely kisebb
vagy egyenlé minden A-beli elemnél. Ekkor a k-t az A halmaz egy alsd kor-
ldtjdnak mondjuk.

2

Azt mondjuk, hogy az A C R halmaz korldtos, ha alulrdl és feliilrdl is korlatos.
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Ha az A halmaz feliilr6l korlatos, akkor az A felsd korlatainak legkisebbikét az
A pontos felsd korldtjanak vagy szuprémuménak nevezziik. Jele: sup A.

Ha a pontos felsé korlat eleme is a halmaznak, azaz sup A € A, akkor azt ma-
ximumnak mondjuk. Jele max A.

Ha az A halmaz alulrdl korlatos, akkor az A als6 korlatainak legnagyobbikat az
A pontos also korldtjanak vagy infimumanak nevezziik. Jele: inf A.

Ha a pontos als6 korlat eleme is a halmaznak, azaz inf A € A, akkor azt mini-
mumnak mondjuk. Jele min A.

1.1.11. Megjegyzés. Az infimum és szuprémum létezését az vigynevezett tel-
jességi tulajdonsdg garantdlja, amely szerint a valds szdmok halmazdnak min-
den nem iires, feliilr6l korlatos részhalmazéanak van pontos felsé korlatja.
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Kidolgozott feladatok

1. Feladat. Tekintsiik a
H =1{1;2;3;4;5;6;7;8}

alaphalmazt és az
A={23;5}, B={1;258}
halmazokat!
a) Készitsiink Venn-diagramot!
b) Adjuk meg az A U B halmazt!
¢) Adjuk meg az A N B halmazt!,
d) Adjuk meg az A\ B halmazt!
e) Adjuk meg a B \ A halmazt!
f) Hatdrozzuk meg az A halmazt!

g) Hatdrozzuk meg a B halmazt!

Megoldas:
a) A Venn-diagram az aldbbi:
H
B
4
1
8
6

13

b) A két halmaz unidjaba azok az elemek tartoznak, amelyek legalabb az egyik

halmaznak elemei, igy

AUB ={1;2;3;5;8}.
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¢) Két halmaz metszetébe azok az elemek tartoznak, amelyek mindkét halmaz-

nak elemei, igy
ANB ={2;5}.

d) Az A\ B halmaz elemei azok az elemek, amelyek az A halmaznak elemei,
de a B halmaznak nem elemei, igy

A\ B = {3}.

e) A B\ A halmaz elemei azok az elemek, amelyek a B halmaznak elemei, de
az A halmaznak nem elemei, igy

B\ A={1;8}.
f) Az A halmaz komplementerébe azok az elemek tartoznak, amelyek az A
halmaznak nem elemei, de az alaphalmaznak elemei, igy
A={1;4;6;7;8}.
g) A B halmaz komplemeneterébe azok az elemek tartoznak, amelyek a B
halmaznak nem elemei, de az alaphalmaznak elemei, igy
B = {3;4;6;7}.
2. Feladat. Hat4rozzuk meg az
A=1{1;2;3}
halmaz 6sszes részhalamzat! Adjuk meg az A halmaz hatvanyhalmazat!
Megoldas:
A keresett részhalmazok:
{125 {8 {12} {1: 3} {2 3} {15 2; 3}, 0.

Az A halmaz hatvanyhalmaza az A Osszes részhalmazét tartalmazé halmaz,
tehat

P(A) = {{1};{2}; {3} {1;2}; {1;3}; {2; 3}; {15 2; 3}, 0 }.
3. Feladat. Tekintsiik az
A={recZ|2®>—2—-6<0}

B={reN|2x-12 <0}
halmazokat!
a) Adjuk meg az A halmazt elemeinek felsoroldsaval!
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b) Adjuk meg a B halmazt elemeinek felsoroldsdval!
¢) Adjuk meg az A U B halmazt!

d) Adjuk meg az A N B halmazt!

e) Adjuk meg az A\ B halmazt!

f) Adjuk meg a B\ A halmazt!

Megoldas:
a) Els6 1épésben megoldjuk az
22— 2 -6 <0
egyenl6tlenséget. Ehhez el6szor megkeressiik az
fz)=2*>-2-6
fliggvény zérushelyeit, ezért megoldjuk az
22 —x—6=0
egyenletet. A mdsodfoku egyenlet megolddképletét alkalmazva azt kapjuk,
hogy
1+1-4-(-6) 1%5
2 2

amibdl z1 = —2, illetve xo = 3 adddik. Ezek segitségével felvdzoljuk az
el6bb definidlt f(x) fliggvény grafikonjat:

12 =

ree 4 6 8

&
&
ES
&MOm»mmc

Ebbdl leolvashaté az egyenl6tlenség megoldésa:
x € [—2;3].
Az intervallumba es6 egész szamok, vagyis az A halmaz:

A={-2;-1;0;1;2;3}.
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b) Most megoldjuk a 2z — 12 < 0 egyenl6tlenséget. Mindkét oldalhoz 12-t
hozzdadva, majd mindkét oldalt elosztva 2-vel

20 —12 <0
2z <12
<6
adédik, igy a B halmaz:
B ={1;2;3;4;5}.
¢) Az A és B halmazok unigja:
AUB ={-2;-1;0;1;2;3;4;5}.
d) Az A és B halmazok metszete:
AN B ={1;2;3}.
e) Az A\ B halmaz:
A\ B ={-2;-1;0}.
f) A B\ A halmaz:
B\ A={4;5}.
4. Feladat. Az A és B halmazok unidja, kiilonbsége, illetve metszete:
AUB ={4;5;6;7;8;9; 10};
A\ B=1{8;9; 10};
AN B={5}.
Hatarozzuk meg az A és a B halmazokat!
Megoldas:

Venn diagramon &brdzolva a halmazokat az aldbbi adddik:
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Leolvashat6, hogy az A halmaz, illetve a B halmaz:
A=1{5;8;9;10}; B ={4;5;6;7}.

5. Feladat. Két cég egyiitt 26 darab terméket allit el6. Ebbdl 20 darab terméket
az ,,A” cég, 15 darab terméket az ,,N” cég gyart. Ezek koziil hany darab olyan
termék van, amelyet csak az ,,N” cég gyart?

Megoldas:

A feladatot Venn-diagram segitségével is megoldhatjuk. Tegyiik fel, hogy x da-
rab olyan terméket van, amelyet mindkét cég gyart. Ekkor csak azon termékek
szama, amelyet csak az A cég gyart 20 — x, azon termékek szama, amelyet csak
az N cég gyart 15 — z. Az emlitetteknek megfelel6 Venn-diagram:

H

Megjegyezziik, hogy a Venn-diagramban most nem a halmaz elemi l14thatéak,
hanem a megfeleld halmazok elemszama.
Tehét:

(20—z)+z+(15—2) =26 = —x 435 =26

egyenlethez jutunk, amibdl azt kapjuk, hogy x = 9, igy 9 darab olyan termék
van, amelyet az A és az N cég is gyart. Tehat 15 — 9 = 6 darab olyan termék
van, amelyet kizdrélag az N cég gyart.

6. Feladat. Jelentse a H alaphalmaz azon Magyarorszdgon é16 személyek hal-
mazat, akik adét fizetnek. Legyen az A halmaz azon adéfizetSk halmaza, akik
legalabb 5 milli6 forintos évi jovedelemmel rendelkeznek. Legyen a B halmaz
azon addfizet6k halmaza, akik legfeljebb 10 milli6 forintos évi jovedelemmel
rendelkeznek.

a) Mit jelent az A N B halmaz?
b) Mit jelent az A U B halmaz?
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¢) Mit jelent az A \ B halmaz?
d) Mitjelent az A \ B halmaz?

Megoldas:

a) Az AN B halmazba azok az addfizetSk tartoznak, akik mindkét tulajdonsag-
gal rendelkeznek, tehat az A N B halmaz azokat az addfizetdk jelenti, akik
legalabb 5 millié és legfeljebb 10 milli6 forint kozotti éves jovedelemmel
rendelkeznek.

b) Az A U B halmazba azok az addfizetok tartoznak, akik legaldbb az egyik
tulajdonsdggal rendelkeznek, tehdt az A U B halmaz azokat az adéfizetSk
jelenti, akik legalabb 5 millié vagy legfeljebb 10 millié forint kozotti éves
jovedelemmel rendelkeznek, amely halmaz minden magyaroroszagi adé-
fizetst tartalmaz.

¢) Az A\ B halmaz azon adéfizetSket jelenti, akik 10 milli6 forintndl nagyobb
éves jovedelemmel rendelkeznek.

d) A B\ A halmaz azon adéfizetSket jelenti, akik 5 milli6 forintndl kevesebb
éves jovedelemmel rendelkeznek.

7. Feladat. Vizsgéljuk meg az

2
A= {3 +2|ne N}
n
halmazt korlatossdg szempontjabol!

Megoldas:

9 2 1
A:{3+‘neN}:{5;4;3+;3+...}
n 3 2

e alulrdl korldtos, mert minden = € A esetén z < 5;
o feliilrdl korlatos, mert minden x € A esetén x > 3;
e korlatos, mert alulrdl és feliilrdl is korlatos;

e infimuma: 3;

e szuprémuma: 5;

e minimuma: nincs;

e maximuma: 5.
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8. Feladat. Vizsgéljuk meg az
a={(-2
halmazt korlatossdg szempontjabol!

Megoldas:
Az

nEN}

a={(-2

n e N} ={-2;4;-8;16;...}

halmaz
e nem alulrél korlatos;
e nem feliilr6l korlatos;
e nem Kkorlatos;
e infimuma: nincs;
e szuprémuma: nincs;
e minimuma: nincs;

e maximuma: nincs.

9. Feladat. Tekintsiik az
A={zeR|z? -7z +10<0}

2
B:{:L‘ER‘:E—'— >2}
r—3

halmazokat!

a) Adjuk meg az A halmazt intervallumként vagy intervallumok uniéjaként!
b) Hatdrozzuk meg az A N N halmazt!

¢) Adjuk meg a B halmazt intervallumként vagy intervallumok uni6jaként!
d) Adjuk meg az A U B halmazt!

e) Adjuk meg az A N B halmazt!

f) Korlatos-e az A halmaz?

g) Hatdrozzuk meg az A halmaz infimumat!

h) Hatdrozzuk meg az A halmaz szuprémumat!

i) Hatdrozzuk meg az A halmaz minimumat!

j) Hatdrozzuk meg az A halmaz maximumat!

Megoldas:
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a) Az 22 — 7z 4+ 10 < 0 egyenl6tlenség megolddsahoz tekintsiik el&szor az
f(z) = 2% — 72 + 10 fiiggvényt. Ennek zérushelyei:

7Ttyv49—-40 7+3

T12 =

2 2 7
igy a fliggvény grafikonjabdl leolvashato, hogy
A=[2;5].
b) Az AN N halmaz:
{2;3;4;5}.
c) Az
z+2
> 2
z—3

egyenl6tlenség megoldasahoz eldszor nulldra rendezziik az egyenlStlensé-
get:

T+ 2 9 —r+8

-3 ~ ~ r—3
Ezt kovetden megvizsgaljuk, hogy egy tort hogy lehet pozitiv. Két esetben:
vagy ugy, hogy a szamlalé €s a nevezd is pozitiv, vagy ugy, hogy a szamlalé
és a nevezd is negativ. Az els6 esetben x < 8 és x > 3 adddik, a mdsodik
esetben pedig © > 8 és x < 3. Az els§ esetben a megolddshalmaz |3; 8, a
masodik esetben ellentmondasra jutunk, igy a B halmaz:

B =]3;8|.

> 0.

d) Az A és B halmazok uniéja:
AUB = [2;8].
e) Az A és B halmazok metszete:
AN B =]3;5].
f) Az A halmaz korlétos, mert alulrdl és feliilrél is korlatos.
g) Az A halmaz infimuma 2;
h) Az A halmaz szuprémuma: 5;
i) Az A halmaz minimuma: 2;

j) Az A halmaz maximuma: 5.
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1.2. Fiiggvényekkel kapcsolatos alapfogalmak

Elméleti 6sszefoglalo

A fiiggvények mind az elméleti, mind az alkalmazott matematika, igy a gaz-
dasagi matematika teriiletén is, kulcsfontossagu szerepet toltenek be.

A gazdasdgi matematikdban tobbek kozott megjelenik a keresleti fiiggvény,
kindlati fiiggvény, koltségfiiggvény, bevételi fiiggvény, nyereség (profit) fiigg-
vény fogalma. Ebben a fejezetben fiiggvények fogalmét vezetjiik be és a leg-
fontosabb tulajdonsdgait targyaljuk.

Ebben a szakaszban a D halmaz a valds szamok halmazanak egy tetszdleges,
nem lres részhalmazét jeloli.

1.2.1. Definici6. Legyenek A és B halmazok. Ekkor az (a;b) szimbdlumot
rendezett elempdrnak nevezzilk, haa € Aésb € B. Az (a;b) = (c;d) egyen-
16ség pontosan akkor teljesiil, ha a = ¢ és b = d.

Az A és B halmaz Descartes-szorzatén azt az A x B-vel jelolt halmazt értjiik,
melynek elemei olyan rendezett elemparokbdl allnak, melyek elss tagja az A,
masodik tagja a B halmazbdl val6, azaz

AxB={(a;b)|a€ A, be B}.
Két halmaz Descartes-szorzatdnak barmely részhalmazét reldcionak nevezziik.

Legyenek A és B halmazok. Az f C A x B relaciét fiiggvénynek nevezziik, ha
az A halmaz minden eleme legfeljebb egy B halmazbeli elemmel 4ll reldcidban.

Az A halmazt a fiiggvény értelmezési tartomdnyanak nevezziik. Az f fiiggvény
értelmezési tartomdnyat [ -el is szokds jeldlni.

1.2.2. Megjegyzés. Ha az f reldci6 fiiggvény, akkor az f C A x B jelolés
helyett az f: A — B jelolést haszndljuk. Ha (z;y) € f, akkor azt dgy jeloljik,
hogy f(x) = y, és ugy olvassuk ki, hogy az f fiiggvény x helyen felvett he-
lyettesitési értéke y, vagy hogy az f fiiggvény az x elemhez az y elemet rendeli
hozza.

1.2.3. Definicié. Az f: D — R fiiggvény értékkészlete az f(x) fuggvényérté-
kek halmaza. Az értékkészletet Rs-el is szokds jeldlni:

Ry ={y| f(z) =y}
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Az f: D — R fiiggvény grafikonjanak nevezzik az
graf(f) = {(z;y) |z € D}

halmazt.
Az f: D — R fiiggvénynek az xy € D helyen zérushelye van, ha f(xzq) = 0.

1.2.4. Definicié. Az f: D — R fliggvény
e alulrol korldtos, ha az értékkészlete alulrdl korlatos;
e feliilrdl korldtos, ha az értékkészlete feliilr6l korlatos;
e korldtos, ha az értékkészlete korlatos.

Az f: D — R figgvény infimuma, illetve szuprémuma az értékkészletének
infimuma, illetve szuprémuma.
1.2.5. Definicié. Az f: D — R fliggvény
e monoton novekvd, ha minden x1,x2 € D esetén, melyre z1 < o9,
teljesiil, hogy f(z1) < f(z2);
e monoton csokkend, ha minden x1,x2 € D esetén, melyre z1 < xo9,
teljesiil, hogy f(x1) > f(z2);
e szigoriian monoton novekvd, ha minden x1, o € D, x1 < x9 esetén
f(z1) < f(x2);
e szigorian monoton csokkend, ha minden x1,x9 € D, x1 < 3 esetén
f(z1) > f(z2).
1.2.6. Definicié. Az f: D — R fiiggvénynek az x( helyen

e maximuma van, ha f(z) < f(xop) minden x € D esetén, azaz ha
f(xo) az f értékkészletének legnagyobb eleme;

e minimuma van, ha f(x) > f(xg) minden z € D esetén, azaz ha
f(xg) az f értékkészletének legkisebb eleme;

o szélsdértéke van, ha minimuma vagy maximuma van az xg helyen.
1.2.7. Definicié. Az xq valds szdm ¢ > 0 sugard kdrnyezetén az
Jwo — €520 + €]
intervallumot értjiik.

1.2.8. Definicié. Az f: D — R fliggvénynek az xg helyen

o [okdlis (helyi) maximuma van, ha létezik olyan £ > 0 valds szdm,
amelyre f(z) < f(=zo) teljesiil minden = €|xo — ;¢ + €[ esetén,
azaz ha f-nek van olyan kornyezete, amelyben f(z() a legnagyobb
fliggvényérték;
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o [okdlis (helyi) minimuma van, ha 1étezik ¢ > 0 valds szam tlgy, hogy
f(z) > f(xo) minden x €|xg — £; x0 + €] esetén, azaz ha f-nek van
olyan kornyezete, amelyben f(x) a legkisebb fiiggvényérték;

2 2

o [okdlis szélsértéke van, ha lokdlis minimuma vagy lokdlis maximuma
van az g helyen.

1.2.9. Megjegyzés. Ha létezik olyan ¢ pozitiv valds szam, hogy az f: D — R
fiiggvény monoton csokkend az [z —¢; x| intervallumon és monoton névekvo
az [xo, o + €] intervallumon, akkor f-nek az x helyen lokélis minimuma van.

Ha 1étezik olyan ¢ pozitiv valds szdm, hogy az f: D — R fiiggvény monoton
novekvé az [zg — ;0] intervallumon és monoton csokkend az [xg; zo + €]
intervallumon, akkor f-nek az z( helyen lokalis maximuma van.

1.2.10. Definici6é. Legyen I egy nyilt intervallum. Az f: I — R fiiggvény

e konvex, ha minden u,v € I, u < v esetén az (u; f(u)) és (v; f(v))
pontokat 6sszekots szakasz az f fiiggvény felett halad, azaz ha min-
den u,v € I és minden ¢ € [0; 1] esetén

Ft-ut (=) v) <t flu)+(1—1)- f(v).

A
tu+(1—t)-v  telo1]

a szamegyenesen az u és v értékeket 6sszekotd szakasz.
Az

flt-u+(1—1t)-v)  te[01]
az (u; f(u)) és (v; f(v)) pontokat dsszekdts szakasz.
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e konkdv, ha minden u,v € I, u < v esetén az (u; f(u)) és (v; f(v))
pontokat sszekots szakasz az f fiiggvény alatt halad, azaz ha minden
u,v € I és minden ¢ € [0; 1] esetén

Pt ut (U =1)0) >t fu)+ (1= 1) - f(0).

20
18

S A NMoN B N\® O N

1.2.11. Definicié. Legyen I nyilt intervallum. Azt mondjuk, hogy az f: I — R
fliggvénynek az xg € I helyen inflexios helye van, ha xg-ban megvaltozik a
konvexitdsa, azaz létezik ¢ > 0 dgy, hogy az [xo — &; x| intervallumon f
konkdv és az [zo; xo + €] intervallumon konvex, vagy az [z¢ — €; x¢] interval-
lumon f konvex és az [zo; xo + €] intervallumon konkav.

1.2.12. Definicié. Legyen a D halmaz szimmetrikus az origéra, ami azt jelenti,
hogy hax € D, akkor —z € D.
Azt mondjuk, hogy az f: D — R fiiggvény
e pdros,ha f(—z) = f(x) minden x € D esetén;
e pdratlan, ha f(—x) = — f(x) minden x € D esetén.
1.2.13. Megjegyzés. Egy fiiggvény

e pontosan akkor paros, ha a grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y
tengelyre;

e pontosan akkor pdratlan, ha a grafikonja kézéppontosan szimmetrikus
az origoéra.

1.2.14. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: R — R fiiggvény periddikus, ha
van olyan p € R pozitiv valés szdm, hogy minden = € R esetén

f(x+p) = f(z).
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Ha az f fiiggvény periddikus, akkor végtelen sok megfeleld p érték van. Ha a
definiciéban meghatdrozott tulajdonsagi p értékek halmazdnak van legkisebb
eleme, akkor ezt a szdmot az f fiiggvény periodusanak nevezziik.

1.2.15. Definicié. Az f: D — Résag: D — R fiiggvények

dsszege (f + g)(z) = f(z) + g(x), x € D;

kiilonbsége (f — g)(z) = f(x) — g(z), x € D;

szorzata (f - g)(x) = f(z) - g(x), z € D;

hdnyadosa i(x) = @, ha g(x) # 0, z € D esetén.
g

g(z)

Az elébbiekben definidlt miveleteket szokds pontonkénti miiveleteknek is ne-
vezni.

1.2.16. Definicié. Az f: D — B C R fiiggvény
e injektiv, ha kiillonboz6 elemekhez kiilonbozé elemeket rendel, azaz,
ha minden x1, 9 € D, x1 # xg esetén f(x1) # f(x2);
e sziirjektiv, ha minden értékkészletbeli elem megjelenik képként, azaz
ha R f= B 5
e bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv.

1.2.17. Megjegyzés. Az, hogy egy fiiggvény injektiv szemléletesen azt jelenti,
hogy ha a fiiggvény grafikonjat ,,vizszintes vonalakkal elmetssziik, akkor min-
denhol legfeljebb egy metszéspontot kapunk™.

1.2.18. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: D — R fiiggvény invertdlhatd, ha
az inverze is fiiggvény.

1.2.19. Megjegyzés. A definicié alapjan nyilvanvald, hogy egy f: D — R
fliggvény pontosan akkor invertdlhatd, ha injektiv.

1.2.20. Definici6. Legyenek D és H a valds szdmok halmazanak tetszéleges
részhalmazai, tovabba f, illetve g a D, illetve H halmazon értelmezett valds
érték fuggvények. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény értékkészlete részhalmaza
a g fiiggvény értelmezési tartomanyédnak. A g és f fliggvények kompozicidjan
vagy dsszetett fiiggvényénago f: D — R

go f(z) =g(f(2))

fuggvényt értjiik.
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1.2.21. Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy altalaban
fog#gol,
vagyis a fliggvények kompozicidja, mint miivelet nem kommutativ.
1.2.22. Példa. Ha f(z) = sinz és g(z) = 4x + 10, akkor
fog(z) = f(g(x)) = sin(4z +10)

go f(z) =g(f(x)) =4-sinz+ 10.

1.2.23. Megjegyzés. Ha az f: D — R fliggvény invertdlhatd, és az inverze
f~1, akkor

fofHa)=[f""of(x)=u.
1.2.24. Megjegyzés. Haaz f: D — R fiiggvény invertdlhatd, akkor
-1
(S (@) = f(x).
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Kidolgozott feladatok

10. Feladat. Adjuk megaz f: R — R, f(x) = 22+ 2z fiiggvény helyettesitési
értékét az x = 2 helyen!

Megoldas:
A helyettesitési érték:
f2)=22+2-2=4+4=38.
11. Feladat. Tekintsiik az
f(z) = 2z — 22
figgvényt! Szamoljuk ki az
fla+3) = fla—3)
értéket, ha a € R paraméter.
Megoldas:
Mivel
fla+3)=2-(a+3)—(a+3)* =2a+6—(a®>+6a+9) =
=2a+6—a®—6a—9=—a®—4a— 3,
tovabba
fla=3)=2-(a—3)—(a—3)*=2a—6— (a®> —6a+9) =
=2a—6—a’+6a—9=—a®+8a — 15,
ezért
fla+3)—fla—3)=—a>—4a—3— (—a® +8a—15) =
=-a’—4a—3+a*—8a+15=—12a+12.
12. Feladat. Tekintsiik az f: | — o0; 0] — R, f(z) = /—x fiiggvényt! Adjuk
meg az értelmezési tartomanynak azt az elemét, amelyre a fiiggvényérték 2.
Megoldas:

Azt az x értéket keressiik, amelyre /—z = 2 teljesiil. Az egyenlet mindkét
oldaldt négyzetre emelve azt kapjuk, hogy —x = 4. A keresett szdm tehét az
= —4.

13. Feladat. Tekintsiik az f: R\ {3} = R, f(z) = -5 fiiggvényt!
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a) Adjuk meg az f fiiggvény helyettesitési értékét az x = 4 helyen!
b) Adjuk meg az értelmezési tartomanynak azt az elemét, amelyre a fliggvény-
érték 2.

¢) Adjuk meg azokat az = valds szdmokat, amelyekre a fliggvényérték negativ!
Megoldas:

a) Az f fuggvény helyettesitési érté€két az x = 4 helyen:

b) Az értelmezési tartomanynak azt az elemét, amelyre a fiiggvényérték 2 az
f(x) = 2 egyenlet megolddsa adja:
1
x—3

=9 = 1=2x—6,

azaz x = 3, 5.

¢) Azokat az x val6s szamokat keressiik, amelyre f(z) < 0, azaz az

1
z—3
egyenl6tlenség megoldasat. Mivel a szamlal6 negativ szam, ezért a tort csak

ugy lehet negativ, ha a nevez§ pozitiv, azaz ha x — 3 > 0, ami ekvivalens
azzal, hogy = > 3, igy a keresett val6s szamok a |3; oo] intervallum elemei.

<0

14. Feladat. Hatdrozzuk meg a valds szdmok halmazédnak azt a legb6vebb rész-
halmazét, amelyen az

flx) =v6—2x

figgvény értelmezve van!
Megoldas:

P

Mivel paros gyokkitevdjl gyok alatt csak nemnegativ szam allhat, ezért az ér-
telmezési tartomany megaddsdhoz meg kell oldanunk a

6—2x >0

egyenlGtlenséget, amibdl azt kapjuk, hogy = < 3, {gy az értelmezési tartomany
a ] — oo; 3] intervallum.
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15. Feladat. Hatdrozzuk meg a valds szdmok halmazédnak azt a legbdvebb rész-

halmazét, amelyen az
fla)=Va—a?

fliggvény értelmezve van!
Megoldas:

Mivel paros gyokkitevdjt gyok alatt csak pozitiv szam éllhat, ezért az értelme-
z¢€si tartomédny megaddsdhoz meg kell oldanunk a

4—22>0

egyenlGtlenséget. Az egyenlStlenséget grafikusan oldjuk meg. Ehhez els6
1épésben meghatirozzuk az x — 4 — 22 fiiggvény zérushelyeit:

4—22=0
+2 ==

Ezutin felvazoljuk az x — 4 — 22 fiiggvény grafikonjat:

b A b N N o s v e \»

Leolvashatjuk, hogy az egyenl&tlenség megolddsa és igy egyben az f(x) fiigg-
vény értelmezési tartomdnya:

Dy:xe[-2;2].

16. Feladat. Hatdrozzuk meg a valds szdmok halmazédnak azt a legb6vebb rész-
halmazat, amelyen az

f(x) = Ig(4 — 22)
fliggvény értelmezve van!

Megoldas:
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Tudjuk, hogy a logaritmus fiiggvény csak pozitiv szdmokra értelmezhetd, igy
logaritmus mogotti kifejezésnek pozitivnak kell lenni, azaz meg kell oldanunk
a

4—-2x>0
egyenlbtlenséget, amibdl azt kapjuk, hogy x < 2, igy a fiiggvény értelmezési
tartoménya a | — oo; 2[ intervallum.

17. Feladat. Vizsgdljuk meg paritds szempontjabdl az
2

x
flw) = sin bx
fiiggvényt!
Megoldas:
Felhaszndlva, hogy a szinusz fiiggvény pdratlan, azaz sin(—x) = —sinz, azt
kapjuk, hogy
—)2 22
e
sin(—bx)  —sinbx
2
X
T sinbxr —f(@),

igy a fiiggvény péaratlan.

18. Feladat. Vizsgaljuk meg paritds szempontjabdl szerint az

4
fz) =

x
cos 2x

figgvényt!
Megoldas:
Felhaszndlva, hogy a koszinusz fiiggvény pdros, azaz cos(—z) = cosz, azt
kapjuk, hogy

(_ x)4 _ m4

cos(—2x)  cos2z

f(=x) = = f(x),

igy a fiiggvény péros.

19. Feladat. Vizsgaljuk meg paritds szempontjabol az
1
_ 2
flw)=a®+

fliggvényt!
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Megoldas:
Mivel ) )
_ 2 _ 2 _
f(—z) = (-2) —1—fo + — = f(2),
igy a fiiggvény péros.

20. Feladat. Tekintsiik az f(z) = sinx és a g(z) = 22+ Tz — 3 fiiggvényeket!
a) Hatarozzuk meg az f o g Osszetett fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg az g o f Osszetett fiiggvényt!

Megoldas:
a) Az osszetett fiiggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy
fog(x) = f(g(x)) = f(2* + Tz — 3) = sin(z® + Tz — 3).
b) Az 6sszetett fiiggvény definicidjit haszndlva azt kapjuk, hogy
go f(z) =g(f(z)) = g(sinx) = (sinz)® + 7 -sinx — 3
=sin?z +7-sinz — 3.
21. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 2% és a g(z) = 4x + 1 fiiggvényeket!

a) Hatarozzuk meg az f o g Osszetett fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg az g o f Osszetett fiiggvényt!

Megoldas:

a) Az Osszetett fiiggvény definicidjdt haszndlva azt kapjuk, hogy
foglz) = f(g(z)) = fl4x +1) = 27,

b) Az 6sszetett fiiggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy
go f(@) = g(f(2) = g(2") =42 + 1.

22. Feladat. Tekintsiik az f(x) = /x ésa g(z) = x + 7 fiiggvényeket!

a) Hatarozzuk meg az f o g Osszetett fiiggvényt!

b) Hatdrozzuk meg az g o f Osszetett fiiggvényt!

¢) Hatdrozzuk meg az f o f Osszetett fiiggvényt!

d) Hatarozzuk meg az g o g Osszetett fiiggvényt!

e) Adjuk meg a valds szdmok halmazdnak azt a legb&vebb részhalmazit, ame-
lyen az Osszetett fiiggvények értelmezve vannak!

f) Oldjuk meg az f o g(x) = g o f(x) egyenletet!
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Megoldas:
a) Az osszetett fliggvény definicidjat hasznalva azt kapjuk, hogy

foglz)=f(9(x)) =fla+T7)=Va+T.
b) Az Gsszetett fiiggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy

go f(x) =g(f(x)) = g(Va) = Vo +1.

c) Az dsszetett fiiggvény definiciéjat haszndlva azt kapjuk, hogy

fof(@)=f(f(2)=f(Va) =/ Vo=
d) Az Osszetett fliggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy
gog(z) =g(9(x)) = glz +7) =z +14.

e) Az f o g fuggvény értelmezési tartomanya:

Djog = [=T;00][.

A g o f fiiggvény értelmezési tartomanya:
Dyor = [0;00].

f) Megoldjuk a

Vi+ 7=z +7

egyenletet. Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd elvégezve az dsszevona-
sokat és megfeleléen rendezve az egyenletet

r+7=Kz+7)?
r+7=x+14-/x+49
—42 =14 -z

adédik, ami ellentmondds, ugyanis az egyenlet bal oldaldn negativ szdmot
kaptunk, mig a jobb oldalon egy szdm négyzetgyokének pozitiv szdmszorosa
szerepel, ami pozitiv.

1
23. Feladat. Tekintsiik az f(x) = — ésa g(z) = 22 + 2 fiiggvényeket.
x

a) Hatarozzuk meg az f o g Gsszetett fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg a g o f Osszetett fiiggvényt!
¢) Hatarozzuk meg az f o f Osszetett fliggvényt!
d) Hatdrozzuk meg a g o g Osszetett fliggvényt!
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Megoldas:
a) Az f o g Osszetett fiiggvény:

fogl)=flg(e) = fa® +2) = —

242

b) Az g o f Ssszetett fiiggvény:
go f(x) = g(f(x)) = g (1) _ 1l
¢) Az f o f bsszetett fiiggvény:
fo () =f(f@) =t <1> .

d) A g o g Osszetett fliggvény:
gog(z) =g(g(x)) = g(a® +2) = (z* +2)* + 2.
24. Feladat. Bontsuk fel két fiiggvény Osszetételére az
1
fla) = 2+ 4
figgvényt! Adjuk meg, hogy melyik a kiils és melyik a belso fiiggvény!
Megoldas:

Ha az f(x) fiiggvényt
f(z) =kob(x)
alakban frjuk fel, akkor k(x) a kiils6 fuggvény és b(z) a bels fiiggvény, ahol

1
k = —
@=1
és
b(x) = 2 + 4.

25. Feladat. Tekintsiikk az f: R — R, f(x) = 2x + 4 fiiggvényt!
a) Invertilhat6-e az fiiggvény?
b) Ha igen, hatarozzuk meg az inverzét!

¢) Abrézoljuk koz6s koordinitarendszerben az f fiiggvényt és az inverzét!
d) Mi a geometriai kapcsolat a fiiggvény és inverze kozott?

Megoldas:
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Az f fuggvény grafikonja egy egyenes, amibdl azonnal latszik, hogy injektiv,
azaz kiillonboz6 elemekhez kiilonbdz6 elemeket rendel, igy invertdlhatd.

Meghatarozzuk az inverz fiiggvényt:
flz)=2x+4
y=2x+4 f(zx) helyére y-t irunk
r=2y+4 (megcseréljiikk z-et és y-t)
r—4

(kifejezziik y-t)

y =
F i) = I

A fiiggvény és az inverz fiiggvény grafikonja:

Geometriailag egy fiiggvény inverzét tigy hatarozhatjuk meg, hogy a fiiggvényt
tiikrozziik az y = x egyenletd egyenesre.

26. Feladat. Egy termék = darabjanak eldallitasi koltsége forintban kifejezve:
C(x) = 100z - \/z + 500.

a) Mennyi lesz a koltség, ha 9 darab terméket gyartunk?
b) Mennyi lesz a koltség, ha 16 darab terméket gyartunk?
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¢) Mennyivel novekszik a koltség, ha az eredetileg tervezett a darab helyett
a + 1 darab terméket gyartunk?

d) Hany darab terméket tudunk el6allitani 100 500 forintb6l?
Megoldas:
a) Ha 9 darab terméket gyartunk, akkor

C(9) =100-9 - V9 + 500 = 3200 Ft.

b) Ha 16 darab terméket gyartunk, akkor
C(9) =100 16 - V16 + 500 = 6 900 F't.

¢) Ha a darab terméket gyartunk, akkor a koltség
C(a) = 100a - v/a + 500.
Ha a + 1 darab terméket gyartunk, akkor a koltség
Cla+1)=100-(a+1)-+va+ 1+ 500.
A koltség novekedése:
Cla+1)—C(a) =100-(a+1)-Va+ 1+
+ 500 — 100a - /a — 500 =
=100 ((a+1)-Va+1—a-+a).
d) Meg kell oldanunk a
100500 = 100z - \/z + 500

egyenletet. Az egyenlet mindkét oldaldbdl vonjunk ki 500-at, majd a kapott
egyenlet mindkét oldalat osszuk 100-zal. Ekkor azt kapjuk, hogy

100500 = 100z - /= + 500
100000 = 100z - /z
1000 = - /.
Emeljiik négyzetre az egyenlet mindkét oldalat. Ekkor azt kapjuk, hogy
1000000 = 2>,
Kobgyokot vonva mindkét oldalbdl azt kapjuk, hogy x = 100. Tehat 100

P

darab terméket tudunk elGallitani 100 500 forintbdl.
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1.3. Elemi fiiggvények és transzformacioik

Elméleti 6sszefoglalo

1.3.1. Definicio. Az
flz)=m-x+b

fliggvényt elsdfokii fiiggvénynek mondjuk. Az m valds szdmot a fiiggvény
meredekségének hivjuk. A fliggvény irdnyszogén azt a 0 < o < 7 szoget
értjiikk, amelyre m = tga teljesiil. Az elséfoku fiiggvények grafikonja egyenes.

Az f(x) = a- 2%+ b- x + c fiiggvényt mdsodfokii fiiggvénynek nevezziik. A
masodfok fiiggvények grafikonja parabola.

Altaldnosan, ha ag, ai, - - -, Gy tetszGleges valos szamok és a,, # 0, akkor a
P(x)=ap 2"+ ap—1 a2V M 4a x4 ao

fliggvényt n-edfokii polinomfiiggvénynek vagy n-edfokii polinomnak nevezziik.

Az f(x) fuggvényt raciondlis tortfiiggvénynek nevezziik, ha léteznek olyan

p(x) és nem azonosan zérus g(x) polinomok, hogy

f(2) p(x)

q(z)
Amennyiben 0 < a # 1 val6s szam, akkor az f(x) = a” figgvényt exponen-
cidlis fiiggvénynek nevezziik.

Megjegyezziik, hogy az f(z) = a” barmely valds kitevGs hatvanya értelmez-
hetd, de a preciz definicié magasabb szint(i ismereteket igényel.

A késobbiekben tobbszor fogunk taldlkozni az

f(x) =e*

fiiggvénnyel, ahol e az tigynevezett Euler-féle szam, a természetes alapt loga-
ritmus alapszdma (e =~ 2, 718). Ez a fiiggvény rendkiviil fontos szerepet tolt be
a gazdasdgi szamitdsokban.

Az f(z) = a® fiiggvény inverzét f~1(x) = log, x a-alapii logaritmus fiigg-
vénynek mondjuk.

Specidlisan szokds alkalmazni az 1gx = logy x és az In z = log, x jeloléseket.



1. ELEMI FUGGVENYEK ES TRANSZFORMACIOIK 37

1.3.2. Definici. Legyen = egy tetsz6leges valés szam. A koordindtarendszer
(1;0) koordindtdji vektordnak origd koriili  radidn szoggel valé elforgatdsa-
val keletkezett vektor elsd koordinatajat (abszcisszajat) koszinusznak, masodik
koordindtajat (ordindtajat) szinusznak nevezziik.

LY
cosa
-8 P(cosa;sina)
1
Y sinal
-. x
Tangens fiiggvénynek nevezziik a
sinx
tgxr =
coS T
figgvényt.
Kotangens fiiggvénynek nevezziik a
CoST
ctgr = —
sinz

fliggvényt.
A kovetkezd megjegyezsében Osszefoglaljuk a fiiggvénytranszformaciokat.

1.3.3. Megjegyzés. Ha v € R és x + u € Dy, akkor az f(x + u) fiiggvény
grafikonja az f fiiggvény grafikonjanak x tengely irdnyu eltolasaval keletkezik.
Az eltolas mértéke |u|. Ha u > 0, akkor az eltolds balra, ha u < 0, akkor az
eltolds jobbra torténik.

Hav € R és x € Dy, akkor az f(x) + v fiiggvény grafikonja az f fiiggvény
grafikonjdnak y tengely irdnyu eltoldsdval keletkezik. Az eltolds mértéke |v|.
Ha v > 0, akkor az eltolas felfelé, ha v < 0, akkor az eltolas lefelé torténik.

Hac e Résc-x € Dy, akkor az f(c - x) fliggvény grafikonja az f fiiggvény
grafikonjanak x tengely irdnyu c-szeres ,,zsugoritdsdval” keletkezik, ha ¢ > 1
és a 1/c-szeres ,,nyujtasdval” keletkezik, ha 0 < ¢ < 1.
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Ha k € R, akkor a k - f(z) fuiggvény grafikonja az f fiiggvény grafikonjanak

y tengely irdnyd k-szoros ,,nydjtasdval” keletkezik, ha k& > 1 és 1/k-szoros

»zsugoritasaval” keletkezik, ha 0 < k < 1.

1.3.4. Példa. Az f(z) = sin (3) ésag(x) = sin(2z) fiiggvények grafikonjai:
2

Ap—
) NP
TV UNLA Y

A5 x) = sin(2x)

1
1.3.5. Példa. Az f(x) = 2% sinx és a g(x) = 2-sin z fiiggvények grafikonjai:

2

0s f(x) == - sinx A A

o] 2 3n/2 T 5m/2 72 T om/2

o

-

L1.5
g(xz) =2 sinx
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Kidolgozott feladatok

A kovetkezd feladatokban a fiiggvény elemzése alatt azt értjiik, hogy megad-
juk a valds szamok halmazanak legb&vebb részhalmazat, amelyen a fiiggvény
értelmezve van, értékkészletét, monotonitdsat, szélséértékét, zérushelyét, kor-
latossagat, paritasat, periodicitasat, invertalhatésagat, konvexitasat.

27. Feladat. Az f(x) = m-x+ b fiiggvény grafikonjdra illeszkednek a (—2;5)
és (3; —5) pontok. Hatdrozzuk meg az m és b értékeket, majd dbrazoljuk és
elemezziik a kapott fiiggvényt!

Megoldas:

2oL 0 2

5= —2m+b.
A fiiggvény 3 helyettesitési értéke a 3 helyen —5, ezért
—5=3m+0b.

A kapott egyenletrendszert megoldva megkapjuk az m és b értékeket. A két
egyenletet kivonva egymdsbdl 10 = —5m addédik, amibdl m = —2.

Ezt visszahelyettesitve példaul az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy b = 1. Tehat
a keresett fliggvény

flx)=—2z+1.

Ez a fiiggvény 1/2-nél metszi az z-tengelyt, és 1-nél metszi az y tengelyt. Ez
alapjan fel tudjuk rajzolni a fiiggvény grafikonjat:
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A grafikon alapjin elemezhetjiik a fiiggvényt:

o értelmezési tartomany: x € R;

o Srtékkészlet: y € R;

e monotonitds: szigorian monoton csokkend;
o szElséérték: nincs;

e zérushely: x = %;

korlatossdg: nem korlétos;

e paritds: nem paros, nem pdratlan;
e periodicitds: nem periodikus;

o invertdlhatésdg: invertalhato;

e konvexitas: konvex €s konkav is.

28. Feladat. Abrizoljuk fiiggvénytranszformacids 1épések segitségével az

f(2) = || -2
fliggvényt, majd elemezziik azt!
Megoldas:
A fliggvény grafikonja:

-

6|

4 o
-
SCACAE NE . AEREDE

W —x— 2
A fiiggvény grafikonja alapjén elemezhetjiik a fliggvényt:

e értelmezési tartomany: Dy : x € R;
o értékkészlet: Ry @y > —2;
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e monotonitds: ha z < 0, akkor szigorian monoton csokkend;
ha z > 0, akkor szigorian monoton ndvekvd;

e sz@€lséérték: minimuma van, minimum hely z = 0, minimum érték
y=-2

o zérushely: 1 = —2, x9 = 2;

e korlatossag: alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos, tehat nem korla-
tos;

e paritds: paros, mert a grafikon szimmetrikus az y tengelyre;

e periodicitds: nem periodikus;

e invertdlhatésdg: nem invertdlhato;

e konvexitds: konvex.

29. Feladat. Abrizoljuk fiiggvénytranszformacics 1épések segitségével az
flx)=2-|x —3| -2

figgvényt, majd elemezziik azt!

Megoldas:

A fiiggvény grafikonja:

< —
o I —
2Jx-3|

U3z ——

g |
A grafikon alapjan elemezhetjiik a fliggvényt:
o értelmezési tartomany: x € R;
o ¢értékkészlet: y > —2;

e monotonitds: ha x < 3, akkor szigordan monoton csokkend; ha z >
3, akkor szigortian monoton novekvd;



42 1. FUGGVENYTANI ALAPFOGALMAK ES GAZDASAGI ALKALMAZASAIK

o sz¢&1s6érték: minimuma van, minimum hely z = —3, minimum érték
y=-2

o zérushely: x1 = 2, xo = 4;

o korlédtossdg: alulrdl korlétos;

e paritds: nem paros, nem paratlan;

e periodicitds: nem periodikus;

e invertdlhatésdg: nem invertdlhatd;

e konvexitds: konvex.

30. Feladat. Abrazoljuk fiiggvénytranszformacids 1épések segitségével az
flx)=2-(x—5)2%-2

fliggvényt, majd elemezziik azt!

Megoldas:

A fiiggvény grafikonja:

®2

A grafikon alapjan elemezhetjiik a fiiggvényt:

e ¢értelmezési tartomany: x € R;

o ¢értékkészlet: y > —2;

e monotonitds: ha ¢ < 5, akkor szigortian monoton csokkend;
ha x > 5, akkor szigorian monoton novekvd;

e sz@&lséérték: minimuma van, minimum hely = 5, minimum érték
y=-2

o zérushely: x1 = 4, xo = 6;



1. ELEMI FUGGVENYEK ES TRANSZFORMACIOIK 43

o korlédtossdg: alulrdl korlétos;

e paritds: nem paros, nem pdratlan;

e periodicitds: nem periodikus;

e invertdlhat6sdg: nem invertalhato;

e konvexitds: konvex.
31. Feladat. Abrdzoljuk és elemezziik az

flx)=2®+4z+6
fiiggvényt!
Megoldas:
Elsé 1€pésben teljes négyzetté alakitunk:
f@)=2? +d2+6=(x+2)?—4+6=(z+2)>*+2

A fiiggvény grafikonja:

T T 1
-6 -4 -2 ] 2 4
X

[—s

Gt+22— (x+ 22+

A grafikon alapjan elemezhetjiik a fliggvényt:

e ¢értelmezési tartomdny: x € R;

o értékkészlet: y > 2;

e monotonitds: ha x < —2, akkor szigordan monoton csokkend; ha
x > —2, akkor szigordan monoton novekvs;

e sz@&lséérték: minimuma van, minimum hely: £ = —2, minimum érték
y=2

e zérushely: nincs;
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o korlédtossdg: alulrdl korlétos;
e paritds: nem paros, nem paratlan;
e periodicitds: nem periodikus;
e invertdlhatésdg: nem invertalhatd;
e konvexitds: konvex.
32. Feladat. Abrazoljuk és elemezziik az
f(z) = —222 + 82 —3
fliggvényt!
Megoldas:
Elsé 1€pésben teljes négyzetté alakitunk:
flz)= 22" +8zx—3=—-2(2?—42) —3=—2[(x—2)> -4 -3 =
= —2(x—2)% - 5.
A fiiggvény grafikonja:

10

1ol
—2(x—2f = -2(zx—2)%—5

[—2— (27

A grafikon alapjan elemezhetjiik a fiiggvényt:

o ¢értelmezési tartomdny: x € R;

o értékkészlet: y < —5;

e monotonitds: ha x < 2, akkor szigortian monoton novekvé; ha x > 2,
akkor szigortian monoton csokkend;

27z

o sz¢&1s6érték: maximuma van, maximum hely: x = 2, minimum érték
y=-5
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zérushely: nincs;

korlatossag: feliilrdl korlatos;
e paritds: nem pdros, nem pdratlan;

periodicitds: nem periodikus;
e invertdlhatdsag: nem invertdlhato;

e konvexitds: konk4v.
33. Feladat. Abrizoljuk és elemezziik az
@)= —2/z+2-3
fliggvényt!
Megoldas:
A grafikon alapjan elemezhetjiik a fiiggvényt:

_é._\ .
e

— —Jx+z -2z +z
—_— 3zt -3

e értelmezési tartomdny: x > —2;

o értékkészlet: y < —3;

e monotonitds: szigordan monoton csokkend;

e szE€lséérték: maximuma van, maximum hely: * = —2, maximum
érték y = —3;

e zérushely: nincs;

korlatossag: feliilrdl korlatos;

paritds: nem pdros, nem pératlan;

periodicitds: nem periodikus;
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o invertdlhatésdg: invertilhato;

e konvexitas: konkav.

34. Feladat. Abrazoljuk és elemezziik az

fz) =

fliggvényt!
Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:

—
X

r—4

A grafikon alapjan elemezhetjiik a fiiggvényt:

o értelmezési tartomdny: =z € R\ {4};

o értékkészlet: y € R\ {0};

e monotonitds: szigorian monoton csdkkend;
o szE&ls6érték: nincs;

e zérushely: nincs;

e korlatossag: nem korlatos;

e paritds: nem pdros, nem pdratlan;

e periodicitds: nem periodikus;

o invertdlhatésdg: invertilhat6;

e konvexitds: ha x €] — oo; 4], akkor konkav, ha = €]4; oo, akkor kon-
Vex.
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35. Feladat. Abrézoljuk és elemezziik az

r+1
flw) = z+2
fiiggvényt!
Megoldas:
Az
r+1 x+2-1 1 1
x4+ 2 x4+ 2 x4+ 2 x4+ 2

atalakitas utan fiiggvénytranszformacios 1épésekkel abrazolhatjuk a fiiggvényt:

A grafikon alapjan elemezhetjiik a fiiggvényt:

e értelmezési tartomany: = € R\ {—2};
o értékkészlet: y € R\ {1};
e monotonitds: szigorian monoton névekvd;

e sz€lsGérték: nincs;
e zérushely: az

z+1
=0
z+2
egyenlet megoldasdhoz a nevezdvel szorzunk, amibdl x + 1 = 0

adddik, igy azt kapjuk, hogy z = —1;

korléatossdg: nem korl4tos;
e paritds: nem pdros, nem pdratlan;
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e periodicitds: nem periodikus;
o invertdlhatésdg: invertalhato;

e konvexitds: ha x €] — oo; —2[, akkor konvex, ha © €] — 2; oo, akkor
konkdv.

36. Feladat. Abrdzoljuk és elemezziik az
flz)=2%"—4

fiiggvényt!
Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:

A grafikon alapjan elemezhetjiik a fliggvényt:

o értelmezési tartomany: x € R;

o értékkészlet: y > —4;

e monotonitds: szigorian monoton névekvd;
e szElsGérték: nincs;

e zérushely: x = 2;

e korlatossag: alulrdl korlatos;

e paritds: nem paros, nem pdratlan;

e periodicitds: nem periodikus;

e invertdlhatésdg: invertdlhat6;

e konvexitds: konvex.
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37. Feladat. Abrézoljuk és elemezziik az
f(z) = logy(x — 3)

fliggvényt!
Megoldas:
A fliggvény grafikonja:

—12 | 1
 In(x—3)
In(2)

—_—logy x

A grafikon alapjan elemezhetjiik a fiiggvényt:

e értelmezési tartomany: x > 3;

o Srtékkészlet: y € R;

e monotonitds: szigorian monoton névekvd;
o szEIs6érték: nincs;

o zérushely: x = 4;

korlatossdg: nem korlétos;

e paritds: nem paros, nem pdratlan;
e periodicitds: nem periodikus;

e invertdlhatésdg: invertilhat6;

e konvexitds: konkav.

49
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1.4. Fiiggvények a kozgazdasagtanban

Elméleti 6sszefoglalé.

Egy vallalat termelési koltségei tobb tényez6tdl fiiggnek. Példaul a technoldgi-
atol, a felhaszndlt alapanyagok aratol, a bérek kifizetésétdl, az tizemeltetéstdl,
az adotol, a termelés mennyiségétdl.

1.4.1. Definicié. Fix koltségnek nevezziik azokat a koltségeket, amelyek a ter-
melés mennyiségétdl fiiggetlenek. Példdul ilyenek a bérleti dijak, a hitelkama-
tok, vagy az olyan egyszeri beruhdzédsok, mint példul egy gyértdsor és az ala-
panyagok megvdsarldsa ahhoz, hogy a gydrtési folyamatot el tudjuk kezdeni. A
fix koltséget szokds F'C-vel jelolni (fix cost).

Viltozo koltségnek hivjuk azokat a koltségeket, amelyek fliggnek a gyartott
mennyiségt6l. Példaul ilyen lehet a dolgozdk bére, az anyagkoltség, ener-
giakoltség. A valtozoé koltséget szokds V C-vel jeldlni (variable cost).

Koltségfiiggvénynek mondjuk azt a fliggvényt, amely megadja, hogy a termelt
mennyiség fliggvényében mennyi lesz a teljes koltségiink, azaz a termelt men-
nyiséghez hozzarendeli a termelés teljes koltségét. A koltségfiiggvényt szokds
C(q)-val vagy T'C(q)-val jeldlni (total cost).

Sok esetben a teljes koltségfiiggvényt olyan
Clag)=a-¢’+b-¢*+c-q+d

harmadfoku fiiggvénnyel szokds modellezni, amelyre a > 0, b < 0, ¢ > 0 és
d > 0 teljesiil. Egy ilyen fiiggvény esetén C'(0) = d pozitiv, ugyanis ez jelenti a
fix koltséget. A termelés novekedésével a koltség nd. A koltség novekedésének
iiteme kezdetben gyorsabb (ami azt jelenti, hogy a fliggvény konkdv), majd a
novekedés liteme csokken az alkalmazott technoldgia egyre jobb kihasznaltsdga
miatt. Ezt kvetden egy bizonyos pont (az inflexiés pont) utdn a koltség ismét
gyorsulé mértékben nd (konvexé valik a fiiggvény), ugyanis a technikai keretek
a tovabbi novekedés szamdra mar sziiknek bizonyulhatnak, vagy egyszertien
a kifizetett tdlora dijai mar annyira magasak, hogy a koltség extrém magassa
valik. Egy ilyen fliggvényt mutat az alabbi grafikon:



1. FUGGVENYEK A KOZGAZDASAGTANBAN 51

fo}e]
60
55
50
45
40
35
30
25

20

1.4.2. Megjegyzés. A korabbi jeloléseket megtartva:
C(q) = FC+VC(q).

1.4.3. Definicié. Atlagos fixkoltségnek nevezziik egy termék egy egységére juté
fix koltségét.

1.4.4. Megjegyzés. Ha egy termékbdl ¢ mennyiséget gyartunk, akkor az atlagos
koltség:
Cla)

=

1.4.5. Megjegyzés. Ha egy termékbdl ¢ mennyiséget gyartunk, akkor az atlagos
valtoz6 koltség:

AC(q) =

AVC(g) = V(’;(Q) .

1.4.6. Definicié. A termelésbdl szarmazd 6sszes bevétel az eladott mennyiség
és a termék egységardnak a szorzata. A termék arat p-vel, az eladott menny-
iséget g-val jelolve, a fent leirtak a p - ¢ Osszefiiggéssel irhatéak le. A teljes
bevételt R-el vagy T R-el szokds jeldlni (revenue).

A keresleti fiiggvény egy termék minden lehetséges drdhoz hozzarendeli a hozza
tartoz6 keresett mennyiséget. A fliggvényt D(p)-vel (demand) vagy f(p)-vel
szokds jelolni.
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1.4.7. Megjegyzés. A keresleti fiiggvény dltaldban monoton csokkend, azaz
novelve az drat, a belSle keresett mennyiség csokken.

Ha f(p) egy keresleti fiiggvény, vagyis az f(p) fiiggvény megadja, hogy a p
ar mellett mennyi az adott termék iranti kereslet, akkor a termék eladdsabol
szarmazo teljes bevétel:

R(p) =p- f(p).

1.4.8. Definicid. A keresleti fiiggvény inverzét inverz keresleti fiiggvénynek ne-
vezziik. Az inverz keresleti fiiggvény minden egyes mennyiségegységhez hoz-
zérendeli azt az drat, amely mellett a vizsgélt személy vagy csoport még éppen
hajland6 az adott terméket megvasérolni. Az emlitett drat rezervdcids drnak
nevezziik.

1.4.9. Definicio. Ha egy termékbdl ¢ mennyiséget gyartunk, akkor az dtlag-
bevétel:
R(q)

q

1.4.10. Definicié. Profitnak vagy nyereségnek nevezziik a bevétel és koltség
kiilonbségét:

AR =

I(q) = R(q) — C(q).

1.4.11. Definicié. Fedezeti pontmak nevezziik azt a termelési szintet, amelyhez
tartozo6 profit értéke zérus.

1.4.12. Megjegyzés. Azon termelési mennyiség esetén, amikor a profit zérus,
a bevételi fliggvény és koltségfiiggvény értéke azonos.

Az atlagkoltség fiiggvény minimuma a fedezeti pont.

1.4.13. Definicié. Uzembezdrdsi pontnak nevezziik az 4tlagos véltozé koltség
fliggvény minimumat.

1.4.14. Definicio. A kindlat egy vagy tobb termék azon mennyisége, amivel
az 4ltalunk vizsgdlt személy vagy véllalat rendelkezik, és azt adott 4r mellett
eladni is hajland6. Kézenfekvének tiinik, hogy minden lehetséges arszinthez az
emellett érvényes kindlatot rendeljiik hozz4, 1étrehozva igy a kindlati fiiggvényt.
Ezt S(p)-vel jelolhetjiik (supply), ahol p az adott termék dra.

1.4.15. Megjegyzés. A villalatok kindlati fiiggvényei monoton novekvéek, va-
gyis az ar emelkedésével a kindlt mennyiség is nd.

1.4.16. Definicio. A keresleti és kindlati fiiggvény metszéspontjat egyensii-
lyi ponmak hivjuk. Az egyenstlyi ponthoz tartozé mennyiséget egyensiilyi
mennyiségnek, az egyensilyi ponthoz tartozé arat egyensiilyi drnak nevezziik.
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Amikor a kereslet nagyobb, mint a kindlat, tiilkeresletrdl vagy més széval hi-
danyrol beszéliink. Ha a kindlat nagyobb, mint a kereslet, akkor tilkindlatrdl
beszéliink, ilyenkor felesleg keletkezik.

1.4.17. Definicié. Hasznossdgi fiiggvénynek nevezzik azt a fiiggvényt, amely a
gazdasag egy szereplGjének (vagy bizonyos esetekben a tarsadalom egészének)
meghatdrozott javakhoz kapcsolddo preferencidit matematikai eszkdzokkel mo-
dellezi.

1.4.18. Megjegyzés. A hasznossagi fiiggvénytdl elvarjuk, hogy monoton no-
vekvd és konkav legyen. Lényegében az azt jelenti, hogy ha az altalunk vizs-
galt termékbdl tobbet vasarolunk, akkor az nagyobb hasznossagot eredményez,
tovabba a novekvs mennyiségekhez ,.egyre kevésbé novekvs” hasznot rendel.
A hasznosségi fiiggvényt U (x)-el jeloljiik (utility).
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Kidolgozott feladatok.

38. Feladat. Egy termék irédnti keresleti fiiggvény
f(p) =100 — 10p.

A termék ardt euro-ban, a termék irdnti keresletet ezer darabban értjiik.
a) Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!
b) Milyen 4r esetén lesz a bevétel maximalis?

¢) A maximalis bevétel esetén hany terméket adunk el?
Megoldas:
a) Ekkor a bevételi fiiggvény

R(p) =p- f(p) = p- (100 — 10p) = 100p — 10p”.

b) A kérdés, hogy milyen drat vdlasszunk a terméknek ahhoz, hogy a bevéte-
link maximadlis legyen. Az R(p) fiiggvény maximumanak meghatarozdsa-
hoz elsdként teljes négyzetté alakitjuk a fiiggvényt:

R(p) = —10- (p* — 10p) = =10 - [(p — 5)* — 25] =
= —10- (p — 5)* + 250.

240
220
200
180
160
140
120
100
80
60
40
20
0
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A fenti fiiggvénynek akkor van maximuma, ha p = 5. Azt kaptuk tehat,
hogy 5 euro ar esetén lesz a legnagyobb a bevételiink.

¢) Abban az esetben, amikor maximalis a bevételiink
qg= f(5) =100 —10-5 = 50,
igy 50000 darab terméket kell legyartunk. Ebben az esetben jutunk tehdt a
legnagyobb bevételhez, ami
R(5)=5-f(5)=p-q=250.
39. Feladat. Egy vdllalat teljes koltségfiiggvénye:
C(q) = ¢° — 4¢* + 10¢ + 10,
ahol ¢ a véllalat altal termelt mennyiség ezer darabban. A koltséget ezer eu-
réban értjiik.
a) Adjuk meg a fix koltséget!
b) Adjuk meg a véltoz6 koltség fliggvényt!
¢) Adjuk meg az atlagkoltség fiiggvényt!
d) Hatarozzuk meg az atlagos fix koltség fiiggvényt!
e) Hatdrozzuk meg az 4tlagos véltozo koltség fiiggvény!
f) Adjuk meg az lizembezdrési pontot!
Megoldas:
a) Mivel
C(0) = 10,

ezért a fix koltség 10 000 euro.

b) A valtozé koltség fliggvény:
VC(q) = ¢ — 4¢* + 10q.

c) Az atlagkoltség fiiggvény:

C 10
AC(q):éq):q24q+10+q.

d) Az étlagos fix koltség fiiggvény:

AFC(C]):?7
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e) Az atlagos valtozo koltség fiiggvény:

AVC(q) = ¢* — 4q + 10.

f) Mivel
AVCO(q) = ¢* —4g+ 10 = (¢ — 2)* +6,
ezért a fiiggvény minimuma: ¢ = 2, igy 2000 darab termék jelenti azt a
termelési mennyiséget, amely az {izem bezarasi pont.

40. Feladat. Egy termék keresleti fiiggvénye:

f(p) =150 — 3p,
kindlati fiiggvénye:
S(p) = 2p — 20.
Az arat euro-ban értjiik, a mennyiséget darabban. Hatarozzuk meg az egyensu-
lyi érat!
Megoldas:

Az egyensilyi arat az

egyenlet megoldasa adja:
150 - 3p =2p — 20
170 = 5p,
amibdl azt kapjuk, hogy p = 34 euro. Ekkor az egyensilyi mennyiség:
qg=f(34) =5(34) =150 — 3- 34 = 48,
tehat ¢ = 48 darab termék az egyensulyi mennyiség.

41. Feladat. Egy termék keresleti fiiggvénye

f(p) = 150 — 3p,
kindlati fliggvénye
S(p) = 2p — 20.
Mindkét esetben a mennyiséget darabban, az 4rat forintban értjiik.
a) Hatdrozzuk meg az egyenstlyi drat és az egyensulyi mennyiséget!
b) Abrizoljuk kozos koordindtarendszerben a keresleti és kindlati fiiggvényt,
jeloljiik az egyensilyi mennyiséget és az egyensulyi 4rat!
Megoldas:
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a) Azegyensiilyi drat a keresleti és kindlati fiiggvény metszéspontja adja. Tehat

az egyensilyi drat az f(p) = S(p) egyenlet megolddsdval kapjuk meg:

150 — 3p = 2p — 20.
Az egyenlet rendezése utdn
op = 170
adodik, amibdl azt kapjuk, hogy az egyensulyi ar p = 34. Az egyensiilyi
mennyiségre
f(34) =150 —3-34 =48

adodik.

b) A keresleti és kindlati fliggvény grafikonja:
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42. Feladat. Egy szupermarket egy bizonyos tipusi DVD-lejatsz6bol egy ho-
nap alatt 3000 darabot értékesit 485 $ dron. Amennyiben az drat 20 $-ral csok-
kentik, tigy az eladott mennyiség 250 darabbal novekszik. Az eladott mennyi-
ség és az eladdsi ar kozott els6foku fiiggvénykapcesolatot feltételeziink!

a) Hatdrozzuk meg a keresleti fiiggvényt!
b) Adjuk meg azt az arat, amelyhez tartozé kereslet O darab!

¢) Adjuk meg az inverz Keresleti fiiggvényt!

Megoldas:
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a)

b)

c)
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A keresleti fliggvényt

fp)=a-p+b
alakban keressiik. A fiiggvény grafikonjdra illeszkednek a (485;3000) és a
(465; 3 250) pontok, igy teljesiilnek a

3000 = 485a + b
ésa
3250 = 465a + b
egyenletek. Az elsd egyenletbdl kivonva a masodikat azt kapjuk, hogy

250
250 = —20 = =——=-12,5.
“ “T 0 ’
Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe
3000 = —485-12,5+10 = =9062,5

adédik. A keresleti fiiggvény tehat:
f(p) = —12,5p + 9062, 5.

Valdjdban a keresleti fiiggvény zérushelyét keressiik, vagyis az f(p) = 0
egyenlet megoldasat:

—12,5p+9062,5 =0 = p = 725.
Azt kaptuk tehét, hogy 725 $-os dr esetén mar senki sem vdsdrolja meg a
terméket.

A keresleti mennyiséget g-val jelolve, az el6bbiek felhasznéalasaval felirhat-
juk a
qg=—12,5p+9062,5

Osszefiiggést. Az inverz keresleti fiiggvény meghatarozdsdhoz valjaban a
fenti egyenletbdl kell kifejezniink a p-t:

_q—9062,5

- —12,5
Az inverz keresleti fliggvény tehat:

f~Y(q) = —0,08¢ + 725.

p = —0,08q + 725.

43. Feladat. Egy termék keresleti fliggvénye

f(p) =200 —p,

kindlati fliggvénye

S(p) =p.
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a) Hatdrozzuk meg az egyensilyi drat és az egyensilyi mennyiséget!

b) Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!

Megoldas:

a) Az egyensulyi drat a keresleti fiiggvény és a kindlati fiiggvény metszés-
pontja, pontosabban a

200—p=p

egyenlet megoldédsa adja. Ebbdl azt kapjuk, hogy p = 100. Az egyensilyi
mennyiséget gy kapjuk meg, hogy kiszaimoljuk példaul a kinalati fiiggvény
p = 100 helyen vett helyettesitési értékét. Ekkor azt kapjuk, hogy

S(100) = 100.
b) A bevételi fiiggvény:
R(p) =p- f(p) = 200p — p.
44. Feladat. Egy termék keresleti fiiggvénye
f(p) = 600 — 10p,

ahol az drat $-ban, a keresleti mennyiséget pedig darabban értjiik.
a) Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!
b) Milyen 4r esetén lesz maximalis a bevételiink?
Megoldas:
a) A bevételi fiiggvény
R(p) =p- f(p) = 600p — 10p*.
b) A bevételi fiiggvényt teljes négyzetté alakitva azt kapjuk, hogy
R(p) = —10 - (p* — 60p) = —10 - (p — 30)? + 9000.

Ennek a fiiggvénynek p = 30 esetén van maximuma, igy azt kaptuk, hogy
30%-o0s ér esetén lesz maximalis a bevételiink. Ekkor a keresleti mennyiség:

£(30) = 600 — 10 - 30 = 300 [db).

45. Feladat. Egy termék irdnti keresletet az ar fiiggvényében modellezziik el-
sofoku fiiggvénnyel. Azt is tudjuk, hogy amennyiben a termék 4ra 80 F't, ugy
a termék irdnti kereslet 1400 [db], tovdbbd, ha a termék dra 50 F't, akkor a ter-
mék irdnti kereslet 2000 [db]. Ugyenezen termék esetén, ha a termék ara 80 F't,
akkor a kindlat 750 [db], ha a termék dra 50 F't, akkor a kindlat 375 [db]. A
kindlati fliggvényt szintén elsdfoku fiiggvénnyel modellezziik.

a) Irjuk fel a keresleti fiiggvényt!
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b)
c)
d)
e)
f)
g)
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Irjuk fel a kinalati fiiggvényt!

Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!

Hatarozzuk meg, milyen 4r esetén lesz a bevételiink maximaélis!
Hatdrozzuk meg a maximadlis bevételt biztosité ar esetén a bevételt!
Szamoljuk ki az egyensulyi drat és az egyensilyi mennyiséget!

Abrazoljuk k6z6s koordinatarendszerben a keresleti fiiggvényt és a kindlati
fliggvényt!

Megoldas:

a)

b)

Mivel a keresett fiiggvény elséfokd, ezért

flp)=a-p+b
alakban keressiik. A fiiggvény grafikonjdra illeszkednek a (80; 1400), vala-
mint az (50;2000) pontok, igy egyrészt teljesiil, hogy f(80) = 1400, mds-
részt f(50) = 2000, amibdl a

80a + b = 1400

50a + b = 2000
egyentetrendszerhez jutunk. Az elsd egyenletbdl kivonva a masodikat azt
kapjuk, hogy 30a = —600, tehat a = —20. A kapott értéket behelyettesitve
példaul az elsd egyenletbe

80-(—20)+b=1400 = b= 3000
adddik. A kapott eredmények felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy a keresleti
fliggvény
f(p) = —20p + 3000.

Mivel a kindlati fiiggvény els6fokd, ezért azt

S(p)=c-p+d
alakban keressiik. A fiiggvény grafikonjdra illeszkednek a (80; 750), vala-
mint az (50; 375) pontok, igy egyrészt S(80) = 750, mdsrészt S(50) = 375,
amibdl a

80a 4 b = 750

50a + b = 375
egyenletrendszerhez jutunk. Az elsd egyenletbdl kivonva a masodikat azt

kapjuk, hogy 30a = 375, igy a = 12,5. A kapott értéket behelyettesitve
példaul az els egyenletbe

80-12,5+b=70 = b=-250
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adédik. A kapott eredmények felhaszndldsdval azt kapjuk, hogy a kindlati
fliggvény:

S(p) = 12,5p — 250.

c) A bevételt a termék egységdrdnak és a termék irdnti keresletnek a szorzata
adja:

R(p) =p- f(p) =p- (—20p + 3000) = —20p* + 3000p.

d) Teljes négyzetté alakitva az el&bbi fiiggvényt

R(p) = =20 (p* = 150p) = =20 - ((p — 75)* — 5625) =
=—-20-(p—75)2 411250

adédik. Ezt felhasznélva azt kapjuk, hogy
p =75 [Ft]
esetén lesz maximadlis a bevételiink. Ekkor
f(75) = —=20-75+ 3000 = 1500,

igy a keresleti mennyiség 1 500 [db].

e) A maximalis bevételt biztositd ar esetén a bevétel
R(75) = 20 - (75 — 75)% + 11250 = 11 250.

A maximalis bevétel tehdt 11 250[Ft].
f) Az egyensilyi drat az f(p) = S(p) egyenlet megoldésa adja:

—20p 4+ 3000 = 12,5p — 250 = 32, 5p = 3000.
Az egyenstilyi 4r tehdt p = 100 [F't]. Az egyenstlyi mennyiség:

£(100) = —20 - 100 + 3000 = 1000 [db].

g) A keresleti és a kindlati fiiggvény grafikonja:
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46. Feladat. Egy termék keresleti fiiggvénye

f(p) = 110 = 5p.

a) Adjuk meg az inverz keresleti fiiggvényt!

b) Abrizoljuk kozos koordindtarendszerben a keresleti fiiggvényt és az inverz
keresleti fiiggvényt!

Megoldas:
a) Keressiik azt az f~!(q) fiiggvényt, amelyre
() =4
teljesiil. Felhaszndlva f(p) definicidjat azt kapjuk, hogy
110-5-f7"(q) = ¢

A kapott egyenletbsl f~1(q)-t kifejezve azt kapjuk, hogy

b) A fiiggvények grafikonjai:



1. FUGGVENYEK A KOZGAZDASAGTANBAN

160
140
120
L
100
80
60
40

20g

0

80 60 <40 20.”0 40 60 BO 100 120—F#e—i

»-20
’

g -40
. -60
v -80

-100

-120
47. Feladat. Egy vallalat (teljes) koltségfiiggvénye
C(q) = ¢ — 20¢® + 10¢ + 1100,

ahol a koltséget ezer forintban, a darabszamot ezer darabban értjiik.
a) Adjuk meg a fix koltséget!
b) Hatdrozzuk meg a valtozé koltség fiiggvényt!
¢) Adjuk meg az atlag koltség fiiggvényt!
d) Hatarozzuk meg az atlagos fix koltség fiiggvényt!
e) Adjuk meg az atlagos valtozé koltség fiiggvényt!
Megoldas:
a) A fix koltség: F'C' = 1100000 Ft.
b) A véltoz6 koltség fliggvény:

VC(q) = ¢ — 204 + 10g.

c) Az atlag koltség fiiggvény:

C(q) 1100

AC(q) = =¢>—20¢+ 10+

d) Az atlagos fix koltség: AFC = %.
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e) Az atlagos valtozo koltség fiiggvény:
AVC(q) = ¢* — 20q + 10.
48. Feladat. Egy termék inverz keresleti fliggvénye

£ 1(g) = 400 — 5¢.
Ugyanezen termékhez tartoz6 (teljes) koltségfiiggvény
C(q) = 20¢* + 100.
A keresletet ezer darabban, a koltséget ezer forintban értjiik.
a) Adjuk meg a keresleti fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg a bevételi fiiggvényt!
¢) Irjuk fel a profitfiiggvényt!
d) Abrézoljuk a profitfiiggvényt!
e) Hany darab termék eladdsa esetén lesz a nyereség maximalis?
Megoldas:
a) A keresleti fiiggvényt igy kapjuk meg, hogy a

p =400 — 5q
egyenletbdl kifejezziik g-t:
400 —p
- —
A keresleti fliggvény tehat:
f) = 80— 2.

b) A bevétel az eladott mennyiség fiiggvényében:
R*(g) = p- ¢ = (400 — 5q) - ¢ = 400q — 5¢*.
c) A profitfiiggvény
I(q) = R*(q) — C(q) = (400q — 5¢°) — (204> 4 100) =
= —25¢* 4 400q — 100.
d) A profitfiiggvényt teljes négyzetté alakitva azt kapjuk, hogy
II(q) = —25- (¢* — 16g +4) = =25 ((g — 8)* — 60) =
= —25- (g —8)% +1500.
Ezt felhaszndlva a profitfiiggvény grafikonja:
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e) A profitfiiggvény maximum helye: ¢ = 8, igy 8 000 darab termék esetén
lesz maximadlis a nyereségiink. Ekkor a maximélis nyereség 1 500 000 [Ft].

49. Feladat. Egy vallalat (teljes) koltségfiiggvénye
C(q) = 500 + 140q,

ahol a koltséget ezer forintban, a darabszdmot ezer darabban értjiik. A bevétel
ezer forintban az

R(q) = 200q — ¢
fiiggvény adja meg.
a) Vazoljuk fel a C(q) fiiggvény grafikonjdt!
b) Mennyibe keriil 2000 darab termék elSallitasa?
¢) Hany darab terméket tudunk el&allitani 1 900 000 forintb61?
d) Adjuk meg a fix koltséget!
e) Hatdrozzuk meg a véltoz6 koltség fiiggvényt!
f) Adjuk meg az atlag koltség fiiggvényt!
g) Hatarozzuk meg az atlagos fix koltség fiiggvényt!
h) Adjuk meg az atlagos valtozé koltség fiiggvényt!
i) Viazoljuk fel a C'(q) fiiggvénnyel koz6s koordindtarendszerben a R(q) fiigg-
vény grafikonjat!
j) Mennyi lesz a bevételiink 2 000 darab termék gyartdsa esetén?
k) Adjuk meg a profitfiiggvényt!
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1) Héany darab terméket gydrtsunk ahhoz, hogy a nyereségiink a lehetd legna-

gyobb legyen?

m) Vazoljuk fel a profitfliggvény grafikonjat!

n) Hény darab termék gydrtdsa esetén lesz a bevétel nagyobb, mint a koltség?

Megoldas:

a) A C(q) fiiggvény grafikonja:
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b) A koltség fliggvény ¢ = 2 helyen vett helyettesitési értéke

C(2) = 500 + 140 - 2 = 780,

igy 2000 darab termék eldallitdsa 780 000 forintba keriil.

c) Az

1900 = 500 + 140q

egyenletet kell megoldanunk. Az egyenlet mindkét oldalabdl vonjunk ki
500-at, majd az egyenlet mindkét oldaldt osszuk el 140-nel. Ekkor azt kap-

juk, hogy

1900 = 500 + 140q = 1400 = 140q = q =10,

tehat 10 000 darab térmeket tudunk eléallitani.

d) A fix koltség F'C' = 500 000 forint.
e) A véltoz6 koltség fliiggvény:

VC(q) = 140q.
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f) Az é4tlag koltség fiiggvény:

C 500
AC(q) = ﬂ =140 + —.
q q
g) Az étlagos fix koltség:
arc =22
q
h) Az éatlagos véltoz6 koltség fiiggvény:
AV C(q) = 140.

i) A C(q) és R(q) fuggvény grafikonja:
11000
10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000

1000

O(

10 Jo 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 280

j) Mivel

R(2) = 200 - 2 — 2% = 396,
ezért 2 000 darab termék gyartasa esetén 396 000 forint lesz a bevételiink.
k) A profitfiiggvény:
(q) = R(q) — C(g) = (200g — ¢*) — (500 — 140q) =
= —¢% + 60q — 500.
1) A profitfiiggvényt teljes négyzetté alakitva azt kapjuk, hogy
II(g) = —(¢° — 60g) — 500 = —((g — 30)* — 900) — 500 =
= —(q —30)% + 900 — 500 = —(q — 30)? + 400.

A TI(q) figgvény maximum helye ¢ = 30-nél van, igy 30 000 darab termék
gyartdsa esetén lesz a legnagyobb a nyereségiink. Ekkor a maximalis profit
400 000 forint.



68 1. FUGGVENYTANI ALAPFOGALMAK ES GAZDASAGI ALKALMAZASAIK

m) A profitfiiggvény grafikonja:
300

200

100

0

-5 0O 5 /10 15 20 25 30 35 40 45 55 60
-100

-200

-300

-400

n) A bevétel pontosan akkor nagyobb, mint a koltség, amikor a profitfiigg-
vény pozitiv értékét vesz fel. Ezt az el6bbi fliggvény grafikonjdbdl is le-
olvashatjuk. Azt kapjuk, hogy

q €]10; 50]

esetén teljesiil a kivant feltétel, igy ha azt szeretnénk, hogy nagyobb legyen
a bevétel, mint a koltség, akkor 10000 darabnal tobb és 50 000 darabnal
kevesebb terméket kell gyartanunk.
50. Feladat. Egy termék irdnti keresleti fiiggvény
8000

f(p) .

a kindlati fiiggvény
S(p) = 40p — 400  (p > 10).
A menyiséget darabban, az 4rat ezer dollarban értjiik.
a) Hatarozzuk meg az egyenstlyi mennyiséget €s az egyensilyi arat!
b) Abrizoljuk a keresleti fiiggvényt és a kindlati fiiggvényt kozos koordinata-
rendszerben! Jeloljiik az egyensilyi pontot!

Megoldas:

a) Meg kell oldanunk az f(p) = S(p), vagyis az

8000
= = 40p — 400

egyenletet. A nevezdvel szorozva mindkét oldalt, azt kapjuk, hogy

8000 = 40p? — 400p.
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Az egyenletet nulldra rendezve és mindkét oldalt osztva 40-nel
p?—10p—20=0
adédik. A madsodfokud egyenlet megolddképletét alkalmazva azt kapjuk,

hogy
10 £ 100+ 800  10=+30

2 2

Tehat p; = 20, illetve po = —10. Mivel p > 0, ezért az egyensulyi ar 10 000
dollar.

Mivel

P12 =

8000
20) = —— =400
(20) = =55 = 400,

ezért egyensulyi mennyiség 400 darab.

b) A keresleti és kinalati fliggvények:

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 7%
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1.5. Sorozatok a kozgazdasagtanban

Elméleti osszefoglalo

1.5.1. Definicié. Egy természetes szamok halmazan értelmezett valés értékd
fliggvényt valos szdmsorozamak neveziink. Az

a:N—-R

sorozat esetén a sorozat n € N helyen felvett helyettesitési értékére a fliggvé-
nyeknél megszokott a(n) jelolés helyett az a,, jelolést szokds hasznélni, amit
ugy olvasunk ki, hogy a sorozat n-edik tagja vagy ugy, hogy a sorozat n-edik
eleme.

1.5.2. Definicio. Az a,, sorozat
e monoton novekvd, ha minden n € N esetén a,, < an41;
e monoton csokkend, ha minden n € N esetén a,, > ap1;
e szigoriian monoton névekvd, ha minden n € N esetén a,, < ap11;
e szigoriian monoton csokkend, ha minden n € N esetén a,, > ap41.

L 1 .
1.5.3. Példa. Az a,, = — sorozat szigoriian monoton csékkend.
n

1.5.4. Definicié. Az a,, sorozat

o feliilrol korldtos, ha 1étezik olyan K valds szdm, hogy a,, < K min-
den n € N esetén,;

o alulrol korldtos, ha 1étezik olyan k valds szam, hogy a,, > k minden
n € N esetén;

e korldtos, ha alulrél és feliilrél korlatos.

1.5.5. Megjegyzés. Az a,, sorozat szuprémuma, infimuma, maximuma, mini-
muma a fliggvényeknél megismert médon értelmezhetd.

1.5.6. Definici6é. Az a,, sorozat konvergens és a hatdrértéke a, ha az a szam
barmely kornyezetén kiviil csak véges sok eleme van a sorozatnak, azaz ha
barmely potitiv € esetén létezik olyan kiiszobindexnek nevezett ng € N ter-
mészetes szam, melyre minden n > nyg esetén |a, — a| < . Jelolés: HILH;O =a
vagy a, — ood.

Ha az a,, sorozat nem konvergens, akkor azt mondjuk, hogy divergens.

A bevezetett tulajdonsagok alapjan igazolhatéak az alabbi tételek:
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1.5.7. Tétel. (1) Ha egy sorozatnak van hatarértéke, akkor az egyértelmd.

Ha egy sorozat konvergens, akkor korlatos. Az allitds megforditdsa azonban
nem igaz, azaz van olyan sorozat, amelyik korldtos, de nem konvergens.

(2) Ha egy sorozat monoton ndvekvd és feliilrdl korlatos, akkor konvergens és
hatarértéke a pontos fels6 korlatja.

(3) Ha egy sorozat monoton csokkend és alulrdl korlatos, akkor konvergens és
hatarértéke a pontos alsé korlétja.

pPvA

A kovetkezd tételben a hatdrértéknek az alapmiiveletekkel valé kapcsolatat ad-
juk meg.
1.5.8. Tétel. Ha a,, és b,, konvergens és az a,, sorozat hatarértéke a, a b,, sorozat
hataértéke b és A € R, akkor

e a, + b, konvergens sorozat és a hatarértéke a + b;

® a, - b, konvergens sorozat és a hatdrértéke a - b;

e ) - a, konvergens sorozat és a hatarértéke \ - a;

ha b, # 0 (minden n € N esetln) és b # 0, akkor Z—n konvergens
n

z 7’ 7 Ve a
sorozat és a hatarértéke 7

A kovetkezd tételben néhany nevezetes hatarértéket adunk meg.

1.5.9. Tétel. Nevezetes hatarértékek:

1 . <
e Az a, = — sorozat hatarértéke minden k& > 0 esetén 0.
n
e Az a, = {/a sorozat hatdrértéke minden a > 0 esetén 1.
e Az a, = {/n sorozat hatdrértéke 1.
e Az a, = ¢" sorozat hatarértéke —1 < q < 1 esetén 0.
e Az a, = q" sorozat hatarértéke ¢ < —1 esetén nem létezik.

e Az a, = q" sorozat hatarértéke ¢ > 1 esetén nem létezik, de a sorozat
végtelenhez ,.tart”.

1 n
e Aza, = <1 + > sorozat hatérértéke az e szam (e ~ 2, 718).
n

sin £
e Az a, = — sorozat hatdrértéke: 1.

n
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Folytonos jovairdsd kamatos kamatozasi betét:

oo

Ha Ty kezd6tokét p szdzalékos kamatra elhelyeziink egy bankba, akkor ¢ év

elteltével
Ty (1+ L)t
0 100

Osszegre kamatozik a pénziink abban az esetben, ha a felkamatozott pénziinket
t éven beliil nem vessziik ki a bankbdl. Ezt a kamatozast diszkrét idejii kamatos
kamatozdsii befektetésnek nevezziik.

Amennyiben a bank évente 365-sz6r teszi hozza a pénziinkhoz a kamatot, azaz

napi kamatot kapunk tSkésitéssel, akkor évente 365-szor 55 szdzalékos kama-

tot kapunk, igy ¢ év mulva
p_ 365
To- (14 2%
0 ( 365

pénziink lesz a bankban.

Altaldnosan, ha a bank évente n-szer teszi hozza a pénziinkhoz a kamatot, akkor
évente n-szer £ szdzalékos kamatot kapunk, igy ¢ év miilva

p \nt
Ty - <1 + 100)
n

pénziink lesz. Egy befektetés anndl jovedelmez6bb, minél nagyobb az n értéke.
A gyakorlatban nem lehet az n tetsz8legesen nagy, de ennek ellenére elvégez-
hetjiikk az el6bbi formuldban az n — oo hatarditmenetet. Ebben az esetben
folytonos jovdirdsi kamatos kamatozdsrol beszéliink:
100n 7 Togn Mt
p

b\t _1
limT0-<1+100) lim Ty - | [ 1+ 2002 =

n—oo n n—00 P

p_.
= T0 . @100 t,
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Kidolgozott feladatok

51. Feladat. Tekintsiik az n

n+1

Ay —

sorozatot!

a) Vizsgaljuk meg a sorozatot monotonitds szempontjabol!

b) Korlatos-e a sorozat? Adjuk meg a sorozat infimumadt és szuprémumat is!
¢) Adjuk mega sorozat minimumat és maximumat!

d) Konvergenes-e a sorozat?

e) Ha konvergens, akkor hanyadik elemtdl kezdve esnek a sorozatelemek a

1
hatarérték ¢ = 0 sugari kornyezetébe, azaz € = E—hez hatarozzuk meg a
kiiszobindexet!

Megoldas:

a) Kiszdmoljuk az
An+1 — Gn
kiilonbséget. Ehhez el6szor meghatdrozzuk az a,,41-et, azaz a sorozat n+1-
edik tagjat:
n+1 n+1

n+1)+1 n+2

Most felirjuk az a1 — a, differencidt, majd elvégezziik a kdzos nevezbre
hozést, a zardjelek felbontdsit, végiil 6sszevonjuk az egynemd tagokat:

- n+1 no
T n+2 n+l
_(n+1)?*-n-(n+2)
- (n+1)-(n+2)
B n?+2n+1-n%—-2n
(n+1)-(n+2)
1

(n+1)-(n+2)

A kapott kifejezés minden n € N esetén pozitiv, igy

Gn41 — an

An+1 —ap >0 = An+1 > Q.

amibdl azt jelenti, hogy a sorozat szigorian monton novekvo.
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b) Mivel a sorozat szigordan monoton ndvekvd, ezért alulrdl korldtos, pontos
alsé korlétja az els6 eleme, azaz

1 1
inf(a,) = a1 512
Mivel
n n+1-—1 1 1 <1
Ay = = = —
" on4+1 n+1 n+1 '

ezért a sorozat feliilr6l korlatos, pontos fels korlatja sup(a,) = 1.
A sorozat korlatos, mert alulrdl €s feliilrdl is korlatos.

¢) A sorozat minimuma 1, maximuma nem létezik.

d) Mivel a sorozat monoton névekvd és feliilr6l korldtos, ezért konvergens,
pontos felsd korlatja a hatarértéke, azaz

lim a, = 1.
n—oo

e) A kiiszobindex meghatdrozdsahoz az
lan, —al < e

egyenl6tlenség legkisebb pozitiv egész megoldasat keressiik, ahol a a soro-
zat hatdrértéke. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
n _1’

< —.
n+1 10

K6z0s nevezdre hozva

n—(n+1) <i
n+1 10

n—n-—1 < 1
n+1 10

—1<1
n-+1 10

adodik. Az abszolutérték definicidéja miatt azt kapjuk, hogy
1 < 1
n+1 10
amibdl 10 < n + 1, azaz n > 9 adédik, igy a kiiszobindex ng = 10.
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52. Feladat. Tekintsiik az
_ 2n+1

C 3n+2

an

sorozatot!

a) Vizsgaljuk meg a sorozatot monotonitds szempontjabol!

b) Korlatos-e a sorozat?

¢) Adjuk meg a sorozat infimumat és szuprémumat!

d) Konvergenes-e a sorozat?

e) Ha konvergens, akkor hanyadik elemtdl kezdve esnek a sorozatelemek a

hatarérték ¢ = —— sugard kornyezetébe, azaz ¢ = -hoz hatdrozzuk

100
meg a kiiszobindexet!

Megoldas:

a) Kiszdmoljuk az
An+1 — Gn
kiilonbséget. Ehhez el6szor meghatdrozzuk az a,,1-et, azaz a sorozat n+1-
edik tagjat:
2n+1)+1  2n+3
3n+1)+2 3n+5

an4+1 =

Most felirjuk az a1 — a, differencidt, majd elvégezziik a kzos nevezdre
hozést, a zardjelek felbontdsat, végiil 6sszevonjuk az egynemd tagokat:
_2n+3 2n+1
T 3n+5 3n+2

(2n+3)-(Bn+2)—(3n+5)-2n+1)

(Bn+5)-(3n+2)
_ 6n2+13n+6 —6n2 —13n — 5
B (3n+5)-(3n+2)
1
(Bn+5)-(3n+2)

A kapott kifejezés minden n € N szdmra pozitiv, igy

an+1 — Qn

Apy1 — Gp > 07

amibdl kovetkezik, hogy a sorozat szigorian monton novekvd.
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b) Mivel a sorozat szigordan monoton ndvekvd, ezért alulrdl korldtos, pontos
alsé korlétja az els6 eleme, azaz

) 2-1+1 3
inf(an) = = 5975 = 5
Mivel
1 2 1

_2n+1_2 n+2_2 n+3 6
" 3n+2 3 n+§_3 n+2 N
_2 (it Y211 2
e 6 n+2) 3 9 n+2 3

feliilré] korlétos, pontos felss korldtja sup(a,) = 3.

A sorozat korlatos, mert alulrdl €s feliilrdl is korlatos.

.. 3 . ..
¢) A sorozat minimuma = maximuma nem létezik.

d) Mivel a sorozat monoton névekvd és feliilr6l korldtos, ezért konvergens,
pontos felsd korldtja a hatarértéke, azaz

lim ay = =
Jn =5

e) A kiiszobindex meghatdrozdsahoz az
lan, —al < e

egyenl6tlenség legkisebb pozitiv egész megoldasat keressiik, ahol a a soro-
zat hatarértéke. Az adatok behelyettesitve azt kapjuk, hogy

2n+1 2’ 1

3n+2 3| 100

K6z06s nevezdre hozva

3-2n+1)—2-(3n+2) <i
3(3n+2) 100
6n+3—6n—4 <i

In + 6 100

-1 1

In+6 <ﬁ




1. SOROZATOK A KOZGAZDASAGTANBAN 77

adédik. Az abszolutérték elvégzése utdn azt kapjuk, hogy
1 < 1
9n+6 100

94
igy 100 < 9n + 6, tehat 9 < n, ami azt jelenti, hogy a kiiszobindex
ng = 11.
53. Feladat. Tekintsiik az

a, = 2"
sorozatot!
a) Vizsgaljuk meg a sorozatot monotonitds szempontjabol!
b) Korlatos-e a sorozat?
¢) Adjuk meg a sorozat infimumat és szuprémumat!
d) Konvergenes-e a sorozat?

Megoldas:

a) Kiszdmoljuk az
Gp+4+1 — An
kiilonbséget. Ehhez el6szo6r meghatirozzuk az a,,1-et, azaz a sorozat n+1-
edik tagjat:
Uy =2 =227,

Most felirjuk az a,,+1 — a,, differenciat:

(pi1 — Gp =227 =27 =27,
A kapott kifejezés minden n € N szdmra pozitiv, igy

Gnt+1 — ap > 0,

amibdl kovetkezik, hogy a sorozat szigorian monton novekvd.

b) Mivel a sorozat szigordan monoton ndvekvd, ezért alulrdl korldtos, pontos
alsé korlatja az els6 eleme, azaz

inf(a,) =a; =2 = 2.

A sorozat feliilr6]l nem korlatos, igy nem korlatos.
¢) A sorozat minimuma 2, maximuma nem létezik.
d) A sorozat nem konvergens,

lim a, = co.
n—o0
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54. Feladat. Hatarozzuk meg az

n+3n+5

I = Tn+6

sorozat hatarértékét!
Megoldas:

Osszuk el a szamlalét és a nevezdt a nevezdben 1évé legnagyobb fokszamu
taggal, azaz n’-tel. Ekkor azt kapjuk, hogy
n?+3n+5 _
n? —Tn+6
3,5

= — =,
4—%+% 4

Ay —

55. Feladat. Hatarozzuk meg az
0, = 3n2 +6n+7
6n3 —9n +5
sorozat hatdrértékét!
Megoldas:
Osszuk el a szamlalét és a nevezdt a nevezdben 1évé legnagyobb fokszamu
taggal, azaz n>-nal:
_ 3n? +6n+7 _
6n3 —9n +5
B4+

Gn

56. Feladat. Hatarozzuk meg az

. _4An®+7Tn—8
" 3n+5

sorozat hatarértékét!

Megoldas:

Osszuk el a szamlalét és a nevez6t a nevezdben 1€vS legnagyobb fokszami

taggal, azaz n-nel:

B 4n? +Tn —8 B 4n+7—%

 3m+5 342

an — 00.
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57. Feladat. Hatarozzuk meg az
ap = VIN2+7Tn+3—-3n

sorozat hatarértékét!
Megoldas:

Bovitsiik a sorozatot

VInZ+ T +34+3n

kifejezéssel:
Von? +7 343
an = V902 + Tn+ 3-3n = (Von2 + T+ 3 — ). L LIS
VOn2+Tn+3+3n
A szorzés és az 0sszevonds utan azt kapjuk, hogy
_9712—1—7114—3—9112 ™m+3

" Ot Tnt3+3n VIRt Tnis+3n

Ezutan a nevezdben 1€v6 legnagyobb fokszamu taggal osszuk el a szamlalot és
a nevezot:

7+3

VI+I+3+3

58. Feladat. Hatarozzuk meg az

ap, = V/36n2+8n+7—6n

Ay —

7
— .
6

sorozat hatarértékét!
Megoldas:

Bovitsiik a sorozatot a
V36n2 +8n+ 7+ 6n

kifejezéssel:

3602 + 8n+ 7+ 6
ay, = 36n2+8n—%7—6n::( 36n2+8n+~7—6n>. netsnt rt+on
36n2 +8n + 7+ 6n

A szorzés és az 0sszevonds elvégzése utan azt kapjuk, hogy

. _36n? +8n+7—36n% 8n+7
V362 L 8n T +6n V362 +8n+7+6n
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A nevez8ben 1év6 legnagyobb fokszdmu taggal osszuk el a szdmldlot és a ne-

vezot:
8+ 1 8 2

— =-.
J36+8+ L4 OF6 3
59. Feladat. Hatarozzuk meg az

B 2n+1 4 an
an = gn+1

Ap =

sorozat hatarértékét!
Megoldas:
Felhasznalva a hatvanyozas azonossagait azt kapjuk, hogy
2n+l+3n 22n+3n
=it T T 3an
A szamlalot és nevezetdt is osszuk el 3™-nel:
2\ N
2-(3)"+1 |
3
Felhasznalva, hogy ¢" — 0, ha —1 < ¢ < 1, azt kapjuk, hogy
1

an = 3

Ay =

60. Feladat. Hat4rozzuk meg az

n+1 n+3
Ay =
<n+2>

sorozat hatarértékét!
Megoldas:

A sorozat hatarértékét a

1 n
lim (1 + ) =e
n—oo n

nevezetes hatarértékre vezetjiik vissza:

n+1\"" n+2-—1\""3 1\
= — - — 1_ —
an <n+2> < n+2 ) ( n+2>

_1 i3 n+3
= 1 =
< * n+2>

1 —n—2 —n—2 1
(1 + ) ] —e =12,
-n—2 e
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ugyanis
n-+3

-n—2

— —1.

61. Feladat. Hatdrozzuk meg a

9n 4 1) 372
n = <2n+5)

sorozat hatarértékét!
Megoldas:

A sorozat hatarértékét a

1 n
lim <1 + ) =e
n—oo n

nevezetes hatdrértékre vezetjiik vissza:

B 2n_|_1 3n+2_ 2n+5_4 3n+2_ . 4 3n+2_
“=\om+s “\onts - m+5 -

_—4
4\ 32 ) 20457 i3 (B0 +2) o
~(450rs) = |1 Al
ugyanis
n-+3 o
—-n—2 '

62. Feladat. Hatdrozzuk meg az r sugaru kor teriiletét a korbe irt szabélyos
n-szogek teriileteinek hatarértékét!

Megoldas:

A kor teriiletét a korbe irt szabdlyos n-szdgek teriileteinek hatarértékét fogjuk
kiszdmolni. A szabdlyos n-sz6g egy haromszogének teriilete a trigonometrikus
teriiletképlet szerint

T — r2 - sin 27”

AT,
Ebbdl azt kapjuk, hogy a szabdlyos n oldali sokszog teriilete:
T:n-%— 2'sin27” - — i,

2 =

n



82 1. FUGGVENYTANI ALAPFOGALMAK ES GAZDASAGI ALKALMAZASAIK

ugyanis

lim n-sin— =1.
n—00 n

63. Feladat. Egy bankba elhelyeziink 100 000 forintot. Mennyi pénziink lesz
1 év malva, ha a t6késités mddja

a) évenkénti ;

b) félévenkénti ;

¢) havonkénti ;

d) naponkénti ;

e) folytonos.

Megoldas:

a) Evenkénti t6késités esetén:

100000 - ( 1 4+ —= 105 000 Ft.
< + 100)

b) Félévenkénti t6késités esetén:

5
100000 - ( g ) = 105062 Ft.

¢) Havonkénti tokésités esetén:

i
100000 - ( 2) = 105116 F't.
d) Naponkénti t6késités esetén:
365
100000 - | 1 + 19 = 105127 Ft.
( + 365>

e) Folytonos tokésités esetén:

100000 - e106 = 105 127 Ft.

Erdemes megjegyezni, hogy jelen esetben a napokénti tSkésitéssel kapott érték
és a folytonos kamatozasu érték esetén mar olyan kicsi a kiilonbség, hogy a
forintra kerekitett érték mar azonos.
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1.6. Fiiggvények folytonossaga és hatarértéke

Elméleti 6sszefoglalo

1.6.1. Definicié. Legyen D C Rés f: D — R, legyen tovabba xy a D halmaz
torlédasi pontja, azaz olyan pont, amelynek barmely kérnyezetében van D-beli
elem. Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek 1étezik a hatdrértéke az x( helyen
és az egyenld A-val, ha minden x,, — x¢, x,, € D sorozat esetén az f(x,,)

fiilggvényértékek sorozata f(x()-hoz konvergél. Jelolése: lgn = A.
T—T0

Az f fiiggvény bal oldali hatarértéke az x( helyen A, ha minden z,, — =z,
xn € D, x, < x0 sorozat esetén az f(x,) fiiggvényértékek sorozata f(z)-

hoz konvergdl. Jele: lim = A.
T—To0—

Az f fiiggvény jobb oldali hatarértéke az z helyen A, ha minden z,, — xq,
Ty € D, xy, > xo sorozat esetén az f(z,,) figgvényértékek sorozata f(xp)-hoz

konvergdl. Jele: lim = A.
T—x0+

1.6.2. Tétel. Egy fuggvénynek akkor l1étezik a hatdrértéke az x( helyen, ha ott
a bal oldali és jobb oldali hatarértéke megegyezik.

1.6.3. Definicié. Az f: D — R fiiggvény folytonos az xg helyen, ha az xg
helyen 1étezik a hatarértéke az f fiiggvénynek és hatarték megegyezik az xq-

so 2 2 2

A kovetkezd tételben megadjuk a hatarértéknek az alapmiiveletekkel valo
kapcsolatat.

1.6.4. Tétel. Ha az f és g fiiggvényeknek az xz( helyen létezik hatarértéke és az
f fuggvény hatarértéke A, a g fiiggvény hatarértéke B az x( helyen és A € R,
akkor

e az f + g fiiggvénynek létezik hatarértéke az x( helyen és az egyenls
A + B-vel;

e az f . g fiiggvénynek létezik hatirértéke az xg helyen és az egyenld
A - B-vel;

e az )\ - f fiiggvénynek 1étezik hatdrértéke az x( helyen és az egyenld
A - A-val;

e ha g(z) # 0 és B # 0, akkor f fiiggvénynek létezik hatarértéke az
g

xg helyen és az egyenld %—Vel.
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A kovetkezd tételben néhdny nevezetes hatdrértéket adunk meg.
1.6.5. Tétel. Nevezetes hatarértékek:

1
e Az f(r) = — fiiggvény hatdrértéke a végtelenben minden k£ > 0
x
esetén 0.
e Az f(z) = z™ fuggvény hatarértéke a végtelenben —1 < ¢ < 1
esetén 0.

e Az f(x) = z™ fiiggvény hatdrértéke a végtelenben ¢ < —1 esetén
nem létezik.

o Az f(x) = a" fiiggvény hatdrértéke a végtelenben ¢ > 1 esetén
végtelen.

1 x
o Az f(x) = (1 + ) fiiggvény hatarértéke a végtelenben az e szam.
x
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Kidolgozott feladatok

64. Feladat. Hatarozzuk meg a
. 2*+3x -5
lim ———m———
z—00 202 + bx — 2
hatarértéket!
Megoldas:

A nevezSben 1€v6 legnagyobb fokszamu taggal osztjuk a szamlalot €s a nevezét
is. Ekkor azt kapjuk, hogy

. 2?2 +3x-5 _1+32- %
lim ————— = lim —F—%5 =
100202 + 52 —2 1000242 — 4
_34+0-0 _3
240-0 2
65. Feladat. Hat4rozzuk meg a
. 322+ 8z -1
i
=00 Hrd — 2 44
hatarértéket!
Megoldas:

A nevezbben 1€v6 legnagyobb fokszamu taggal osztjuk a szdmlal6t és a nevezbt
is. Ekkor

32?48 -1 . 24+ 5L 040-0
lim —————  — lim & % z3 _
z—00 53 — 2z + 4 x%oo5+%+% 54+0+0
66. Feladat. Hatdrozzuk meg a
i 522 4+ Tx + 2
z—1>—oo — bx
hatarértéket!

A nevezdben 1év0 legnagyobb fokszamu taggal osztjuk a szamlalét és a nevez6t
is. Ekkor

. 522 4+ Tx 4 2 . Sr+7+2
hm —_— = hm 756:00

Z——00 7 —bx Z—+—00 % -5
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67. Feladat. Hatarozzuk meg a

. 3x? 41
lim
z—2 7 — 3x
hatarértéket!
Megoldas:
A fiiggvény folytonos, igy
. 3a?+1  3-22+1 13
lim = =— =13.
z—2 7— 3z 7T—3-2 1
68. Feladat. Hat4rozzuk meg a

lim (2 — 8z +5)
z—3

hatarértéket!
Megoldas:
A fiiggvény folytonos, igy
lim (22 — 82 +5) =32 —-8-3+5=9—24 = —10.

r—3

69. Feladat. Hatdrozzuk meg a
lim (3z + 2)
z—1

hatarértéket!

Megoldas:

A fiiggvény folytonos, igy
ii_)ml(3x—|—2):3~1+2:5.

70. Feladat. Hatdrozzuk meg a

22 —25
lim
=5 T —DH
hatarértéket!
Megoldas:

Felhasznalva, hogy
a’> —b* = (a —b)(a+b)
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azt kapjuk, hogy

2 —_— —_— .
lim & 25 _ lim (x—=5)-(z+5)
z—=5 T —DH z—5 r—2>5

= lim(z +5) =5 +5 = 10.
z—5

71. Feladat. Hatdrozzuk meg a

. 24w
lim
z—0 x
hatarértéket!
Megoldas:
Emeljiink ki a szdml4loban x-et, majd egyszer(sitsiink. Ekkor azt kapjuk, hogy
2
. 2
T N A ) S T I WSS
z—0 X z—0 X x—0

72. Feladat. Hatarozzuk meg a

) oy |
lim —M—
x—1 rx—1

hatarértéket!
Megoldas:

A szdmldléban az 22 — 2x + 1 kifejezést 4talakitva, majd egyszertisitve a kapott
tortet azt kapjuk, hogy
2 —2x4+1 . (z—1)?

lim =~ = lim ~~———2 = lim(x — 1) = 0.
z—1 r—1 z—1 x—1 r—1

73. Feladat. Tekintsiik az

@) 2¢ +3, haxr < -1
xTr) =
z2—2, haz> -1

fuggvényt! Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat! Hatdrozzuk meg a valds sza-
mok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ahol a fiiggvény értelmezhetd!
Hatarozzuk meg a fiiggvény értékkészletét, zérushelyét! Adjuk meg a fiiggvény
szE€lséértékének tipusat, helyét és értékét! Folytonos-e a fiiggvény? Ha nem,
adjuk meg a szakadasi helyeit, valamint a szakadasi helyekben a bal- és jobb

oldali hatarértéket! Adjuk meg a fiiggvény —oo-beli és co-beli hatarértékét!
Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:
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A fliggvény grafikonjardl leolvasva:

értelmezési tartomany: R

értékkészlet: R

zérushely: ©1 = —1,5, 22 = V2

a fliggvénynek lokdlis minimuma van, a lokélis minimum helye:
z =0, értéke y = —2;

nem folytonos, szakaddasi helye: x = —1

a fliggvény bal oldali, illetve jobb oldali hatdrértéke a szakadési he-
lyen:

im f(z) =1;
:E—1>1£nl+ f(ZE) =1

a fiiggvény —oo-beli, illetve co-beli hatarértéke:

lim f(z) = —o0;
xlgrolo f(z) = 0.

A zérushely meghatirozasihoz az 2 — 2 = 0, illetve a 2z + 3 = 0 egyenletet
kellett megoldanunk a megfeleld értelmezési tartomanyon.
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74. Feladat. Vazoljuk fel az

fa) = {—x2, haz <0

r+2, haz>0

fliggvény grafikonjit! Hatdrozzuk meg a valés szdmok halmazdnak azt a leg-
bdvebb részhalmazét, ahol a fiiggvény értelmezhetd! Hatdrozzuk meg a fiigg-
vény értékkészletét, zérushelyét! Folytonos-e a fiiggvény? Ha nem, adjuk
meg a szakaddsi helyeit, valamint a szakadési helyekben a bal- és jobb oldali
hatarértéket! Adjuk meg a fiiggvény —oo-beli és oco-beli hatdrértékét!

Megoldas:
A fliggvény grafikonja:

A fiiggvény grafikonjarol leolvasva:
o értelmezési tartomany: R;
o értékkészlet: R\]0; 2];
e zérushely: nincs;

e nem folytonos, szakaddsi helye: x = 0;
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e a fiiggvény bal oldali, illetve jobb oldali hatarértéke a szakaddsi he-
lyen:
li =
A )

lim f(z)

;
2;
—0+

e afiiggvény —oo-beli, illetve +oo-beli hatarértéke:

im f(z) = —oo;
mhﬁngo f(z) = oc.

75. Feladat. Vazoljuk fel az
|lz+1|, haz <1
f(z) = {4

> haz > 1

fuggvényt grafikonjat! Hatdrozzuk meg a valés szamok halmazanak azt a leg-
bdvebb részhalmazat, ahol a fiiggvény értelmezhetd! Hatdrozzuk meg a fiigg-
vény értékkészletét, zérushelyét! Folytonos-e a fiiggvény? Ha nem, adjuk
meg a szakaddsi helyeit, valamint a szakadasi helyekben a bal- és jobb oldali
hatarértéket! Adjuk meg a fiiggvény —oo-beli és oco-beli hatarértékét!

Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:

A fiiggvény grafikonjarol leolvasva:



1. FUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA ES HATARERTEKE 91

o értelmezési tartomdny: R;
o értékkészlet: [0, ool;
e zérushely: x = —1;
e nem folytonos, szakadési helye: z = 1;
e a fiiggvény bal oldali, illetve jobb oldali hatarértéke a szakaddsi he-
lyen:
lim f(z)=

r—1—

2;
4;

e afiiggvény —oo-beli, illetve +oo-beli hatarértéke:
lim f(z) = oo
Tr—r—00

lim f(z)=0.

T—00

76. Feladat. Vazoljuk fel az

2 +1, haz<1
f@)_{i{, haz >1

fliggvényt grafikonjit! Hatdrozzuk meg a valds szdmok halmazédnak azt a leg-
b&vebb részhalmazat, ahol a fiiggvény értelmezhetd! Hatarozzuk meg a fiigg-
vény értékkészletét, zérushelyét! Folytonos-e a fiiggvény? Ha nem, adjuk
meg a szakaddsi helyeit, valamint a szakaddsi helyekben a bal- és jobb oldali
hatarértéket! Adjuk meg a fiiggvény —oo-beli és oco-beli hatdrértékét!

Megoldas:
A fliggvény grafikonja:
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A fliggvény grafikonja alapjén:
o drtelmezési tartomdny: R;
o értékkészlet: |0, 3];
e zérushely: nincs;
e folytonos, azaz szakadasi helye nincs;
e afiiggvény —oo-beli, illetve +oo-beli hatarértéke:

im f(x) = 0;

lim f(z)=0.

T—00

77. Feladat. Vizoljuk fel az

2¢+3, hax <0
flz) =
cos , hax >0

figgvény grafikonjat! Hatdrozzuk meg a valés szamok halmazanak azt a leg-
bdvebb részhalmazat, ahol a fiiggvény értelmezhetd! Hatdrozzuk meg a fiigg-
vény értékkészletét! Folytonos-e a fiiggvény? Ha nem, adjuk meg a szakadasi
helyeit, valamint a szakaddasi helyekben a bal és jobb oldali hatarértéket! Adjuk

meg a fiiggvény —oo-beli és oco-beli hatarértékét!
Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:

A fiiggvény grafikonja alapjén:
o értelmezési tartomdny: R;
o értékkészlet: | — oo, 3];
e nem folytonos, szakadasi helye: 0;



1. FUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA ES HATARERTEKE 93

e a fiiggvény bal oldali, illetve jobb oldali hatarértéke a szakaddsi he-
lyen:

lim f(z) =3;
z—0—
xli>r(r)l+f(x> =1

e afiiggvény —oo-beli hatarértéke:
lim f(z)= —oc.

T——00

A oo-beli hatarérték nem létezik.
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2.1. A differencialhanyados fogalmanak bevezetése

Elméleti 6sszefoglalo

Ebben a fejezetben, ha mast nem mondunk I egy rogzitett nyilt intervallumot
jelol.

2.1.1. Definicié. Tekintsiik az f: I — R fiiggvényt és legyenek x1 és xo olyan
valGs szdmok, melyekre x1, zo € I és x1 # xo. Az f fiiggvény (z1; f(z1)) és
(azg; f (:1:2)) pontjaihoz tartozé differenciahdnyadosén az

fx2) — f(z1)
o — I1
hanyadost értjiik.

2.1.2. Definicié. Legyen o € I. Az f: I — R fuggvény x¢ helyhez tartozo
differenciahdnyados fiiggvénye a

) = =00 e g

fliggvény.

2.1.3. Megjegyzés. A differenciahdanyados geometria jelentése az (:1:0; f (xo)),
(z; f(x)) pontokon 4thalad6 szel6 meredeksége.

_ f(@) — fx0)

Tr — Xy

/ Lo T = To x
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2.1.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: I — R fuggvény differencidlhato
az xo € [ helyen, ha a differenciahdnyados fiiggvényének létezik az xo helyen
hatarértéke, és az véges, azaz 1étezik és véges az

Fan) — tim T8 = S0

T—TQ T — X

hatarérték. Ekkor ezt a hatarértéket az f fliiggvény xg-beli differencidlhdnya-
dosanak, vagy derivdltjanak nevezziik.

Azt mondjuk, hogy az f fliggvény differencidlhato, ha értelmezési tartomanya-
nak minden pontjaban differencidlhaté.

d : d
Jelolések: f'(xo), dl($0), f(@), d*f(%)-
X X
Az z — f(x) fiiggvényt derivdlt fiiggvénynek is nevezziik.

2.1.5. Megjegyzés. Megmutathatd, hogy az f: I — R fiiggvény pontosan
akkor differencidlhaté az xy € I helyen, ha létezik a

lim f(zo+h) — f(xo)
h—0 h

hataréték, és véges.

2.1.6. Megjegyzés. Amennyiben C'(q) egy koltség fliggvény és az el6bbi meg-
jegyzésben h = 1, akkor a

Clg+1) = Clq) = C'(q)
azt jelenti, hogy mennyivel valtozik a koltség, ha az eredetileg tervezett ¢ men-

nyiség helyett ¢ + 1 mennyiséget allitunk elo.

2.1.7. Definicié. Ha az f: I — R fiiggvény differencidlhaté az zg € I helyen,
akkor az

y = f(xo) + f'(x0) - (x — 20)

egyenletli egyenest az f fliggvény (xo; f (:co)) pontbeli érintd egyenesének,
vagy egyszerlien érintéjének mondjuk.

2.1.8. Megjegyzés. A differencidlhanyados geometriai jelentése a fiiggvény
grafikonjanak az Py = (zo; f(x0)) pontjaba hizott érintS egyenesének me-
redeksége.
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Kidolgozott feladatok

78. Feladat. Tekintsiik az f(x) = z? fiiggvényt és legyen ¢ = 2.

a) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény differenciahdnyados fiiggvényének legegy-
szer(ibb alakjét az zo helyen!

b) A kapott eredményt felhaszndlva adjuk meg az f fiiggvény differencidlha-
nyadosanak értékét az x( helyen!

c) Hatdrozzuk meg az f fliggvény grafikonjanak (mo; f ((E())) pontjdba hizott
e érintd egyenesének meredekségét!

d) frjuk fel az e egyenes egyenletét!
e) Adjuk meg az e egyenes irdnyszogét!
Megoldas:
a) Mivel
flwo) = f(2) =2° =4,
ezért a differenciahdnyados fliiggvény = # 2 esetén:

z)— f(z x? — 22 z—2) (x
oy = D= Se) PP _@oBerd

b) A differencidlhdnyados az x( helyen:
f(2) = lim(x + 2) = 4.
z—2
¢) Az érintd egyenes meredeksége:
m= f'(2) = 4.
d) Az egyenes egyenletét
y=m-z+b=4x+0b
alakban keressiik. Az egyenes illeszkedik a (2; f(2)) = (2;4) pontra, igy
4=4-2+0 = b= —4,
tehdt az egyenes egyenlete
y =4z — 4.
e) Az e egyenes irdnyszoge:

tga =4 = a = 75,96°.
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79. Feladat. Tekintsiik az f(z) = % fiiggvény és legyen xg = 2.

a) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény differenciahdnyados fiiggvényének legegy-
szer(ibb alakjét az xo helyen!

b) A kapott eredményt felhaszndlva adjuk meg az f fiiggvény differencidlha-
nyadosanak értékét az ¢ helyen!

¢) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény grafikonjénak (xo; f(zo)) pontjaba huzott
e érint6 egyenesének meredekségét!

d) Irjuk fel az e egyenes egyenletét!

e) Adjuk meg az e egyenes irdnyszogét!

Megoldas:
a) A differenciahdnyados fiiggvény:
iy =@ —I@) _e-5  2-x 1
x — 1 r—2 2z (r-2) 2z

b) A differencidlhdnyados az o = 2 helyen:

1 1
/ — lm — =
Fo =M =1
¢) Az érint6 egyenes meredeksége:
1
= (2) = —=.
m=1(2) =
d) Az érint6 egyenes egyenlete:
1
y=—4% + 0.

Az egyenes illeszkedik a (2; I (2)) = (2; %) pontra, igy

1 1
S=—Z2.24b = b=1
2= 1T :

tehdt az egyenes egyenlete:
1
=—= 1.
Y 1 r+
e) Az egyenes irdnyszoge:
1
tga:—z = a =~ 165, 96°.

80. Feladat. Tekintsiik az f(x) = \/z fiiggvény és legyen z¢ = 4.
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a) Hatarozzuk meg az f fiiggvény differenciahdnyados fiiggvényének legegy-
szer(ibb alakjat az z( helyen!

b) A kapott eredményt felhaszndlva adjuk meg az f fiiggvény differencidlha-
nyadosdnak értékét az xq helyen!

¢) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény grafikonjanak (mo; f (:co)) pontjaba hizott
e érint6 egyenesének meredekségét!

d) Irjuk fel az e egyenes egyenletét!
e) Adjuk meg az e egyenes irdnyszogét!
Megoldas:
a) A differenciahdnyados fliggvény:
doy~ 1B S0 _ VE-VE_ JEoo L
x — x —2 (Ve —2)-(Vz+2) r+2

Az egyenes illeszkedik a (4; f(4)) = (4;2) pontra, igy

1

tehat az egyenes egyenlete:
y=-x+ 1.
e) Az egyenes irdnyszoge:

1
tga:Z = a = 14,04°.
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81. Feladat. Egy hiit6be tett tidit6ital homérsékletét a

300 o
0= a 110! ©
fiiggvény {irja le, ahol ¢ a hiit6be helyezést6l eltelt id6t jelenti éraban.

a) Hatdrozzuk meg, hogy hany [°C]-os volt az iidit6ital, amikor betettiik a hii-
t6be?

b) Hany [°C]-os volt az iiditGital egy 6ra elteltével?

¢) Mennyi a homérsékletvaltozas atlagos gyorsasdga az elsd két 6raban?

Megoldas:

a) Mivel
300 _ 300

T(0) = =— =30
©0) 3:024+2-0+10 10 ’

ezért az uditGital 30[°CJ-os volt, amikor betettiik a hiitGbe.
b) Mivel
300 300

T(1) = =— =20
(1) 3-12+2-1+410 15 ’

ezért 20[°C]-os volt az uditGital egy 6ra elteltével.
¢) A hémérsékletvaltozas atlagos gyorsasaga az elsd két éraban

300 o
T(2)-T0) 357523515 30 ~ —9.23 [C}

2-0 2 h

82. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(x) = 3 fiiggvényt!
a) Adjuk meg a az f(x + h) fiiggvényértéket!

flz+h) - f(z)

b) Hatdrozzuk meg az N

hanyadost és egyszerdsitsiik a kapott
tortet!
¢) Hatdrozzuk meg az f(x) fiiggvény derivaltjat a

o f@+h) — f(@)

h—0 h

definicié6 felhaszndldsaval!
Megoldas:
a) Az f(x + h) fiiggvényérték:
fx4+h) = (x4 h)> =23 + 32°h + 3zh® + K.
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b) Felhaszndlva az el6bb kapott eredményt azt kapju, hogy
fl@+h)— f(x)  a®+32%h+ 3zh?* 4+ b — 2?

h B h B
_ 32%h+3zh® +h® k- (32 4 3zh + h?)
B h B h
= 32 + 3zh + h*.
c) Az f fuggvény deriviltja:

f'(a) = lim Jla+ h;i — @) lim (32” + 8zh + h?) = 32

103
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2.2. Derivalasi szabalyok

Elméleti osszefoglalo

Megadjuk az elemi fiiggvények derivaltjait.

2.2.1. Tétel. Konstans fiiggvény derivaltja nulla, azazhac € Rés f: R — R,
f(z) = ¢, akkor minden = € R esetén f'(z) = 0.

Az f: R = R, f(z) = x fiiggvény derivaltja f'(x) = 1.

Legyen n € N tetsz0leges, rogzitett. Az f: R — R, f(z) = a" fiiggvény
derivéltja f'(z) = n - 2" L,

Az f: R — R, f(x) = sinx fiiggvény derivéltja f'(x) = cos z.
Az f: R = R, f(z) = cosx fiiggvény derivaltja f/(z) = —sin x.

1
A = tg x fiiggvény derivéltja f'(x) = .
z f(x) = tgx fuiggvény derivéltja f'(z) g
1
Az f(x) = ctgx fliggvény derivéltja f'(z) = ————.
sin” x

Az f: R — R, f(x) = e” fiiggvény derivéltja f'(x) = €.

Az f: R = R, f(z) = a” (a > 0) fiiggvény derivéltja f'(z) = a” - Ina.

A f:]0;00[— R, f(z) = Inx fiiggvény derivaltja f'(x) = %

Haa > 0ésa # 1, akkoraz f: |0;00[— R, f(z) = log, x fiiggvény deriviltja
f(x) =

Az alabbi tételben a derivalasra vonatkozé miiveleti szabalyokat adjuk meg.

zlna

2.2.2. Tétel. Ha az f,g: I — R fiiggvények differencidlhatéak az =g € I
helyen, akkor f + ¢ is differencialhaté xg-ban és

(f +9)(z0) = f'(0) + ¢'(20)-
Ha f: I — R differencidlhat6 az zo € I helyen és ¢ € R, akkor ¢ - f is
differencidlhaté xg-ban és (¢ - f)'(zg) = ¢+ f'(x0).

Haaz f,g: I — R fiiggvények differencidlhatdak az xy € I helyen, akkor f - g
is differencialhat6 xo-ban és

(f - 9) (w0) = f'(x0) - g(z0) + f(w0) - ¢' (o).
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Haaz f,g: I — R fiiggvények differencidlhatéak az zy € I helyen, tovabba
g(x) # 0 (x € I), akkor g is differencidlhaté zo-ban és

£\ _ (o) - g(wo) — f(x0) - g'(20)

— (SCQ) = 3 .

g (9(x0))

Legyenek I és J nyilt intervallumok. Haa g: I — J fiiggvény differencialhat6
az xo helyen, tovabbd az f: J — R fiiggvény differencidlhaté a g(x() helyen,
akkor az f o g: I — R Osszetett fiiggvény is differencidlhaté az xg helyen és

(fog)(zo) = f'(9(x0)) - ¢ (o).

Osszetett fiiggvényt tehdt tigy derivalunk, hogy elszor derivaljuk a kiilsé fiigg-
vényt, abba a véltozé helyére beirjuk az eredeti bels6 fiiggvényt, majd az igy
kapott eredményt megszorozzuk a belsd fiiggvény derivaltjaval.
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Kidolgozott feladatok

83. Feladat. Derivaljuk az f(z) = 223 + 322 — 1 fiiggvényt!
megoldas:

Felhaszndlva, hogy 0sszeget tagonként derivdlhatunk, tovdbb4, hogy fiiggvény
szdmszorosdnak derivdltja a derivalt szdmszorosa (azaz a szdmszorz6 differen-
cialaskor valtozatlan marad)

flx) = (20%) + (32%) =1 =2- (%) +3- (%) =1 =
=2.322 4322 — 0= 62>+ 6.
84. Feladat. Deriviljuk az f(z) = x” + 822 — 3 fiiggvényt!
Megoldas:

Felhasznalva az 0sszeadasra, illetve konstansszorzora vonatkozo derivalasi sza-
balyokat azt kapjuk, hogy

f'(@) = («7) + (82%) — 3 = 7a® + 162

1 1
85. Feladat. Deriviljuk az f(x) = = + — + —; fliggvényt!
r oz

Megoldas:
Felhaszndlva, hogy % = 27!, tovabb4, hogy x% = 272, majd az Osszeget
tagonként derivédlva
- _ 1 2
fllz)y=1—2"2 -2z 3:1—?—5

adodik.
86. Feladat. Derivéljuk az f(z) = 2 4+ /x + ¢/ fiiggvényt!
Megoldas:

Az = 22, illetve a Jr = 23 azonossdgok felhaszndldsa utdn az dsszeget
tagonként derivalva azt kapjuk, hogy
1 1 1 _2 1 1
"(2) =2 xTi 4T3 =2 i
Floy =20+ g0 +gw TR T3 e
87. Feladat. Derivéljuk az f(x) = 3 - log, x fiiggvényt!
Megoldas:
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A szorzat derivalési szabdlyat felhaszndlva azt kapjuk, hogy

T

=3"-In3 logyx + ———
x-

f'(z) =3"-In3-logyx + 3 - s

88. Feladat. Derivéljuk az f(z) = 4" - 1g = fiiggvényt!
Megoldas:

A szorzat derivalasi szabdlya szerint

fl(z) =4" -In4-lgz + 4

z-In10°

T

89. Feladat. Derivéljuk az f(z) = fiiggvényt!

logs x
Megoldas:

Felhasznalva a hanyados fiiggvényre vonatkozo6 derivalasi szabalyt

(2%) -loggx — 2% - (loggx)’ 2% -In2-loggz — 2% - L

n2’

107

/ ) = z-ln3
f@) log3 = log3 =
addodik.
2 7
90. Feladat. Derivaljuk az f(z) = % fiiggvényt!
x
Megoldas:
Felhasznélva a v/z = o7 azonossagot, majd alkalmazva a hanyados derivalasi
szabalyat
<2£L‘ + %x_g) ca? — (2% 4 J/x) - 32?
T —
f ($) - m6 :
. > +3x-1_
91. Feladat. Deriviljuk az f(z) = B fiiggvényt.
Megoldas:

Felhasznalva a hanyados fiiggvény derivalasi szabalyat

gy = (@301 @ 3 ) ()
fa) = = _

(22 +3)-e® — (22 +3xr —1)-€®
e2x
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A szdmléloban e”-et kiemelve, majd elvégezve az egyszer(isitést

() = (2x+3)-ex—é§j+3x—1)-ex _

e -2x+3—2>-3x+1) 4—z—2?

o2z o
92. Feladat. Derivéljuk az f(x) = (22 + 7x + 2) - sin z fliggvényt!
Megoldas:
Felhaszndlva a szorzat fiiggvény derivélasi szabalyat
fl(x) = (2*+ 7z +2) -sine + (22 + 72 +2) - (sinz)’
= (22 +7) -sinz + (2* + 7x +2) - cos .

93. Feladat. Derivéljuk az f(x) = 22 - sinx - 5% fiiggvényt!
Megoldas:
Ha u(x), v(x) és w(z) differencidlhaté fiiggvények, akkor
(u(x)v(:v)w(m))/ =/ (z)v(z)w(z)+u(z) v (z)wx)+u(z)v(z)w ().
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

f'(x) = (%) -sinz - 5% 4+ 2% - (sinz)’ - 5% + 22 -sinz - (5%) =

=2z -sinz - 5% +a? - cosx - 5% + 2% -sinx - 5% - In 5.

94. Feladat. Derivaljuk az f(z) = In(sin x) fiiggvényt!
Megoldas: A kiils6 fiiggvény az Inz, a bels6 fiiggvény a sinx. El&szor de-
rivaljuk a kiils6 fliggvényt, amire % adddik, majd abba ,beirjuk” az eredeti
bels6 fiiggvényt, végiil a kapott eredményt szorozzuk a bels6 fiiggvény de-
rivéltjaval.
Legyen k(z) = Inz és b(z) = sinz. Ekkor k'(z) = 1 és b/ (z) = cosz. Az f
fliggvény derivaltja tehat:

fl(x) =K (b(z)) -V () = e (sinz)’ =
= ,1 -cosr = ctgx.
sinx

95. Feladat. Derivéljuk az f(x) = In(2? + 5z — 1) fiiggvényt!
Megoldas: A kiils6 fiiggvény az In x, a belsé fiiggvény 22 + 5z — 1. El&szor

derivéljuk a kiils6 fiiggvényt, amire + adédik, majd abba ,,beirjuk” az eredeti

z
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bels6 fliggvényt, végiil a kapott eredményt szorozzuk a bels6 fiiggvény de-
rivéltjaval.
Legyen k(x) = Inx és b(x) = 22452 —1. Ekkor k/(z) = % ésbt/'(z) = 2x+5.
Az f fiiggvény derivaltja tehat:
1
! =k (b b = —— (2 =

F'@) = K (b)) V(@) = e - (20 4+5) =
96. Feladat. Deriviljuk az f(z) = e®? fliggvényt!
Megoldas:

A kiilsé fiiggvény az e, a belsé fiiggvény az 2. A kiils6 fiiggvény derivaltja
e”, ebbe ,,befrjuk” az eredeti belsd fiiggvényt, végiil a kapott eredményt szoroz-
zuk a belsé fiiggvény derivéltjaval.
Legyen k(z) = e” és b(x) = 2. Ekkor k'(z) = €% és V/(x) = 22. Az f
fliggvény derivéltja tehat:

f1(@) = K (b(x)) -V (z) = e - 22
97. Feladat. Derivéljuk az f(x) = (3x + 20)'% fiiggvényt!
Megoldas:

A kiils6 fiiggvény az 190, a bels fiiggvény 3z + 20. A kiils6 fiiggvény de-
rivaltja 100 - 279, Ebbe ,befrjuk” az eredeti belsS fiiggvényt, végiil a kapott
eredményt szorozzuk a belsd fiiggvény derivdltjdval. Legyen k(x) = e* és
b(x) = 2% Ekkor k' (z) = 2190 és V' (z) = 100 - 2%%. Az f fiiggvény deriviltja
tehat:

f(x) =K (b(z)) - ¥/ (z) = 100 - (32 4 20)" - (3z + 20)' =

=100 - (3z +20)% - 3 = 300 - (3z + 20)%.

98. Feladat. Derivéljuk az f(z) = tg(z? + z) fliggvényt!
Megoldas:
Kiilsé fiiggvény a tg x, belsd fiiggvény az z2 + x. A kiilsé fiiggvény derivaltja
ﬁ, amibe ,,beirva” az eredeti belsd fiiggvényt: m A belsé fliggvény
derivéltja 2z + 1. Tehat:

f’(m)z 2+ 1

(el = 2T
(22 +1) cos?(z? + x)

cos?(z? + x)
99. Feladat. Derivéljuk az f(z) = e*" 374 fijggvényt!
Megoldas:
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Kiilsé fiiggvény az e, belsé fiiggvény az 22 + 3z — 4. A kiilsé fiiggvény
derivaltja e®, amibe ,,beifrva” az eredeti bels6 fiiggvényt: e 34 A belss
fliggvény derivaltja 2x + 3. Tehat:

f’(x) _ ex2+3:c—4 . (235 + 3).

100. Feladat. Derivéljuk az f(z) = vx? + 12z — 3 fiiggvényt!
Megoldas:

Felhaszndlva, hogy /x = :c%, a kiilsd fiiggvény az x%, bels6 fiiggvény az
x? + 122 — 3. A kiilsé fiiggvény derivaltja %x_%, amibe ,,beirva” az eredeti
belso fiiggvényt: %(3:2 + 12z — 3)7%. A belsd fuggvény derivéltja 2z + 12.
Tehét:

z+6
VrZ+ 12z -3
101. Feladat. Derivaljuk az f(x) = (22 + 1)3 - sin(2%) fiiggvényt!

Megoldas:

f’(.ﬁlf) = %(1’2 + 122 — 3)_% . (2.%'+ 12) _

A szorzat és Osszetett fiiggvény derivéldsi szabdlyat alkalmazzuk. Vezessiik be
az u(z) = (2z + 1)3 és v(x) = sin(x?) fiiggvényeket!
Az u fiiggvény kiilsS fiiggvénye: k, (r) = 23, az u fiiggvény belsd fiiggvénye:
bu(x) = 2z + 1. Akiils6 fiiggvény derivaltja k/,(z) = 322, a belsd fiiggvény
derivltja b], (x) = 2. Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

u'(z) = ki, (bu(z)) - ¥,(z) =3- 2z + 1)?2.2=6-(2z+1)2%
A v fiiggvény kiils6 fuggvénye: k,(x) = sinx, a v fliggvény belsé fiiggvénye:

by(z) = x*. A kiils6 fiiggvény derivéltja k! (r) = cosz, a belsS fiiggvény
derivéltja b) (z) = 423. Bzt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

V' () = cos(x?) - 423,
Mivel
(u(z) - v(m))/ =u'(z) - v(z) + uz) - V' (2),

ezért
f(x) = 6- (22 +1)% -sin(z?) + (22 + 1)3 - 422 - cos(z?).
102. Feladat. Derivaljuk az

fla) = sin(\/:fl;; Vsinz
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fliggvényt!
Megoldas:

Vezessiik be az

jeloléseket.
Az u fiiggvény kiilsg fiiggvénye: k,(x) = sinz, az u fuggvény belsd fiigg-
vénye: b,(x) = /x. A Kiils6 fiiggvény derivéltja k! (z) = cosx, a belsd

fiiggvény derivéltja b, (z) = % - 273, Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

L1 cos(V)
2T

A v fiiggvény kiils6 fiiggvénye: k,(z) = \/x, a v fiiggvény belsd fiiggvénye:
by(x) = sinz. A kiilss fiiggvény derivéltja k) (z) = % .72, abelsd fiiggvény
derivaltja b] (x) = % - 273, Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

V'(x) = %(sin x)”

W (x) = cos(Vz) -

T

N =

COS T

- 2. \/sinx‘

A w fiiggvény kiils6 fiiggvénye: k,(r) = e”, a w fiiggvény belss fiiggvé-
nye: by, (x) = 2x. A Kiils6 fiiggvény derivéltja k], (z) = e”, a belsé fiiggvény
derivaltja b/, (x) = 2. Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

N

+COST

w'(z) =e*®.2=2.¢",

Az 6sszeg és hanyados fliggvény derivélisi szabdlya szerint azt kapjuk, hogy

oy = (£ wl) () + o)
(W (z) + v'(2)) - w(z) — (u(z) + v(2)) - w'(x) _
v*(z)
(cos(\/E) L o8z
2-Vx  2.\sinz

) -e*” —(sin(y/z) + Vsinz) e** -2

edx
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103. Feladat. Legyenek f és g differencialhaté fiiggvények, melyek helyette-
sitési értékét, valamint a derivaltfiiggvények helyettesitési értékét az x = 1;2; 3
helyen az aldbbi tdbldzat mutatja:

T 1123
F@) 311
flx)|1]4]2
glz) [2]|1]4
g(x)|4]2]3

Legyen p(z) = f(x) - g(x) és h(z) = g o f(x). Hatdrozzuk meg a p’(3) és
1 (2) értékeket!

Megoldas:
Felhaszndlva a szorzatfiiggvény derivélasi szabdlyat azt kapjuk, hogy

PB3)=13)9B3)+f(3) g (3)=2-4+1-3=1L

Az Osszetett fliiggvény derivélasi szabalya szerint
W(2)=g'(f(2) f(2)=4(1) 4=4-4=16.
adddik.

104. Feladat. Tekintsiik az f(x) = z - sin 2z fuggvényt! Hatdrozzuk meg az
1/ () értéket!

Megoldas:

A szorzat és Osszetett fliggvény derivdldsi szabdlyat alkalmazva azt kapjuk,

hogy
f'(z) = sin 2z + 2z - cos 2z.

Ekkor f/(m) = sin 27 + 27 - cos 2w = 2.
105. Feladat. Tekintsiik az

fiiggvényt! Hatdrozzuk meg az f'(3) értéket!
Megoldas:

A hényados és osszetett fliggvény derivalasi szabalyat alkalmazva azt kapjuk,
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hogy
2
() = x2—8—x-%~(x2—8)_%-2x_ 552—8—\/% _
= 2 —8 N x? —8
r? — 8 — 22 -8

12 -8 (22 -8) (22 -18)
Ezt felhaszndlva f'(3) = —8.
106. Feladat. Tekintsiik az

Njw

Va? & Tz + 8- 3°5F
flz) =
lg(6z + 1) + 1
fiiggvényt! Hatdrozzuk meg az f’(0) értéket!

Megoldas:

Vezessiik be az

jeloléseket!
Az u(x) fiiggvény

e KkiilsG fiiggvénye: ky(x) = J/x = z3;
e belsé fiiggvénye: by (x) = 22 + Tz + 8

Ekkor

1
e akiilsd fiiggvény derivéltja: k. (z) = 3 275,
e abelsd fiiggvény derivaltja: b) () = 2z + 7.

Az Osszetett fliggvény derivéldsi szabdlya szerint:

W (2) = K, (bu(@)) - V(@) = & - (2% + To +8)73 - (20 + 7).

3
A v(x) fiiggvény

e KkiilsG fuggvénye: k,(x) = 3%;
e belss fiiggvénye: b, (x) = cos .
Ekkor
e a kiilsS fiiggvény derivdltja: k) (z) = 3" - In 3;
e a belsd fiiggvény derivaltja: b () = —sin .

113
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Az dsszetett fliggvény derivéldsi szabdlya szerint:
V' (z) =k, (by(2)) - b} (z) = 3°°7 - In3 - (—sinz).
Az w(z) fiiggvény elsé tagjét jeloljiik wi-gyel. Ekkor
e KkiilsG figgvénye: ky,, (z) = lgx;
e belsé fiiggvénye: by, (z) = 6x + 1.

Ekkor
1
kiilsd fii ény deriviltja: k! = —;
e akiilsS fliggvény derivéltja: ky, () eRETIE
e abelsé fiiggvény derivaltja: b, () = 6.
Az dsszetett fliggvény derivéldsi szabdlya szerint:
1 6

wi (@) = ki, (bu, (2)) - by, () =

) .
(6x+1)-1In10 (6x+1)-1In10
Mivel a w(zx) fiiggvény mésodik tagjanak derivaltja nulla, ezért
w'(z) = wy(x).

Felhaszndlva a szorzat és hdnyados fliggvény derivéldsi szabdlyat azt kapjuk,
hogy

_ (@) v(@) +u(@) (@) wiz) — (u() - v(z)) 'W'(l‘)'

Tehat
s [W'(0) - 0(0) +u(0) - v'(0)] - w(0) — (u(0) - v(0)) - w'(0)
Mivel
u(0) = /02 +7-0+8=2;
v(0) = 30 = 3;
w(0) =1g(6-0+1)+1=1,
tovabba
/ 1 _2 17 7
u(O):§-(O2+7~0+8) 2047 =5 =15
v'(0) = 3°Y . In3 - (—sin0) = 0;
W(0) = — 9 0

(6-0)-In10 In10’
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Tehat azt kapjuk, hogy

(3420 1-03 gy
1

36

o) = In10°

107. Feladat. Tekintsiik az

_T_
4

Va2 + x + 16 - efine

cos? g - 3tex

flx) =
fiiggvényt! Hatdrozzuk meg az f’(0) értéket!
Megoldas:

Vezessiik be az

jeloléseket!
Az u(x) fiiggvény
e kiilsé fiiggvénye: ky(z) = /x = v
e belsé fiiggvénye: b, (x) = 22 + = + 16.
Ekkor
e akiilsS fiiggvény derivéltja: k! (z) =
e a belsd fiiggvény derivéltja: b, (z) = 2z + 1.
Az dsszetett fliggvény derivalasi szabdlya szerint:

2¢ +1

2. V2+z+16

u' () = ki, (bu(x)) b (x) = %-(x2+x+16)7%-(2x+1) =

A v(z) fuggvény
e kiilss fiiggvénye: k,(x) = e%;
e belss fiiggvénye: b, () = sin .
Ekkor
e a kiilss fiiggvény deriviltja: k) (z) = e”;

e a belsd fiiggvény derivéltja: b (x) = cos z.
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Az dsszetett fliggvény derivéldsi szabdlya szerint:
V' (z) = K, (by(2)) - bl,(z) = € - cos .

Az w(z) fiiggvényr

o kiilss fiiggvénye: k,(v) = 22;
e belsd fiiggvénye: by, () = cos .
Ekkor

e a kiilsg fiiggvény derivaltja: k], (z) = 2x;

e abelsd fiiggvény derivaltja: b], (x) = —sin .
Az dsszetett fliggvény derivalasi szabdlya szerint:

w'(z) = ki, (bw(w)) - b),(z) = 2cosz - (—sinz).

A z(z) fiiggvény

e KkiilsG fiiggvénye: k. (z) = 37;

e belss fiiggvénye: b, (x) = tgx.
Ekkor

e a kiilsd fiiggvény derivaltja: k,(x) = 3" - In 3;

1

cos? g’
Az dsszetett fliggvény derivaldsi szabdlya szerint:

(@) = K (b)) - Wo(a) = o103

Felhasznalva a szorzat és hanyados fliggvény derivalasi szabdlyat azt kapjuk,
hogy

e abelsd fiiggvény derivaltja: V), (x) =

cos? z

Tehat
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Mivel
uw(0) =02 +0+16 = 4;
v(0) =510 = 1;
w(0) = cos® 0 = 1;
2(0) = 3% =1,
tovabba
/ 2-0+1 1
u (0) = = =3
2:/024+0+16 8

v'(0) = 0. cos 0 = 1;

Tehat azt kapjuk, hogy

1
s1+4-1)-1—4(0+1n3 33
f’(o)z(8 ) OF ) _ 354 s,
1 8
108. Feladat. Adjuk meg az f(z) = x-e” figgvény derivéltjdnak zérushelyét!

Megoldas:

A fiiggvény derivaltja:
fl(z)=e"+ax-e"=¢e"-(1+x).

A derivilt fliggvény zérushelyét az
e’ (142)=0
egyenlet megolddsa adja. Mivel azonban e* # 0, ezért 1 +x = 0, igy z = —1.

109. Feladat. Hatirozzuk meg az f(x) = x2 - e fiiggvény derivaltjanak zé-
rushelyét!

Megoldas:
A fiiggvény derivaltja:
fl(z) =2z e" 4 2% - e® =" - (2 + 2).

A derivalt fiiggvény zérushelyét az

e’ - (2 +22) = 0.
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egyenlet megolddsa adja. Mivel azonban e # 0, ezért 22 + 2z = 0, azaz
x - (x +2) =0, amibdl z; = 0, illetve z9 = —2 adddik.

110. Feladat. Hatirozzuk meg az f(x) = 2 - Inz fiiggvény derivéltjinak
zérushelyét!

Megoldas:
A fiiggvény derivéltja:

=2z -Inz + x.

8|~

fl(x) =2z -Inz+ 2%

A derivalt fiiggvény zérushelyét a
22-Inz+2 =0
egyenlet megoldasa adja. Ha kiemeliink x-et, akkor az
z-2lnz+1)=0

egyenlethez jutunk. Egy szorzat Gigy lehet 0, ha valamelyik tényezdje 0, igy
x = 0, vagy 2Inz + 1 = 0 adédik. Az z értéke nem lehet 0, mivel az nem
eleme az Inx fiiggvény értelmezési tartomanyénak, igy csak 2lnz +1 = 0
teljestilhet. Mindkét oldalbdl 1-et kivonva, majd az egyenletet 2-vel osztva

1
2lnz=-1 = Inz= —3

adddik, amibdl a logaritmus definiciéjat felhasznélva azt kapjuk, hogy
1 1

ez Ve

Tr=e€

ol
I
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2.3. A differencialhanyados fogalmanak gazdasagi értelmezése

Elméleti 6sszefoglalo

2.3.1. Definicié. Legyen C(q) egy véllalat adott termékére vonatkozé kolt-
ségfiiggvénye és 1 < go olyan valds szdmok, hogy ¢ és g9 is eleme a C'(q)
értelmezési tartomanyanak. Ekkor az dtlagkoltség az

C(q2) — C(q1)
a2 —q1

AC(q) =

differenciahdnyados.

Amennyiben R(q) egy villalat adott termékére vonatkozé bevételi fiiggvénye
és q1 < ¢o olyan val6s szdmok, hogy ¢; és ¢ is eleme az R(q) értelmezési
tartomanyanak, akkor az dtlagbevétel vagy dtlagos bevétel az

R(q2) — R(q1)
q2 —q1

AR(q) =

differenciahdnyados.
Amennyiben I1(q) egy vllalat adott termékére vonatkoz6 profit fiiggvénye és
q1 < @2 olyan valds szdmok, hogy q; és ¢ is eleme a II(q) értelmezési tar-
tomdnyénak, akkor az dtlagprofit (dtlagnyereség) vagy dtlagos profit (dtlagos
nyereség) az
(g2) — (q1)
2 —q1

All(q) =
differenciahanyados.

2.3.2. Definicié. Legyen C(q) egy véllalat adott termékére vonatkozé kolt-
ségfliggvénye és go olyan valés szdm, amely eleme a C'(q) értelmezési tar-
tomdnydnak. Ekkor a hatdr koltség az

MC(qo) = C'(qo)

differencidlhanyados. A hatarkoltség megmutatja, hogyan véltozik az 6sszkolt-
ség, ha a termelést egy egységgel noveljiik.

Amennyiben R(q) egy véllalat adott termékére vonatkozé bevételi fiiggvénye
és qo olyan valds szam, amely eleme az R(q) értelmezési tartoméanyénak, akkor
a hatdr bevétel az

MR(qo0) = R'(q0)
differencidlhanyados. A hatarbevétel megmutatja, hogyan véltozik az 6sszbevé-
tel, ha a termelést egy egységgel noveljiik.
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Amennyiben I1(q) egy vallalat adott termékére vonatkoz6 profit fiiggvénye és
qo olyan val6s szdm, hogy qg eleme a II(q) értelmezési tartomédnyénak, akkor a
hatdrprofit (hatdr nyereség) az

MTI(q) = II'(qo)
differencidlhanyados. A hatarprofit megmutatja, hogyan valtozik az 6ssznyere-
ség, ha a termelést egy egységgel noveljiik.
2.3.3. Megjegyzés. A profit fiiggvény és a hatarprofit deiniciéja alapjan:

MII(q) = 1I'(q) = (R(q) — C(q))" = R'(q) — C'(a).
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Kidolgozott feladatok

111. Feladat. [31] Legyen C egy vallalat adott termékére vonatkozo koltség-

figgvénye, amely fiiggvény megadja q egységnyi termék eldallitasi koltségét:
C(q) =q* +4¢+20, ¢>0.

a) Mennyi lesz a koltség, hogy az elGallitott termék mennyisége 10 egység?

b) Mennyi a koltség atlagos valtozasa, ha az eldallitott termékek mennyiségét
100 egységrdl 102 egységre noveljiik!

¢) Mennyi a hatdrkoltség 100 egység termék gyartasa esetén?
Megoldas:

P

a) Ha az el6allitott mennyiség 10 egység, akkor a koltség
C(10) = 10% +4 - 10 + 20 = 160.

b) A koltség atlagos véltozasa a megfeleld differenciahdnyados:
C(102) — C(100) B 1022 +4-102 4+ 20 — (1002 +4-100 + 20)
102 —-100 2 ’
amit kiszdmolva 206 egység adddik.

c) A C(q) fuggvény derivéltja:
C'(q) = 2q + 4,
igy a hatarkoltség ¢ = 100 esetén
C’'(100) = 2 - 100 + 4 = 204,

ami azt jelenti, hogy ha a termelést 100 egységrdl 1 egységgel noveljiik,

akkor az el6allitasi koltség 204 egységgel fog ndvekedni.

112. Feladat. [34] Tegyiik fol, hogy 8 < ¢ < 30 darab radidtor el6allitasi
koltségét a
C(q) = ¢* — 6¢° + 15¢
fiiggvény adja meg (€-ban), mig a g darab radiator eladdsabdl szarmazé bevé-
telt az
R(q) = ¢ — 3¢° + 12¢
fliggvény frja le. Uzemiink naponta 10 darab radistort 4llit el&.
a) Hatdrozzuk meg a hatarkoltséget!
b) Hatdrozzuk meg a hatarbevételt!
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¢) Irjuk fel a profit fiiggvényt!
d) Hatarozzuk meg a hatarprofitot!
Megoldas:
a) Mivel
C'(q) = 3¢> — 12¢ + 15,
ezért
C'(10) = 3-10* — 12-10 + 15 = 195.
Tehat a hatarkoltség 195 €.

b) Mivel
R'(q) = 3¢*> — 6q + 12,
ezért a hatarbevétel:
R'(10) =3-10%> — 6- 10 + 12 = 252

Tehat a hatarbevétel 252 €.

c) A profit fiiggvény:
(q) = R(g) — Clg) = ¢° = 3¢° +12¢ — (¢° — 6¢” + 15¢) =
= ¢ —3¢° +12¢ — ¢* + 6¢° — 15¢ = 3¢*> — 3¢.
d) ATl(q) fuggvény deriviltja:
IT'(q) = 6q — 3.

A hatarprofit:
IT'(10) = 60 — 3 = 57.
Tehat a hatarprofit 57 €.
113. Feladat. Egy vallalat teljes koltségét leir6 fliggvény:
C(q) = 10¢* + 20q + 30.

Az eladasabol szarmazo bevételt az
1 000q
Rlq) = —
fliggvény irja le. Az el6allitott mennyiséget ezer darabban, a bevételt és a kolt-
séget ezer forintban értjiik.

a) Hatdrozzuk meg a profit fiiggvényt!

b) Szamoljuk ki a koltséget, ha 500 darab terméket gyartunk!
¢) Szédmoljuk ki a bevételt, ha 500 darab terméket gyartunk!

d) Szamoljuk ki a nyereséget, ha 500 darab terméket gyartunk!
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e) Hatdrozzuk meg a hatdrkoltséget 1 000 darab termék gyartdsa esetén!
f) Hatdrozzuk meg a hatarbevételt 500 darab termék gyartasa esetén!
Megoldas:
a) A profit fiiggvény:
1000q
Il(qg) = R(q) —C(q) = —— —

104% — 20q — 30.
ed

b) Mivel
C(0,5) =10-0,5% +20-0,5 + 30 = 42, 5,

ezért a koltség 500 darab termék gyartasa esetén: 42 500 forint.
¢) Mivel
R(0,5) = % = 30, 33,

ezért a koltség 500 darab termék gyartasa esetén: 30 330 forint.
d) A nyereség 500 darab termék gyartdsa esetén

I1(0,5) = R(0,5) — C(0,5) = 30,33 — 42,5 = —12,17,

ami azt jelenti, hogy 12 170 forint veszteség lesz.

e) Mivel
C'(q) =2¢+2,

ezért
C'1)=2+2=4.
Tehét a hatarkoltség 4 000 forint.

f) Mivel
, 100 - €72 — 100g - €7 €?- (100 — 100q) 100 — 100¢q
Rq) = 2q - 2q - q ’
e e e
ezért a hatarbevétel:
R/(l) =0

Tehat a hatarbevétel 0.
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2.4. Magasabb rendii derivaltak, L’Hospital-szabaly

Elméleti 6sszefoglalo

2.4.1. Definicié. Ha az f: I — R fiiggvény differencidlhaté az I intervallu-
mon, tovabba a derivéltja differencidlhaté az z¢ € I helyen, akkor azt mondjuk,
hogy f kétszer differencidlhato xp-ban. Jelolés:

(f'(z0)) = " (o).

Ha az f: I — R fiiggvény k — 1-szer differencidlhaté az I intervallumon,
tovabba a k — 1-edrendd derivaltja differencidlhaté az xg € I helyen, akkor azt
mondjuk, hogy f k-szor differencidlhaté xo-ban. Jelolés:

(F*E D (z0)) = f®(2p).

2.4.2. Tétel. (L'Hospital-szabaly.)

Legyen —co < a < b < oo, f,g: |a;b[— R, éslegyen a < x9 < b. Ha f
és g differencidlhato fiiggvények az a; b[\{zo} halmazon és ¢'(z) # 0 minden
x €|a; b-re, tovabba

lim f(z)= lim g(z) =0 vagy lim f(x)= lim g(z) = oo,

T—T0 T—T0 Tr—T0 Tr—TQ
!
tovébba létezik a lim £ ((jg véges vagy végtelen hatdrérték, akkor létezik a
T—T0
lim L&) hatérérték is és
T—T0 g(x)

lim M = lim f(z)

a0 g(x) @m0 g'(z)

2.4.3. Megjegyzés. Az el6bbi tétel akkor is érvényben marad, ha

Jim f(@) = Jim g(e) = —o0
vagy
xlggo f(z) = —o0és ;vllg:lo g(x) =00
vagy
lim f(z) =00és lim g(z) = —cc.

Tr—x0 T—T0
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2.4.4. Megjegyzés. A L'Hospital-szabély ,,%” vagy ,,>c” alaku hatdrérték meg-

hatdrozdsdra haszndlhatd, azonban megfeleld helyettesitéssel mds alaku fiigg-
vények hatdrértéke is kiszdmolhat6 a segitségével.

Ha a hatarérték ,,0 - co” alakd, azaz ha f és g olyan fiiggvények, hogy

lim f(z) =06s zlirglo g(z) = £o0, akkor az egyik lehetGségiink, hogy

T—T0
lim f(z)-g(x) = lim @,
T—T0 T—T) ———
9(z)
ami mér § alakd, ugyanis lim f(z) = 0 és mivel lim g(z) = oo, ezért
T—T0 T—T0
. 1 . Py
xl;n;() @ = 0. A maésik lehet&ség, hogy
lim f(z)-g(x) = lim M,
T—T0 T—T0 ——
fz)
ami mdr 2 alakd, ugyanis lim g(x) = oo és mivel lim f(z) = 0, ezért
T—T0 T—T0
. 1 _
xlggo 7@ +o0.

Ha a hatarérték 0° alakd, azaz ha f és g olyan fiiggvények, hogy lim f(z) =0
T—xQ

és lim g(x) = 0, akkor a
T—T0

lim f(x)9@

T—T0
hatarérték dgy szamolhatd, hogy elvégezziik a
lim f(z)?® = lim /@7 — iy e9(@) (@)
T—To r—To T—T0

atalakitast és ekkor mar lim g¢(z)-In f(x) egy 0-(—o0) alak hatarérték, amire
T—T0

mar alkalmazhat6 a kordbban leirt eljaras.
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Kidolgozott feladatok

114. Feladat. Szdmoljuk ki az f(z) = 2 + 822 — 2z + 1 fiiggvény harmadik
derivaltjat!
Megoldas:
A fiiggvény derivéltja
f'(z) = 32 + 16z — 2,
a mdsodik derivalt
1" (z) = 6z + 16,
a harmadik derivélt
f/// (ﬂj‘) — 6
115. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = In x fiiggvény n-edik derivaltjat!
Megoldas:

A fiiggvény elsé derivaltja

a mdsodik derivaltja

a harmadik derivéltja
2
" -9 -3 _ =
P@) =207t =
Ebbdl megsejthetd, hogy az n-edik derivalt

f(")(a:) _ (=)™ (n - 1)!'

xn
116. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = \/x fiiggvény negyedik derivaltjat!
Megoldas:

A fliggvény derivéltja
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A masodik derivalt

1 _3 1
" )= ——x 2 = — .
7' (@) o
A harmadik derivalt 5 5
5
f(x)= 272 = .
8 8. /b
A negyedik derivalt
@) = —2ah = -2

16 16Vl
117. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = sin x fiiggvény n-edik derivaltjat!
Megoldas:

A fiiggvény derivéltja f'(x) = cosx, masodik derivaltja f”(x) —sinwz,

harmadik derivaltja f”/(x) = — cosx, negyedik derivaltja f(*)(z) = sina.
Innentdl kezdve ugyanezek a derivaltak ismétlédnek, igy

sinx, han = 4k (azaz, ha n oszthatd 4-el)
cosz, han =4k + 1 (azaz, ha n 4-el osztva 1 maradékot ad)

f () =

—sinz, han = 4k + 2 (azaz, ha n 4-el osztva 2 maradékot ad)
—cosxz, han =4k + 3 (azaz, ha n 4-el osztva 3 maradékot ad).

118. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 22 - Inx fiiggvényt! Hatdrozzuk meg az
1" (1) értéket!
Megoldas:
A fiiggvény elsé derivaltja
1
flx)y=2¢ mz+2?- - =2z-Inz+z=x-2nz+1).
x

A masodik derivalt

2
f"(@)=2lnz+1+x-==2nx+3.
X

A harmadik derivalt

(@) =2,

X
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119. Feladat. Szamoljuk ki az f(t) = el =2t fliggvény mdsodik derivaltjat!
Megoldas:
Az Osszetett fliggvény derivdlasi szabdlya szerint

Ft) = el 72 (—6t2).

1—-2t3 4

Legyen most u(t) = e és v(t) = —6t2. Ekkor a szorzat fiiggvény de-

rivéalési szabdlyat alkalmazva
F@) =u'(t) - v(t) +u(t) v'(t) =
= el (—6t7) - (—6t2) + ! 72 (—12t) =
= e!72% . 36¢% — o172 19t = 12 . (3611 — 12¢).
120. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(t) = In(1 + ¢2) fiiggvény masodik de-
rivaltjanak zérushelyeit!
Megoldas:

Az Osszetett fliggvény derivélési szabdlyat alkalmazva

1 2t
)= —— 2= ——.
=15 1+ ¢2

A hényados fliggvény derivélasi szabdlyat alkalmazva

() = 2-(1+t%)—2t-2t  2—2t2
B (1+12)2 (14 2)
Meg kell oldanunk az f”(t) = 0 egyenletet. Egy tort csak akkor lehet 0, ha a
szamldléja 0, igy a 2 — 2t? = ( egyenletet kell megoldanunk, amibdl ¢; = —1,
illetve to = 1 adodik.

121. Feladat. Szimoljuk ki a lim ST atdrértéket!
z—

x
Megoldas:
Kiilon kiszamolva a szamlalé hatarértékét és kiilon a nevez6ét
lim sinxz =sin0 =0 lim =0
z—0 z—0

adddik, igy mind a szdmléld, mind a nevezd hatdrértéke 0, tehét alkalmazhatd
a L’Hospital-szabaly:
. . /
S T ( S1n LB) . COS T
m

lim = lim =
z—0 xT x—0 ik z—0 1
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2 _
122. Feladat. Szdmoljuk ki a lim % hatarértéket!
x>

72 —
Megoldas:
A szamlalo hatarértéke

lim (22 =52 +6)=3>-5-3+6=0,
r—3

a nevezd hatarértéke

lim (22 -9)=9-9=32-9=0,

z—3

igy azt kaptuk, hogy mind a szdmlal6, mind a nevezd hatarértéke 0, tehat alkal-
mazhat6 a I’Hospital-szabaly:

x2—5x—|—6_1_ 23:—5_1

lim ——— = lim —.
r—3 .132 -9 r—3 2x ()
in4
123. Feladat. Szamoljuk ki a lim " hatérértéket!
x—0 5x
Megoldas:
Kiilon kiszamolva a szamlalé hatarértékét és kiilon a nevezbét
lim sindx =sin0=0 lim 524 =5-0=0
r—0 x—0

adédik, igy mind a szdmléld, mind a nevezd hatarértéke 0, tehét alkalmazhatd
a L’ Hospital-szabdly:

sin 4x ) ( sin 4£L‘>/ 4dcosdxr 4

lim = lim = lim = -

x—0 X z—0 (5:1?)/ z—0 5 5
sin 2x

124. Feladat. Szamoljuk ki a lim

- hatarértéket!
z—0 SIn4x

Megoldas:

Kiilon kiszamolva a szamlalo hatarértékét €s kiilon a nevezdét
lim sin2x =sin0 =0 lim sindz =sin0 =0
x—0 x—0

adédik, igy mind a szdmléld, mind a nevezd hatarértéke 0, tehét alkalmazhatd
a L’Hospital-szabaly:

. sin2x . ( sin Qm)/ . 2cos2x 1
lim — = lim —%5 = lim = —,
z—0 sindx  z—0 ( sin 4w) z—0 4cosdxr 2
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1 _ T
125. Feladat. Szamoljuk ki a lim " hatdrértéket!

z—0 sin 3z

Megoldas:

Kiilon kiszamolva a szamlalo hatarértékét €s kiilon a nevezGét
lim (1—e")=1-¢"=0 lim sin3z =sin0 =0
x—0 z—0

adddik, igy mind a szamléld, mind a nevezd hatarértéke 0, tehat alkalmazhat6
a L’Hospital-szabaly:

.o 1—e" . —e® 1
lim — = lim = ——.
z—0 sin3xz  z—0 3cos3x 3
_ =3z
126. Feladat. Szdmoljuk ki a lim hatarértéket!
x—0 x
Megoldas:
Kiilon kiszamolva a szamlalo hatarértékét €s kiilon a nevezdét
lim (1-7%)=1-1=0 lim z =0
x—0 z—0

adodik, igy mind a szdmlél6, mind a nevezd hatdrértéke 0, tehét alkalmazhatd
a L’Hospital-szabdly:

1— 3x _ 9 .73z, 1
lm 2 g T T
z—0 T z—0 1
L. . .. 1l—cos2z o
127. Feladat. Szdmoljuk ki a lim ————— hatarértéket!

z—0 1 — cos 3z
Megoldas:
A sz4mlél6 hatarértéke
iii%(l—cost):1—c030:1—1:O,

a nevezd hatarértéke

lim 1 —cos3x=1—cos0=1-1=0,
z—0
igy azt kaptuk, hogy mind a szdmlal6, mind a nevez hatarértéke 0, tehdt alkal-
mazhat6 a L’Hospital-szabdly:
1 — cos2x . (1 — COoS 2:5), ) 2sin 2x

lim ———— =lim ——+—% = lim — )
z—0 1 —cos3x  z—0 (1 —cos3x)/ z—0 3sin 3z
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A kapott tort szamléal6janak és nevezdjének szintén 0 a hatdrértéke, igy ismétel-

ten alkalmaznunk kell a L’Hospital-szab4lyt:
. 2sin2x 4cos2z 4
lim 8 = = —,
z—0 3sin3z  9cos3x 9

128. Feladat. Szdmoljuk ki a

) e3x
lim —
T—00 I
hatarértéket!
Megoldas:
A szamlalo hatarértéke
lim €% = o0,
Tr—r00
a nevezd hatarértéke
lim 22 = 00,
Tr—r00

igy azt kaptuk, hogy mind a szdmldl6, mind a nevez$ hatarértéke oo, tehat
alkalmazhat6 a L’Hospital-szabaly:
3x 3z | 3

T—=00 T z—oo  2x

A Kkapott tort szamlaléjanak és nevezdjének szintén oo a hatarértéke, igy is-
mételten alkalmaznunk kell a L’Hospital-szabalyt:
] e3x .3 ) e&r .9

lim = lim

z—00  2X T—00 2

= OQ.
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2.5. Differencialhaté fiiggvények vizsgalata

Elméleti osszefoglalo

Ebben a fejezetben a kovetkezd roviditésekkel éliink:

mon. monotonitas
konv. konvexitas
lok. min. | lokalis minimum
lok. max. | lokalis maximum
i.p. inflexiés pont
n.é. nincs értelmezve

2.5.1. Tétel. Legyen f: I — R differencidlhat6 fiiggvény. Az f fiiggvény
pontosan akkor monoton névekv 7-n, ha minden x € I esetén f'(x) > 0.

Az f fiiggvény pontosan akkor monoton csokkend I-n, ha minden = € I esetén
f'(@) <0.

2.5.2. Tétel. Az f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvény pontosan akkor
konvex I-n, ha f”(x) > 0 minden = € I esetén.

Az f: I — R kétszer differencidlhat6 fiiggvény pontosan akkor konkav I-n,
ha f”(x) < 0 minden z € I esetén.

2.5.3. Megjegyzés. Ha az f: I — R fiiggvénynek az z¢ € I helyen megval-
tozik a konvexitasa, akkor f-nek az xq helyen inflexios helye van. Ilyenkor az
(mo; f (:1:0)) pontot inflexids ponmak nevezziik.

2.5.4. Megjegyzés. Teljes fiiggvényvizsgalat alatt azt értjitk, amikor a kovet-

kez6 1épéseket hajtjuk végre:

1. Meghatarozzuk a valés szimok halmazanak azt a legb6vebb részhalmazat,
ahol a fiiggvény értelmezhetd.

2. Meghatérozzuk a fiiggvény zérushelyeit.

3. Kiszamoljuk a fiiggvény elsd derivaltjit, majd annak zérushelyeit, amelyek
segitségével megvizsgaljuk a fliggvényt monotonitds és lokdlis szEéls6érték
szerint.

4. Kiszamoljuk a fiiggvény masodik derivaltjat, majd annak zérushelyeit, ame-
lyek segitségével megvizsgaljuk a fliiggvényt konvexitds szempontjabdl és
meghatarozzuk az inflexids helyeket.

5. Kiszdmoljuk a hatarértékeket az értelmezési tartomany hatdrpontjaiban.
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6. Felvazoljuk a fiiggvény grafikonjat.

7. Meghatéarozzuk a fiiggvény értékkészletét.

8. Megvizsgaljuk a fiiggvény korldtossdgat.

9. Megvizsgéljuk a fiiggvény paritdsat.

10. Megadjuk a fiiggvény abszolit (globalis) sz€él6sérték helyeit és értékeit.
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Kidolgozott feladatok

129. Feladat. Végezziik el az f(x) = 2® — 3x fiiggvény teljes fiiggvényvizs-
gélatat!

Megoldas:
1) Ertelmezési tartomany: z € R.
2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldaséval kapjuk:
3 — 3z = 0,
amibdl z-et kiemelve azt kapjuk, hogy
z- (2 —-3)=0.
Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényez&je nulla, igy x = 0,

vagy 22 — 3 = 0, ez utébbibél z = /3, vagy x = —+/3. Igy a fiiggvénynek
harom zérushelye van, a 0, V3 és —/3.

3) A fiiggvény derivaltja:
f'(x) =32 — 3.
Meghatdrozzuk ennek zérushelyeit, azaz megoldjuk a 322 — 3 = 0 egyenletet:
322=3 = 32°=3 = 2?2=1,

amibdl azt kapjuk, hogy x = +1. Az els6 derivalt el§jelét tablazatban foglaljuk
0ssze:

x |]—oo;—=1[| z=—-1|]=L1]| =z=1 |]|L;00]
f(x) + 0 — 0 +
fx) Va lok. max. N lok. min.

f(z) 2 —2

4) A fiiggvény masodik derivaltja:
f"(x) = 6x.
Ennek zérushelye, azaz a 6x = 0 egyenlet megolddsa x = 0. Ennek meg-

felelen tablazatba foglalva megvizsgéaljuk a masodik derivalt el6jelét, amibol
kovetkeztethetiink a fiiggvény konvexitdsara:
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x |]—o00;0[| 0 | ]0;00]
f'(=) - 0] +
f(x) | konkdv | i.p. | konvex
f(z) 0

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

Az értelmezési tartomany hatarpontjai —oo és co. Mindkét hatarértéket tigy
kaphatjuk meg, hogy emeljiikk ki a polinom fiiggvény legnagyobb fokszamu
tagjat:

lim f(z)= lim (23 —3z)= lim 2°- <1 - ) = —00;

T—r—00 T—r—00 T—r—00

lim f(z) = lim (23 — 3z) = lim 3 - <1 ! > = 00.

ZT—00 Z—00 Z—00 2

7~ 7z

6) A fliggvény abrdzoldsdhoz készitiink egy 6sszefoglalé tablazatot, az el6z6
két tablazat alapjan.

r<—1|-1<zx<0|0<z<l| z>1

Mon. s AW N\ a

Konv. | konkav konkav konvex konvex

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fliggvény grafikonjat:

5 4 3 - -1 1 2 3 4 5 6
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7) Ertékkészlet: y € R.
8) Korlatossdg: nem korlatos.
9) Paritds: paratlan, mert szimmetrikus az origdra.

10) Abszolut (globélis) szélsdérték: nincs.

130. Feladat. Végezziik el az f(z) = (z — 2) - (x + 1)? fiiggvény teljes fiigg-
vényvizsgalatat!

Megoldas:
1) Ertelmezési tartomany: = € R.
2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megolddséval kapjuk:
(x—2) (z+1)*=0.
Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla, igy z—2 = 0,

amibél z = 2, vagy (z + 1)2 = 0, amib6l z = —1. Igy a fiiggvénynek ketts
darab zérushelye van, a —1 és a 2.

3) Mielbtt derivaljuk a fiiggvényt elvégezziik a nevezetes azonossigot és fel-
bontjuk a zardjelet:

f@)=(z-2)-(z+1)°=(z-2)- (2" + 22 +4) =
=234+ 2%+ -2 —dx —2=12%—32—2.
A fiiggvény derivéltja:
f'(x) =32 — 3.
Meghatdrozzuk ennek zérushelyeit, azaz megoldjuk a 322 — 3 = 0 egyenletet:
322=3 = 32?2=3 = 2?=1,

amibdl azt kapjuk, hogy x = +1. Az els6 derivalt el§jelét tablazatban foglaljuk
0ssze:

r |]—oo;—1[| z=—-1 |]-1L1]| z=1 |]|l;00]
I (z) + 0 - 0 +
fx) v lok. max. N lok. min.

f(z) 0 —4

4) A fiiggvény masodik derivéltja:
f'(x) = 6x.
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Ennek zérushelye, azaz a 6z = 0 egyenlet megolddsa x = 0. Ennek megfele-
16en tablazatba foglalva megvizsgédljuk a masodik derivilt elGjelét:

r<0|z=0] >0
)| = 0 +
f(x) | konkdv | i.p. |konvex
f(x) —2

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

lim f(z)= lim (x3—3x—2): lim x3'<1—3—23>:—oo;

T—r—00 T——00 Tr——00

1 2
lim f(z) = lim (23 — 3z — 2) = lim :U3-<1——> = 00.

T—00 T—00 T—00

6) A fliggvény dbrdzoldsdhoz készitiink egy 6sszefoglald tablazatot, az el6z6
két tablazat alapjan.

r<—-1|-1<x<0|0<z<]l| z>1
Mon. Ve N N a

Konv. | konkav konkav konvex konvex

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fliggvény grafikonjat:
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7) Ertékkészlet: y € R.
8) Korlatossdg: nem korlatos.
9) Paritds: nem paros és nem pdratlan.

10) Abszolut (globélis) szélsdérték: nincs.

131. Feladat. Végezziik el az f(x) = x* — 423 fiiggvény teljes fiiggvényvizs-
gélatat!

Megoldas:
1) Ertelmezési tartomany: = € R.
2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk:
at — 423 =0 = 2 (z—4)=0.

Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényez&je nulla, igy x = 0,
vagy x = 4.
3) A fiiggvény derivéltja:

f(z) = 42 — 1222
Meghatédrozzuk ennek zérushelyeit, azaz megoldjuk a 423 — 1222 = 0 egyen-
letet. Ebbdl 22-et kiemelve

x? - (4 —12) =0,

adodik, ami csak gy lehet, ha 22 =0,azazzx =0, vagy 4z — 12 = 0, amibol
dr = 12, igy x = 3. Az elsd derivilt elGjelét tablazatban foglaljuk Ossze:

x| ]—o00;0] 0 10; 3[ 3 13; 00|
f(x) — 0 — 0 +
f(zx) AW nincs lok. sz. é. | N\, | lok. min.
f(zx) 0 27

4) A fiiggvény masodik derivaltja:
" (z) = 122% — 24z

Ennek zérushelye, azaz a 1222 — 24z = 0 egyenletet kell megoldanunk. Ha
x-et kiemeliink, akkor z - (122 — 24) = 0 ad6dik. Egy szorzat gy lehet 0, ha
valamelyik tényezdje 0, igy z = 0 vagy 122 — 24 = 0, amibdl z = 2. Ennek
megfelelden tablazatba foglalva megvizsgaljuk a masodik derivalt eléjelét:
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x |]—o0;0[| 0 | ]0;2] 2 | ]2;00]
" (x) + 0 — 0 +
f(x) | konvex |ip.|konkdv | i.p. |konvex
fx) 0 —16
5) Hatérérték az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban:
: : 4 3 : 4 4
lim f(z)= lim (2" —42°)= lim 2" -(1— =) = oc;
T——00 T——00 T——00 xT

lim f(z) = lim (z* — 423) = lim 2*- <1 - 4) = 00.

T—00 T—00 T—00 €T

6) A fiiggvény dbrdzoldsdhoz készitiink egy Osszefoglald tdblazatot, az el6z6
két tabl4zat alapjan.

<0 |0<er<2|2<z<3|z>3

Mon. | ™\, AN Y /

Konv. | konvex konkav konvex konvex

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fliggvény grafikonjat:

40
30
20

10

-10

-20

7) Ertékkészlet: y € [—27; 0ol
8) Korlatossédg: alulrdl korlatos, feliilrél nem korlatos.

9) Paritds: nem paros és nem pdratlan.
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10) Abszolut (globdlis) sz€éls6érték: minimuma van, minimum hely: z = 3,
minimum érték: y = —27.

132. Feladat. Végezziik el az f(x) = In(1 + z?) fiiggvény teljes fiiggvény-
vizsgélatat!

Megoldas:

1) Ertelmezési tartomany: = € R.

2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megolddséval kapjuk:
In(1 + 2?%) =0,

amibdl 1 4 22 = 1, igy = = 0 adédik.

3) A fiiggvény derivaltja:

f'(x) _ 1 2x

2 = .
T+22 YT 1422

Ennek zérushelye z = 0.
Az elso derivalt elgjelét tablazatban foglaljuk ossze:

x |]—o00;0[ 0 10; 00|
f(x) — 0 +
fx) AW lok. min.

f(z) Inl1=0

4) A fiiggvény masodik derivéltja:

2-(1+2%) —22-20 —22%2+2

f(x) = (1 + 22)2 = (1+ 22)?

Ennek zérushelyei,
—22% +2 9

igy x = £1. Ennek megfelel6en tablazatba foglalva megvizsgaljuk a masodik
derivalt elojelét:

x |]—oo;—=1[| =1 |]=1;1[| 1 | ]1;00]
1 (z) - 0 + 0 -
f(zx) konkdv | i.p. | konvex | i.p. | konkdv
f(z) In2 In2
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5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

6) A fiiggvény dbrizoldsdhoz készitiink egy dsszefoglalé tablizatot az el5z6 két

tdblazat alapjén.

lim f(z) = lim In(1+ 2?) = oo;
Tr——00

T—r—00

: o 2y _
xlirrgo f(z) = xhﬁngo In(1 + z%) = co.

r<—-1|-1<ax<0|0<z<]l| xz>1
Mon. Ny Ny Ve N
Konv. | konkav konvex konvex konkav

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fliggvény grafikonjat:

le.,10k1.,nin. (0;0)

7) Ertékkészlet: y € [0; 00].

8) Korlatossdg: a fliggvény alulrdl korlatos, feliilr6l nem korldtos, igy nem
korlétos.

9) Paritas: paros, mert a grafikonja szimmetrikus az y-tengelyre, azaz minden
x € Resetén f(—z) = f(z).

10) Abszolut (globdlis) sz&lséérték: minimum hely: z = 0, minimum érték:
y = 0.

133. Feladat. Végezziik el az f(x) = (z + 3) - e~ * fiiggvény teljes fiiggvény-
vizsgélatat!

Megoldas:
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1) Ertelmezési tartomany: = € R.
2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk:
(x+3)-e* =0,

amibdl x = —3, ugyanis egy szorzat csak tigy lehet 0, ha valamelyik tényezb6je
0, azonban e~ sehol sem 0.

3) A fiiggvény derivaltja
F@) =e (1) (@+3)+e " =c - (-2 - 2).

Ennek zérushelyeit, azaz az e™* - (—x — 2) = 0 egyenlet egyetlen megolddsa

r = —2, ugyanis e~ * sehol sem 0. Az elsd derivlt el6jelét tdblazatban foglal-
juk Ossze:
r |]-o0=2[| -2 |]-209
f'(z) + 0 -
f(zx) v lok. max. N
f(z) e’

4) A fiiggvény masodik derivaltja:
flla)y=e " (-1) (mz—2)+e ™ (1) =" (z+1).

Ennek zérushelyei, azazae™"-(z+1) = 0 egyenlet megolddsa x = —1. Ennek
megfelel6en tablazatba foglalva megvizsgaljuk a masodik derivalt el6jelét:

x |]—o0;—=1[| =1|]—1;00]
(z) _ 0 T
f(zx) konkdv | i.p. | konvex
f(z) 2e

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

lim f(z)= lim e *-(z+3) = —ox;

T—>—00 T——00

1
)~ len et (et 8] — o L
g ) = e ) =l e = e =0

”

6) A fiiggvény dbrazoldsdhoz készitiink egy 0sszefoglal6 tablazatot az el6z6 két
tablazat alapjan.
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T < -2

—2<zrz<—1

r>—1

Mon.

/

N

hY

Konv.

konkav

konkav

konvex

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fliggvény grafikonjat:

7) Ertékkészlet: y < e2.
8) Korlatossag: a fiiggvény feliilrdl korlatos, alulrél nem korlatos.

9) Paritds: nem paros, nem pdratlan.
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10) Abszolit (globdlis) sz€éls6érték: maximum hely: x = —2, maximum érték:

y = e

134. Feladat. Végezziik el az f(x) = z - In z fiiggvény teljes fiiggvényvizsga-

latat!

Megoldas:

1) Ertelmezési tartomény: = €]0; ool

2) Zérushely: az x - Inx = 0 egyenletet kell megoldanunk. Egy szorzat ugy
lehet 0, ha valamelyik tényez&je 0, igy + = 0 vagy Inx = 0. Azonban x = 0
nem eleme az értelmezési tartomanynak, igy csak In z = 0 teljesiilhet, amibsl

x = 1 adddik.
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3) A fiiggvény derivéltja:
y 1
fflx)=1-Inz+z-—=Inz+ 1.
x

Az Inz + 1 = 0 egyenletet kell megoldanunk. Atrendezve Inz = —1 adédik,
amibél azt kapjuk, hogy = = e~ 1. Az elsé derivalt elSjelét tabldzatban foglaljuk
ossze:

x | —ooje ! e ! Jle=tio0f
f'(z) - 0 +
fx) N lok. min. Va
f() e

4) A fiiggvény masodik derivaltja:

f”($) =

X

aminek nincs zérushelye, igy a fiiggvény vagy mindenhol konvex vagy min-
denhol konkdv. Mivel x > 0, ezért % > 0, igy f értelmezési tartomanyanak
minden pontjaban konvex.

5) Hatérérték az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban: a 0 pontban a job-
boldali hatarértéket L’ Hospital-szabdly alkalmazdsaval kapjuk:

1

. . . Inx . =
lim f(z) = lim x-lnr= lim — = lim —*—5 =
z—0+ z—0+ z—0+ z—0+ —x~
1
= lim % = lim —7-(:):2) = lim —x =0.
z—0+ -2 z—=0+ X z—0+

A oco-beli hatarérték

lim f(z) = oc.

T—00

6) A fiiggvény grafikonja:
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14
12

0.8
0.6
0.4
0.2

04 -0.2 02 04 06 0871 12 14 16 18 2 22 24 26 28
0.2

04

7) Ertékkészlet: y € [% . ln%;oo[ = [ L oo[.

-1
8) Korlatossag: a fiiggvény alulrdl korlatos, de feliilr6l nem korlatos, igy nem
korlatos.

9) Abszoliit (globdlis) sz€éls6érték: minimum hely: © = % minimum érték:
y=—c

10) Invertdlhat6sdg: invertdlhatd, mert kiilonboz6 elemekhez kiilonbozd ele-
meket rendel.

135. Feladat. Végezziik el az f(z) = fiiggvény teljes fiiggvényvizs-

gélatat!

xr
2 +1
megoldas:

1) Ertelmezési tartomany: = € R.

2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megolddséval kapjuk:
X
f(x)_:p2+1_0 = x = 0.

3) A fiiggvény derivéltja:

, 2?+1—z- 2z —z?+1
fi(z) = = :
@17 @1

Meghatérozzuk a derivalt zérushelyeit:

.2
s S S R =1,
(24 1)2
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amibdl azt kapjuk, hogy x = £1. Tovdbba

illetve

-1 1

fE=Cpe =y
1 1
==y

Az elsé derivilt elgjelét tablazatban foglaljuk ssze:

x | —o0;—1] -1 | —1;1] 1 115 00]
f(x) — 0 + 0 —
f(x) AW lok. min. N lok. max. |\,
/() 3 2

4) A fiiggvény masodik derivéltja:

Mivel

ezért a masodik derivélt zérushelyei: 1 = 0, x2

1'(z) =

223 — 61

—2r- (22 + 1) — (=22 +1)-2 (2 +1) - 22

(z? +1)(—22% — 2z + 423 — 4z)  22° — 62

=0 =

2o 2 2 2

($2 + 1)4
(1»2 + 1)4
2% —6x=0 =

o ==
"’C(O)ZOZOHZO
9= =

- ($2 + 1)3'

2z - (22 —3) =0,

—V/3, 3 = /3. Az f

Téblazatba foglalva megvizsgéaljuk a masodik derivalt elGjelét:
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x ] —o0;< =V3[ | =V3|]—V3;0]

1 (x) - 0 +

konkav i.p. konvex | i.p.

—/3
o 0

x [10:v3l| V3 |1V3iocl
@] - 0] +

(z) | konkav | ip. | konvex

(@)
f(@) =3

w

4

5) Hatérérték az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban:

—_

]|

lim f(z)= lim Y~ lim T =0.

T—00 J:—>oo;1;‘2—|—1_x—>oox-|-7
x

6) Az el6bbiek felhasznaldsaval fel tudjuk vazolni a fiiggvény grafikonjat:

0.6

0.4

0.2

0

-g.2

-0.4

-0.6

-0.8

2'2

8) Korlatossdg: korlatos.

, 11
7) Ertékkészlet: y € [— }

9) Paritas: paratlan, mert szimmetrikus az origéra.

P
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10) Abszolit (globdlis) szélséérték: minimum hely: z = —1, maximum hely:

r =1.
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136. Feladat. Végezziikkel az f(z) = = + é fiiggvény teljes fiiggvényvizsga-
latat!

megoldas:

1) Ertelmezési tartomény: = € R \ {0}.

2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldaséval kapjuk:

1 2
z+—=0 = z°+1=0,
x

igy nincs zérushelye a fliggvénynek.

3) A fiiggvény derivaltja:

1
() =1- —.
fla)=1- -
Ennek zérushelyei, azaz az #2 — 1 = 0 egyenlet megolddsa:
1= xz,
amib6l ¢ = —1, z = 1. Az elsd derivilt el§jelét tdbldzatban foglaljuk dssze.

(Egy fiiggvény ott is valthat el6jelet, ahol nincs értelmezve!)

r |J—ooi—1[] =1 J]=10[] 0 J]0;1] 1 J1; 00
f'(x) + 0 - né | — 0 +
f(zx) Va lok. max. N n. é. | \, |lok. min.
f(zx) —2 n. é. 2

4) A fiiggvény mésodik derivaltja:
2
" .
fi(x) = 3

Ennek nincs zérushelye, mert egy tort csak akkor nulla, ha a szdmlélgja nulla,
azonban 2 # 0, igy a fiiggvénynek nincs inflexids pontja, tovabbda masodik
derivalt csak « = 0-ban vélthat elgjelet.

x |]—o0;0[| 0 []0;00[
1(x) - n. é. +
f(x) | konkdv |n.é. | konvex

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:
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lim f(z)= lim x4+ — = —o0c.
T——00 T—r—00 X

1
lim f(z) = lim 2+ — = oc.
x

T—>r00 T—>00

1 1
lim f(z) = lim z+ — = lim —— —n = —o0.
z—0— z—0— x n—oo N
lim f(z)= lim 4 — = lim — 4 n = co.
z—0+ z—0+ x n—oo 1

6) A fiiggvény abrazolasdhoz készitiink egy Osszefoglalé tablazatot, az el6z8
két tabl4zat alapjan.

r<—-1|-1<z<0|0<z<]l| z>1
Mon. Ve N N a

Konv. | konkav konkav konvex konvex

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fliggvény grafikonjat:

-16 -14 -12-10 -8 6 -4 -2_/0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

7) Ertékkészlet: y € R\] — 2;2].
8) Korlatossag: a fiiggvény feliilrél nem korlatos, alulrél nem korlatos.
9) Paritas: pératlan.

7z

10) Abszolit (globalis) szélsdérték hely: nincs.
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2.6. Gazdasagi fiiggvények vizsgalata

137. Feladat. Valamely termék ¢ mennyiségének elballitasi koltsége

Cle)=¢" -9 +15¢+30 (0<q<7).
Az el6allitott mennyiséget ezer darabban, az eldallitasi koltséget millié forint-
ban értjiik.
a) Adjuk meg a C fiiggvény deriviéltjat, azaz a hatarkoltség fuggvényt!
b) Vizsgéljuk meg monotonitds és szElsdérték szempontjabdl a C' fiiggvényt!
¢) Adjuk meg a C fiiggvény masodik derivaltjat!
d) Vizsgaljuk meg konvexitas és inflexiés pont szempontjabol a C' fiiggvény!
e) Vazoljuk fel a C fiiggvény grafikonjat!
f) Elemezziik gazdasdgi szempontbdl a koltségfiiggvényt!

Megoldas:
a) A C fuggvény deriviltja:
C'(q) = 3¢*> — 18¢q + 15.

b) A derivélt fiiggvény zérushelyei a
3¢ —18¢+15=0 = @ —6g+5=0

egyenlet megolddsai. A mdsodfokd egyenlet megoldoképletét alkalmazva
azt kapjuk, hogy

6+v36—-4-5 6+4

2 2
tehat g1 = 1, illetve g2 = 5. A C fliggvény helyettesitési értéke a q1 €s ¢
helyeken:

q1,2 =

C(1)=1-9+15+ 30 = 37,
tovabba
C(5)=5"—-9-52415-5+30 = 5.

Az els6 derivilt elgjeleit tartalmazé tablizat:

q | ]0;1] 1 ;5[] 5 15 7]
C'(q) | + 0 — 0 +
C(q) |  |lok.max.| ~, |lok. min.|
C(q) 37 5
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¢) A fiiggvény mésodik derivéltja:
C"(q) = 6q — 18.

d) A masodik derivalt zérushelye a
6g—18=0

egyenlet megolddsa. Tehdt ¢ = 3. A C fiiggvény helyettesitési értéke a
q = 3 helyen:
C(3) =21.

A masodik derivalt el6jeleit tartalmaz6 tablazat:

q 10;3[ | 3 | J3:7]
C'(q) — 0 +
C(q) | konkav | i.p. | konvex
C(q) 21

e) A C fiiggvény grafikonjan A = (0;30) jeloli a fiiggvény értelmezési tar-
tomdnydnak kezdGpontjdhoz tartozé grafikonpontot, B = (1;37) jeldli a
globdlis maximumot. A C' = (3;21) pont az inflexiés pont, D = (5;5) a
globdlis minimum, és E = (8;37) a fiiggvény értelmezési tartomanyanak
végpontjdhoz tartoz6 grafikonbeli pont, ami egyben globélis maximum is.
A fiiggvény grafikonjanak képe:

40
35
30d o
25
20
15

10
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f) A fliggvény grafikonjabdl és a kordbbi szdmoldsokbdl leolvashatd, hogy a
koltségiink akkor lesz a lehet6 legkisebb, ha 5 ezer darab terméket dllitunk
el6. Ebben az esetben 5 millid forintos koltséggel kell szdmolnunk.

138. Feladat. Valamely termék ¢ mennyiségének el6allitdsahoz tartozé bevé-
teli fiiggvény:

R(q)=+q-(10-¢q)  (0<q<16).
Az elGallitott mennyiséget ezer darabban, a bevételt milli6 forintban értjiik.
a) Adjuk meg az R fiiggvény derivéltjat, azaz a hatarkoltség fiiggvényt!
b) Vizsgaljuk meg monotonitds és sz€ls6érték szempontjabol az R fiiggvényt!
¢) Adjuk meg az R fliggvény masodik derivaltjat!
d) Vizsgaljuk meg konvexités és inflexids pont szempontjabdl az R fiiggvényt!
e) Vazoljuk fel az R fiiggvény grafikonjat!
f) Elemezziik gazdasagi szempontbdl a koltségfiiggvényt!

Megoldas:

a) Az R fiiggvény derivaltja:

1
R(q)=(va - (10—-q)" = (¢2 - (10— ¢q)) =

1 1 1
=547 (10-g)+q2-(-1) =

111 1 1 1 3 1 5 3
= bq 2—§q2_§q 2 = bq 2—§.q2_%—§~\/@

b) Megoldjuk az

) 3

— - = = 10-3¢=0

Vi 2 Va q

egyenletet, amibdl azt kapjuk, hogy ¢ = %.

c) A fiiggvényérték a g = % helyen:

10 10 10
) =y/=(10-=) ~ 12,17,

Az elsé derivalt elgjelét tablazatban foglaljuk ossze:
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g 1R[] [)Es0]
R'(q) + 0 —
R(q) | | lok. max. N
R(q) 12,17

d) A fiiggvény masodik derivéltja:
5 3

3 ‘5 _ _ 3
-t NN

R'(q) = <5q‘5 —54q
e) Az R’ fiiggvény értelmezési tartomédnydnak minden pontjdban negativ, igy
az R fiiggvény értelmezési tartomdnydnak minden pontjdban konkéyv, kovet-
kezésképp nincs inflexids pontja.

N|=

N

3
- —x
4

(SIS

f) Az R fuggvény grafikonjan A = (0;0) jeloli a fuggvény értelmezési tar-
tomdnyanak kezdSpontjdhoz tartozé grafikonpontot, B = (1;37) jeloli a
globdlis maximumot. A C' = (10;0) pont a fliggvény értelmezési tar-
tomdnydnak végpontjdhoz tartozé grafikonbeli pont, ami egyben globdlis

minimum is. A fiiggvény grafikonjanak képe:
I 4

B

12

10

0o 2 4 6 8 10

g) A fliggvény grafikonjabdl és a kordbbi szamoldsokbol, hogy a bevételiink
akkor lesz a lehet6 legnagyobb, ha 3 333 darab terméket allitunk el6. Ebben
az esetben 12 170 000 forintos bevétellel szamolhatunk. Ha 3 333 terméknél
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tobbet gyartunk, akkor a bevételiink egyre csokkenni fog, mig 10 000 darab
termék gyaratsanal mér 0 lesz. Ez azzal magyardzhato, hogy a piac telitddik,
igy hidba gyartunk nagyon ,,sok” terméket, egy id6 utdn mér vesztégessé
valik a gazdasdgunk.

139. Feladat. Egy csatornabdl kifoly6 vizet egy 100 literes hordéban gydjtik
Ossze. Az 6sszegyllt viz egy részét ontozésre hasznaljak, igy a hordébdl tovabb
vezetik egy kis kert foldjére. A hordéban 1évé folyadék mennyisége az id6
fliggvényében a
Q(t) = 2t° — 211> + 60t
fiiggvény szerint alakul a [0; 6] idGintervallumban, ahol ¢ a megfigyelés 6ta el-
telt napok szdmat jelenti.
a) Mennyi folyadék volt a hordéban a megfigyelés kezdetén és mennyi volt a
megfigyelés végén?
b) Adjuk meg, hogy a megfigyelés utdn 1 nappal hdny liter folyadék volt a
hordéban?
¢) Adjuk meg a valtozasi gyorsasagot az id6 fiiggvényében!
d) Mennyi a folyadék szintjének véltozdsi gyorsasdga a folyamat kezdete utdn
1, illetve 2 nappal?
e) Melyik id&intervallumban novekszik, illetve csokken a folyadék szintje?

f) Mikor maximalis, illetve minimdlis a tdrolt folyadék mennyisége a meg-
figyelés sordn, illetve mennyi a hordéban 1évé maximdlis és a minimdlis
mennyiségi folyadék?

g) Viézoljuk fel az Q(t) fuggvény grafikonjat a megfigyelés teljes idGinterval-
luméban!

Megoldas:

a) Mivel

Q0)=2-0>—-21-02+60-0=0,
ezért a megfigyelés kezdetén a hordo iires volt. A megfigyelés végén
Q6)=2-6>—21-62460-6 =36

liter folyadék volt a hordéban.
b) A megfigyelés utdn 1 nappal

Q(1)=2-1-21-1+60-1=2— 21+ 60 = 41

liter folyadék volt a hordéban.
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A viltozési gyorsasdg az id6 fliggvényében
Q'(t) = 6t — 42t + 60.
A folyadék szintjének valtozasi gyorsasdga a folyamat kezdete utin 1 nappal
Q(1)=6-1*—42-1+60 =6 — 42 + 60 = 24,

illetve 2 nappal
Q(2)=6-2>—42-2+60 =24 — 84+ 60 = 0.
Megkeressiik a derivélt fliggvény zérushelyeit, azaz megoldjuk a

62 — 42t +60 =0

egyenletet, aminek mindkét oldaldt 6-al oszthatjuk, igy
£ —Tt+10=0

egyenlethez jutunk. A misodfoki egyenlet megolddképletének felhaszndla-
séval azt kapjuk, hogy

CTHVA9 40 T+3

2 2

t1,2

amibdl az addédik, hogy ¢ = 2, illetve ¢ = 5. Az els6 derivdlt elgjeleit
tablazatba foglaljuk:

£ 110:2[1 2 1501 5 []5:6]
am | + 0 = 0 T
Q(t) | / |lok.max.| N, |lok. min.|

A megfigyelés kezdetétdl 2 napon keresztiil novekedett a hordéban 1évs
folyadék mennyisége, majd a kovetkezd 3 napban csokkent, ezt kovetden
a megfigyelés végig ismét novekedett a folyadék szintje.

Az el6z6 tablazatban lathatjuk, hogy a staciondrius helyek ¢ = 2, illetve
t = 5. Kiszamoljuk ezeken a helyeken a fiiggvény értékeket

Q(2)=2-2°-21-22460-2 =052
Q(5)=2-5"—21-52460-5=25.
Figyelembe véve, hogy a megfigyelés kezdetén 0, a megfigyelés végén 36
liter folyadék volt a hordéban azt kaptuk, hogy a legkevesebb folyadék a

megfigyelés kezdetén volt (ekkor iires volt a hordd), a legtobb folyadék (52
liter) a megfigyelés utdni 2. nap volt a hordéban.
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g2) A Q(t) fuggvény grafikonja:
70
60
50
40
30

20
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2.7. Szélsoértékszamitasi feladatok a kozgazdasagtanban

Elméleti osszefoglalo

2.7.1. Tétel. Legyen f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvény az xg € [
helyen és f’(x¢) = 0. Ekkor
e ha f”(xg) > 0, akkor a fiiggvénynek az x( helyen lokdlis minimuma
van;
e ha f"(zg) < 0, akkor a fiiggvénynek az z helyen lokdlis maximuma
van.

2.7.2. Tétel. Az el6bbi allitas altalanositdsa az alabbi:
Haaz f: I — R fiiggvény n-szer differencidlhat6 és zo € I olyan, hogy

Fl(wo) = f"(wo) = ... = fV(zg) =0,

tovabba (™) (zq) # 0, akkor
e ha n pdratlan, akkor f-nek xp-ban nincs lokalis sz&lsGértéke;
e ha n paros és f(")(xq) > 0, akkor f-nek xo-ban lokdlis minimuma
van;
e ha n paros és f(")(xq) < 0, akkor f-nek z(-ban lokdlis maximuma
van.

2.7.3. Megjegyzés. Egy zart intervallumon értelmezett fiiggvény globalis szél-
s6értékeit az alabbi modon is meghatarozhatjuk:

Tekintsiik az f: [a;b] — R folytonos fiiggvényt, és tegyiik fel, hogy f leszii-
kitése az ]a; b] nyilt intervallumra akdrhdnyszor differencidlhaté. Ekkor f-nek
biztosan létezik maximuma és minimuma is, melyeket az aldbbi médon haté-
rozhatunk meg:

1. Derivaljuk az f fiiggvényt!

2. Oldjuk meg az f'(x) = 0 egyenletet, ezdltal meghatdrozva az f staciondrius
helyeit!

3. Szamoljuk ki a fliggvényértékeket a staciondrius helyeken, valamint hata-
rozzuk meg az f(a) és f(b) fuggvényértékeket! A kiszamolt értékek koziil
a legkisebb a fiiggvény abszolit minimuma, a legnagyobb a fiiggvény ab-
szolit maximuma.



158 2. A DIFFERENCIALSZAMITAS GAZDASAGI ALKALMAZASAI

2.7.4. Megjegyzés. Fontos megjegyezni azt is, hogy ha egy nyilt intervallumon
értelmezett folytonos fiiggvénynek egyetlen lokélis minimuma (maximuma)
van, akkor az egyben globdlis minimum (maximum) is.
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Kidolgozott feladatok

140. Feladat. Egy téglalap keriilete 100 m. Hatdrozzuk meg az oldalait ugy,
hogy a teriilete maximadlis legyen!

Megoldas:
Legyenek a téglalap oldalai a és b.
b
a a
b
Ekkor a kertilet:
K = 2a + 2b,

igy jelen esetben
2a 4+ 2b =100 = a+ b =50 = b =50 — a.

Ezt felhaszndlva a téglalap teriilete:

T=a-b=(50-a)-a=>50a—ad’
Ez egy a-tdl fiiggd fuggvény, igy jeloljikk T'(a)-val. Szélsdérték ott lehet, ahol
a fiiggvény derivaltja 0. Tehéat meg kell oldanunk az 7" (a) = 0 egyenletet:

T'(a) = 50 — 2a,
ami pontosan akkor 0, ha a = 25. Ekkor
b=50—a=50—-25=25.
Szamoljuk ki a T" fiiggvény masodik derivaltjat:
T"(a) = -2 < 0.

Tehdt 7" (a) < 0, igy lokélis maximum hely van az a = 25 helyen. Mivel ez az
egyetlen lokalis szEéls6érték hely, igy egyben globalis maximum hely is. Tehat
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a téglalap teriilete akkor maximalis, ha az oldalai @ = 25[m| és b = 25 [m].
Ekkor a maximadlis teriilet:

T =a-b=25"=625m"
141. Feladat. Ttzfal melletti téglalap alaku kert keriilete 400 m. Hatdrozzuk
meg a kert oldalait dgy, hogy a teriilete a lehetd legnagyobb legyen!
Megoldas:
Legyenek a téglalap oldalai a és b.

Ekkor a keriilete:
K =2a+0,
igy jelen esetben
2a + b =400 = b = 400 — 2a.

Ezt felhaszndlva a téglalap teriilete:

T=a-b=a- (400 — 2a) = 400a — 2a°.
Ez egy a-tdl fiiggd fiiggvény, ezért jeldljiik T'(a)-val. SzElsGérték ott lehet, ahol
a fiiggvény derivaltja 0. Tehat meg kell oldanunk az 7" (a) = 0 egyenletet:

T (a) = 400 — 4a,

ami pontosan akkor zérus, ha ¢ = 100. Ekkor
b = 400 — 2a = 400 — 200 = 200.
Szamoljuk ki a T" fliggvény mdsodik derivaltjat:
T"(a) = -4 < 0.

Mivel T7”(a) < 0, ezért a = 100 lokélis maximum hely, azonban ez az egyetlen

P

lokalis szEls6érték helye a fiiggvénynek, igy ez egyben globélis maximum hely
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is. Tehat a téglalap teriilete akkor maximadlis, ha ¢ = 100m és b = 200 m.
Ekkor a maximalis teriilet:

T =a-b=100-200 = 20000 m>.

142. Feladat. Egy téglalap alakd kert teriilete 400 m2. Hatdrozzuk meg az
oldalait igy, hogy a keriilete a lehetd legkisebb legyen!

Megoldas:

Legyenek a téglalap oldalai a és b. Ekkor a teriilete 7' = a - b, ami jelen esetben
400 m?. Ebbél kifejezve az egyik ismeretlent azt kapjuk, hogy

_ 400

=

b

Ezt behelyettesitve a keriiletbe

K:2a+2a:2a+@
a

adddik, aminek a derivaltja:

Sz€ls6érték ott lehet, ahol az elsd derivaltnak zérushelye van:

2- =0 = 800 = 2a° = a = +20.

A geometriai tartalom miatt csak az a = 20 megoldés értelmezhets. A K
figgvény masodik derivaltja:

1600
K//(a) = ?7
ami ¢ = 20 esetén pozitiv, igy a K fiiggvénynek lokdlis minimum van az

adott helyen, azonban mivel ez az egyetlen lokdlis széls6érték hely, igy egyben
abszolut sz&Iséérték hely is. Tehdt a minimadlis keriilet:

K =2a+2b=80m.

143. Feladat. Feliil nyitott négyzet alapt egyenes hasab felszine 75 dm?. Ha-
tarozzuk meg az éleit tigy, hogy a térfogata a lehetd legnagyobb legyen!

Megoldas:

Jeloljiik a hasab alapéleit a-val, oldaléleit b-vel.
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‘_-_-_-_-_-_-_-. -

A hasab felszine:
A =a? + 4ab = 75.

Ebbdl kifejezve a b ismeretlent azt kapjuk, hogy

b— 75 — a? '
4a
Ezt behelyettesitjiik a térfogat képletébe:
5, T5—a®> T5a—a?
= a - =
4a 4 7

V=a%b

amit derivdlva

75— 3a?

4

adédik. Ennek zérushelye a = +5, de a geometriai tartalom miatt —5 nem
megoldas, igy a = 5 dm. Ekkor

V'(a)

75— 52 50
1.5 20 7
AV fliggvény masodik derivaltja
3a

1" _
V(CL)— 2)
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ami a = 5 esetén negativ, igy valéban maximum van az adott helyen. Ekkor a
maximalis térfogat:

V=a?b=25-2,5=625dm>
144. Feladat. Egy 12 centiméter oldalhosszisigi badog lemezbdl nyitott te-
tejd dobozt kell késziteniink gy, hogy sarkaibdl négyzeteket vagunk ki, az

oldalakat pedig felhajtjuk. Mekkora négyzeteket vagjunk ki a sarkokbél, hogy
a doboz rtartalma a lehet6 legnagyobb legyen?

Megoldas:

Tegyiik fel, hogy a négyzet sarkaibdl x centimétert vagunk le.
x 12 — 2z x

x 12 — 22 x

A kapott test térfogata:
V(z) = (12— 2z)% - 2 = (144 — 48z + 42?%) - & = 4> — 482% + 144a.
AV fiiggvény értelmezési tartomdnya a [0, 6] zdrt intervallum. SzélsGérték

az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban lehet, vagy ott, ahol a fiiggvény de-
rivéltja zérus. Mivel

V'(z) = 1222 — 96z + 144,

ezért a
1222 — 962 + 144 =0

egyenletet kell megoldanunk. Az egyenletet 12-vel végigosztva
a? —8r+12=0
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adodik. Az egyenletet a mdsodfoku egyenlet megolddképletével megoldva

8+64—4.12 844

2 2

T1,2 =

azaz 1 = 6 és x9 = 2 adddik. A V fiiggvény mdsodik derivaltja:

V"(x) = 24x — 96 = V"(2) = —48 <0, V"(6) = 48 > 0.

Tehét az x = 2 helyen lokalis maximum van, az x = 6 helyen lokalis minimum
van a V fiiggvénynek. Tovabbd V(0) = 0, V(2) = 32 — 192 + 288 = 128,
V(6) = 0. Azt kaptuk tehét, hogy az x = 2 helyen van globdlis maximum hely,
melynek értéke 128. Azaz ahhoz, hogy a keletkezett doboz térfogata maximalis
legyen, a sz¢€leit6l 2 cm-re kell felhajtanunk a biddoglemezt. Ekkor a maximélis
térfogat V = 128 cm?.

145. Feladat. Csovezetéket kell lefektetni a tengeri firdtorony és a parti fi-
nomité kozott. A torony 12 kilométerre van a parttdl. A finomité a part mentén
20 kilométerre, délre taldlhatd. A viz alatt futd vezeték koltsége 500 000 dol-
lar/kilométer, mig a szdrazfoldon futé vezetéké 300 000 dollar/kilométer. Mi a
legkevésbé koltséges megoldds, azaz hogyan helyezziik el a csvezetéket ah-
hoz, hogy a legkevesebb legyen a koltség?

Megoldas:
Legyen a viz alatti vezetékszakasz hossza x, a szarazfoldon futéé pedig y.
JSurdtorony
12 L
A 20 — y B Y C

Els6 1épésben az x és az y kozott szeretnénk matematikai kapcsolatot taldlni.
Ehhez Pitagorasz tételét kell felirnunk, amely szerint:

2 =122 + (20 — y)*.
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A kapott egyenlet mindkét oldaldbol gyokot vonva azt kapjuk, hogy
x = /144 + (20 — y)2.

Ebben a modellben csak a pozitiv gydoknek van értelme. A cs6vezeték koltsége
dollarban szamitva

C = 500 000z + 300 000y,

amibe behelyettesitve az el6bbi x azt kapjuk, hogy
C(y) = 500000 - /144 + (20 — )2 + 300 000y.

P

A gyokos kifejezést atirva tortkitevdjli hatvany alakra
1
C(y) = 500000 - (144 + (20 — y)*)2 + 300 000y.

adodik. A C(y) fiiggvény derivaltja:

[l

1 _
C'(y) = 500000 - 5 (144 + (20 —y)*) "2 -2 (20 — y) - (1) + 300 000.

Elvégezve az egyszer(sitést

20 —
C'(y) = —500000 - Y + 300000
V144 + (20 — )2
adodik. A derivalt fiiggvény zérushelye(i) a
20—y
—500000 - + 300000 =0

V144 + (20 — )2

egyenlet megoldasa(i). Az egyenlet megoldasahoz els6 1épésben az egyenlet
mindkét oldalat szorozzuk a kozos nevezdvel és az egyik tagot vigyiik at a
masik oldalra. Ekkor azt kapjuk, hogy

500 000 - (20 — y) = 300 0001/144 + (20 — y)2.

Az egyenlet mindkét oldalét osszuk 300 000-rel:

5

3 (20-y) = V144 4 (20 — y)2.
Az egyenlet mindkét oldalat emeljiik négyzetre:

25

o (20— y)? =144 + (20 — y)*.
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Vegyiink el mindkét oldalbél a (20 — y)? kifejezést:
16

5 (20 — y)? = 144.

Az egyenlet mindkét oldalat osszuk el %—del:
(20 — )% =81 = 20 —y = +9,

amibdl y; = 11, yo = 29. Az y = 29 nem megoldas, mert nem eleme a C' fiigg-
vény értelmezési tartomdnyénak, igy y = 11. Kiszdmolva [0; 20| intervallum
hatarpontjaiban és az y = 11 helyen fiiggvényértéket azt kapjuk, hogy

C'(0) = 11661 900;
C(11) = 10800 000;
C'(20) = 12000 000.
Tehat a legolcs6bb megoldas koltsége
10800000

dollar. Ezt gy érjiik el, hogy a vezeték a finomit6tdl 11 kilométerre ér partot.

146. Feladat. Egy 1 literes henger alakd hordé méreteit hogyan valasszuk meg
ahhoz, hogy a felszine a lehetd legkisebb legyen!

Megoldas:

A henger alapkorének a sugarat jeloljiik r-el, a henger magassagat M -el. Ekkor
a henger térfogata:

V=r’m M
Jelen esetben V' = 1000 cm?, azaz
1000
1000=r*-7-M = M=—3.
T
A henger felszine:
A=2-7> .7 4+2.r-7- M.
Ebbe behelyettesitve az M -et:
1000 2000
Ar)=2-r* 7+2.7-7- 2:2-7“2-774—7.
mer r

A fiiggvény értelmezési tartomanya r > 0. Az A fiiggvény derivaltja:
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Szé€ls6érték ott lehet, ahol a fiiggvény derivaltja 0. Ezért megoldjuk az

2000
r2

4-r-m =0

egyenletet. Mindkét oldalt r-2-el szorozva, majd r-et kifejezve

500
493 - — 2000 = 0 = r= /== ~5,42
m
adddik. Az A fliiggvény masodik derivaltja:

4000
A//(T) = 47‘{' —|— ,,,,737

ami minden pozitiv r esetén pozitiv, igy a fliggvény mindenhol konvex, tehat
globdlis minimuma van az r ~ 5, 42 helyen. Ekkor:

1000 1000
Tor2 w5422

147. Feladat. Egy hajé iizemeltetési koltségeit a flitbanyag fogyasztas és e-
gyéb kiadasok képezik. Az o6ranként felhasznalt fiitGanyag A értéke fiigg a
sebességtSl. Az osszefiiggést az A = 0, 03v3 képlet adja meg, ahol v a sebesség
km /h-ban mérve. Az egyéb kiaddsok 6ranként 480 dollért tesznek ki. Milyen
sebességgel haladjon a hajd, hogy a kilométerenkénti koltség a lehets legkisebb
legyen?

Megoldas:

M =

= 10, 84 cm.

Ha a haj6 sebessége v km /h, akkor 1 6ra alatt v kilométert tesz meg és ekkor a
koltség A + 480 dollar. Ekkor 1 kilométer tt koltsége:

 A+480 0,030 + 480

C
(v) » ”
A C fiiggvény deriviltja:
0,090 — (0, 03v3 + 480 0,060 — 480 480
O'(w) = L0 (003074 480) _ 0.06v" =480 _ 5, 430
v v v

A derivalt fiiggvény zérushelye a

0,06v3 — 480 = 0
egyenlet megolddsa. Az egyenletet rendezve v3 = 8000 adddik, amibdl azt
kapjuk, hogy v = 20. Mivel

960
C"(v) = 0,06 + prs = C"(20) > 0,
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ezért C-nek lokalis minimum helye van a v = 20 helyen, ami egyben globdlis
minimum hely is. Tehat azt kaptuk, hogy 20 km /h sebesség esetén lesz a hajé
iizemeltetési koltsége minimalis.

148. Feladat. Egy horgaszbotok gyartasaval foglalkozo cég koltség fiiggvénye:
Clq) = ¢’ —10¢* +20¢ (0 <¢<10)
fiiggvénnyel, ahol ¢ a legyértott horgdszbotok darabszdmat jelenti ezer darab-

ban. Hatdrozzuk meg, hogy hany darab horgdszbotot gyartsunk ahhoz, hogy az
atlagkoltség a lehet6 legkisebb legyen!

Megoldas:
Az atlagkoltség fliggvény:

AC(q) = —= = ¢*> — 10q + 20.

Ennek a fiiggvénynek a derivaltja:

AC(q) = 2q — 10,

amely pontosan akkor zérus, ha ¢ = 5. Mivel
AC"(q) =2 >0,

ezért a ¢ = 5 helyen minimuma van az AC fiiggvénynek. Tehat azt kaptuk,
hogy otezer darab horgdszbot gyartdsa esetén lesz az atlagos koltség minin-
malis.

149. Feladat. Egy termék értékesitésébdl szarmazd bevételi fliggvény:

R(q) =4-V4q.
A termék elballitasdhoz tartozoé koltségfiiggvény:
Cla) = 24",

A ¢ mennyiséget darabszamot ezer darabban értjiikk. Hany darabot gyartsunk
a termékbdl, ha azt szeretnénk, hogy a nyereség a lehet6 legnagyobb legyen?
Adjuk meg a maximadlis profitot is! (Az drat mindenhol ezer euréban értjiik.)

Megoldas:
A nyereségfiiggvény:
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A fuggvénynek ott lehet szEéIsGérték helye, ahol a derivéltja zérus. A II(q)
fliggvény derivéltja:

Meghatdrozzuk a IT'(¢) fiiggvény zérushelyét:

2
Z_4g=0 = 2=4q- /g
i V4

Emeljiik négyzetre a kapott egyenlet mindkét oldalat, majd fejezziik ki az ¢
valtozoét. Ekkor azt kapjuk, hogy

4 =16¢° = q~0,63.
Mivel s
"(q) = —q 2 —-4<0

és ¢ = 0, 63 az egyetlen lokélis maximum hely, ezért egyben globdlis maximum
hely is. Azt kaptuk tehdt, hogy 630 terméket kell gyartanunk ahhoz, hogy a
lehet6 legnagyobb profitot érjiik el. Ekkor

P(0,63) ~ 2,38,
tehat 2 380 eur6 lesz a (maximalis) nyereségiink.
150. Feladat. [34] Egy termék bevételi fiiggvénye

B(q) = 9q,
koltségfiiggvénye
C(q) = ¢* — 64 + 15¢,

ahol a ¢ mennyiséget ezer darabban értjiik, a bevételt és a koltséget pedig ezer
euroban. Van-e olyan termelési szint, amely maximalizalja a nyereséget?

Megoldas:
A nyereségfiiggvény:
(q) = B(g) — C(q) = —¢° + 64" — 6q.
A TI(q) fuggvény deriviltja
IT'(q) = —3¢° + 12¢ — 6.
Ennek zérushelyei, azaz a
—3¢°+12¢—6=0
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egyenlet megolddsai:
1 =2—vV2~0,586 qo=2+2~ 3, 414.
A TII fiiggvény masodik derivaltja:
" (q) = —6q + 12,

igy egyrészt

M2 -v2)=-6-(2-v2)+12>0,
masrészt

2+ V2)=—6-(2+v2)+12<0,
igy a 2 — v/2 helyen minimum, a 2 + v/2 helyen maximum van. Azt kaptuk
tehat, hogy 3 414 darab termék esetén lesz maximaélis a nyereség.
151. Feladat. [9] Valamely termék nyereség fiiggvénye:

I(q) = —4q° + 250q — 270,
koltség fiiggvénye:
C(z) = 70x + 2,
ahol ¢ az eléallitott termékek szamat jelenti. Hatdrozzuk meg, hogy ¢ mely
értéke esetén lesz a bevétel maximalis?
Megoldas:
Jeloljiik a bevételi fiiggvényt R(q)-val. Ekkor
l(g) = R(¢) - C(x) = R(q) =T(q) + C(q)

Behelyettesitve a megfeleld fiiggvényeket azt kapjuk, hogy
R(q) = —4q* + 320q — 268.

Az R(q) fiiggvény deriviltja
R/'(q) = =8¢ + 320,

aminek az egyetlen zérushelye ¢ = 40. Mivel
R'(q) = -8 <0,

ezért a ¢ = 40 helyen valoban maximuma van az R(q) fuggvénynek. Azt
kaptuk tehdt, hogy 40 darab termék esetén lesz maximadlis a bevétel. Ekkor a
maximalis bevétel:

R(40) = —4 - 40% + 320 - 40 — 268 = 6 132.
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152. Feladat. [9] Egy termék bevételi fiiggvénye:
R(q) = q-+/6900 — 0, 2q,

ahol ¢ a gyartott termék darabszamat jelenti, a bevételt pedig forintban értjiik.
Allapitsuk meg, hogy milyen ¢ érték esetén lesz a bevételi fliggvény értéke
maximalis!

Megoldas:
Az R(q) fiiggvény derivaltja:

1
R/(q) = /6900 —0,2¢ +¢ - - (6900 — 0, 2g)"2 - (—0,2) =
0,1q
— /6900 0,2 — ———22L
17 /6900 = 0,24

Az R/(q) fiiggvény zérushelyét kell megkeresniink, azaz meg kell oldanunk a
0,1
V6900 — 0,2 — ——=1
/6900 — 0, 2¢

egyeneletet. Ha mindkét oldalt szorozzuk a nevezdvel, akkor azt kapjuk, hogy

6900 — 0,3z = 0,

igy = 23 000. Az els6 derivalt eldjeleit tdblazatban foglaljuk Ossze:

¢ [10;23000[ | 23000 | ]23000; o0
R'(q) + 0 -
R(q) Va lok. max. N

A g = 23000 az egyetlen szEls6érték, igy az globdlis maximum hely is egyben.
Azt kaptuk tehat, hogy 23 000 darab terméket kell gyartanunk ahhoz, hogy a
bevétel maximadlis legyen. Ekkor a maximaélis bevétel:

R(23000) = 23000 - \/6 900 — 0,2 - 23000 ~ 1103 041 F't.

153. Feladat. Egy adott termék esetén az inverz keresleti fiiggvény:

£~ (q) =60 — 0,015¢
fliggvény irja le. Hany darab terméket gyartsunk ahhoz, hogy a bevételi fiigg-
vény értéke maximadlis legyen? A bevételt forintban értjiik.

Megoldas:
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A bevételi fiiggvény:
R(q)=q- f"(q) =q- (60— 0,015¢) = 60g — 0,015¢>.

Az R(q) fiiggvény deriviltja:
R'(q) = 60 — 0,03q.

Az R/(q) fuggvény zérushelye:
60—-0,03g=0 =  q=2000.
Mivel

R"(q) = —0,03 < 0,

igy a ¢ = 2000 helyen val6ban maximuma van az R(q) fiiggvénynek. Azt
kaptuk tehét, hogy 2 000 darab termék esetén lesz maximaélis a bevétel. Ekkor
a maximalis bevétel:

R(q) = 60 -2000 — 0,015 - 20002 = 60 000 Ft.
154. Feladat. [14] Egy cég nyereségének fiiggvénye:
I(q) = —2¢° + 2164 — 4320g — 20 000

dollarban, ahol q a legyartott és értékesitett termékek darabszdmat jelenti. Ad-
juk meg, hogy milyen ¢ érték esetén lesz maximaélis a bevétel!

Megoldas:
A 1I fiiggvény derivaltja:
II'(q) = —64° 4 432q — 4 320.
A TI'(z) fiiggvény zérushelyének megkeresése az els6 feladatunk:
—6g°% + 4329 — 4320 =0 = q* —72q+ 720 = 0.

A masodfoku egyenlet megolddképletét felhasznélva azt kapjuk, hogy

_72+£/722-2880  T72+48
- 2 2

q1,2

igy ¢1 = 12, illetve g2 = 60. A II(q) fiiggvény masodik derivaltja:
" (q) = —12q + 432,
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igy egyrészt I1”(12) > 0, masrészt I1”(60) < 0, igy II-nek a ¢ = 60 helyen
van maximuma. Azt kaptuk tehdt, hogy 60 darab termék értékesitése esetén
lesz maximélis a nyereség. Ekkor:

I1(60) = —2 - 60% + 216 - 60% — 4320 - 60 — 20 000 = 66 400.
Tehét a maximalis nyereség 66 400 dollar.

155. Feladat. [14] Egy 1j illatszer esetén a szakemberek a

10z
10 =15

keresleti fiiggvényt valészindsitik, ahol p az eladési drat jelenti euréban, f(z)
pedig az eladott mennyiséget ezer flakonban. Hatarozzuk meg, hogy hany euro
esetén lesz maximadlis a kereslet? Mekkora ez a maximalis kereslet?

Megoldas:
Az f(p) fuggvény derivaltja:
10 (16 +2?) — 10z - 2z 160 — 102

f(x) (16 + 22)2 - (16 + 22)2 "

Az f'(x) fiiggvény pontosan akkor zérus, ha
160 — 102* = 0.

Figyelembe véve, hogy x > 0 kell, hogy teljesiiljon, az el6bbi egyenletbdl azt
kapjuk, hogy =z = 4.
Az elsé derivilt elgjelét tabldzatba foglalva

O<z<4| z=4 |z>4
f'(z) + 0 -
f(z) v lok. max. |\,

addodik. Az értelmezési tartomdnyban z = 4 az egyetlen lokdlis szélséérték
és mivel f(0) = 0, igy x = 4 globdlis maximum hely is egyben. Azt kaptuk
tehat, hogy x = 4 eur6s ar esetén lesz maximalis a kereslet, és ekkor az elérhet6
legnagyobb kereslet

10-4

4= " =1,25
T =52 = 1%

azaz 1250 flakon.
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156. Feladat. [14] Egy mosdégépeket gyartd cég termelésének Osszkoltsége
dolldrban kifejezve

C(q) = ¢* + 750q + 2500
ahol g a napi termelést jelenti. Hany darab termék esetén lesz a moségépenkénti
atlagkoltség minimalis?
Megoldas:
Az atlagkoltség fliggvény:

C 2500

Ennek a fiiggvénynek keressiik a minimumat. Az AC(q) fiiggvény derivéltja:
2500
¢

AC'(q) =1—

Ennek a zérushelye d > 0 miatt ¢ = 50. Az AC’(q) eldjeleit tablazatban
foglaljuk Ossze:

g 1]0;50[ 50  []50;00]
AC'(q) | — 0 +
AC(q) | ¢ | lok. min. v

Azt kaptuk tehdt, hogy ¢ = 50 darab termék értékesitése esetén lesz a legkisebb
az atlagkoltség.

157. Feladat. Valamely termék irdnti keresletet az
f(CC) — el—0,0Qx

fiiggvény ad meg, ahol x a termék 4rét jelenti (euréban), f(z) a hozza tartozé
keresletet jelenti (darabban). Milyen 4r esetén lesz maximalis a bevétel?

Megoldas:
A bevételi fiiggvény:

R(z) =x- f(z) =z - e 70022,

Az R(x) fiiggvény derivdltja:
R/(ﬂf) — e1—0,021? +x- el—0,0Qm X (_07 02) _ e1—0,02:1? . (1 -0, 021,)’
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ami pontosan akkor zérus, ha x = 50. Az R/(z) fiiggvény elGjeleit tiblazatba
foglaljuk:

p 110:50[] 50  []50;00]
R'(xz)| + 0 -
R(z) | | lok. max. N

Azt kaptuk tehat, hogy 50 euro egységdr esetén lesz a bevétel a lehetd legna-
gyobb.

158. Feladat. (A 2008. m4jusi emelt szinti matematika érettségi 8. feladata
alapjan.)

A konyvkiad6 szerkesztSje egy konyv nyomtatdsi formdjat tervezi. Minden lap
also, fels6 és kiils6 szélén kett6 centiméteres margdt szeretne hagyni, a belsé
szélen a kotés miatt négy centiméterest. A teljes lap teriilete 600 cm?. Mekko-
rék legyenek a lap méretei, ha a szerkesztd a lehet6 legnagyobb nyomtatdsi
teriiletet szeretné elérni a lapokon?

Megoldas:

Legyen egy lap két szomszédos oldaldnak hossza x és y.

2
4 2
- Y
2
T

600
A teljes lap teriilete z-y = 600, amib6l y = — kovetkezik. A hasznos teriilet:
T

f)=(x—6)-(y—4) =2y — 4o — 6y +24 =
3600 3600

=600 —4r — —— + 24 =624 — 4z — .
T x
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A fiiggvény értelmezési tartomdnya: x € [6; 150].
A fliggvény derivéltja:

3600
"(2) = -4+ ——.
7'(z) -
Ennek zérushelyei:
3600 3600
—44+ = =0 — =4 = 2?=900,
x x

igy x = £30. Az értelmezési tartomdnyba esd egyetlen megoldas: x = 30.

720 7200
[ (x) = 3 = f"(30) = 308

<0,
és az f fiiggvény értéke az értelmezési tartomany hatarain zérus, ezért x = 30-
ban maximuma van f-nek. Ekkor

600
=22 9.
Y= 3

Azt kaptuk tehdt, hogy a lap oldalait 20 cm-nek és 30 cm-nek kell valasztani.

159. Feladat. (A 2010. méjusi emelt szintii matematika érettségi 3. feladata
alapjan.)

Két eurépai nagyvaros kozott egy repiildket tizemeltets tarsasag jaratokat Ko-
zlekedtet. Ezek a jaratok legaldbb 10 utas esetén indulnak, és a gépek legfel-
jebb 36 utas szallitasara alkalmasak. A tdrsasdg javitani szeretné a jaratok ki-
hasznaltsdgat. Tobbek kozott mérlegelik a kovetkezd szabdly szerinti tizemel-
tetést: 20 vagy anndl kevesebb utas esetén fejenként 16 000 Ft-ért inditanak
gépet; 20 f6 feletti 1étszam esetén az Osszes utas szdmadra annyiszor 400 Ft-tal
csokken a 16 000 forintos viteldij, amennyivel a 1étszdm meghaladja a hiszat.
Adjuk meg annak a B fiiggvénynek az a hozzarendelési utasitisat, amelynél ¢
az utasok szamadt, R(q) pedig a tarsasdg bevételét jeloli ¢ utassal inditott jérat
esetén! Hatdrozzuk meg a fiiggvény értelmezési tartomanyét! Adjuk meg, hogy
hany utas esetén lesz a repiil6tarsasag bevétele egy jaraton a legnagyobb, és
mekkora ez a maximadlis bevétel?

Megoldas:

Ha 10 < = < 20 és ¢ egész szam, akkor B(q) = 16 000q.
Ha 20 < x < 36 és q egész szam, akkor

R(q) = 16000q — 400 - (¢ — 20) - ¢ = —400¢* + 24 000q.
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Vezessiik be az U és V halmazokat az alabbi definicival:
U={¢eN|10 < ¢ <20}
V ={qeN|21 <q<36}.

Ennek megfelelden a fiiggvény hozzarendelési szabalya:

16 000q, ha qeU
R(Q) = 2 .
—400q“ + 24 000q, ha qeV

350000 | .....ooo.....

..
300000 | o
250000 | °

200000 | °

150000 | °

100000 |

50000 |

0

0 5 10 15 20 25 30 35
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Az igy kapott bevételi fiiggvény nem differencidlhatd, pontosabban mivel az
értelmezési tartomanydnak nincs belsd pontja, ezért nincs értelme differencidl-

hat6sdgrol beszélni. Ezért vezessiik be az
U*={qeR|10 < ¢ <20}
V*={qeR|20 < ¢ < 36}.
halmazokat és tekintsiik a

{16 000g, ha qeU*

R*(q) =
(=9 4004 + 24000, ha gqeV*

fiiggvényt! Ekkor R*(q) mar differencidlhaté fiiggvény. Az U* tartoményon a

maximumérték az U* halmaz egyik hatarpontjdban van:
16 000 - 20 = 320 000.
A V* tartoményon a derivalt fiiggvény
—800g + 24 000,
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amelynek zérushelye ¢ = 30-ndl van. Ezen a helyen a fliggvényérték:

R(30) = —400 - 30% + 24000 - 30 = 360 000.

A globdlis maximum hely tehat ¢ = 30, tovabbd mivel

R(20) = 320000 < 360000 = R(30),

ezért az R fliggvénynek is maximum helye az ¢ = 30. Kovetkezésképpen, azt
kaptuk, hogy 30 utas esetén lesz maximadlis a bevétel, és az elérhet6 legnagyobb
bevétel 360 000 Ft.

160. Feladat. (A 2010. oktdberi emelt szintli matematika érettségi 7. feladata
alapjan.)

Egy kozmetikumokat gyart6 véllalkozds nagy tételben gyart egyfajta krémet. A
termelés teljes havi mennyisége (g kilogramm) 100 és 700 kg kozé esik, ame-
lyet egy megéllapodés alapjdn a gyartds honapjdban el is adnak egy nagyk-
ereskedének. A megéllapodds azt is tartalmazza, hogy egy kilogramm krém
eladdsi dra: (36 — 0,03¢) eurd. A krémgyartdssal Osszefiiggd havi kiadds
(koltség) is fiigg a havonta eladott mennyiségtdl. A krémgyartassal 6sszefiiggd
0sszes havi kiadast (koltséget) az

C(g) = 0,0001¢> — 30, 12¢ + 13000

figgvény adja meg, szintén eurdban.
a) Adjuk meg a havi bevételt megadé fiiggvény hozzarendelési szabalyat!

b) Szamoljuk ki, hogy hdny kilogramm krém eladdsa esetén lesz az eladdsbdl
szdrmaz6 havi bevétel a legnagyobb!

¢) Mekkora a legnagyobb havi bevétel?

d) Adjuk meg a nyereségfiiggvényt!

e) Hany kilogramm krém értékesitése esetén lesz a lehetd legnagyobb a nyere-
ség?

f) Adjuk meg a krémgyartassal elérhet6 legnagyobb havi nyereséget!

Megoldas:

a) Az eladdsbdl szarmazo havi bevétel:

R(q) = q- (36 —0,03q) = —0,03¢> + 364.
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b) Az R(q) fuggvény deriviltja:
R/(q) = —0,06q + 36,

amelynek zérushelye ¢ = 600. Mivel R(q) egy ,.lefelé nyil6” parabola, ezért
a ¢ = 600 globdlis maximum hely, kovetkezésképpen a legnagyobb bevételt
600 kg termék értékesitése esetén lehet elérni.

c) Az elérhetd legnagyobb bevétel:
R(600) = —0, 03 - 6002 + 36 - 600 = 10 800 eurd.
d) A havi nyereség a havi bevétel és havi kiadds kiilonbségével egyenls, ennek
megfelelden a nyereségfiiggvény:
II(q) = —0,03¢? + 36¢ — (0,0001¢® — 30, 12¢ + 13000) =
= —0,0001¢® — 0,03¢> + 66, 12¢ — 13 000.
A fiiggvény értelmezési tartomdnya: [100; 700].
e) ATl(q) fiiggvény derivaltja:
II'(q) = —0,0003¢> — 0, 06¢ + 66, 12,

melynek zérushelye az
—0,0003¢2 — 0,06q + 66,12 = 0
egyenlet megolddsa, amely ekvivalens az
q* +200g — 220400 = 0

egyenlet megoldasaval. A masodfoku egyenlet megoldéképletének felhasz-
naldsaval

—200 £ \/20()2 —4-(-220400)  —200 + 960

q1,2 = 5 = 5

adodik, amibdl azt kapjuk, hogy ¢ = —580 és q2 = 380. A Il(q) figg-
vény zart intervallumon értelmezett valés értékd fiiggvény, s mint ilyennek
1étezik globdlis sz€lsdértéke az intervallum hatdrpontjaiban vagy azokon a
helyeken, ahol a derivélt zérus. Ezeken a helyeken a fiiggvényértékek:

I1(0) = —13000 TI(380) = 2306,4 II(700) = —15716,

igy a maximum hely 380.
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f) ATl(q) fiiggvény maximum értéke
I1(380) = 2306, 4.
Azt kaptuk tehét, hogy az elérhet6 legnagyobb havi nyereség 2306, 4 eurd.

161. Feladat. (A 2013. oktdberi emelt szinti matematika érettségi 6. feladata
alapjan.)

Egy teherszallité taxikat iizemeltetd tarsasag egyik, els6sorban véarosi forga-
lomban alkalmazott kocsijanak teljes miikodtetési koltsége két részbdl tevodik
ossze: az tizemeltetési koltség x [km/h] dtlagsebesség esetén

400 4 0, 8

forint kilométerenként, tovdbba a gépkocsivezetd alkalmazdsa 2 200 Ft 6ran-
ként. Mekkora 4dtlagsebesség esetén minimadlis a kocsi kilométerenkénti mi-
kodtetési koltsége? A vdlaszt [km/h]-ban, egészre kerekitve adjuk meg!

Megoldas:

Ha x [km/h] a sebesség, akkor 1 éra alatt = kilométert tesziink meg, ez eset-
ben a gépkocsivezetd dija 2 200 Ft, igy 1 kilométer alatt a gépkocsivezetd dija
QZﬂ Ft, tehat az 6sszkoltség

2200
C(z) = 400 + 0, 8z + :
x
A C(x) fuggvény deriviltja
2200
C'(x) =0,8 — Rt

amelynek zérushelye a
0,822 — 2200 =0
egyenlet megolddsa, amib6l x > 0 miatt x ~ 52 ad6dik. Mivel
4400
C”("L') —

3

és C"(52) > 0, ezért C-nek 52-ben lokdlis minimum helye van, mivel azonban
ez az egyetlen staciondrius pontja C'-nek, ezért z =~ 52 globélis minimum hely
is.

Tehdt (egészre kerekitve) 52 [km/h| dtlagsebesség esetén minimdlis a kocsi
kilométerenkénti miikodtetési koltsége.
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2.8. Elaszticitas

Elméleti 6sszefoglalo

2.8.1. Motivacié. A kozgazdasagtanban gyakran vizsgalt kérdés, hogy Gssze-
fiiggd mennyiségek esetén az egyik 1%-os megvaltozdsa a masik hany %-os
megvaltozasat vonja maga utan. Ezt az igynevezett elaszticitds mutatja.

Lehetséges, hogy arra vagyunk kivancsiak, hogy valamely termék ardnak meg-
véaltozdsa hogyan hat a termék keresletére. Ilyenkor megnézhetjiik, hogy hany
darabbal véltozik meg a termék irdnti kereslet, ha 1 forinttal n6 az 4r. Ebben
az esetben egy konkrét szdmot kapunk, ami a kereslet valtozdsa darabszdmban.
Sok esetben nem megfelel6 az arral szembeni érzékenységét a keresletnek ilyen
mdédon mérni, mivel mig egy autd 1 forintos drndvekedése jelentéktelen, addig
1 csésze kdvé drdnak 1 forintos novekedése jelentSsebb.

A probléma az, hogy a keresletnek az arvaltozastol valé fiiggését, a termék
irdnti keresletet és az arat ugyanazzal a mértékkel mérjiikk. Ezek a nehézségek
elkeriilhetéek, ha relativ valtozasokat haszndlunk, tehat ha azt vizsgaljuk, hogy
hany szazalékkal valtozik a kereslet, ha 1%-kal n6 az ar. Az igy kapott szamot
nevezzilk a kereslet drrugalmassdganak vagy elaszticitdsanak, ami fiiggetlen
lesz attdl, hogy milyen mértékkel mértiik a termék arat és a kereslet mennyisé-
gét.

Az f(x) fiiggvény jelentse egy termék irdnti keresletet az ar fiiggvényében. Az
f(z) abszoliit vdltozdsa

Af(z) = f(z + Az) — f(),

relativ valtozasa

Af(@) _ flo+Ar) — fl@)

f(x) f(z)
A kereslet mennyisége relativ vdltozdsanak és az ar relativ valtozdsdnak hanya-
dosa

T o Af@) o fla+A) - (@)
Bz T f(z) Az f(w) Az '

T

Az ér egy szdzalékkal n6, ha Az = 15;. Ekkor

Ar_ 1

x 100’
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amit az el6zd képletbe behelyettesitve a kereslet mennyiségének szdzalékos
megvaltozdsat kapjuk. Az el6bbiekben definidlt szdm fiigg az drvaltozastol és
az z artdl is, de egységmentes, tehdt nem szadmit, hogy a termék mennyiségét
tonndban vagy kilogrammban mérjiik, és hogy az 4r dolldrban vagy forintban
van-e megadva.

Az f fuggvény elaszticitdsat egy adott pontban gy definidljuk, hogy az fiig-
getlen legyen x megvaltozasatdl. Ekkor f-nek az x pontban vett elaszticitasat
az
z  flx+Az) - f(z)
f(x) Az

hanyados hatarértékeként definialjuk, midén Ax — 0. Ekkor a differencidl-
hanyados definicidja szerint az elaszticitisra az

Osszefliggés adddik.

2.8.2. Definicié. Legyen f: I — R differencidlhat6 fiiggvény. Az

fiiggvény megmutatja, hogy ha az = értékét 1%-kal valtoztatjuk, akkor hény
szdzalékkal valtozik az f(z) értéke.

Az E(x) fuggvényt az f fiiggvény elaszticitds fiiggvényének nevezziik.
2.8.3. Megjegyzés. Példaul, ha egy termék iranti keresletet az x forintos ar
fiiggvényében az f(z) fliggvény ir le, akkor az elaszticitds megmutatja, hogy ha

1%-kal noveljiik (csokkentjiik) a termék arat, akkor varhatéan hany szazalékkal
véltozik az irdnta val6 kereslet.

2.8.4. Definicio. Legyen f: I — R differencidlhat6 fiiggvény. Azt mondjuk,
hogy az f(x) fiiggvény

e rugalmatlan,ha 0 < |E(x)| < 1;

o egységnyi rugalmassdgii, ha |E(x)| = 1;

e rugalmas, ha |E(x)| > 1.
2.8.5. Megjegyzés. A kozgazdasdgtanban rendkiviil fontosak azok a fiiggvé-

nyek, amelyeknek az elaszticitdsa dlland6 érték. Ilyenek példaul az dn. Cobb-
Douglas tipusi fiiggvények. A kozgazdasigtan kiilonbozo teriiletein, igy a
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mikrookonémiai fogyasztds- és termeléselméletben, valamint a makrodkond-
midban is széles korben haszndlatosak ezek a fiiggvények. Els6ként Knut Wick-
sell svéd kozgazddsz alkalmazta Sket, elnevezésiik mégis az amerikai Charles
Cobb matematikus és Paul Douglas kdzgazdasz nevébdl szarmazik. Legyenek
a és b adott, valds szamok, €s tekintsiik az

f@)=a-ab
fiiggvényt. Ekkor f'(z) =a-b- b1, ezért az elaszticitds
X x a-b-x- xbfl
E = —F / b . b—l - - v = b
@)= iy {0 = g aben 2 ,

igy az elaszticitds értéke nem fiigg az x értékétdl.
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Kidolgozott feladatok

162. Feladat. Egy arucikk irdnti keresletet az x artdl fliggéen az

100
fla) = T+5

fiiggvény adja meg. Irjuk fel az elaszticitds fiiggvényt! Hény szdzalékkal val-
tozik a kereslet, ha az aru 5 Ft-os arat 1%-kal emelik, illetve 3%-kal csokkentik?

Megoldas:

Els6 1épésben kiszamoljuk az f fiiggvény derivaltjat:

—100
M) —
Fe=Grse
Ezt felhaszndlva felirjuk az elaszticitds fiiggvényt:
x T —100 r+5 —100 —x
E = — / = . = . . = .
(@) = 7 @) 0 (w152 100 (c+52 z+5

Mivel a termék dra 5 Ft, ezért kiszamoljuk az E'(5) értéket:

E(5) -5 1

“5+5 2

Ez azt jelenti, hogy ha 1%-kal n6 az ar, akkor varhat6an fél szazalékkal csokken
a termék iranti kereslet. Masrészt, ha 3%-kal csokken az ar, akkor varhatéan
3-0,5% = 1, 5%-kal n6 a termék irdnti kereslet.

163. Feladat. Egy termékbdl eladott mennyiség az

flx) = IO—I-M

fliggvénnyel adhaté meg, ahol x a termék dra. Hany szdzalékkal valtozna az
eladott mennyiség, ha a termék 1 000 Ft-os arat 3%-kal novelik?

Megoldas:
Els6 1épésben kiszamoljuk az f fiiggvény derivaltjat:

- =20
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Ezt felhaszndlva felirjuk az elaszticitds fiiggvényt:

x x —5000 x -5000
E = X" ! = . — . —
(x) f(x) fi(z) 10 + 5%& 72 101’—;& )
T —5000 5000
10z + 5000 a2 10z 4+ 5000
A termék dra 1 000 Ft, ezért kiszamoljuk az E(1000) értéket:
5000 1

E(1000) =———F—7——=—1.
( ) 10000 + 5000 3

Ez azt jelenti, hogy ha 3%-kal noveljiik a termék 4rét, akkor virhatdan 3 - %%—
kal, azaz 1%-kal fog csokkenni a termék irdnti kereslet.

164. Feladat. A raktarozasi koltség a raktdrozott mennyiség () és egy alland6
koltség fiiggvénye az f(x) = 40z + 8000 képlet szerint. Héany szédzalékkal
véltozik a raktdroz4si koltség, ha 200 termék helyett 2%-kal kevesebb terméket
tarolnak?

Megoldas:
Els6 1épésben kiszamoljuk az f fiiggvény derivaltjat:
f'(z) = 40.
Ezt felhaszndlva az elaszticitds fliggvény
z x 40z
E@)=— -fla)= " 40= ————.
@) =72 7@ = Tz 8000 40z + 8000

Kiszamoljuk az E(200) értéket

40 - 200 1
E(200) = = —.
(200) 40-200 48000 2

Igy ha 2%-kal kevesebb terméket raktdrozunk, akkor 2 - + = 1%-kal csokken a
raktarozdsi koltség.

165. Feladat. Tegyiik fol, hogy egy termék keresletét az
f(z) =800-271°

fiiggvény irja le. Hatarozzuk meg az f elaszticitasat!
Megoldas:
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Az f fiiggvény derivaltja
f'(z) =800 (—1,5) - 2~*% = —12.000 - 2~ 25.

Igy az elaszticitds

E(z) = %

Tehat az elaszticitds —1, 5, vagyis az ar 1%-os novekedése varhatéan a kereslet
nagysaganak 1, 5%-os csokkentését eredményezi.

. (~12.000-272%) = —1,5.

S = 5071

166. Feladat. Valamely 4ru irdnti kereslet az
f(l:) —4. 670,2x+8
keresleti fiiggvénnyel irhat6 le, ahol x az egységdrat (ezer Ft/kg), f(x) pedig a

hozz4 tartozo6 keresletet jelenti (kg). Hogyan véltozik a kereslet, ha az egység-
arat a 9.000 Ft/kg egységarrdl 1%-kal noveljiik?

Megoldas:
Az f fiiggvény derivaltja
f/(;[,‘) =4. e—0,2:c+8 . (_07 2) = 0,8 e_0’2$+8‘

Az elaszticités fliggvény

B(r) = 55 /) = oo (

—0,8 -7 02H8) = 0, 2z.

Ezen fiiggvény helyettesitési értéke az x = 90 helyen:
E9)=-9-0,2=-1,8.

Azaz ha a termék egységarat 1%-kal noveljiik, akkor a termék irdnti kereslet
varhatéan 1, 8%-kal fog csokkenni.

167. Feladat. Egy étteremben egy uj ételspecialitist vezetnek be. Az elézetes
szdmitdsok alapjan a keresletet leiré fiiggvény képlete:

f(z) =22 e,

ahol z az egységarat jelenti ezer Ft-ban, f () pedig a havonta ebbdl a special-
itdsbol véarhatéan értékesitendd adagok szamét ezer darabban megadva. Sza-
moljuk ki a keresleti fliggvénynek az x = 2 pontjdhoz tartoz6 elaszticitasat, és
értelmezziik a kapott eredményt!

Megoldas:



2. ELASZTICITAS 187

Az f fiiggvény derivaltja

2

f(z) = 2re " + 22 e . (—2x) = e (2z — 2z3).

Az elaszticitas fiiggvény

_ Z / _ x —x2 3\ _
_ 3

I
x

so 2t 2

E@2)=2-2-22=—6.

A kapott eredmény azt jelenti, hogy ha az adagok egységdrat 1%-kal novelik,
akkor az irdntuk valé kereslet varhatéan 6%-kal fog csokkenni.
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2.9. Osszetett gazdasagi feladatok

168. Feladat. Egy véllalat adott termék irdnti keresleti fliggvénye:
f(x) =20 —z.
A koltségfiiggvény:
C(q) = ¢ + 4q + 10.
A koltségnél a mennyiséget ezer darabban, a koltséget millié forintban értjiik.
A kinélati fiiggvény:
S(x) = 4.
A termék x egységarat a keresleti és kindlati fliggvény esetében is ezer forintban
értjiik.
a) Mennyibe keriil ezer termék el6allitasa?
b) Mennyibe keriil kétezer termék el6allitasa?
¢) Mennyibe keriil hdromezer termék eldéllitdsa?
d) Szamoljuk ki a fix koltséget!
e) Adjuk meg a valtozo koltséget!
f) Adjuk meg az atlagkoltséget!
g) Szamoljuk ki az atlagos fix koltséget!
h) Adjuk meg az atlagos valtozé koltséget!
1) Véazoljuk fel a koltségfiiggvény grafikonjat!
J) Adjuk meg az inverz keresleti fliggvény hozzarendelési szabalyét!
k) Adjuk meg a bevételi fiiggvény hozzarendelési szabalyat!
1) Adjuk meg a nyereségfiiggvény hozzarendelési szabalyét!
m) Abrazoljuk a keresleti fiiggvényt!
n) Abrdzoljuk a bevételi fiiggvényt!
0) Milyen kibocsatas esetén lesz maximalis a bevétel?
p) Mennyi a maximalis bevétel?
q) Adjuk meg a hatarkoltséget!
r) Adjuk meg a hatdrbevételt!
s) Adjuk meg a hatarprofitot!
t) Adjuk meg a profitmaximumot biztosité kibocsatasi szintet!
u) Adjuk meg a maximalis profitot!
v) Profitmaximum esetén hatdrozzuk meg a piaci arat!
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w) Abrazoljuk a profitfiiggvényt!

x) Abrazoljuk kozos koordindtarendszerben a keresleti fiiggvényt és a kinalati
fliggvényt!

y) Adjuk meg az egyenesulyi drat!

z) Adjuk meg az egyenestlyi mennyiséget!

«) Hatdrozzuk meg a keresleti fiiggvény elaszticitasat profitmaximum esetén!

B) Rajzoljuk fel a keresleti fiiggvény elaszticitas fiiggvényét!

Megoldas:
a) Mivel
C(1)=1%+4-1410 = 15,
ezért ezer darab termék eldallitasa 15 000 000 forintba keriil.

b) Mivel
C(2)=2%+4-2410 = 26,
ezért kétezer darab termék el6allitasa 26 000 000 forintba keriil.
¢) Mivel
C(3)=3%+4-3+10 = 49,
ezért kétezer darab termék el6allitasa 49 000 000 forintba keriil.
d) A fix koltség
FC=C(0)=0%+4-0+ 10 = 10,
tehat 10 000 000 forint.
e) A véltozo koltség:
VC(q) = ¢° +4q.

f) Az atlagkoltség:

C 3 +4q+10 10
AC(q) = @) _ & +4 =¢ +4+—.
q q q
g) Az atlagos fix koltség:
FC 10
AFC(q) = — = —.
q q

h) Az atlagos valtoz6 koltség:

Ve
AVO(q) = q@ = +4
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1) Mivel
/
C'(q) =3¢° +4,

ami minden ¢ > 0 esetén pozitiv, ezért a C'(q) fiiggvény minden ¢ esetén
szigordan monoton ndvekvd.
Mivel

C"(q) = 6q,

melynek zérushelye g = 0, ezért a C(q) fiiggvénynek a ¢ = 0 helyen van
inflexids pontja. A C(q) fiiggvény ¢ > 0 esetén konvex, igy értelmezési
tartomdnyédnak minden pontjdban konvex. A fiiggvény grafikonja:

700
600
500
400
300
200

100

J) Az inverz keresleti fiiggvény a keresleti fiiggvény inverze, igy

fHa=20-q

k) A bevételi fiiggvény:

R(q) = q- (20 — q) = 20q — ¢.

1) A nyereségfiiggvény:

I(q) = R(q) — C(q) = 20q — ¢* — (¢* + 4¢ + 10) =
=20¢—¢* — ¢ —4q—10 = —¢® — ¢* + 16¢ — 10.

m) A keresleti fiiggvény grafikonja:
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

n) A bevételi fliggvény grafikonjanak felvazolasiahoz els6 1épésben teljes né-
gyzetté alakitunk:

R(q) = 20q — ¢* = —(¢* — 20q) = —((g — 10)* — 100) =
= —(g —10)2 + 100.
Fiiggvénytranszformacids 1épések utdn a fiiggvény garfikonja:

100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

0,
1410 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

0) A bevételi fiiggvény grafikonjabdl leolvashatd, hogy ¢ = 10 esetén lesz
maximdlis a bevétel. Tehdt 10000 darab termék gydrtdsa esetén érjiik el a
legnagyobb bevételt.
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p) Mivel
R(lO) = 100,

ezért a legnagyobb bevétel 100 000 000 forint.

q) A hatarkoltség:
C'(q) = 3¢* + 4.
r) A hatarbevétel:
R/(q) = —2q + 20.

s) A hatarprofit:
IT'(¢q) = —3¢° — 2q + 16.
t) AII'(q) = 0 egyenlet megolddsat keressiik:
—3¢*> —2¢ +16 = 0.
A masodfoki egyenlet megoldéképletét felhaszndlva azt kapjuk, hogy

2+vV4+192  2+14

q1,2 = 6 6
igy 1 = ——, illetve ¢ = 2. Figyelembe véve a profitfiiggvény értelmezési
tartomdnyét azt kapjuk, hogy ¢ = 2.
Mivel
I"(q) = —6q — 2
és

n"(2)=-6-2—-2=-14 <0,
igy azt kapjuk, hogy 2 000 termék esetén lesz maximadlis a nyereség.
u) A maximalis profit
M2)=-23-22416-2—-10= -8 —4+32 - 10 = 12.
Tehat a maximalis nyereség 12 000 000 forint.
v) Ha q = 2, akkor az inverz keresleti fiiggvény
f1(2)=20-2=18,

igy nyereségmaximum esetetén a piaci ar 18 000 forint.
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w) A nyereségfiiggvény derivéltjdnak zérushelyei ¢ = —%, illetve ¢ = 2. Az
derivalt fiiggvény elgjelét tdblazatban foglaljuk Gssze:

q |]0;2[] 2 2; 0]
(q) | + 0 -
II(q) | , |lok. max.|
f(zx) 12

A profitfiiggvény mésodik derivaltja:

H//(q) = _6q - 27

amely minden ¢ > 0 esetén negativ, igy a proftfiiggvény konkav. A fligg-

vény grafikonja:

x) A keresleti és kindlati fiiggvény grafikonjai, amit Marshall-keresztnek is

neveznek:

32

28

24

20

01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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y) Az egyenstilyi 4r a keresleti és kindlati fiiggvény metszéspontja, azaz a
20—z =4z
egyenlet megolddsa, igy = = 4. Tehat az egyenstilyi ar 4 000 forint.

z) Az egyensulyi mennyiség:

tehat 16 000 darab.

a) Az elaszticitds fliggvény:
x
E = — / = o (— = — .
Profitmaximum esetén az egységar x = 18, igy
18

20—18

E(18) = —
Mivel
|E(18)| =9 > 1,

ezért a keresleti fiiggvény rugalmas. A kapott eredmény azt jelenti, hogy ha
az egységarat 1%-kal noveljiik, akkor a kereslet 9%-kal csokken.

B) Az elaszticitds fiiggvény:

Atalakitva:

i
0 2 10 12 14 16 18 ?O 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
]
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169. Feladat. Egy véllalat adott termék irdnti keresleti fliggvénye:

100
f(z) = 2
A koltségfiiggvény:
C(q) = 2q + 10.

A koltségnél a mennyiséget ezer darabban, a koltséget millié forintban értjiik.
A kinélati fiiggvény: .
S(x) = 30"
A termék x egységarat a keresleti és kindlati fliggvény esetében is ezer forintban
értjik.
a) Mennyibe kertil ezer termék eldéllitdsa?
b) Mennyibe keriil kétezer termék el6allitasa?
¢) Mennyibe keriil haromezer termék el6allitdsa?
d) Szamoljuk ki a fix koltséget!
e) Adjuk meg a valtozé koltséget!
f) Adjuk meg az atlagkoltséget!
g) Szamoljuk ki az atlagos fix koltséget!
h) Adjuk meg az atlagos valtozé koltséget!
1) Véazoljuk fel a koltségfiiggvény grafikonjat!
J) Adjuk meg az inverz keresleti fliggvény hozzarendelési szabalyét!
k) Adjuk meg a bevételi fiiggvény hozzarendelési szabalyat!
1) Adjuk meg a nyereségfiiggvény hozzarendelési szabalyat!
m) Abrézoljuk a keresleti fiiggvényt!
n) Abrizoljuk a bevételi fiiggvényt!
0) Milyen kibocsétés esetén lesz maximadlis a bevétel?
p) Mennyi a maximalis bevétel?
q) Adjuk meg a hatdrkoltséget!
r) Adjuk meg a hatarbevételt!
s) Adjuk meg a hatarprofitot!
t) Adjuk meg a profitmaximumot biztosité kibocsatasi szintet!
u) Adjuk meg a maximadlis profitot!
v) Profitmaximum esetén hatdrozzuk meg a piaci 4rat!
w) Abrézoljuk a profitfiiggvényt!
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x) Abrazoljuk kozos koordinatarendszerben a keresleti fiiggvényt és a kindlati
fliggvényt!

y) Adjuk meg az egyenesulyi drat!

z) Adjuk meg az egyenesilyi mennyiséget!

«) Hatarozzuk meg a keresleti fiiggvény elaszticitasdt profitmaximum esetén!

B)) Rajzoljuk fel a keresleti fiiggvény elaszticitds fiiggvényét!

Megoldas:
a) Mivel
C(1)=2-1+10=12,
ezért ezer darab termék eldallitasa 12 000 000 forintba keriil.

b) Mivel
C(2)=2-2+10=14,
ezért kétezer darab termék el6allitasa 14 000 000 forintba keriil.

¢) Mivel
C(3)=2-3+10=16,
ezért kétezer darab termék eldallitasa 16 000 000 forintba keriil.

d) A fix koltség
FC=C(0)=2-0+10=10,
tehat 10 000 000 forint.
e) A véltozo koltség:

f) Az atlagkoltség:

h) Az atlagos valtoz6 koltség:
VC(q)

AVC(q) =

1) A koltségfiiggvény grafikonja:
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35

30

25

20

15

10

J) Az inverz keresleti fliggvény a keresleti fiiggvény inverze, igy a

_ 10
q_.'L'2

egyenletbdl kell az x-et kifejezniink:

1
q-z? =100 = xQ:ﬂ,
q
igy x > 0 és g > 0 miatt
10
fHa) = —.
(9) NG
k) A bevételi fiiggvény:
10
R(q) =q-— =10-/q.
(9) 72 Vi

1) A nyereségfiiggvény:

II(g) = 10 - /q — 2q — 10.

m) A keresleti fiiggvény grafikonja:
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28
26
24
22
20
18
16
14
12
10

8

oN MO

01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 2

N

n) A bevételi fiiggvény garfikonja:

0o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36

0) A bevételi fiiggvény feliilr6l nem korlatos, igy nincs maximuma.
p) Nem létezik elérhetd legnagyobb bevétel.

q) A hatarkoltség:

C'(q) =2
r) A hatarbevétel:
1 1 9
R(g)=10-=.q 2 = —.
s) A hatarprofit:
5
I(g) = — —2
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t) AII'(q) = 0 egyenlet megoldésat keressiik:

\2 —-2=0.
Az egyenlet megoldasahoz a k6zos nevezdvel szorzunk:
2-yq=5,
majd az egyenlet mindkét oldalat négyetre emeljiik:
4q = 25,
igy ¢ = 6,25. Mivel
H%®==—g-¢%<<Q

ezért azt kapjuk, hogy 625 darab termék gydrtasa esetén lesz maximadlis a
nyereség.

u) A maximadlis profit
I1(6,25) = 10 - /6,25 —2- 6,25 — 10 = 2, 5.
Tehét a maximalis nyereség 2 500 000 forint.

v) Ha g = 6, 25, akkor az inverz keresleti fiiggvény

- 10 10
fl@ﬂ@ZNM25:25:&

igy nyereségmaximum esetetén a piaci ar 4 000 forint.

w) A nyereségfiiggvény derivaltjdnak zérushelye ¢ = 6,25. Az derivalt fiigg-
vény elgjelét tablazatban foglaljuk 6ssze:

qg []0;6,25[| 6,25 |]6,25;00]
IT'(q) + 0 —
II(q) Ve lok. max. \
f(x) 12
A profitfliggvény masodik derivaltja:
5)
IT"(q) = 5" q_% <0,

amely minden ¢ > 0 esetén negativ, igy a proftfiiggvény konkav. A fiigg-
vény grafikonja:
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3-2-1401/2 3 45 6 7 8 9 1011121341516 17 18 19 20 21 22 23 24 25

x) A keresleti és kindlati fiiggvény grafikonjai, amit Marshall-keresztnek is
neveznek:

32
28
24

20

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

y) Az egyensulyi ar a keresleti és kindlati fliggvény metszéspontja, azaz a
100 _ 80
22
egyenlet megolddsa. A kozos nevezdvel szorozva
8000 = 23

adédik, amibdl azt kapjuk, hogy x = 20. Tehat az egyensulyi ar 20 000
forint.
z) Az egyensulyi mennyiség:
20
S(20) = f(20) = — =0, 25,
(20) = £(20) = =
tehdt 250 darab.

a) Mivel
200

! _ -3 _
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ezért az elaszticitds fiiggvény:

B@) = o /o) =1 (<o) =

f( ) 22 z?
x-x2 —100

= =9
100 x3

Minden pontban, igy a profitmaximum esetén is az elaszticitds —2.
Mivel
B(x)| =2 > 1,
ezért a keresleti fiiggvény rugalmas. A kapott eredmény azt jelenti, hogy ha
az egységarat 1%-kal noveljiik, akkor a kereslet 2%-kal csokken.

B) Az elaszticitds fiiggvény a konstans —2 fiiggvény.
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3.1. Primitiv fiiggvény, hatarozatlan integral fogalma

Elméleti osszefoglalo

Ebben a fejezetben, ha mast nem mondunk, akkor I a valés szdmok halmazanak
egy pozitiv hosszisagu részintervallumat jeloli.

3.1.1. Definicié. Ha az F': I — R fiiggvény differencidlhaté és F'(z) = f(x)
minden z € [ esetén, akkor azt mondjuk, hogy F az f fiiggvény primitiv
fiiggvénye.

3.1.2. Megjegyzés. Ha F'(x) primitiv fiiggvénye az f(x) fiiggvénynek, akkor
minden ¢ € R esetén F(z) + c is primitiv fiiggvénye az f(z) fiiggvénynek.
Tehat, ha egy fliggvénynek van primitiv fliggvénye, akkor végtelen sok van,
melyek csak egy (additiv) konstansban térnek el egymastol.

3.1.3. Definici6. Az f fiiggvény Osszes primitiv fiiggvényének halmazat az f
fiiggvény hatdrozatlan integrdljdnak nevezziik. Jele: [ f(xz)dz.

3.1.4. Tétel. Ha f(x) és g(x) olyan fiiggvények, amelyeknek létezik primitiv
fliggvénye, akkor

/ (f(z) +g(z)) d = / f(z)de + / g(z) da.

3.1.5. Tétel. Ha f(x) olyan fiiggvény, amelynek 1étezik primitiv fiiggvénye és
k € R, akkor

/k:f(a:)dx = k/f(a:)dx
3.1.6. Tétel. Az f(x) = ™ fiiggvény hatdrozatlan integrdlja n # —1 esetén

xn+1
/:x”dx: + c.
n+1

3.1.7. Tétel. a) /kdxzk-x—i—c;
b) /cosxd:c:sinx+c;
C) /sinxdx——cosac—i-c;

d) /exd:c:ex—i-c;
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x
e) /axdx:a—l—c;
Ina

1
f) /dlen|x\+c;
x

1
:1 M
&y /x.lnada: 0g, || + ¢

1
h) / s—dz =tgz +¢
COS“ X

1
i)/— dz =ctgz + ¢

sin?
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Kidolgozott feladatok

170. Feladat. Hatarozzuk meg az

/2x+2d1‘

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A hatdrozatlan integral tulajdonsigai alapjan:
/2m+2da::/2xdx+/2dx:x2+2x+c.
171. Feladat. Hatdrozzuk meg az
/ 627 + 4o — 2dx
hatarozatlan integralt!

Megoldas:

A hatdrozatlan integral tulajdonsigai alapjan:

/6:62+4:c—2d:v:/6x2dm+/4xdx—/2d:ﬁ:

=22% +22% — 22 + c.

172. Feladat. Hatdrozzuk meg az

flz)=—

x? 3
fiiggvény azon F'(x) primitiv fliggvényét, melyre teljesiil, hogy
F(1)=2.

Megoldas:

Az algebrai atalakitasok és a hatdrozatlan integral tulajdonsagai alapjan:

/+dm—/(2x_2+6x_3) d$:/2x_2dx+6x_3dm:
-2

T 2 3
—2— 6 - - — — .
_1—1— _2—1- 5 xz—i-c
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Mivel F(1) = 2, ezért

2 3
—I—I+C:2 = 1;27,

igy a keresett fliggvény:

173. Feladat. Hatdrozzuk meg az

:E2+93
d
/\/:? )

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:
Felhaszndlva, hogy
VI =g,
tovabb4 a hatdrozatlan integral tulajdonségait, azt kapjuk, hogy

2 2 2
/x +$d:c:/x dex: £1_|_£1dx:
\/373 T2 €2 xr2

3 1 2 5 2 3
_/;[;2—}—1'2(:1:1;_5-];2—}—3-1‘24—0_

2 2
:5-\/:1:54-5-\/353—1—0.

174. Feladat. Hatarozzuk meg az

/ 1 L 2 q
——dx
cos?z  sin?zx

hatarozatlan integralt!
Megoldas:

A hatdrozatlan integrdl tulajdonsigai alapjan:

1 2 1 2
/ — + - 2 dz = / dz + / 102 dz =
cos?x  sin’zx cos? z sin® &

=tgr — 2. ctgx +c.

207
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175. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/tg2 xdz

hatarozatlan integralt!

Megoldas:
Felhasznalva, hogy
sinx
tgr = ,
cos T
tovdbb4d azt, hogy
sin?z =1 —cos’x

azt kapjuk, hogy

.2 2

sin“ x 1 —cos“x
/tg2$d$:/2d$:/2d{l):

CcoS? T Ccos® T

1
:/ —ldz=tger —z+c.

cos2 x

176. Feladat. Hatarozzuk meg az

/ctg2 rdz

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:
Felhaszndlva, hogy

tovabba azt, hogy

cos?z =1—sin’z

azt kapjuk, hogy

2 c 2
cos” x 1 —sin“x
/ctgzxdx:/ — dx:/ﬂdx:
sin“ x sin“ x

1
:/ 5— — ldex = —ctgz —z + ¢

sin“ x

177. Feladat. Hatdrozzuk meg az

cos 2x
——dz
sinx + cosx

hatarozatlan integralt!
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Megoldas:
Felhasznalva, hogy
cos 2z = cos® x — sin® x,
tovabb4d a hatdrozatlan integrdl tulajdonsdgai alapjan azt kapjuk, hogy
2 20 2
/‘cosx dx:/co§x sin xdx:
sinx + cosz sinz 4 cosx
B /(cosx —sinx) - (cosx + sinx)
N sinz 4 cosz

dx =

= /cosx —sinxdz =sinz + cosz + c.

178. Feladat. Tekintsiik az

209

x? —4
fw) ="
fliggvényt!
a) Adjuk meg az f(x) azon F(x) primitiv fiiggvényét, amelyre F'(2) = 10
teljestil!
b) Abrizoljuk az elébbi F(z) fiiggvényt!
Megoldas:
a) Mivel
2’ —4=(z-2) (v +2),
ezért

2_4 o X
/x dx:/(x 2) (x+2)dx:/x+2dx:
xr—2 r—2
22
:/xdx+/2dX:2+2:c+c.

Mivel
F(2) = 10,
ezért
22
10:54‘2'24-6 = c=4,

igy a keresett F'(z) fiiggvény:

2
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b) Mivel
((z+2)?*—4+8) =

[\D\H

F(z) =< (2° +4z+8) =

M\H[\D\H

Sz +2)2+2,

ezért fiiggvénytranszformacios 1épésekkel is dbrdzolhato a fiiggvény:

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6

179. Feladat. Hatdrozzuk meg az

flx) = 2
fiiggvény azon F'(x) primitiv fiiggvényét, melyre teljesiil, hogy

F(1) = 3.

Megoldas:

Az algebrai 4talakitdsok és a hatdrozatlan integral tulajdonsagai alapjan:

/—I— dx—/(3m_2+i)dx:

3
=-3- —1—1—3 Injz|+c=—-—=4+3-In|z|+c
x

Mivel F'(1) = 3, ezért

3
—I+3~ln|1\+c:0 = c=3,
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igy a keresett fliggvény:
3
F(z)=——+3-In|z| + 3.
x
180. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/3x+5xdx

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:
Felhasznalva, hogy 0sszeget tagonként integralhatunk azt kapjuk, hogy

3 +5%de= [3*dax+ [ 5*de=—+ — +c
In3 Inb
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3.2. Helyettesitéses és parcialis integalas

Elméleti 6sszefoglalo

Ebben a fejezetben, ha mast nem mondunk, akkor I és J a valdés szdmok hal-
mazanak pozitiv hosszisagu részintervallumait jelolik. Tovabba c tetszoleges
valds szdmot jeldl.

3.2.1. Tétel. (Parcidlis integralds.)
Haaz f: I — Rés f: I — R fiiggvények differencidlhatéak, tovabba 1étezik
az

/ f(@) - ¢(z) dz
integral, akkor létezik az
/ f'(@) - glz) da
[ 1@ g@)ds = @) g0) - [ 7)o (@) do

3.2.2. Megjegyzés. Legyenek «, (3 val6s szamok, P(z) egy polinom.
Parcidlis integrdldssal elvégezhet6ek az alabbi integraldsok:

a) /P(x) -sin(ax + 8) dz;
b) /P(ac) - cos(ax + ) dx;

Ezekben az esetekben a parcidlis integrélds képletében a g(z) = P(x) és
7'(z) = sin(az + ) vagy

1 (x) = cos(ax + B) vagy

f'(x) = e***P vagy

f/( l‘) = goa+s

vélasztdssal kell élniink.
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3.2.3. Megjegyzés. Legyen a > 0, a # 1 valds szam, P(x) egy polinom.
Parcidlis integréldssal elvégezhet6ek az alabbi integrildsok:

/P(m) -log, xdx

Ezekben az esetekben a parciélis integrdlds képletében az f'(x) = P(x) és
g(xz) = log, x vélasztassal kell élniink.

3.2.4. Tétel. (Helyettesitéses integral.)
Haa g: I — J fuggvény differencidlhaté és létezik az f: J — R fiiggvény
primitiv fiiggvénye, akkor l1étezik az

[ (Fog@) g
integréal és
[ (to9@) d@de = [ roga)an
3.2.5. Megjegyzés. Az elGbbi tételben bevezetve az
F(o)= [ 1) da
jelolést azt kapjuk, hogy

t/ﬂmm»duMsz@w»
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Kidolgozott feladatok

181. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/x-exdx

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:
A parciélis integralds képletében az f'(x) = e” és g(x) = x jeloléssel éliink.
Ekkor az f/(z) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:
flx) = /e‘” dz = e”.
Tovéabba
g'(z) =1.

A parcidlis integrilds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/x'exd:c:x-ex—/exdx:

=z-e"—e"+c=¢e"-(xr—1)+c,
ahol ¢ € R tetsz6leges valds szam.

182. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/x-cosxdaj

hatarozatlan integralt!
Megoldas:
A parcidlis integrdlds képletében az f’(x) = cosz és g(z) = x jeloléssel éliink.
Ekkor az f'(z) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:
fz) = /cosacdx =sinzx.

Tovabba
g'(x) =1
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A parcidlis integrilds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/a:-cosa:da:::c-sinx—/sinxd:c:
= x-sinxz +coszx + c.

183. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/x-sinaﬁdx

hatarozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralds képletében az f’(z) = sinx és g(x) = x jeloléssel éliink.
Ekkor az f/(z) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:

f(z) = /sinxd:v = —cosz.
Tovabba
g'(z) =1
A parcidlis integralas tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy
/x -sinzdr = —x - cosx + /cosxdx =
= —x-cosz +sinx +c.

184. Feladat. Hatarozzuk meg az

/(Sx 2)-edo
hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralds képletében az f'(z) = e* és g(x) = 8z — 2 jeloléssel
éliink. Ekkor az f’(x) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:

fz) = /e’” dz = e".
Tovéabba
g'(x) =8
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A parcidlis integrdlds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/(8x—2)-exdx:(8x—2)-em—/8-exdx:
=B8r—2)-e"—8-e"+c=¢e"-(8x—10) +c.

185. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/(2:B +3) - coszdr
hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integrdlds képletében az f’(x) = cosz és g(x) = (2x+3) jeloléssel
éliink. Ekkor az f(x) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:

fz) = /cos:z:dx =sinzx.
Tovébba
g'(z) =2
A parcidlis integrélds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy
/(23: +3)-cosxdr = (22 + 3) - sinx — /2 -sinzdx =
= (24 3)-sinz+2-cosz + c.

186. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/430 -sinx dz

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:
A parciélis integralds képletében az f'(x) = sinz és g(z) = 4x jeloléssel
éliink. Ekkor az f'(x) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:
f(z) = /sin:cdx = —cosz.

Tovabba
g'(x) =4
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A parcidlis integrilds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/4x -sinzdr = —4x - cosx + /4 -cosrdx =
= —4x -cosx+4-sinx +c.
187. Feladat. Hatdrozzuk meg az
/(x2 + 7z —1)-coszdx
hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

Mivel 22 4+ 7z — 1 egy mésodfoki polinom, ezért a parcidlis integralds tételét
kétszer kell alkalmaznunk.

A parcidlis integralds képletében az

fi(z) = cosz
g(z)=2>+7Tz -1
jeloléssel éliink. Ekkor az f{(x) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:
filz) = /cosxd:z: =sinz.

Tovébba
gi(z) =22+ 7.
A parcidlis integralas tételét alkalmazva

/f1 gi(z)de = fi(z) - g1(x /fl g1 (x
adddik, amibdl behelyettesités utdn azt kapjuk, hogy
/(x2 +7r—1)-cosxdr = (x> + Tz — 1) -sinx — /(2x +7)-sinxdx.
A kapott
/(2$ +7)-sinxdx

integdl kiszdmolasa szintén parcidlis integralassal torténik. Legyen

fo(z) =sinz

g2(x) =22+ 7.
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Ismételten alkalmazva a parcidlis integralds képletét

/fz cg2(z) dz = fo(x) - go(z /f2 - gh(z

adddik, amib6l behelyettesités utan azt kapjuk, hogy

/(21‘—1—7) ~sinzdr = —(2z+7) -cosa:—i—/Q-cosa:dx =
—(2x+7)-cosz+2-sinz.
Tehat

/(x2—|—7x—1)-cosxd:z::

($2+7$—1)-sina:—/(Zx—i—?)-sinxdx:
= (2> +7r—1)-sinz — (— (22 +7)-cosz +2-sinz) =
=2+ 7z —1) -sinz+ (22 +7) - cosz — 2 - sinz.

188. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/x-lnxdx

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralds képletében az f'(x) = z és g(x) = Inz jeloléssel éliink.
Ekkor az f/(x) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:
2

@) :/md:c: z.

Tovéabba

A parcidlis integrdlds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

2 2
1
/x-lnajdx:z-lnm—/z-xdx.

Elvégezve az egyszerisitést, majd felhaszndlva, hogy

2

T

d:7
/xm 2+c,
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azt kapjuk, hogy

562 x $2 LL’Q

189. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/lnxdx

hatarozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integrélds képletében az f/(z) = 1 és g(x) = Inx jeloléssel éliink.
Ekkor az f/(z) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:

f(zx) :/1da::$.
Tovabba 1
/ —_—
g(z)=—.

A parcidlis integrilds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/lnxdx:x-lnx—/x-1dx:x-lnx—x—|—c.

x

190. Feladat. Hatarozzuk meg az

/sin(?m +1)dx
hatdrozatlan integralt!
Megoldas:
Bevezetve a
2r+1=
helyettesitést, amibdl
de  [(t-1Y 1
= tovibbd — = — ) ==
T , tovdbbd — ( 5 > 5

adédik, a helyettesitéses integralas tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1 1
/sin(2m+1)dx:/sint~2dt:2~/sintdt:

1 1
= —i-costdt: 5 ~cos(2x + 1) +c.
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191. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/008(53: —2)dx

hatarozatlan integralt!

Megoldas:
Bevezetve a
ox —2=1
helyettesitést, amibdl
2 2\ 1
v= 12 ovabbs ST (EE2) L
dt 5 5

adédik, a helyettesitéses integralas tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/cos(5m—2)dx:/cost~2dt:g~/costdt:

) 5
=5 -sintdt = §-sin(5x—2)+c.

192. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/ Siriff dx

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

Bevezetve a \/z = t helyettesitést, amib3l
dx
z = t2, tovdbbi P (t?) = 2t,

az integrdl az aldbbi mdédon irhaté at:

/sm\/:fdx_ Smt.gtdt_Q-/sintdt—
NG t

= —2-.cost+c.

Visszahelyettesitve ¢ helyére /z-et azt kapjuk, hogy a keresett integral

/Slr\l/%/}dx:—2-cos\/§+c.




3. HELYETTESITESES ES PARCIALIS INTEGALAS

193. Feladat. Hatdrozzuk meg az

[,

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:
Bevezetve a \/z = t helyettesitést, amib3l

d
= 12, tovibbd d—f = (12 = 2t,

az integral az aldbbi mdédon frhaté 4t:

/COS\/de:/COSt.Qtdt:Q-/costdtz
v t

=2-sint + c.

Visszahelyettesitve ¢ helyére /x-et azt kapjuk, hogy a keresett integral

/CO\S/Exdx:Q-sin\/:f—&—c.

221
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3.3. Primitiv fiiggvények gazdasagi alkalmazasai

Elméleti 6sszefoglalé.

3.3.1. Tétel. Amennyiben adott az M C(q) hatarkoltség fiiggvény, és az F'C
fixkoltség, akkor a C'(q) koltségfiiggvény az M C(q) azon primitiv fiiggvénye,
amelyre C'(0) = FC teljesil.

3.3.2. Tétel. Amennyiben adott az M R(q) hatarbevételi fiiggvény, akkor az
R(q) bevételi fiiggvény az M R(q) azon primitiv fiiggvénye, amelyre R(0) = 0
teljesiil, hiszen természetes feltételezés az, hogy ha ¢ = 0, azaz nem termeliink,
akkor R(0) = 0, tehdt a bevétel is 0.
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Kidolgozott feladatok.

194. Feladat. Egy véllalat adott termékéhez tartozd hatdrbevételi fiiggvénye:
MR(q) = 2000 — 20q — 3¢°.

A termelt mennyiséget darabban, a bevételt ezer forintban értjiik.

a) Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!

b) Hatdrozzuk meg az inverz keresleti fiiggvényt!

¢) Adjuk meg a keresleti fliggvényt!

d) Abrézoljuk a keresleti fiiggvényt!

Megoldas:

a) A hatdrbevételi fiiggvény primitiv azon R(q) primitiv fiiggvényét keressiik,
amelyre R(0) = 0, hiszen ha 0 darab terméket termeliink, akkor a bevéte-
liink is 0. Egyrészt

R(q) = /2000 —20g — 3¢°dg =

2/2000dq—/20qdq—/3q2dq:

=2000q — 10¢%> — ¢ + .
Masrészt R(0) = 0, igy
2000-0—10-0>—0%4+c¢=0,
amibdl azt kapjuk, hogy ¢ = 0. Tehat a bevételi fiiggvény:
R(q) = —¢* — 10¢% + 2000q.

b) Amennyiben f~1(q) az inverz keresleti fiiggvény, Ggy

R(q)=q- f (q),

amibdl azt kapjuk, hogy az inverz keresleti fiiggvény:
R(g)  —¢*—10¢*>+2000g
q q

g = —q* — 10q + 2000.
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c) A keresleti fliggvény az inverz keresleti fiiggvény inverze.
Egy fiiggvény és az inverze kozott fenndll az

FHf@) ==
kapcsolat. Ezt felhasznélva azt kapjuk, hogy
—(f(x))* =10~ f(z) +2000 = z.
Ezt az egyenletet kell megoldanunk f(z)-re. Az egyenletet nulldra rendezve
—(f(2))* =10 f(x) +2000—z =0  (z >0)

adodik. A mésodfokud egyenlet megoldoképletének alkalmazdsaval azt kap-
juk, hogy

104 4/100 —4 - (=1)- (2000 —2) 10 4+/8100 — 4z
N —2 N -2 '

f(@)12
A gyokjel aldl kiemelve, majd egyszertsitve azt kapjuk, hogy

f(@)12

_ 102 V§025*$ —54+ /2025 — 7.

Mivel x > 0és f(z) > 0, ezért a keresleti fiiggvény

flz) = =54 /2025 — z.

d) A keresleti fiiggvény grafikonja:

0 100 200 300 400 500 600 700 80O 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800 1800 2000 2100 22C
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195. Feladat. Egy véllalat adott termékhez tartoz6 hatarkoltség fliggvénye:
MC(q) = 0,000001 - (0,002¢> — 25¢ + 0,2).

A fixkoltség F'C' = 4000 dollar. Mennyibe keriil 10 000 darab termék eldal-
litdsa?

Megoldas:

A koltségfiiggvény a hatarkoltség fiiggvény azon C(q) primitiv fiiggvénye,
amelyre C'(0) = FC teljesiil. Felhasznalva a hatdrozatlan integral tulajdon-
sagait azt kapjuk, hogy

Clq) = / 0,000001 - (0,002¢> — 25¢ + 0,2) dg =
= 0,000001 - /(0, 002¢> — 25¢ +0,2) dg =

= (,000001 - </O,002q2dq—/25qdq+/0,2dq> =

¢ g
— 0,000001 - (0,002-3—25-2+0,2q> +c.

Mivel C'(0) = 4000, ezért azt kapjuk, hogy

c = 4000,
igy a koltségfiiggvény:
g’ q°
C(gq) = 0,000001 - (0, 002 - T 25 - ) +0, 2q) +4000.
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
10000? 100002
C(10000) = 0,000001 - (0, 002 - - 25 +0,2-10 0()0> +

+ 4000 = 5416, 67 3.
196. Feladat. Egy vallalat adott termékéhez tartozé hatarbevételi fiiggvény:
MR(q) = 100 — 3¢°.
A termelt mennyiséget ezer darabban, a bevételt ezer forintban értjiik.
a) Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg az inverz keresleti fiiggvényt!
¢) Hatarozzuk meg a keresleti fiiggvényt!
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d) Adjuk meg a keresleti fiiggvény elaszticitds fliggvényét!

e) Ha a termék 75 forintos egységarat 3%-kal noveljiik, akkor hogyan véltozik
a kereslet?

Megoldas:

a) A bevételi fiiggvény a hatdrbevételi fiiggvény azon R(q) primitiv fiigg-
vénye, amelyre R(0) = O teljesiil. A hatdrozatlan integral tulajdonsagai
alapjan:

R(q) = /100—3q2dq:/100dq— /3q2dq:
= 100q — q3 +c.
Mivel R(0) = 0, ezért
—100-0—0*4+¢=0 = c=0,
ezért a bevételi fliggvény:

R(q) = 100q — ¢*.
b) Amennyiben f~!(q) az inverz keresleti fiiggvény, dgy
R(q)=q- f}(a),

amibdl azt kapjuk, hogy az inverz keresleti fiiggvény:

R(g)  —¢*+100q
q q

) = —¢* + 100.

c) A keresleti fiiggvény az inverz keresleti fliggvény inverze.
Egy fliggvény és az inverze kozott fennall az

FH(f) =
kapcsolat. Ezt felhasznélva azt kapjuk, hogy
—(f(az))Z + 100 = x.
Ebbdl 2 > 0 és f(x) > 0 miatt azt kapjuk, hogy a keresleti fiiggvény
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d) Mivel
fla) = —
2100 — 2’
ezért az elaszticitds fiiggvény:
T T -1
E(x)=—— f'(z) = . .
(z) f(x) Jz) V100 — 2 2-+/100 — z
Elvégezve az algebrai atalakitasokat azt kapjuk, hogy
—x
FE = —
(*) = 500 22
e) Ha x = 75, akkor
—75
E(75) = ——— = —1,5.
(75) 200—2-75 ’

Tehét ha a termék 75 forintos egységarat 3%-kal noveljiik, akkor a kereslet
3-1,5 =4, 5%-kal csokken.

197. Feladat. Egy vallalat adott termékhez tartozé hatarkoltség fiiggvénye:
MC(q) = 0,003¢* — 0,4q + 40.

A fixkoltség F'C' = 5000 dollar. Adjuk meg az atlagkoltséget ¢ = 100 esetén!

Megoldas:

A koltségfiiggvény a hatarkoltség fiiggvény azon C'(q) primitiv fiiggvénye,
amelyre C'(0) = FC teljesiil. Felhasznalva a hatdrozatlan integrdl tulajdon-
sagait azt kapjuk, hogy

Clq) = /0,003q2 —0,4¢ +40dg =

:/0,003q2dq—/0,4qdq+/40dq:

=0,001¢> — 0,2¢* + 40q + c.

Mivel C(0) = 5000, ezért
¢ = 5000,
igy azt kapjuk, hogy a koltségfiiggvény

C(q) = 0,001¢> — 0,2¢> + 40¢ + 5000.
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Az atlagkoltség fiiggvény:
C 5000
AC(q) = ﬁ = O,OOlq2 —0,2¢+40+ ——.
q q

Ha g = 500, akkor az atlagkoltség:

5000
AC(500) = 0,001 - 500% — 0,2 - 500 + 40 + 500 80.
198. Feladat. Egy vallalat adott termékhez tartozé hatarkoltség fiiggvénye:
100
MC(q) =10 — .

(@) q+10
Tudjuk tovdbbd, hogy az étlagkoltség ¢ = 100 esetén

AC(100) = 50.
Hatédrozzuk meg a fixkoltséget!

Megoldas:

A koltségfiiggvény a hatarkoltség fiiggvény azon C(g) primitiv fiiggvénye,
amelyre C'(0) = FC teljesiil. Felhasznalva a hatdrozatlan integral tulajdon-
sagait azt kapjuk, hogy

= 10g — 100 - In(q + 10) + ¢.
Ezt felhasznalva azt kapjuk, hogy az atlag koltség fiiggvény
Ac(q) = S 1 _qgp. Inle+10) | ¢
q q q
Mivel AC(100) = 50, ezért
100 - In 110 c

=10— .
0 =10 100 ' 100

Az egyenletet megoldva
¢ =400+ 100-1n110 ~ 870

addédik. Mivel
FC =C(0) =c,
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ezért a fixkoltség
FC = 870.



230 3. AZ INTEGRALSZAMITAS GAZDASAGI ALKALMAZASOKKAL

3.4. Riemann-integral fogalmanak bevezetése

Elméleti 6sszefoglalo

3.4.1. Definicié. Legyen a < b és tekintsiik az [a; b] intervallumot. Legyen

a=xp<x1<...<xy=0>.

Ekkor a

d = {[zo; z1]; [w1; 225 - . - [Tn—1; 2al; }
intervallumhalmazt az [a; b] intervallum bosztdsdnak vagy felosztdsanak nevez-
ziik.
Az xg; 215 . . . ; Ty valds szdmokat osztopontoknak mondjuk.

Az [a; b] intervallum Gsszes beosztdsainak halmazét D|a; b] médon jeloljiik.
3.4.2. Definicié. Legyen f: [a;b] — R korlétos fiiggvény és
d= {[:L’ifl;l‘i] ‘i: 1,2,...,11}

az [a; b| intervallum egy beosztasa.
Vezessiik be az

m; = inf  f(x) (i=1,2,...,n)

T€[wi_1;%;)

és az

M;= sup f(x) (i=1,2,...,n)

T€[Ti—1574)
jeloléseket.
Megjegyezziik, hogy ha az f fiiggvény folytonos is, akkor

m; = min _ f(x) (i=1,2,...,n)
T€[zi—1524)

M;= max f(z) (i=1,2,...,n).

TE[Ti_1;5;)
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3.4.3. Definici6. Ha az f: [a;b] — R figgvény korlatos és
d= {[mi_l;xi] ‘iz 1,2,...,n}

az [a; b] intervallum egy beosztdsa, akkor
n
s(f;d) = Zmz (T — xi1),
i=1

illetve az .
S(f:;d) = ZMz (i —xim1),
i=1

Osszegeket az f fiiggvény d beosztdsahoz tartozé alsd integrdlkozelitd dsszegé-
nek, illetve felsd integrdlkozelitd osszegének nevezzik.
Az

O(f;d) = S(f;d) — s(f;d)

értéket az f fliggvény d beosztisahoz tartozd oszcilldcios dsszegének nevezziik.

3.4.4. Definicio. Az f: [a;b] — R fiiggvény alsé integralkozelits Osszegei
halmazanak pontos felss korlatjat az f fiiggvény alsd integrdljanak nevezziik:

deDla;b]

b
/f(x)da:— sup s(f;d).

Az f: [a;b] — R fiiggvény felsd integralkozelitd osszegei halmazédnak pontos
also korlatjat az f fiiggvény felsd integrdljanak nevezziik:

deDla;b]

b
/f(m)dac: inf S(f;d).

3.4.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: [a;b] — R fiiggvény Riemann-

integrélhat6, ha
b b
/f(x) dz = /f(ac) dz.

Koz0s értékiiket az f fiiggvény Riemann-integrdljdnak nevezzik. Jele:

b
/f(a;) dz.
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3.4.6. Tétel. Minden f: [a;b] — R folytonos fiiggvény Riemann-integrélhaté.

3.4.7. Megjegyzés. Nem-negativ érték, folytonos fiiggvény Riemann-integ-
réljanak geometriai jelentése a fiiggvény grafikonjadnak az z-tengellyel bezart
teriilete.

3.4.8. Tétel. Legyenek f,g: [a;b] — R Riemann-integrdlhaté fiiggvények.

Ekkor
b b

/(f(x)+g(w))dfv=jf(x)dx+/g(x)dx.

a a

3.4.9. Tétel. Legyen f: [a;b] — R Riemann-integralhaté fiiggvény és k € R.
Ekkor

/bk-f(:c)da;—k-/bf(x)dw.

3.4.10. Tétel. Legyenek f,¢g: [a;b] — R Riemann-integralhaté fiiggvények és
f(x) < g(x) minden = € [a; b] esetén. Ekkor

/bf(fﬂ) dz < /bg(fﬁ) dz.

3.4.11. Definicio. Legyen f: [a;b] — R Riemann-integralhat6 fiiggvény. Az
x
Fo)= [fd (@ clab)
a

fuggvényt az f fiiggvény teriiletmérd fiiggvényének vagy felsd hatdr fiiggvé-
nyének mondjuk.

A kovetkezbben ismertetett tétel az igynevezett Newton-Leibniz tétel, amely
kapcsolatot teremt a primitiv fiiggvény és a Riemann-integral k6zott. Megadja,
hogy (bizonyos feltételek mellett) hogyan lehet kiszamolni egy fiiggvény Rie-
mann-integréljat a fiiggvény primitiv fliggvényének segitségével.

3.4.12. Tétel. Haaz f: [a;b] — R fiiggvény Riemann-integrélhat6, tovdbbd az
F': [a;b] — R fiiggvény folytonos az [a; b] intervallumon és differencidlhaté az
Ja; b intervallumon, tovabbd F’(z) = f(z) minden x €]a; b] esetén, akkor

b
/ f(z)dz = [F(z)]" = F(b) - F(a).
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Az eldbbi tétel szerint egy fiiggvény Riemann-integéljdt megkaphatjuk dgy,
hogy a fiiggvény primtiv fiiggvényének kiszdmoljuk a helyettesitési értékét a
Riemann-integral felsé és alsé hatdrdn, majd képezziik a kapott értékek kiilonb-
ségét.
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Kidolgozott feladatok

199. Feladat. Tekintsiik az f: [0;1] — R, f(z) = 2? fiiggvényt! A [0;1]
intervallumot 6t egyenld részre osztjuk.

a) Adjuk meg az f fiiggvény megadott felosztasahoz tartozoé alsé integralkoze-
lit6 6sszeget!

b) Vazoljuk fel az f fiiggvény grafikonjat és szemléltessiik az elébbi ered-
ményt!

¢) Adjuk meg az f fiiggvény megadott felosztasdhoz tartozé felsd integralko-
zelitd Osszeget!

d) Vazoljuk fel az f fiiggvény grafikonjat és szemléltessiik az elébbi ered-
ményt!

e) Adjuk meg f fiiggvény megadott felosztasdhoz tartozé oszcillacids Ossze-
get!
Megoldas:

a) Ha a [0; 1] intervallumot 5 egyenls részre osztjuk fel, akkor a keletkezett

részintervallumok hossza 5= 0,2, igy a felosztas altal keletkezett osztd-
pontok halmaza:

D ={0;0,2;0,4;0,6;0,8;1},

A felosztasnak megfeleld részintervallumok halmaza:

d = {[0;0,2];[0,2;0,4];[0,4;0,6]; [0,6;0,8]; [0, 8; 1]}

Az alsé integralkozelitd osszeg:
s(f,d)=0-0,2+0,22-0,2+0,4*-0,2+
+0,6%2-0,2+0,82.0,2 =
=0,2-(0,04+0,16 + 0,36 + 0,64) =
=0,2-1,2=0,24.

b) A fiiggvény grafikonja €s az alsé integralkozelitd osszegek:
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01 |0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

c) A felsd integralkozelit6 dsszeg:
S(f,d)=0,22.0,240,4%-0,2+0,6%-0,2+0,8-0,2+1%2.0,2 =
=0,2-(0,04+0,16+0,36 + 0,64 4+ 1) = 0,2-2,2 = 0, 44.

d) A fliggvény grafikonja és az alsé integralkozelité osszegek:

-0.1 0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 07 08 09 1

e) Az oszcillacids 6sszeg:
O(f;d) = S(f;d) — s(f;d) = 0,44 - 0,24 = 0,2.

4
200. Feladat. Tekintsiik az f: [1;4] — R, f(z) = — fiiggvényt! Az [1;4]
x
intervallumot négy egyenld részre felosztva adjuk meg a felosztashoz tartozé
alsé integralkozelitd osszeget és felsd integralkozelitd osszeget!

a) Adjuk meg az f fiiggvény megadott felosztasahoz tartozoé alsé integralkoze-
lit6 osszeget!
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b) Vazoljuk fel az f fiiggvény grafikonjat és szemléltessiik az elébbi ered-
ményt!

¢) Adjuk meg az f fiiggvény megadott felosztdsdhoz tartozé felsd integralko-
zelitd Osszeget!

d) Vazoljuk fel az f fiiggvény grafikonjat és szemléltessiik az elébbi ered-
ményt!

e) Adjuk meg az f fiiggvény d felosztdsdhoz tartozd oszcillacios Osszeget!

Megoldas:
a) A felosztas altal keletkezett osztépontok halmaza:

D = {1;2;3;4},

A felosztasnak megfeleld részintervallumok halmaza:

d = {[1;2];2; 3]); [3; 4] }.

Az alsé integralkozelitd 6sszeg:
13

4 4
s(fd)=1-241 541 1=2+45+1=7.

b) A fiiggvény grafikonja és az alsé integralkozelitd osszegek:

4.5
4
3.5
3

2.5

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4

c) A felsd integralkozelitd 0sszeg:

4—4+2+4—22
3 3 3

d) A fliggvény grafikonja és a felso integralkozelit6 6sszegek:

S(fyd)=1-4+1-2+1-
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e) Az oszcillacios Osszeg:

O(f;d) = S(f:d) —s(frd) = 5 — 5 =3,

201. Feladat. Szdmoljuk ki az
2
/ 22— 3z +2dx
-1

értékét a Newton-Leibniz tétel segitségével!
Megoldas:

A Riemann-integrél tulajdonsédgai alapjin

2 2 2
/:c2—3x+2dx:/xzdx—/3xdx+/2dx:
21

-1
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202. Feladat. Szamoljuk ki az
3
/ 327 + 67 — 4dw
0
értékét a Newton-Leibniz tétel segitségével!

Megoldas:
A Riemann-integral tulajdonsdgai alapjan azt kapjuk, hogy
3 3 3 3
/3x2+6$—4d$:/Smgdx+/6mdx—/4dx:
0 0 0 0

= [o® +32® —4a]) = (3 +3-32 —4.3) -
—(0°+3-02-4-0) =
— 2742712 = 42.
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3.5. Teriilet- és térfogatszamitas

Elméleti 6sszefoglalo

Az integrélszdmités két fontos alkalmazdsa a két fliggvény grafikonja 4ltal be-
zart teriilet és a forgdstest térfogatanak kiszdmoldsa.

3.5.1. Tétel. Ha g(z) > f(z) > 0,akkorazy = f(z),y = g(z),x =a,x =b
alakzatok altal hatarolt zart sikrész teriilete:

7= [ g(a) - 7la) da.

a

3.5.2. Tétel. Ha az f(x) folytonos fiiggvény grafikonjat megforgatjuk az z-
tengely koriil, akkor a keletkezett forgastest térfogata:

v —w-/(f(:):))de.

a
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Kidolgozott feladatok

203. Feladat. Szdmoljuk ki az f(z) = 2? és g(z) = 2z fiiggvények 4ltal
kozrezart teriiletet!

Megoldas:
Felvazoljuk a két fliggvény grafikonjat k6zos koordinatarendszerben:
5
4

3

El6szor megoldjuk az f(x) = g(z) egyenletet:
2

xr° =2
22— 22 =0
x-(r—2)=0,

amibGl z = 0 vagy = = 2 adédik. gy a keresett teriilet:

2 23 2
T:/2x—x2daf:{x2—] =
0 3 Jo

§ 12-8 4
3 3 3

204. Feladat. Szémoljuk ki az f(z) = 22 és g(z) = = + 2 fliggvények 4ltal
kozrezart teriiletet!

Megoldas:

Felvazoljuk a két fliggvény grafikonjat k6zos koordinatarendszerben:
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2
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5 4 3 /2 A
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[$)]
[

El6szor megoldjuk az f(z) = g(x) egyenletet, azaz az

?=x+2

egyenletet. Ezt nulldra rendezve azt kapjuk, hogy

22 —x—2=0.

A masodfoku egyenlet megolddképletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1+v1+8 143
€12 = = )
2 2
amibdl z1 = —1, illetve 29 = 2 adddik.

A Kkeresett teriilet:

2 2 372
Tz/ s+2—a?de= |2 42 -2| =
-1 2 314

— <222+2.2_2;> - <(_21)2 +2-(=1) - (_31)3> =4,5.

205. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = 2% — 2 és g(z) = 2 — z? fiiggvények
altal kozrezart teriiletet!

Megoldas:

Felvazoljuk a két fliggvény grafikonjat k6zos koordinatarendszerben:
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El6szor megoldjuk az f(z) = g(x) egyenletet:

22 —-2=92-2°

:U2:4,

amibSl z = —2 vagy = = 2 adédik. Igy a keresett teriilet:

T:/2(2—$2)—($2—2)d$:/2(4—2$2)d$=

—2 —2

206. Feladat. Szdmoljuk ki az f(x) = 2z + 1 fiiggvénynek a [0, 2] intervallu-
mon az z-tengely koriili megforgatasaval keletkezd forgéstest térfogatat!

Megoldas:
Felrajzolva a forgastestet azt kapjuk, hogy
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A forgastest térfogata:

V:W./02(2x+1)2dx=”' [MK

_ ((2.26+1)3) - ((2-06+1)3) _

124 62
=T -— = — - T.

6 3
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3.6. A Riemann-integral gazdasagi alkalmazasai

Elméleti osszefoglalo

A fogyasztoi tobblet a mikrookondmidban fontos fogalom. Egy j6szdg meg-
véasarldsakor fellép6 tobblet annak a maximaélis pénzdsszegnek, amit a vasarld
(fogyasztd) a termékért még éppen hajlandé megfizetni, valamint a termék tény-
leges vételdrdnak a kiillonbsége. A fogyasztdi tobblet tehdt pénzben fejezi ki azt

a ,tobbletet”, ,,hasznot”, amit a fogyasztd nyer a j0szdg megvasarldsival.
Hasonl6an definidlhat6 a termeldi tobblet is.

Amennyiben f egy vallalat adott termékéhez tartozo keresleti fiiggvény és S a
kindlati fiiggvény. Tovabba pg az egyenstlyi ar és ¢y az egyensulyi mennyiség,

akkor a termeldi tobblet:
Po

| 1w,

Pmin

a fogyasztoi tobblet:

Pmazx

/ S(p) dp.

Po

I S S S S s
fermeldi tbblef | fogyasztéi tobblet
Po

Amennyiben f~! egy villalat adott termékéhez tartozé inverz keresleti fiigg-
vény és S~! az inverz kindlati fiiggvény. Tovabbd pg az egyensilyi 4r és qo az
egyensulyi mennyiség, akkor a termel6i tobblet:

q0
Po - qo — / £ (g)dq,

dmin
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a fogyasztoi tobblet:

| fogyasztéi tobblet

- termel6i tobblet

P

q

Amennyiben M C'(q) egy hatarkoltség fiiggvény és q1 < g2 olyan valds szé-
mok, hogy ¢; és qo eleme az M C/(q) értelmezési tartomanyénak, tgy az

q2
/ MC(q)dq
q1

érték azt adja meg, hogy mennyivel n6 a koltség, ha a g; mennyiség helyett g2
mennyiséget allitunk eld.



246 3. AZ INTEGRALSZAMITAS GAZDASAGI ALKALMAZASOKKAL

Kidolgozott feladatok

207. Feladat. Egy vallalat adott termékéhez tartozé keresleti fiiggvénye:
f(p) =2000 — 20p (10 < p < 100),
kindlati fliggvénye
S(p) = 10p — 100 (10 < p <100).
Az arakat dollarban értjiik, a mennyiséget darabban.
a) Abrizoljuk kozos koordinatarendszerben a keresleti és kindlati fiiggvénye-
ket!
b) Szamoljuk ki az egyensilyi drat és az egyensilyi mennyiséget!

c) Jeloljiik az el6bbi koordinatarendszerben az egyensilyi mennyiséget, az e-
gyenstlyi drat, a termeldi tobbletet és a fogyasztéi tobbletet!

d) Szamoljuk ki a termeldi tobbletet!
e) Szdmoljuk ki a fogyasztdi tobbletet!

Megoldas:
a) A keresleti és a kindlati fiiggvény grafikonja:
1400 f(p)
” S(p)
b) Az egyensilyi drat az
f(p) =5(p)

egyenlet megolddsa adja. Mivel

10p — 100 = 2000 — 20p = p =170,
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ezért az egyenstlyi 4r 70 dollér. Ezt felhaszndlva az egyenstilyi mennyiség

£(70) =10 70 — 100 = 600 darab.

c) Az aldbbi dbra mutatja az egyensulyi drat, az egyensulyi mennyiséget, a
termeldi tobbletet és a fogyasztdi tobbletet.
600 ] e mmmmmm )

400

200

termeldi tobblet  !fogyasztéi tobblet

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

d) Mivel
70
/ 10p — 100dp = [5p? — 100p]7H =
10
=5-70% —100-70 — (5- 10 — 100 - 10) = 18000,
ezért a termeldi tobblet 18 000 dollar.
e) Mivel
100
/ 2000 — 20pdp = [2000p — 10p*]3° =
70
= 2000 - 100 — 10 - 100? — (2000 - 70 — 10 - 70%) = 9000,
ezért a fogyasztoi tobblet 9 000 dollar.

208. Feladat. Egy véllalat adott termékéhez tartozé keresleti fliggvénye:
90
fo) =~ (1<p<45),

kindlati fliggvénye

S(p)=p-—1 (1 <p<45).
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Az érakat dolldrban értjiik, a mennyiséget darabban.

a) Abrazoljuk kozos koordinatarendszerben a keresleti és kindlati fiiggvénye-
ket!

b) Szamoljuk ki az egyensilyi drat és az egyensilyi mennyiséget!

c) Jeloljiik az el6bbi koordinatarendszerben az egyensilyi mennyiséget, az e-
gyenstlyi drat, a termeldi tobbletet és a fogyasztdi tobbletet!

d) Szamoljuk ki a termel&i tobbletet!

e) Szamoljuk ki a fogyasztéi tobbletet!

Megoldas:
a) A keresleti és a kindlati fiiggvény grafikonja:
ol | f®)

% S(p)

20

b) Az egyensulyi drat az

f(p) = S(p)
egyenlet megoldasa adja, azaz
90
— —2=p—-1.
D

Mindkét oldalt szorozva a k6zos nevezével, majd dsszevonva és nulldra ren-
dezve az egyenletet azt kapjuk, hogy

p?+p—90=0.
A maésodfoki egyenlet megoldéképletét alkalmazva

~1+y1+360 -1+19
2 - 2

P12 =
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adddik, amibdl p > 0 miatt azt kapjuk, hogy p = 9. Ezt felhasznélva az
egyensilyi mennyiség
90

f(9) = n — 2 = 8darab.

c) Az aldbbi dbra mutatja az egyensulyi drat, az egyensulyi mennyiséget, a
termel6i tobbletet és a fogyasztdi tobbletet.

90
80
70
60
50
40

30

0 7. tobblifogy. tobblet
5 10 15 20 25 30 35 40 45

4

d) Mivel

ezért a termeldi tobblet 32 dollar.
e) Mivel
/ —2dp = [90Inp — 2p]g°

=90In45 —90 — (90In9 — 18) ~ 72, 85,
ezért a fogyasztoi tobblet 72, 85 dollar.

209. Feladat. Egy vallalat adott termékhez tartozé hatarkoltség fiiggvénye:
MC(q) =0,6q+ 2.
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A cég jelenleg hetente ¢ = 80 darab terméket allit el6. Mennyivel novekedne a
koltsége, ha heti 100 darab terméket gyartana?
Megoldas:

A koltségnovekedés a
C(100) — C(80)
érték. A Newton-Leibniz tétel alapjan:
100 100

C(100) - C(s0) = [ C'la)da = [ MCla)dg =
80 80

100
= / 0,6¢ + 2dg = [0,3¢* + 2qJ8)° =
80
=(0,3-100% +2-100) — (0,3 -80% 42 - 80) =
= 3200 — 2080 = 1120.
Tehat a koltségnovekedés 1 120 dollér lenne.
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