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., Ha felismerik geometriai tudasuk gyakorlati
alkalmazhatosagat, s megpillantjak a technikai
alkotasokban megnyilatkozo rengeteg geometriai
otletet, megtanuljak majd becsiilni a geometriai tudast,
az alkoto ember egyik legértékesebb eszkozeét.”

(Karteszi F.: Az oll6 geometridja, 1949)
1. Bevezetés

A XX. szazad masodik felétdl az informécios €és kommunikacios
technika térhoditdsa az oktatasban is megfigyelhetd. A szamitégép a
szamitastechnika ordkon tul szerepet kap mas targyak tanitasaban is.
Megfelelden alkalmazva, segitségével megvaldsithatd a differencialt
oktatas, a tanulok eltéré egyéni képességeihez torténd alkalmazkodas —
hiszen a szamitogépes feladatoknal minden tanuld a sajat tempodjaban
haladhat elére —, igy az oktatas hatékonyabba tehetd. Az ilyen tanorékra a
tanulo-kozpontisag a jellemzd, szemben a hagyomanyos tanar-kdzpontu
orakkal.

A Debreceni Egyetem Miszaki Karon — sok felsdoktatasi
intézményhez hasonléan — jelentkeznek a tomegoktatds nehézségei. A
hallgatoi 1étszam alakulasat nappali és levelezd tagozaton 1995 6ta az 1.
abra mutatja (minden tanév oktoberében). A hallgatdi 1étszam novekedése
mellett a f6allast oktatoi 1étszdm csokkent, nétt az 6raadok szama. E tény
az oktatas optimalis megszervezésénél gondot jelenthet. [111]

Hallgatéi létszam nappali és levelez6 tagozaton
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1. dbra: A hallgatoi 1étszam alakulasa 1995 ota [111]



Az 1. abra mutatja, hogy egyre nagyobb szamu hallgatd keriil
elséévesként a fOiskolara. A kozépiskolas matematikai ismereteik
felmérésére minden elsééves hallgatoval dolgozatot iratunk, melynek
alapjan elmondhatjuk, hogy hallgatoéink eldzetes ismereteiben nagy
kiilonbségek vannak. Egy részik nem tud megfelelni a korabban
kialakitott kovetelményrendszernek, lemaradasdt nem tudja behozni. E
problémakra kindl egy lehetséges megoldast, timogatast a szamitogép.

A Debreceni Egyetem Miiszaki Karon kontrollcsoportos fejlesztd
kisérletet hajtottunk végre két félévben, elsdééves nappali tagozatos
gépészmérnok hallgatok részvételével abrazold geometria, illetve miiszaki
abrazolas gyakorlaton, két-két gyakorlati csoportban. Az egyik csoportot
dinamikus geometriai rendszer segitségével, a masikat hagyomanyosan,
papir-ceruzas modszerrel oktattuk. A kiindulasi allapotot a hallgatok
térszemlélet-mér6 feladatsorral vizsgalt tudasszintje jelentette. A tanitasi-
tanuldsi folyamat eredményességének mérésére a félév soran irt két
zarthelyi dolgozat és a félév utan irt késleltetett felmérés szolgalt.

Tovabba 0Osszehasonlitd felmérést végeztink a térszemlélet és
térgeometria témakorben els6éves nappali tagozatos matematika tanar
szakos hallgatok részvételével a pozsonyi Komensky Egyetemen és a
Debreceni Egyetemen. Azért vizsgaltuk a matematika tanar szakos
hallgatok teljesitményét, mivel akkor érhetiink el javulast a térszemlélet
fejlesztésében, a térgeometria tanitdsaban, ha aleendd tandrok e téren
kompetensek lesznek.

Céljaink:
e Megfelelni a tantervi kovetelményeknek.
e Az abrazol6 geometria megértésének novelése.
o Megfelelni a tdmegoktatas igényeinek.

e Hallgatoink egy részét felkésziteni az egyetemi szintre vald
bekertilésre.



2. Irodalmi el6zmények

2.1. A matematikai ismeretszerzeés

,,Az oktatasnak két kovetelménye van:
a szemléletesség és a tanulok ontevékenysége.”

(Vagvolgyi B.: Az 0j anyag tanitasa, 1904)

Az abrazol6 geometriat oktatok tapasztalata szerint [8] a hallgatok
egy része egy-egy szerkesztést nem a szerkesztési lépések logikus
egymasutanjaban, hanem vonalak ,kavalkadjaként” lat, feladat-
megoldasaikat csak egyenesek, pontok elére betanult modon vald
szerkesztése jellemzi. Ha egy 0j — a begyakorlottol kissé eltéré —
feladattal taladlkoznak, el6tiinik, hogy a tudasuk feliiletes.

Tobb vizsgalat 1s megerdsitette [18, 64] a matematikai megértéssel
kapcsolatban azt, hogy az iskolai feladatok esetében miikodé matematikai
tudas nehezen transzferalhato a hétkoznapi kontextusba. A tanarok
minden nap tapasztaljak, hogy a tanulok kémia- vagy fizikadrakon nem
tudjak azt, amit matematikabdl tanultak és a matematika 6ran még tudtak.
Még a jobb tanulok is gyakran leblokkolnak, ha tudasukat ujszerti
helyzetben kell alkalmazniuk. [16]

2.1.1. Tanulas — reprezentaciok — megértés

A matematikai gondolkodashoz valamilyen modon reprezentalni
kell a matematikai fogalmakat. A kommunikécio kiilsé reprezentaciot
kivan nyelvi eszk6zok, irott szimbolumok, abrak formajaban. Bruner [11,
2] harom reprezentacios sikot kiilonit el:

e materialis (targyi),
e ikonikus (képi),

e szimbolikus (beszélt, irott nyelv).

Ezek mindegyike szerepet jatszik az oktatasi folyamat minden faziséban,
allando kolcsonhatasban vannak egymassal. A fogalmak megértésénél az
ikonikus sik jelentds szerepet jatszik. Kisérletek tantisaga szerint a harom
reprezentacios sik Osszekapcsoldsa a tanulasi folyamatot megkonnyiti a



tanulok szdmara. Ezt segiti eld0 a hagyomanyos szemléltetés, a
szamitogéppel készitett interaktiv feladatlap és a szamitogépes animacio
egyiittes alkalmazésa, ahogy a Berta irdsaban szerepld példa mutatja. [9]

Gondolkodas esetén a pszichikumban vald belsé reprezentaciorol
beszéliink. A kiilsé reprezentacié megfigyelhetd, a belsd reprezentacid
nem, a ra iranyuld elemzések nagyszamu feltételezésen, kovetkeztetésen
alapulnak. A kognitiv tudomany alapalldsa szerint a kiils6 és belsd
reprezentacid kozott 1étezik valamilyen kapcsolat; a kiilsé matematikai
reprezentaciokat befolydsolja a belsd reprezentacio jellege. A belsd
reprezentaciok kozott is kapcsolatok vannak. Feltehetjiik, hogy a belso
reprezentaciok megfeleld kiilsd reprezentaciok kozotti kapcesolodasok
kiépitésén keresztiil modosithatok. Egy matematikai fogalmat akkor
értiink meg, ha annak belsd reprezentacioja a reprezentacios héalozatunk
részévé valik. A megfeleld0 modon reprezentalt, a tudas mas elemeivel
sokféle kapcsolatban 4ll6 tudaselemet megértettnek, mig az elszigetelt, a
fogalmi haléba nem, vagy csak lazan bekapcsolodo elemeket meg nem
értettnek, gyengén megértettnek tekintjik. A megértés nd, amint a
struktira bovebb és szervezettebb lesz. A megértés tehat a matematikai
fogalmak kozti kapcsolatok létrejottét jelenti. A megértés fokat a
kapcsolatok szama, erdssége jellemzi. [1] Horvath [35] szerint a megértés
a gondolatok egybeszervezddése.

Vinner [106] fogalomképzetnek nevezi a fogalom nevéhez
kapcsolt teljes kognitiv struktirdt, mely tartalmazza a vizualis
reprezentaciokat, a belsd kapcsolatokat, tulajdonsagokat, tapasztalatokat,
példakat. A példéak, tapasztalatok jelentds szerepet jatszanak a hatékony
fogalomképzet kialakitasaban.

Lénard [60] felhivja a figyelmet arra, hogy a latszdlag azonos
teljesitmény mogott a gondolkodas szempontjabol jelentds kiillonbség
lehet. Hiszen lehetséges, hogy az egyik csupan mechanikus ismerettel
rendelkezik — amely az emlékezés eredménye €és azonnal cs6dot mond, ha
indokoltatasra keriil sor —, mig a masik rutinos tudast, amely megallja a
helyét a belekérdezésnél, indokoltatasnal is. Mindségi kiilonbség van a
tanulas két fajtaja, a mechanikus tanulas és az értelmes tanulds kozott.
Skemp kisérletében [86] a vizsgalt személyek az értelmes tanuldssal,
fogalmi struktirdk segitségével megtanult anyagot nemcsak jobban
megtanultak, de tovabb is emlékezetek ra. A megértés a hatékony tanulas
egyik alapfeltétele. Skemp szerint valamit megérteni annyit jelent, mint
asszimilalni egy megfeleld ,,szkémaba” (fogalmi strukturaba). A fogalmi
struktira megfeleld belsé szervezddése is eldsegitheti a jobb megértést,
hiszen kiilonalld szabalyokra sokkal nehezebb emlékezni, mint egy
integralt fogalmi rendszerre.



Fdiskolankon a hallgatoi 1étszam novekedése és az oktatoi 1étszam
csokkenése miatt a szamonkérés leginkabb irasban torténik abrazolo
geometriabol. Szobeli vizsgéra csak akkor kertil sor, ha a hallgatonak mar
kétszer nem sikeriilt az irasbeli vizsga. Csak irasbeli dolgozat alapjan
nehéz eldonteni, hogy egy hallgaté a szerkesztési 1épéseket bemagolta,
csak mechanikus ismerettel rendelkezik, vagy megértette a tananyagot. A
késleltetett felméréssel erre probaltunk fényt deriteni.

Piaget [75] szerint az egyén folyamatosan dolgozik egy egységes
valosagkép felépitésén, aktiv kdzremiikoddje az ismeretelsajatitasnak. A
gyermek tanulasi folyamata szerinte egy sajat maga altal konstrualt belso
kognitiv struktira kiépitését jelenti. Az ismeretszerzési folyamat két
mozzanata az asszimilacié €s az akkomodacid. Az asszimilacié sordn az
egyén a kiils6 hatdsokat épiti be a meglévé ismeretrendszerbe. Az
akkomodéci6 soran a meglévo sémait modositja, vagy uj sémat hoz létre a
kiilvilag megértése céljabol; ebben az esetben nem 4ll rendelkezésére a
valosag feldolgozasahoz asszimilacids séma. Negroponte és munkatarsai
[70] a konstruktivista filozofia alapjan a kovetkez6 pedagogiai
alapelvekrdl irnak:

e kozvetlen felfedezés,

e kozvetlen Onkifejezés,

e kdozvetlen tapasztalat,

e multikultaralis szemléletmod,
e tobbnyelviiség,

e multimodalitas.

A tanuldk kozti eldzetes ismeretbeni, érdekl6désbeni, motivacios
kiilonbozdségek miatt e filozéfia szerint [21] eredményes oktatasi
gyakorlatot megvalositani csak olyan moddszerrel lehet, amely a
cselekvésen, az 6nalld ismeretszerzésen, a tudas 6nallo megkonstrudlasan,
eszkozokben gazdag kornyezeten alapul. Wilson [109] konstruktiv
tanulasi kornyezetnek olyan helyet nevez, ahol a tanulék a
problémamegoldasban egylitt dolgoznak, segitik egymast, valtozatos
eszkozoket ¢és informdacioforrdsokat hasznalnak. Ezzel szemben a
foiskolan az id6 szlikossége és a nagy hallgatoi 1étszam miatt (120-180 6
eldadasonként) a hallgatok az &brdzolo geometria el6adasokon a
tananyagot jorészt készen kapjak. Az eddig emlitett, a megértést segitd
alapelveket csak gyakorlaton van lehetdség alkalmazni.



Egy fogalom “természete a legteljesebben az adott fogalom mas
fogalmakhoz valé specifikus kapcsolataiban bontakozik ki”, irja
Vigotszkij [104, 304. o.] a fogalmak kozti kapcsolatokra hivva fel a
figyelmet. Vigotszkijnal a fogalom pszichologiai szempontbdl a
szojelentés. A fogalomfejlédés tehat a szojelentés fejlodése. A
fogalomfejlodéssel egyiitt jar a rendszer szerkezetének atalakulasa is.

A fogalmak kozotti kapcsolatok fontossagat hangstlyozza
Czeglédy is [14], arra hivva fel a figyelmet, hogy sziikséges feltarni a
fogalmak kozotti kapcsolatot, majd rendszergraffal é&brazolni és a
tananyagot ez alapjan felépiteni [65], hiszen a fogalmak ¢és a kozottiik
1év6 kapcsolatok alkotjdk az egészet. Ha a graf egy csticsabol nyil mutat
egy masikba, akkor az els6 fogalomra épiil a masodik fogalom. Az
abrazold geometria fogalmainak rendszergraffal torténd abrazolésara a
5.2.6. fejezetben mutatunk egy példat.

Az abrazold geometria miiveléséhez sziikséges legfontosabb
képesség — a térszemléleten tal — a fogalmakkal valé miiveletek végzésére
iranyuld képesség. A fogalmak megalkotdsdhoz sziikség van a fogalomra
vonatkoz6 tapasztalatokra, példakra. Ha a fogalmakat a tanulék nem
tudjak tapasztalatokhoz kotni, akkor altaldban alkalmazni sem tudjak azt.
Az eddigiek alapjan elmondhatjuk, hogy a megértéshez fontos a stabil
fogalomkeépzet kialakitasa, a fogalmak kozti kapcsolatok hangsulyozasa, a
tanulok aktiv kozremikddése az ismeretelsajatitasban.

2.1.2. Matematikai problémamegoldas

Lénard [60, 43. o0.] problémanak nevezi azt a helyzetet, amelyben
egy célt el akarunk érni, de a cél elérésének Utja szamunkra rejtve van. A
problémamegoldas e rejtett ut megkeresése.

A problémamegoldasi folyamat sordn az egyes gondolkodasi
1épések kettds szerkezetiiek. A gondolkodasi 1épések gondolkodasi
fazisok és gondolkodasi miiveletek egyiddben. A gondolkodasi fazisok
szerepét a problémamegoldas egésze hatdrozza meg, a gondolkodési
miiveletek szerepét pedig a gondolkodasi menet egy vagy két 1épése.
Tehat a  problémamegoldasi  folyamat  makrostruktaraja  és
mikrostruktirdja egylittesen vesz részt a hosszabb gondolkodasi
folyamatot igényld problémak megoldasaban.

Polya [76] a gyakorlati tapasztalatok altalanositasa alapjan a
kovetkezd problémamegoldasi fazisokat kiilonitette el:



Lénard

a feladat megértése,
tervkészités,
terviink végrehajtasa,

a megoldas vizsgalata.

[60] gondolkodasi  fazisai  (a

makrostruktiréja):

Lénard

ténymegallapitas,

a probléma modositésa,
megoldasi javaslat,

kritika,

mellékes mozzanatok emlitése,
csodalkozas, tetszés,
bosszankodas,

kételkedés,

a munka feladasa.

[60] gondolkoddsi  miiveletei (a

mikrostruktiraja):

analizis,

szintézis,

elvonas (absztrahalas),
Osszehasonlitas,

elvont adatok dsszehasonlitasa,
Osszefiiggések felfogasa,
kiegészités,

altalanositas (generalizalas),
konkretizalas,

rendezés,

analogia.

problémamegoldas

problémamegoldas



Ez a felsorolds a gondolkodasi miiveletek 0Osszetettségének
sorrendjét is mutatja, hiszen példaul az analdgia az Osszefiiggések
felfogasanak ¢és a kiegészitésnek egymdas utani alkalmazasa. A
gondolkodasi miiveletek a problémamegoldas folyamatdban elokészitik a
gondolkodasi fazisok eredményes alkalmazasat. Akkor lehet sikeres a
problémamegoldds, ha a tanulé alkalmazni tudja a megoldashoz
sziikséges gondolkodasi miiveleteket és kreativ gondolkodasa fejlett. A
tanulok gondolkodasi 1épéseinek meghatarozasa irasos geometria, illetve
abrazol6 geometria dolgozataik alapjan nehéz.

Egy  2005-ben, iskolaigazgatok és  magyar- illetve
matematikatanarok korében végzett felmérés [87] szerint a tanuloi
képességek kozil a problémamegoldd képességet a masodik
legfontosabbnak itélték meg. Tehit a problémamegoldd képesség
fejlesztése a tanarok gondolkodasaban nagyon fontos szerepet kap.

A geometriaoktatds egy lényeges célja a problémamegoldo
képesség fejlesztése. Ebben segithetnek a dinamikus geometriai
rendszerek példaul a tolo-huzo teszttel s a nyomvonal rajzolassal. [107]

2.2. A térszemlélet és fejlesztése

Az 4&brazold geometria tanitdsdnak céljai kozt szerepel a
térszemlélet fejlesztése is, ezért e fejezetben a térszemlélet fogalmanak
meghatarozasaval ¢és a térszemlélet fejlesztésének IlehetOségeivel
foglalkozunk. Bardné [8, 47. o.] tobb évtizedes tapasztalata alapjan azt
allitja, hogy az abrazol6 geometria szamonkéréseken nyujtott teljesitmény
Osszefiigg a hallgatok térszemléleti képességeivel, ezért is fontos a
térszemlélettel foglalkoznunk.

Séra ¢és munkatarsai [83, 19. o.] ,térszemléleten két- ¢&s
haromdimenzids alakzatok észlelésének és az észlelt informacidk és
viszonylatok megértésének ¢és téri problémak megoldasara vald
felhasznaldsanak képességét” értik, Haanstra [31, 88. o.] és masok
meghatarozasaira tamaszkodva.

Gardner [25] szerint nem létezik egységes intelligencia, hanem
mindenki tobbféle elkiiloniilt intelligenciaval rendelkezik. Hétféle
intelligenciat kiilonit el: nyelvi, logikai-matematikai, téri, zenei, testi-
kinesztetikus, interperszonalis és intraperszonalis intelligenciat. A téri
intelligencia Gardnernél [25, 9. o.] ,,a téri vilagrol valdé mentélis modell
kialakitasara és e modell hasznalataval valé mandverezésre ¢&s
tevékenységre vald képesség”. Gardner tobbszoros intelligencia elméletét



Maier tovabbfejlesztette [63], a téri intelligencianak 6t 4gat kiilonboztetve
meg:
o térbeli érzékelés: a fliggbleges és vizszintes irdny meghatdrozasa

zavaro informaciok mellett;

e vizualizacid: azon helyzetek abrazolasanak képessége, amikor az
Osszetevok egymashoz képest valtoznak;

e mentalis forgatas: haromdimenzids testek elforgatdsa gondolatban;
o térbeli relaciok: egy test részei kdzotti kapcsolatok felismerésének
képessége;

e térbeli orientacio: adott térbeli helyzetbe beleélés képessége.

Vasarhelyi [99] geometriai térszemléleten a képességek,
készségek olyan matematikailag iranyitott komplex egyiittesét érti, amely
lehetéve teszi:

e a térbeli alakzatok alakjanak, nagysagéanak, helyzetviszonyanak
pontos elképzelését;

e a latott, vagy elképzelt alakzatoknak a geometria torvényeire
épiild egyértelmii abrazolasat;

e azegyértelmiien abrazolt alakzatok helyes rekonstrukciojat;

e a kiilonbozd térbeli (matematikai, miszaki stb.) problémak
konstruktiv megoldasat, a megoldas képi, vagy nyelvi
megfogalmazasat.

A tovadbbiakban  térszemléleten = Vasarhelyi [99] altal
megfogalmazott képességet értjiik. A feladatok csoportositdsnal Séra és
munkatarsai [83] ajanlasat kovetve a tevékenység oldalarol kozelitjiik
meg a térszemléleti problémakat. A feladattipusok:

e vetiileti dbrazolas és vetiiletolvasas: haromdimenzids alakzatok
kétdimenzids vetiileti képeinek megéllapitasa és megrajzolasa;

e rekonstrukcid: vetiileti képek alapjan kell megalkotni a targy
axonometrikus képét;

o szerkezet atlatdsa: a viszonylatok, ardnyok megjelenitésén
keresztiil a belsd szemléleti kép kialakitasa;



e kétdimenzids vizualis térelképzelés: sikidomokat kell képzeletben
felvagni, és a részeket Ujra Osszerakni;

o térbeli alakzat felismerése €és megjelenitése: hidnyos vizualis
informacio alapjan kell a targyat, illetve helyzetét azonositani,
megjelenitent;

e hiromdimenzids alakzatok Osszetartozd részeinek felismerése,
parositasa: két vagy tobb részre darabolt, egyszerii térbeli alakzat
Osszetartozo részeinek felismerése €s parositdsa axonometrikus
rajzai alapjan;

e haromdimenzios alakzat képzeleti forgatdsa: alakzatot két
nézdpontbdl abrazolt képe alapjan kell azonositani mentalis
reprezentaciok manipulalasaval;

o targy képzeleti manipuldlasa: targyi tevékenység fazisainak
képzeleti kdvetése;

e téri  konstrukciés képesség: haromdimenzios  alakzatok
egymashoz viszonyitott helyzetének a téri reprezentaciok
manipulacidja alapjan vald értelmezése;

e dinamikalatas: allokép alapjan a téri alakzat részeinek mozgasat
képzeletben kdvetni kell.

Séra és munkatarsai [83] arrol szdmolnak be, hogy a térszemlélet
altalanos és kozépiskolai fejlesztésében az elmult évtizedekben nem
sikertilt jelentds eredményt elérni. A sikertelenség két oka szerintiik, hogy
,»a térszemlélet mint sajatos vizualis képesség szerkezete és fejlddése nem
kelloképpen ismert és a térabrazolas és —érzékelés fejlesztésére hasznalt
pedagdgiai programok nem eléggé hatékonyak”. [83, 150-151. o.] A
kovetkez0 néhany bekezdés a térszemlélet fejlesztésének néhany
lehetdségérdl szamol be.

Kirby és Boulter kutatasa [46] a vetiiletek, tiikrozések, forgatdsok
ismeretét nyujtd geometriai oktatds 13-14 éves kanadai gyerekek
vizualizacios képességére gyakorolt pozitiv hatdsardl szamol be. Az
eredmények alapjan arra kovetkeztettek, hogy a téri képességtesztek
alapjan hatranyban 1évoknél javithaté e képesség, ha a geometriaoktatas
eléggé alapos.

Lord als6éves egyetemistakkal alkalmazott 14 hetes, alkalmanként
30 perces gyakorlast, amelyek kozott olyan feladatok is voltak, ahol
haromdimenzids geometriai mintakat kellett képzeletben elmetszeni, majd
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az igy kapott kétdimenzios feliileteket lerajzolni. [61] Az utdtesztben
javult a téri tudatossag, a teljesitmény.

Horvath és munkatarsai szerint [36] a geometria tanitdsdban-
tanuldsaban nagy segitséget jelentenek a kézzel foghaté modellek. A test
alaki tulajdonsigainak szambavétele mellett a kiilonbozd nézeteit
abrazolni, majd a képekbdl a testet elképzelni a modell alapjan sokkal
konnyebb. A térbeli szemléltetd eszkdzok helyes hasznalata és gyakori
tanulmanyozasa olyan bels6 térlatast eredményezhet, amely lehetové teszi
a térbeli viszonyok 6nallo elképzelését. Bardné tapasztalatai szerint még
az egyetemi képzésben is sokat segit a modellezés, mert folgyorsitja a
,,belso latas” kialakulasat. [8, 12. o.]

Vasarhelyi arr6l ir [99], hogy a dinamikus geometriai
rendszerekkel létrehozhatd interaktiv feladatlapok emlékeztetnek a
konkrét modellre és a targyi manipulaciéval szerzett tapasztalatok
megszerzése utan atvezetnek az ikonikus reprezentdcidhoz. Hiszen egy
dinamikus geometriai program hasznalataval elérhetjiik, hogy az alakzat
elforduljon, tébb oldalat, vetiiletét lathassuk. fgy segithet elkiiloniteni a
modellhez  kotédé  tulajdonsdgokat az  altalanos  jellemzoktdl,
hozzajarulhat a rajzolvasas és készités fejlesztéséhez.

Vasarhelyi szerint [102] a modellek alkalmazisanal négy
periddust célszert kialakitani:

e modellekkel;

o modellekkel és a modell képével (példaul szamitogépes
animacioval);
o abraval és a hozza elkészitett modellel vagy animalt képpel;

o csak abrak segitségével torténd problémamegoldas.

Bako [5] azt vizsgdlta, hogy a térgeometria oktatdsdban milyen
feltétel mellett segit a szamitogép hasznalata. Az elvégzett kisérletek
eredménye alapjan arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a térgeometriai
alapfogalmak elsajatitdsdban, a testek megismerésénél tovabbra is
sziikség van a makettek haszndlatara. Az alapkészségek kialakulasa utan,
a térbeli intelligencia fejlesztésénél mar szerepet kaphat a szamitogép
hetedikes korosztalytol kezdve. Ugy taldlta, hogy az éltala Internetre
fejlesztett jatékos szamitdgépes programmal a Maier [63] altal megadott
készségek mindegyike fejleszthetd. Ugyanakkor azt tapasztalta, hogy nem
szabad tulzasba vinni a szamitégép hasznalatat; a tanari magyarazatra,
makettek hasznalatara, 6nallo6 munkara is sziikség van.
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A szamitdgépes programok koziil még a Veszprémi Egyetemen
[85] készitett szamitogépes térszemlélet fejlesztd programra hivjuk fel a
figyelmet, melyet iskoldsoknak ajanlanak a fejlesztok. Hasznos, hogy a
program interaktiv, lehetdség van az alakzatok egérrel torténd forgatdsara
¢s animaciok hasznalatdra. Segitséget nyujt tobbek kozott a
szerkezetatlatas, az alakzatok képzeleti transzformacioja, a térbeli alakzat
felismerése és megjelenitése €s a vetiiletképzés terén.

Abban mindenki egyetért, hogy a térszemlélet céltudatos
fejlesztése fontos feladat, hiszen a tanulok geometriatuddsat az elméleti
ismeretek és a térbeli képességek egységében kell értelmezniink és
fejleszteniink. Minden képesség, igy a térszemlélet is fejleszthetd a
megfelel életkorban, a megfeleld tanitasi stratégiaval.

2.3. A térgeometria tanitasanak, tanulasanak nehézségei
Szlovakiaban és Magyarorszagon

Negyven évvel ezel6tt a szlovékiai kozépiskolakban még jelentds
figyelmet szenteltek a térgeometria, de foképp az abrazold geometria
tanitdsdnak. Mdra mar ez a két témakdr szinte teljesen eltlint a
tantervekbdl. Abrazolo geometridval kizarolag a vélaszthato tantargyak
kozott taldlkozhatunk, vagy még ott sem. A térgeometria tananyaga pedig
csupan néhany tanitdsi Orara korlatozodott. Gyakran hallani olyan
magyarazatokat, hogy ennek oka az id6hiany, vagy hogy a tanarok nem
szivesen fognak hozza e kényes témakor tanitasahoz. [10]

A térgeometria a matematikatanitds egyik legproblematikusabb
része. Ennek egyik oka, hogy mar az egyszerli alapfogalmak kozott is
bonyolult 0sszefiiggések vannak. A tanar feladata az, hogy megfeleld
mértékben motivalja, felkeltse a tanulok érdeklddését a térgeometria irant.
Meérlegelnie kell a munkalehetdségeket a tanitasi 6rakon, figyelembe kell
vennie a tanulok kordbban szerzett tuddsat. Nagyon fontos azonban a
témakor megfelelo felépitése is. [33]

Magyarorszdgon Karteszi Ferenc mar 1972-ben [45] irt a
térgeometria tanitasi nehézségeirdl:

A térgeometria tanitdsa csak a sikgeometria utdn kovetkezik. A
sikgeometriaval foglalkoznak el6szor, mintha a sikot tartalmazé tér nem
is létezne. Ezért jelentkeznek a térszemlélet idejekoran valo fejlesztésének
elmulasztasa miatti nehézségek. Sok tanar annyira fél ezektél a
nehézségektdl, hogy halasztgatja, elsieti a térgeometria tanitdsat. E rész
tanitdsa a tanarnak és megtanulasa a tanulonak mas-mas nehézséget okoz.
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A tanulok térszemlélete — a tanterv térgeometridban szerény részaranya
kovetkeztében — altaldban gyonge. A gyors €s jol szemléltetd abra tablara
rajzolashoz kevés tanar ért. Az idében €s ismeretanyagban szétvalasztott
sik- ¢és térgeometria a térszemlélet optimalis életkorban valo
fejlesztésének elmulasztasara vezet. Pedig a térszemlélet nagymértékben
fejleszthetd. Az iskola feladata e képességek fejlesztése, €s a tanar
kotelessége az erre alkalmas klasszikus és modern modszerek elsajatitasa.
Hiszen a térszemlélet fejletlenségét a magas szinvonalu elméleti tudas
nem potolja.

Vasarhelyi [102] arrdl ir, hogy a szemléltetés pedagodgiai
gyakorlatdban el6forduldo hibdk is akadalyozzak az elemzést és az
altalanositast:

o amegfigyelés és az absztrakt gondolkodas elszakadasa,
o aszemléltetd anyag tulzstfoltsaga,

o specialis helyzet, stb.

Magyarorszdgon az altalanos iskolai geometriaoktatas elsddleges
feladata a geometriai szemléletmod, a képi gondolkodas, a sik- és térbeli
tajékozodasi képesség fejlesztése. A geometriai fogalmak, szerkesztések,
transzforméciok sikeres elsajatitdsdhoz nélkiilozhetetlen a rajzkészség —
adott életkornak megfeleld — szintje. Altalanos iskolasokkal végzett
felmérés [23] mutatja, hogy a tanuldk geometriatudasa a felsd tagozat
tanéveiben folyamatosan gyarapodik és mélyiill. Noha a térszemlélet
szerepe a magasabb évfolyamokon nd, a 8. osztalyos tanuloknal sem éri el
a vart fejlettségi szint 40 szazalékat, az 6tddikesek pedig nagyon alacsony
teljesitményt értek el a felmérés térszemlélet tesztjén. Tehat a
geometriaoktatds szempontjabol a térszemlélet fejlesztése a jelenleginél
nagyobb figyelmet érdemelne.

Tompa cikkében [91] arr6l szamol be, hogy az 1995-98. évi
magyarorszagi gimnaziumi matematika érettségin a tanuldk miként
teljesitettek. Az érettségi feladatai a kdvetkezd témakorokbal keriiltek ki:

e szazalék, elsdfoku ¢és masodfoku egyenletek,

e logaritmikus, trigonometrikus egyenletek, fliggvények,

e szamelméleti problémak,

e sikgeometria, koordinata-geometria, geometriai szamitasok,

e térgeometria, helymeghatarozas,
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e vektorok, trigonometria,

e bizonyitando6 tételek.

A beszamol6 szerint a térgeometriai ismeretekben olyan
alacsony szinten teljesitenek a tanulok, hogy ha minden témakorbol
egy bizonyos kompetenciat kiilon-kiilon is be kellene mutatniuk ahhoz,
hogy meglegyen a matematika érettségi érdemjegyiik, akkor sok tanulo
megbukna.

Hasonlo felmérést Szlovakidban is végeztek. Danihelova
gyljteménykotetében [19] tobbek kozott arrdl szdmol be, milyen
eredményeket értek el az 1999-2000. évi matematika érettségin 320
szlovakiai gimndziumi osztdly tanuldi. Az érettségi feladatai
Szlovékiaban nyolc témakdorbol kertiltek ki:

e halmazelmélet és logika,

e szamelmélet,

e kombinatorika és valoszinliség szamitas,

e sorozatok ¢és fliggvények,

e cgyenletek, egyenldtlenségek és egyenletrendszerek,
e analitikus geometria,

e sikgeometria,

e térgeometria.

A felmérésbdl kideriil, hogy a didkok tudésszintje
matematikab6l nagyon alacsony. Az egyes témakorokben elért
eredményesség 38,56% ¢és 61,11% kozott mozog. Legtdbb hidnyossag
a  térgeometriai  feladatok  megoldasanal  figyelheté  meg.
Meggondolandd, mi az oka annak, hogy mindig a térgeometria a
legnehezebb feladat az érettségin?

Magyarorszagon ¢és Szlovakidban is az altalanos iskola
alacsonyabb  évfolyamain a tanulék ¢életkori sajatossaganak
megfeleléen  donté  szerepe van a  tapasztalatszerzésnek,
manipuldcionak. A kozépiskolaban egyre inkabb a fogalmi sik és a
targy deduktiv jellege keriil eldtérbe. Természetesen tovabbra sem
nélkiilozhetd a tapasztalatra és a tevékenységre épiilé feldolgozas sem,
els6sorban a matematikdbol lassan haladé tanulok esetében. A tanulok
absztrakcios szintjében nagyok a kiilonbségek, ezért is fontos, hogy
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szilkség esetén a targyi, képi megjelenités sorra keriiljon. A
matematika tantargy taneszkozeire vonatkozo szakmai ajanlas a 9-12.
évfolyam szamara a geometria anyagrészhez minimalis demonstracids
eszkoznek faliképet, irasvetitd foliat, korzot, vonalzot és kupszeleteket
ir eld. Minimalis tevékenykedtetd eszkoznek a didkoknak korzot,
vonalzot, sik- és térgeometriai modellezot, zsebszamologépet; ajanlott
tevékenykedtetd eszkdznek pedig szamitogépes programokat, az
Internetet és oktaté CD-ket javasol.

A szlovékiai kozépiskoldkban mind a magyar, mind a szlovak
tannyelviiekben, altaldban egyféle tankdnyvsorozatot hasznalnak,
természetesen az iskola jellegének megfelel6t. A matematika
kerettanterv  szerint a heti minimalisan kotelezd  oraszam
gimnaziumban 4-4-3-3. [7, 26, 32] Szlovakiaban az egyes témakorokre
felhasznalhat6 6raszamok a gimndziumban [93, 94]:

GIMNAZIUM évfollifam évfozl;ram évfoSI;fam évfoégfam
Bevezetés a matematikaba 20 0 0 0
Szamelmélet 14 0 0 0
0 s o] w
Geometria 20 60 83 0
igigi?ﬁgorika, valdszinliség szamitas és 24 0 0 20
Kiegészitd tananyag 6 10 8 16
Felméro 8 8 8 8

Az egyes témakorokre felhasznalhatd 6raszamok Szlovakidban

A térgeometria oktatasra javasolt Oraszam a szlovakiai
gimnaziumokban 45 o6ra. Ebbdl 20 o6ra a 2. évfolyamban, mig a
fennmaradt 25 6ra a 3. évfolyam elso felében van.
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1. évfolyam 2. évfolyam 3. évfolyam 4. évfolyam

Térelemek kolcsonos helyzete,
tavolsaga, szoge; szamitassal
és szerkesztéssel.

Térelemek kolcsonos
helyzete.

Hasab, henger felszine, térfogata.
Cavalieri-elv.

Gula, kup, csonkagula, csonkakup
felszine, térfogata.

Gomb felszine, térfogata.
Szabalyos testek. Egymasba irt
testek.

A térgeometria oktatasara javasolt tartalom Szlovéakidban

Magyarorszdgon 5 tankOnyvsorozat van a 9-12. osztalyban. A
tankonyvek kivalasztasandl a tandrnak vagy az iskolanak azt kell
eldonteni, hogy milyen modszertani felfogas szerint késziilt tankonyvet
akar hasznalni. Vailaszthatnak olyat, amelyik munkaltato jellegd,
valaszthatnak  hagyomanyosabb  felépitésii  tankonyvet, amelyik
tartalmazza a sziikséges ismereteket, valamint kidolgozott feladatokat.
Vélaszthatnak olyan tankonyvet is [15], ahol a tananyag feldolgozas
modja egyszerre teszi lehetévé a kozépszintl €és az emelt szintd
érettségire valo felkésziilést.

Magyarorszdgon a kozépiskolai matematika kerettanterv szerint a
9-12. évfolyamon 3-3-3-4 a minimalisan kotelezO matematikaordk szdma
a gimndziumokban. A tantervben a kerettanterv kiegészitésekor tore-
kednek arra, hogy a tananyag spiralis felépitése fokozottan érvényestiljon.
Emellett fontosnak tartjak a fogalmak kialakitasaban az induktiv modszer
alkalmazasat. A tanterv tartalmazza a kerettanterv altal meghatarozott
tananyagot és annak az Orakeret kb. 20%-at kitolté kiegészitését és
részletezését. Az egyes témakorok tanitasi sorrendjét a tantervnek nem
feladata meghatarozni, ezt a tanterv alapjan késziilé tanmenet rogziti. Az
alabbi tablazat az egyik tanterv alapjan [52] az egyes témakorokre
felhasznalhaté oOraszdmokat tartalmazza. Ezek a tanmenet elkészitése
soran, ahol szakmailag indokolt, atcsoportosithatok a hozza tartozo
anyagrészekkel egyiitt.
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GIMNAZIUM 9. évfolyam|10. évfolyam|11. évfolyam(12. évfolyam
Gondolkodasi modszerek 6 6 10 15
Szamtan, algebra 38 40 31 23
Fliggvények, sorozatok 15 12 14 25
Geometria 39 39 40 45
Valosziniiség, statisztika 5 8 10 10
Evvégi ismétlés 6 6 6 10
Osszesen 111 111 111 128

Az egyes témakorokre felhasznéalhatd draszamok Magyarorszagon

Magyarorszagon a kiilonb6z6 tantervek alapjan a geometria oktatasara
javasolt 6raszam [13, 15, 51, 89, 95, 96, 105]:

9. évfolyam|10. évfolyam|11. évfolyam|12. évfolyam|
Kosztolanyi 39 39 40 45
Czapary 2143 31 40 43
Hajda 36 36 40 A
Hajnal 24 26<@ 33<@ 30<@
Vancs6 29 33 35 7 M

A geometria oktatasara javasolt 6raszamok Magyarorszagon

(1) E két tankényvcesaladhoz még nem jelent meg a tanari segédkonyv a 12. évfolyamon
az 0sszehasonlitd felmérésiink idején 2005-ben.

(2) Ez a tanmenetjavaslat csak a minimum o6raszamokat adja meg, a fennmaradd o6rak
elosztasat témakorok szerint a tanarra bizza, aki az adott osztaly ismeretében oszthatja el.
A tanar az el6z0 évben szerzett tapasztalatai alapjan donthet, hogy ezt az id6t
gyakorlasra, vagy a kdnyvben is megtalalhato kiegészit6 (apro betiis) részekben felvetett
kérdések, témak feldolgozasara forditja-e.
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Ezen belill a térgeometria oktatasara javasolt 6raszdm ¢és tartalom:

9. évfolyam 10. évfolyam

Kosztolanyi |2(T¢relemek kolcsonos 3-8Hasonl6 testek felszinének,
Czapéry 1 lhelyzete. 3 [térfogatanak aranya.
Hajdu | Nevezetes ponthalmazok ;Térbeli szamitasok szog-

a térben. —fliggvények segitségével.
Hajnal 1 4.5

—Vektorok alkalmazasa térben.

Vancso 1 34

évf(l)ll);am 12. évfolyam
Kosztolanyi| ¢ 21 [Térelemek kolcsonds helyzete, tavolsaga, szoge.
Czapiry 0 21 Hasab, henger felszine, térfogata. Cavalieri-elv.
Hajdu 1 _ 2@ Gula, kap, csonkagula, csonkaktip felszine,
Hajnal 0 16<@térfogata.
v , o GOmb felszine, térfogata. Szabalyos testek.

ancso 0 ? Egymasba irt testek.

A térgeometria oktatasra javasolt 6raszdmok ¢és tartalmak Magyarorszagon

Az Osszehasonlitasnal a Magyarorszagi 9., 10., 11. és 12.
évfolyam helyett az egyértelmiiség érdekében 1., 2., 3. és 4. évfolyamot
irunk. A heti minimalisan kotelezO matematika 6rdk szdma Szlovakidban
az 1. és 2. évfolyamon tobb, a 4. évfolyamon pedig kevesebb, mint
Magyarorszagon, de a négy évfolyamon 6sszesen mindkét orszagban 163.
A kovetkezé diagramok a geometria illetve a térgeometria ardnyat
mutatjdk a matematikdhoz, illetve a geometridhoz viszonyitva. A
szazalékos aranyokat minden esetben a tantervek alapjan szdmoltuk ki. A
térgeometria aranyanak kiszamoldsdhoz a Kosztolanyi tanterv éraszdmait
[52] vettiik figyelembe.

(1) E két tankdnyvesaladhoz még nem jelent meg a tanari segédkonyv a 12. évfolyamon
az 0sszehasonlitod felmérésiink idején 2005-ben.

(2) Ez a tanmenetjavaslat csak a minimum o6raszamokat adja meg, a fennmarado 6rak
elosztasat témakorok szerint a tanarra bizza, aki az adott osztaly ismeretében oszthatja el.
A tanar az el6z6 évben szerzett tapasztalatai alapjan donthet, hogy ezt az idot
gyakorlasra, vagy a konyvben is megtalalhat6 kiegészitd (apro betlis) részekben felvetett
kérdések, témak feldolgozasara forditja-e.
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Az elsd diagram a matematika oran beliill a geometria aranyéat
mutatja a két orszagban:

Geometria
S <
~ (-]
= 100 o3
2 -]
g g [
£ 60 = o = O Szlovakia
a0 28 M8 i = i
g = B Magyarorszag
g 20 =
S ‘ =
5
o
< & & & &
& & 8 8
‘@4& ‘@4& ‘ea& ‘@é
\. q,. .’\). b‘.

2. 4bra: A geometria ardnya a matematikan beliil @ ¥

A geometria aranya a tobbi matematika témakorhdz képest
Magyarorszagon az 1. és 4. évfolyamon magasabb, 2. és 3. évfolyamon
pedig alacsonyabb, mint Szlovakidban. A 3. évfolyamnal nagy az eltérés
(47,84%), hiszen Szlovakiaban ekkor szinte egész évben csak geometriat
tanulnak. Magyarorszdgon kozel azonos a négy évfolyamon a geometria
orak szama, Szlovakiaban viszont az 1.-3. évfolyamon egyre nd, a 4.
évfolyamon pedig nincs geometria.

1. évfolyam[2. évfolyam[3. évfolyamld. évfolyam|Osszesen|

Szlovékia 20 25 - 45

Magyarorszag 1-2 3-8 - 16-21 21-31
A térgeometria oktatasara javasolt 6raszam a két orszagban )@

(3) Mindkét orszagban igaz természetesen, hogy utolsdé évben az ismétlésnél és az
érettségi el6készitésnél eldjonnek a geometriai, térgeometriai ismeretek, a térgeometriai
problémak megoldasa.

(4) A geometria illetve a térgeometria szazalékos aranyat nehéz megbecsiilni, hiszen a jo
tanarok a sikgeometriai problémak — transzformaciok, mértani helyek — targyalasakor
kitérnek a térbeli esetekre is. A trigonometriaban is sok térgeometriai alkalmazasi feladat
talalhato.
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A kovetkezd két diagram a térgeometria szazalékos aranyat

mutatja a matematikan, majd a geometrian beliil a tantervek alapjan a két
orszagban:

Arany a matematikan beliil (%)

Térgeometria
100
80
60 © O Szovakia
) N _ i
40 S v & = B Magyarorszag
20 o —— =
oL—° = = hd °© ._
S & & &
g 2 2 >
& & & &
‘6% ‘egx ‘«zf& ‘03&
\. f‘». ﬁ). v.

3. abra: A térgeometria arnya a matematikan beliil [52] @'

Arany a geometrian beliil (%)

Térgeometria
100
80 &
60 a N 2 O Szlovaki
oy - - ovakKia
o 4
40 1 - 2 = 3 B Magyarorszag
20 o) -
el [ [l
& & & &
2 > Q> 2
& & & &
‘@é ‘@3& ‘©§ ‘@g&
\. q,- fb. v-

4. 4bra: A térgeometria aranya a geometrian beliil [52] © @

(3) Mindkét orszagban igaz természetesen, hogy utolsdé évben az ismétlésnél és az
érettségi elokészitésnél eldjonnek a geometriai, térgeometriai ismeretek, a térgeometriai
problémak megoldasa.

(4) A geometria illetve a térgeometria szazalékos aranyat nehéz megbecsiilni, hiszen a jo
tanarok a sikgeometriai problémak — transzformaciok, mértani helyek — targyalasakor
kitérnek a térbeli esetekre is. A trigonometriaban is sok térgeometriai alkalmazasi feladat

talalhato.
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Szlovakidban 14 o6raval tobb jut a térgeometria oktatdsara
gimnaziumban akkor is, ha Magyarorszagon a legmagasabb javasolt
oraszamot vessziik e témakorhoz. Abban az esetben, ha Magyarorszagon
a javasolt legalacsonyabb oOraszamot vessziik, akkor négy év alatt a
szlovékiai didkoknak 24-gyel tobb térgeometria Orajuk van! Az
oktatdsra javasolt tartalom ugyanaz, de ezt Szlovakiaban a 2. és 3.
évfolyamon tanitjadk, Magyarorszdgon pedig 1., 2. és 4. évfolyamon.
Osszességében elmondhatjuk, hogy a térgeometria oktatasira mindkét
orszagban kevés id6 jut. Az 5.1. fejezetben vizsgéaljuk ennek hatasat,
beszamolunk egy 0sszehasonlitd felmérésrél, mely egy szlovakiai és egy
magyarorszagi egyetem els6éves matematika szakos hallgatdéinak
térszemléletét és térgeometriai ismeretét vizsgalja.

2.4. Szamitogép és dinamikus geometriai rendszerek az
oktatasban

24.1. A matematika és az abrazol0 geometria
szamitogéppel segitett oktatasa

A szamitogep olyan dolgokkal kapcsolatban
keényszerit benniinket gondolkodasra, melyekrol
szamitogep nélkiil is rég el kellett volna gondolkodnunk.”

(Schupp, H., 1993, [28]-ban)

Az informacidos ¢és kommunikacidés technika (IKT) nem
szlikithetd le a szamitdgép, az Internet hasznalatira. Mindent magaban
foglal, amit a tanitasi-tanulasi folyamat kdzben a tanar vagy a tanulo
alkalmaz. Vanicek [97] ezért a ,kognitiv technologidk” kifejezést
hasznalja az informacids és kommunikacids technologidk helyett a
szamitogéppel tdmogatott oktatds esetében.

A Magyar Valasz az Informécios Tarsadalom kihivasaira
szakértdi anyag 1999-ben olyan 0j pedagodgiarodl ir, amely szerint ,,a
hagyomanyos, féleg instrukcion alapuld tandrkézpontd tanulas-tanitas
helyett didk-koézponta tanulasi kornyezetek kialakitasara van sziikség”.
[6,49. 0.]

,Bar a kozoktatas és a felsGoktatas gyakran emlegetett tavolsaga
a felsGoktatasban tet6z6 expanzioval csokkenni latszik, ugy véljik, a
hétkoznapi tapasztalatok tdmegesség-élményén til az agazati kdzeledés
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megkérddjelezhetd. Szamolni kell azzal, hogy felsdoktatds-pedagogia
nem létezik abban az értelemben, amiként a rendszer alacsonyabb
szintjein. A felsdoktatasban tobbnyire pedagodgiai végzettség nélkiil
oktatunk, torténeti hagyomanyok ¢és szokasjog szerint, laikus
meggy6zddéseinket szentesitve ¢és intézményesitve. FelsOoktatas-
pedagodgia(i)nk kimunkalasara az ,,IKT-korszak™ feltétleniil inspiraciot
jelent.” — irja Huszar. [40, 5. o.]

Az IKT oktatdsban valo elterjedésével kapcsolatban Gawlick
[28] arrol ir, hogy at kell gondolnunk, hogy melyek azok a célok,
munkamoddok, amelyeket nem szabad tovabb fenntartanunk, melyek
azok, amelyeket feltétleniil fenn kell tartanunk és melyek azok,
amelyek hozzaadodnak az oktatashoz. Leértékelddik a formalis tudas —
hiszen a szamitdgép ezt gyorsabban és jobban tudja —, felértékelddik a
problémamegoldas képessége.

Vasarhelyi [101] felhivja a figyelmet arra, hogy a tanulasi
folyamat tervezése soran az elérendd célokbdl kell kiindulnunk — cél
az adott tetszdleges tantargyi témakor ismeretanyaganak minél jobb
szinvonalon torténd elsajatitasa —, majd ezekhez kell kivalasztanunk az
alkalmazni kivant eszkdzoket és modszereket, példaul a szamitogépet.
A jelenleg legelterjedtebbnek mondhaté frontalis osztdlymunkéhoz
képest 1) pedagdgiai mddszerekre, mas jellegli eldkésziiletekre van
sziikkség. Az alkalmazasi lehetdségeket a tanari tevékenység oldalarol
megkozelitve  Vasarhelyi munkdja alapjdn hdrom csoportba
sorolhatjuk:

e a szamitégép, mint a tanar eldkészitd  munkajat,
informacioszerzését, kapcsolattartasat segitd eszkoz,

e aszamitdégép, mint a tanitasi orat segitd eszkoz,

e aszamitdgép, mint tanar. [100]

A kovetkezd abran Perjésiné munkaja alapjan [74, 30. o.] a
szamitogépes eszkdzok egy lehetséges csoportositasa lathato:
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Szamitogép-vezérelt szervezd eszk6zok

Nem matematikai szoftverek Matematikai szoftverek Informacios eszkdzok
(tablazatkezelok, adatbézisok,stli)/ \ (Internetes anyagok)
Oktatocsomagok Tudomanyos csomagok

Programozasi nyelvek Dinamikus geometriai rendszerek ~ Komputer algebra
(DGS) (CAS)

5. abra: A szamitogép-vezérelt szervezd eszkozok [74, 30. o.]

A tudomanyos csomagok koziil a programozasi nyelvek foként
az informatikus hallgatokat segithetik a matematikai ismeretszerzésben.
A dinamikus geometriai rendszerekrdl, hasznalatukrol az oktatasban a
késdbbiekben irunk. A szamitégép algebrai rendszerek szimbolikus,
numerikus és grafikus miiveletek végzésére képesek. [74]

A szamitogép algebrai rendszerek hasznalataval kapcsolatban
Buchberger [12] ir a White-Box/Black-Box elvrél, amely elv a
dinamikus geometriai rendszerek esetében is alkalmazhat6. Amikor a
tanulok elsajatitottak egy eljaras 1épéseit (White-box fazis), a CAS
segitségével az eljarast egy 1épésben is elvégezhetik (Black-Box féazis).
Buchberger szerint segitheti a megértést, ha néha forditva jarunk el:
elészor az eljarast Black-Box-ként alkalmazzuk, ez utan kovetkezik a
White-Box, az eljaras részleteinek megismerése.

A Pécsett 2002-2007 kozott Klincsik, Sarvari és Lavicza altal
szervezett konferencidk [114] kozvetlen célja, hogy a szamitogép
algebrai rendszerek és a dinamikus geometriai rendszerek oktatdsban
torténd  eredményes  alkalmazdsanak  kutatasaval  foglalkozok
megismerjék egymds munkajat, hiszen Magyarorszagon sokan
foglalkoznak e  programok  oktatdsban  torténd  eredményes
felhasznaldsanak eldsegitésével, de ezek az erdfeszitések altalaban
egymastol fiiggetleniil torténnek. Masodik cél a kozds gondolkodas e
rendszerek oktatasban betdltott szerepének ndvelése, a rendszerek
eredményesebb alkalmazéasa érdekében. A harmadik cél az oktatasban
val6 alkalmazaés elterjesztéséhez vald hozzajarulas.

A Monge-projekcios szerkesztések szamitogépes tamogatasat
célul kitizé kezdeményezések, programok koziil itt néhanyat emeliink
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csak ki. Egyik szamitdégépes program cseh fejlesztésti. [112] E
programmal lehetdségiink van a szerkesztések elvégzésére Monge-
projekcidoban. Egy masik program magyar fejlesztésti. Ez a program
segiti a tanar munkajat a Monge-projekcié elméletének oktatasdban és
a gyakorlasnal, az elemek kozti kapcsolatok megértésében is az
interaktivitas segitségével. [55] A fejlesztd, Kovacs irdsaban [54] arrdl
szdmol be, hogy az anyagnak szinte minden részét konnyebben értették
meg a hallgatok a szamitogépes csoportban. Kiemelked6éen hasznosnak
itélte meg a program hasznalatdt a pont, egyenes, sik abrazolasaval
kapcsolatos alapismeretek targyaldsanal, mert itt a program
interaktivitisa a tablan nagyon nehezen volt kivitelezhetd.
Meggy6zodése, hogy a szamitogépes csoport mélyebb tudasra tett szert
a félév alatt, mint a hagyomanyos szerkesztéeszkdzokkel dolgozo
csoport. Mindkét programban a szerkesztések BMP formatumban
menthetdk el, interaktiv feladatlapok nem készithetdk. A Budapesti
Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetemen (Természettudomanyi Kar,
Matematika Intézet, Geometria Tanszék) Nagyné Szilvasi Marta
készitett két java appletet az abrazoldé geometridhoz (csonkagula) és a
térbeli transzformacidkhoz (csonkaguldk kompozicioja). [113] A Szent
Istvan Egyetem Ybl Miklos Epitéstudomanyi Kardn (Abrazolas- és
Szamitastechnikai Tanszék, Rajz és Abrazol6 Geometria Tanszéki
Csoport) szamitogépes animacidkat hasznalnak abrazold geometria
el6adason. [115] A szerkesztésekhez a Cabri programot hasznaljak,
foként a 1épésenkénti lejatszas és a tolas-huzas teszt lehetdségeket.
[53]

2.4.2. Uj célok, 1ij kérdések

A geometriai problémamegoldas utja a rajzoknal kezdddik,
hiszen a helyes kovetkeztetéshez pontos rajzok sziikségesek. Az
oktatdsban ¢és a gyakorlatban nélkiilozhetetlen a korrekt abra. A
szamitogépes rajzold programok ezt a célt tdmogatva segitenek a
szerkesztéseknél, 1j lehetéségeket nyitnak meg a geometria
tanitdsaban: gyorsan, pontosan, a bemeneti adatokat rugalmasan
valtoztatva lehet rajzok sokasagat eldallitani, megkonnyitve ezzel a
geometria felfedezésének utjat.

Laszl6, az Euklides dinamikus geometriai rendszer egyik
fejlesztdje [58] a dinamikus geometriai rendszereket (DGS - Dynamic
Geometry System) ,geometriai szemléleti grafikus szerkeszto-
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programok”-ként hatarozza meg, melyek a ,,CAD-rendszerekkel
tekinthetok leginkdbb rokonnak, am szemléletmodjukban sokkal
erételjesebben tdimogatjak a matematika miivelését és oktatasat.”

Ezek a rendszerek nem csupan egy statikus abra létrehozéasat
tamogatjak, hiszen a program tarolja a szerkesztési lépéseket, az
abrakat dinamikus egységnek tekinti. Ez azt jelenti, hogy egy alakzat
helyének valtoztatasakor az Gsszes olyan alakzat helye is valtozni fog,
amelyeket beldle szerkesztettiink. A mozgatas sordn igy megfigyelhetd
az alakzatok egymadsra épitettsége, a szerkesztési folyamat. [50, 79, 80]
A legismertebb DGS-ek: Cabri, Cinderella, Euklid, Euklides,
GeoGebra, Geometer’s Sketchpad.

Az 1j eszkdzok ) tartalmakat, lehetéségeket, célokat adnak, 0j
eddig ismeretlen kérdések, megoldasok, valaszutak lehetdségét vetik
fel. [57]

A DGS-ek alkalmazasa egy fontos kérdést vet fel: mennyire
marad elvégezhetd a szerkesztés a bemeneti adatok valtoztatasa utan?
A Cinderella valasza erre a kérdésre, két példaval illusztralva:

Tekintsiik a kovetkezd esetet: Rajzoljunk két kort, amelyek
egymast metszik két pontban. E két pontot kossiik 0Ossze egy
egyenessel (ez lesz a két kor hatvanyvonala). A korok mozgatasakor ez
az egyenes i1s elmozdul, de mindig merdleges lesz a két kor
kozéppontjat 6sszekotd egyenesre. De vajon mi torténik, ha a két kor
kozéppontja a két sugar dsszegénél tavolabb keriil egymastol? A DGS-
ek egy részénél a két metszéspont eltliinik, és az egyenes is. Mas
résziiknél a program nem engedi meg a két kor ilyen mozgatasat. A
Cinderella ekkor is megszerkeszti a hatvanyvonalat, mert a
szamoléasokat komplex szamokkal végzi, s a két kor (nem végtelen
tavoli) metszéspontjait és az ezekre illeszkedd (mar valos) egyenest
ekkor is megtaldlja. Ez a példa mutatja, hogy a komplex szdmokkal
vald szdmolds bevezetése igen leegyszeriisiti a geometriai
szerkesztéseket az eltlind metszéspontok kikiiszobolésével.
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s

1 h
co Circle(A;0) (X +3.36)2+ (y — 1.48)2=7.712

c1 Circle(B;0) (X —14.08)2 + (y —1.4)2=7.722
C Intersection(C0;C1) (5.35 +i*-0.02|1.44 + i*-4.06)

D Intersection(C0;C1) (5.35 + i*0.02|1.44 + i*4.06)

h Join(C;D) y=218x - 1165.39

E Meet(a;h) (5.35|1.44)

6. abra: Hatvanyvonal szerkesztése

Az euklideszi sikon két egyenes metszi egymast, ha nem
parhuzamosak. Két metszé egyenes lehet, hogy parhuzamos lesz, ha a
szerkesztés néhany elemét elmozditjuk. Ez a kovetkezd problémahoz
vezethet: Mi lesz azokkal az egyenesekkel, amelyeket ez a metszéspont
¢s egy masik pont hatarozott meg? Az ilyen egyeneseknek
parhuzamosaknak kellene ezutdn lennie a két adott egyenessel, de
ehelyett eltlinnek, mivel a meghataroz6 pontjai tobbé mar nem
hatarozzdk meg Oket. Hogyan keriilhetjiik el ezt a helyzetet? A
Cinderella a projektiv sikon végzi a szamitdsokat, ezért a két
parhuzamos egyenes végtelen tavoli metszéspontjat tudja értelmezni
homogén koordinatdkkal. A harmadik egyenest ezekkel parhuzamosan
fogja megrajzolni, az adott végtelen tavoli ponton keresztiil. [49]
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B
b
A Point(-1.72|-0.80) (-1.72]-0.80)
B Point(9.32|-2.28) (9.32]-2.28)
a LineThrough(A;31.430) y=0.61x +0.25
b Parallel(a;B) y=0.61x -7.98
C Meet(a;b) (1:0.61:0)

7. dbra: Metsz6 egyenesek euklideszi és projektiv sikon

Az alkalmaz6 szempontjabol a fontos megallapitds az, hogy a
Cinderella a szamitasokat a komplex projektiv sikon végzi. [49]
Didaktikai szempontbol ez az altalanos- és kozépiskoldban zavard lehet,
hiszen az el6z6 szerkesztés elvégezhetdsége egy kozépiskolasnak is
problémat okozhat, de az egyetemi, fOiskolai oktatasban kifejezetten
hasznos.

A Cinderella Java nyelven irddott. A webbongészékben
kozvetleniil futtathatd interaktiv abrdkat, feladatlapokat generalhatunk.
(Az interaktiv feladatlapokrol a kovetkezd fejezetekben részletesebben
szolunk.) Nincs szikség a Cinderella telepitésre a hallgatok
szamitogépein, az interaktiv feladatlapok milkddéséhez a feladatokon
kiviil egy specialis allomanyt kell csak a szerveren elhelyezni és a
hallgato6i szamitogépek mindegyikén kell lenni Java 1.4.2-nek vagy Gjabb
verzionak. Ezt a lehetOséget kihasznalva az ordkon a hallgatok az
Internetrél  dolgozhatnak. Mivel pénziigyi nehézségek miatt a
foiskolankon a Cinderella vagy egyéb DGS a hallgatok szdmara nem
érhetd el, a feladatlapként vald elmentés lehetdsége dontd motivacio a
Cinderella mellett, egyebek kozt ezért valasztottuk ezt a programot.
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A DGS-ek haromféle pontot kiilonboztetnek meg [103, 3. o., 57]:

e Dbazispont: a rajzfeliileten barhol tetszélegesen kivalasztott pont (2
szabadsagi fok),

e objektumra illesztett pont: egy alakzat egyik pontja (1 szabadsagi
fok),

e metszéspont: két alakzat metszéspontja.

Laszl6 ir [57] arr6l, hogy a Cinderella nem valasztja szét élesen a
bazispont, a metszéspont és az objektumra illesztett pont fogalmat. A
metszéspont az objektumra illesztett pontbol szarmazik, mint két
objektumra illesztett pont. Tudjuk kezdeményezni pont felvételét, majd
objektumra vagy metszési helyre vonszolhatjuk, ettdl fiiggden bazispont,
objektumra illesztett pont vagy metszéspont lesz beldle. Animacio vagy
nyomvonal készitésekor nem tehetjiik meg barmely bazisponttal, hogy
végigfusson valamely objektumon, hacsak nem ra illeszkedé pont. Ez a
kiilonbség a pont jelolésébdl sem latszik, s6t néha nem is jol mikodik,
mert a program bazispontnak veszi és mozgataskor helyben hagyja.
Ezeket a hidnyossdgokat a program szamos eldnye mellett
jelentéktelennek tartottuk; a programot megfeleldnek tartottuk az dbrazold
geometria, majd a miiszaki abrazolas segitésére.

2.4.3. A dinamikus geometriai rendszerek {6 jellemzoi

A DGS-ek altalaban a kovetkezd lehetdségeket nyujtjak [80]:

a) Dinamikus adatkezelés: A DGS nemcsak konkrét statikus abrak
elkészitését teszi lehetévé, hanem a szerkesztés 1épéseit
raktarozza, mely 1épéseket a bemeneti adatok valtozatdsa utan is
végrehajt tolas-htizés teszttel. Példaul képesek lesziink ellendrizni
a harom magassagvonal egy pontra vald illeszkedésére vonatkozo
tényt nem csupan egy haromszdégre, hanem a haromszogek egy
igen nagy halmazara is. Igy el lehet keriilni, hogy az 4bra egyes
részei kozott olyan szembedtld Osszefiiggések legyenek,
amelyeket a feladat nem ir eld. [76]

b) Nyomvonal rajzolasa: A kész szerkesztésben egy alapelemet
végigfuttathatunk egy azt tartalmaz6 koron vagy egyenesen ¢és
ennek hatasara a DGS egy (az eldbbi alapelemtdl fliggd) pont
mozgasanak palydjat megrajzolja. LehetOség nyilik igy adott
tulajdonsagu ponthalmazok keresésére.
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Animacid: Az el6zo lehetdséghez kapcsolddva a pont mozgésat, a
szerkesztés valtozasat mozgd animacioként is megjeleniti a DGS.
Van olyan DGS, amely lehetdséget nyujt arra, hogy a fazisokat
egyidejiileg megjelenitsiik (Euklides). [57]

Szerkeszt6eszkozok korlatozasa.

Automatikus  tételellendrzés: A beépitett  automatikus
tételellendérz6 funkcid6 az illeszkedésre vonatkozd tételek
vizsgalatanal lehet segitségiinkre.

Osszehasonlité geometria: A szerkesztések elvégezheték gombon
¢s Poincare-féle kormodellben is.

Interaktiv feladatlapok készitése: Az interaktiv weblapok
segitségével tanuloknak szo6l6 feladatok, itmutatasok, szerkesztési
segédletek készithetdk, illetve lehetdség nyilik a tavoktatés
megvalositasara is. Vasarhelyi [99] irdsa alapjan interaktiv
feladatlapon nemcsak olyan elektronikus anyagot értlink, ahol a
tanuld a feladatnal szabalyozhatja a kész demonstracié lejatszasi
sebességét, hanem az ,online” segitséget kindlo elektronikus
tanuloprogramot is.

A szerkesztési 1épések visszajatszdsa: Az elkészitett szerkesztés
1épéseit Gjra lejatszathatjuk a programmal.

Makrok: Ha a részszerkesztés be- €s kimend adatait definialjuk,
rogzitjiik, a késobbiekben ezt felhasznalhatjuk egy 1épésben.

Folidk: Az  objektumok  képzeletbeli  atlatsz6  folidkra
csoportosithatok, majd ezek kiilon kezelhetok (elrejthetdk,
atszinezhetdk stb.). E lehetdséggel egyeldre csak az Euklides
rendelkezik. [57]

A tolds-huzas teszt és a nyomvonal rajzolédsi lehetség egyiittes

alkalmazasa lehetové tesz heurisztikus problémamegoldasi stratégiakat.
[28, 38]

Az alkalmazasi lehet6ségek igen sokfélék, hiszen a web-alapu

oktatds megvalosithatd tanarral illetve tanar nélkiil; a tandrai kereteken
kiviil
felzarkoztatasban vagy a matematikatanulést jrakezddk tdmogatasaban.

segitségiil lehetnek e programok a tehetséggondozasban, a

A geometria oktatdsaban a szamitogépes rajzoloprogramok

hasznalataval a célunk lehet a pontos és szép abrak készitése altal a
hatékony szemléltetés (hiszen sok feladathoz nehéz a tablan igazan
szemléletes abrat késziteni), a jobb megértés segitése, a tanulok
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kreativitasanak fejlesztése és az orak érdekesebbé tétele. Az egyszeriibb
szerkesztéseket (mint példdul adott ponton 4at adott egyenessel
parhuzamos, ra merdleges szerkesztése, szakasz felezOpontjanak
szerkesztése) egy lépésben elvégezhetjiik, igy tobb 1d6 jut a feladat
elemzésére, diszkussziora, sejtések megfogalmazasara.

2.4.4. Alkalmazasi lehetoségek

Az el6z0 részben emlitett tulajdonsagok miatt a DGS-ek a
kreativitas fejlesztésének eszkozei. A geometria és az abrazold geometria
oktatasadban valo alkalmazasi lehetségek koziil a kovetkezokrdl szolunk
részletesebben:

a) Diszkusszio, a hataresetek vizsgalata (dinamikus adatkezelés).
b) Ponthalmazok keresése (nyomvonal rajzolési lehetdség).

¢) Animacio.

d) Szerkesztoeszkozok korlatozasa.

e¢) Automatikus tételellenorzés.

) Osszehasonlitd geometria.

g) Interaktiv feladatlapok, web-alapt oktatas.

Minden alkalmazasi lehetdséget egy-két Cinderellaban kidolgozott
példaval illusztralunk. [66]

a) Egy geometriai feladat megoldasa soran gondolnunk kell arra is, hogy
a kiindulasi adatoktol fliggden modosulhatnak a szerkesztési eljardsok
vagy maga a szerkeszthet0ség. Sziikséges megvizsgalni, hogyan alakul a
feladat megoldasa, megoldhatosdga, ha nem altalanos, hanem specialis
eseteket tekintilink.

Az ,egérvezérelt” interaktiv geometriai programok segitségével a
szerkesztés befejezése utan egy kivalasztott alapelem az egér segitségével
tetszOleges iranyba elmozdithato, és az egész szerkesztés kovetkezetesen
valtozik ennek hatisira. Igy lehetévé valik a rajz dinamikus
viselkedésének a vizsgalata akar az altalanos iskola 8. osztalyatol kezdve.
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1. Példa: A haromszogben az oldalfelezo merdlegesek metszéspontja a
haromszog koré irt kér kozéppontja. Vizsgaljuk meg a tolas-huzas teszt
segitségevel, hogy e kozéppont elhelyezkedése hogyan fiigg a haromszog
legnagyobb szogetol! (8. osztaly)

Diszkusszio: Ha a haromszog hegyesszogli, akkor a koré irt kor
kozéppontja a haromszogon beliil van; ha derékszogii, akkor a koré irt kor
kozéppontja az atfogd felezOpontja; ha tompaszogli, akkor a pont a
haromszogon kiviil van. (8. dbra)

8. abra: A hadromszog koré irt kor kdzéppontjanak elhelyezkedése

b), ¢) A DGS-ek legkézenfekviobb alkalmazasi lehetdsége a ponthalmazok
keresése, a mértani helyes feladatok. E lehetdség segiti a tanulok
dinamikus szemléletének kialakulasat, fejlodését. Célunk a sejtéshez
juttatds, a megérés segitése €és a motivacid. A példak nyomvonal
rajzoltatassal  illetve  animdcioval  torténd  megoldasanal a
problémamegoldasi képesség fejlesztésének Wittmann szerinti [2]
alaptételei is megvaldsulnak, hiszen az ismeretszerzés felfedeztetd tanulas
révén torténik a szamitogép segitségével, a tanulok maguk is vethetnek fel
problémékat és az automatizalt gondolatmenetek kizardlagos alkalmazasa
hattérbe szorul. A tanulokat a feladat megoldasa eldtt és kozben
0sztondzziik az indoklasokra, sejtésekre, 6nall6 munkara.

A feltételek elhagyasanak moddszere gyakran  hasznalt
megoldastipus a geometridban. Ha tobb feltételt kielégitd pontok
halmazat kell megkeresniink, akkor sorban kiilon-kiilon megkeressiik az
egyes feltételeknek megfeleld ponthalmazokat, majd azok kézos részét
képezziik.

31



2. példa: Polya klasszikus feladata: a gotikus ablak: Az AB szakasz és ket
koriv, AC és BC haromszogletii idomot zar be. Az egyik kor kozéppontja
A, a mdsiké B, és mindkét kor dtmegy a mdsik kozéppontian. Irjunk a
haromszogletii idomba mind a harom hatarvonalat érinto kort. [77]

A feltételek elhagyasanak modszerével a feladat az az érdekes
probléma, hogy taldljunk két feltételt teljesité kort (tehat amely érinti az
egyik kort és a szakaszt). Ha megadjuk az érintési pontot, mondjuk a
koron, kozéppontos hasonldsdggal megszerkeszthetd a keresett kor. (9.
abra)

B
D Meet(c;g) (4.02]-0.83)
c3 Circle(D;C) (X —4.02)2 +(y +0.83)2 =2.492
C4 Locus(C;C1;D) 0.01x2 - 0y2 +0xy -0.26x +0.23y +1=0

9. abra: A ,,gotikus ablak” feladat és a szerkesztési lista

Ha ezen a probléman a didk taljutott, akkor kerestetheti a
programmal a megoldasok halmazat, mikézben az érintési pont mozog a
koron. Nemcsak a kapott abra alapjan sejtheti, hogy parabolardl van szo,
hanem a szerkesztési lista kiiratasaval fel is ismerheti a parabola
egyenletét. Ez persze csak a feladat elemzése, a tényleges szerkesztés a
Pitagorasz-tétel segitségével torténik.

d) A kreativitas fejlesztésének egyik eszkdze az ismert problémak tjfajta
szabalyok szerinti megkozelitése. J6 példa erre a geometridban a
szerkesztés szabalyainak megvaltoztatasa, példaul a szerkesztdeszk6zok
korlatozasa.
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Példaként harom lehetdség:
a) a szerkesztésnél csak a vonalzo hasznalatat engedjiik meg;

b) a régi, ismert szerkesztéseket végezzikk el csak korzdvel
(Mascheroni-féle szerkesztés);

c) adott egy korvonal a kozéppontjaval egyiitt, és csak vonalzd
hasznalatat engedélyezziik (Steiner-féle szerkesztés).

Az interaktiv feladatok kitlizésekor a tanar szabalyozhatja a rendelkezésre
allo szerkesztoeszkozoket. E lehetOséget akar 8. osztalytol kezdve
hasznalhatjuk; célunk a szerkesztés elvégzése a program segitségével.

3. Példa. Adott az AB szakasz F felezépontjaval és a P pont. Szerkessziink

a P ponton at parhuzamost az AB egyenessel, csak vonalzoval. [90] (10.
abra)

10. abra: P-n at parhuzamos szerkesztése AB-vel, csak vonalzoval
Ez az é&bra egytttal azt is mutatja, hogy miképp lehet vonalzoval

megszerkeszteni az AB szakasz felezOpontjat, ha adva van az 4B
egyenessel parhuzamos egyenes.
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4. Példa. Napoleon-feladat: négyzet szerkesztése korbe csak kérzovel.
[73, 243-244. 0.] (11. 4bra)

A négyzet csucsai: P, O, R, S.

11. dbra: Napoleon-feladat

e) A bizonyitasok tanitasa soran harom fazist kiilonboztetiink meg:
o tételek megsejtése;

e Dbizonyitasi Gtlet megtalaldsa, bizonyitési stratégidk, modszerek
alkalmazasa;

e Dbizonyitas rogzitése, leirasa; reflexio. [2]
Az illeszkedésre vonatkozo tételek érvényességeérdl meggydzddhetnek a
didkok a programba beépitett automatikus tételellenorzo funkcid révén. A

program foként a bizonyités elsd fazisdban hasznéalhat6 az altaldnos iskola
8. osztalyatol kezdve. Célunk a sejtéshez juttatas.
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5. Példa: Bdrmely haromszég magassagvonalai egy pontban metszik
egymast. (12. abra)

C

m" ligs an"f =
< e

12. abra: A hadromszdg magassagvonalai

6. Példa: Desargues-tétel: ha két haromszog oldalaira nézve perspektiv,
akkor csucsaira nézve is az. (13. abra)

o P 21 =3, 12

13. ébra: Desargues-tétel
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A Dbizonyitds a matematikaban szigoruan deduktiv, formalis
eljaras. A matematikaoktatasban azonban érvényre kell jutnia a bizonyitas
masik fontos jellemzdjének is, a ,,megértés” jellegnek. Ebben az esetben a
bizonyitas inkabb a ,,megindoklast” jelenti. Az, hogy mikor fogadhato el
a megindokldas “bizonyitasként” fligg a korosztalytol ¢és a feladat
nehézségi fokatol is. [3] Elschenbroich [20] irdsa nyoman a bizonyitasok
alabbi tipusait kiilonboztetjiik meg:

e evidencia ,,bizonyitas”

0 kisérleti ,,bizonyitas”

0 dinamikus invariancia ,,bizonyitas”
e preformalis bizonyitas

0 tartalmi-szemléletes bizonyitas

0 cselekvésorientalt bizonyitas

0 vizualis-dinamikus bizonyitas

e formalis (,,tudomanyos’) bizonyitas

A kisérleti ,,bizonyitasnal” véges szamu példan keresztiil keriil
igazolasra a bizonyitas. Ez természetesen nem 4ltalanos érvényl
bizonyitas. A tartalmi-szemléletes bizonyitas szerkesztések és miiveletek
végzése, amelyek soran intuitiven felismerhetd, hogy a miiveletek a
példak egy egész osztalyara is alkalmazhatok, és ebbdl bizonyos
kovetkeztetések adodnak. [20]

A DGS alkalmazasaval a bizonyitasok kore is boviil a dinamikus
invariancia ,,bizonyitas”-sal és a vizudlis-dinamikus bizonyitéassal.
Dinamikus invariancia-,,bizonyitds”: a pontok mozgatdsa soran a
gyerekek ,,atélnek” bizonyos invariancia helyzeteket, amelyek szdmukra a
mozgatassal szerzett tapasztalatok révén nyilvanvaldak. E ,bizonyitas”
alkalmazhaté példaul a Thalesz-tételnél, Pitagorasz-tételnél, a
haromszdgbe irt kor kdzéppontjanak vizsgalatakor. A vizualis-dinamikus
bizonyitas a ,,Miért van ez igy?” kérdésre is valaszt ad a mozgatas
segitségével. E bizonyitas alkalmazhat6 az el6zd felsorolason tul a
mértani/szamtani kozép vizsgalatakor. [20]
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f) Az Osszehasonlitd geometria a matematika tobbszemponta
megkozelitését valdsitja meg. Az iskolaban tanult euklideszi geometriarol
is teljesebb, pontosabb képet kapunk, ha bepillantunk egyéb geometriai
rendszerekbe.

A Cinderella lehetoséget nyujt szerkesztések elvégzésére gdombon
(egyszeres elliptikus geometridban) ¢és Poincare-féle kormodellben
(hiperbolikus geometridban) [48, 69] akar 8. osztalytol.

7. Példa. Vizsgalja meg DGS segitségével, hogy két kiilonbozo
egyenesnek hany kozos pontja lehet euklideszi, hiperbolikus és (egyszeres)
elliptikus geometriaban! (14. dbra)

e Az euklideszi geometridban legfeljebb 1.
e A hiperbolikus geometridban legfeljebb 1.

o Az (egyszeres) elliptikus geometriaban 1.

8. Példa. Mekkora a hdaromszég belsé szogeinek oOsszege euklideszi,
hiperbolikus és (egyszeres) elliptikus geometriaban? (15. dbra)

e Az euklideszi geometridban 180°.
e A hiperbolikus geometriaban 180°-nal kisebb.
o Az elliptikus geometridban 180°-nal nagyobb.
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2) Mivel minden szerkesztés kimenthet6 interaktiv weblapként, a tanuloknak
lehetdségiik nyilik a szerkesztések gyakorlasara és a szamonkérés is
megvalosithato ilyen modon. A tandr beéllithatja a kiindul6 objektumok és a
kivant objektumok halmazat a szerkesztéshez. Ezutan kimentheti a feladatot
a szerkesztoeszkozok korlatozott halmazaval. (Példaul: ha egy olyan
feladatot szeretne adni a didkoknak, amelyben a merdleges szerkesztését egy
korzovel és egy vonalzdval kell elvégezni, akkor ehhez egy interaktiv
feladatlapot kell csak elkészitenie.) Igy tanuloknak sz616 feladatok, utmuta-
tasok, szerkesztési segitségek készithetOk. Az utmutatasok célja kettds. Az
elso: segitséget nyUjtani a didknak egy bizonyos feladat megoldasaban. A
masodik: fejleszteni a didk abbeli készségét, hogy a jovoben onalldan tudjon
feladatokat megoldani, Pdlya tanacsat kovetve. [76] Az utmutatasok a
kovetkezd példaban eldszor altalanosak. Ha sziikséges, attériink konkrétabb
utmutatasokra. Fokozatosan kovetkeznek a specialisabb titmutatasok, hogy a
munkénak minél nagyobb részét a tanuld végezhesse el. Lehetdség van a
szerkesztési feladatok megoldasanak automatikus ellenérzésére is.

9. Példa: Adott az ABCDEF hatszog masodik képe és az A, B, C csucsok
elsé képe is. Hatarozza meg a D, E, F csucsok elso képét ugy, hogy benne
legyenek az ABC sikban! (16. abra)

Aot az ABCDEF hatszdg masodik képe s
az A, B, Ccslcsok elsd képe is. Hatarozd
meg a D, E, F csUcsok elsd képét day, hogy
henne legyenek az ABC sikban. &

I £

£
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A B csicshol huzott atldk segitségével
- AZ A'C" atlonak &s a B"F", B"E", B"D"
atloknak a metszéspontjait jeldljik =", ",
Z'vel Ezeknek keresd meg az elso képeit
Arnl v

- Keresd meg a B atld metszeteit az F"-n
atmend rendezdvel!

- Ez lesz F'. A tohbi pontot hasaonldan =
sTRrke a7tk g|

16. abra: A 9. példa és a hozza tartozo szerkesztési segitségek
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h), i), j) A feladatok megoldasandl azonban nem csak a végeredmény
fontos, hanem tanulsdgos a gondolkoddsnak az az utja is, amely a
megoldashoz vezetett. Ennek elemzése fejleszti a gondolkodokészséget.
A szerkesztési 1épések lejatszasanak lehetdségét az altalunk hasznalt
Cinderella verzid6 nem tamogatja, az elkészitett feladatlapoknal csak a
megoldasi 1épések visszavondsara (undo), illetve ujboli elvégeztetésére
volt lehetdség, igy a megoldds menete csak e korlatok kozott kovethetd
nyomon. A makr6 és a foliakészités lehetdségét szintén nem tdmogatja e
verzio.

2.4.5. A tolas-huzas teszt

A DGS Iényege, hogy a szerkesztés nem a pillanatnyi statikus
abraval azonos, hanem a szerkesztési strukturat, a geometriai objektumok
leszarmazéasi rendszerét jelenti. Az objektumok egy része szabadon
mozgathatd, tolds-huzas tesztben megfigyelhetd az 4abra jonéhany
tulajdonsaga.

A DGS-t6l szarmazo visszaigazolas kolcsOnhatast biztosit a
geometria képi és elméleti szempontjai kozott. Ha a megszerkesztett abra
a tolas-huzas tesztben nem tartja meg a vart alakjat, az azt jelenti, hogy a
szerkesztési folyamatnak helytelennek kell lennie. [56]

Holzl [39] kétféle modot kiilonboztet meg a tolas-huzéas teszt
kozvetitd funkcidinak vizsgalataban: egyrészt a teszt modként, masrészt a
keresési modként valo alkalmazast. Az els6 esetben egy szerkesztésrdl a
tanulo ellendrzik, hogy megtartja-e az elvart tulajdonsagot tolds-huzas
teszt alatt. A masodik esetben a tanulok 1) tulajdonsagokat ismernek fel.
Ekkor a tolas-huzas tesztben a szerkesztést olyan szempontok szerint kell
kiértékelnilik, amelyeket még nem ismernek. Annak megfigyelése, hogy a
tanulok hogyan végzik a tolas-huzas tesztet, betekintést biztosit a
megismer0 képességiikbe.

Arzarello és munkatarsai [4] is megfigyelték, hogy a tanulok
hogyan hasznaljak a szamitogép egerét a nyitott problémak megoldasi
folyamata soran. Ez alapjan a kovetkezd tolas-huzas teszteket talaltak:

e Viandorlé huzas: a bazispontok véletlenszerli mozgatdsa annak
érdekében, hogy valamilyen szabalyszeriiséget felismerjenek.

o Kottt huzas: részben mozgathatd (objektumon 1évd) pont
mozgatasa.
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e Iranyitott huzas: a bazispontok mozgatdsa annak érdekében, hogy
egy specialis alakzatot kapjanak.

e Hamis palya-huzas: egy bazispont mozgatisa, mely egy olyan
nyomvonalon mozog, amelyet a felhasznal6 esetleg nem ismer fel.

e Vonal hiizas: egy mértani hely mentén 0j pontok rajzoldsa annak
érdekében, hogy az abra a feltételeket megdrizze.

e (Csatolt huzas: egy pontnak egy objektumhoz vald csatolasa és az
objektumon valé mozgatésa.

e Huzéds teszt: egy mozgathatd vagy részben mozgathatd pont
mozgatasa annak eldontésére, hogy az objektum megorzi-e a
kiindulasi sajatossagait. A huzas teszt egy feltételezés ellendrzését
szolgélja.

A DGS-ekben a tolds-huzas teszt erdsiti a tanulokban az elemek
kozti logikai kapcsolatot. Tamogatja a sejtések 1étrejottét, lehetové teszi a
felfedezési fazishoz vald visszacsatolast és igy tdmogatja a bizonyitékok
szerepét. Lehetdségiink van az egymas utan elvégzett szerkesztési 1épések
visszavonasara is, igy elemezhetd a szerkesztés, megmutathatok a logikai
hibak, a helytelen feltételezések. Ezekkel a lehet6ségekkel segiti a
program a fogalmak tisztdzasat, az oktaté és a hallgatd szamara is
felszinre hozza a hallgatok gondolatmenetében rejlé hibakat, segiti a
gyenge pontok felfedezését.

2.4.6. Dinamikus geometriai rendszerek hasznalata az
oktatasban

Napjainkban megfigyelheté a szamitdgéppel segitett tanulds és
tanitas vilagméreti elterjedése. A DGS-ek az oktatas elemeivé valtak
kilfoldon (Példaul: Miinchen — Miiszaki Egyetem (Cinderella)) és a
magyarorszagi foiskolakon, egyetemeken 1is (Példaul: Budapest,
Debrecen, Nyiregyhaza, Szeged). Néhany magyarorszagi altalanos- és
kozépiskolaban is hasznalnak ilyen programokat, példaul:

Maké — Altalanos Iskola (Euklides)
Sopron — Berzsenyi Daniel Evangélikus Gimnazium (Cabri)
Békéscsaba — Vasarhelyi Pal Miiszaki Szakk6zépiskola (Cabri) [88]
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Ambrus cikkében [3, 4. 0.] az 1j technoldgiak felhasznélésa esetén
két lehetdséget kiilonboztet meg: az automatizalast €s a kompenzalast. Az
automatizalas a kiilonb6z0 szamitdsok, a szerkesztési Iépések
szamitogéppel torténd elvégzését jelenti. Kompenzalds esetében a
technologia a normdl emberi képességeket egésziti ki; olyan
lehetOségeket biztosit, melyeket papir-ceruza rajzzal nem tudunk elérni.
De nem csak valamilyen normalistol eltérd hidnyossag korrigalasa lehet a
kompenzalas, hiszen kompenzalasrél beszél akkor is, amikor egy DGS
segitségével készitett abran a tolas-hlizés teszt segitségével szerkesztések
sorozatat vizsgaljuk meg.

Laborde [56] osztilyozta a feladatokat aszerint a szerep szerint,
melyet a feladat tervezdje tulajdonit a DGS-nek (nala a Cabri-nak),
valamint a vart valtozas foka szerint. A négyféle tipus:

e A feladatot nem valtoztatjuk meg formailag, a megoldasi stratégia
nem kiilonbozik lényegesen a hagyomanyos papir-ceruzas
megoldastol. A DGS rajzolasi lehetdségének kihasznalasa. Példa:
2.4.4. fejezet 3. példaja.

e A programot vizualis megerdsitoként hasznaljuk [72] a
tulajdonsdgok megfigyelését célzo feladatokndl, a didkok feltevés-
alkotasdnak eldsegitésére. A DGS tolas-huzéas tesztjének
kihasznaldsa. Példa: 2.4.4. fejezet 1. példaja.

e A program modositja a feladat megoldasi stratégidit néhany DGS
szerkesztési eszk6z hasznalatdnak segitségével. Példa: 2.4.4.
fejezet 2. példaja.

e A feladat csak DGS-sel értelmes (példaul Black-Box feladatok). A
DGS szerkesztési eszkozeinek és a tolds-huzas tesztjének a
kihasznalasa. Példa: 2.4.4. fejezet 7. példaja.

Gyakorlatainkon foként az elsd két tipust hasznaltuk.

A technologia nem csak eszkoze az oktatdsi rendszernek, hanem
kolcsonhatasban van a rendszer minden Osszetevdjével. Laborde
megfigyelései szerint [56] a DGS alkalmazdsa a megfigyeléses
feladatoknal a didkok ¢és a feladatok matematikai tartalma kozotti
kapcsolatra volt hatassal, a hagyomanyostdl eltér6 DGS feladatoknal (a
DGS feladattipusok osztalyozasaban a 2.-4. feladattipusoknal) pedig az
egész didaktikai rendszerre hatdssal volt, sét az idOvel vald gazdalkodast
is befolyasolta.

Noss és Hoyles [71] szerint a szamitogépes kornyezet formalja a

crer
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hogy magéval hoz-e a DGS egy ujfajta geometriat az oktatasban, hiszen
tobbek kozt a papir-ceruzds geometridval szemben a DGS-ek a pont
harom valtozatat is megkiilonboztetik.

A Michigani Egyetemen vizsgaltdk a DGS hatékonysagat a
kozépiskolai geometria oktatdsaban. [59] Harom kozépiskolai osztalyban
végezték a kisérletet. Arra a kérdésre keresték a valaszt, hogy a DGS ¢és
az j tipust feladatok hogyan befolyésoljak a didkok érvelési technikait és
milyen hatasa van e feladatoknak a didkok gondolkodasara, a geometria
tanulasara.

A DGS alkalmazasdnak két kiilonbozé Ilehetdségét hasznaltak a
kisérletben:

e azegyik feladatban a szerkesztési feladatot a didkoknak a program
segitségével kellett megoldaniuk,

e a masik feladatban egy mar megszerkesztett abrat kellett
valtoztatniuk a megoldashoz.

Az elsO tipusnal a diakoknak kell megszerkeszteni az abrat, igy e
feladatnal sziikség van a szoftver hasznalatianak ismeretére, mig a
masodik feladat megoldasahoz nincs sziikség jelentds programismeretre.
Sajnos a projektet félbehagytak.

Oktatasi kisérletiinkben a fent emlitett két lehetdség koziil foként
az els6t alkalmaztuk, majd a feladat megoldasa utan a feladat elemzésénél
Onalldan kisérletezhettek a hallgatok.

2.4.7. A kognitiv technologiak alkalmazasanak elOnyei és
veszélyei

., A gépi szamitas tehermentesiti az elmét
és megszabaditja a felesleges rutinmunkatol.”

(Freudenthal, H.: Mathematik als padagogische Aufgabe, 1973)

A fenti idézet igen fontos érv a kognitiv technologidk mellett az
abrazold geometria oktatasaban, hiszen a hagyoményos szerkesztéssel
végzett rutin tevékenységek — mint példaul a merdlegesek, parhuzamosok
szerkesztése — elvonhatjak a figyelmet a gondolkodastol, a munka érdemi
részétol.
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Az Organisation of Economic Co-operation and Development
pedagogiai kutatokozpontja a Centre for Educational Research and
Innovation 1999 és 2002 kozott 23 orszag részvételével nemzetkodzi
kutatast szervezett ,Informacids és kommunikacios technologidk és a
tanulds mindsége” cimmel. A vizsgdlatok alapjan az alabbi
kovetkeztetésekre jutottak [42, 43, 44, 88]:

e Mig az OECD orszadgokban a szamitégépek alkalmazéasa a jo
iskolak privilégiuma, Magyarorszdgon a szamitogép hasznalata
az oktatasban Onmagaban is jelentés modszertani fejlesztési
lehetdségeket nyit meg, az infrastruktara javitasa komolyan hat a
pedagogiai munka szinvonalara. A szamitogéppel segitett tanitas
sokoldaluan felhasznélhat6 eszkdznek bizonyult, amellyel mind a
hagyomanyos frontalis, mind a konstruktivista, az 0©nalld
tudéasszerzésen ¢és differencialt, egyéni és csoportmunkan alapuld
képzés megvalodsithato.

e Rogers [81] szerint egy oktatdsi 0jitds elterjedésére jellemzd,
hogy néhédny tanar — a tantestiilet 2,5%-a — bemutatja az Uj
modszereket, egy kisebb csoport — a tanarok 13,5%-a — azonnal
koveti 6ket; az 6 lelkesedésiikre kezdi hasznélni az ujitast a 34%,
mig a tobbiek csak kiils6 6sztonzésre csatlakoznak vagy sohasem
veszik at az Uj modszereket. Magyarorszagon az informatikai
yjitasok elterjedése nem koveti a szokdsos modellt, mert nincs ra
1d6. A kampanyszeri gépesitést és képzést gyors pedagogiai
innovacio kovette.

o Elsdsorban a tanarok képzettségétdl fiigg az 0j technologia
bevezetésének sikere. Ha 0k kompetensen és lelkesen élnek a
digitalis taneszko6zok altal nyujtott lehetdségekkel, a diakok is
megszerzik az alapvetd szamitogépes ismereteket, készségeket.

e Fenndll a veszélye annak, hogy a szamitogép tovabb ndveli a
kiilonbséget a kedvezd és kedvezdtlen anyagi koriilmények
kozott €16 tanulok kozott. Ezért az iskola feladata a hatranyos
helyzetti didkok szamara a pozitiv megkiilonboztetés biztositasa
a tandra utdni szamitogép-hasznalattal és személyre szabott
feladatokkal. (Egy 1999-es magyarorszagi felmérés soran [62] a
vizsgalt altaldnos- ¢és kozépiskolak kozott 1ényegében nem
talaltak olyan iskolat, ahol ne lenne a tanulék szamaéra
hozzaférhetd szamitogép, bar az iskoldk 51%-aban husz vagy
kevesebb géphez férhetnek hozza a diakok.)
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e A szamitogéppel segitett tanitas és tanulas akkor is jol miikodik,
ha a rendelkezésre 4all6 oktatdsi anyagok nem elég jo
mindségliek, mivel a tanari munka a donto.

A Magyar Gallup Intézet 2002-ben vizsgalta [62] az altalanos- és
kozépiskolai pedagogusok jovOképét az oktatassal és az egyes
technologiai eszkozokkel kapcsolatban. A megkérdezett tanarok 36%-a
egyetértett azzal, hogy a szamitogép pozitiv hatdsai kelléen
ellenstilyozzak az esetleges rossz hatdsokat. Minden negyedik tanar
gondolta ugy, hogy hatékonyabbak azok a tanarok az iskolaban, akik
szamitogépen alapuld technoldgiat hasznalnak. 39%-uk gy vélte, hogy
jobb oktatomunkat végezne akkor, ha szamitégépen alapulo technologiat
haszndlna a felkésziiléshez. A pedagogusok 70%-a a szamitogép
elonyének tartotta, hogy a didkok munkéi tetszetésebbek, amikor
szamitogéppel dolgoznak, 60%-uk tartotta ugy, hogy a didkok szdmara a
szamitogeép hasznélata a rutin feladatok kozott feliidiilést jelent. 54%-uk
a leginkabb hatranyosnak azt tartotta, hogy a didkok nem vigyaznak
kellden a szamitogépekre. A masik hatrany (41% szerint), hogy a didkok
konnyebben tudnak csalni. A tandrok 10%-a tartotta hatranynak azt,
hogy a szamitdégépet nehéz haszndlni. Kevesen értettek egyet (15%)
azzal, hogy a szamitogép eltereli a tanulok figyelmét. A tanarok 22%-a
ad olyan feladatokat a tanuldoknak, amelyekhez az oOran kell
szamitogépet hasznalniuk, 39%-a az 6rai munkan kiviili szamitégépes
feladatokat ad.

Foldes esettanulményanak [22] tantsaga szerint a szamitogép
szerencs€s haszndlata nemcsak hasznos elméleti ¢és gyakorlati
ismereteket kozvetit, de akar a mentélis fejlédéshez is hozzajarulhat. A
szamitogéppel tamogatott iskolai  foglalkozdsokon  megfigyelt
magatartdsokat mds Ordkkal Osszevetve olyan jellemzOk adédtak,
amelyek kapcsolatba hozhatok a kreativ szamitogépes tevékenység
jotékony hatasaval. Ezek:

e Tirelem, igényesség: A szdmitdgéppel dolgozo didkok altalaban
tokéletességre torekednek.

o A tévedések korrekcidjanak lehetdsége: A tévedések nyomtalanul
eltlintethetdk.

e Kreativitas, alkotokedv, 6nbizalom.

e Onallo tanulas, 6nallo felfedezés.
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Holzl [38] szintén beszdmol arrdl, hogy a Cabri interaktivitasa a
tanulokat kitartasra sarkallta.

Heugl [34] a szimbolikus szamitasokat végzd rendszerekkel
kapcsolatban jegyzi meg, hogy a kisérletezd fazis a hagyomanyos
matematikaoktatdsban gyakran hidnyzik. Laborde szerint [56] a
szamitogépek a kisérletezés lehetdségével kedveznek az absztrakcids
folyamatoknak,  hiszen @ a  tobbszori  kisérlettel  segitenek
megkiilonboztetni a fogalomhoz tartozd tulajdonsagokat azoktél a
tulajdonsagoktol, amelyek csak a kontextushoz kapcsolddnak.

A didkok eldzetes ismeretei, motivacioja nagyon kiillonbozd. A
hagyomanyos oktatas egyik problémadja, hogy nehezen tudja kezelni
ezeket a kiilonbségeket. Toth felhivja a figyelmet [92] arra, hogy a lassi
tanulok az 4tlagos tanuldkhoz igazodd szokéasos tanitdsi menet
sebességével nem tudnak Iépést tartani. Csak rovid ideig képesek
figyelni, ezért szokdsosnal gyakrabban sziikséges valtogatni a tanitdsi
modszereinket. Az anyag kisebb részekre bontasa, a gyakori visszajelzés
segitségiikre lehet, emiatt az interaktiv szdmitogépes oktatdssal igen jo
eredményeket lehet elérni.

A szamitogép alkalmazdsa lehetdvé teszi azt, hogy a tanulok
sajat tempodjukban haladjanak, igy nem maradnak le a tobbiektdl és nem
unatkoznak. Amig a tanulék a programmal foglalkoznak, a tanar
figyelemmel kisérheti a gyengébb tanulok munkajat, illetve kiegészitd
feladatokat adhat a gyorsabb tempoban haladé tanuloknak. [100] A didk
sajat maga szabhatja meg a tanulds litemét, a szamitdgépes program
biztositja a személyes ¢élményen alapuld tanulést, fejleszti a
problémamegoldo képességet.

Gawlick [29] arrol ir, hogy a kutatok tapasztalata szerint a
szamitogépes  gyakorlat eldkészitése joval  iddigényesebb a
hagyomanyos gyakorlatokénal ¢és a tanar feladata Osszetettebb.
Barmilyen ujitas bevezetésének hatdsara egy adott tananyag megtanitasa
tobb 1d6t vesz igénybe a hagyomanyos tanorahoz képest — irja Laborde.
[56] Laborde azt allitja tovabba, hogy a technoldgia beillesztése az
oktatdsba hosszi folyamat. A didkok altaldban szivesen fogadjak a
szamitogépes gyakorlatot, nagy kedvvel és belsé motivaltsaggal vesznek
részt az ilyen foglalkozasokon. Kis [47] arrdl ir, hogy nemcsak a
szamitogéppel segitett oktatds megszervezése, hanem az igy sziiletett
alkotasok értékelése 1is sajatos szakértelmet igényel, viszont a
szamitogéppel modellezett tanuldsi kornyezetben az értékelés
¢letszerlibb: a tanuld tuddsardl nem csak azt tudjuk meg, mennyire
gazdag és pontos, hanem azt is, hogy hasznalhaté-e, ha az életben
sziikség van ra.
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Sarvari [82] tapasztalatai alapjan arra figyelmeztet, hogy az
eldaddsokon nem szabad tulzasba vinni a multimédias eszkozok
hasznalatat, mivel az elére elkészitett és bemutatott munkalap kevéssé
hatékony.

Arzarello és munkatarsai szerint [4] ha csak egy szoftvert
bocsatunk rendelkezésre, a haszndlok nem fogjadk annak eldnyét
automatikusan érezni és nem tudjak a program altal biztositott elénydket
kiaknazni. Ekkor a program akadalydvd valhat az empirikus
gondolkodasmodrol az elméleti szintli gondolkodasi modra torténd
atallasnak, mert lehetévé teszi, hogy az elgondolas igazolasat anélkiil
hajtsa végre, hogy az elméleti megfontolasokat hasznalni kéne. Emiatt
nagyon fontos a tanari iranyitas. Kis szintén beszamol [47] arrdl, hogy
eléfordult, hogy a tanulok a miérteket figyelmen kiviil hagytak, csak a
tevékenységiikre figyeltek, aminek kovetkeztében ugyan eljutottak a
kivant végeredményhez, de nem tudatosult, hogy valdjadban mit
csinaltak. Tobbnyire csak az elméleti szamonkéréskor deriilt ki, hogy az
emlitett esetben csak latszateredmény sziiletett a szamitogépes oran.

Csiba felhivja a figyelmet [17] arra, hogy el6fordulhat, hogy a
tanuld képes lesz megoldani egy feladatot egy matematikai szoftverrel
ugy, hogy a korrekt matematikai levezetéshez sziikséges apparatus nem
alakult ki. E miatt papir-ceruzas modszerrel képtelen lesz a feladat
megoldasara.

Holzl [37] figyelmeztet a DGS hasznalataval kapcsolatban arra,
hogy eléfordulhat, hogy a tanuldk a gyakorlati megoldas eldallitasaval
foglalkozhatnak, nem pedig a feladat elméleti meggondolasaval, igy
eltérhetnek a céltol. A feladattol vald eltérésre, illetve az eszkozok
elvarttol eltérd felhasznaldséara figyelmeztet még néhany tovabbi kisérlet
is. [29, 41]

Az ismertetett nehézségeket a tanarnak figyelembe kell vennie,
lehetdség szerint ki kell kiiszobdlnie a tanérak tervezésekor, hiszen a
tandr  felkésziiltsége, hozzaalldsa a  szadmitogéppel  segitett
matematikaoktatdst is befolydsolja. Az el6bbi kutatasok alapjan
elmondhatjuk, hogy a matematikai szoftverek — megfeleld hasznalat
esetén — segitik a megértést, fontos segédeszkdzok lehetnek az ismeretek
elsajatitasaban.
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3. A Kkutatas kérdései és modszerei

A térszemlélet, a szdmitdgéppel segitett oktatas, a dinamikus
geometriai rendszerek hasznalata valamint a matematika didaktika
szakirodalmanak  kritikus  attanulményozédsa ¢és a  hipotézisek
megfogalmazasa utan Osszehasonlitdo felmérést végeztiink a térszemlélet
és térgeometria témakorben Bosnydk Agnessel, a révkomaromi Selye
Janos Egyetem oktatdjaval 94 {6 els6éves nappali tagozatos matematika
tanar szakos hallgaté részvételével a pozsonyi Komensky Egyetemen és a
Debreceni Egyetemen a 2005/06. tanév elsd félév szeptemberében. Azért
vizsgéltuk a matematika tanar szakos hallgatok teljesitményét, mert akkor
érhetiink el javulast a térszemlélet fejlesztésében, a térgeometria
tanitasaban, ha a leendd tanarok e téren kompetensek lesznek.

Tovéabba a Debreceni Egyetem Miiszaki Karon kontrollcsoportos
fejleszté kisérletet hajtottunk végre egy tanitisi-tanuldsi stratégia
kiprobalasara a 2004/05. és a 2006/07. tanév els6 félévében. Az oktatasi
kisérletet 80 f0 elsééves nappali tagozatos gépészmérndk hallgatdval
végeztiik abrazold geometria, illetve miiszaki abrdzolas gyakorlaton, két-
két gyakorlati csoportban. [68] Az egyik csoportot DGS segitségével, a
masikat anélkiil oktattuk. Mindkét csoportot ugyanaz az oktat6 tanitotta a
gyakorlaton (az eldadast egy masik oktatd vezette), az oktatassal
igyekeztiink parhuzamosan haladni a két csoportban. A gyakorlatokat oly
modon probaltuk szervezni, hogy egyik oktatdsmod se jusson eldnyhoz.
gy reményeink szerint viszonylag megbizhato kijelentésekhez jutottunk.
A Warneke altal meghatarozott oktatasi mezdben [108] terveztiik az
orakat, azzal a kiilonbséggel, hogy tankonyvet nem hasznaltunk (néhany
fontosnak tartott konyvet ajanlott irodalomként jelolt meg az eldadast
vezetd oktato):

e beillesztés a folyo oktatasba,
e parhuzamos oktatas,

e megértésre orientalt munka,
e tankonyv,

e tanterv.
A DGS hasznalataval folyd abrazold geometria oktatashoz
létrehoztunk egy Cinderella feladatlapokbol 4llo, a gyakorlatok anyagét

magaban foglald6 weblapot, e tananyagrendszert két féléven at
kiprobaltuk, hatékonysagat folyamatosan vizsgaltuk. Az daltalunk
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kidolgozott, az abrazold geometria, illetve miiszaki abrazolds targyak
oktatasara alkalmas tananyagrendszert a 2004/05. tanév tapasztalatai
alapjan a 2006/07. tanévben moddositottuk, korrigaltuk.

Adatgytijtési médszereink a kovetkezok:
e elOzetes felmérés,
e két zarthelyi dolgozat,
o késleltetett felmérés,
e kérdobives felmérés,
¢ hallgatéink munka kdzbeni megfigyelése,

e az egyes hallgatokkal wval6 ora kozbeni foglalkozasok
tapasztalatai,

a hallgatokkal valo egyéni beszélgetések,

a hallgat6i dokumentumok (hazi rajzok) elemzése.

A kiindulasi allapotot a hallgatok térszemlélet-mérd feladatsorral
vizsgélt  tudasszintje  jelentette. A  tanitasi-tanulasi  folyamat
eredményességének mérésére a félév soran irt két zarthelyi dolgozat és a
félév utan 4 illetve 5 honappal irt, gyakorlati feladatokbdl allo késleltetett
felmérés szolgalt, melyeket pontozassal értékeltiink. Az eredmények
0sszehasonlitod vizsgalata e dolgozatok alapjan tortént. Tovabba kérddives
felmérést végeztiink a hallgatok véleményének megismeréséhez.

Kérdéseink, amelyekre az 6sszehasonlitdo felmérés €s az oktatasi kisérlet
kapcsan valaszt kerestiink:

= Milyen szinten van az els6éves nappali tagozatos matematika
tanar szakos egyetemi hallgatok térszemlélete, térgeometriai
ismerete a pozsonyi Komensky Egyetemen ¢és a Debreceni
Egyetemen?

= Hogyan hasznalhatok fel a DGS-sel készitett feladatlapok az
oktatds hatékonysaganak novelésére? Mik a DGS-sel készitett
feladatlapok  abrazold  geometridban  vald6  hasznalatanak
nehézségei, veszélyei?

= Hatékonyabb-e az dbrazold geometria illetve a miiszaki abrazolés
oktatdsa DGS-sel készitett interaktiv feladatlapokkal; jobb
eredményt érnek-e el a szamitogéppel tanuld hallgatok a
hagyomdanyos zarthelyi dolgozatokon?
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= A technologia alkalmazisa hogyan valtoztatja meg a hallgatd

crer

crer

¢és ez milyen Osszefiiggésben van a hallgatoé eredményességével?

= Van-e kiilonbség a szamitogéppel tanuld ¢és a papir-ceruzas
csoport kozott az oktatds utdn 4 illetve 5 honappal abrazold
geometriai fogalmainak maradanddsagat illetden, illetve mely
fogalmak a ,,gyenge lancszemek”™ a hallgatoknal és sziikséges-e az
abrazold geometriai fogalmi struktira fokozottabb megerdsitése?

* Hogyan viszonyulnak a hallgatok a szamitogéppel torténd
abrazold geometria oktatashoz?

4. Hipotézisek

Hipotézisiink az osszehasonlito felméréssel kapcsolatosan:

1. hipotézis a matematika tanar szakos egyetemi hallgatok
térszemléletérol és térgeometriai ismeretérol

A matematika tanér szakos nappali tagozatos egyetemi hallgatok a
pozsonyi és a debreceni egyetemen is jol teljesitenek a térszemlélet €s a
térgeometriai ismeretek felmérésére iranyul6 dolgozatban.

Hipotéziseink az oktatasi kisérlettel kapcsolatosan:

1. hipotézis a DGS-sel készitett feladatlapok oktatasba torténé
bevezetésérol

A DGS-sel készitett feladatlapok didaktikailag jol atgondolt
hasznalataval az abrazold geometria elsajatitasanak szinvonala emelkedik.
A tanar szempontjabol a rendszer alkalmazédsa megnoveli az 6rdkra vald
felkésziilés idejét.

2. hipotézis a hallgatoi teljesitmények valtozasarol

A szamitogéppel segitett gyakorlatok hatasara, a DGS-sel készitett
interaktiv feladatlapokat alkalmazva hallgatéink abrazold geometriabol

52



mélyebb tudasra tesznek szert. A térvényesen adott oktatdsi kovetelmény
elsajatitasat, a hagyomanyos, papir-ceruzas feladatok megoldasat legalabb
olyan jol, vagy jobban elvégzik, mint a hagyomanyos, papir-ceruzas
modszerrel tanulok.

erevr

A szamitogépes csoport hallgatdi szivesebben kisérleteznek,
hiszen a helytelen elemek eltiintetésének nincsenek  olyan
kovetkezményei, mint a papir-ceruzas szerkesztéseknél.

4. hipotézis az abrazolé geometriai fogalmak maradandodsagarol

A szamitogépes csoport jobban teljesit a késleltetett felmérdn,
mint a papir-ceruzas csoport, fogalmaik maradandébbak.

5. hipotézis a hallgatéi attitiidok valtozasardl

A DGS-sel készitett feladatlapok oktatasba torténd bevezetésének
hatdsdra a tanulds motivacios szintje nd, a szamitogépes feladatlapok
hasznalata a hallgatok nagy részének vonzo.

5. Az osszehasonlité felmérés, az oktatasi Kisérlet és az
eredmények

Az elsé alfejezetben egy 0sszehasonlitd felmérésrdl szamolunk be
a térszemlélet és térgeometria témakorbdl egy szlovékiai és egy
magyarorszagi egyetemen. Bosnyak Agnessel, a révkomaromi Selye
Janos Egyetem oktatojaval 94 0 els6éves matematika tanar szakos
hallgatdo tudasat mértiik fel a pozsonyi Komensky Egyetemen és a
Debreceni Egyetemen. Arra a kérdésre kerestiik a vélaszt, hogy az
elsééves matematika tanar szakos egyetemi hallgatok térszemlélete,
térgeometriai ismerete is olyan hidnyos-e, mint az érettségizd
kozépiskolasoké, amirdl Danihelova [19] és Tompa [91] irnak
cikkeikben; vagy Shea és munkatarsai [84] kutatisa alapjan — mivel
matematika tanar szakosok — jo téri képességgel rendelkeznek.

A masodik alfejezetben a Debreceni Egyetem Miiszaki Karon
végzett oktatasi kisérletliinkrdl €s a kisérlet tanulsagairdl szamolunk be.
Az utols6 fejezet tartalmazza az 6sszegzést, a tapasztalatainkat.

53



5.1. Az osszehasonlito felmérés

Osszehasonlitdo felmérésiinket 2005. szeptemberében végeztiik
els6éves nappali tagozatos matematika tanar szakos egyetemi hallgatok
korében a pozsonyi Komensky Egyetemen és a Debreceni Egyetemen. A
hallgatok térszemléletét ¢&s térgeometriai ismeretét mértik fel és
hasonlitottuk 0ssze. A pozsonyi egyetemen 43 hallgatd, a debreceni
egyetemen 51 hallgato irta meg a felmérést.

Shea és munkatarsai a matematika €s a térszemlélet kapcsolatarol
végzett kisérletiikben [84] azt allitjak, hogy az intellektudlisan tehetséges
serdiilok jobb téri, mint verbalis képességekkel valdsziniibben taldlhatok
meg a mérnoki, szamitogép-tudomanyi és matematikai teriileten. Noha
Danihelova [19] és Tompa [91] az érettségizd kozépiskolasok gyenge
térszemléletérdl és térgeometriai ismeretérél szamolnak be, mi Shea és
munkatarsai [84] kutatdsai alapjan az elsééves matematika tanar szakos
egyetemi hallgatoktol jo teljesitményt varunk a felmérésen.

Az Osszehasonlito felmérés feladatsorat ugy allitottuk 6ssze, hogy
a térszemlélet fontos komponensei benne legyenek. Az utols6é két
feladattal a hallgatok problémamegoldo képességét is szerettilk volna
felmérni. A feladatsor elsd ot feladata Séra-Karpati-Gulyas: A
térszemlélet cimi konyvben szerepel [83], az 6todik feladaton kisebb
valtoztatast hajtottunk végre. Az 6sszehasonlitdé felmérés feladatait az 1.
fliggelék tartalmazza.

Séra ¢és munkatarsai [83] elméletét kovetve az altalunk
fontosabbnak tartott feladattipusok alapjan allitottuk Ossze a feladatsort.
Az elsO feladat a targy képzeleti manipuldldsara irdnyul. Olyan targyi
tevékenység fazisainak képzeleti kovetése a feladat, amely a test Gsszetett
térbeli transzformacioibol all. A mésodik feladat a vetiileti abrazolds és
vetiiletolvasds  tipushoz  tartozik. =~ A  mozgdsos élményanyag
mobilizaldsaval, belsé nézdépontvaltassal, vagy képzeleti forgatédssal,
mentalis reprezentdciok manipulalasaval haromdimenzios alakzat
kétdimenzids vetiileti képeinek eldallitasa és megrajzolasa a feladat. Ezt a
tipust a konkréttol az absztrakt iranyba mutatdé analitikus miveletek
jellemzik. A harmadik feladat rekonstrukcios feladat. A vetiileti képek
alapjan kell megalkotni a targy axonometrikus képét. A rekonstrukcio
sordn a tanuld szintetizalja a vetiileti képek tanulmanyozéasaval szerzett
vizualis informaciokat. Harom csatornan egyeztetve, belsé nézépontvaltas
sorozataval jon 1étre a térképzet. A negyedik és 6tddik feladat a szerkezet
atlatasanak felmérésére iranyul. Azt méri, hogy a belsé szemléleti kép
hogyan tiikr6zi a targy valddi téri viszonylatait. A feladat megoldasi
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szintie a nézdpontbol, illetve 4brazolasbol adodod torzuldsok
korrekciojanak pontossagara utal. A negyedik feladatnal az eredmény
ramutathat a ,.,targyi kognitiv térkép” pontossagara, az 6todik feladatnal
pedig az észlelés és gondolkodas egyensulyara, az €szlelés és a fogalmi
miiveletek egylittes munkdjara. [83]

A hatodik és hetedik feladatnal nytjtott teljesitmény a hallgatok
problémamegoldd képességét mutatja a térgeometriai feladatok
megoldasa terén. Ahhoz, hogy a hallgaté ezeket a feladatokat meg tudja
oldani tisztaban kell lennie a témakdrben hasznalt fogalmakkal, a pontok,
egyenesek, sikok tulajdonsagaival. Ismernie kell a koztik levo
Osszefliiggéseket. E két feladat vélaszt ad arra a kérdésre, milyen
mértékben €és hogyan sikertiil a hallgatonak atlatni a térbeli viszonylatokat,
mennyire pontosan tudja elképzelni a kocka és a szabalyos hatoldalu gula
belsejét, szerkezetét.

5.1.1. Eredmények és a leggyakrabban el6fordulo hibak

Minden feladatra egy pontot adtunk, de csak a minden
részfeladatban helyes megoldas esetén. Kisebb pontatlansadg, kissé
helytelen ardnyok esetén nem vontunk le pontot. A negyedik feladatnal a
masodik kocka esetében két helyes tutvonal is létezik, de a plusz
megoldast nem értékeltiik tovabbi ponttal. Az utolso két feladatnal a
testek csucsainak jelolése a megadott betiikkel a hallgatok feladata. Ennél
a két feladatnal csak a logikusan végigvezetett hibatlan szamolés esetén
jart a pont. A kovetkezd diagram a hallgatok teljesitményét mutatja a
felméron:

Térszemlélet és térgeometria
100 T
o =)
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> w & ,\% O Komensky Egyetem
5 60 T e " hallgatoi
2 3 g " |
Ag 40 - : 2 o E’" e < :;: -] lll)eﬁ)rec’e.:m Egyetem
o w = P P allgatoi
g 20 g = 8
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Feladatok

17. édbra: A hallgatok teljesitménye a felmérén
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A kovetkezokben a tipikus hibdkat soroljuk fel. Egy hibat tipikusnak
neveziink, ha legaldbb a hallgatok 10%-a elkovette.

1. feladat:

A Komensky Egyetem hallgatoi 11,31%-kal jobban teljesitettek a
targy képzeleti manipuldldsara iranyuldo a feladatnadl. Mindkét
csoportndl ennek a feladatnak a megoldasa sikertilt a legjobban.

- A Komensky Egyetem hallgatdoinak 27,91%-a, a Debreceni

Egyetem hallgatoinak 39,22%-a nem a megfeleld helyre rajzolta

be a metszési vonalakat.

2. feladat:

A vetiiletdbrazolasos feladatndl a Debreceni Egyetem hallgatoi
14,64%-kal jobb eredményt értek el.

- A Komensky Egyetem hallgatdéinak 34,88%-a, a Debreceni
Egyetem hallgatoinak 21,57%-a nem tudta elképzelni a drotvazas
alakzat egyes részeinek merdleges vetiileteit.

- A Komensky Egyetem hallgatdéinak 20,93%-a, a Debreceni
Egyetem hallgatoinak 19,61%-a nem rajzolta meg mindegyik
nézetet, vagy kihagyta az alakzat valamely részét.

N s

eldl feliil jobbral

3. feladat:

A rekonstrukcios feladatnal volt legnagyobb eltérés a két csoport
kozott. A Komensky Egyetemen 29,99%-kal tobb hallgatd tudta a
helyes megoldast.

- A Komensky Egyetem hallgatdinak 46,51%-a, a Debreceni
Egyetem hallgatoinak 78,83%-a a testet vetiileti képe alapjan
hianyosan vagy helyteleniil rekonstrualta. A Debreceni Egyetem
hallgatoinak 45,1%-a a kozéps6 abran lathaté megoldast adta.
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4. feladat:

A Komensky Egyetem hallgatéi a ,targyi kognitiv térkép”
pontossagara iranyuld feladatnal teljesitettek a leggyengébben,
11,04%-kal rosszabbul sikeriilt megoldaniuk a feladatot, mint a
Debreceni Egyetem hallgatoinak. A Debreceni Egyetem hallgatoi is
alacsony szintet értek el a szerkezet atlatasanak felmérésénél. Tehat
mindkét csoportra igaz, hogy a belsdé szemléleti kép nem tiikrozi a
targy valodi téri viszonyait elég pontosan.

- A Komensky Egyetem hallgatdéinak 51,16%-a, a Debreceni
Egyetem hallgatoinak 45,1%-a egyik vagy mindkét kockanal azt a
pontot valasztotta, amelyen keresztiil, ha sikalakzatrél lenne szo,
az ut a legrovidebb lenne.

B

- A Komensky Egyetem hallgatdoinak 11,63%-a, a Debreceni
Egyetem hallgatdinak 13,73%-a a masodik kockadnal csak egy
megoldast adott.

- A Komensky Egyetem hallgatoinak 18,6%-a, a Debreceni
Egyetem hallgatdinak 41,18%-a sejtette, hogy a legrovidebb ut
nem a C ponton keresztiil vezet, és a hozza lehetd legkdzelebbi
pontot valasztotta megoldasnak — indoklas nélkiil.
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azokbol lesz a legrovidebb ut A-bol B-be.”

. feladat:

A Komensky Egyetem hallgatoi koziil 10,98%-kal tobben oldottak
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A Komensky Egyetem hallgatoinak 27,91%-a, a Debreceni
Egyetem hallgatoinak 19,61%-a anélkiil, hogy barmit rajzolt
volna, megnevezte az egyes sikidomokat — helytelentil.

Azok, akik megprobaltak lerajzolni az egyes sikidomokat, 14-11
esetben mindegyik sikidomra helyes megoldast adtak. A
Komensky Egyetem hallgatoinak 13,95%-a, a Debreceni Egyetem
hallgatéinak 11,76%-a mindegyik alakzatot négyzetben probalta
elhelyezni, vagy a kockaban kototte 0ssze az egyes pontokat, €s az
igy kapott sikidomokat — mintha mindegyik berajzolt pont a
kockéban ugyanabban a sikban helyezkedne el — megnevezte.

6. feladat:

A Debreceni Egyetem hallgatoi e feladatban teljesitettek a

leggyengébben, 12,72%-kal rosszabbul a Komensky Egyetem
hallgato6inal.

A Komensky Egyetem hallgatdinak 27,91%-a, a Debreceni
Egyetem hallgatoinak 29,41%-a rajzolgatassal probalta megtalalni
a megoldast, de helyteleniil, 13,95%, illetve 19,61% még a BDG
sikot sem tudta helyesen berajzolni, esetleg hozza sem fogott a
feladat megoldéasahoz.

feladat:

Legkisebb eltérés a hallgatok problémamegoldd képességére

ravilagito feladatnal volt a két csoport kozott: 8,85%-kal a Debreceni
Egyetem hallgatoi oldottdk meg jobban a feladatot. A 6. és 7. feladat
alacsony teljesitési aranya mutatja, hogy a hallgatok probléma-
megoldo képessége gyenge a térgeometriai feladatok terén.
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- A 7. feladat megoldasanal a
Komensky Egyetem hallgatéinak
41,86%-a, a Debreceni Egyetem
hallgatéinak 27,45%-a nem tudta
pontosan meghatdrozni, melyik szog
nagysagat kell kiszamolni. 18,6%-
ban, illetve 29,41%-ban el6fordult
azonban olyan is, aki megtalalta a
megfeleld szoget, de a nagysagat mar
nem tudta meghatarozni.

A 3. feladatot kivéve a kiilonbség a két egyetem hallgatdinak
teljesitménye kozott nem haladta meg a 15%-ot. Mindkét egyetem
hallgatoi 2-2 feladat kivételével 50% alatt teljesitettek a felmérésen.

A targy képzeleti manipulalasa, a vetiileti abrazolas ¢és
vetiiletolvasas, rekonstrudlas viszonylag jol ment — bar a rekonstrukcios
feladatnal a Debreceni Egyetem hallgatoi sokkal rosszabbul szerepeltek.
A vetiiletdbrazolads a Debreceni Egyetem hallgatéinak ment jobban, a
rekonstrukci6é viszont a Komensky Egyetem hallgatéinak. A tantervek
Osszehasonlitasa, a 4. feladatban és az utolsé feladatban nyujtott jobb
teljesitmény alapjan arra kovetkeztethetiink, hogy a Debreceni Egyetem
hallgatoi kissé jobban emlékeznek a fogalmakra, tételekre, hiszen 6k
nem olyan régen, a 4. évfolyamon is tanultak térgeometriat. Atlagban
viszont a Komensky Egyetem hallgatoi teljesitettek jobban, talan azért,
mert Ok a 3. évfolyamon szinte csak geometriat tanultak ¢és
térgeometriaval is tobb oran at foglalkoztak, igy jobban latjdk az
Osszefiiggéseket, a feladatmegoldasban nagyobb rutinra tettek szert.
Osszességében a 4., 5. és 6., 7. feladatot nagyon rosszul sikeriilt
megoldani mindkét csoportnak, 35% alatt. Ez alapjan azt a
kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a szerkezet atlatdsa nem megy
tokéletesen, a belsé szemléleti kép pontatlan, nem tiikrdzi pontosan a
targyak wvalodi téri viszonyait, az &brazolasbol adodo torzuldsok
korrekcidja nem elég pontos. Az utolsé két feladatnal nyujtott gyenge
teljesitmény azt mutathatja, hogy a hallgatok jo részének
problémamegold6 képessége a térgeometriai feladatoknal elég gyenge.
Egyes hallgatok nincsenek tisztdban a térgeometria témakorben
hasznalatos fogalmakkal sem (példaul az oldallap és alaplap altal bezart
sz0g). Pedig a sik- és térgeometriai fogalmak és tételek a térszemlélet
fejlesztése szempontjabol igen 1ényegesek.
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5.1.2. Az osszehasonlito felmérés tapasztalatai

Shea és munkatarsai [84] kutatdsaival ellentétben mi gy talaltuk,
hogy kisérletiink hallgatéi hidba jelentkeztek matematika szakra a
kozépiskola elvégzése utan, mégsem rendelkeznek igazan jo téri
képességgel, térszemlélettel. Sajnos Danihelova [19] és Tompa [91]
eredményei igazoldodtak be a matematika tanar szakos egyetemi
hallgatoknal is, hiszen felmérdnkdn a legtobb feladatnal 50% alatt volt a
teljesitmény. A problémara megoldast jelenthet a 2.2. fejezetben
ismertetett, a kutatok altal kiprobalt és bevalt modszerek alkalmazésa az
oktatasban a térszemlélet fejlesztésére.

A felmérén kapott eredmények igazoljak, hogy nagyon sok
hallgatonak gondot okoz egy térbeli alakzat elképzelése és ez altal a
térgeometriai feladatok megoldasa is. Ezért nagyon hasznos lenne a
kozépiskoldkban a térgeometria tanitdsat azzal kezdeni mindkét
orszagban, hogy az eddiginél tobb tanitasi orat szentelnének a geometriai
testek modelljeinek ¢és az egyetemi képzésben néhany ismétlo-
rendszerezd Orat vagy akar egy félévet forditananak a térszemléletre,
térgeometriai  ismeretek  Osszefoglaldsara, térgeometriai feladatok
megoldasara.

E felmérésben a hallgatok teljesitményét irdsbeli dokumentumok
alapjan értékeltiik. A jovében tervezziik hallgatdi interjuk készitését és
tovabbi kérdoives felmérés elvégzését is a problémak pontosabb feltarasa
¢s az okok keresése végett.

5.2. Az oktatasi kisérlet

5.2.1. Elozmények

A Debreceni Egyetem Miiszaki Karon az abrazold geometria
oktatdsa gépészmérndk szakon nappali tagozaton 2004-ig egyetlen
félévben, heti 2 ora eldadas és 2 6ra gyakorlat keretében tortént. 2005-t61
indult a gépészmérndok BSc képzés. A képzési id0 nappali tagozaton
hatrol hét félévre boviilt. Az abradzold geometria targy neve miszaki
abrazolas lett, az oOraszam csOkkent heti 1 oOra el6adasra és 2 Ora
gyakorlatra. A tematika valtozatlan maradt. Felmeriil a kérdés, hogy ilyen
feltételek mellett hogyan lehetne az oktatast hatékonyabba tenni?
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Hallgatoéink részérél felmeriilt az igény arra, hogy a
szerkesztéseket ne csak papiron kelljen elvégezniiik, hiszen majdani
munkajuknal a gyakorlatban is kiilonb6z6é szamitégépes programokat
fognak hasznalni. Evek ota lehetéségiik van a hazi rajzokat
szerkesztoprogrammal elkésziteni €s lemezen vagy CD-n beadni. A
2004/05. tanév 1. félévétdl a szamitogépet a gyakorlaton is hasznaljak a
tanitasi orat segitd eszkozként. Magyarorszagon az informatika iskolai
tantargy az altalanos- és kozépiskoldkban, igy a fdiskolai hallgatdk
mar rendelkeznek megfeleld alapismeretekkel.

A 2004. elotti években fdiskolankon 4brazold geometria Oran
papiron ceruzaval szerkesztettek a hallgatok. Gyakran eléfordult, hogy
az orakon jol szerepld hallgatok a zarthelyi dolgozatokban és a félév
végén 1évo szamonkérésnél rosszul teljesitettek. A gondolat-
menetiitkben rejld hibak, elméleti hianyossagaik csak ekkor keriiltek
felszinre.

Az 4brazol6 geometria tananyag elsajatitisdhoz rendszeres
tanulds sziikséges. Erre gy 0sztonoztik hallgatdinkat, hogy a két
zarthelyi dolgozat megfeleld teljesitése esetén megajanlottuk az
érdemjegyet.

5.2.2. Az elozetes felmérés eredménye

Félév elején az elsé tanitdsi héten vizsgaltuk, hogy van-e
jelentés kiillonbség a hallgatok térszemléletében, eldzetes abrazolo
geometriai alapismereteiben. Vizsgaltuk a hallgatok kozépiskoldjanak
tipusat is, amely alapjan a két csoport kozott jelentds kiillonbséget nem
talaltunk. A hallgatok ardnyat a kozépiskola tipusa szerint a 18. dbra
mutatja.
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18. abra: A kozépiskola tipusa

A hallgatok el6zetes ismereteinek felmérése az elsd oktatasi héten
irasban tortént. A felmérd megirdsara 50 perciik volt. Az eldzetes
felmérés feladatait a 2. fiiggelék tartalmazza ([24, 98]). Shea és
munkatarsai a matematika és a térszemlélet kapcsolatardl végzett
kisérletiikben [84] azt allitjak, hogy az intellektualisan tehetséges
serdiilék jobb téri, mint verbalis képességekkel valoszinlibben talalhatok
meg a mérndki, szamitdogép-tudomanyi €és matematikai teriileten. Ez
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alapjan hallgatéinktol j6 eredményt vartunk. A hallgatok eldzetes
felmérésen nytjtott teljesitményét a 19. abra mutatja.

El6zetes felmérés 2004.
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19. dbra: Az eldzetes felmérés eredménye

A feladatokat Séra ¢és munkatarsai [83] altal kidolgozott
kategoridkba soroljuk. Az elsé feladat a targy képzeleti manipulalasara
iranyult. A masodik feladatban haromdimenzios alakzat képzeleti
forgatasara volt sziikség. A harmadik és az 6todik feladat a vetiileti
abrazolas ¢és  vetiiletolvasds. A harmadik feladatban  belsd
nézdpontvaltassal haromdimenziés alakzatok kétdimenzios vetiileti
képeinek megallapitdsa, az oOtodikben a megrajzolasa a feladat. A
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negyedik feladat rekonstrukcios feladat, a vetiileti képek alapjan kell
megalkotni a targy axonometrikus képét.

Az eldézetes felmérésnél megfigyelhetd a két csoport kozel hasonld
teljesitménye. 2004-ben a legnagyobb kiilonbség az utolsé feladatban
talalhato, ahol a (leendd) papir-ceruzas csoport teljesitett jobban. 2006-
ban pedig az elsd feladatndl a legnagyobb az eltérés, 19%-kal a (leendd)
papir-ceruzas csoport teljesitett jobban. Mindkét csoportot figyelembe
véve a 3. feladat sikeriilt a legjobban mindkét tanévben, ahol a testeket
kellett a vetiileti képekkel Osszeparositani. A feladat nehezitése végett
tobb vetiileti kép volt megadva, mint ahany test. A 4. ¢és 5. feladat hasonlo
a 3. feladathoz, csak itt hidnyzott a test illetve a vetiileti kép. Ennek
ellenére mégis ez a két feladat sikeriilt a leggyengébben.

Az Europai Unié altal 2004-ben készitett jelentés szerint az
ujonnan csatlakozd orszagokban a haztartdsok 66%-a nem rendelkezik
szamitogéppel és 81%-anak nincs Internet hozzaférése. Ennek ellenére az
Internet felhasznalok szama 60%-kal nétt. Magyarorszagon 2001 6ta az
Internet felhasznalok aranya 8%-rol 22%-ra nétt. Az utols6é gyakorlaton
hallgatoink kitoltotték a 6. fiiggelékben talalhatd kérddivet. A kérddivre
adott valaszok szerint 2004-ben a szamitogépes csoportunk hallgatdinak
75%-a, 2006-ban 60%-a fér hozz4 az Internethez otthon vagy a
kollégiumban, ami az orszagos atlaghoz képest j6 arany. Ez azért fontos,
mert a szamitogépes gyakorlatokon hasznalt interaktiv feladatlapokat akar
otthonr6l 1is elérhetik, igy Ora utdn atnézhetik az oOran elvégzett
szerkesztéseket vagy gyakorolhatnak az Internet segitségével. A hazi
feladatok megoldésa is felkeriil utdlag az Internetre.

5.2.3. A tananyag leirasa és elemzése

Az abrazol6 geometria illetve a miiszaki &brazolas tantargy rovid
tematikaja:

MONGE-FELE ABRAZOLAS
képalkotas, vetitési modok, Monge-féle képsikrendszer, térelemek
abrazolasa, specialis helyzetl térelemek, rekonstrukcio, illeszkedés

METSZESI ALAPFELADATOK
doféspont szerkesztése specidlis és altalanos esetben, sikok és siklemezek
metszésvonala
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METRIKUS ALAPFELADATOK
merdlegesség, tavolsag- ¢és szogfeladatok, képsiktranszformaciok,
szemléletes kép szerkesztése képsiktranszformacioval, lathatosag

SIKLAPU TESTEK
siklapu testek abrazolasa, sikmetszésiik, siklapt testek athatasa

FORGASFELULETEK
Forgéasfeliiletek szarmaztatasa, dbrazolasuk, forgésfeliiletek sikmetszése,
athatasa

Az 4brazold geometria illetve a miiszaki abrazolds targy
vizsgajeggyel zarul. A vizsgara bocsatas feltételét az eldadast vezetd oktatd
hatdrozta meg: a két, altala Osszedllitott — a fOiskola &brazoldé geometria
feladatbankjabol szarmaz6 — zarthelyi dolgozat 40% feletti tejesitése és a
hibétlan, hataridére beadott hazi rajzok elkészitése. A zarthelyi dolgozatokon
a szerkesztés hagyomanyos modon, papiron ceruzaval tortént az eléadason.
A szamonkérésben a filozofiank az egységes €s a tanterv altal eldirt papir-
ceruzas szamonkérés, hogy biztosak lehessiink afeldl, hogy a szamitogéppel
tanul6 hallgatoink képesek megoldani a feladatokat a majdani hagyomanyos
vizsga-koriilmények kozott is. [17] A dolgozatok elméleti kérdést nem
tartalmaztak, csak feladatokat. A féléven at tartd folyamatos tanulds
elésegitése érdekében a két zarthelyi dolgozat 90% feletti teljesitése esetén
jeles, 75%-90% kozotti teljesitése esetén jO vizsgajegyet ajanlottunk meg.

A félév soran az eldéadas hagyomanyos mddon, szamitogép nélkiil
zajlott. A gyakorlaton két csoporthoz egy szamitogépes termet kaptunk, igy
az egyik csoport DGS-sel készitett feladatlapokkal dolgozott az érakon,
mig a masik  csoport  papiron  ceruzaval, = hagyomanyos
szerkesztdeszkozokkel végezte a szerkesztéseket. Figyeltliink arra, hogy a
két csoport ugyanazokat a feladatokat oldja meg és ugyanazokat a papir,
ceruzas hazi feladatokat kaptak. A kiilonbség a program nyujtotta rajzolasi
lehetdségekben rejlik. A két csoport feladatai nagy részének megoldasi
stratégiaja nem kiilonbozik 1ényegesen. Ez a Laborde altal irt elsé tipust
feladatok jellemzdje. [56] A szamitogépes csoport feladataindl a
szamitogéppel végzet szerkesztésen kiviil a mozgatas (tolas-huzas teszt) all
elétérben. Ez a Laborde altal irt masodik tipust feladatok jellemzdje.

A gyakorlat segitésére altalunk valasztott DGS-ben, a Cinderelldban
minden szerkesztés kimenthetd interaktiv feladatlapként. A tanar beallithatja
a kiindulé objektumok és a kivant objektumok halmazat. Ezutan elmentheti a
feladatot a szerkeszt8eszk6zok korlatozott hasznalatdval. Mivel a megoldas
menetét nem, csak a kivant objektumok halmazat kell beéllitanunk, a
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program tobbféle megoldasi menetet is elfogad, amely a helyes megoldashoz
vezet. A feladatlaphoz csatolhatok utmutatasok, szerkesztési segitségek.

A feladatlapokon kiviil néhany tovabbi feladat Iépésenkénti
megoldasa is felkeriilt az Internetre: 2006-ban az 6ran papir-ceruzas
modszerrel megoldott feladatokhoz a projektorral vald tanari utmutatas
innen tortént, illetve a hazi feladatok megoldasi 1€pései is itt talalhatok meg
(a hazi feladat beaddsat kovetden). 2004-ben még irasvetitével tortént a
tanari utmutatds. A szamitégépes gyakorlatokon hasznalt weblapot, melyrdl
a feladatlapok elérheték a CD-melléklet tartalmazza.

A szamitogépes csoportban a szamitogépes munka targyi feltételei:
2004-ben még két szamitogépnél paros munkdban dolgoztak; 2006-ban
mar minden hallgatonak jutott egy szamitogép. A kérddivre adott valaszok
szerint hallgatdéink ismernek, hasznaltak mar néhany szamitogépes
szerkesztd, rajzold programot (ArchiCAD, AutoCAD, PowerPoint), igy
nem esett neheziikre e program mikodésének elsajatitdisa sem. Az
interaktiv feladatlapon a szerkeszteszk6zok hasznalatat 10 perc alatt
elsajatitottdk. A szadmitogépes csoporttal gyorsabban tudtunk haladni,
hiszen az alapszerkesztéseket a program pillanatok alatt elvégezte.

A szerkesztés attekinthetdségének segitésére a segédvonalakat,
rendezdket altalaban sziirke szintire, az x;, tengelyt kék sziniire, a
végeredményt pedig piros vagy fekete szintire allitottuk be, de még jo
néhany szint hasznaltunk. Ennek ellenére a bonyolultabb szerkesztések
kissé atlathatatlanok lettek. Foként a két képsik-transzformaciot igényld
szemléletes kép szerkesztésénél meriilt fel ez a probléma. A Buchbergertdl
[12] szarmazd White-Box/Black-Box elv ilyen feladatoknal alkalmazhato
lett volna modulok/makrok segitségével, de az altalunk hasznalt Cinderella
verzid nem tamogatta a makrok készitését. Wurnig [110] arr6l szamol be a
CAS-t hasznal6 didkokkal kapcsolatban, hogy a modulok alkalmazasa a jo
tanulok esélyeit noveli, ugyanakkor a gyengébbek terheit is noveli; a
kevésbé tehetségesek sokszor alkalmazzak a modulokat a belsé szerkezet
igazi megértése nélkiil.

A bonyolultabb szemléletes képek szerkesztését papiron végezték el
a hallgatoink. Az drékra jellemz6 volt a szamitogeép ¢€s a filizet parhuzamos
hasznalata. Helyes megoldas esetén a kovetkezo szoveges értékelést irta a
program: ***** Jo a megoldasod! ***** Ez a személyes élményen
alapul¢ tanulast is hivatott biztositani.

A 20. abra képei a program dinamikus jellegének kihasznalasat
mutatjak. A bal oldalon az M pontot mozgatva a jobb oldali vetiileti képen
nyomon kdvethetjiik a pont dbrazolasat, ha pontunk az 1., IL., III. illetve IV.
térnegyedben helyezkedik el. A 21. dbra egy feladatlap felépitését mutatja,
a 22. abra pedig a helyes megoldasat.
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Hatarozd meg a K2-n allo ferde gula
egyenessel vald metszetét

21. 4bra: Egy feladatlap felépitése

Hatarozd meg a K2-n allo ferde gula
egyenessel vald metszetet.
~+*Ja a megoldasad !

22. abra: A feladat megoldasa
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A gyakorlatok felépitését, rovid leirdsat a CD-melléklet
tartalmazza. A lathatosag megjelenitésére szolgald ikon (amivel be
lehetne szinezni a lathat6 lapokat testek athatasanal vagy a nem lathato
¢leket szaggatott vagy halvanyabb vonallal lehetne jeldlni) a programban
ugyan jelen van, de a feladatlapra nem lehet atvinni. (Ennek hétranya a
2004. évi dolgozatban majd megfigyelhetd lesz.) Ezért a szamitogépes
csoportban a lathatésaggal kapcsolatos feladatok koziil néhanyat papiron
szerkesztettink meg, a szamitogépes feladatok esetében pedig
megbesz¢Eltiik a lathatosagot. A 2004. évi tapasztalatok alapjan féként a
lathatdssaggal kapcsolatos feladatok megoldasi modjat valtoztattuk. Tobb
ilyen feladatot szerkesztettiink papiron, kozben a tanari Utmutatés
projektorral tortént. Az Utmutatas képei felkeriiltek az Internetre igy a
hallgatok otthonrol is elérhették azokat.

A 23. abra példa egy olyan feladatra, ahol az &bra mar kissé
atlathatatlan és a lathatdsagot sem tudjuk meghatarozni:

23. abra: Szemléletes kép szerkesztése

A szerkesztévonalak ugyan eltiintethetok a programban, de a
program altal generalt feladatlapokon mar nem. Ezért ha csak
feladatlapokat hasznalunk, akkor a hasznalatuk egy korlatja a szerkesztés
bonyolultsaga. A fOiskolai kdvetelményszintig jol alkalmazhatok a
feladatlapok, de bonyolultabb athatasszerkesztéseknél kevésbé. A
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kovetkezd feladathoz 2004-ben — mivel a hallgaték a programmal nem
tudnak lathatosagot szerkeszteni — a szerkesztés befejeztével a 24. dbran
lathat6 feladatlapot adtuk. E feladatlapon hataroztak meg a lathatdsagot és
a szerkesztés menetét is ide irtak utolag.

adott két sik, az egyik az ABC haramsziggel, a masik
3z U, ¥ pathuzamos egyenesparral. Szerkeszd meg a
két sik metszésvonalat.

A szerkesztés:

24. abra: Feladatlap a lathatosag szerkesztéséhez

71



5.2.4. A hallgatok gondolkodiasmenetének elemzése egy
feladat révén

2004. decemberében a szadmitdgépes csoportbol harom olyan
hallgaté munkajat kisértiikk figyelemmel ¢és elemeztiik, akik kitlinnek a
tobbiek koziil. [67] Mindharom hallgaté a csoportjuk atlagatdl jobban
teljesitett az els6 — papir-ceruzas — zarthelyi dolgozatban, ezért
valasztottuk Oket ¢és vizsgaltuk, hogy van-e jelentds kiilonbség a
munkamodszeriikben, a feladat megoldasi idejében, a szamitogépes
szerkesztés lehetOségeinek kihasznéalasaban dinamikus geometriai
kornyezet esetén. A hallgatok dnalléan dolgoztak.

Hérom hallgaté munkajabol kovetkeztetést levonni nem lehet, de
mint esettanulmany érdekes lehet. Fizikai korlatok miatt most csak ennyi
hallgatd munkajat tudtuk nyomon kovetni, de a tovabbiakban tervezziik
tobb kitlizott feladat és a megoldasi kisérletek 1épéseinek szisztematikus
elemzése alapjan kovetkeztetések levondsat, tobb hallgatdé munkéjanak
kovetését. Az itt leirt kisérlettel a célunk a hallgatok eredménye mogotti
hattér feltarasa volt. A feladat megoldasi folyamatra préobaltunk
visszakovetkeztetni a tévutak szamabol, ami nem egyszerl feladat, hiszen
a gondolkodasi folyamatba nehéz betekinteni. Azt vizsgaltuk, hogy egy
DGS funkcidinak haszndlata sordn az elemi tevékenységek
végrehajtasabol (foként az egérhasznalat), az elkovetett hibakbol
mennyire lehet kdvetkeztetni a feladat megértésére, a hallgatd tudasara,
gondolkodasmenetére.

Az eldz6 részben szoltunk rdla, hogy a lathatdsadggal kapcesolatos
feladatok koziil tobbet papiron szerkesztettiink meg 6ran, a szamitdogépes
feladatok esetében pedig megbeszéltiik a lathatdsagot, mint a kovetkezd
feladatnal is.
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Feladat: Szerkessze meg az ABC és DEF sikok metszésvonalat!

c”

m’ m”

25. ébra: A feladat megoldasa
Egy probléma megoldasa azt jelenti, hogy a kezdd allapotbol a

kozbeesd tagok meghatarozésa révén egy kovetkeztetési lanc segitségével
eljutunk a célig [2]:
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Kezdeti allapot: Kozbeeso tagok:

X tengely, K1:
ABC haromszog és  K2:
DEF haromszog két K3:
képe K4:
KS:
Keé6:
K7:
KS8:
KO:
K10: 374 és A”B” metszéspontja: M2”

C”B” és D”F” metszéspontja: 1”
C”B” és D”E” metszéspontja: 2”
A’B’ és D’F’ metszéspontja: 3’
A’B’ és D’E’ metszéspontja: 4°
17

2

3”

4’5

1’2 és B’C’ metszéspontja: M1’

K11: M1”
K12: M2’

Abrazolo geometriai eszkozok:

Al: fed6 egyenesparok modszere

(doféspont szerkesztéséhez)

Cél:

m metszésvonal
két képe

A2: illeszked6 elemek képei is illeszkednek
A3: arendez6k merdlegesek x; ,-re

Egy lehetséges megoldasi lanc:

K1 — K5
- K9 — K6 — K9 - K11
Kezdeti allapot - ~ el
K3 — K7
— K10 » K12
K4 — K8

A K1, K2 illetve K3, K4 megoldasi 1épések felcserélésétol
eltekintve ugyanazt a megoldasi utat kovették mindharman. A maésodik
doféspontot (M2) célszerii az elsé képbdl kiindulva megszerkeszteni, mig
az elsénél (M1) mindegy, hogy melyik képbdl indulnak ki. Ez el8szor
nem tlnt fel nekik, csak amikor eljutottak az M2 szerkesztésének végére.
A két doféspont megtaldlasa kozott ezért telt el viszonylag sok id6. A
kovetkezd tablazatok mutatjak, hogy a hallgatok hanyszor kattintottak
egy-egy ikonra, hany pontot és egyenest szerkesztettek, tovabba a
szerkesztésre forditott idot.
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T A B C
A feladatban rendelkezésre all6 ikonok hallgaté | hallgato | hallgaté
*r
* | Pont hozzaadasa 8 13 0
5
ﬁ Elem mozgatéasa ! 0 0
"{Aj Korzd hasznalata 1 0 0
=3l Pontokat 0sszekdtd egyenes megadasa > 6 3
] : 0 0 9
= Egyenesek metszéspontjanak megadésa
E=
— Parhuzamos egyenes megaddsa 2 ! 0
)(’ Mer6leges egyenes megadasa 6 > 6
A Utolso miivelet visszavonasa (Undo) / 6 1
I Uj szerkesztés 0 0 0
Hényszor kattintott az adott ikonra
A hallgatd B hallgat6 C hallgatd A
ot | vi t olt | vi ¢ olt | vi ¢ szerkesztéshez
rajzo VvisSzavon rajzo VISSzavon rajzo visszavon S ZﬁkSégCS
Pont 18 6 15 3 13 1 12
Egyenes | 11 1 13 3 10 0 10
Hény pontot, egyenest rajzolt
A hallgaté | B hallgato | C hallgatd
Egyik doféspont 1. s 2. képe | o557 | 9131 | o253
megszerkesztéséig eltelt id0
Masik dofespcr)n’t'l. és 2. .ke’pe 10:52 05-46 06:29
megszerkesztéséig eltelt idd
Osszes id6 11:10 06:12 07:02

A szerkesztésre forditott ido

Az Arzarello és munkatarsai altal irt cikkben [4] emlitett tolas-
huzas teszttipusok e feladat megolddsanal is hasznosak lehetnek. A
doféspont szerkesztésénél gyakorlatokon altaldban a 2. képbdl indultak ki
a hallgatok. E feladatnadl M2-t az elsé képbdl kiindulva szerkeszthetik
meg, vagy a 2. képen meghosszabbitjak a D”’F’’ és a D”’E’’ egyeneseket.
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A harmadik lehetséget a tolds-huzads teszt adja: a D’ pontot az
A’’B”’C”’ haromszogon kiviilre huzva M1-hez hasonloan szerkeszthetd
M2. De a tolas-hiizas tesztet csak az A hallgatd hasznalta. Altalaban
elmondhat6, hogy hallgatoink korében a tolds-htizas teszt hasznalata alig
volt tapasztalhato. Feltevéseik ellendrzéséhez jellemzObb volt rajuk a
visszavonds ¢és a torlés, hiszen a hibas elemek egy egérkattintdssal
nyomtalanul eltlintethetok. Arzarello és munkatérsai is arrol szdmoltak
be, hogy kezdetben szdmos kisérletben azt lehetett megfigyelni, hogy a
tanulok alig alkalmaztdk a tolas-huzas tesztet. Ezt a megfigyelést
tapasztaltdk a legkiilonbozobb iskolai szinteken dolgozéd tanulokkal
veégzett kisérletek alkalmaval.

Megfigyeléseink szerint a hallgatok altal hasznalt visszavonas
(undo) tipusai a kdvetkezdk lehetnek:

e Kisérletezés: Ez a tipus szolgalja a hallgatd feltételezéseinek,
Otleteinek ellendrzését. A szamitogép nagyobb lehetdséget ad a
kisérletezéshez, hiszen a nem megfeleldé elemek hamar
eltiintethetok, mas egyenesekbe nem radirozunk bele akaratunkon
kiviil, mint a papiros szerkesztéseknél. Ez azonban nem jelenti azt,
hogy megfeleld tudas nélkiil, csak kisérletezéssel is meg lehet
oldani a feladatokat.

e Logikai (elméleti) hiba miatt: Ilyenkor papiron is elkdvetné a hibat
a hallgato.

e A szoftver hibas hasznalata utan tortént a visszavonas: Ebben az
esetben papiron nem kovetné el a hibat.

A helyteleniil berajzolt egyeneseket a hallgatok rogton
visszavontdk, az ilyen hibat rogton észrevették, mivel ezek az egyenesek
altalaban a merdleges- illetve parhuzamos-rajzolé ikon helytelen
hasznalatabol eredtek. (Nem az az egyenes volt kijeldlve a szerkesztési
1épés elott, amelyre merdlegest vagy parhuzamost szerettek volna
allitani.) Ez a harmadik visszavonasi tipusra példa. A kovetkezd tablazat
mutatja, hogy melyik tipusi visszavondst hanyszor alkalmaztak a
hallgatok.

A hallgat6 | B hallgaté | C hallgato
Kisérletezés 4 4 0
Logikai hiba 2 1 0
Szoftver hibas hasznalata 1 1 1

A visszavonas tipusai

76



A fenti tablazat szerint a visszavonas a C hallgatéra volt
legkevésbé jellemzd, 6 csak egy lépést vont vissza. Nala telt el a
legkevesebb 1d6 a két doféspont megtaldlasa kozott (4 percnél kevesebb
1d6). Az 6 munkaja volt leginkabb tudatos, az els6 zarthelyi dolgozatban
is 6 érte el harmdjuk kozil a legjobb eredményt. Bar a szerkesztésre
felhasznalt Osszes 1d6 nala tobb volt, mint a B hallgatondl, ez azt
mutathatja, hogy mig a B hallgatd kapkodott, sok elemet
meggondolatlanul rajzolt be, majd visszavont, addig a C hallgatd6 minden
szerkesztési 1épése elétt gondolkodott. A B hallgatonak Gsszesen 6, az A
hallgatonak pedig 7 visszavondsa volt a meggondolatlanul végrehajtott
1épések miatt, vagy a tanicstalansag, probalgatasok miatt. A B hallgatora
talan inkabb a meggondolatlansag, a kapkodas volt jellemzd, mig az A
hallgatéra a tanacstalansdg, hiszen a B hallgatd6 majdnem feleannyi id6
alatt oldotta meg a feladatot. A sok visszavonas utalhat az illetd
viselkedésére, habitusara, de a feladatmegoldasi szokasat is jellemezheti.

A metszéspont rajzolasdhoz az A és B hallgaté kizardlag a pont
rajzolo ikont hasznalta, a C hallgatd viszont a két egyenes k6zds pontjat
meghatarozo ikont.

A C hallgatd munkdjaban a nagyobb tudatossag, biztosabb
hattértudas abban is megmutatkozik, hogy mig a tobbiek a parhuzamos-
¢s merdleges szerkesztd ikont vegyesen hasznaltdk, 6 csak a merdleges
rajzolo ikonnal dolgozott, a rendez6 egyenesek azon tulajdonsaga alapjan,
hogy azok merdlegesek az x; >-tengelyre.

A 26. 4dbra a harom hallgatd teljesitményét mutatja az elso
zarthelyi dolgozatban.

Els6 zarthelyi dolgozat
100 92
85

— 801 70
I3 65 W szamitdégépes csoport
2 60 - 48 O papir-ceruzas csoport
~“é m A hallgato
3 401 B hallgaté
i B8 C hallgato

20

0 _

26. abra: A harom hallgato teljesitménye az elsé dolgozatban
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Az els6 — papir-ceruzdas — zarthelyi dolgozatban 2004.
oktoberében az A hallgat6 teljesitménye 70%, a B hallgatoé 85%, a C
hallgat6¢ 92%. Itt az A hallgatonal foként logikai hibdk voltak,
radirozads nyoma is lathato. A B hallgatonal tobb radirozas latszik (ami
a kisérletezésre utal) €és abrai eléggé pontatlanok. Szamitdégéppel nem
fordulnak elé a szerkesztés pontatlansdgabol adodd hibédk, vagy az,
hogy a szerkesztés nem fér ki a lapra, ami a hagyomanyos csoportban
gyakori jelenség. Tehdt a B hallgatonak a szamitogép segit a
feladatmegoldasban, nala beigazolédott Noss és Hoyles [71] allitasa,
miszerint a szamitogépes kornyezet formalja a feladatmegoldési
stratégiat. A C hallgatonal radirozas nem latszik. Neki mindegy, hogy
szamitogéppel vagy ceruzaval dolgozik, mindkettdvel helyesen
szerkeszt. Tehat az A és B hallgato valdszintileg kisérletezé tipus, a C
hallgaté elméleti.

Erdekes megfigyelni, hogy mindharom hallgaté a csoportjuk
atlagatol jobban teljesitett az elsd zarthelyi dolgozatban — a nem-
szamitogépes csoport atlagarol nem is beszélve — és az eldbb elemzett
feladatot mindharman hibatlanul oldottdk meg, mégis jelentds
kiilonbség volt a vizsgalt feladatnal a munkamodszeriikben, a feladat
megoldasi idejében, a szamitogépes szerkesztés lehetdségeinek
kihasznalasaban. Kisérletiinkbdl is latszik, hogy milyen kiilonbség van
a hallgatok feladatmegoldasi tempodja kozott. Ebbol adodik egy
konklizi6, amit sokan hangstulyoztak mar: a differenciadlt oktatés
fontossaga.

Kisérletiinkben a program hasznalatanak segitségével
feltarhattuk a hallgatok nehézségeit a feladatmegolddsban. A
visszavonas, kisérletezés, probalgatas, tanacstalansag a jo teljesitmény
mogotti bizonytalan hattértudédsra utalhat. A sok visszavonds oka lehet
a begyakorolt 1épések automatikus, gondolkodas nélkiili végrehajtasa
(a két doféspont megtaldlasa kozt viszonylag sok 1d6 eltelt). A kisérlet
tanulsaga alapjan jovOben fontos a feladatok megoldasanal a
tudatossdg fokozdsa, a megoldasi lanc kidolgozasa ¢és tudatos
végrehajtasa a hallgatoknal minden feladatnal.
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5.2.5. A hallgatok teljesitményének osszehasonlitasa a két
zarthelyi dolgozatban

Az els6 zarthelyi dolgozat megirasa 2004-ben a 8., 2006-ban a
9. tanitasi héten, a masodik zarthelyi dolgozat megirdasa 2004-ben és
2006-ban is a 14. tanitasi héten tortént, a kisérlet eredményességének
mérésére. A két zarthelyi dolgozat feladatit és pontozasat az
eldadasokat vezetd oktatd allitotta Ossze. Csak azokat a hallgatokat
vettilk figyelembe, akik mindkét zarthelyi dolgozatot megirtak ¢és
rendszeresen latogattak az orakat: a szamitdgépes csoportban 2004/05.
tanévben 15 {6, 2006/07. tanévben 15 {6 a papir-ceuzas csoportban
2004/05. tanévben 21 6 2006/07. tanévben 29 {6.

Az elsé zarthelyi dolgozat feladatait és a pontozast a 3.
fliggelék tartalmazza.

A szamitogépes csoport dolgozata pontosabb, kissé igényesebb
is lett; jobban sikeriilt mindkét évben. Viszont 2004-ben a lathatosag
megallapitasat a feladatok végén tobbszor rontottdk el, mint a papir-
ceruzds csoport hallgatéi. 2006-ban mar tanulva ebbdl, nagyobb
figyelmet forditottunk a lathatosdg megallapitdsanak gyakorlasara a
szamitogépes csoportban. A 27. dbra mutatja a hallgatok teljesitményét
az els6 zarthelyi dolgozatban.

Az 1. feladatnal csak két doféspontot kellett szerkeszteni, igy a
lathatosagra aranyosan tobb pont jart. Eppen e miatt a szamitogépes
csoport itt rosszabbul teljesitett 2004-ben, mint a papir-ceruzas
csoport. A 4. feladat sikeriilt mindkét csoportnak a legjobban mindkét
évben. Az eldzetes felmérésben ezt a tipusu feladatot 2004-ben a
szamitogépes csoport 21%-ra, a papir-ceruzas csoport 57%-ra
teljesitette; 2006-ban 57% ¢és 52% volt a teljesitési arany. Itt viszont 7
hét elteltével 2004-ben a szamitogépes csoport teljesitménye 82%-ra, a
papir-ceruzas csoporté 78%-ra nott; 2006-ban 94%-ra és 93%-ra nott.
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Els6 zarthelyi dolgozat 2004.
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Els6 zarthelyi dolgozat 2006.
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27. dbra: Az els6 zarthelyi dolgozat eredménye

A masodik zarthelyi dolgozat feladatait és pontozasat a 4.
figgelék tartalmazza. A szamitogépes csoport masodik zarthelyi
dolgozata mindkét évben minden feladatnal jobban sikeriilt, bar nincsenek
olyan nagy eltérések, mint az el6zé dolgozat néhany feladatanal. A 28.
abra mutatja a hallgatok teljesitményét a masodik zarthelyi dolgozatban.
2004-ben a lathatosag megallapitasat e dolgozatban is tobbszor rontottak
el a szamitogépes csoport tagjai, mint a papir-ceruzas csoporté. A
lathatdsagot a 3. feladatban rontottdk el a legtobben; a 29. abra erre a
feladatra mutat 4 hallgatéi megoldast, kettét a szdmitogépes és kettdt a
papir-ceruzas csoportbol.
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Masodik zarthelyi dolgozat 2004.
97
100 89 90
81

< 80
g 61
>
S 601 44 m szamitogépes csoport
% 40 O papir-ceruzas csoport
Q
T 20 -

0 i

1 2 3
feladatok
Masodik zarthelyi dolgozat 2006.
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28. abra: A mésodik zarthelyi dolgozat eredménye

Mindkét dolgozat alapjan elmondhatjuk, hogy az adott oktatasi
feladatok elsajatitasat, a torvényesen kitlizott célokat a szamitogép
segitségével tanuld csoport jobban teljesitette, mint a kontrollcsoport.

Szamitégéppel nem  fordul el6, hogy a szerkesztés
pontatlansagabol adédoan harom, egy egyenesen 1évo pont nem esik egy
egyenesre, ami képsiktranszformacional a hagyomanyos csoportban
gyakori jelenség.



),

29. abra: Hallgatéi megoldasok a harmadik feladatra
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A kérddivre adott valaszok alapjan kideriilt és beszélgetéseink
alkalmaval is elmondtdk a hallgaték: szivesen vették, hogy
szamitogéppel dolgozhattak, konnyebbnek tartottak igy a szerkesztést. A
gyakorlatokon hasznalt weblapot otthonrdl illetve a kollégiumbol
atlagban hetente egyszer keresték fel. Egy hallgatd sem irt negativ
véleményt €s csak egy hallgatd irta, hogy a kurzus elején nehéznek
talalta a program hasznalatat.

Néhany hallgatoi vélemény:

»Szamitogépen sokkal jobb dolgozni, mint papiron. Sokkal konnyebb
az abrakat elkésziteni. Gyorsabban tudtunk dolgozni és tobb feladatot
tudtunk megoldani.”

»Gyorsabban haladtunk ¢és nagyobb rutinra tettlink szert. Sokkal
gordiilékenyebben tudtuk a feladatokat vizsgan megoldani.”

»A szamitogépes rajzold program elsére idegennek és nehéznek tiint.
Ezutan az ora elég szinvonalas €s jo volt. Szerintem jo volt ez a
kurzus.”

»Szerintem hasznos volt ez a szamitogépes gyakorlat, mert atlathatobb
¢s gyorsabb volt a szerkesztés.”

,Hasznos, jobban érthetd, konnyebb, gyorsabb tanulas.”

Megjegyezziikk azonban, hogy egy 2000-ben az Egyesiilt
Kiralysagban, matematika tanar szakos egyetemi hallgatok korében
késziilt felmérés szerint [78] a matematika megértéséhez minden
hallgatd fontosnak tartotta a papir-ceruza modszert. Povey és Ransom
ebbdl azt a kovetkeztetést vontdk le, hogy a leendd tanarok félnek
attél, hogy a szamitogép miatt elvesztik az irdnyitast a didkok orai
tevékenysége felett. A papir-ceruza modszerrel latjdk biztositottnak
azt, hogy az iranyitast kézben tartsak.
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5.2.6. A hallgatok teljesitményének oOsszehasonlitasa a
késleltetett felmérésben

Els6éves gépészmérndk hallgatokkal késleltetett felmérést
végeztiink a hallgatok abrazold geometriai fogalmakrol vald emlékeinek
felmérésére az oktatds utdn 4 hoénappal 2005 aprilisdban, illetve 5
hoénappal 2007 majusdban. Az igy szerzett tapasztalatok alapjan azt
szerettiik volna vizsgalni, hogy van-e jelentds kiilonbség a szamitogéppel
abrazold geometriat tanult és a papir-ceruzas csoport kozott, mely
fogalmak a ,,gyenge lancszemek™ a hallgatoknal illetve hol sziikséges az
abrazol6 geometriai fogalmi struktira fokozottabb megerdsitése.

A szamitogépes csoportbol 2005-ben 14 f6, 2007-ben 10 {6, a
papir-ceruzas csoportokbol 2005-ben 14 {6, 2007-ban 17 f6 irta meg a
felmérdt. A feladatsor 3 feladatbol 4llt. A feladatok megoldasahoz 50 perc
allt a hallgatok rendelkezésére. A késleltetett dolgozat feladatait az 5.
melléklet tartalmazza.

A feladatok a kovetkezd fogalmakra épiiltek:

1. rendezd
2. pont abrazolasa
3. fedépontpar abrazolasa
4. egyenes abrazolasa
5. egyenesre illeszkedd pont dbrazolasa
6. egyenesek metszéspontjanak szerkesztése
7. fedbegyenespar dbrazolasa
8. sik dbrazolasa
9. sikra illeszkedd elemek dbrazolasa
10. lathatosdg meghatdrozasa
11. sik és egyenes doféspontjanak szerkesztése
12. két sik metszésvonalanak szerkesztése
13. siklapt test egyenessel vald metszése
14. siklapu test sikkal valo metszése
15. athatasi pontok Osszekotése
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16. siklapu testek athatdsdnak szerkesztése (ha a(z egyik) hasab
oldalélei vetitdegyenesek)

Mind a 16 fogalom rendszergrafjanak felrajzoldsa mar nagy
terjedelmil lenne, ezért a 30. dbran csak az 1.-9. fogalmakét — az elsd
feladat rendszergrafjat — rajzoljuk meg. [14]

O
e |
Q%\@wff@

30. abra: Az elso feladat megoldasahoz sziikséges rendszergraf

Az 1.-16. fogalmak kapcsolatara mutat ra a relaciomatrix:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1y- 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2,0 - 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3(6 0 - 0 O O O O O 1 1 1 1 1 0 1
4,0 0 0 - 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5(6 0 0 0 - 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
6,0 0 0 0 O - 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1
70 0 0 0 O O - 0 O O 1 1 1 1 0 O
&8O 0 0 O O O O - 1 1 1 1 1 1 1 1
9(0 0 0 0 0 O O O - 1 1 1 1 1 1 1

,0 0 0o 0 0 0 O O O - 1 1 1 1 0 1
m1y,0 o 0o o 0 0 O O O O - 1 1 1 0 1
12,0 0 0 0 0 0 0 0 O O O - 1 1 0 1
3,0 0 0 0 000 0 0 0 0 0 - 1 0 1
4,0 0 0 0 0 0 0O 0 OO O O O - 0 1
15,0 o 0 0 0 0 0 00 0O O O O O0 - 1
60 0 0 0 0 00 OO0 0 O O 0 o0 o0
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Az els6 feladatban a sik abrazolasahoz (8.) sziikség van az 1., 2.,
4., 5., 6. fogalmakra, azaz a rendezd ismeretére, pont, egyenes
abrazolasara, egyenesre illeszkedd pont abrazolasara és egyenesek
metszéspontjanak meghatarozasara. A sik abrazoldsa (8.) sziikséges —
egyebek kozt — a sikra illeszkedd elemek abrazolasdhoz (9.), de 9.-hez
ismerniink kell még az 1., 2., 4., 5., 6. fogalmakat is.

A matrixbol latszik, hogy a 3. fogalomra csak a 10.-nél
(lathat6sag meghatarozasa) lesz sziikség, a 7. fogalomra pedig csak a
11.-nél (sik és egyenes doféspontjanak szerkesztése). Mégis logikusabb
a fedOpontpar abrdzolasat (3.) a pontok dabrézoldsa (2.) utan, a
fedéegyenespar abrazolasat (7.) pedig az egyenesek metszéspontjanak
szerkesztése (6.) utan tanitani.

A 10. fogalom (lathatésag meghatarozasa) és a 15. fogalom
(athatdsi pontok Osszekdtése) kitlintetett szerepet jatszik a fogalmak
sorrendjében, mivel a sik és egyenes doféspontjanak (11.), két sik
metszéspontjanak (12.), siklapt test egyenessel valé metszésének (13.)
és siklapi testek athatdsanak (16.) szerkesztése elsajatithatd, sot
rendszerbe is épitheté nélkiile. E feladatoknal a lathatésdgot a
szerkesztés befejeztével utolag hatarozzuk meg. A feladatoknal
természetesen csak akkor teljes a szerkesztés, csak akkor kapnak a
hallgatok maximalis pontot, ha a 11., 12., 13., 14. és 16. szerkesztése
utdn a lathatosagot (10.) is meghatarozzak.

A athatasi pontok Osszekotésénél (15.) hasonlo a helyzet, hiszen
az athatasi pontok szerkesztését (16.) természetesen az 0sszekotés (15.)
elott kell elvégezni, mégis a siklapu testek athatdsara vonatkozo feladat
akkor teljes, ha az athatdsi pontok Osszekotése megtortént. Ezek utan
kovetkezhet a lathat6sdg meghatarozasa (10.).

A hallgatok szazalékos teljesitményét mutatja feladatonként a 31. abra:
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31. dbra: A késleltetett felmérés eredménye

Az 1. feladatot a szamitdgépes csoport teljesitette jobban
mindkét évben. E hallgatok 64%-a 2005-ben, 40%-a 2007-ben, a papir-
ceruzas csoport hallgatoinak 50%-a 2005-ben, 29%-a 2007-ben
hibatlanul oldotta meg a feladatot, tehat feltételezhetjiik, hogy 6k a
fogalmakat a sikra illeszkedd elemek abrazolasaig (9.) elsajatitottak,
megértették és kialakult a helyes fogalomrendszeriik is.

A 32. és 33. abra négy hallgatdéi megoldast mutat az 1.
feladatra. Az A hallgato a sikot sem tudta abrazolni, hiszen az A, a B
¢s a C pontok két képe nem egy rendezdre illeszkedik. A haromszogek
csucsainak helytelen elnevezése (ABC kétszer is szerepel A’B’C’ ¢és
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A”B”C” helyett) is arra utal, hogy az A hallgatébnak komoly
hidnyossagai vannak a Monge-projekcid terén. Az egyenes egyik
pontjat probalta az altala siknak vélt haromszogre illeszteni, ami azt
mutatja, hogy homalyos emlékei maradtak az orai szerkesztésekrdl, de
mar az 1. fogalommal sincs igazan tisztaban. Ilyen esetet szerencsére
csak 3 hallgatonal tapasztaltunk. A B hallgatd az egyenest és a pontot
helyesen illesztette a ,,haromszdgre”, de ez a haromszdg nem hataroz
meg egy sikot, hiszen a C” ponttal egy rendezén a B pont van, a B”
ponttal egy rendezén pedig a C. A B hallgatonak is problémai vannak a
haromszog csticsainak elnevezésével.

32. abra: Az A és B hallgaté megoldasa

A C hallgaté a sikot helyesen vette fel, rajta az egyenest
helyesen abrazolta, de a P pontot mar nem sikertiilt a sikra illesztenie,
hiszen a P pontot tartalmaz6é egyenesnek csak az egyik pontja
illeszkedik a sikra, tehat a 9. fogalom még nala sem teljesen vildgos. A
D hallgat6 hibatlanul oldotta meg az 1. feladatot, az A, B, C csticsok
képeinek elnevezése helyes, a P pont és az e egyenes illeszkedik az
ABC sikra.
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33. 4bra: A C és D hallgaté megoldasa

A 2. feladatndl a papir-ceruzas csoportok hallgatoi teljesitettek
jobban, 2005-ben e csoport 36%-a hibatlanul oldotta meg a feladatot, de csak
29%:-a oldotta meg az eldz6 feladatot is hibatlanul. 2007-ben a papir-ceruzas
csoport 53%-a hibatlanul oldotta meg a feladatot, de csak 12%-a oldotta meg
az el6zg feladatot is hibatlanul. A szamitdgépes csoportbol 2005-ben 29%
teljesitett hibatlanul e feladatban és 6k az eléz6 feladatot is maximalisan
teljesitették. Csak roluk — akik mindkét feladatot hibatlanul oldottdk meg —
mondhatjuk el, hogy a fogalmak a két sik metszésvonalanak szerkesztéséig
(12.) beépiiltek a fogalomrendszeriikbe. Akiknek csak a 2. feladat sikertilt, az
el6z6 nem — amelynek fogalmaira e feladat fogalmai is épiilnek — azok
valoszinlileg a szerkesztési 1épéseket tartalom nélkiil tanultdk be, igy e
fogalmak nem alkotnak rendszert. 2005-ben a szamitogépes csoportbdl a
legtobb hallgatonak (43%) a lathatésdg meghatarozasa (10.) jelentett
problémat (errdl a késobbiekben még szolunk), a metszésvonalat (12.) meg
tudtak hatarozni, mig a hagyomanyos csoport 21%-a a metszésvonalat sem
tudta helyesen megszerkeszteni. 2007-ben a 2. feladatnal a lathatosag
meghatdrozdsa a szamitdgépes csoport 30%-anak okozott gondot, a
hagyomanyos csoport 35%-a a metszésvonalat sem tudta helyesen
megszerkeszteni.

A 3. feladatnal a legnagyobb az eltérés a két csoport teljesitménye
kozott (2005-ben 27%, 2007-ben 32%). A feladatot hibatlanul megoldani
2005-ben a szamitogépes csoport 29%-anak, 2007-ben 30%-anak, 2005-ben
a papir-ceruzas csoport 7%-anak, 2007-ben 6%-anak sikeriilt. Koziilik a
szamitogépes csoportbol 2005-ben 7%, 2007-ben 10% oldotta meg
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mindhdrom feladatot kifogastalanul, tehat nekik teljes és maradando a 16
fogalomrol a fogalomrendszertik, hiszen az oktatas utan 4 illetve 5 honappal
emlékeznek ra és alkalmazni tudjak. A papir-ceruzas csoportbdl senkinek
sem sikeriilt teljesen hibatlanul megoldani mindhdrom feladatot. A
szamitdgépes csoportbdl legtobben (2005-ben 29%, 2007-ben 20%) a
lathatosag meghatarozasanal (10.) akadtak el, az athatasi pontokat (16.)
hibatlanul megszerkesztették. Az el6z6 feladatnal is megfigyelhettiik, hogy
2005-ben a szamitdgépes csoportnak gondot okoz a lathatosag
meghatarozasa. Ennek oka a hasznalt szamitogépes programban keresendd,
hiszen mig a program a tanult Osszes 4abrazold geometriai ismeret
elsajatitdsdban hasznos és hatékony segitségnek bizonyult, a lathatosag
abrazolasat nem tamogatta, igy a gyakorlatokon a szerkesztések befejeztével
megbeszEltiik a lathatosagot, majd a hallgatok a flizetbe rogzitették. A 3.
feladatnal a hagyomanyos csoport nagy része mar az athatasi pontok (16.)
szerkesztésénél elakadt, igy a lathatosag meghatarozasaig el sem jutott. Noha
sokan koziiliik az el6z6 feladatot — 12. fogalom — hibatlanul megoldottak, a
11. és 12. fogalmakat mégsem tudtak alkalmazni a 3. feladatnal. Ebbdl arra
kovetkeztethetiink, hogy a 11. és 12. fogalom nem épiilt igazan be a fogalmi
rendszeriikbe, ami akadalyozza az alkalmazast. A kovetkezd tablazat a
teljesen hibatlan és a csak lathatosag szerkesztésében (10.) hibat elkdvetett
hallgatok szézalékos aranyat mutatja az egyes feladatokban:

Elso két Mindharom
1. 2. 3.
2005. , felaflat feladat
hibatlan| hibatlan| 2020888 iy g o [1Athat6sdg o | lathatOsdg)y o oy lathatosdg
rossz csak rossz csak rossz csak rossz csak
Szamitogépes | ¢\ | 59 | 43 | 20 | 14 | 29 | 29 7 21
csoport
Papir-ceruzas| o0 | 36 | 43 | 20| 7 | 7 | 14 | 0 | 7
csoport
1 ) Elso két 3 Mindharom
: : feladat ’ feladat
2007. s s o lathatosag
hibétlan| hibatlan | AP0 |y oo, (JathatOsg o HathatOsdg ) a1 oces
rossz csak rossz csak rossz csak csak
Szamitégépes| 4 | 40 | 30 | 30 0 30 | 20 | 10 0
csoport
Papir-ceruzas| 5o | 53 | ¢ | 12 | ¢ 6 0 0] o
csoport

A tablazat alapjan elmondhatjuk, hogy a szamitogépes csoport hallgatéinak
43%-a 2005-ben, 30%-a 2007-ben, a papir-ceruzas csoport hallgatdinak
36%-a 2005-ben, 18%-a 2005-ben az 1. és 2. feladatot hibatlanul vagy csak
lathat6sagi hibaval oldotta meg, tehat az 0 fogalomrendszerik a 12.
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fogalomig teljes, illetve csak a 10. fogalom okoz nekik nehézséget. Mind a
harom feladatot hibatlanul vagy lathatdsagi hibaval 2005-ben az elsé
csoport 28%-anak, 2007-ben 10%-anak sikeriilt megoldania. Valdsziniileg
6k a felsorolt Osszes fogalmat megértették, alkalmazni tudjdk, bar
néhanyukndl a 10. fogalommal gondok vannak. Sajnos a tobbiek nem
boldogultak valamelyik feladattal és nem tudtak kigondolni konnyebben
megoldhatd rokon feladatot, amelynek az eredményét felhasznalhattak
volna segitségként e feladatok megoldasahoz. [76] Erdekes megfigyelni,
hogy a szamitdégépes csoportbol azok oldottdk meg az athatdsi pontok
szerkesztését (16.) helyesen, akik az 1.- 12. fogalmakra €piild 2. feladatot is
hibatlanul teljesitették. A két zarthelyi dolgozat és a késleltetett felmérés
eredményei kozti kiilonbséget mutatja a 34. abra:

2004/05. tanév
100
—_ 80 73
X 80 65 69
> 58
5 60 1 48 m szamitdgépes csoport
% 40 A 0O papir-ceruzas csoport
(]
:;‘ 20 |
O I T
Els6 zarthelyi  Masodik Késleltetett
dolgozat zarthelyi felmérés
dolgozat
2006/07. tanév
100
- 82 75
o 72
3\; 80 54 63
5 60 43 B szamitogépes csoport
% 40 - O papir-ceruzas csoport
(]
é‘ 20 |
0 - ‘
Els6 zarthelyi  Masodik Késleltetett
dolgozat zarthelyi felmérés
dolgozat

34. 4bra: A két zarthelyi dolgozat és a késleltetett felmérés eredménye
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A Kkésleltetett felmérés eredményét a zarthelyi dolgozatokkal
Osszevetve azt latjuk, hogy a papir-ceruzas csoport teljesitménye mindkét
¢v mindhdrom dolgozatanal a szamitogépes csoport teljesitménye alatt
maradt. 4 illetve 5 honappal az oktatds befejezése utan a szamitogépes
csoport teljesitménye a 2004/05. tanévben 7%-kal, a 2006/07. tanévben
19%-kal, a papir-ceruzas csoport teljesitménye a 2004/05. tanévben 11%-
kal, a 2006/07. tanévben 32%-kal csokkent. A 34. dbrdn megfigyelhetjiik,
hogy 2007-ben a késleltetett felmérésen mindkét csoport rosszabbul
teljesitett, mint 2005-ben. Ennek oka lehet az eldadas heti 6raszamanak
kettorol egyre csokkentése, illetve az a tény is, hogy 2007-ben az oktatas
befejezése utdn tobb mint egy hoénappal késébb irtak a késleltetett
felmérdt a hallgatok 2005-hoz képest.

A felmérés alapjan elmondhatjuk, hogy a hallgatoknak tobb mint a
fele a 12. fogalom megértéséig sem jutott el, ezért mar az els6¢ 12
fogalomnal érdemes tobb 1d6t szanni a fogalmak rendszerezésére, mert a
raforditott id6 késdbbi tanulméanyaikban megtériil.

Az eredmények alapjan megallapithatjuk, hogy a szamitogép, a
DGS-sel készitett interaktiv feladatlapok haszndlata az oktatas
eredményességét noveli, segit a helyes fogalomrendszer kialakitasaban,
hiszen akik a két sik metszésvonaldig (12.) rendszerezni tudtdk a
fogalmakat, azoknak sikeriilt a siklapt testek athatdsaig (16.) is kiépiteni
a helyes fogalomrendszert. A 2004. év tanulsagai alapjan a lathatosag
szerkesztésének tanitasara nagyobb figyelmet forditottunk a szamitdgépes
csoportnal. Ennek kovetkeztében a 2006/07. tanévi dolgozatoknal
kevesebb lathatosag szerkesztéssel kapcsolatos hibat kovettek el.

A fogalmak kozotti kapcsolatokra nagyobb hangsulyt helyezve
fogalmaik tartésabbak ¢€s jobban alkalmazhatdk lesznek. Torekedniink
kell a fogalmak elmélyitésére, rendszerezésére. Czeglédy [14, 112. 0.] irja
a kovetkezoket: ,,fontos a rendszerszemlélet kialakitasa a tanulasi-tanitasi
folyamatban, mert ha rendszerben gondolkodunk, rendszerszemlélet
szerint tanulunk, kevesebb szimbolumot kell észben tartanunk, és
ugyanakkor tobb informécioval rendelkeziink, fogalmaink tartdésabbak,
transzferalhatobbak, alkalmazhatobbak lesznek és tobb oktatasi, nevelési,
képzési célt tudunk igy megvalositani, mint a rendszer nélkiili tanulas
esetén.”

92



6. Az eredmények a hipotézisek tiikrében

Eredmény az dsszehasonlito felméréssel kapcsolatosan:

1. eredmény a matematika taniar szakos egyetemi hallgatok
térszemléletéral és térgeometriai ismeretérol

Shea és munkatarsai [84] kutatasaival ellentétben mi gy talaltuk,
hogy a matematika tanar szakos nappali tagozatos egyetemi hallgatok a
pozsonyi és a debreceni egyetemen nem rendelkeznek igazan jo
térszemlélettel. Felméronkon a targy képzeleti manipulalasara iranyuld
feladatot kivéve 50% alatt volt az egyik vagy mindkét csoport
teljesitménye. A felmérdn kapott eredmények igazoljak, hogy nagyon sok
hallgatonak gondot okoz egy térbeli alakzat elképzelése és ezdltal a
térgeometriai feladatok megoldésa is.

Eredmények az oktatdasi kisérlettel kapcsolatosan:

1. eredmény a DGS-sel készitett feladatlapok oktatasba torténé
bevezetésérol

A 2004/05. tanév elsd félévétdl alkalmaztuk a DGS-sel készitett
feladatlapokat dbrazold geometria majd miiszaki dbrazolas gyakorlatokon.
Az altalunk létrehozott feladatlapokat tartalmazod weblapot Internetrdl
érték el a hallgatok. A tananyagot a 2004/05. tanévi hasznalat tanulsagai
alapjdan modositottuk, javitottuk. A hasznalat eredményességét két
tanévben két-két zarthelyi dolgozattal és egy-egy késleltetett felméréssel
mértiik, melyek alapjan elmondhatjuk, hogy mindségi javulast érhetiink el
a DGS alkalmazasaval. A szamitdégéppel torténd oktatds megszervezése
az oktatonak lényegesen tobb idébe keriil, a DGS hatékony alkalmazasa
folyamatos fejlesztomunkat igényel, de a dolgozatok eredménye mutatja,
hogy a befektetett munka megtériil.

2. eredmény a hallgatoi teljesitmények valtozasarol

A hagyoméanyos, papir-ceruzas elsé és masodik zarthelyi
dolgozatban megfigyelhetd, hogy a szamitdgépes csoport hallgatdi jobban
teljesitenek, mint a papir-ceruzas modszerrel tanulok. Az elsé zarthelyi
dolgozatban a teljesitmények kozti kiilonbség 17% 2004-ben, 18% 2006-
ban. A masodik zarthelyi dolgozatban 11% 2004-ben, 7% 2006-ban a
kiilonbség.
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erer

A szamitogépes csoportban inkabb jellemzd volt, hogy a hallgatok
segitették egymast, javitottak egymas hibait. Jellemzdbb volt rajuk még a
kisérletezés, hiszen a hibas elemek egy egérkattintdssal nyomtalanul
eltiintethet6k. A papir-ceruzéas csoport tagjai inkédbb a tanari segitségre,
instrukcidra vartak, ha munkajukban elakadtak. Tehat a szamitogép
Onallosagra 0sztonozte a hallgatokat. Heugl kutatasaihoz [34] hasonldan
mi is ugy taldltuk, hogy a kisérletez6 fazis a hagyomanyos, papir-ceruzas
csoportnal gyakran hidnyzott.

4. eredmény az abrazolé geometriai fogalmak maradandosagarol

A hallgaték abrazol6 geometriai fogalmakrdl vald emlékeinek
felmérésére az oktatds utdn a 2004/05. tanévben 4 honappal, a 2006/07.
tanévben 5 honappal késleltetett felmérést végeztiink. Az eredmények
alapjan megallapithatjuk, hogy a DGS-sel készitett interaktiv feladatlapok
hasznalata az oktatds eredményességét noveli, segit a helyes
fogalomrendszer kialakitasaban.

5. eredmény a hallgatéi attitiidok valtozasardl

A DGS-sel készitett feladatlapok oktatasba torténd bevezetésének
hatdsdra a tanulds motivacids szintje nd, a feladatlapok hasznalata a
hallgatok nagy részének vonzd. A kérdéivre adott valaszok alapjan
elmondhatjuk, hogy a hallgatok szivesen dolgoztak szadmitogéppel,
konnyebbnek tartottdk igy a szerkesztést. A gyakorlatokon hasznalt
weblapot otthonrdl illetve a kollégiumbdl atlagban hetente egyszer
keresték fel.

7.  Osszegzés

Oktatasi kisérletiink célja a dinamikus geometriai rendszerrel
készitett feladatlapoknak a gépészmérndk hallgatok abrazold geometria,
majd muszaki abrazolas tantargyak oktatasdba tOorténd bevondsa volt.
Ehhez a térszemlélet, a szamitogéppel segitett oktatds, a dinamikus
geometriai rendszerek valamint a matematika didaktika szakirodalméanak
attanulmanyozédsa utan kontrollcsoportos fejlesztd kisérletet hajtottunk
végre az 10j oktatasi stratégia kiprobaldsara, valamint Osszehasonlitd
felmérést végeztiink a térszemlélet és térgeometria témakorben. A
dinamikus geometriai rendszerrel generalt feladatlapokbdl allo, a
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gyakorlatok anyagat magaban foglald tananyagrendszer elkészitésekor,
kiprobalasakor figyelembe vettiik a szakirodalom javaslatait, a 2004/05.
tanév tapasztalatai alapjan a tananyagrendszert modositottuk, korrigaltuk.

Eddigi eredményeink alapjan megallapithatjuk, hogy a dinamikus
geometriai rendszerrel készitett interaktiv feladatlapok hasznéalata az
abrazold geometria €és a muiiszaki abrazolds oktatdsanak eredményességét
noveli, a hallgatok teljesitménye és motivacios szintje nd. A szamitdgépes
csoport hallgatoira jellemzobb a kisérletezés és az egymas munkéjanak
segitése a gyakorlatokon.

A szamitogép és az Internet oktatasban torténd alkalmazasanak
problémdi koziil egyik Iényeges dolog a szamitdégépes laborok
leterheltsége. A nehézségek ellenére hasznos lenne a szamitdogép
alkalmazéasa a levelezd oktatdsban is, ahol nagyon kevés id6 van a
szerkesztésre, hiszen egy félévben 10 tanitasi ora (5 eldadas és 5
gyakorlat) all rendelkezésre gépészmérndk szakon az abrazold geometria
oktatasara. A DGS-sel készitett interaktiv feladatlapok levelezé abrazolo
geometria gyakorlatokra torténd bevezetésére javasolt tartalmakat a CD-
melléklet tartalmazza.

A mostani tapasztalatok alapjan a szamitogépes feladatlapok
javitasa, fejlesztése és ezek segitségével a gyakorlatok még hatékonyabba
tétele a jovo feladata. A jovOben tervezziik hallgatoi interjuk készitését a
problémak pontosabb feltarasa végett.

8. Summary

The aim of our educational research was to draw in the worksheets
made by the dynamic geometry system into the education of the
Descriptive geometry and then the Technical representation subjects of
the mechanical engineer students. To reach this after surveying of the
literature of the spatial ability, the computer aided education, the dynamic
geometry systems and Mathematics Didactics we executed a
controlgrouped developing research for trying out the new educational
research and we executed a comparative survey in the subject of the
spatial ability and spatial geometry. At the creating and trying out of the
curriculum made up of the dynamic geometry system generated
worksheets that include the material of the practises we took into
consideration the offers of the literature and we modified and corrected
the curriculumsystem according to the experiences of the 2004/05 school
year.
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According to our results we can state that the usage of the
interactive worksheets made by the dynamic geometry systems increases
the efficiency of the education of the Descriptive geometry and the
Technical representation, the motivation level and the performance of the
students is growing. For the students of the computer group it is more
typical that they test and that they help each other’s work on the practises.

One of the important things from the problems of the computer
and internet usage in the education is that the computer labs are very full.
On the contrary the difficulties it would be useful to use the computer in
the corresponding education as well, where it is such a short time for
constructing, as there is only 10 teaching lessons in one semester for
teaching the Descriptive geometry.

According to the current experiences the task of the future is the
correcting, developing of the computer worksheets and by the help of
these to make the practises more effective. In the future we plan to make
interview’s with the students to reveal the problems more punctual.
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10. Figgelékek

10.1. 1. fiiggelék

Az 3sszehasonlito felmérés feladatai:

1. feladat: A feladatlapon lathato testet egy siklappal metszettiik el. A metszési
vonalakat vastag, folytonos vonallal jeloltik be a test felszinén.
Rajzolja be a test kiteritett halojaba a sik és a feliilet metszési
vonalait! A sikmetszet egy pontjanak megfelel6jét a haloba is
berajzoltuk.

2. feladat: A feladat egy kocka belsejébe beépitett drotvazas alakzat
axonometrikus képét tartalmazza. Az alakzat csticspontjai egyben a
befoglalo kocka csucsai vagy oldalfelezé pontjai. Hogyan latszik ez
az alakzat elolrél, feliilrol és jobbrol?

Eldlrdl Feliilrdl Johbral



3. feladat: Az abran egy siklapokkal csonkolt test vetiileti képe lathato.
Rekonstrualja a testet a latszati képe megrajzolasaval! Csak a
lathato éleket rajzolja meg!

E o

kl:

4. feladat: A feladatlapon lathato testek élei egyenld hosszsagiak. Egy
katicabogar szeretne eljutni a testek felszinén a lehetd legrévidebb
uton A pontbol a B pontba. Az x-szel megjeldlt élpontok melyikén
kell athaladnia? A megoldast indokolja!

B.

II



5. feladat: A kockaba berajzolt pontok a kockak csucspontjai, oldalfelezd
pontjai, lapkozéppontja vagy a testatld felezOpontja. Milyen
sikidomot kapunk, ha a megadott pontokat 6sszekdtjiikk? Rajzolja le

a sikidomokat!

D
Mintafeladat: SCD - derékszogii hdromsziog
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6. feladat: Adott az ABCDEFGH a ¢lhossziisagu kocka. Hatarozza meg az E
pont tavolsagat a BDG siktol!

7. feladat: Egy ABCDEFV szabalyos hatoldalu gula méretei: |4B| =a = 4

cm,
|AV] = b = 6 cm. Hatarozza meg a gula oldallapja és alaplapja altal

bezart sz0g nagysagat!
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10.2. 2. fiiggelék

Az elbzetes felmérés feladatai:

1. Egy kocka halézatat hatarolévonala mentén koriilvagtuk, majd a
hajlitasok elvégzése utan az egymds mellé¢ keriilé ,,vdgasvonalakat”
Osszeragasztottuk. Az igy keletkezett kocka axonometrikus rajzéan a
,ragasztott” éleket vastag vonallal jeloltik és megszdmoztuk. Jelolje a
halézaton azonos szammal a ragasztiskor egymas mellé keriild
,vagasvonalakat™! [98]
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2. A képen lathato testek koziil melyik szdmozott test fér at a
vonalkézassal jelolt nyilason? [98]
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3. Parositsa Ossze a testeket és a vetiileti képeket! [24]
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4. Készitsen szemléletes rajzot a vetiiletek alapjan!

5. Készitse el a megadott test vetiileteit!
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Az eldzetes felmérés pontozasa:

1. 1. dbran j6 megoldasonként: 1 Pont (13-szor)
2. abran j6 megoldasonként: 1 Pont (13-szor)
26 Pont
2. J6 megoldasonként: 2 Pont (2-szer)

(Hibas megoldasonként 2 Pont levonas)

4 Pont

3. J6 megoldasonként: 1 Pont (6-szor)
6 Pont
4. Helyes megoldas: 6 Pont
6 Pont

Kisebb pontatlansag, helytelen aranyok esetén csak részpontot kaphat.

5. Vetiiletenként: 1 Pont (3-szor)
3 Pont
Aranyokban valo eltérés esetén is megkapja a pontot.
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10.3. 3. fiiggelék

Az els6 dolgozat feladatai:

1. Sikok ¢és egyenes doféspontja:

9%

2. Két sik metszésvonala:

X12

e
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3. Haséb és egyenes metszéspontjai:

L
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4. Test két vetiileti képe:
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Az els6 dolgozat pontozasa:

1. D1 szerkesztése: 2 Pont
D2 szerkesztése: 2 Pont
I. képen lathatosag: 5 Pont
II. képen lathatosag: 5 Pont
14 Pont
2. D1 szerkesztése: 2 Pont
D2 szerkesztése: 2 Pont
I. képen lathatdsag: 4 Pont
II. képen lathatosag: 4 Pont
12 Pont
3. Vetitosik illesztése az egyenesre: 1
Sikmetszet meghatarozasa: 3
D1 szerkesztése: 1
D2 szerkesztése: 1
I. képen lathatosag: 2
II. képen lathatosag: 2
10
4. I.kép: 3 Pont
Il. kép: 3 Pont
6 Pont
5. Gula transzformécioja:

Sik transzformacioja:

Metszéspontok I'V. képe a gula alkotoin:

Metszéspontok IV. képe az alaplapon:
Metszéspontok I. képe:
Metszéspontok II. képe:

I. képen lathatosag:

II. képen lathatosag:

XI
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10.4. 4. fiiggelék

A masodik dolgozat feladatai:

1. Kup és henger athatasa:
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2. Kup és egyenes doféspontja:

3. Két hasab athatdsa. Lathatosag a vizszintes hasab eltavolitasa utan:
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A masodik dolgozat pontozésa:

1. Kontarpontok a II. képen: 6 Pont
Kontarpontok az I. képen: 12 Pont
Altalanos athatasi pontok: 6 Pont

I. képen lathatosag: 6 Pont
30 Pont
2. Nyompont I. képe: 2 Pont
Segédegyenes 1. képe: 4 Pont
Segédegyenes II. képe: 2 Pont
Nyomvonal I. képe: 3 Pont
Alkotok: 2 Pont
D1, D2 szerkesztése: 3 Pont
I. képen lathatosag: 2 Pont
II. képen lathatosag: 2 Pont
20 Pont
3. I. képen rogton szerkeszthetd athatasi pontok: 6
I. képen segédsikkal szerkeszthetd athatasi pontok: 8
Osszekotési halo: 5
Osszekotés: 2
I. képen lathatésag: 8
II. képen lathatosag: 1
30
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10.5. S. fiiggelék

A késleltetett felmérés feladatai:

1. Vegyen fel pontot és egyenest 3 ponttal megadott sikon Monge-
projekcidban!

2. Szerkessze meg a két sik metszésvonalat!
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3. Szerkessze meg a siklapu testek athatasat!
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A késleltetett felmérés pontozasa:

1. Sikon egyenes, pont felvétele: 1 Pont
1 pont
2. D1 szerkesztése: 1 Pont
D2 szerkesztése: 1 Pont
I. képen lathatésag: 1 Pont
II. képen lathat6ésag: 1 Pont
4 Pont
3. I. képen rogton szerkeszthetd athatasi pontok:

I. képen segédsikkal szerkeszthet6 athatasi pontok:

Osszekotési halo, osszekotés:
L., II. képen lathatosag:

XVII
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10.6. 6. fiiggelék

A kérdéiv:

1. Mia véleménye a szamitogépes abrazold geometria /miiszaki
abrazolas/ 6rakrol?

2. Tanoérakon kiviil van-e Internet hozzaférése?

3. Hanyszor kereste fel a honlapot, amelyrdl 6rakon dolgoztunk és
milyen célbol?

4. Milyen szdmitogépes szerkeszto programot hasznalt mar?

Van-e valamilyen javaslata a szamitogépes abrazol6 geometria
/miiszaki abrazolas/ 6rakkal kapcsolatban?
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