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Bevezetés

A disszertaciéban aszimptotikus eredményeket mutattunk be néhény
valészintiségi modellre vonatkozoéan.

Az eredmények egy része a halozatelmélethez kapcsolodik. Ez az el-
mélet hatalmas fejl6désen ment &t Barabasi Albert-Laszl6 uttord cikkei
nyoman [2]. A kutatésok soran egyrészt modelleket vizsgéltak mate-
matikai eszk6zokkel, mésrészt empirikusan is elemezték a nagy haloza-
tokat. Mi a disszertacioban az el6bbihez, a matematikai modszerhez
csatlakoztunk.

A hélozatelméletben altaldban idében valtozé grafokat alkalmaznak
modellek leiradsara. Lényegesen kiilonboz6ek a modszerek akkor, ha az
id6t diszkrétnek tekintik, illetve ha folytonosnak.

A disszertacibban abbdl a ténybdl indulunk ki, hogy egy szocié-
lis hélézatban altalaban vannak egymassal szorosan egyiittmiikods kis
csoportok. Ezeket mi klikkekkel, azaz olyan részgrafokkal irjuk le, ame-
lyekben barmely két csicsot él kot Ossze.

Bevezettiink két 0j halozatfejlédési modellt, amelyek klikkeken ala-
pulnak. ElGszor vizsgéltunk egy folytonos idejii, altalanos, tobbtipusi
Crump-Mode-Jagers-féle elagazo folyamat &altal vezérelt modellt. Az
elagazo folyamat szempontjabodl az egyedek a klikkek, egyedek tipu-
sat a klikkméret adta. Aszimptotikus tételeket bizonyitottunk a klik-
kek szamara vonatkozoélag, illetve a kihalas valészintiségére is kaptunk
eredményt.

Masrészt diszkrét ideji halozatfejlédési modelleknek egy paraméte-



res csaladjat is tanulmanyoztuk. A graf fejlédése itt k-klikkek konst-
rukciéjan és torlésén alapult. Martingalelméleti modszerekkel kaptunk
hagyomanyos és funkcionalis hatarérték-tételeket.

Mindkét fenti esetben pontos matematikai bizonyitasokat adtunk,
de szimulécios kisérletekkel is alatamasztottuk az eredményeket.

Klasszikus teriilet az érmedobési kisérlet, és ebben a leghosszabb
tiszta fej sorozat vizsgalata. Itt a kezdeti eredményeket olyan nagy
magyar tudosok érték el, mint Rényi Alfréd, Erdds Pal és Révész Pal.
A dolgozatban egy érmedobassal kapcsolatos eredményt is bemutat-
tunk: adtunk egy 4j kozelitést a leghosszabb, legfeljebb T-szennyezett
fej sorozatok hosszanak eloszlasara. Itt egyrészt matematikai tételt iga-
zoltunk, mésrészt szimulacioval is szemléltettiik, hogy a mi kozelitésiink

feliillmulja a korabbi szakirodalmi eredményeket.



1. fejezet

Egy folytonos idejii,
N-1nterakciokat leir6

halozatfejl6dési modell

Az 1. fejezet [5] cikkiink eredményeit tartalmazza. Bemutattunk egy
folytonos idejii halozatfejlédési modellt, amely N-interakciokat ir le,
igy a csucsok altal alkotott klikkeket tekintettiik. A modell alapegysé-
gei, egyedei a csapatok, azaz 1,2,..., N-klikkek, ahol N tetsz&legesen
nagy, de rogzitett szam. Egy tobbtipusu elagazo folyamat segitségével
irtuk le a halozat fejlédését. A tobbtipusu elagazo folyamatok értel-
mezésében az n-klikkeket n tipusa egyedeknek tekintjiik. Kezdetben,
a t = 0 idépillanatban csupan egyetlen klikk létezik, melynek mérete
az 1,2,..., N barmelyike lehet. Ezt a klikket Gsnek nevezziik. Az Gs
utédokat hoz létre, melyek szintén lehetnek 1,2, ..., N-klikkek. Ezen
utédok is létrehozzak a sajat utoddaikat, stb. Minden klikkhez tarto-
zik egy 1 paraméterii Poisson folyamat. Az n-klikkek ezen folyamatai
fiiggetlenek és azonos eloszlasuak. Ha II,, (t) értéke eggyel novekszik,

akkor megjelenik egy 1j cstcs és ez az n-klikk j kiilonb6z6 cstcsdhoz



Gn,; valoszintséggel csatlakozik, ahol 0 < ¢, ; <1, 5 = 0,1,...,n, és
> i—0dn; = 1. (Feltessziik, hogy gny = 0, mert N a legnagyobb
klikkméret.) Igy annak valoszintisége, hogy egy i tipust 6s j tipusu
utédot képez, azaz j-klikk jon létre, p; ; = ¢; -1, j = 1,2,...,0+ 1.

Egy i-klikk )\; élettartaméat (azaz szaporodoképes fazisanak hosszat)
az l; (t) = b+ & (t) kockazati rata hatarozza meg, ahol b > 0, ¢ >
0 rogzitett konstansok és &; (t) az i-klikk Osszes utodainak szama a ¢
idépillanatig. m; j(t) = E&; ;(t) az i tipusa egyed j tipusu utédainak
dtlagos szdma a t ideig. Jelolje M az m;;(t) fliggvények m;;(t) Laplace
transzformaltjainak matrixat.

Folytonos idejti hilozatfejlédési modelliink matematikai leirdsa utan
legfontosabb eredményeink a kévetkezsk voltak:

Tegyiik fel, hogy a (pi7j)fj:1 maétrix irreducibilis és aciklikus. Be-
vezetiink egy A(x) matrixot, mely a-t0l és b-t6l fiigg. Tegyiik fel, hogy
A(0) > 1, azaz a folyamat szuperkritikus. Legyen « az M altal meg-
hatarozott Malthusi paraméter.

Ekkor jeldljiik v = (vq,...,vy) -nel az M(a) méatrix 1 sajatérték-
hez tartozé sajatvektorat, amely vy 4+ - -+ 4+ vy = 1 médon van normél-
va. Legyen u = (uy,...,ux)' az M(a) azon bal sajatvektora, melyre
u1v1 + - +uyvy = 1. A(a) a Laplace-transzformaltak altal megha-

tarozott és

@) = D) = 3wy (i (@)

l,j=1
A kovetkezd eredményekben a ;W mennyiségek m.b. nemnegativak,
E(xW) = 1, illetve ;W m.b. pozitiv a tulélés eseménye mellett. Legyen
n rogzitett, 1 <n < N.

1. Tétel. Jeldlje ;T (t) a t ideig megsziletett n-klikkek szamdt, ha az
6s k-klikk, k = 1,2,..., N. Fkkor

li —at T _ VgUn
e Ck ®) kWa(—A’(a))

magjdnem biztosan k =1,2,... N esetén.



2. Tétel. Jeldlje ,T(t) a t iddpillanatban életben lévd n-klikkek szdmat,
ha az ds k-klikk, k =1,2,...,N. Ekkor

. ot Vg, Aa)
Am e Tl = W m)

magjdnem biztosan k =1,2,... N esetén.

Legyen M az Osszes utédok atlagos szamaibdl all6 matrix. Ekkor
M = (mi(00))Y_, = A®) (pig(00)),_,
3. Tétel. Jeldlje s; a kihalds valdsziniségét, ha az ds i tipusi egyed volt.
Legyen s = (s1,...,sn). Tegyiik fel, hogy (pi’j(oo))?,lj:l irreducubilis
és aciklikus mdtrixz. Legyen o az M Perron-Frobenius gyoke. Ha o < 1,
akkor sy, = s = --- = sy = 1. Ha o > 1, akkor s1 < 1,85 <
1,...,sny < 1. Az s mindegyik esetben az aldbbi vektoregyenlet legkisebb
nemnegativ megoldadsa:

s = £(s),

ahol £ = (f1,..., fn) és az fi, figgvények az utddeloszlas generdtorfigyg-

vényei (melyek az 1.5.1 alszakaszban keriltek kiszdmitdsra).

Els6 két eredményiink leirja a ¢ id6pontig megsziiletett Gsszes k-
klikkek szamanak, illetve a t id6pontban életben 1év6 k-klikkek szamé-
nak aszimptotikus viselkedését. Hasonlé eredményeink vannak az 1.
fejezetben egy rogzitett csics fokszamaéra is. Tételeink empirikus alé-
tamasztasdhoz szimulacidkat is végeztiink, melyek eredményei az 1.6
szakaszban szerepelnek.






2. fejezet

Egy diszkrét idejt,
klikkeken alapul6

hal6zatfejlédési modell

A maésodik fejezet [6] cikkiink alapjan irodott. Egy diszkrét idejd ha-
l6zatfejlédési modellt vizsgaltunk, amelynek egyedei a k-klikkek és a
hélozat fejlédése k-klikkek konstrukciojan és torlésén alapul, ahol k > 2
rogzitett egész.

Az n = 0 id6pontban a kezdeti halézat k csucst iires graf, mely
nem tartalmaz éleket. Az elsG lépésben, azaz az n = 1 idGpillanatban
Osszekotjiik a k db cstcsot, és igy kapunk egyetlen k-klikket. A masodik
lépés a kovetkezd. Kivalasztunk két csiicsot véletlenszerten, jelolje Gket
v1 és vg. Ezutan hozzdadunk a grathoz egy 14j csiucsot és két k-klikket
készitiink. Az elsé k-klikk csicsai a meglévs k + 1 cstcs, kivéve v;-et,
mig a masodik k-klikk csticsait a mar 1étez6 k41 csics adja ve-t kivéve.
Ezutan az eredeti k-klikket toroljiik.

Ezutdn minden egyes lépésben kivalasztunk a mar meglévs csu-
csok koziil k db-ot véletlenszertien (diszkrét egyenletes eloszlas szerint).



Amennyiben ezek nem alkotnak k-klikket, akkor konstrudlunk egy tj
k-klikket ezen cstcsokkal (azaz Osszekotjiik Sket (g) 4j éllel). A masik
esetben, ha ez a k csticsbol allo részgraf egy k-klikk, akkor ez a k-klikk
torlésre keriil, viszont a cstcsait felhasznaljuk két aj k-klikk készitésé-
hez tgy, mint a mésodik lépésben. Azaz egy 1j csicsot adunk hozza a
grafhoz és ezt, illetve az épp kitorolt klikk & cstcsat felhasznalva két j
k-klikket készitiink olyan médon, mint a mésodik 1épésben.
Modelliink leirasat kévetGen bizonyitottunk egy hatarérték-tételt a
cstucsok szamara, illetve a graf csicsai szdménak aszimptotikus norma-
litasat is belattuk. Ezutan megadtunk egy aszimptotikus tételt model-

link csicsainak szaméara is.

4. Tétel. Ha n — oo, a grdf V,, csiucsainak szamdra teljesil az aldbbi

majdnem biztos konvergencia-tulajdonsdg:

Vi
’1 — 1.

]

Ezt az aldbbi formdban is irjuk:

e

nEFL, majdnem biztosan n — oo.

(k;l)!ril

v |

5. Tétel. Az aldbbi aszimptotikus normalitdsi tulajdonsdg teljesil:

1
1 k4 1)) *+1
1 (Vn— |:( + ) :| 77,"11) =
nF+1 2

1 [(k+1)]77
:>N<O’2k+1{ 2 } )

ha n — oo, ahol = az eloszldsbeli konvergencidt jeldli.

6. Tétel. Ha a d,(v) jelolést haszniljuk a rogzitett v csics fokszamdra

az n iddpontban, akkor

dn(v)Nk(k+1)[ ]n+



Szimuléciokat is végeztiink, hogy kisérleti aton is alatamasszuk elGb-
bi harom, csticsok szaméaroél és fokszamokrol szol6 eredményiinket.

Bebizonyitottunk egy funkcionalis hatéareloszlast-tételt (invariancia-
elvet) a graf csicsainak szamara és tobbdimenziGs funkcionalis
hatéreloszlas-tételeket csucsok fokszamaira. Jel6lje [nt] az nt mennyi-
ség egész részét. A csucsok szamanak tanulmanyoziséhoz tekintsiik a
Ving), t € [0,1] folyamatot, ahol V;, a csticsok széma. A Vi, folya-
mat trajektoriai benne vannak a D[0, 1] térben, azaz nincs masodfaju
szakadasuk.

7. Tétel. v ]
mt]) _ (Int
KRGO

n E+1

[ 1o awes)

ahol

((k+1)!) 2R+1

1
(k)

W(s), s € 0,1], a Wiener-folyamat, és = jeldli a gyenge konvergencidt

a D[0,1] térben, a Szkorohod-topoldgidban.

Tobbdimenziés funkcionéalis hatareloszlas-tételeket is kaptunk a cst-
csok fokszamaira. A graf m db csucsdnak egyiittes viselkedését tanul-

méanyoztuk, ahol m egy rogzitett egész.

8. Tétel. Tekintsik a vy, | = 1,...,m csucs esetén a kovetkezd

martingdl-differencidkat:

v 1
X’IS,,;) = m []IAEW) —E (HAEU’)|E_1” ,

ahol AZ(-UL) az az esemény, hogy kivdlasztjuk a v; a csucsot az i-edik
lépésben, de az nem a két kivételes csics egyike. Definidljuk t € [0,1]-

re az
[nt]

ngvz) _ ZXT(::;)

i=1
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mennyiséget. Legyenek vi, va, ..., Uy kilonbozd csucsok. Ekkor

(Y,gvl),...,y,ng) N (/del,...,/dem>,

ahol Wy, ... , Wy, fiiggetlen Wiener-folyamatok,

R G
[(k+1)!] v

[N

flz) =k

pedig Helland [8] cikkének (3.4) feltételében szerepld figgvény, és = je-
l6li a gyenge konvergencidt a szorzat Szkorohod-topolégidban a D0, 1] x
-+ x D[0,1] téren.

9. Tétel. Legyen k =2 €s vy, va, ..., Uy kilonbozd csicsok. Ha
]. 2 1
Zv) = = (d[m](w) —2. 3§[nt]§> . telo1],
ne

l=1,...,m-re, akkor

(Z;“ﬂ,...,z,(fm)) = (/del,...,/dem>.

Itt W, ..., W,, figgetlen Wiener-folyamatok,

és = a gyenge konvergencidt jeléli a szorzat Szkorohod topoldgidban a
DI[0,1] x --- x D[0,1] térben.
Tovabbd

(v v} = N (02351, )

ahol
p = 1 (dn(w) - 2-3%n%) S l=1,...,m,
ns
N <072 . 3§Im) m-dimenzids, tobbudltozés normdlis eloszlds, és 1.,
az m X m tipusi eqységmdatriz. Tehdt a csicsok fokszamainak eqyiit-
tes eloszlasa aszimptotikusan normdlis és kilonbézd csicsok fokszamai

aszimptotikusan fliggetlenek.
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A 4-6. tételeink Backhausz és Mori [3] eredményeinek kiterjesz-
tései. Viszont a 7-9. tételek minden k-ra ujak, beleértve a [3] cikk
altal tanulmanyozott k = 2 specidlis esetet is. A 7. tétel egy funk-
cionalis hatareloszlas-tétel a grafunk csicsainak szamara. A 8. és a
9. tétel pedig tobb csics egyiittes eloszlasara vonatkozé funkciondlis

hatéareloszlas-tételek.
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3. fejezet

Egy 1) kozelités a
leghosszabb, legfeljebb
T'-szennyezett fe] szériak

hosszanak eloszlasara

A 3. fejezet [7] cikkiink eredményeit tartalmazza. Az fej-irds érmedo-
bési kisérletet vizsgaljuk. Legyen p a fej dobas valdszintisége, ¢ =1 —p
pedig az irasé. Itt p rogzitett, 0 < p < 1. Ekkor a kisérlet leirhaté az
X1, Xo,..., X fuggetlen, azonos eloszlasa valészintiségi valtozokkal,
melyek eloszlasa P(X; = 1) =p, P(X; =0)=¢gq=1-p,i=1,2,..., N.

Uj kozelitést adtunk a leghosszabb, legfeljebb T-szennyezett fej so-
rozat hosszanak eloszlasara. Megmutattuk, hogy T' > 0-ra a becslésiink
hibaja O (1/(10g(n))2), ahol log az 1/p alapt logaritmust jeloli. Legyen
tovabba R, (T) a leghosszabb, legfeljebb T-szennyezett, elsé n dobasnal
kezd6d6 sorozat hossza.

A fejezet {6 eredménye az alabbi:
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10. Tétel. Legyen T > 1 egész és legyen

&n(T)

log(qn) + T'log(log(qn)) +

olog(log(gn)) T T° (log(log(qn))
g clog(qgn)  cqolog(qn) 26< log(qn) )
72 log(log(gn)) , ,3log(log(qn))

cqo(log(gn))? (clog(gn))?

(Tlog (i) - log(T!)> :

(1 T 72 1og(10g(qn))> 7

+

+ clog(gn) c(log(qn))?

ahol log jeldli az 1/p alapi logaritmust, ¢ = In(1/p), illetve In a termé-

szetes, e alapi logaritmus, és

2q

Ry

Jelolje [¢,(T)] a &,(T) egész részét, {¢,(T)} pedig é,(T) tort részét,
azaz {¢p,(T)} = ¢, (T) — [én(T)]. Ekkor
PR (T) = [en(T)] < 1) =

I _ T 2 log(log(gn))
= exp (—p(l {C"(T)})<1 cTo@m "1 e(log(qn))? )) .

(o ()

Lattuk, hogy T > 0O-ra a kozelités hibdja Arratia, Gordon és Wa-
terman [1] munkajaban O (log(log(n))/log(n)), volt, tehat tételiink je-

lentGsen javitotta ezt a kordbbi eredményt. Ezen tételiinket szintén

minden | egész szamra.

szimulédciokkal tamasztottuk alé.
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Introduction

In the dissertation, we presented asymptotic results for some
probabilistic models.

Some results are related to network theory. This theory has
undergone a huge improvement following the pioneering papers of
Albert-Laszlo Barabasi [2].  During the research, models were
studied using mathematical tools, while large networks were analyzed
empirically. In the dissertation, we have joined the former line of
research, the mathematical method.

In network theory, models are usually represented by graphs that
evolve over time. The methods are significantly different in the case of
discrete-time and continuous-time models.

In the dissertation, we start from the fact that social networks
typically contain small groups of closely interacting individuals. We
described these groups with cliques, i.e. sub-graphs in which every pair
of vertices is connected by an edge.

We introduced two new network evolution models based on cliques
of nodes. First, we considered a continuous time model that
was governed by a general multi-type Crump-Mode-Jagers branching
process. The type of the individuals was given by the clique size. In
terms of the branching process, the individuals are the cliques and the
type of each individual was given by the size of the clique. We proved
asymptotic theorems for the number of cliques and we also obtained a
result for the probability of extinction.



On the other hand, we also studied a parametrized family of
discrete-time network evolution models. The evolution of the graph was
based on constructions and deletions of k-cliques. Using martingale-
theoretic methods, we obtained classical and functional limit theorems.

In both of the above cases, we provided precise mathematical proofs,
but we also supported the results with simulation experiments.

The coin tossing experiment is a classical field of study, particularly
the length of the longest pure head run. The initial results in this field
were achieved by leading Hungarian scientists, such as Alfréd Rényi, Pal
Erdés and Pal Révész. In the thesis, we also show a result in connection
with coin tossing: we gave a new approximation for the distribution of
the length of the longest at most T-contaminated head runs. Here, we
first proved a mathematical theorem, and then we illustrated through
simulations that our approach outperforms the previous results in the

literature.



Chapter 1

A continuous-time
network evolution model

describing N-interactions

Chapter 1 includes the results of our paper [5]. We introduced
a continuous-time network evolution model that described N-
interactions, so we considered the cliques of nodes. The model was
based on teams as individuals, i.e. cliques of size 1,2,..., N, where
N is an arbitrarily large but fixed number. We have used a multi-
type branching process to describe the evolution of the network. In
terms of multi-type branching processes, an n-clique is considered as
an individual of type-n. At the initial time ¢ = 0 there is one team,
and the size of this team can be 1,2,...,N. This team is called the
ancestor. This ancestor team produces offspring teams which can also
be cliques of sizes 1,2,..., N. Then these children teams also produce
their own children teams, and so on. Any team has its Poisson process
IL, (t) of rate 1. These reproduction processes of the teams of size n
are independent and identically distributed. When II,, (¢) jumps, then



anew vertex appears and we connect it to certain vertices of the generic
n-clique. The new vertex will be connected to j vertices of the generic
n-clique with probability g, ;, where 0 < ¢,; <1, j=0,1,...,n, and
> i=0n, = 1. (We assume that gy,n = 0 because the largest team
is of size N.) Then the probability that an i-type ancestor produces a
J-type child, i.e. a j-clique, is p; ; = ¢;j—1, 7 =1,2,...,i+ 1.

The life length \; of an i-clique is given by the I; (t) = b + ¢&; (¢)
hazard rate, where b > 0, ¢ > 0 are fixed constants and ¢; (¢) is the
number of all children of the generic i-clique up to time ¢. m; ;(t) =
E¢; ;(t) is the expected number of type- offspring of a type-i parent
up to time ¢. Let us use the notation M for the matrix of the m};(t)
Laplace transforms of the functions m;;(¢).

After the mathematical description of our continuous-time network
evolution model, the most important results were the following;:

Assume that the matrix (pi,j)szl is irreducible and acyclic.
Assume that A(0) > 1, that is, the process is supercritical. Let «
be the Malthusian parameter determined by the matrix M. If « is the
Malthusian parameter, then we denote by v = (v1,...,vx)" the right
eigenvector of M («) corresponding to eigenvalue 1 and normalized as
v+ +oy = 1. Let u= (ug,...,un)' be the left eigenvector of
M (a) satistying uiv1 +--- +uyvy = 1. A(«) is given by the Laplace

transforms and

@) = D) = 3wy (i (@)

l,j=1
In the following results, the quantity ;W is a.s. non-negative, E(,W) =
1, and W is a.s. positive on the event of survival. Let n be fixed,
1<n<N.

Theorem 1. Let us use the notation pT(t) for the number of all n-
cliques being born up to time t if the ancestor of the network was a
k-clique, k =1,2,...,N. Then

li —at T _ VgUn
e Ck (*) kWa(—A’(a))



almost surely for k=1,2,..., N.

Theorem 2. Let us use the notation yT(t) for the number of all n-
cliques alive at time t if the ancestor of the network was a k-clique,
k=1,2,...,N. Then

e Ukt Aa)
Am ™ T () =W sy

almost surely for k =1,2,...,N.

Let M be the matrix of the expected total offspring number of our
process. Then M = (mi’j(oo))N = A(0) (piyj(oo))N

i=1 ij=1"

Theorem 3. Let us denote by s; the probability of extinction when
the ancestor of the network is an i-type object. Let s = (s1,...,8N).
Assume that (pi,j(oo))?’szl is an irreducible acyclic Markov transition
matriz. Denote by o the Perron—Frobenius root of M. If o < 1, then
s1=83=---=sy=1. Ifo>1, then sy <1l,s0<1,....,sy <1. In

any case, s is the smallest non-negative solution of the vector equation
s = f(s),

where f = (f1,..., fn) and the functions fi are the generating functions
of the offspring distributions. (defined in Section 1.5.1).

The first and second result describe the asymptotic behavior of the
k-cliques being born and being alive at time ¢. We have similar results
in [5] for the degree of a fixed vertex as well. We also have empirical
support for our theorems, simulaton results were presented in Section
1.6.






Chapter 2

A discrete-time network
evolution model based on

cliques

Chapter 2 was based on our paper [6]. We studied a discrete-time
network evolution model that is based on constructions and deletions

of k-cliques, where k > 2 is a fixed integer.

The initial graph at time n = 0 contains k vertices and no one
edge. In the first step, i.e. when the time is n = 1, we connect the k
vertices to obtain a single k-clique. The second step is the following.
We choose two vertices uniformly at random, let us denote them by v,
and vy. Then we add a new vertex and construct two new k-cliques.
The vertices of the first k-clique are the existing k + 1 vertices but vy,
while the vertices of the second k-clique are the existing k + 1 vertices
but vo. Then the original k-clique is deleted.

Later on, in each step, we choose k vertices uniformly at random
from the existing vertices. If they do not form a k-clique, then we

construct a new k-clique on these vertices (i.e. we connect them using



(g) new edges). In the other case, when the sub-graph consisting of
the k vertices chosen is a k-clique, then that k-clique is deleted but its
vertices are used to construct two new k-cliques as in the second step.
That is a new vertex is added to the graph and using this new vertex
and the k vertices of the just deleted k-clique, two new k-cliques are
created in the same way as in the second step.

After the description of the evolution of the model, we obtained the
limit of the number of vertices as well as the asymptotic normality of
the number of vertices. We also calculated the asymptotic degree of

the vertices.

Theorem 4. As n — oo, the following almost sure convergence holds

for V,, the number of vertices in the graph after n steps:

v
L — 1.
{(1«;1)!} SR >
We also write this property as
1
kE+ 1)+
Vy ~ {(—;)} nk%l, almost surely as n — oo.

Theorem 5. We have

1 (k+DIPT o 1 [(k+ 117
n,41<V" { 2 } "H):”v(o’qutl[ 2

as n — 0o, where = denotes convergence in distribution.

Theorem 6. If we use the notation d,(v) for the degree of a fized

verter v at time n, then we have

dn(v) ~ k(k + 1) [(kil)'] 3

We performed simulation studies as well, to support the previous

three results.



We also proved a functional limit theorem (invariance principle) for
the number of vertices in our graphs and multidimensional functional
limit theorems for the degrees of vertices. Let [nt] denote the integer
part of nt. To study the number of vertices, we shall consider the
process Vi, t € [0,1], where Vj, is the number of vertices. The
trajectories of Vj,;) belong to the space D[0,1], i.e. they have no
discontinuity of the second kind.

Theorem 7.
(i) = (1)
= [ 16w,
n k+1
where .
((k+1)!) PZES]
fls) = A~ 530

Wi(s), s € [0,1], is the Wiener process, and = denotes weak
convergence in the space D|0, 1] with respect to the Skorohod topology.

We also obtained multidimensional functional limit theorems for the
degrees of vertices. We studied the joint behaviour of m vertices, where

m is a fixed positive integer.

Theorem 8. Consider the following martingale differences for the
vertex vy, L =1,...,m:
X0 =

n2(k+1)

Lo = E (LeolFica)]

where Agvl) is the event that we choose the vertex vy in the i step, but

it is not one of the two exceptional vertices. Let us define for t € [0, 1]

[nt]
’UI) ZX(U%)'
Let vi, va, ..., vy, be different vertices. Then we have

(Y,gvﬂ,..., Y, (vm) (/del,.. /de )
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where W1, ..., W,, are independent Wiener processes,

R G
[<k+1)!] e

[N

f(z) =k

is the function in the condition (3.4) of [8], and = denotes weak
convergence with respect to the product Skorohod topology in the space
DJ[0,1] x --- x D[0,1].

Theorem 9. Let k = 2 and let vy, vs, ..., U, be different vertices.
Let )
2 = — (dy(o) = 2-33a)} ), e (0,1,
ne

forl=1,...,m. Then we have

(ngﬂ,...,zgvvﬂ)) = (/del,...,/dem>,

where W1, ..., W,, are independent Wiener processes,

and = denotes weak convergence with respect to the product Skorohod
topology in the space D[0,1] x --- x DJ0, 1].

Moreover, we have
(Vévl)7 ey Vé“m)) = Nm (07 2. S%Im) ’

where
() - L In}
Ve = = (dn(w) —2~33n3), I=1,....m,
ne
N (0, 2- 3§Im) denotes the m-dimensional multivariate normal
distribution and 1, is the identity matriz of size m x m. So the joint
distribution of the degrees of vertices is asymptotically normal and the

degrees of different vertices are asymptotically independent.

Our Theorems 4-6 are extensions of the results of [3]. However,
Theorems 7-9 are new for any value of k, including the particular case



11

of £ = 2 studied in [3]. Theorem 7 is a functional limit theorem
for the number of vertices in our graph. Theorems 8 and 9 are
multidimensional functional limit results for the joint distribution of

the degrees of several fixed vertices.
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Chapter 3

A new approximation for
the distribution of the
longest at most

T-contaminated runs of
heads

Chapter 3 contains the results of our paper [7]. We considered the coin
tossing experiment. Let p be the probability of heads and ¢ =1 —p be
the probability of tails. Here p is a fixed number with 0 < p < 1. The
experiment can be decribed by the independent identically distributed
random variables X7, Xo, ..., Xn with distribution P(X; = 1) = p and
PX;=0)=qgq=1-p,i=1,2,...,N.

We gave a new approximation for the distribution of the length of
the longest at most 7T-contaminated head run. We showed that for 7" >

0 the rate of the approximation in our new result is O (1/(log(n))?),

13
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where log denotes the logarithm to base 1/p. Let R, (T') be the length
of the longest at most T-interrupted runs of heads starting in the first

n tosses. The main result in this topic is the following:

Theorem 10. Let T' > 1 be an integer. Let

en(T) = log(gn) + T'log(log(qn)) +
blogllog(qn)) T T® (log(log(qn))\*
o clog(gn)  cgolog(qn) 2C< log(qn) )

» log(log(qn)) 3log(log(qn))
T eoog(@n)? T (clog(n))?

+ (Tlog (i) log(T!)> :

(1 T 72 1og(10g(qn))> 7

+
clog(qn) c(log(gqn))?
where log denotes the logarithm to base 1/p, ¢ = In(1/p), In denotes
the natural logarithm to base e, and qo = H%ﬁ. Let [¢,(T)] denote
the integer part of ¢,(T), while {¢,(T)} denotes the fractional part of
én(T), i.e. {¢n(T)} = ¢, (T) — [en(T)]. Then
P(Rn(T) = [en(T)] <1) =

= _ T 2 log(log(gn))
= exp (—p(l {C"(T)})(l cTog@m) T1 liog(an))? )) .

(o ()

We saw that for T" > 0 the rate of the approximation offered by

for any integer [.

[1] was O (log(log(n))/log(n)), so our result considerably improved
the former result. Simulation studies were also presented to provide

empirical support for our theorem.
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