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1. Bevezetés

Disszertdcionkban az alapvetd geometriai transzformaciok — egybevago-
sag, hasonldsag, affinitds, kollinedcid, inverzid — tandrképzésbeli oktatisdnak
egy modjardl foglaljuk Ossze gondolatainkat. Az érintett témakat, feldolgoza-
sukat a tandarképzd fdiskolai geometriaoktatds keretei hatdroztdk meg, mert
oktatdsi tapasztalatainkat a Szegedi Tudoméanyegyetem Juhasz Gyula Pedag6gus-
képz6 Kardn, ill. jogelddjén, a Juhdsz Gyula Tanarképzd Foiskolan szereztiik.

A geometriai transzformdciok hagyomadnyos targyaldsdban az egybevago-
sagot tavolsigtartd transzformacioként definidljuk, a hasonlésdgot pedig olyan
transzformdcioként, melynél a képpontok tdvolsiginak €s az eredeti pontok
tdvolsdganak ardnya allando (pl. az Irodalomjegyz€k [15] tankonyve).

Pelle Béla a tanarképzd foiskoldk szdmaéra irt ,,Geometria” tankonyvében
([44]), és ennek atdolgozott kiadasdban ([45]) a hagyoményostdl eltérd modon
vezeti be ezeket a fogalmakat. A sikratiikr6zés alapfogalmdra és a Tiikrozési
axiomdkra alapozva a tér, ill. a sik egybevagdsagat mint sikra, ill. egyenesre
vonatkozo tiikkrozések szorzatat definidlja. A hasonlésdgot pedig centrélis
nyudjtds és egybevdgdsdg szorzataként értelmezi. A kétféle definidldsi mod
kozotti kiilonbséget roviden ugy fogalmazhatjuk meg, hogy a hagyoményos
definici6 egy tulajdonsdgdval hatdrozza meg a fogalmat, az utébbi pedig
,,konstruktivan”, vagyis modszert ad a leképezés megadisara. A konstruktiv
modszer azonban nem folytatddik [44]-ben a tovabbi alapvetd leképezések, az
affinitdsok €s a kollinedciok vizsgélatanal. ([45]-ben nem szerepelnek ezek a
témakorok.)

A hagyomadnyos targyaldsmdédban az euklideszi sikon az affinitdst a sik
egyenestarto transzformacidjaként definialjuk, a tengelyes affinitast pedig ten-
gellyel rendelkez6 affinitdsként. A klasszikus projektiv sikgeometridban a kol-
lineécidt a sik egyenestartd transzformdcidjaként definidljuk, a centrélis (ten-

gelyes) kolline4ciot pedig centrummal (tengellyel) rendelkezd kollinedcidként.



[44]-ben a szerzd a projektiv geometria (,,a végtelen tdvoli elemekkel
kibdvitett euklideszi sik és tér”) feldl kozeliti meg ezeket a fogalmakat ([44]
44. fejezet 329-338. 0.). El0szor a két sik kozotti projektiv leképezést értelme-
zi, két sik kozotti kolcsondsen egyértelmill, egyenes- és kettOsviszonytartd
hozzéarendelésként. Majd affinitdsnak nevez olyan projektiv leképezést, amely-
nél az egyik sik végtelen tdvoli egyenese a masik sik végtelen tavoli egyenesé-
be megy at. Egy sik 6nmagara valo projektiv leképezését centralis kollineacio-
nak nevezi, ha van egy fixpontokbdl &all6 egyenese. A tengelyes affinitdst

pedig olyan centrdlis kollinedcidként definidlja, melynek centruma a végtelen-

ben van, tengelye pedig a végesben.

Disszertdcionkban a fent emlitett konstruktiv, szorzatokra épiilé6 moédszert
fogjuk tanulményozni. Megvizsgéljuk axiomatikus alapjait, tovabba azt, hogy
hogyan lehet ezt a mddszert az affinitdsok és a kollinedcidk témakorére
alkalmazni. Nagyrészt a sikbeli leképezésekkel foglalkozunk.

Els6 célunk, hogy a konstruktiv definidlasi modszert kiterjesszilk az
affinitds és a kollinedci6 fogalmara. E leképezéstipusok bevezetésében mind a
hagyoményos, mind a [44]-ben szerepl® felépitéshez képest forditott utat
fogunk jarni. El0szor, a [44]-ben és [45]-ben megkezdett mddszert folytatva, a
centralis nyujtds fogalméhoz szorosan kapcsolddva, metrikus alapon definial-
juk a sikbeli tengelyes affinitdst és a sikbeli centrdlis-tengelyes kolline4ciot.
Majd az ily médon bevezetett specidlis leképezések szorzataként definidljuk az
Uj, altalanosabb leképezéstipusokat.

Tovabbi célunk, hogy a hasonlésigra, az affinitdsra és a kolline4ciéra
vonatkoz6 alapvetd tételeket a Tiikrozési axiomakkal, ill. az egybevagdsagra
vonatkoz6 tételekkel anal6g formdban, és analég moddszerekkel targyaljuk.
Egységes, kovetkezetes fogalom-, tétel- és modszerrendszer kialakitasara torek-
sziink.

Harmadik célunk a targyalds alapjat képezd Tiikrozési axidomak €s mas
axiomak kapcsolatanak vizsgélata, a Tiikrozési axiomdk minél gyengébb alak-

ban torténd kimondasa. De nem célunk a teljes, szigoru axiomatikus felépités.



A disszerticié tartalma tehdt a kovetkezOképpen alakul. Mivel egy, a
hagyomanyostdl eltérdé axiomacsoporton alapul gondolatmenetiink, ezért a 2.
fejezetben 4ttekintjiik az egybeviagdsiggal kapcsolatos axidmacsoport tipusait,
valamint a [44]-ben, [45]-ben szerepld Tiikrozési axiomdkat. A 3. fejezetben
felsoroljuk a késObbiekben hasznalt fogalmakat, tovdbba attekintjiik a sikbeli
egybevagdsag fogalmara vonatkozo6 alapvetd tételeket. A 4. fejezetben a cent-
ralis nyujtas, a tengelyes affinitds €s a centrélis-tengelyes kollinedcid, valamint
a hasonldsdg, az affinitds és a kollinedci6 sikbeli definiciéi szerepelnek. Az 5.
és 6. fejezetben az eldzdekben bevezetett leképezések alapvetd tulajdonsdgait
targyaljuk. A 7. fejezetben roviden vazoljuk a konstruktiv targyalasmod alkal-
mazasat az eldzokben emlitett leképezések térbeli megteleldire, tovabbd az
inverziora €s a hiperbolikus sik kdrmodelljeire. A 8. fejezetben Osszefoglaljuk
a téma oktatasdval kapcsolatos megjegyzéseinket. A 9. fejezetben a hasonldsag
és a kollineacio fixpontjara vonatkozo konstrukcidinkat ismertetjiik. Végiil az
utolsd, a 10. fejezetben visszatériink az alapokhoz, részletesen foglalkozunk a
Tiikr6z€si axiomék gyengitési lehetdségeivel, kiilonos tekintettel a Dedekind-
féle folytonossdgi axioma alkalmazasara.

A disszertacidban a [34], [35], [36], [37], [38] dolgozatokat, ill. az [1]
dolgozat egyes részleteit foglaltuk 0ssze, az azokban szerepld anyagot egysé-
gesitettiik, némileg 4tdolgoztuk és tobb részlettel kibdvitettiik. A disszertacio
abrai a magyar fejlesztésti Euklides dinamikus geometriai szoftverrel ([70]) és
a CorelDRAW grafikus szoftverrel ([71]) késziiltek; egyes szadmitdsokndl a
CoCoA komputer-algebrai szoftvert ([69]) is felhasznéltuk.



2. Az egybevagosaggal kapcsolatos axiomacsoport tipusai

A geometriai tanulményok sordn — minden oktatdsi szinten — a geometriai
leképezések koziil eloszor altaldban az egybevagdsdg (izometria) fogalmdval
ismerkednek meg a tanuldk, hallgaték. A felsdoktatdsban e fogalom axioma-
tikus alapjait is targyaljuk, rendszerint az els0 geometria kurzus elején.

Az euklideszi geometridban az egybevdgdsiggal kapcsolatos axiémacso-
portnak tobb tipusa létezik. A kdvetkezOkben roviden Osszefoglaljuk a szinte-
tikus tipusokat, néhdny ismert magyar tanirképzo foiskolai ([44], [45], [56],
[59]) és egyetemi ([15], [16], [27], [31], [54], [55], [58], [61]) jegyzet, tan-
konyv, valamint egyéb muvek ([2], [S], [6], [17], [18], [23], [26], [39], [40],
[46], [50], [51]) alapjan. Tobb csoportba sorolhatdk a tipusok.

Az elsd csoportba tartozokndl bizonyos alakzatok egybevigdsdga az alap-
fogalom, erre mondunk ki axiémaékat:
1. Alapfogalom a szakaszok egybeviagdsiaga €s a szogek egybevagdsaga.
Ez a klasszikus, a D. Hilbert nevéhez fliz6d0 Egybevagdsagi axioma-
csoport. ([16], [17], [18], [39], [40], [46], [54], [59], [61])
2. Alapfogalom a szakaszok egybevagdsaga. ([5], [6], [27])

A masodik csoport tipusaindl bizonyos leképezés az alapfogalom, erre mon-
dunk ki axiomadkat:
3. Alapfogalom a mozgas. ([15], [39], [40], [56], [58])
4. Alapfogalom a sikratiikr6zés. ([44], [45])

A harmadik csoport axiomdiban kapcsolat 1étesiil a valos szamokkal:

5. Pontok tavolsagira és szogek mért€kére vonatkozé axiomdkat és egy
haromszogek egybevigdsdgara vonatkozd axiémat mondunk ki. ([26],
[31], [40])

6. Pontok tavolsidgara vonatkozd axiomdk utdn a tavolsagtarto leképezé-

sekre mondunk ki axiémat. ([23], [50], [51])



7. Pontok tavolsdgara vonatkoz6 axiomdak mellé itt a sikratiikrozésre mon-

dunk ki egy axiomat. ([55])

Kiilon kategoriat képvisel az a felépités, ahol a ,tiikkrozés” alapfogalmara

egy sokkal dltalanosabb geometria, az un. ,,metrikus” geometria épiil: [2], [46].

Mivel a tovdbbiakban a [44]-ben és a [45]-ben taldlhaté felépitéssel foglal-
kozunk, ezért itt felsoroljuk az ott szereplO, a sikratiikrozés alapfogalmara

kimondott Tiikrozési axiomakat ([44] 21-22. o., [45] 17-18. 0.):

»X. Bdrmely y stk meghatdroz a térben egy kolcsonosen egyértelmii leképezést,
amelyet a y sikra vonatkozo tiikrozésnek neveziink.

XI. A y sikra vonatkozo tiikrozés a y sik pontjaihoz onmagdt rendeli, a y sik
dltal meghatdrozott egyik féltér pontjaihoz a mdsik féltér pontjait, a kép-
pontokhoz az eredeti pontokat, egy egyenes pontjaihoz egy egyenes pont-
jait rendeli.

XII. Ha a y sikra vonatkozo tiikrozés az o sikot a B sikba viszi dt, akkor az a-
hoz szimmetrikus pontokat f-hoz szimmetrikus pontokba viszi dt.

XIII. A tér bdarmely két kiilonbozo pontjdhoz egy és csak egy szimmetriasik
tartozik.

XIV. A tér tetszoleges pontjabdl kiindulo két félegyeneshez egy és csak egy

szimmetriasik tartozik.”

Két tovabbi axioma is szorosan kapcsolodik a sikratiikrozés alapfogalmahoz, a
szakaszokra, ill. szogekre vonatkozé Mérési axiomak ([44] 40. o., [45] 34. o.
XV., 1ll. [44] 42. o., [45] 37. 0. XV.*). Csak a szakaszokra vonatkozé allitast
1dézziik, a szogekre vonatkozdé ennek analogonja. Eldrebocsétjuk az egybe-

vagosag fogalmat.

Ertelmezés: Két térbeli alakzatot egybevdgonak neveziink, ha tiikrozések

szorzatdval egymdsba vihetok dt.” ([44] 199. o.; [45] 33., 190. 0.)

»XV. Minden szakaszhoz hozzdrendelheto egy pozitiv valos szam, amelyet a

szakasz hosszdnak neveziink. Ha a hosszegység adott, akkor bdrmely A



kezdopontii félegyenesen egy és csak egy olyan B pont taldlhato, melyre
nézve az AB szakasz hossza egy adott pozitiv szam. Egybevdgo szakaszok
hossza egyenlo. Egy szakaszt bdrmely belso pontja két olyan szakaszra

bont fel, amelyek hosszdnak osszege az eredeti szakasz hossza.”

Targyalasunkban a X., XI., XIII., XIV. axiomakat a fentiektdl kissé eltérod

formédban hasznaljuk, a XII. axiéma helyett pedig masik allitast alkalmazunk:

T1. Bdrmely sikratiikrozés a térnek olyan egyenestarto, involutorikus transz-
formdcioja, melynek van fixsikja, ami bdrmely rd nem illeszkedo pontot
elvdlaszt a képétol.

T2. A tér bdarmely sikjahoz pontosan egy olyan sikratiikrozés létezik, melynek
fixsikja az adott sik.

T3. A tér bdarmely két pontjahoz pontosan egy olyan sikratiikrozés létezik,
amelynél az adott pontok egymads képei.

T4. A tér bdarmely két kozos kezdopontii félegyeneséhez pontosan egy olyan
sikratiikrozés létezik, amelynél az adott félegyenesek egymds képei.

TS. Ha egy térzdszlo sikratiikrozések két véges szorzatdndl kapott képei meg-

egyeznek, akkor a két szorzat egyenlo.

Az axiémakkal részletesen foglalkozunk majd a 10. fejezetben.



3. El6zetes megjegyzések

Disszertacionkban — a 10. fejezet kivételével — az euklideszi geometria
axiomarendszerére timaszkodunk. Eldrebocsatunk néhany fogalmat és jelolést
is.

A sik (tér) transzformdciojan a sik (tér) onmagéra valo, bijektiv leképezé-
sét fogjuk érteni. Két leképezést egyenlonek neveziink, ha barmely pont esetén
a két képpont egybeesik. Egy transzforméciot involutorikusnak neveziink, ha
egyenlO inverzével. Egy leképezést egyenestartonak neveziink, ha kollineéris
pontok képei is kollinedrisak.

Ha egy leképezésnél egy pont képe 6nmaga, akkor azt fixponmak; ha egy
alakzat (pl.: egyenes, sik, kor) minden pontja fix, akkor azt fixalakzamak; ha
egy alakzat (pl.: egyenes, sik, kor) képe 6nmaga, akkor azt invaridns alakzat-
nak nevezziik. Egy leképezés tengelyén a leképezés egy fixegyenesét értjiik;
egy leképezés centruman pedig olyan pontot értiink, melyre illeszkedd egyene-
sek mind invaridnsak a leképezésnél.

Sikzdszlonak nevezziik egy nyilt félsik és egy, a hatdran levo zart fél-
egyenes unigjit; térzdszlonak nevezziik egy nyilt féltér és egy, a hataran levd
sikzasz16 unidjét.

Az A és B kiilonb6zd pontokra illeszkedd egyenest (AB)-vel jeloljik, az A
kezd6pontd, B-t tartalmazé félegyenest pedig [AB)-vel. Nagyrészt irdnyitott
szakaszokat hasznélunk, a kivételeket kiilon jelezziik. Ezért az A és B pontokat
0sszekotd szakaszt valamint az A kezdOpontud, B végpontu irdnyitott szakaszt is
AB-vel jeloljiik. A veliik kapcsolatos miiveleteket a szokdsos médon végezziik.
Két egyenest egydlldsinak neveziink, ha egybeesnek vagy parhuzamosak;
harom kiilonb6zd egyenest konkurrensnek neveziink, ha egy kozos pontjuk
van vagy paronként parhuzamosak egymadssal.

Az o sikra vonatkoz6 tiikrozést T, -val, az e egyenesre vonatkozo tenge-

lyes tiikrozést T, -vel, az O pontra valé kozéppontos tiikrozést T, -val, az O



centrumi, A ardnyu centrdlis nyujtdst pedig N ; -val jeloljiik. Leképezések

szorzasat jobbrol balra végezziik.

Az oszto- €s kettésviszony fogalmit majdnem teljesen a szokdsos, szinte-
tikus, metrikus médon vezetjilk be. Elemi tulajdonsdgaikat és a Papposz-
Steiner tételt is a hagyomdnyos moddon targyaljuk (pl. [15]). Az egyetlen
kiilonbség az, hogy az A, B, C kiilonbozd kollinearis pontok (ABC) o0szto-

) A s .
viszonyat az B_g arannyal definidljuk, [28]-hoz hasonléan. Ez a definici6

szerepel [44]-ben is ([44] 141. old), de [44]-tdl eltérden esetiinkben ez ponto-
san akkor negativ, ha C elvélasztja A-t és B-t. gy az osztéviszony esetiinkben
az 1 értéket nem veheti fel. Az euklideszi sik idedlis elemeinek hagyomanyos
bevezetése utan, a korabbi tulajdonsdgok megtartasaval terjesztjiik ki rajuk az
osztd- és kettdsviszony fogalmét. Ha P idedlis pont, a tobbi pedig kdzonséges,
akkor (ABP)=1, (ABCP):=(ABC), (ABPC)=(BAC), (APBC):=(BCA),
(PABC)=(CBA).

Roviden éttekintjilk még a sikbeli tengelyes tiikkrozés és egybevagdsag
fogalmait, alapvetd tulajdonsdgait is, mert ezekhez fogjuk hasonlitani a tobbi
sikbeli leképezés fogalmat, tulajdonsagait, az analog felépités érdekében.

[44]-ben és [45]-ben a tengelyes tiikrozés fogalma az alabbi médon keriil

bevezetésre:

,,4.3. Tétel: Bdarmely a sikhoz van olyan y sik, amelyre o-t tiikrozve onmagdba

megy dt.” ([44] 24. 0., [45] 21. 0.)

wA y sikra vonatkozo tiikrozés dltal az o sikon a 4.3. Tétel szerint elddllitott
leképezést a t-re vonatkozo sikbeli tengelyes tiikrozésnek nevezziik.” ([44] 25.

0. A t egyenes a két sik metszésvonala.)

wHa egy a sikot t egyenesben metszo vy sikra torténdo tiikrozés az a sikot onma-
gdra képezi le, akkor az a sik e leképezését a t-re vonatkozo sikbeli tengelyes

tiikrozésnek nevezziik.” ([45] 22. 0.)



A sikbeli tengelyes tiikrozés tulajdonsigai igy a sikratiikr6zés megfeleld
tulajdonsdgai lesznek. A T1.-T5. Tiikrozési axiomdkkal analog 4llitasokat

kiilon tételekben soroljuk fel ([44] 25. o., [45] 22.-23. o.; ill. [34].)

3.1. Tétel. Bdarmely tengelyes tiikrozés a siknak olyan egyenestarto, involutori-
kus transzformdcioja, melynek van tengelye, ami bdrmely rd nem illeszkedo

pontot elvdlaszt a képétol.

3.2. Tétel. A sik bdarmely egyeneséhez pontosan egy olyan tengelyes tiikrozés

létezik, melynek tengelye az adott egyenes.

3.3. Tétel. A sik bdarmely két pontjdhoz pontosan egy olyan tengelyes tiikrozés

létezik, amelynél az adott pontok egymds képei.

3.4. Tétel. A sik bdarmely két kozos kezdopontii félegyeneséhez pontosan egy

olyan tengelyes tiikrozés létezik, amelynél az adott félegyenesek egymds képei.

3.5. Tétel. Ha egy sikzdszlo tengelyes tiikrozések két véges szorzatdndl kapott

képei megegyeznek, akkor a két szorzat egyenlo.

A sikratiikr6z€s rendezés-, tavolsag- €s szogtartd, igy a sikbeli tengelyes
tiikkrozés is rendelkezik ezen tulajdonsdgokkal. ([44] 27. o., 193. o., [45] 25. o.,
185. 0., 1ll. Mérési axiomak.)

3.6. Definicié. A sikon egybevdgosdgnak nevezziik tengelyes tiikrozések véges

szorzatdt. ([44] 58. o.; [45] 57. o. Megjegyezziik, hogy e konyvek erre a foga-

lomra a ,,mozgés” elnevezést is haszndljak.)

Az egybevagoisig egyenes-, rendezés-, tdvolsag- és szogtartasa kdzvetleniil
adédik a definici6bdl, mint a szorzat tényezdinek kozos tulajdonsiga. Az

egybevagosagok tovabbi vizsgélatat az aldbbi tételre alapozhatjuk:

3.7. Tétel. Legyen adott a sikon két zdszlo. Pontosan egy olyan egybevdgosdg
létezik, amelynél az elso zdszlo képe a mdsodik. ([45] 42.-43. o.; [44] 38. 0., az

utobbi csak az egzisztencia.)



A tétel egzisztencia része konnyen adddik a 3.1.-3.4. Tételekbdl (van leg-
feljebb harom olyan tengelyes tiikrozés, melyek szorzata rendelkezik a kivant
tulajdonsdggal), unicitds része pedig a 3.5. Tételbol. A bizonyitds konstrukcio-

jabol kapjuk az aldbbi tételt:

3.8. Tétel. Minden sikbeli egybevdgosdg elodll legfeljebb hdrom tengelyes tiik-
rozés szorzataként. ([44] 38., 58. o.; [45] 43., 57. 0.)

Az euklideszi sik egybevagdsiagainak osztidlyozésa, és a tipusok tulajdon-
sadgainak targyaldsa ([44], [45] 11. fejezet) alapjan mondhatjuk ki az alabbi két
tételt. Az elsoben az identikus leképezést elfajult eltolasnak tekintjiik; a maso-
dikban a tiikrozés szt 0sszefoglald értelemben haszndljuk, jelenthet pontra és

egyenesre vonatkozd tiikkrozést is.

3.9. Tétel. A sik minden egybevdgosdga vagy két tengelyes tiikrozés szorzata,

vagy egy tengelyes tiikrozés és egy eltolds szorzata.

3.10. Tétel. A sik minden egybevdgosdga két tiikrozés szorzata. Az egyik tiikro-

zés tengelye, ill. centruma bizonyos feltételek mellett tetszolegesen vdlaszthato.

E tételek fontos szerepet fognak jitszani a 6.3. és a 9. fejezetben.
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4. Definiciok

Az Uj leképezéstipusok definidldsi modjat a kordbbiakéhoz igyeksziink
kapcsolni. A tengelyes affinitds és a centrdlis-tengelyes kollinedcié fogalmanak
bevezetésénél a centrélis nyudjtas fogalmahoz kapcsolédunk; az affinitdséndl és
a kollinedci6énal pedig a hasonlésagéhoz, egybevigosiagéhoz ([36], [37]).
Végig nagy hangsulyt fektetiink az dj fogalmak bevezetésének motivacidjara.

A centrélis nyujtds fogalmét az euklideszi Parhuzamossdgi axioma és a
parhuzamos szelOk tételeinek targyaldsa utdn vezetjiik be, a hagyomanyos
modon, centrumdnak és ardnydnak megaddsaval. (Megjegyezziik, hogy kissé
eltériink [44] és [45] értelmezéséto]l — [44] 110. o.; [45] 105. o. —, mert ott az

arany csak pozitiv lehet.)

4.1. Definicid. Legyen adott az euklideszi sikon egy C pont és egy A(#0)

valos szam. Centrdlis nyujtdasnak nevezziik a kovetkezo leképezést. C legyen

fix; mds P pont képe legyen az a P' pont, melyre CP' = ACP.

Mondhatjuk, hogy centrédlis nyujtds esetén azt adjuk meg, hogy hogyan
valtozik a pontok helyzete egy fixponthoz képest. A tengelyes affinitds beve-
zetésének motivacigja az lehet, hogy olyan leképezést konstrudljunk, ahol egy
fixegyeneshez viszonyitjuk a pontok ,,mozgdsat”. Igy véleményiink szerint a
centralis nyujtas fenti definidldsi modja mellé a tengelyes affinitist megado
modok koziil az illik legjobban — az a ,,legtermészetesebb” —, ha tengelyének,
irdnydnak és ardnydnak megaddsdval definidljuk ezt a fogalmat. (Néhéany
kozépiskolai tankdnyvben specidlis, tengelyre merdleges irdnyl esete ezen a
moddon jelenik meg: [12], [13]). Ezt a médszert az teszi kissé bonyolulttd, hogy

a tengellyel parhuzamos irdny esetét kiilon kell kezelni.

4.2.a. Definicié. Legyen adott az euklideszi sikon két, egymdssal nem pdrhuza-

mos egyenes, t és e, és egy A(#0) valds szdm. Altaldnos tengelyes affinitdsnak

nevezziik a kovetkezo leképezést. t pontjai legyenek fixek; mds P pont képe
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legyen az a P' pont, melyre TP' = ATP, ahol T a t egyenes azon pontja, melyre
(PT) egydlldsti e-vel.
4.2.b. Definicid. Legyen adott az euklideszi sikon két pdrhuzamos egyenes, t és

e, e egyik irdnyitdsa, és egy A >0 valds szdm. Specidlis tengelyes affinitdsnak

nevezziik a kovetkezo leképezést. t pontjai legyenek fixek; mds P pont képe

legyen az a P' pont, melyre PP' hossza Ad(t,P), és egyirdnyii, ill. ellentétes

irdnyiu e-vel, attol fiiggoen, hogy t nem vdlasztja el, ill. elvdlasztja P-t és e-t.

Az ,dltaldnos”, ill. ,specidlis” jelzOket [28] nyomén hasznéljuk. (Pl. [6]-
ban az éltaldnos eset ,feszités’-ként, a specidlis ,,nyirds’-ként szerepel.) Az
osztoviszony fogalmanak felhaszndlasdval a P'-re vonatkoz6 metrikus feltétel
a centrdlis nyujtds, ill. az altaldnos tengelyes affinitds esetén mds analdg

formaban is irhaté: P # C esetén (P'PC)=A,ill. P¢t esetén (P'PT)=A1.E

forménak a centralis-tengelyes kolline4ci6 fogalmdnak megalkotdsa szempont-
jabdl lesz jelentOsége.

A centrdlis-tengelyes kolline4dcié fogalma megalkotdsdnak motivaciéja az
lehet, hogy metrikus alapon olyan leképezést konstrudljunk, aminek centruma
és tengelye is van. Ha meg akarjuk Orizni az egységességet — ha a definicidt az
el6zok mintdjdra akarjuk megalkotni —, akkor az a legtermészetesebb, hogy az
4j fogalmat a centrum, a tengely és az ardny megaddsdval definidljuk, tovébba,
hogy megprébaljuk ,,6sszekapcsolni” a kordbbi definiciok modjat.

Az elso kisérlet a kovetkezo: Adott egy f egyenes, rajta kiviil egy C pont,
és egy A(#0) szam. C és ¢t pontjai legyenek fixek. Mas P pont képe legyen az

a P' pont (CP)-n, melyre i =/12 ((CTP)= A(CTP)), vagy amire
TP’ TP
CP' = ACP, attdl fiiggden, hogy (CP) metszi t-t T-ben, vagy parhuzamos vele.
Az euklideszi sikon azonban ez nem transzform4cio, mivel az osztéviszony az
euklideszi sikon nem lehet 1, igy vannak pontok, amiknek nincs képe, és
olyanok is, melyeknek nincs Ose. Nevezetesen, P-nek pontosan akkor nincs
1
g

képe, ha (CTP)=—, és pontosan akkor nincs 0se, ha (CTP)=A. A parhuza-
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mos szelOk tételeivel konnyen igazolhatd, hogy az ilyen pontok mértani helye
mindkét esetben egy r-vel parhuzamos egyenes, ami nem megy at C-n. [44]
mintéjara ezeket ,,eltlinési” és ,,irdny” egyenesnek nevezziik. Ez a probléma az
idedlis elemek bevezetésével, vagyis az euklideszi sikrdl az Un. kibdvitett
euklideszi sikra val6 attéréssel ,,megsziintethetd”.

A tovabblépés eldtt a tengelyes affinitds, a centrdlis nyujtds és az eltolds
fogalmait kiterjesztjilk (a hagyomdnyos modon) az idedlis elemekre is. A
tovabbiakban végig igy tekintjilk ezeket. Ekkor rdmutathatunk, hogy mind-
egyiknek van centruma és tengelye is, amelyek koziil legaldbb az egyik idedlis.
Tovabbd — 1d. 5.4. és 5.5. Tételek — a fentieken kiviil nincs mds idedlis cent-
rummal vagy tengellyel rendelkezO egyenestarto transzformdcidja a siknak.
Eszerint a centralis-tengelyes kollinedcié fogalmat bevezethetjiik ugy is, hogy
csak a kozonséges centrummal €s tengellyel rendelkezd leképezést definidljuk
kiilon, és ha valamelyik idedlis, akkor a megfeleld kordbbi leképezést nevez-
ziik a hozzdjuk tartozé centrilis-tengelyes kollinedcidonak. Ha a centrum nincs
a tengelyen, akkor erre a mddszerre nincs sziikség, mert az oszt6- és kettds-
viszony fogalma, valamint a 4.2. Definicié utdni megjegyz€s felhasznaldsaval,

egységes metrikus definici6 is adhato.

4.3.a. Definicio. Legyen adott a kibovitett euklideszi sikon egy t egyenes, rajta

kiviil egy C pont, és egy M#0) valds szdm. Altaldnos centrdlis-tengelyes

kollinedcionak nevezziik a kovetkezo leképezést. C és t pontjai legyenek fixek;

mds P pont képe legyen az a P' pont (CP)-n, melyre (P'PCT)=A, ahol
T :=(CP)nt.

Az adott dllandot , karakterisztikus kettosviszony”-nak is nevezik, pl. [21].

Azonnal ramutathatunk, hogy ha ¢ az idedlis egyenes, akkor a C centrumd, A
ardnyd centrdlis nyujtast kapjuk, ha pedig C idedlis, akkor a ¢ tengelyd, %

ardnyud és C irdnyu 4ltalanos tengelyes affinitdst. Sajnos, ha a centrum illesz-

kedik a tengelyre, akkor metrikus alapon nem tudjuk igy Osszevonni a fogal-
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makat. S6t, kozonséges tengely és centrum esetén nem is kindlkozik a kordbbi
eseteken alapuld, azokkal analdg, ,.konnyen megsejthetd”, egyszerti definicid.
Az éltalunk lentebb adott definicidban a centrum és a tengely mellett az idedlis
egyenes képét rogzitjiikk. E definicié mellett viszonylag konnyli az egyenes-
tartds igazoldsa, tovdbba késObbi konstrukcidinkban (9. fejezet, kollinedcidk

fixpontja) is jol hasznélhato.

4.3.b. Definicié. Legyen adott a kibovitett euklideszi sikon egy t egyenes, rajta
egy C pont.

Ha C és t is idedlis, akkor a hozzdjuk tartozo specidlis centrdlis-tengelyes

kollinedciokon a C irdnyu eltoldsokat értjiik.

Ha t kozonséges és C idedlis, akkor a hozzdjuk tartozo specidlis centrdlis-

tengelyes kollinedciokon a t tengelyii specidlis tengelyes affinitdsokat értjiik.

Ha t és C is kozonséges, akkor legyen adva még egy t-vel pdrhuzamos f

kozonséges egyenes. Ekkor specidlis centrdlis-tengelyes kollinedcionak ne-

vezziik a kovetkezo leképezést. t pontjai legyenek fixek; mds P pont esetén

legyen F =(CP)N f. Ha P kozonséges, akkor képe legyen az a P' pont

(CP)-n, melyre (CPP') = I;—i ; ha P idedlis, akkor pedig P':=F .

Az ,Altaldnos” és ,,specidlis” jelzdket ismét [28] nyomédn hasznéljuk. (PL
[5]-ben, [6]-ban, [46]-ban az dltalanos esetre a ,,homoldgia”, a specidlisra pedig
az ,,elaci6” elnevezés taldlhatd.) Az dltaldnos esetben, ha C és ¢ is kdzonséges,
a fent emlitett ,,eltlinési” egyenes az idedlis egyenes Ose, az ,,irdny” egyenes
pedig a képe. A specidlis esetben is megjelennek ezen egyenesek, ha a tengely
és a centrum is kozonséges: P-nek pontosan akkor van idedlis Ose, ha P rajta
van f-en; és pontosan akkor van idedlis képe, ha rajta van f~-nek C-re vonatkoz6
tilkorképén. Ha a tengely vagy a centrum idedlis, akkor az idedlis egyenes
invarians.

Most az el6zdekhez kapcsolddo ,,0sszetett” leképezések definicidi kovet-

keznek. A minta az egybevigdsig szorzatos fogalma, ezzel analog lesz a

////
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egymdssal ekvivalens lehet0ség koziil valaszthatunk. Az egyik definicidsoro-
zat azt hangsulyozza, hogy a kovetkezd leképezéshalmazt az el6z0 halmaz bo-
vitéseként értelmezziik: hasonlésdgnak nevezziik egybevagdsagok és centrlis
nyudjtadsok véges szorzatdt; affinitdsnak nevezziik hasonlésdgok és tengelyes
affinitdsok véges szorzatdt; kollinedcionak nevezziik affinitdsok és centralis-
tengelyes kollinedciok véges szorzatit. A mésik definiciésorozatban minden
»altalanos™ leképezést a kordbban bevezetett, ,.elemi” leképezések szorzata-
ként alkotunk meg. Véleményiink szerint ez utébbi 1t mutat teljes analégiat az

egybevagdsag 3.6. Definicidjaval, ezért ezt valasztjuk:

4.4. Definicid. Az euklideszi sikon hasonldsdgnak nevezziik tengelyes tiikro-
zések és centrdlis nyiijtdsok véges szorzatdt. A centrdlis nyijtdsok ardnyai

szorzatdnak abszoliit értékét nevezziik a hasonlésdag ardnydnak.

4.5. Definicio. Az euklideszi sikon affinitdsnak nevezziik centrdlis nyujtdsok és

tengelyes affinitdsok véges szorzatdt.

4.6. Definicio. A kibovitett euklideszi sikon kollinedcionak nevezziik centrdlis-

tengelyes kollinedciok véges szorzatdt.

Természetesen a bovités folyamata itt is azonnal latszik, hiszen az identi-
kus leképezés is centrdlis nyujtds, a tengelyes tiikrozés is tengelyes affinités, a
centrdlis-tengelyes kollinedcié fogalma pedig minden kordbban emlitett leké-
pezés fogalmat tartalmazza.

Itt jegyezziik meg, hogy [44]-ben és [45]-ben egy centrdlis nyujtas €s egy
egybevagdsag szorzataként van definidlva a sikbeli hasonldsdg ([44] 114. o,
[45] 111. o). A térbeli esetben a tényezOk mar tobbes szdmban vannak ([44]
200. o., [45] 192. 0). A hasonlésdg ardnya a hagyomédnyos médon, a megfeleld

szakaszok dlland6 ardnyként van értelmezve.
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5. Centralis nyujtas, tengelyes affinitas, centralis-tengelyes kollineacio

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogyan lehet a centralis nyujtés, a
tengelyes affinitds és a centrélis-tengelyes kollinedci6 alapvetd tulajdonsigait
ugy Osszefoglalni, hogy a targyalds minél jobban kiemelje az egymds kozti
analogidkat, ill. a tengelyes tiikr6z€s megfeleld tulajdonsdgaival — 3.1.-3.4.
Tételek — fenndll6 analdgidkat ([36], [37]). Az allitdsok igazoldsdra dltaldban
nem tériink ki, esetleg csak utalunk rdjuk, hiszen ezek jol ismert, klasszikus
gondolatmenetek. Néhany esetben — az egyenestartds és a ,legfontosabb”
tulajdonsdg (5.1.-5.3. Tételek) esetén — azonban vdzoljuk is a bizonyitést,
illusztralva, hogy az anal6g tulajdonsdgok levezetése hogyan torténhet analég
médon. Igy a definicidk, a tételek és a bizonyitdsok egységes rendszert alkot-
nak. A kovetkez6 fejezetben hasonl6 elvek alapjan targyaljuk majd a szorzat-
leképezéseket is.

El6szor az ardnnyal kapcsolatos tulajdonsdgokrdl szolunk. Az 1 ardnyu
centrdlis nyujtds, 4ltaldnos tengelyes affinitds és dltaldnos centrélis tengelyes
kollinedcié egyardnt az identikus leképezés. A —1 ardnyd centrdlis nyujtés
centralis tiikr6z€s, a tengelyre merdleges irdnyd, —1 ardnyu altaldnos tengelyes
affinitds pedig tengelyes tiikkrozés. A A ardnyu centrélis nydjtasok, altaldnos

tengelyes affinitasok és altalanos centrdlis-tengelyes kollinedciok inverzét
kapjuk, ha az ardnyt Z—ra valtoztatjuk. A specidlis eseteknél az inverzet

kapjuk, ha a kijelolt egyenes helyett tengelyre vonatkoz6 tiikorképét tekintjiik.
A kovetkezOkben azokat a tulajdonsdgokat soroljuk fel, melyek a tenge-
lyes tiikkrozésre vonatkozo, 3. fejezetbeli 3.1.-3.4. Tételek analogonjai. (A 3.5.
Tétel megfeleldi késobb, a 6.1.-6.3. Tételekben jelennek majd meg.)
Az aldbbiakban I.-IV.-ig jelolt tulajdonsdgok ugy foglalhatok 0ssze, hogy
az L. 4llitasok elsO része a leképezések ,,legfontosabb”, nem metrikus jellemzo-
it tartalmazzdk, a IL., III., I'V. dllitdsok pedig a leképezések megaddsdra adnak

modokat. Az I.-ben szerepld jellemzoket azért mondhatjuk a ,legfontosabbak-
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nak”, mert a késObb kovetkezd 5.1.-5.3. Tételek szerint meghatdrozzdk a

leképezéseket.

Centralis nyuajtas

I. Bdrmely centrdlis nytjtas az euklideszi sik olyan egyenestarto transz-
formdcioja, melynek van centruma, ez a pont pontosan akkor vdlaszt el egy P-
P' pontpdrt, ha az ardny negativ, a leképezés pontosan akkor involutorikus, ha
az ardny *1.

II. Az euklideszi sikon bdrmely O ponthoz és bdrmely A(#0) valds szdm-
hoz pontosan egy olyan centrdlis nyujtds létezik, melynek centruma O és
ardnya A.

III. Az euklideszi sikon bdrmely O ponthoz, és tole kiilonbozo, de vele
kollinedris P, P’ pontokhoz pontosan egy olyan centrdlis nytijtds létezik, mely-
nek O centruma, és P képe P'.

IV. Az euklideszi sikon barmely O ponthoz, és ot nem tartalmazo egydlldsii
a, a' egyenesekhez pontosan egy olyan centrdlis nyijtds létezik, melynek O

centruma, és a képe a'.

Tengelyes affinitas

I. Bdrmely tengelyes affinitdas az euklideszi sik olyan egyenestarté transz-
formdcioja, melynek van tengelye; ez az egyenes pontosan akkor vdlaszt el egy
P-P' pontpdrt, ha az ardny negativ, a leképezés pontosan akkor involutorikus,
ha az irdny nem pdrhuzamos a tengellyel, és az ardny *1.

I1. Az euklideszi sikon bdrmely t és e egyenesekhez (t #¢e) és A(#0) valds
szdmhoz (ha t| e, akkor e egyik irdnyitdsa is kell, és A>0 ) pontosan egy
olyan tengelyes affinitds létezik, melynek tengelye t, irdnya e, ardnya A.

III. Az euklideszi sikon bdrmely t egyeneshez és rd nem illeszkedo P, P’
pontokhoz pontosan egy olyan tengelyes affinitds létezik, melynek t tengelye, és
P képe P'.

IV. Az euklideszi sikon bdrmely t és e egyenesekhez (t #e), és t-tol kiilon-

boz0, de vele konkurrens a, a' egyenesekhez, amik nem egydlldsiiak e-vel, pon-
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tosan egy olyan tengelyes affinitds létezik, melynek t tengelye, irdnya e, és a

képe a'.

Centralis-tengelyes kollineacio

I. Bdarmely centrdlis-tengelyes kollinedcio a kibovitett euklideszi sik olyan
egyenestarto transzformdcioja, melynek van centruma és tengelye; ez a pont és
egyenes pontosan akkor vdlaszt el egy P-P' pontpdrt, ha az ardny negativ; a
leképezés pontosan akkor involutorikus, ha a centrum nincs a tengelyen, és az
ardny *1.

II. A kibovitett euklideszi sikon bdarmely t egyeneshez, rd nem illeszkedoé C

ponthoz, és A(#0) valos szdmhoz pontosan egy olyan dltaldnos centrdlis-

tengelyes kollinedcio létezik, melynek tengelye t, centruma C, ardnya A.. Ha
Cet és mindketto kozonséges, akkor bdarmely f kozonséges egyenes esetén,
ami t-vel pdrhuzamos, pontosan egy olyan specidlis centrdlis-tengelyes kol-
linedcio létezik, melynek tengelye t, centruma C, irdnyegyenese f. (Az eltolas,
ill. a specialis tengelyes affinitas esetét itt mellozziik.)

III. A kibovitett euklideszi sikon bdrmely t egyeneshez, C ponthoz, és rdjuk
nem illeszkedo, de C-vel kollinedris P, P' pontokhoz pontosan egy olyan
centrdlis-tengelyes kollinedcio létezik, melynek t tengelye, C centruma, és P
képe P'.

IV. A kibovitett euklideszi sikon barmely t egyeneshez, C ponthoz, és rdjuk
nem illeszkedo, de t-vel konkurrens a, a' egyenesekhez, pontosan egy olyan
centrdlis-tengelyes kollinedcio létezik, melynek t tengelye, C centruma, és a
képe a'.

Amint a bevezetoben emlitettiikk, vazoljuk a tengelyes affinitds és a
centralis-tengelyes kollinedcié egyenestartisanak igazolasat. A konstrukcidk
mintdja a centrdlis nyujtds esetén alkalmazott j6l ismert eljards (pl. [44], ill.
[45] 16.7. Tétel 110., ill. 106. o.). El6szor tekintsiink egy tengelyes affinitast.
(1. és 2. dbra; a 4.2.a., b. Definicidk jeloléseit haszndljuk.) ¢, és az e-vel

parhuzamos egyenesek nyilvan invaridnsak.
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1. abra 2. abra

Tekintsiink egy a egyenest, a#17, a}{ e. Legyen A a egy pontja (A¢ 1),

€s jelolje A" A képét a tekintett tengelyes affinitdsban. Legyen b az az egyenes,
ami illeszkedik A'-re és konkurrens a-val és t-vel. Legyen P a egy tetszdleges

pontja, Q pedig az pont b-n, amire (PQ)|le. A parhuzamos szeldk tételei

(hasonl6é hdaromszogek) és a 4.2.a., b. Definiciok szerint P képe Q. Hasonléan
kapjuk, hogy b barmely pontjdnak Ose a-n van. Tehat a tekintett tengelyes
affinitadsban a képe b.0

A centrélis-tengelyes kollinedcidk koziil az el6z0k szerint mér csak k6zon-
séges centrumu és tengelyll leképezést kell vizsgilnunk. ¢ és a C-re illeszkedo
egyenesek nyilvan invaridnsak. Legyen el0szor C¢ ¢, €s tekintsiink egy a
egyenest, a#t, C¢& a (3. dbra). Legyen A a egy pontja (A& t), és jelolje A’ A
képét a tekintett centrdlis-tengelyes kollinedcioban. Legyen b az az egyenes,
ami illeszkedik A'-re, és konkurrens a-val €s r-vel. Legyen P a egy tetszOleges

pontja, Q pedig az pont b-n, amire Ce (PQ). A Papposz-Steiner tétel és a

4.3.a. Definici6 szerint P képe Q. Hasonl6an kapjuk, hogy b barmely pontja-

nak Ose a-n van. Tehat a tekintett centrdlis-tengelyes kollinedciéban a képe b.




Legyen most Ce ¢; kiilon vizsgéljuk az a ||t és az a J/f t (C¢ a) eseteket. Ha

al|lt (4.abra), akkor az el0z0 eset jeloléseivel, a parhuzamos szelOk tételeit
(hasonl6 haromszogeket) €s a 4.3.b. definicidt alkalmazva kapjuk, hogy a képe

b. (Ha a az ideélis egyenes, akkor képe nyilvan f.) Az a }/f t eset (5. dbra) csak

annyiban kiilonbozik az el6z6tdl, hogy A a idedlis pontja legyen.o

4. abra 5. abra

Szintén a parhuzamos szelOk és a Papposz-Steiner tétel felhaszndlasival
kapjuk a centrélis nytjtds ardnytartdsat, a tengelyes affinitds osztdviszony-
tartdsat €s a centrélis-tengelyes kollineacio kettdsviszonytartasat.

A kovetkezo tételek a leképezések centrumdhoz, tengelyéhez kapcsol6dd
tulajdonsdgokrol szélnak. Tobb okbdl is jelentdsek felépitésiinkben. El0szor is,
mint fentebb emlitettiik, az 5.1.-5.3. Tételek kiemelik a targyalt leképezések
sok tulajdonsédga koziil a ,,legfontosabbakat”. Mésodszor, az 5.2. és 5.7. Téte-
lekbdl kovetkezik az ekvivalencia a tengelyes affinitds €s a centrélis-tengelyes
kollinedcié6 hagyomdnyos €s dltalunk targyalt definiciéi kozott. Harmadszor,
az 5.1.-5.7. Tételek teljessé teszik az egyenestartd transzformdciok centruma-
val és tengelyével kapcsolatos ismereteket. Végiil, az 5.7.-5.10. Tételek fontos

segédtételek lesznek a 6., 9. fejezetekben.

5.1. Tétel. Ha az euklideszi sik egy egyenestarto transzformdciojdanak van cent-

ruma, akkor az centrdlis nyiijtds.

a4

gelye, akkor az tengelyes affinitds.
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5.3. Tétel. Ha a kibovitett euklideszi sik egy egyenestarto transzformdciojdanak

van centruma és tengelye, akkor az centrdlis-tengelyes kollinedcio.

Ahogy eldzetesen mar emlitettiik, ezek bizonyitdsat is vazoljuk. Azt kell
igazolni, hogy teljesiilnek a megfelelo, 4.1.-4.3. Definiciokban szerepl6 egyen-
10ségek. Az 5.1. Tétel esetében kapjuk, hogy ha a transzformicié nem az
identikus leképezés, akkor a C centrumon kiviil nincs masik fixpont, tovabba
hogy a C-re nem illeszked6 egyenesek parhuzamosak a képiikkel. Ebbdl pedig
adodik, hogy (P'PC) éalland6. Az 5.2. Tétel esetében kapjuk, hogy ha a

transzformdcié nem az identikus leképezés, akkor a ¢ tengelyen kiviil nincs
fixpont, tovdbb4, hogy #-n kiviili pontok esetén a (PP’) egyenesek invaridnsak
és egyallastak. Ebbdl pedig addédik, hogy ha ezek metszik -t T-ben, akkor
d(P,P")

2

(P'PT), ha parhuzamosak vele, akkor pedig alland6. Az 5.3. Tétel

esetében a kordbbiak miatt mér csak kozonséges centrum és tengely esetén kell
bizonyitani. Kapjuk, hogy ha a transzformacié nem az identikus leképezés,
akkor a C centrumon és a ¢ tengelyen kiviil nincs fixpont. Tovabb4, ha C¢& ¢
és a (PP’") egyenes T-ben metszik #-t, akkor (P'PCT) éllandd; ha pedig Ce ¢,
akkor van olyan t-vel parhuzamos f egyenes, hogy ha a (PP’) egyenes F-ben

metszi f-et, akkor (CPP') = I;_g .0

Itt emlithetjiik meg, hogy nem teljes az analdgia a centralis nyujtasnak, a
tengelyes affinitdsnak és a centralis-tengelyes kollinedciénak az I. pontokban
felsorolt tulajdonsdgaihoz vald viszonya, valamint a tengelyes tiikrozésnek a
3.1. Tételben felsorolt tulajdonsagaihoz val6 viszonya kozott. Ugyanis nem-
csak a tengelyes tiikr6z€s rendelkezik az ott felsorolt tulajdonsagokkal, hanem
barmely —1 ardnyu 4ltaldnos tengelyes affinitds. Sziikségiink van tovéabbi fel-
tételre is, pl. hogy a tengelytdl kiillonbozo invaridns egyenesei éppen az arra
merdleges egyenesek.

A centrumra és a tengelyre vonatkozo egyéb tételek kovetkeznek.
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5.4. Tétel. Ha az euklideszi sik egy egyenestarto transzformdciojdndl egyenes

és képe egydlldsu, akkor az centrdlis nyujtds vagy eltolds (pl. [5], [6]).

5.5. Tétel. Ha az euklideszi sik egy egyenestarto transzformdcidjdndl pontot a
képével osszekoto egyenesek egydlldasiiak, akkor az tengelyes affinitds vagy

eltolas (pl. [51)).

Az 5.1.,5.4.6s 5.2.,5.5. tételparok nyomdn kialakult sejtéshez kapcsolod-
va, ebben a felépitésben itt van a megfeleld hely annak a ténynek a megallapi-

tdsdra, hogy a centrum és a tengely léte ,,elvalaszthatatlan™:

5.6. Tétel. Ha a kibovitett euklideszi sik egy egyenestarto transzformdcidjdanak

van centruma, akkor van tengelye is, és forditva.

5.7. Tétel. Ha a kibovitett euklideszi sik egy egyenestarto transzformdcidjdanak

van centruma vagy tengelye, akkor az centrdlis-tengelyes kollinedcio.

A klasszikus projektiv geometridban az 5.6. Tételt dltaldban a Desargues-
tételbdl szarmaztatjak (pl. [5], [6], [28], [44]; [44] a Desargues-tétel igazola-
sanal korre vonatkozé polaritast is alkalmaz); més, direkt bizonyitas taldlhato

pl. [8]-ban, [21]-ben, [51]-ben.

5.8. Tétel. Ha az euklideszi sikon két hdromszog megfelelé oldalegyenesei
egydllasiak, akkor pontosan egy olyan centrdlis nyiijtds vagy eltolds létezik,

melynél az egyik hdromszog képe a masik.

5.9. Tétel. Ha az euklideszi sikon két hdaromszog megfelelo csiicsait dsszekoto
egyenesek egydlldsiak, akkor pontosan egy olyan tengelyes affinitds vagy

eltolas létezik, melynél az egyik hdaromszog képe a mdsik.

5.10. Tétel. Ha a kibéovitett euklideszi sikon két ,,hdromszog” megfeleld csiicsai-
nak egyenesei konkurrensek gy, hogy kozos pontjuk egyik hdromszognek sem
csucsa, akkor pontosan egy olyan centrdlis-tengelyes kollinedcio létezik, amely-
nél az egyik hdromszog képe a mdsik. Ha a kibovitett euklideszi sikon két
,hdromszog” megfelelo oldalegyenes pdrjainak metszéspontjai kollinedrisak

gy, hogy kozos egyenesiik egyik hdromszognek sem oldalegyenese, akkor
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pontosan egy olyan centrdlis-tengelyes kollinedcio létezik, amelynél az egyik

hdromszog képe a mdsik.

A kibovitett euklideszi sikon ,,hdromszogén” természetesen harom nem
kollinedris pont €s egyeneseik unidjat értjiik.

E fejezet végén jegyezziikk meg, hogy fontosnak tartandnk kiemelni az
oktatds sordn a centrdlis nyujtas egyenestartasanak €s az euklideszi Parhuza-
mossagi axioma allitdsanak kapcsolatat. A Parhuzamossagi axioma kimondasa
utdn a tankonyvek dltaldban tobb, azzal ekvivalens allitast sorolnak fel, de a
centrdlis nyujtds egyenestartdsa daltalaban nem szerepel koztiikk. Ebben a
Tiikrozési axiomakra és szorzatokra €piild felépitésben kiillondsen fontos lenne
ezt is megemliteni, két okbdl is. Az egyik az, hogy a hasonlésdg fogalmat
részben a centrdlis nyujtaséra épitjiik. A masik az, hogy az egybevagdsag
fogalmét egy olyan (alap)fogalomra épitettiik — a sikratiikr6zésére —, melynek
egyenestartosagit axiomaban mondtuk ki. A centralis nyujtds egyenestarto-
sdgénak az euklideszi Parhuzamossigi axioma alapjan torténd igazoldsa meg-

torténik a felépités sordn. Az ekvivalencidt ezek utdn a kovetkez0 tétel adja:

5.11. Tétel. Ha az euklideszi Pdrhuzamossdgi axioma dllitdsa nem igaz, akkor

van olyan centrdlis nyuijtds, ami nem egyenestarto.

E tételre pl. [22]-ben egy modellen torténd bizonyitds taldlhatd, mi itt most
modell nélkiili bizonyitast vazolunk. (Itt irdnyitds nélkiili szakasz szerepel.)
Bizonyitas. (6. dbra) Tekintsiink az abszolit sikban egy P pontot, és egy P-re
nem illeszkedd e egyenest. Legyen m a P-bdl e-re éllitott merdleges, m és e

metszéspontja C, f pedig a P-bOl m-re allitott merdleges.

6. abra

23



Tudjuk, hogy f nem metszi e-t. Tegyiik fel, hogy van a sikban f-t6l kiilonb6z0,
P-n dtmeno, e-t nem metszd egyenes, jeloljiik g-vel. Nyilvan g-nek m-re vald
tilkkorképe (ami nem f) sem metszi e-t. Legyen A g egy pontja e €s f kozott, D
pedig A-nak m-re valé tiikorképe és B:=m N (AD), mely pont nyilvin PC
belsd pontja. Tekintsiik most azt a centrélis nydjtast, aminek centruma P, és B-
t C-be viszi. Ennél A és D képei e és f kozott maradnak, és m elvdlasztja Oket,

igy — a Rendezési axiomdk miatt — nem lehetnek kollineérisak C-vel.o
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6. Hasonlosag, affinitas, kollineacio

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy a hasonlésagra, az affinitisra és a
kollinedcidra vonatkoz6 alapvetd tételek hogyan jelennek meg felépitésiinkben

([36], [37D).
6.1. Alaptételek

A leképezések egyszerlibb tulajdonsigai kozvetleniil adédnak a 4.4.-4.6.
Definiciékbdl, mint a szorzat tényezdinek kozos tulajdonsdgai, csakigy, mint
az egybevagdsiag esetében. Ezek hasonldsdg esetén az egyenes-, rendezés-,
arany-, szogtartds; affinitds esetén az egyenes-, rendezés-, osztoviszonytartas;
kollineaci6 esetén pedig az egyenes-, elvdlasztds-, kettosviszonytartds. Azt is
azonnal kapjuk, hogy mindegyik leképezés transzformdcio; és hogy mindegyik
leképezéshalmaz csoportot alkot a leképezésszorzas miiveletére nézve ugy,
hogy a késObb definiélt leképezés csoportja részcsoportként tartalmazza az
el0zot.

A tovébbi vizsgélatok a kovetkezd, un. alaptételekre épiilnek, amelyek a

3.5. Tétel, ill. az egybevagdsagokra vonatkoz6 3.7. Tétel analogonjai.

6.1. Tétel. Legyen adott az euklideszi sikon két zdszIlo, tovdbbd a félegyenesii-
kon egy-egy pont. Pontosan egy olyan hasonlosdg létezik, amelynél az elso
zdszlo képe a masodik zdszlo, az elson kijelolt ponté pedig a mdsodikon kijelolt

pont.

6.2. Tétel. Legyen adott az euklideszi sikon két zdszIlo, tovdbbd a félegyenesii-
kon és a belsejiikben is egy-egy pont. Pontosan egy olyan affinitds létezik,
amelynél az elso zdszlo képe a mdsodik zdszlo, az elson kijelolt pontoké pedig

a masodikon kijelolt megfelelo pont.

Ha ezen tételek kollinedciokra vonatkozé analogonjét szeretnénk megadni,
akkor eldbb ki kell terjeszteniink a félegyenes, a félsik €és a z4szl6 fogalmat. A

kibdvitett euklideszi sikon két pont két részre osztja egyenesiiket; egy ilyen
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rész belsejének és az egyik hatdrpontnak az unidjat ,,félegyenes’-nek fogjuk
nevezni. (Ezt a hatarpontot kezdOpontnak, a mésikat végpontnak hivjuk.) Két
egyenes két részre osztja a kibdvitett euklideszi sikot; ,,félsik”’-nak fogunk
nevezni egy ilyen (nyilt) sikrészt. A kibOvitett euklideszi sikon ,,zasz16”-nak
fogjuk nevezni egy ,,félsik” és egy, a hataran levo olyan ,,félegyenes” unidjat,
melynek végpontja az egyenesek metszéspontja. (A 7. dbra néhany zaszlo-

tipust mutat.) Nyilvdnvald, hogy zdszl6 kollinedcionél kapott képe szintén

AN
AN\

. abra

zaszlo.

N\
NN
W

6.3. Tétel. Legyen adott a kibovitett euklideszi sikon két zdszIlo, tovdbbd a fél-
egyenesiikon és a belsejiikben is egy-egy pont. Pontosan egy olyan kollinedcio
létezik, amelynél az elso zdszlo képe a mdsodik zdszlo, az elson kijelolt pontoké

pedig a mdsodikon kijelolt megfelelo pont.
Ezen tételek bizonyitdsai is anal6g modon torténnek, kivéve az utolsoét.

A 6.1.Tétel bizonyitasa. A zaszlokat jelolje Z, ill. V, a pontokat a félegyene-
sikon P, ill. Q. Legyen M az az egybevagdsiag, melyre M(Z)=V . Majd
tekintsiik azt a centrélis nyujtast, melynek centruma V félegyenesének kezdo-
pontja, és M(P)-t Q-ba viszi. Ekkor a két transzformacid szorzata a kivant
tulajdonsagu lesz. Ha egy masik hasonldsag is ilyen, akkor a szog- €s ardny-

tartds miatt egyenld az el6zovel.oO

A 6.2.Tétel bizonyitasa. A zaszldkat jeldlje Z, ill. V, a pontokat a félegyene-
siikon P, ill. Q, a pontokat a belsejiikben R, ill. S. Legyen H az a hasonldsag,
melyre H(Z) =V és H(P)=Q . Majd tekintsiik azt a tengelyes affinitdst, mely-
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nek tengelye a V félegyenesét tartalmazo egyenes, €s H(R)-ret S-be viszi. Ekkor
a két transzformdci6 szorzata a kivéant tulajdonsdgu lesz. Ha egy masik affinités

is ilyen, akkor az egyenes- és osztoviszonytartds miatt egyenld az el6zével.o

A 6.1.Tétel bizonyitasa. El6szor transzformdljuk a zaszlokat egy-egy olyan
centrélis-tengelyes kollinedcidval, melynek eltlinési egyenese a zdszl6 azon
hatdregyenese, amely nem tartalmazza a zdszl6 félegyenesét. Igy ezek a hatér-
egyenesek az idedlis egyenesbe mennek at, a képzaszlok pedig euklideszi zasz-
16kba, ezért 1étezik olyan affinitds, amely az els6t a misodikba, az elson levd
pontokat pedig a mésikon levd megfelel6 pontokba viszi. Tehat két centrélis-
tengelyes kollineédcio €s egy affinitds szorzata rendelkezik a kivant tulajdonsé-
gokkal. Ha egy madsik kollineéci6 is ilyen, akkor az egyenes- és kettOsviszony-

tartds miatt egyenld az el6zovel.o

Természetesen a félegyenesek belsejére nincs igazdn sziikség, a rajtuk
adott belso pont is elég. Ugyanez a helyzet az affinitds és a kollinedci6 eseté-
nél a félsikok belsejével is. Mégis szerepelnek, mert ezek a tételek, bizonyita-
sok a fenti formdjukban alkotnak egységes rendszert. Az djabb, édltaldnosabb
leképezéseket nem hatdrozza meg egyértelmiien a régi alakzat; egy-egy Uj
pontra van ehhez sziikség a zaszlok félegyenesén és belsejében. (Tobb késObbi

abran az attekinthetdség miatt a z4szlok belsejét éppen csak jelezziik.)
6.2. Kapcsolat a hagyomanyos felépitéssel

Csakigy, mint a specidlis leképezéseknél — 5.1.-5.3. Tételek —, az uj,
altalanos leképezések esetében is felmeriilhet a kérdés, hogy melyik a ,,legfon-

tosabb” tulajdonsaguk.

6.4. Tétel. Az abszoliit sik bdarmely tdvolsdgtarto transzformdcidja egybevdgosdg.
6.5. Tétel. Az euklideszi sik barmely ardnytarté transzformdcioja hasonlosdg.
6.6. Tétel. Az euklideszi sik bdarmely egyenestarto transzformdcioja affinitds.
6.7. Tétel. A kibovitett euklideszi sik bdrmely egyenestarto transzformdcioja

kollinedcio.
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E tételek felépitésiinkben azt is jelentik, hogy nem lehetséges az egybe-
vagodsagok, hasonldsagok, affinitdsok, kollinedciok halmazanak bovitése, ha
megkivanjuk a tételekben emlitett tulajdonsagokat.

Tovabba e tételek a nevezetes leképezések hagyomdnyos és konstruktiv
definicidinak ekvivalencidjat is biztositjdk, ha a (kibdvitett) euklideszi sikon
vizsgélédunk. Azért szoritkozunk az euklideszi geometridra, mert az affinita-
sokat, ill. a kollinedcidkat mds, nem metrikus geometridkban is bevezetjiik. (A
tengelyes affinitds és a centrélis-tengelyes kollineédcié kétfajta definicidjanak
ekvivalencidjardl az 5.2. és az 5.7. Tételek kapcséan volt sz6.)

A 6.4.-6.7. tételek igazoldsa ismert, hagyoményos felépitésbeli mddszerek-
kel torténhet. A 6.4. Tétel esetében eldszor a tavolsagtartasbdl kapjuk, hogy a
leképezés egyenes- és rendezéstartd; majd a 3.7. Tétel bizonyitdsanal alkal-
mazott modszerrel, sikzaszlok segitségével kapjuk, hogy az adott leképezés
egyenld harom tengelyes tiikr6zés szorzatdval. A 6.5. Tétel esetében az adott
transzformécid €s egy alkalmasan vdlasztott centralis nyujtds szorzata tavolsag-
tarté transzformdcio, igy az adott transzformdcié egyenld egy hasonldsdggal.
A 6.6. Tétel eseténél eloszor az egyenestartdsbol kapjuk, hogy a leképezés
osztoviszonytartd; majd a 6.2. Tétel bizonyitdsandl alkalmazott mddszerrel
kapjuk, hogy a leképezés egyenl0 egy hasonldsdg €s egy tengelyes affinitas
szorzatdval. A 6.7. Tétel bizonyitdsat két esetre bonthatjuk. Ha az ideélis egye-
nes invaridns, akkor a 6.6. Tétel szerint az adott leképezés affinitds. Ha az
idedlis egyenes képe kozonséges egyenes, akkor az adott transzformécié és
egy alkalmasan valasztott centrélis-tengelyes kollinedci6 szorzata affinitds, igy

az eredetileg adott leképezés kolline4cid.o

A 3.7., 6.1.-6.3. alaptételek hagyomanyos felépitésbeli analogonjai az
alabbi allitdsok. Egybevagosig esetén:
Az (abszolit) sikon két olyan hdromszoghoz, melyeknél a megfelelo oldalak
egybevdgok, pontosan egy olyan egybevdgosag létezik, aminél az elsé hdrom-

5708 csucsainak képe a madsodik haromszog megfelelo csiicsa.

A hasonldsdggal kapcsolatos tételt tobb forméban is taldljuk:
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I. Az euklideszi sikon két olyan hdaromszoghoz, melyeknél a megfelelo oldalak
ardnya dllando, pontosan egy olyan hasonlosdg létezik, aminél az elso hdrom-
§70g csucsainak képe a mdsodik hdaromszog megfelelo csiicsa. (pl. [51]).

II. Az euklideszi sikon két szakaszhoz pontosan egy irdnyitdstarto és -vdlto
hasonlésag létezik, aminél az elsé szakasz képe a mdsodik (pl. [6], [39]).

Ill. Az euklideszi sikon két félsikhoz és a hatdrukon levo egy-egy szakaszhoz
pontosan egy olyan hasonlosdg létezik, aminél az elso félsik képe a mdsodik
félsik, az elso szakaszé pedig a mdsodik szakasz (pl. [43]).

(Megjegyezziik, hogy sem [44], sem [45] nem szerepeltet ilyen jellegli tételt.)

Affinitds esetén:
Az euklideszi sikon két hdromszoghoz pontosan egy olyan affinitds létezik, ami-
nél az elso hdaromszog csiicsainak képe a mdsodik hdaromszog megfelelo csiicsa.

(Megjegyezziik, hogy [44] nem szerepeltet ilyen jellegli tételt.)

Kollineacio esetén:
A kibovitett euklideszi sikon két dltaldanos helyzetii pontnégyeshez pontosan egy
olyan kollinedcio létezik, aminél az elso alakzat pontjainak képe a mdsodik

alakzat megfelelo pontja. (pl. [44] 334. 0.)

Az egybevagodsag, a hasonldsag €s az affinitds esetében nyilvanvalé az ekvi-
valencia a 3.7., a 6.1, és a 6.2. tételekkel. A kollineacid eseténél a 8. abrardl le-
olvashatjuk, hogy az APKM és BOLN pontnégyesek ugyanazt a kollinedciot haté-
rozz4ak meg, mint az adott zaszlok és pontok, és forditva. Kozvetlen ekvivalenciat
kapunk a 6.3. Tétellel, ha két altaldnos helyzetli pontnégyes helyett két nem

kollineéris ponthdrmast és egy rdjuk nem illeszked6 egyenespart emlitiink.
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A 6.4.-6.7. tételek utin a leképezések vizsgilta akdr a hagyomanyos médon

is folytatédhat. Mi itt a tovabbiakban is a szorzatos modszert alkalmazzuk.
6.3. Eloallitas kéttényezos szorzatként

A 6.1. és 6.2. Tételek bizonyitdsdban szerepld konstrukciokbol kézvetleniil

adddnak az alabbi tételek.

6.8. Tétel. Az euklideszi sikon minden hasonlosdg elddll egy egybevdgdsdg és
egy centrdlis nyujtds szorzataként. E7 utobbi tényezo centruma tetszoleges,
ardnya pedig egyenlo az adott hasonlosdg ardnydval, tehdt pozitiv. Tovdbbd,

egy hasonlosdag pontosan akkor egybevdgosag, ha ardnya 1.

6.9. Tétel. Az euklideszi sikon minden affinitds elodll egy hasonlosdg és egy

tengelyes affinitds szorzataként. EZ utobbi tényezo tengelye tetszoleges.

A kollinedciokra vonatkozdan tobb analdg tételt is kaphatunk. A 6.10.
Tétel a 6.8., 6.9. Tételek analogonja lesz abbdl a szempontbdl, hogy a kol-
linedcidk halmaza az affinitdsokénak bovitése. A 6.11. Tétel a 6.9. Tétel ana-
logonja lesz abbdl a szempontbdl, hogy a hasonldsdgok halmazat most nem az
euklideszi, hanem a kibdvitett euklideszi sikon bdvitjiik. Ez a tétel fontos
szerepet fog jatszani a kollinedciok fixpontjdnak konstrudldsanal (9.2. Tétel).
A 6.12. Tétel pedig az ,.elemi” tényezOk szdmdéra vonatkozik, az egybevago-

sagok 3.8. Tételének analogonja.

6.10. Tétel.: A kibovitett euklideszi sikon minden kollinedcio elddll egy affini-

tds és egy centrdlis-tengelyes kollinedcio szorzataként.

Bizonyitas. (9. dbra) Ezt a tételt nem a 6.3. Tétel kozvetlen kdvetkezménye-
ként kapjuk, hanem egy kicsit eltéré konstrukcidval. Ez lesz az a bizonyitds-
menet, ami a 6.1. és 6.2. Tételekével analdég. Tekintsiink egy kollinedciét, és
jelolje f az idedlis egyenes képét. Legyen V egy olyan zdszld, melynek fél-
egyenese 1dedlis pontban metszi f-et, a masik hataregyenese pedig f. Jelolje Z a
V z4s716 6sét az adott kollinedcidban, majd tekintsiink Z félegyenesén €s belse-

jében egy-egy pontot, P-t és R-et. E pontok képei az adott kollinedcionél
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legyenek rendre Q és S. Az f egyenes vdlasztisa miatt ez a négy pont és a
félegyenesek kezdOpontjai is mind kozonségesek. (f lehet kozonséges vagy
idedlis is.) Tekintsiik most azt az affinitdst, amely Z félegyenesét V-ébe viszi,
P-t és R-et pedig rendre O-ba és S-be. Tekintsiik végiil azt a centralis-tengelyes
kolline4ciot, melynek tengelye a V félegyenesét tartalmazé egyenes, centruma
S, és iranyegyenese f. A két transzforméci6 szorzata a 6.3. Tétel szerint egyen-

10 az adott kollinacioval.o

\Z
\

9. dbra

6.11. Tétel.: A kibovitett euklideszi sikon minden kollinedcio elddll egy ha-
sonlosdg és egy centrdlis-tengelyes kollinedcio szorzataként. Ez utobbi tényezo
pontosan akkor tengelyes affinitds, ha az idedlis egyenes invaridns az adott
kollinedciondl.

Bizonyitas. Kis moédositast hajtunk végre az el6z6 konstrukcion. A zaszlok és
a pontok vélasztdsa utdn el0szor ne affinitést tekintsiink, hanem csak egy olyan
H hasonl6sdgot, amely Z félegyenesét V-ébe viszi, P-t pedig Q-ba. Ezutdn
pedig azt a centrdlis-tengelyes kollineédciot tekintsiik, melynek tengelye a V
félegyenesét tartalmazo egyenes, a H(R) pontot S-be viszi, az idedlis egyenest

pedig f-be.O

6.12. Tétel.: A kibovitett euklideszi sikon minden kollinedcio elodll legfeljebb

hdrom centrdlis-tengelyes kollinedcio szorzataként.

Bizonyitas. (10. abra) Tekintsiink egy kollineaciot, egy zaszlot (félegyenesének
kezdOpontja A, végpontja E, az (AE) egyenes a, masik hatidregyenese e) €s

egy-egy pontot a félegyenesén (P) és a belsejében (R), valamint ezek képeit a
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kolline4ciondl (rendre A', E', a', €', P', R"). Legyen ®; az a centrélis-tengelyes
kollineacid, melynek C centruma kollinearis az A-A' és E-E' pontparokkal, ¢
tengelye pedig konkurrens az a-a’ és e-e’ egyenesparokkal, tovdbba A-t A'-be
viszi. Legyen ®, az a centrélis-tengelyes kolline4dcié, melynek centruma A’,
tengelye e’, tovabba P*:=® (P)-t P-be viszi. (A 6.1. Tétel bizonyitasdban ez
volt a centralis nyujtas.) Végiil legyen ®3 az a centrdlis-tengelyes kollineacio,
melynek tengelye a’, R**=®,®,(R)-et R-be viszi, tovdbbd K centruma
kollinedris az R**— R' pontparral és illeszkedik e"-re. (A 6.2. Tétel bizonyita-
sdban ez volt a tengelyes affinitds.) A harom transzformdci6 szorzata, ®,®,®P, ,
a 6.3. Tétel szerint egyenld az adott kollindcioval. (Elfajulé eset csak ¥, kap-

csan fordulhat eld: pl. a centrumot meghataroz6 egyenesek egybeesnek. Ekkor

induljunk ki mésik z4szl6bdl, hogy a nem kivéant egybeesés megsziinjon.)O

//

10. abra

A négy leképezés definicigjdban levd szorzat tényezdit mds szempontbdl
is vizsgaljuk. Célunk, hogy rendszeriink eszkozeivel is megkapjuk a klasszikus
tételt, hogy a kibdvitett euklideszi sikon minden kollinedci6 eldéll legfeljebb

két centralis-tengelyes kollinedci6 szorzataként. Ehhez felhasznaljuk, hogy
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minden olyan hasonldsdgnak, ami nem egybevigdsig, van egy fixpontja;
tovabbd, hogy minden kollinedciénak van fixpontja vagy invaridns egyenese.
E tételekre is konstrudltunk a szorzatos felépitéssel dsszhangban levo bizonyi-
tasokat. Ezek alapotlete viszonylag egyszerii, de a minden részletre kiterjedd
bizonyitds hosszadalmas, fdleg kollineaciok esetén. Ezért ezeket az allitdsokat

a felépités dttekintése utdn, a 9. fejezetben kiilon fogjuk igazolni.

6.13. Tétel. Az euklideszi sikon minden affinitds elddll két tengelyes affinitds

szorzataként vagy egy eltolds és egy tengelyes affinitds szorzataként.

Bizonyitas. Ha az affinitds egybevagosag, akkor a 3.9. Tétel szerint két ten-
gelyes tiikrozés szorzataként vagy egy eltolds és egy tengelyes tiikrozés szor-
zataként all eld; a tengelyes tiikrozés pedig tengelyes affinités.

Ha az affinitds olyan hasonlésdg, ami nem egybeviagdsag, akkor tekintsiink
egy olyan z4szI6t, aminek kezdOpontja a hasonldsag fixpontja, A. Legyen P és
R a z4szl6 félegyenesének és belsejének egy-egy pontja, képeik az adott
hasonlésagndl P' és R', amik kiilonboznek oOsiiktol. (11. dbra) Eldszor tekint-
siink egy olyan tengelyes affinitast, melynek ¢ tengelye dtmegy A-n, és P-t P-
be viszi. E leképezésnél R képe legyen R*, ami nyilvan nem R'. Majd tekintsiik

azt a tengelyes affinitdst, melynek tengelye (AP’), és R*-ot R"-be viszi. E két

tengelyes affinitds szorzata a 6.2. Tétel szerint egyenld az adott hasonlésaggal.

11. abra

Végiil tekintsiink egy olyan affinitdst, ami nem hasonlésdg. A bizonyitds e
részének elve [51]-bdl szarmazik. (A szerepl0 szakaszok nem irdnyitottak.)
Viélasszunk egy zaszlot, tovdbba a félegyenesén €s a belsejében egy-egy

pontot, P-t €s R-et, a zaszl6 félegyenesének kezdOpontja legyen A. (12. dbra)
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12. abra

Tekintsiik a z4szl6 €s a pontok affinitdsndl kapott képeit: A’, P', R, tovdbba az
AP szakasz belsejében egy X, és az A'P’' szakaszon kiviil, de az (A'P")
egyenesen egy Y pontot ugy, hogy (RX) és (R'Y) mess€ék egymast egy R*
pontban. (Ha esetleg (AP) és (A'P’) egybeesnének, vilasszunk masik z4szlot.)
A*, 1ll. P* legyen az a pont, melyre (AA*)||(RR*), (A'A*)||(R'R*), ill.
(PP*)||(RR*), (P'P*)||(R'R*). X és Y valasztdsa miatt R*¢ (A*B*). Az
APR és A*P*R*, ill. az A*P*R* és A'P'R' haromszogpéarokra — melyek koziil
legfeljebb az egyik egybevagd, hiszen az affinitds nem hasonlésdg — alkalmaz-
hatjuk az 5.9. Tételt. Igy a 7 tengelyii, R-et R*-ba vivé és az m tengely(i, R*-ot
R'-be viv0 tengelyes affinitds szorzata — esetleg valamelyik tényez0 eltolds — a

6.2. Tétel szerint egyenld az adott affinitdssal.o

Az el6z0 bizonyitas konstrukcidi adtdk az oOtletet a kollinedcidkra vonatko-

z6 analdg tétel igazoldsahoz.

6.14. Tétel. A kibovitett euklideszi sikon minden kollinedcio elodll két centrdlis-

tengelyes kollinedcio szorzataként.

Bizonyitas. Ha a kollinedciénak fixpontja van (A), akkor az el6z6 bizonyitas
,,hasonlosag” esetének modszerét alkalmazzuk (13. dbra). Ekkor a 6.3. Tétel

alapjan kapjuk, hogy a C centrumd, ¢ tengelyli, P-t P-be viv0, valamint a K
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centrumd, m tengelyli, R*-ot R"-be viv0 centrélis-tengelyes kollinedcidk szorzata
egyenl0 az eredeti kollineacidval. (R* R képe az elso centrélis-tengelyes kolline-

aciondl.)
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14. abra

Ha a kollinedciénak invaridns egyenese van (e), akkor az ,,affinitds” esetének
modszerét alkalmazzuk (14. dbra). Ekkor az 5.9., 5.10. és 6.3. Tételek alapjin
kapjuk, hogy a C centrumd, ¢ tengelyli, R-et R*-ba viv0, valamint a K centru-

mu, m tengelyli, R*-ot R"-be viv0 centrdlis-tengelyes kollinedciok szorzata lesz
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egyenld az eredeti kollinedcidval. (Az R*, A*, P* pontok konstrukciéja ugyan-

az, mint az el9z0 tétel bizonyitdsanak ,,affinitds” részében volt.)O
6.4. Osztalyozas

A sikbeli hasonl6sdgok, affinitdsok és kollinedciok osztdlyozdsa felépité-
siinkben a kovetkezoképpen torténhet.

A hasonlésagok tipusait, a fixpont felhaszndlasival, a 6.13. Tétel bizonyi-
tdsaban szerepld konstrukcié mintdjara kapjuk: Barmely olyan hasonlésdg, ami
nem egybevigdsag, eldall egy, a fixpont koriili (esetleg nullszogii) elforgatis,
vagy egy, a fixponton dtmend tengelyre valo tiikrozés és egy fixpont centrumu
centralis nyujtds szorzataként. A 9. fejezetben, a fixpont konstruédldsandl is
utalunk majd e tipusokra. (Megjegyezziik, hogy a sikbeli hasonldsdgok oszta-
lyozéasara vonatkozé tétel nem szerepel sem [44]-ben, sem [45]-ben, de a két
specidlis transzformécié [45]-ben emlitésre keriil: [45], 111. 0.)

Az affinitdsok, ill. kollinedcidk tipusainak részletesebb vizsgdlatanal altala-
ban a fix- és invaridns elemek vizsgélata a f0 szempont (pl. [19], [24], [28],
[31], [32], ill. [28]). Mi itt csak a 6.13. ill. 6.14. Tételek alapjan torténd oszta-
lyozast tekintjiik.

Az affinitdsok tipusait a 6.13. Tétel allitdsdban szereplO tengelyes affinita-
sok tengelyeinek helyzetébdl kapjuk. Ha a két tengely metszi egymadst, akkor
metszéspontjuk fix a tengelyes affinitdsok szorzatdndl. Egy ebbdl a fixpontbol
indul6 zdszldval kapjuk, hogy ekkor a szorzat elddll egy, a fixpont koriili for-
gatva (vagy tiikrozve) nyujtis és egy, a fixponton dtmend tengelyl tengelyes
affinitds szorzataként. Ha a két tengely parhuzamos egymadssal, akkor a tenge-
lyek irdnya fix a tengelyes affinitdsok szorzatdndl, vagyis minden ilyen irdnyu
egyenes parhuzamos a képével; tovibbd minden ilyen irdnyd szakasz egybe-
vagd a képével ugy, hogy eltolas viszi egyiket a masikba. Egy ilyen irdnyu
félegyenesbol indul6 zaszloval kapjuk, hogy ekkor a szorzat eldall egy eltolas
és egy, az eredetiekkel parhuzamos tengelyli tengelyes affinitds szorzataként.
Ha a két tengely egybeesik, akkor a tengelyes affinitdsok szorzata egy ugyan-

azon tengelyll tengelyes affinitds. Ugyanez a helyzet, ha a szorzatban a tenge-
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lyes affinitds mellett elfajulé (identikus) eltolds szerepel. Tehat, barmely sik-
beli affinitds egy eltolds és egy tengelyes affinitds szorzata, vagy egy forgatva
(tikrozve) nyujtds és egy tengelyes affinitds szorzata; az egyik tényezd lehet
az identikus leképezés is.

A kollinedcidk tipusait, az eldz0kkel anal6g mdédon, a 6.14. Tétel allitasa-
ban szerepl6 centrdlis-tengelyes kollinedciok tengelyeinek helyzetébdl kapjuk.
Ha a két tengely kiilonboz0, akkor metszéspontjuk fix a centrélis-tengelyes
kollinedcidk szorzatdndl. Ha ez a pont kozonséges, akkor egy ebbdl a pontbol
induld, a 6.10. és 6.11. Tételek bizonyitdsdban szerepld zdszloval kapjuk, hogy
ekkor a szorzat el6dll egy, a fixpont koriili forgatva (vagy tiikkrozve) nyujtas és
egy, a fixponton atmend tengelyli centrélis-tengelyes kollineédcié szorzataként.
Ha a fixpont idedlis, akkor minden ilyen irdnyd kozonséges szakasz egyallasi
a képével, igy eltolds vagy centrdlis nyujtas viszi egyiket a masikba. Egy ilyen
irdnyu félegyenesbdl induld, a 6.10. és 6.11. Tételek bizonyitdsdban szerepld
zaszloval kapjuk, hogy ekkor a szorzat el6dll egy eltolds vagy egy centrdlis
nyujtds és egy, a fixponton dtmend tengelyli centrdlis-tengelyes kolline4ci6
szorzataként. Ha a két tengely egybeesik, akkor a centralis-tengelyes kollined-
cidk szorzata egy ugyanazon tengelyl centrélis-tengelyes kolline4cié. Ugyan-
ez a helyzet, ha a szorzatban az egyik tényez0 identikus. Tehat, barmely sikbe-
li kollineacid egy eltolds €s egy centrélis-tengelyes kolline4cio szorzata, vagy
egy forgatva (tiikrozve) nytjtas €s egy centralis-tengelyes kollinedcio szorzata;

az egyik tényez0 lehet az identikus leképezés is, a forgatds nullszogii is lehet.
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7. Tovabbi témakorok

A térbeli leképezések vizsgalata

A térbeli egybevigdsag, ill. hasonldsag fogalma a sikratiikrozés és a (tér-
beli) centrdlis nyujtids fogalmara épiil. E fogalmak szorzatként tortén6 definié-
ldsa és tulajdonsdgaik (alaptételek, osztdlyozas) vizsgdlata a sikbeli esettel
analog modon torténik, ezért itt nem részletezziik. Természetesen, a térbeli
lehetdségek nagyobb szdma miatt egyes részletek bonyolultabbak. (A térbeli
egybeviagdsagokat, ill. hasonlésdgokat osztalyozo6 tétel [44]-ben nem szerepel.
[45]-ben megemlitésre keriil az 0sszes térbeli egybevdgdsdg, a hasonlésdgokat
osztalyozo tétel pedig 1igazolds nélkiil szerepel: [45] 191.-192. o.)

A térbeli affinitasok, ill. kollineacidk témakorére is csak utalunk. A sikbeli
fogalmaknak megfeleld plandris affinitds, térbeli affinitds, centrélis-planéris
kollinedcid, térbeli kollinedci6 fogalmai a megfeleld sikbeli esettel analdg
modon vezethetok be. A 6.2. és 6.3. Tételeknek megfeleld ,,zaszl6s” alap-
tételek 1s azokhoz hasonldan targyalhatok. A térbeli zdszlon 3 pont jelenik
meg: egy-egy a félegyenes, a félsik és a féltér belsejében. A térbeli affinitis,
ill. kolline4cié szorzattényezdire vonatkozd tételek részben megvdltoznak a
megfeleld sikbeli 6.9.-6.12. Tételekhez képest. Ervényben marad a 6.10. Tétel
térbeli megfeleldje, a 6.12. Tétel térbeli megfeleldjében pedig csak annyi a
véltozds, hogy eggyel nohet a tényezok szdma. A 6.9. és 6.11. Tételek térbeli
megfeleldi esetén jelentOsebb a véltozéds. Ennek az az oka, hogy barmely két
szakasz hasonld, de vannak olyan haromszogek, amik nem. Ezért a 6.9. Tétel
megfeleldjében a térbeli affinitds egy hasonlésdg és két plandris affinités
szorzataként, a 6.11. Tétel megfeleldjében térbeli kollinedcié egy hasonldsag,

egy planéris affinitds és egy centrélis-plandris kollinedci6 szorzataként all elo.
Inverzio

Az eddig targyalt leképezések mellett fontos szerepet kap a felsofoku

geometriaoktatdsban az inverzid is. Bizonyos értelemben ez is tekinthetd
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,centrummal”, ,,tengellyel” és ,,ardnnyal”’rendelkezd leképezésnek, tehat bele-
tartozik az eddig vizsgdlt leképezés-sorozatba. Ezért az aldbbiakban réviden
attekintjiik, hogyan illeszthetd be targyaldsa ebbe a felépitésbe.

A sikbeli inverziot dltalaban az alapkorrel (a ,.,tengellyel”) szokds megadni,
de eldfordul a ,,centrum” és az ,,ardny” megaddsa is (pl.: [31]). Mi a masodik
modot vélasztjuk, mert ezzel az 4j fogalom megalkotdsa szervesen kapcsoldd-

hat a centrdlis nyudjtdséhoz. Anndl ugyanis az O fixponthoz képes egy P pont

helyzetét gy véltoztattuk, hogy az O—P' hanyados dllandé6 legyen. Az inverzi6
bevezetésének motivacidja az a kérdés lehet, hogy milyen leképezést kapnank,
ha a hanyados helyett az OP és OP' szakaszhosszak szorzatdnak allandosagat
irnénk el6. Természetesen utalnunk kell rd, hogy egy ilyen tipusu szorzat fiigg
az egységszakasz vélasztasatol; a leképezés egyértelmiisége miatt az dllando-
nak is ilyen tipusi mennyiségnek kell lennie. Igy az euklideszi sikon egy O
pont (a ,,p6lus”) mellett nem egy szamot, hanem egy r szakaszt rogzitiink.

Ezutin az inverzi6 definicidja természetesen a hagyomanyos: A P(# O) pont
képe az a P' pont [OP)-n, amire OP'-OP =r”. (Ebben a definiciéban iranyitds
nélkiili szakaszokat tekintiink. r* az inverzié ,hatvanya”.)

Az inverzi6 tulajdonsdgait ismét a 3.1-3.4 Tételekkel és az 5. fejezetbeli I.-

IV. pontokkal anal6g mdédon foglaljuk Ossze.

I. Bdarmely inverzio a polustol megfosztott euklideszi sik involutorikus, ,,kor-
egyenes”’-tarto transzformdcioja, aminek van centruma és olyan fixkore

(,,tengelye”), ami barmely rd nem illeszkedo pontot elvdlaszt a képétol.

I1. Az euklideszi sikon bdrmely O ponthoz és r szakaszhoz pontosan egy olyan

inverzio létezik, melynek pélusa O, hatvdnya r*. Az euklideszi sik barmely

koréhez pontosan egy olyan inverzio létezik, melynek fixkore az adott kor.

Il. Az euklideszi sikon bdrmely O ponthoz, és két, tole kiilonbozo, de egy O
kezdopontii félegyenesen levo ponthoz pontosan egy olyan inverzio létezik,

melynek polusa O, és az adott pontok egymds képei.
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IV. Az euklideszi sikon bdrmely két, nem egybevdgo korhiz, vagy egy korhiz
és egy olyan egyeshez, ami nem szelo pontosan egy olyan inverzio létezik,
amelynél az adott alakzatok egymds képei. Ha az egyenes szeloje a kornek,

akkor két inverzio létezik kozottiik, egymdsra meroleges fixkorokkel.

A tovabblépéshez bevezetjiik az ,,egy idedlis ponttal kiegészitett euklideszi
sik”, més néven ,,inverziv”’ (pl. [6]) vagy ,,Md&bius” (pl. [43]) sik fogalmat, és
kiterjesztjiik rd az egyenes, az inverzi6 és a tengelyes tiikrozés fogalmait. Ezek
utdn, a 3.6., 4.4.-4.6. Definiciok mintdjdra, tengelyes tiikr6zések és inverzidk
véges szorzataként vezethetjiik be a ,kiegészitett euklideszi sik™ Osszetett le-
képezését. E leképezésre a ,,homografia” elnevezés kindlkozna, de ezt a nevet
csak a paros szdmu tényezObdl all6 szorzatra haszndlja az irodalom, a pératlan
tényezOst antihomografianak nevezi (pl. [6]).

A korébbi ,,z4sz16s” alaptételek — 3.7., 6.1.-6.3. Tételek — analogonja is
megfogalmazhatd, de eldtte — csakigy, mint a kollinedciondl — ki kell terjesz-
teni a ,,z4sz16” fogalmat is. Egy kor-egyenest két pontja két részre bontja;
ezeket nevezziik ,,félegyenes’-nek. Egy kor-egyenes a sikot két részre bontja;
ezeket nevezzik ,,félsik’-nak. fgy a ,.kiegészitett euklideszi sikon” is egy fél-
sik és egy, a hatdran levd, egyik végén zart, a méasikon nyilt félegyenes unidjat

nevezziik zaszlonak (A 15. dbra néhdny zaszl6tipust dbrazol.)

AN \\\%®

15. abra

7.1. Tétel. Legyen adott a , kiegészitett euklideszi sikon” két zdszIlo, tovdbbd a
félegyenesiikon egy-egy pont. Pontosan egy olyan tengelyes tiikrozésekbol és
inverziokbol dllo szorzat létezik, amelynél az elso zdszlo képe a mdsodik

zdszlo, az elson kijelolt ponté pedig a mdsodikon kijelolt pont.
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A hiperbolikus sikgeometria kormodelljei

Az inverzid, ill. a centrédlis-tengelyes kollinedciok tulajdonsdgainak fenti
formdaban tortént 6sszefoglaldsa igen alkalmas arra, hogy a tengelyes tiikrozés
fogalmdnak modelli definidldsa utdn igazoljuk a Tiikrozési axiéomék sikbeli
megfeleldinek teljesiilését a hiperbolikus sikgeometria Poincare, ill. Cayley-
Klein kormodelljeiben. Mi itt csak a 3.5. Tételre utalunk roviden. Ennek

allitasa a 7.1., ill. a 6.3. Tételbol adddik a modelli zaszlokhoz természetes

modon kapcsol6dd, megfeleld zaszlok és pontok segitségével (16., 17. abrik).

16. abra 17. abra
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8. A téma oktatasaval kapcsolatos megjegyzések

Véleményiink szerint az egységes felépitésre valo torekvés egy nagyon
fontos didaktikai elv. A fogalmak anal6g médon torténd definidldsa segiti az 4j
fogalom megértését, a fogalmak 6sszekapcsoldsat. Tovabba, az analdg tulaj-
donsidgok kiemelése, ezek hasonlé mdédon torténd bizonyitdsa is nagyban
hozzijarul az Osszefiiggések megértéshez. Ellenben, a menetkdzben torténd
radikélis szemlélet-, modszervaltds zavart okozhat. Mdasrészt, egy modszer
kizardlagos, ,,mindenaron” valo alkalmazdsa is karos lehet.

Az egységre vald torekvésen til vannak més szempontok is, ami alapjin
eldontjiik, hogy egy témakort hogyan tanitunk, hogyan dolgozunk fel, egy-egy
részproblémat milyen — a ,,fovonaltdl” esetleg eltéré — modszerrel oldunk meg.
Ilyen szempont lehet pl.: a tanul6k eldismerete, tuddsszintje; a témakor feldol-
gozéasdhoz rendelkezésre 4ll6 idokeret; a vizsgdlt témakor més témdékkal vald
kapcsolata; a modszerek hatékonysdga, egyszerlisége vagy bonyolultsiga; a
tandr véleménye, tapasztalata az egyes modszerekrol.

A moddszervalasztds kapcsdn nagyon taldlonak €s tanulsdgosnak tartjuk a

kovetkezd, H. S. M. Coxeter egyik konyvébdl szarmazo idézetet ([8] 127. 0.):

, Gyakran eldofordul, hogy az algebrai tételt konnyii bebizonyitani, a
megfelelo , tiszta geometriai” bizonyitdst megtaldlni viszont csak nem
kis taldlékonysdggal lehet. Ezért sok matematikus inkdabb az algebrai
eljdrds felé hajlik, ezzel azt kockdztatva, hogy (példdul) a kiipszelet egy
egész didknemzedék szemében csupdn egyfajta mdsodfokiu egyenletnek
tinjéek. Sok minden szol amellett, hogy a leghelyesebb minden feladatot
elfogulatlanul, a legjobbnak igérkezo modszerrel megoldani. Az el6z6
fejezetekben a tiszta, vagy , szintetikus” maodszert kovettiik, de most
helyredllitjiuk az egyensiilyt, megmutatvdn hogyan kaphatjuk meg

egyik-mdsik eredményiinket analitikusan.”
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Kiilonosen fontosnak tartjuk a médszerek kozotti egyensilyra vald torek-
vést. A képzésnek az is célja, hogy a hallgatok lehetOség szerint tobbféle
eszkozt, megoldasi mdédot ismerjenek meg — azok eldnyeivel és hatranyaival
egyiitt —, amit majd alkalmazhatnak, ill. tovdbbadhatnak. A kovetkezdkben
megprobdljuk sorravenni, hogy a konstruktiv médszer didaktikai és matemati-
kai elveinek milyen kovetkezményei vannak, tovabba hogy hol és hogyan kap-

csolhato 0ssze mas modszerekkel.

1. A geometriai transzformdaciok konstruktiv definici6i teljes dsszhangban
vannak a fiiggvények megszokott, elemi megaddsi médjaval: a definiciok az
értelmezési tartomdnyt és a hozzdrendelési szabalyt rogzitik. Azonnal meg
tudjuk adni, meg tudjuk ,,mutatni” barmely pont képét. Ezért konkrétabbak,
,,kézzelfoghatobbak”, viszont hosszabbak, bonyolultabbak, mint a hagyoma-
nyos definicidk. Utébbiakban bizonyos tulajdonsdgokkal rendelkezd fiiggvény-
osztalyt definidlunk. (Pl.: ,,a sik olyan egyenestarté transzformdciéja, aminek
van tengelye”.) Pont képének megadédsa csak egyéb, a definicibban nem

szerepld tulajdonsiagok levezetése utin lehetséges.

2. A konstruktiv mdédszer nem a legéltaldnosabb, nem a legkevesebbet
kivan6é formaban vezeti be a fogalmakat. Minden leképezéstipus vizsgalata
egy specidlis esettel kezdodik; ennek jellemzése utdn kovetkezik a szorzatleké-
pezés. A specidlis feldl haladni az altalanos felé szintén fontos didaktikai elv.
Ha azonban a sok tulajdonsdg koziil meg akarjuk hatdrozni a legfontosabbakat
— amik meghatédrozzdk a leképezést — akkor ez kiilon vizsgalatot igényel. Ezzel
a targyalds — a hagyomanyos felépitéssel 6sszehasonlitva — hosszadalmasabba,
kevésbé ,,gazdasdgossd” valik. A hagyomadnyos felépités az éltaldnos esettel
kezd, a leképezés f6 invaridnsai kdzvetleniil a definicioban jelennek meg. Ez a
mod az altalanositds, az analitikus jellemzés, a mas geometridkban valdé meg-
jelentetés szempontjdbol eldnyodsebb. A szorzatalakban vald el6éllitdst nem
kell kiilon tételben vizsgdlni, a megaddssal kapcsolatos alaptételek igazola-

sdban megjelenik.
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3. A 6.2. fejezetben érintettiik a transzformdcidk hagyomanyos és konst-
ruktiv definicidinak egyenértékiiségét. Véleményiink szerint az ekvivalencia
emlitése, vizsgdlata nemcsak elméletileg, hanem az oktatds szempontjabol is
fontos. Egybevagosag és hasonlosag esetén azért, mert a hallgatok kozoktatés-
beli tanulmanyaik sordn mas definiciot ismertek meg ezekre a fogalmakra, ill.
tandrként mas definiciét fognak majd tanitani. Affinitds és kollinedci6 esetén
pedig azért, mert a hallgatdk esetleges késObbi tanulmanyai sordn mas geo-
metridkban mds definicié vonatkozik rdjuk. A kiilonboz6 definiciétipusok
zavart okozhatnak, ha nem targyaljuk kapcsolatukat.

A kozépiskolai tankonyvek az egybevagdsdgot a hagyomanyos moédon, a
tavolsagtartds tulajdonsigéival vezetik be (pl. [10], [12], [13], [14], [29], [30],
[60]). A szerzOk altaldban a geometriai transzforméciok altalanos targyaldsaval
kezdik a témakort a 9. osztalyos tankOnyvben, utdna vezetik be az egybevago-
sag fogalmat, majd részletezik ennek specidlis eseteit. Olyan is el6fordul, hogy
a tengelyes tiikrozéssel kezdodik a témakor, majd a tobbi specidlis egybe-
vagosaggal folytatddik, az egybevagdsag definicidja pedig ezutin keriil sorra.
A tengelyes tiikrozéssekkel valo eldallitas is eltéroen jelenik meg. El6fordul,
hogy maér a tipusok fogalmait elokészitd példdkban tengelyes tiikrozések szor-
zatat vizsgdaljak. De éltaldban a tipusok definidldsa és tulajdonsdgainak vizsga-
lata utdn keriil sor tengelyes tiikrozésekkel valé eldallitasukra, esetleg csak a
10. osztédlyban. Van olyan tankonyv is, ami nem érinti ezt a témat.

A hasonl6sag definicidja kétféleképpen jelenik meg a kiillonb6z6 tankony-
vekben: vagy az aranytartds tulajdonsagaval vezetik be ([10], [12], [60]), vagy
centrdlis nyujtds és egybeviagdsdg szorzataként definidljak ([13], [14], [29],
[30]). Eltérések vannak a hasonlésdg ardnyanak fogalmdval és a centrélis
nyujtas aranydnak eldjelével kapcsolatban is.

Tobb szakkori fiizet €s egyéb, a kozoktatds szamara irt mu is foglalkozik a
nevezetes leképezésekkel, pl.: [11], [43], [47], [48], [49], [50], [52], [63].
Ezekben is dltaldban a hagyomanyos definiciok taldlhatok. Egyediil [11]-ben
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vannak a specidlis egybevagdsagok tengelyes tiikrozések szorzataként értel-
mezve.

Az egységes rendszer kialakitdsa érdekében az affinitds és a kollinedcié
fogalmait is metrikus alapon vezettiik be ugy, hogy szorosan kapcsolodtunk a
kordbban tanult leképezések definicidihoz. A hallgatoknak ez természetes,
hiszen erds benniik a leképezésekkel kapcsolatos metrikus gondolkodés. Ez
azonban azt a téves képzetet is okozhatja, hogy ezeket a fogalmakat — sot, az
,eg€sz” geometriat — kizdrdlag metrikus alapon lehet targyalni. Ezen segithet,
ha a megfeleld tételek utdn szélunk a hagyomdényos felépitéssel valé kapcso-
latrdl, a f6 invaridnsok kiemelésével. Ez lazitja a metrikus fogalmakhoz val6
kotédést, elOkésziti az altalanositast, a mas geometridk felé vald nyitést.

A kiilonboz6 definidldsi médokat esetleg rogton a fogalom bevezetésénél
is lehet érinteni. A megfeleld specidlis leképezések targyaldsa utdn az dltaldnos
leképezés fogalmat egy-egy olyan tételre alapozhatjuk, amiben bizonyos tulaj-

donsdgok egyenértékiiségét rogzitjiik:

8.1. Tétel. Az abszoliit sik egy leképezésének aldbbi tulajdonsdgai ekvivalensek
egymdssal:
- Elodll véges sok tengelyes tiikrozés szorzataként.
- Tavolsdgtarto transzformdcio.

Az ilyen leképezést egybevdgosdgnak nevezziik.

8.2. Tétel. Az euklideszi sik egy leképezésének aldbbi tulajdonsdgai ekvivalen-
sek egymdssal.:
- Elodll egy egybevdgosdg és egy centrdlis nyujtds szorzataként.
- Elodll véges sok tengelyes tiikrozés és centrdlis nyiijtds szorzataként.
- Ardnytarto transzformdcio.

Az ilyen leképezést hasonlosdgnak nevezziik.

8.3. Tétel. Az euklideszi sik egy leképezésének aldbbi tulajdonsdgai ekvivalen-
sek egymdssal:

- Elodll egy hasonlosdg és egy tengelyes affinitds szorzataként.
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- Elodll véges sok tengelyes affinitds és centrdlis nyiijtds szorzataként.
- Egyenestarto transzformdcio.

Az ilyen leképezést affinitdsnak nevezZiik.

8.4. Tétel. A kibovitett euklideszi sik egy leképezésének aldbbi tulajdonsdgai
ekvivalensek egymdssal:
- Elodll egy affinitds és egy centrdlis-tengelyes kollinedcio szorzataként.
- Elodll véges sok centrdlis-tengelyes kollinedcio szorzataként.
- Egyenestarto transzformdcio.

Az ilyen leképezést kollinedcionak nevezziik.

Ezek utin a leképezések fenti tulajdonsigai koziil azt hasznéljuk egy-egy

tovabbi kérdés vizsgalatdban, amelyik az adott esetre a legalkalmasabb.

4. Felépitésiinkben nemcsak az egybevagdsag definicidja tér el a kdzokta-
tdsban szereplOtOl, hanem annak axiomatikus alapja is. Persze az dltalanos- és
kozépiskolai tankonyvekben nincs explicit médon megjelend axiémarendszer,
de egy, a szemlélet alapjan elfogadott, tobbé-kevésbé burkolt alap természete-
sen mindig van. Ez az alap — a fenti tankonyvek alapjan — vagy a térbeli ,,moz-
gas”, vagy szakaszok, szogek ,,egybevigdsidga” (esetleg mindkettd), ill. ezek
alapveto tulajdonsdgai. A tankonyvek ezek alapjan vezetik be az egybevagdsag,
és a kiilonbozo tiikrozések fogalmait. A Tiikr6zési axidomékon alapulé targya-
lasban pontosan az ,.ellenkezd iranyd” felépitéssel taldlkoznak a hallgatok: itt a
sikratiikrozésen alapul ,,minden”. Tehdat pl. a tengelyes tiikrozés fogalménak
bevezetésénél a megszokott, felezOmerdlegest vagy térmozgést alkalmazé
definici6 helyett egy teljesen 4j form4ju és szemléletli definiciét ismernek meg
a hallgatok (3. fejezet, 8. 0). Ez a ,,szemléletvaltas” problémit jelent a hallga-
toknak, kiillondsen azért, mert rogton a geometria-tanulmanyok elején jelent-
kezik. Ezt a problémat taldn csak késObb lehet feloldani, pl. amikor a Parhu-
zamossdgi axiémaval ekvivalens allitdsokat targyaljuk. Ekkor bdvebben lehet
szot ejteni arrdl, hogy mas axiomak is ,,létrehozhatjdk™ ugyanazt a geometriat.

Természetesen itt azzal a problémadval is szembe kell nézni, hogy a hallgatdk
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mennyire vannak tisztdban az axidmarendszer Un. ,,klasszikus” (,,szemléleten”,

fizikai tapasztalatokon alapuld) és ,,modern” (definicids, logikai) jelentésével

([65D.

5. A kollinedciok targyaldsandl is felmeriil egy axiomatikus jellegii
probléma Ezt a leképezést az ,,idedlis elemekkel kibovitett euklideszi sik”-on
vezettiik be, amit ,,projektiv sik”’-nak is nevezhetnénk, mert illeszkedési,
rendezési és folytonossdgi struktirdja modellezi az Un. ,,valés (klasszikus)
projektiv sik” axidmarendszerét. Mi mégsem hasznaltuk ezt a fogalmat, a
kovetkezOk miatt. Vizsgdlataink sordn végig kiilonbséget tettiink az idedlis és a
kozonséges elemek kozott, tovabba a Tiikrozési és Parhuzamossagi axioméakon
alapulé metrikus fogalmakat hasznédltunk. A valds projektiv sikon azonban
(eredendben) nincsenek sem Kkitiintetett elemek, sem euklideszi alapi metrika.
Ha a hallgaté késObbi tanulmdnyai sordn taldlkozik a projektiv geometria
axiomatikus targyaldsdval, zavart okozhat a projektiv sik fogalmanak kétféle
hasznalata. Ha a centrdlis-tengelyes kollinedciét csak az eltlinési egyenestol
megfosztott euklideszi sikon definidlnank, akkor megmaradnank az euklideszi
geometria keretei kozott. De ez koriilményesebbé is tenné a targyaldst, hiszen
tobb ilyen leképezés szorzatandl tobb egyenest kellene kizarni. Természetesen
a hagyomdnyos axiomatikus projektiv utat is valaszthatjuk, és csak a valds
projektiv sik geometridjanak kiépité€se utan kapcsoljuk 0ssze a kollinedcio €s a

tobbi leképezés fogalmait (pl. [8], [28]).

6. A sikbeli és térbeli leképezések kozotti kapcsolat is figyelmet érdemel.
Kiilon a sikban €s a térben ugyan egységes felépitést valositottunk meg, de
nincs ,teljes” egység a sik és a tér kozott. Egyrészt nem ,,egyforma” pl. a sik-
beli és térbeli egybevigdsag definicidja: az egyikben tengelyes, a masikban
sikratiikrozés szerepel. Természetesen csak formailag nem egyezik meg, tartal-
milag igen, hiszen a sikbeli tengelyes tiikrozést sikratiikrozéssel definiéljuk.
(Ilyen fogalmi ,kettdsség” mads felépitésben is eléfordul. Pl. a hagyomdnyos
felépitésben szakaszok, szogek egybevigdsidga alapfogalom, mds alakzatoké

pedig az erre az alapfogalomra visszavezetett tdvolsagtarté leképezésekkel van
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definidlva.) A mésik probléma az, hogy a sikbeli leképezéseket egy sikon beliil
definiéltuk, a térben két kiilonbozd sik kozott nem Ilétesitenek kapcsolatot.
Ezért a két sik kozotti parhuzamos, ill. centralis vetités kiilon, uj tipusu specia-
lis leképezésként jelenik meg. Viszont felhaszndlasukkal 0ssze lehet kapcsolni
a sik- és térgeometriat gy, hogy beillesztjiik ezeket is a szorzatos felépitésbe:
sikbeli tengelyes affinitast elddllithatunk sikok kozotti térbeli tengely koriili
elforgatds €s parhuzamos vetités szorzataként; sikbeli, kozonséges centrumu és
tengelyli centrdlis-tengelyes kollinedciét pedig eldallithatunk sikok kozotti tér-
beli tengely koriili elforgatds és centrdlis vetités szorzataként. Igy ezeket az

elddllitasokat is felhaszndlhatjuk a leképezések vizsgélataban.

7. Eddig nem érintettiink azt a fontos kérdést, hogy mi lesz kor (kupszelet)
képe a leképezésekben. Ennek vizsgdlata csak az affinitdsok, ill. kollinedciok
esetén okoz problémat. Kor (kipszelet) affin, ill. kollinedcids képének vizsga-
lata a hagyoményos felépitésben részben vagy egészben analitikus geometriai
modon torténik. A konstruktiv felépitésben is sziikségiink van erre az eszkozre.
Kor tengelyes affinitdsndl, ill. centrdlis-tengelyes kollinedcionadl kapott képé-
nek vizsgélatat csak koriilményes modon tudjuk beilleszteni a szorzatos fel-
épitésbe. Az el6z0 pont végén emlitett, térbeli eldallitdsokkal kapjuk, hogy kor
képe tengelyes affinitasndl, ill. centrélis-tengelyes kollinedciondl egy korhenger-
ill. korkupfeliilet és egy sik metszésvonala. Egyenes korhenger, ill. korkip
esetén a Dandelin-tételek megadjdk valaszt, hogy mi ez a metszet, a ferde
esetre azonban nem. Affinitds esetén, kitérovel ugyan, de még valaszt kap-
hatunk ezen a médon. Ugyanis minden affinitds eldallithaté egy hasonldsdg és
egy meroleges tengelyes affinitds szorzataként (pl. [25], [41]); merdleges ten-
gelyes affinitdsndl pedig elérhetd, hogy egyenes korhenger sikmetszete legyen
a vizsgalt kor képe. De kollineacid esetén altalaban mar nem tudjuk biztositani
az egyenes korkupot. Ferde korkdp sikmetszetének vizsgdlata pedig minden-
képpen igényel koordindtageometriai eszkdzoket is (Apolloniusz ,,sziimptéma’-
keresése; specidlis sikkal pl. [53], dltaldnos esetben pl. [64]). A tobbi kipszelet

képének vizsgélatara pedig csak annyiban alkalmas a fenti mdédszer, hogy
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levezethetjiik: minden kupszelethez van olyan centrélis-tengelyes kolline4ci6 —
ellipszis esetén mar tengelyes affinitds is —, ami Ot korbe viszi. (Felhaszndlva,
hogy minden kipszelet elddllithaté egyenes korkip — ellipszis esetén egyenes
korhenger 1s j6 — sikmetszeteként, pl. [15].) Természetesen, ez az eredmény
elég tobb fontos témadval kapcsolatban is: igazolhat6, hogy barmely két kup-
szelethez van olyan kollineacid, aminél az egyik képe a mdsik; megoldhatok
kipszelet €s egyenes metszésével, érintésével kapcsolatos feladatok; bizonyit-
hatok a Pascal és Brianchon tételek. (Hiszen ezeket korre ,,konnyen” megkap-
hatjuk; pl. Pascal [9], [41], Brianchon [9], [15], [44].)

Ha a kudpszeletek affin, ill. kollinedciés képének vizsgdlatat teljes altala-
nossagaban részletezni akarjuk, akkor ezt a kezdetektdl fogva analitikusan
targyaljuk. De véleményiink szerint, tobb szempontbdl ekkor is megéri egy
specidlis esetben — egyenes korhengert, ill. -kipot feltételezve — a fenti,
szorzatos modon valaszt keresni. Egyrészt motivacids céllal; masrészt nagyon
szép példdja a sik- €s térgeometria Osszekapcsoldsanak; harmadrészt, sejtést
fogalmazhatunk meg az éltaldnos esetre. Utana pedig — utalva arra, hogy nem
minden esetben alkalmazhat6 ez a mddszer — természetes médon meriil fel az

analitikus mdd, hiszen a sejtett képek egyenleteit ismerjiik.

8. Részben ugyanez a helyzet a leképezések fixpontjaval kapcsolatban is.
A kovetkezd fejezetben ismertetiink a hasonlésdgok és kolline4cidk fixpontjé-
nak létezésére egy szorzatokra €piilo konstrukciét, aminek alapja a 3.10. Tétel.
Mint l4tni fogjuk, a minden részletre kiterjedd bizonyitds — foleg kolline4cid
esetén — hosszadalmas. Ha nem akarunk mindent kirészletezni, akkor hasonl6-
sag esetén viszonylag roviden megmutathatjuk a fixpont 1étét. Természetesen
tobb mds szintetikus moddszer is rendelkezésre all hasonlésdg fixpontjaval
kapcsolatban. De a kollinedcidk fixpontjat mar mindenképpen analitikus titon

érdemes keresni.

9. Itt emlitjilk meg, hogy éppen az el6zOekben emlitett, szintetikusan nehe-
zen targyalhat6 részek eredményeinek szemléltetésében nagyban segithet egy

dinamikus geometriai szoftver haszndlata, pl. a magyar ,,Euklides”, a francia
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,,Cabri”, a német ,,Cinderella” ([70], [67], [68], [1]). Mar pl. az eltolds és az
elforgatds targyaldsa kapcsdn haszonnal alkalmazhatd, amikor azt vizsgaljuk,
hogy az Oket elddllité tikkrozések tengelyei koziil az egyik (bizonyos feltételek
mellett) tetszolegesen vehetd fel. Egyenes, kor, kipszelet képének vizsgélata-
kor is nagy segitséget nyujt a részletek mozgathatésaga, mozgé pont nyom-
vonaldnak meghatdrozésa, kiilonosen affinitds, kollinedcié és inverzié esetén.
A hasonlésdg (€s a kollineécio) fixpontjara adott konstrukciénk papiron, tdblan
nehezen elképzelhetd részletei is hatdsosan, az alapotletet megvildgité médon

jelenithet6k meg ezzel az eszkozzel.
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9. Fixpont, invarians egyenes

9.1. Hasonlésag

A sikbeli valédi hasonlésdgok fixpontja 1étezésének tobbféle bizonyitdsa
ismeretes. Paralelogrammaét felhaszndld, klasszikus bizonyitds: pl. [6], [20],
[31], [41], [51], [52], [55]. A fixpont meghatdrozdsa korokkel irdnyitastartd
esetben: pl. [5], [39], [42], [52], [66] ([52]-ben Apolléniusz-korrel az dltalanos
eset 1s). Koordinatageometriai, linearis algebrai médszer: pl. [3]. Szintén line-
aris algebrai, az affinitdsok fixpontjara vonatkozé megfontoldsok: pl. [31],
[32]. A folytonossédg fogalmét felhaszndld bizonyitas: pl. [5] (a térbeli esetre; a
fixpont szerkesztése Apolldniusz-gombbel). Szintén [S]-ben az irdnyitisvalto
esetre a klasszikustol eltérd konstrukceid is szerepel.

Mi itt olyan bizonyitast adunk, amely szervesen kapcsolddik eddigi felépi-
téslinkhoz ([36]). Konstrukcionk alapja a leképezések szorzat alakja, és a 3.10.
Tétel. A bizonyitds 1. pontja (tengelyes tiikroz€s) az el6z6ekben utoljara emli-

tett, [5]-beli konstrukciéhoz hasonlit.

9.1. Tétel. Az euklideszi sikon minden olyan hasonlésdgnak, ami nem egybe-

vdgosdg, pontosan egy fixpontja van.

Bizonyitas. Tekintsiink egy nem 1 ardnyd hasonldsagot, amit a 6.8. Tétellel

allitsunk eld Ny ;M alakban, ahol M egybevdgésdg, A>0, A#1. A fixpont

egzisztencidjanak bizonyitdsandl a 3.10. Tétel alapjan két 6 esetet kiillonboz-
tetiink meg: 1. M tiikr6zés (tengelyes vagy centralis); 2. M két tiikr6zés szor-

zata (csusztatva tiikkrozés, eltolds vagy elforgatds).

1. M =T,, tengelyes tiikrozés. (18. dbra) O-nak b-re valé merdleges vetiiletét

jelolje B. Az Ny ;T, szorzatnak P fixpontja lesz, ha OP=AOP*, ahol

OP _OB+BP
Y oP* OB-BP

P*=T,(P) . A tikrozés miatt BP*= PB, ig . Ez pontosan
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akkor egyenl6 A-val, ha BP =%0B . Nyilvan létezik ilyen P pont, és az
+

elozoek szerint fixpontja az adott hasonldsdgnak.

t b
B P O
_P et 'L_.__.__
18. dbra

Ha tekintjiik a P fixponton dtmend, (OP)-re merdleges ¢ egyenest, akkor
azonnal latszik, hogy az adott hasonl6sag t-nek P kezdOpontu félegyeneseit
invaridnsan hagyja, a r 4ltal hatdrolt félsikokat pedig felcseréli. Igy a 6.1. Tétel

szerint N ; T, =Np T, tiikrozve nyujtas.

Ha M =Ty centrdlis tiikrozés, akkor is az el6z0 gondolatmenettel és képlettel

kapjuk a P fixpontot. (OP)-nek a P kezdOpontu félegyenesei, €s az altala hata-

rolt félsikok is felcserélddnek, igy a 6.1. Tétel szerint, most Ny ;T =Np _,
centrélis nyujtas.

2. Az eltolas, elforgatds és csusztatva tiikkrozés eseteket az eldzdekre fogjuk
visszavezetni. A mdsodik tiikr6z€s tengelyét, ill. centrumdt bizonyos feltételek

mellett szabadon vehetjiik fel. Azt vizsgéljuk, hogyan kell ezt felvenni ahhoz,
hogy a ra val6 tiikrozés €s N ; szorzatanak fixpontja illeszkedjen az elsd
tikkrozés tengelyére. Ekkor ugyanis ez a pont az adott hasonl6sagnal is fix lesz.

Legyen el0szor M csusztatva tiikrozéEs, jelolje ¢ M invaridns egyenesét. Tud-

juk, hogy M =TzT,, ahol a Lc, Bec, B&a (19. 20. abra). A felbontés

a’?

nem egyértelml, pl. B-t tetszOlegesen vdlaszthatjuk, csak az AB szakasz

nagysaga €s iranya legyen éllando, ahol A:=anc. Jelolje P Ny ;Tp 1.

esetnél kapott fixpontjit, K pedig O merdleges vetiiletét c-n. Célunk, hogy B-t
ugy vegyiik fel c-n, hogy P illeszkedjen a megfeleld a-ra. P pontosan akkor
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1lleszkedik a-ra, ha % = % (Ha K # O, akkor hasonl6 hdromszdgek miatt;

ha K =0, akkor pedig a megfelel6 szakaszok egyenlOsége miatt.) Vdlasszuk

1+ .
B-tugy, hogy KB = %AB . Ekkor az 1. eset miatt Pe a.

~ a
0| \\“‘x. P q
r!‘\ \\ — B
D ST il __ 9k Ly __ 2
c A c A=P
19. abra 20. abra

A centralis tikrozésnél kapott eldallitds miatt a hasonlésdg Np T, =Np ;T
tikkrozve nyujtds, ahol £ a P-n 4tmend, a-ra merdleges egyenes.

Legyen masodszor M eltolds, jelolje ¢ az O-ra illeszkedd invaridns egyenesét.

Tudjuk, hogy M=T,T,, ahol a Lc, b Lc (21. dbra). A felbontas nem egy-

értelmii, pl. b-t tetszOlegesen vdlaszthatjuk, csak az AB szakasz nagysdga és
irdnya legyen éllandd, ahol A:=anc, B:=bNc. Az el6z0 esethez hasonld

modon kapjuk, hogy ha b-t ugy valasztjuk, hogy OBz%AB, akkor

No T, 1. esetnél kapott fixpontja illeszkedni fog a-ra. Az 1. esetben a tenge-
lyes tiikrozésnél kapott elddllitas miatt a hasonlésag most Np ;T,T, =Np ;

centrélis nyujtas, mertitt t =a .

a b

S A SO O

c A=P B

21. abra 22. abra
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Végiil legyen M elforgatas, jelolje K a fixpontjat. Tudjuk, hogy M=T,T,,
ahol Kea,b (22. dbra). A felbontds nem egyértelmii, pl. b-t tetszOlegesen
valaszthatjuk, csak ¢ nagysédga és irdnya legyen dllandd, ahol ¢ a és b irdnyi-
tott szoge. Ha O = K, akkor ez a pont nyilvan fix az adott hasonl6sagnél. Ha

¢ =0°, akkor M az identikus leképezés, ekkor O a hasonldsiag fixpontja. Ha
‘¢‘:90°, akkor M kozéppontos tiikrozés, az 1. esetben mar vizsgaltuk. A
tovabbiakban legyen O # K és 0°< ‘¢‘ <90°. Most is az a cél, hogy b-t ugy
vegyiik fel, hogy N, ;T 1. esetnél kapott fixpontja, P, illeszkedjen a meg-
feleld a-ra. Jeldlje ¢ az O-bol b-re éllitott merdleges egyenest, B pedig a

. . . B tgw
metszéspontjukat. P pontosan akkor illeszkedik a-ra, haO—:g—, ahol w

tgo

jeldli a (KO) és b egyenesek irdnyitott szogét. (|| #90°, mert |g|#90°.)
) ) 1+ :
Vilasszuk b-t ugy, hogy tga):ntgqb. Ekkor az 1. eset miatt Pe a. A ten-

gelyes tiikkrozésnél kapott eléallitds miatt a hasonl6sag most Np ; T,T, , vagyis

forgatva nyujtas az eredeti szoggel, hiszen 7| b .

Ezzel minden esetben megkonstrualtuk a fixpontot. A szorzatel6allitdsokbodl
adodik, hogy mas fixpont nincs. A fixpont unicitdsa természetesen az arany-

tartasbol és a A #1 feltételbdl is adodik. o

Megjegyezziik, hogy az egyes esetekben a bizonyitds szerkesztési eljarast

is ad a fixpontra, ha adott az egység és a A szakasz is. Az elforgatds és a

csusztatva tilkkrozés esetén mas szerkesztés is adhat6. A BP=——OB

: 2
egyenldségbdl kapjuk, hogy OP:A—)LIOB, igy P éppen B képe az O
+

centrumd, ardnyld centrélis nyujtdsndl. Az elforgatds esetében ez azt

A+1

jelenti, hogy mikozben b ,.korbefordul” K-n, N, 3T, P fixpontjanak mértani
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helye éppen OK Thalész korének képe az eldbb emlitett centralis nyujtasnal
(22., 23. abrdk). Méasrészt a P fixpont rajta van OK 90°—‘¢‘ szogl 1atékorén
1s. A két kor metszéspontjai koziil az lesz a keresett P fixpont, amire az OKP
haromszog pozitiv, ill. negativ koriiljarasy, attdl fliggben, hogy ¢ pozitiv, ill.
negativ. Csusztatva tiikkrozés esetében pedig, mikdozben B ,végigfut” c-n,

Ny ,Tp P fixpontjanak mértani helye éppen ¢ képe az el6bb emlitett centralis

nydjtasnal, d (19., 24. dbrak). Masrészt (KOP)<« =(APB)<, ami AB segitsé-

gével szerkeszthetd. (Itt OK-t és AB-t is irdnyitds nélkiil tekintettiik.)

23. abra 24. abra

A térbeli valédi hasonlésdgok fixpontjanak konstrukcidja teljesen hasonld
a sikbeli esethez. A gondolatmenet alapja a 3.10. Tétel kovetkezd analogonja:
A tér minden egybevigdsiaga elddll két tiikrozés szorzataként tgy, hogy az
egyik tiikrozés fixalakzatdt — ami lehet sik, egyenes vagy pont — bizonyos fel-
tételek mellett tetszOlegesen vélaszthatjuk. Ha egy térbeli valodi hasonldsagot
elddllitunk egy egybevagdsag és egy centrdlis nyujtds szorzataként, akkor itt is
az elso tényez0 tipusait kell sorravenni. Ha ez a tényezd tiikroz€s, csusztatva

tilkkrozés, eltolds vagy tengely koriili elforgatds, akkor a pontosan ugyanazzal a
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modszerrel, képlettel kapjuk a fixpontot, mint a megfeleldé sikbeli esetben.
Forgatva tiikrozésnek, ill. csavardsnak nincs sikbeli megfeleldje; ezek metszd
sikra és egyenesre, ill. két kitérd egyenesre vonatkozo tiikrozések szorzatai. Itt

a forgatds, ill. a forgatds és eltolds mddszereit alkalmazva kapjuk a fixpontot.
9.2. Kollineacio

Kovetkezik a sikbeli kolline4dciok fixpontjara, invaridns egyenesére vonat-
koz¢ tétel. Ezt leggyakrabban analitikus tton igazoljuk (pl.: [21], [28], [57]).
Szintetikus bizonyitdsai is 1éteznek: a fixpont bizonyos kupszeletek metszés-
pontjaként addédik pl. [4]-ben, [7]-ben, [62]-ben; [28]-ban pedig egy kiilonle-
ges bizonyitds szerepel, ami nagyrészt a Dedekind-féle folytonossdgi axioman
alapul.

Mi a hasonl6sag fixpontjara vonatkozo fenti konstrukcidval analég mdd-
szert alkalmazunk: A kolline4ciét harom leképezés szorzatira bontjuk, €s elér-
jiik, hogy a masodik és harmadik leképezés szorzatdnak fixpontja az elsOnél is
fix legyen ([38]). Itt is az egybevagdsdgokra vonatkoz6 3.10. Tételben szerepld

valaszthatdsag lesz az alap.

9.2. Tétel. A kibovitett euklideszi sikon minden kollinedcionak van fixpontja

vagy invaridns egyenese.

Bizonyitas. Affinitasndl az idedlis egyenes invaridns. Centralis-tengelyes kol-
linedciéndl pl. a centrum fixpont. Nem affin és nem centralis-tengelyes kol-

line4ciok eseténél a bizonyitist az alabbi harom segédtételre alapozzuk.

9.3. Segédtétel. A kibovitett euklideszi stk minden nem affin, és nem centrdlis-
tengelyes kollinedcioja elodll egy irdnyitdsvdlto egybevdgdsdg és egy specidlis
vagy egy olyan dltaldnos centrdlis-tengelyes kollinedcio szorzataként, melynek

ardnya pozitiv, de nem 1.

9.4. Segédtétel. Tekintsiik egy olyan centrdlis tiikrozés és egy olyan nem affin
specidlis centrdlis-tengelyes kollinedcio szorzatdt, melyek centrumai kiilonbo-

zok. A szorzatnak van kozonséges fixpontja a centrumok egyenesén.
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9.5. Segédtétel. Tekintsiik egy olyan centrdlis tiikrozés és egy pozitiv, de nem 1
ardnyi olyan nem affin dltaldnos centrdlis-tengelyes kollinedcio szorzatdt,
melyek centrumai kiilonbozok. A szorzatnak van kozonséges fixpontja a centru-

mok egyenesén.

A 9.3. Segédtétel bizonyitasa. Tekintsiink egy, a feltételeknek megfelelé ®
kollinedcidt. A 6.10. Tétel alapjan -t elddllithatjuk egy H hasonldsag és egy
&, centralis-tengelyes kollinedcié szorzataként igy, hogy a H irdnyitastartisa
vagy -valtdsa nincs még meghatarozva. Valasszuk most H-t irdnyitdsvaltonak,
aranyat jelolje u(>0), P, centrumit pedig jelolje C. H-t bontsuk fel egy M
irdnyitasvaltd egybevagdsag és egy C centrumu N centrdlis nyujtds szorzatéra.
N ardnya lehet x is és —u is, késobb fogjuk megvalasztani. N és @, szorzata
egy olyan egyenestartd transzformacid, melynek C centruma, €s melynél az
idedlis egyenes képe i'. Tehat — az 5.7. Tétel szerint — ez a szorzat is egy nem
affin centrélis-tengelyes kollineicid, ®,, melynek centruma C, irdnyegyenese
pedig i'. Ezzel — a 6.3. Tétel szerint — az eredeti ® kollineéciot eldéllitottuk az
M irdnyitasvaltd egybevagdsig és a @, nem affin centrdlis-tengelyes kollinea-
ci6 szorzataként. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy N ardnydnak megfeleld
valasztasaval elérhetd, hogy P, specidlis vagy pedig pozitiv ardnyd dltalanos
centrélis-tengelyes kollineaci6 legyen. Ha @; specidlis centrélis-tengelyes
kollineédcid, és u =1, akkor N ardnyét valasszuk 1-nek; ekkor @, egyenld ®;-
gyel. Ha @, specidlis centralis-tengelyes kollinedcid, de u #1, akkor @, olyan
altalanos centralis-tengelyes kollineaci6 lesz, melynek ardnya megegyezik N
aranyaval. Ebben az esetben N ardnyat valasszuk g-nek. Ha &, altalanos
centralis-tengelyes kollineacio, akkor @, specidlis vagy olyan altalanos
centralis-tengelyes kollinedcid, melynek ardnya egyenld &, és N ardnyainak
szorzatdval, attdl fiiggden, hogy ez a szorzat 1 vagy nem. Ekkor N ardnyét

valasszuk ugy, hogy ®; ardnydval vald szorzata pozitiv legyen.o
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A 9.4. Segédtétel bizonyitasa. (25. dbra) A P, specidlis centralis-tengelyes
kolline4cié centruma C, tengelye ¢, irdnyegyenese f, a tiikkr6zés centruma O,
O #C, és el0szor legyen O¢ t. Olyan P kdzonséges pontot keresiink (CO)-n,
melyre ®,(P*)=P, ahol P*:=T,(P). Ez pontosan akkor teljesiil — a 4.3.b.

CP _ FC

Definici6 szerint —, ha

P*P CP*

25. abra

7z

Legyen X‘_Q és
: y =0’

L CP CO+OP FC FC
A tiikrozés miatt = , =
8 20P CcpP* CO-OP

czzg—g(;t 0); c¢ konstans, fiiggetlen P (CO)-n val6 helyzetétdl. Ezeket fel-

haszndlva, x #0;1 esetén a fixpontra a kovetkez0 feltételt kapjuk:

1+_x= ¢ , x*+2ecx—1=0
2x  1—-x

Sem 0, sem 1 nem lehet gyok, mert ¢ #0. A diszkriminans 4¢* +4>0, tehat

az egyenletnek két egymastol, 0-t6l és 1-tol kiilonbozo valds gyoke van:
X, =—ct+c’ +1
OP = xCO alapjan megkapjuk a P kozonséges fixpontot.
o . 00 o
Ha Oet, akkor O nyilvan fixpont, és 7 =0. Mésrészt ekkor ¢ — —oo

vagy ¢ —> oo attdl fiiggben, hogy O az f-et tartalmaz6 félsikban vagy a masik-

ban tart ¢-hez. lim(—c ++/c” +1) = lim (—c —et+ 1) =0. Tehét a fenti képlet

c—o c——o0

O et esetén 1s — hatarértékként — fixpontot szolgdltat.o
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A 9.5. Segédtétel bizonyitasa. (26. abra) A &, altalanos centrélis-tengelyes

kollineéci6 centruma C, tengelye t, ardnya A(>0,#1), a tiikrozés centruma O,

O+#C,és T=(CO)Nt, és eloszor legyen T kdzonséges pont. Olyan P ko-
zonséges pontot keresiink (CO)-n, melyre ®,(P*)=P , ahol P*:=T,(P).Ez

CP CP*

pontosan akkor teljesiil — a 4.3.a. Definici6 szerint —, ha — =1 :
TP TP*

26. abra
CP_CO+0P | i . .. CP* CO-OP OP
= , és a tiukrozés miatt = . Legyen x=——o0,
TP TO+OP TP* TO-OP Cco
170 . L ‘n
a= o (#1); a konstans, fiiggetlen P (CO)-n val6 helyzetétol. Ezeket fel-
haszndlva, x #*a esetén a fixpontra a kdvetkezd feltételt kapjuk:
1+x:/11—x, x2+/1+1(a—1)x—a=0
a+x a—x -1
‘ 24 : 2 ,
x==a esetén a(a— l)ﬂ =0,1ll. al—a) 1 =0, igy *a pontosan akkor

gyok, ha a=0.Ha a=0, akkor a gyokok: x, =0, x2=%. x,#0,1igy ez

: T
a gyok fixpontot szolgiltat. a=C—g=0 pontosan akkor, ha T=0, Oet.

Ekkor O nyilvén fixpont, igy az x, =0 gyok is fixpontot szolgaltat. Tegyiik fel

ezutan, hogy a #0. Legyen r:= j+1 ,és s:=a—1.Igy az egyenlet:

X +rsx—(s+1)=0
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Diszkrimindnsa r’s>+4s+4, r>>0. Ez utébbi kifejezés diszkrimindnsa
644
(4-1)

egyenlet diszkrimindnsa pozitiv, tehit az egyenletnek két egymastol és *a -t6l

16(1-r*)=—

-, ami A >0 miatt negativ. Igy a fixpontot meghatédrozé

kiilonbozo valds gyoke van:

—rs+\/ P+4(s+1)

Yo

Ha itt s=-1, vagyis a =0, akkor éppen az a =0 eset gyokeit kapjuk. Tehat
ez a képlet a-tdl fliggetleniil hatdrozza meg a fixpontokat. OP = xCO alapjan
megkapjuk a P kozonséges fixpontot.

Ha T idedlis pont, akkor a fixpontra vonatkoz6 feltétel — a 4.3.a. Definicio

szerint — CP=ACP*. CO+OP=A(CO-O0P), tehtgzﬂzl.Més—
CO A+1 r

részt ekkor s — —co vagy s — oo attdl fliggden, hogy O a -t tartalmazoé félsik-

ban vagy a mdsikban tart a C-n dtmend t-vel parhuzamos egyeneshez. Ha

r>0, akkor lim(=rs+/r’s? +4(s+1) )= lim (—rs = rs* + 45 +1) | ==

s —>00 §—>—0o0 I"
Ha r<0, akkor a négyzetgyokok eldjelének felcserélésével ugyanezeket a
hatarértékeket kapjuk. Tehat a fenti képlet akkor is fixpontot szolgaltat —

hatarértékként —, ha T idedlis pont.O

A 9.2. Tétel bizonyitasanak folytatasa. Legyen tehat & egy olyan kollinea-
cid, ami nem affin és nem centralis-tengelyes kollinedcio, és a 9.3. Segédtétel
alapjan allitsuk el6 ® =®,M alakban, ahol M irdnyitdsvalt6 egybevagdsag,
®, pedig nem affin centralis-tengelyes kollinedcié. M tengelyes tiikr6zés vagy
csusztatva tiikrozés. Ha M tengelyes tiikr6zés, akkor a tengelyek metszés-
pontja fix. Legyen most M csusztatva tiikrozés, invaridns egyenese m, P,
centruma C, tengelye t. Ha Ce m, akkor m invaridns egyenese ®-nek is. Ha

m Lt vagy m||t, akkor ¢ ideédlis pontja fix ®-nél. A tovabbiakban legyen m

olyan, hogy C¢ m, m Xt,ésma kozonséges L pontban metszi 7-t (27., 28.
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abrdk). M-et bontsuk fel egy centrdlis és egy tengelyes tiikkr6zés szorzatdra,
M=T,T,, ahol Oesm, d Lm, O¢d . Ez a felbontds nem egyértelm, pl.
O-t szabadon valaszthatjuk m-en. O #C, mert Oem és C¢& m, igy — 9.4. és
9.5. Segédtétel szerint — a ®@,T, szorzatnak van kozonséges fixpontja (CO)-n.
Megmutatjuk, hogy O vélaszthat6 Ggy, hogy ezen fixpontok egyike illeszkedik
d-re. Igy ez a pont fix lesz ®-nél is.

1. eset: @, specidlis centralis-tengelyes kollinedcid. (27. dbra) ®,-vel kap-

csolatban ua. jeloléseket hasznaljuk, mint a 9.4. Segédtétel bizonyitdsanal.
Legyen tovabbd K C-nek m-re valé6 merOleges vetiilete; E:=f nm; O:
Oem, O+L, egyébként tetszOleges; D:=d Nnm. Az OD szakasz nagysaga
€s iranya allandod, ezeket az M csusztatva tiikrozés meghatarozza. Legyen P a

D, T, szorzat egyik kozonséges fixpontja (CO)-n. Célunk, hogy P illeszked-

oP _0D
KO’

jen d-re. Ez pontosan akkor &ll fenn, ha ) =

27. abra

. P
A 9.4. Segédtétel bizonyitdsdnak végén kaptuk, hogy % =—c*+c’>+1, ahol

OD
FC . EL . ... 0D gL
¢ =——, ami most egyenl0 — -val. Masrészt = . Legyen
co = To Ko KL L0 %
EL EL
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azzg—IZ(i 0) és p :=%(¢ 0) ; ezek konstansok, fiiggetlenek O m-en val6

helyzetétol. c ;«tO;—l esetén Pe d feltétele:

—ci\/cz+lzil, 2a,6’e3+(0{2+2a—,6’2)c2—2ﬁc—1=0
+7
p c

Sem 0, sem 1L nem gyok, mert «, f#0. Tovabba, az egyenlet harmadfok,

igy van valdés megoldasa. LO =1EL alapjan vélasztva O-t, teljesiil a Pe d
c

illeszkedés. (Feltettiik, hogy O # L; ez teljesiil, mert itt L-tol kiillonb6z6 O-t

kapunk.) Ezzel a specidlis centralis-tengelyes kolline4ci6 esetét lezartuk.

2. eset: P, dltaldnos centrélis-tengelyes kollinedcid. (28. dbra.) ®,-vel kap-

csolatban ua. jeloléseket haszndljuk, mint a 9.5. Segédtétel bizonyitdsanal.

Legyen tovabbd K C-nek m-re valé6 merdleges vetiilete; g: Ce g, gl|t;
G=gnm; O: Oem, O+G, egyébként tetszoleges; D:=d nm. Az OD
szakasz nagysdga és irdnya allando, ezeket az M csusztatva tiikkr6zés meghat4-

rozza. Legyen P a ®,T, szorzat egyik kozonséges fixpontja (CO)-n. Célunk,

. : P D
hogy P illeszkedjen d-re. Ez pontosan akkor &ll fenn, ha % = ob

KO’

28. abra
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OP —rs+\/r2s +4(s+1)

A 9.5. Segédtétel bizonyitdsanal kaptuk: 5 , ahol
LG
A+1 70 70 LO oD LG
r=——, s=——-—1. Itt = = +1. Legyen ¢ . =——(#0
-1 " co co GO GK KO &y ooV
OD OD
, GK
és fB:= O—D(;t 0) ; ezek konstansok, fiiggetlenek O m-en valé helyzetétol. Igy
Ry __ % , ebbol oD - .S ¢ﬂ esetén tehat Pe d feltétele:
KO KO «a-ps
p+o2
oD
—rs+\/r2s +4 s+1 s
2 Ca- Bs’

B(B+r)s’ +(,b’2 —20(,3—0{r—1)s2 +a(a-2p)s+a’ =0
Sem ﬂ, sem 0 nem gyok, mert & # 0. Ha az egyenlet harmad- vagy elsofoku,

akkor van valds gyoke. Ha masodfoki, vagyis f+r =0, és az 4j féegyiitthatd
nem 0, akkor az egyenlet:

(r2 +0{r—1)s2 +0{(0{+2r)s+0{2 =0

Diszkrimindnsa &’ (a+ 2r)2 —4(;*2 +ar —l)cz2 =a’ (a2 + 4) >0, igy ekkor is

van valés gyoke az egyenletnek. Még azt kell beldtnunk, hogy az egyenlet

legaldbb elsofoku. Ha ez nem lenne igaz, akkor r(r + @) =1, o =-2r lenne, és

1 . :
igy —r” =1, ami nem lehet. GO =—LG alapjan vélasztva O-t, teljesiila Pe d
s

illeszkedés. (Feltettiik, hogy O # G . Ez teljesiil, mert itt G-t6l kiilonboz6 O-t
kapunk.) Ezzel az 4ltaldnos centrdlis-tengelyes kollineacio esetét is lezartuk, a

9.2. Tételt belattuk.o

A hasonldsag fixpontjara vonatkozo tétel utan, annak szerkesztése kapcsan

emlitetiink bizonyos, a fixponttal kapcsolatos mértani helyet. Most ennek ana-
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16g eseteként, a 9.2. Tétel kiegészitéseként megvizsgaljuk a ®,T,, szorzat fix-

pontjainak mértani helyét, mikdzben O végigfut m-en. Ez a mértani hely nem
olyan egyszer(i, mint ami a hasonldsdgnal volt, meghatdrozdsara analitikus

modszert alkalmazunk.

1. eset: P, specidlis centralis-tengelyes kollinedcio. (27. dbra)

A koordinatarendszert a kovetkezéképpen vessziik fel: L(0;0), ©» y=0, f:

y=-1. Legyen C(k;0) (k#0); m: x+by=0; O(-bo;0) (0#0). Ekkor

CO(~bo—k:0), F(M;—lj, FC(—k+b0;1j. Mivel FC=cCO,
o o

igy c= l Felhaszndlva a 9.4. Segédtétel bizonyitdsdnak végén a P fixpontra

o
1, [1 .
OP=|-~% |—=+1|CO,il. P=L
o o

attél fiiggben, hogy O#L (0#0), ill. O=L (0=0). Legyen P(x;y).

kapott formulat:

Ekkor az elso koordinatara:

1+ 2
et bo=(—bo—k)—ENFOT 2o
o

ox> +20°xb — 20xb — 2xk — 2b*0* — 2bok — 2bo’*k —ok* =0, ill. x=0

A masodik koordinatara:

~1++/1+0’

y—o=0—————,ill. y=0
0
y>=2y0+2y—20=0,ill. y=0

Ezekbdl a "CoCoA” nevii komputer-algebrai szoftver ([56]) segitségével a

kovetkezo egyenletet kapjuk (x;y) -ra:

by’ +xy+2x+(k+2b)y=0
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A maésodfokd polinom maétrixdnak vizsgdlata adja, hogy ez egy hiperbola

egyenlete: a matrix determindnsa det(A) =§ #0, a megfeleld aldeterminéns

det(A;;) = —i <0. A C-n d&tmend egyenesek koziil pontosan az aszimptotdkkal

parhuzamosaknak van egy ko6zos pontjuk a hiperbolaval. (CL)-nek egy pontja
van a gorbén — L(0;0) —, igy az egyik aszimptota parhuzamos az x-tengellyel,
egyenlete y=—-2. A tobbi (CO) egyenesnek (Oe m, O # L) két pontja van a
gorbén, tehat a masik aszimptotanak m-mel kell parhuzamosnak lennie, egyen-
lete x+by=—k. A C-n 4&mend, m-mel parhuzamos egyenes s: x+by =k, és

ennek hiperboldn levé pontja S(k+b;—1). Ez a pont nem fixpont egyetlen O

esetén sem.

2. eset: P, altalanos centralis-tengelyes kollineacid. (28. abra)

A koordindtarendszert a kovetkezOképpen vessziik fel: L(0;0), . y=0,

C(k;1). Legyen m: x+by=0 (k+b#0); O(-boj0) (0#1); G(-b;1). Igy

CO(~bo—k;o-1), T(Ohi’b;o} TC(—kerlO;lj. Mivel TC = sCO, gy
0— 0—

s =—— . Felhaszndlva a 9.5. Segédtétel bizonyitasdnak végén a P fixpontra

o—1

kapott formulat:

r P’ 40
Tooit 0 st 1
° (02 o7l o i or=Lco
r

OP =

attdl fiiggden, hogy O0#G (o#1),ill. 0=G (0=1). Legyen P(x;y). Igy

az elso koordinatara:

—ri\/r2 +40(0—1)

2(0—1)

x+bo=(—bo—-k)

, 11 x+b=(—b—k)l
r
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ox> — x> +2xbo* — 2xbo — xbor — xkr —b*0*r —bokr —b*0* —=2bo’k —k*0 =0,

rb+b+k

r

ill. x=-

A masodik koordinatara:

—ri\/r2 +40(0—1)
2(0—1)

y—o=(0o-1) Sl y=1

y>=20y+ry—or+o0=0,ill. y=1
Ezekbdl a "CoCoA”-val most a kovetkezd egyenletet kapjuk (x;y)-ra:
by’ +xy+(r—=Dx+(k+br)y=0

A madsodfokid polinom madtrixdnak vizsgélata adja, hogy ez is egy hiperbola

(r=D(b+k)  b+k
4 T 24-1)

egyenlete: a matrix determindnsa det(A) = #0, a meg-

felel6 aldetermindns det(A;;) = —% <0. A két aszimptota most is parhuzamos

t-vel, ill. m-mel, egyenleteik: y=1—r, ill. x+by=—k—b. Az s egyenes, ill.
az S pont definiciéja ua., mint az el6z6 esetben; egyenlete, ill. koordinétai

. 2k +br+b 1- ,
most: s: x+by=k+b, ill. S( k l2)r b; 2rj.Ezap0ntm0st sem fixpont

egyetlen O esetén sem.

Tehit a ®,T, szorzat (kbzonséges) fixpontjainak mértani helye mindkét

esetben egy hiperbola, kivéve annak egy pontjat.c
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10. Axiomatikus hattér

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a Tiikrozési axiomék és a tobbi axiéma-
csoport kapcsolatat ([34], [35]). Gondolatmenetiinkben [44] és [45] Illeszkedési
€s Rendezési axiomdakkal, tovdbbd a geometriai transzformdacidk altaldnos
tulajdonsdgaival foglalkoz6 fejezeteinek anyagira tdmaszkodunk. ([44] 13.-21.
0.; [45] 7.-17. 0.) Ebbdl a részbdl csak az Illeszkedési és Rendezési axiomakat
soroljuk fel, mert azokat a [44]-ben és [45]-ben szereplOktOl némileg eltérd
formédban mondjuk ki. Az idevagé tételek koziil pedig csak a mds felépitésben
,,Pasch axioma”-nak nevezett allitast emeljiik ki, mert a késobbiekben tobbszor

alkalmazzuk. A fejezetben irdnyitds nélkiili szakaszokat haszndlunk.
10.1. Axiomak

Illeszkedési axiomak:

I1. A térben van legaldbb négy, nem kollinedris és nem komplandris pont.

12. Bdarmely két ponthoz pontosan egy olyan egyenes létezik, amely tartalmaz-

za azokat.
13. Bdarmely egyenesre legaldbb két pont illeszkedik.

14. Bdrmely hdrom, nem kollinedris ponthoz pontosan egy olyan sik létezik,

ami tartalmazza azokat.
IS. Bdarmely sikra illeszkedik legalabb hdrom, nem kollinedris pont.

16. Ha egy egyenes két pontja illeszkedik egy sikra, akkor az egyenes is illesz-

kedik arra a sikra.
Rendezési axiomak:

R1. A tér bdarmely P pontja a rd illeszkedé bdrmely egyenes P-tol kiilonbozo
pontjainak halmazdt két nem iires, diszjunkt részhalmazra bontja a

kovetkezo modon:
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- két pont pontosan akkor tartozik kiilonbozo részhalmazba, ha P elvd-
lasztja Oket,
- két pont pontosan akkor tartozik azonos részhalmazba, ha egyikiik elvd-

lasztja P-t és a mdsikat.

R2. A tér bdarmely e egyenese a rd illeszkedo bdarmely sik e-re nem illeszkedo
pontjainak halmazdt két részhalmazra bontja a kovetkezo modon: két pont

pontosan akkor tartozik kiilonbozo részhalmazba, ha szakaszuk metszi e-t.

R3. A tér bdarmely y sikja a tér yra nem illeszkedo pontjainak halmazdt két
részhalmazra bontja a kovetkezo modon: két pont pontosan akkor tartozik

kiilonbozo részhalmazba, ha szakaszuk metszi ¥-t.

10.1. Tétel. (Pasch): Legyen adott egy sikban hdrom, nem kollinedris pont és
egy egyenes, ami nem illeszkedik egyik adott pontra sem. Ha az egyenes metszi
a pontok dltal meghatdrozott harom szakasz egyikét, akkor a mdsik két szakasz

koziil is metsz pontosan egyet. (Sem [44]-ben sem [45]-ben nem szerepel.)
Tiikrozési és Mérési axiomak:
Amint azt a 2. fejezetben emlitettiik, a ,,sikra vonatkozd tiikrozés” alap-

fogalmara a Tiikrozési axiomak €s a Mérési axiomak egyes részei vonatkoznak.

»X. Bdrmely y stk meghatdroz a térben egy kolcsondsen egyértelmii leképezést,

amelyet a y sikra vonatkozo tiikrozésnek neveziink.

XI. A y sikra vonatkozo tiikrozés a y sik pontjaihoz onmagdt rendeli, a y sik
dltal meghatdrozott egyik féltér pontjaihoz a mdsik féltér pontjait, a kép-
pontokhoz az eredeti pontokat, egy egyenes pontjaihoz egy egyenes pont-

jait rendeli.

XII. Ha a y sikra vonatkozo tiikrozés az o sikot a B sikba viszi dt, akkor az a-

hoz szimmetrikus pontokat p-hoz szimmetrikus pontokba viszi dt.

XIII. A tér bdrmely két kiilonbozo pontjdhoz egy és csak egy szimmetriasik

tartozik.
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XIV. A tér tetszoleges pontjdbol kiindulo két félegyeneshez egy és csak egy
szimmetriasik tartozik.” ([44] 21-22. o., [45] 17-18. 0.)

JErtelmezés: Két térbeli alakzatot egybevdgdnak neveziink, ha tiikrézések

szorzatdval egymdsba vihetok dt.” ([44] 199. o.; [45] 33., 190. 0.)

»XV. Minden szakaszhoz hozzdrendelhetoé egy pozitiv valos szam, amelyet a
szakasz hosszdnak neveziink. Ha a hosszegység adott, akkor bdrmely A
kezdopontii félegyenesen egy és egy csak olyan B pont taldlhato, melyre
nézve az AB szakasz hossza egy adott pozitiv szam. Egybevdgo szakaszok
hossza egyenlo. Egy szakaszt bdrmely belsé pontja két olyan szakaszra
bont fel, amelyek hosszdanak 0sszege az eredeti szakasz hossza.” ([44] 40.
0., [45] 34. 0.)

»XV*. Minden sz0ghoz hozzdrendelheto egy nemnegativ valos szdm, amelyet a
§70g mértékszamdnak neveziink. Ha a szogegység a fok, akkor a nullaszog-
hoz a 0, az egyenesszoghoz a 180 mértékszdamot rendeljiik. Adott 0 és 180
kozotti mértékszam esetén bdrmely O kezdopontiu félegyeneshez és arra
nézve kijelolt félsikban egy és csak egy olyan O kezdoponti félegyenes
taldlhato, melyhez tartozo szog mértékszdma az adott szam. Egybevdgo
szogek mértékszama egyenlo. Bdrmely szoget a csiicsabol indulo és a
szogtartomdnyban halado félegyenes két olyan szogre bont, amelyek mér-
tékszamdnak Osszege az eredeti sz0g mértékszamdval egyenlo.” ([44] 42.

0.; némileg eltérd formédban [45] 37. o0.)

Amint azt mér a 2. fejezetben emlitettiik, a fenti Tiikrozési axiomakat kissé
megvaltoztatjuk. Elsonek vessziik T1. néven a kovetkezd, XI.-nek megfeleld

axiémat. Ebben adjuk meg ugyanis az alapfogalom legfontosabb tulajdonségait.

T1. Bdrmely sikratiikrozés a térnek olyan egyenestarto, involutorikus transz-
formdcioja, melynek van fixsikja, ami bdrmely rd nem illeszkedo pontot

elvdlaszt a képétol.
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Kovetkeznek a T2., T3. és T4. nevu, rendre a X.-nek, a XIII.-nak és a
XIV.-nek megfelel6 axiomdak, amelyek az alapfogalom létezését, egyértelmii-

ségét €s megaddsdnak maodjait rogzitik.

T2. A tér bdarmely sikjihoz pontosan egy olyan sikratiikrozés létezik, melynek

fixsikja az adott sik.

T3. A tér bdarmely két pontjahoz pontosan egy olyan sikratiikrozés létezik,

amelynél az adott pontok egymads képei.

Td4. A tér bdarmely két kozos kezdopontii félegyeneséhez pontosan egy olyan

sikratiikrozés létezik, amelynél az adott félegyenesek egymds képei.

A XII. tiikrozési axioma helyett egy mdasik axiomat hasznédlunk. Eldtte
megjegyezziik, hogy az Illeszkedési, Rendezési és T1. axiomdk alapjan igazol-
hatjuk a sikratiikr6zés siktartdsat ([44] 23. o. [45] 20. o.) és rendezéstartasat
(10.10. Tétel). A siktartdshoz T1.-bdl csak az egyenestartds kell.

TS. Ha egy térzdszlo sikratiikrozések két véges szorzatdndl kapott képei meg-

egyeznek, akkor a két szorzat egyenlo.

A T5. axiéma dllitdsa alapvetden fontos szerepet tolt be az egybevagdsa-
gok vizsgélatdban (3.7. Tétel és a térbeli analog tétel). Tovabb4, véleményiink
szerint jobban illik a ,,konstruktiv”, szorzatokat alkalmazé felépitéshez. Ezen
okok miatt valasztottuk axidoménak. Analdg szerepli éllitds szerepel majdnem
minden egybevigdsiggal kapcsolatos axidmacsoportban. (Ilyen ,,zaszlés”
axiomdval el6szor egyetemi tanulmanyaim sordn taldlkoztam ([33]).)

A T5. axioma Aallitdsa [44]-ben nem szerepel, [45]-ben a sikbeli meg-
felelgje tételként szerepel ([45] 43. 0.), a Mérési axidomdék kovetkez6 részeinek
segitségével bizonyitva: ,,Ha a hosszegység adott, akkor bdrmely A kezdo-
ponti félegyenesen egy és csak egy olyan B pont van, melyre nézve az AB
szakasz hossza egy adott pozitiv szam”, ill. a szogekre vonatkoz6 analég
allitas. Ez a szakaszokra vonatkozo6 éllitds két részre bonthatd, az elsd rész az

eredeti allitas ,,metrikus” része, a masodik pedig az ,,egybevagdsigi” része:
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I. Ha a hosszegység adott, akkor bdrmely adott pozitiv szdamhoz létezik

olyan szakasz, melynek hossza az adott szdam.

Il. Ha adott egy szakasz és egy A kezdopontii félegyenes, akkor a félegye-
nesen pontosan egy olyan B pont van, melyre az AB szakasz egybevdgo

az adott szakasszal.

//////

hivatkozni. (A szdgekre vonatkoz6 Mérési axiomdban levd analdg allitds is az

elobbi mdédon kettéoszthatd.)

Most a T5. axioma felhasznaldsaval igazoljuk a szakaszfelmérési allitast,

és a XII. axidoma allitasat.

//////

Bizonyitas. Legyen az adott szakasz PQ. A T2. és a T3. axidma szerint leg-
feljebb két tiikrozés szorzatival P az A ba, Q pedig az adott félegyenesre
vihetd. Ezzel a tétel egzisztencia részét beldttuk. A szorzatot jeloljitk M;-gyel,
QO képét pedig B-vel. Az unicitdshoz tekintsiink az adott félegyenesen egy
olyan C pontot, melyre az AC szakasz egybevagé a PQ szakasszal. Jeloljiink
M,-vel egy olyan tiikrozés-szorzatot, amely P-t A-ba, O-t pedig C-be viszi.
Tekintsiink tovdbbd egy olyan Z z4szl6t, amelynek félegyenese a [PQ) fél-
egyenes. Vizsgaljuk most Z képét a két tiikkrozés-szorzatndl. Mindkét szorzat
P-t A-ba, a [PQ) félegyenest pedig az adott félegyenesbe viszi. Igy legfeljebb
két tovabbi tiikkrozés szorzataval Z-nek M,-nél kapott képét atvihetjiik az M;-
nél kapott képébe. A két tovabbi tiikrozés tiikorsikja dtmegy az adott félegye-
nesen, igy C-t fixen hagyja, tehét a kibdvitett M,-nél is Q képe C. De a T5.
szerint ez a kibovitett M, egyenld M;-gyel, igy C egyenl0 B-vel.o

//////

10.3 Tétel. XII. dllitdsa bizonyithato T5. felhaszndldsdval.

Bizonyitas. Legyen a két pont P és Q, tiikorsikjuk a, a sik, amire tiikrozziik

oket y. P, Q és a y-ra vonatkozo tiikkorképe legyen rendre R, S és f. Legyen
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végiil R-nek f-ra vonatkozé tiikorképe V. A cél az, hogy megmutassuk S és V
egyenlOségét, vagyis, hogy az a-ra és y-ra vonatkoz6 tiikkrozések szorzata meg-
egyezik a y-ra és f-ra vonatkozé tiikkrozések szorzatdval. Az o sik pontjaira
nyilvén igaz az egyenlOség. Legyen ezutdn P a-n kiviili pont. A [5S) és a [BV)
félterek nyilvdn megegyeznek. Legyen Z olyan térzaszl6, ami a P-t tartalmazo,
o hatard féltérbdl és a-nak egy tetszoleges sikzdszl6jabol all. Az eldzdek
szerint Z képe mindkét szorzatndl ugyanaz a térzdszl6 lesz. Ekkor a T3.

axioma szerint a két szorzat egyenld.o

Ismert, hogy a klasszikus egybevdgdsdgi axiomdk és a Dedekind-féle
folytonossdgi axioma segitségével a fenti mérési axiomak tobbi allitdsa is le-
vezethetd (pl. [16]). Konnyen lathatd, hogy a klasszikus egybeviagdsagi axio-
mak allitasai igazolhatok a fenti T1.-TS. axiomak alapjan. Ezek mellé tehat
[44], [45] X V., XV* axiémdi helyett tekinthetjiik a Dedekind-féle folytonosdgi
axiomat. A tovdbbiakban megvizsgaljuk, hogy ha az Illeszkedési és a Rende-
z¢€si axiomak mellé feltessziik a Dedekind-féle folytonossagi axiomat is, akkor
a Tikrozési axiomdk 4llitdsaibol mi az, ami igazolhaté. Célunk belétni, hogy a
sikratiikr6zés alapfogalmdéra elég a kovetkezd, mddositott Tiikrozési axioma-

kat kimondani:

T1.* Bdrmely sikratiikrozés a térnek egyenestarto, involutorikus, nem identi-

kus transzformdcioja, melynek van fixsikja.

T2.* A tér bdarmely sikjdhoz létezik olyan sikratiikrozés, melynek fixsikja az

adott sik.

TS. Ha egy térzdszlo sikratiikrozések két véges szorzatdndl kapott képei meg-

egyeznek, akkor a két szorzat egyenlo.

Vagyis T1. és T2. éllitdsa gyengithetd, T3. és T4. dllitdsa pedig levezet-
hetd. Természetesen T1.* alapjan igazolni kell, hogy barmely sikratiikrozésnek

csak egy fixsikja van, ill. hogy barmely sikratiikrozés rendezéstarto.
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Dedekind-féle folytonossagi axioma:

D. Ha egy egyenes pontjait iigy soroljuk két nem iires osztdalyba, hogy egyik
osztdlyba tartozo pont se vdlasszon el mdsik osztdlyba tartozo két pontot,
akkor van az egyenesen olyan pont, amely bdarmely két, tole kiilonbozo és

mds-mds osztdlyba tartozo pontot elvdlaszt.

Az axidmaban szereplO osztidlyokat Dedekind-szeleteknek, a pontot pedig
elvdlaszté pontnak nevezziik. Ennek unicitdsa konnyen beldthaté (pl. [16]). A

D. axiémdval bizonyithatok az alébbi allitdsok (pl. [16]):

10.4. Tétel. Ha egy szakasz pontjait 1igy soroljuk két nem iires osztdlyba, hogy
egyik osztdalyba tartozo pont se vdlasszon el mdsik osztdlyba tartozo két pontot,
akkor van a szakaszon pontosan egy olyan pont, amely bdrmely két, tole

kiilonbozo és mds-mds osztdlyba tartozo pontot elvdlaszt.

10.5. Tétel. Ha egy lapszogben levo olyan félsikokat, melyek hatdregyenese a
lapszog éle, gy soroljuk két nem iires osztdlyba, hogy egyik osztdalyba tartozo
félsik se vdlasszon el mdsik osztdlyba tartozo két félsikot, akkor van a lap-
szogben pontosan egy olyan félsik, amely bdarmely két, tole kiilonbozo és mds-

mds osztdlyba tartozo félsikot elvdlaszt.

10.6. Tétel. Egymdsba skatulydzott szakaszok sorozata esetén van olyan pont,

amelyet valamennyi szakasz tartalmaz.

10.7. Tétel. Egymdsba skatulydzott kozos élii lapszdgek sorozata esetén van
olyan félsik, amelynek hatdregyenese a kozos él, és amelyet valamennyi lap-

sz0g tartalmaz.
10.2. A Tiikrozési axiomak gyengitése
A T1. axioma gyengitése

T1. allitasat gyengitjiik azzal, hogy a fixsik elvélaszté tulajdonsigéra

vonatkoz¢ éllitast kicseréljiik arra, hogy a leképezés nem identikus:
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T1.*%: Bdrmely sikratiikrozés a térnek egyenestarto, involutorikus, nem identi-

kus transzformdcioja, melynek van fixsikja.

Mint mér emlitettiik, az egyenestartdssal igazolhat6 a siktartds. Most az
Illeszkedési, Rendezési, Dedekind-féle folytonosségi és a T1.* axiomdk alapjan

levezetjiik a fixsik elvdlaszt6 tulajdonsdgét. Eldszor a kovetkezot igazoljuk:
10.8. Tétel. Bdrmely sikratiikrozésnek minden fixpontja a fixsikon van.

Bizonyitas. Indirekt tdton bizonyitunk, tobb 1épésben. Tegyiik fel, hogy van

olyan sikratiikrozés, aminek van fixsikon kiviili fixpontja.
L. allitas: A fixsikon kiviili fixpont centrum, és csak egy ilyen pont lehet.

Tekintsiink egy, a kiilsd fixpontra illeszkedd egyenest, és két olyan sikot,
melyek tartalmazzak ezt az egyenest és metszik a fixsikot. Ezek a sikok
invariansak, mert egy egyenesiik és egy arra nem illeszkedd pontjuk fix. Mivel
invaridns sikok metszésvonala is invaridns, igy a fixpont centrum. Ha lenne
masik ilyen fixpont is, akkor az is centrum lenne, igy barmely pontra illeszt-
hetd lenne két invaridns egyenes. Ez azt jelentené, hogy minden pont fix lenne,
ami ellentmond annak, hogy a tiikr6zés nem identikus; tehat az I. 4llitds igaz.

A bizonyitas tovabbi részében azt vizsgaljuk, hogy egy, a C centrumon at-
halad6 egyenes pontjai hova keriilnek a tiikr6zés sordn. A tovdbbiakban legyen
T a fixsik egy pontja; e; a (CT) egyenes C kezddpontd 7-t nem tartalmazo nyilt
félegyenese, e, pedig a T kezd6pontu C-t nem tartalmazo nyilt félegyenese; S a
fixsiknak egy T7-t6l kiillonboz6 pontja; végiil pedig m az S-re és (CT)-re
illeszked6 sik fixsikkal valé metszésvonala. A P, Q stb. pontok tiikorképeit
jeldlje rendre P’, Q' stb.

I1. allitds: Ha P a CT szakasz belso pontja, akkor P' e, vagy e, pontja, és ha P
e1 vagy e, pontja, akkor P' CT belso pontja.

A. eset. (29. abra) Tegyiik fel, hogy P és P'is CT-n van. Legyen Q olyan P-tdl
kiilonboz6 pontja (SP)-nek, ami a fixsiknak C-t tartalmazé félterében van. Q'

1étezik, és metszéspontja lesz (SP')-nek és (CQ)-nak. Az involutorikussag
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miatt feltehetd, hogy P P'C-nek pontja. Alkalmazzuk a Pasch-tételt (10.1.) a
Q', P, C pontharmasra és a (P'Q) egyenesre: (P'Q) metszi a PQ'-t egy M
pontban. Az M pont nyilvdn nem C és nincs rajta a fixsikon, igy nem lehet fix.
Az involutorikussdg miatt azonban (PQ’) és (P'Q) metszéspontjdnak fixnek
kellene lennie. Ellentmondésra jutottunk.

B. eset. (30., 31. dbrdk) Tegyiik fel, hogy P és P'is e;-en van, vagy mindkettd

e,-n van. Ekkor is az A. esethez hasonl6 médon jutunk ellentmondésra.

30. abra

31. abra 32. abra

C. eset. (32. dbra) Tegyiik fel, hogy P e;-en, P’ pedig e,-n van. (Az involutori-
kussdg miatt ez az eset magaban foglalja a forditott helyzetet is.) Legyen Q'
olyan pontja az (SP')-nek, ami a fixsiknak C-t tartalmazé félterében van. Q'
dse, Q, létezik, és metszéspontja lesz (SP)-nek és (CQ")-nek. Alkalmazzuk a
Pasch-tételt a Q', P, C pontharmasra és a (P'Q) egyenesre: (P'Q) metszi a PQ'
szakaszt egy M pontban. Ezutdn ugyanigy jutunk ellentmondésra, mint az A.

esetben. Mivel minden més esetet kizartunk, II. allitdsunk igaz.
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III. allitds: Legyen P a CT szakasz belsé pontja. Ha P' e;-n van és Q a PT
szakasz belso pontja, akkor Q' a TP' szakasz belso pontja. Ha P’ e;-
en van és R a PC szakasz belsé pontja, akkor R' a CP' szakasz belso

pontja.

Legyen U és V m-nek két olyan pontja, amiket 7 elvalaszt.

A. eset. (33. dbra) Legyen P’ e;-n és Q PT belsé pontja. A Pasch-tételbdl
adédnak a kovetkezok: (VQ) metszi PU-t egy X belsO pontban, X' UP' belsd
pontja, Q' TP' belso pontja.

B. eset. (34. 4dbra) Legyen P’ e;-en és R PC belsO pontja. A Pasch-tételbdl
adddnak a kovetkezOk: (UP) metszi VR-t egy Y pontban, Y’ UP' belsé pontja,
C RR’ belsO pontja. Ezek szerint R' CP' bels6 pontja. III. 4llitasunk is igaz.

33. abra 34. abra

IV. allitds: Létezik olyan E belso pontja CT-nek, hogy ha P belso pontja EC-
nek, akkor P' e -en van, és ha P ET-nek belso pontja, akkor P' e;-n

van.

Osztilyozzuk CT belso pontjait aszerint, hogy képiik e;-en vagy e,-n van. Ez
az osztidlyozds Dedekind-szeleteket hoz létre: a II. allit4s elso része szerint CT
minden belsé pontja beletartozik valamelyik osztdlyba; a II. allitds masodik
része €s az involutorikussdg miatt egyik osztdly sem iires; a III. allitds miatt
nincs olyan pont, ami elvdlasztana két, nem az ¢ osztdlydba tartoz6 pontot. A

10.4. Tétel szerint van olyan E belsO pontja CT-nek, ami barmely két, kiilon-
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boz6 osztélyba tartozé pontot elvdlaszt. Tegyiik fel, hogy van olyan P belsd
pontja ET-nek, hogy P’ nem e,, hanem e;-nek pontja. Legyen Q olyan belsd
pontja CT-nek, hogy Q' e,-n van. Kérdés, hogy ez a Q pont CP vagy PT belso
pontja. Q nem lehet CP-nek pontja, mert akkor III. szerint Q"-nek e;-en kellene
lennie. De Q nem lehet PT-nek sem pontja, mert ekkor £ nem vélasztana el P-t
és O-t, pedig kiilonbozd osztilyba tartoznak. Az ellentmondds bizonyitja, hogy

P’ e;-nek pontja. Hasonléan bizonyithat6 IV. mésik allitdsa is.
V. Allit4s: A 1V. dllitasban szereplo E pont képe nincs sem e-en, sem e,-n.

Tegyiik fel, hogy E’ e, pontja. Legyen P e, olyan pontja, ami nincs rajta TE'-n.
Ekkor P' a II. allitds masodik része szerint belsé pontja CT-nek. Kérdés, hogy
ez a P' ET vagy EC belso pontja. Ha P" ET belso pontja lenne, akkor a III.
allitas elsO része miatt a képe — ami az involutorikussdg miatt P — TE' belsd
pontja lenne, ami ellentmondds. Ha P’ CE belsd pontja lenne, akkor a IV.
allitds miatt képének, P-nek, ej-en is rajta kellene lennie. Ez pedig ellent-
mondds, mert e; és e, diszjunktak. Mivel mindkét esetben ellentmondésra

jutottunk, £’ nem lehet e,-n. Hasonléan kapjuk, hogy E' nem lehet e;-en sem.

Osszefoglalva az L.-V. dllitdsokat, azt kaptuk, hogy ha van fixsikon kiviili fix-
pont, akkor az centrum, de van olyan pont, aminek képe nincs rajta az Ot a

centrummal 6sszekotd egyenesen. Az ellentmondds bizonyitja a 10.8. Tételt.o
Most kovetkezik a T1-beli elvdlasztas igazolasa.

10.9. Tétel. Bdarmely sikratiikrozés esetén, ha egy pont nem eleme a fixsiknak,

akkor a fixsik elvdlasztja képétol.

Bizonyitas. Ismét indirekt dton bizonyitunk. Belatjuk, hogy ha lenne olyan
pont, amit a fixsik nem vélaszt el képétdl, akkor lenne fixsikon kiviili fixpont.

Tegyiik fel, hogy van olyan sikratiikrozés, amihez van olyan pont, amit a fixsik
nem vdélaszt el a képétdl. Jeldljiik a tekintett fixsikot y-val, a tekintett pontot P-
vel. A feltevés szerint P’ a y hatard, P-t tartalmazo6 nyilt féltérben van. Legyen

T tetszOleges olyan pontja y-nak, ami nincs rajta (PP')-n, és jelolje m a T-n €s
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(PP")-n 4atmend sik és y metszésvonalat. A (PT) egyenesen legyen Q olyan
pont, hogy P elvélasztja Q-t és T-t. Létezik Q', és helyzetére harom eset
lehetséges: (Q',P',T) vagy (P',Q".T) vagy (P"T,Q").

A. eset. Legyen (QP',T) (35. 4bra). Alkalmazzuk a Pasch-tételt a (P'Q)
egyenesre €s a Q', T, P pontokra: (P'Q) metszi a PQ' szakaszt egy M pontban.
Mivel Q' P-vel azonos féltérben van, igy M nincs rajta y-n. De az involutori-

kussag miatt (PQ’) képe (P'Q), igy metszéspontjuk fix.

35. abra 36. abra 37. abra

B eset. Legyen (P',Q'T) (36. abra). Alkalmazzuk a Pasch-tételt a (PP’)
egyenesre €s a Q', T, Q pontokra: (PP’) metszi a QQ' szakaszt egy M pontban.
Mivel Q' Q-val azonos féltérben vannak, igy M nincs rajta y-n. De az involuto-
rikussdg miatt (PP’) és (QQ") invaridnsak, igy metszéspontjuk fix.

C eset. Legyen (P, T,Q" (37.4bra). Alkalmazzuk a Pasch-tételt a (PQ’) egye-
nesre és a P, T, Q pontokra: (PQ") metszi a P'Q szakaszt egy M pontban.
Mivel Q P'-vel azonos féltérben van, igy M nincs rajta y-n. De az involutori-
kussdg miatt (PQ") képe (P'Q), igy metszéspontjuk fix.

Minden esetben ellentmondésra jutottunk a 10.8. Tétellel, ezzel a 10.9. Tételt

belattuk.o

A tovéabbiakban sziikségiink lesz a sikratiikrozés rendezéstartdsara. Ennek
igazoldsa azon az 4llitdson alapul, hogy sikratiikr6zésnél pontot és képét Ossze-
kotd egyenes invaridns, tovabba két ilyen egyenes komplanéris €s nem metszo
([44] 26. o., 190. o., [45] 24. o., 181. 0.). E tétel bizonyitdsa az illeszkedés,

rendezés, T1.* és a 10.9. Tétel alapjan torténik. A rendezéstartds beldtdsahoz
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[44] és [45] az 4altalunk elhagyott XII. allitast és a parhuzamossigot is fel-
haszndlja ([44] 27. o., 193. o., [45] 25. 0., 185. 0.). Mi ezt el akarjuk keriilni,

ezért vazolunk egy mds bizonyitast.
10.10. Tétel. Bdarmely sikratiikrozés rendezéstarto.

Bizonyitas. Tekintsiink egy sikratiikr6zést és harom kollinedris pontot. Ha
egyenesiik nem invaridns a tiikrozésnél, akkor rendezésiik megegyezik képeik
rendezésével, mert a (PP’) egyenesek nem metszok. Ha egyenesiik fix, akkor
rendezésiik trividlisan megmarad. Ha egyenesiik invaridans, de nem fix, akkor
legyen a harom pont A, B és C olyan, hogy B AC belsd pontja. Legyen el0szor
C fixpont, és tekintsiink egy masik fixpontot, S-et, tovdbba AS egy belso pont-
jat, D-t, és a (CS) egyenest. (38. dbra). A nem invaridns egyenesre mar ismert
rendezéstartds miatt D' SA' belsO pontja. A Pasch-tétel szerint (BD) nem metszi
CS-t, tehét a képe sem metszi azt. [gy ez a képegyenes — szintén a Pasch-tétel
miatt — CA'-t metszi bels6 pontban. Ez a metszéspont azonban éppen B’, ami
az A, B, C pontok rendezésének megmaraddsat is jelenti. Ha C nem fixpont,

akkor az allitas az el0zo0 eset alkalmazasaval adodik.o

C=C’ A

38. abra

A rendezéstartasbol kovetkezik, hogy félegyenes, félsik, féltér sikra-
titkkrozésnél kapott képét meghatirozza a hatéar képe és egy belsod pont képe.

A tovéabbiakban gondolatmenetiinket az Illeszkedési, Rendezési, Dede-
kind-féle folytonossigi axiomdkra és a T1.*, T2.*, TS. Tiikrozési axiomékra

alapozzuk.
A T2.-T4. axiomakban szerepl6 unicitas igazolasa

10.11. Tétel. Bdarmely sikhoz legfeljebb egy rd vonatkozo sikratiikrozés létezik.
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Bizonyitas. Legyen y egy sik, és legyen Ty és T, két y-ra vonatkozé tiikrozés.
Mindkét tiikkrozésnél y fix és a y hataru félterek felcserélddnek. Tekintsiik azt a
térzaszIot, amely y egy sikzdszl§jabol és az egyik y hatard féltérbdl all. Az
eldzOek szerint ezt a zaszl6t mindkét tiikkr6zés ugyanoda viszi. A TS. axiéma

szerint ekkor T, =T, .0

10.12. Tétel. Bdrmely két ponthoz legfeljebb egy olyan sikratiikrozés létezik,

amelynél az adott pontok egymads képei.

Bizonyitds: Legyen A és B két kiilonb6z0 pont, és legyen « és f két olyan sik,
melyekre T, (A) :Tﬂ (A)=B. Legyen tovabba y egy (AB)-re illeszkedo sik.
Mindkét tiikrozésnél [AB) képe [BA), y (AB) hatard félsikjai invaridnsak,
tovabba a y hatdrd félterek is invaridnsak. Tekintsiik azt a térzdsz16t, amely az
[AB) félegyenesbdl, y egyik (AB) hatara félsikjabol és az egyik y hatard fél-
térbdl all. Az el6zdek szerint ezt a zaszl6t mindkét tikkrozés ugyanoda viszi. A

T5. axioma szerint ekkor T, = T,B- T, -nal « fix, és orn kiviili fixpont nincs,

tovabba Tg -nal § fix, igy az el6z6 egyenloségbol kapjuk, hogy o = B .0

10.13. Tétel. Bdarmely két kozos kezdopontii félegyeneshez legfeljebb egy olyan

sikratiikrozés létezik, amelynél az adott félegyenesek egymads képei.

Bizonyitas. Legyen a; és b; két kiillonbozd, de kozos kezdopontd félegyenes,
¢s legyen « €s f két olyan sik, melyekre Ty (a;) =Tg(aq) =b,. Nyilvan aés
is dtmegy a k6z0s kezdOponton, ami igy fix mindkét tiikkr6zésnél. Ha a; és b,
nem kollinedris, akkor jeldlje a, ill. b a megfelelo félegyenes egyenesét,
sikjukat pedig y. Mindkét tiikkr6zésnél y a hatard b,-et tartalmazoé félsikjanak
képe y b hatarui a,-et tartalmazdé félsikja, tovabbd a y hatard félterek invarian-
sak. Tekintsiik azt a z4szI6t, amely az a; félegyenesbdl, y a hataru b,-et tartal-
maz0 félsikjabol és az egyik y hataru féltérbdl all. Az elozbek szerint ezt a

zaszl6t mindket tikrozes ugyanoda viszi. A T5. axioma szerint ekkor T, =Tg,

ebbdl pedig kovetkezik, mint az elébb, hogy a = . Ha a, és b, kollineérisak,
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egyenesiik a, akkor minden a hatérd félsik invaridns mindkét tiikrozésnél. Egy

ilyen félsik segitségével, az el6z6 esethez hasonldan kapjuk, hogy o= S .0

A T3.-T4. axiomakban szerepl6 egzisztencia igazolasat elokészito tételek

A tételek elott még néhdny megjegyzést tesziink. Pont kdrnyezetén véges
sok, Ot tartalmazé nyilt féltér metszetét értjiik, félsik kornyezetén pedig Ot
tartalmazé olyan nyilt lapszoget, melynek éle a félsik hatiregyenese. Ezen
kornyezetfogalommal a szokdsos médon definidlhatjuk pontsorozat, ill. k6zos
hatdregyenesii félsikok sorozatanak konvergencidjat, és leképezések folytonos-
sagat. A sikratiikr6zés rendezéstarté és involutorikus tulajdonsidgdval kapjuk,
hogy a sikratiikr6zés folytonos leképezés.

Sikratiikrozések véges szorzatit egybevagdsdgnak nevezziik. Az eddigiek
alapjan kapjuk, hogy barmely egybevagdsig a tér egyenes-, sik- és rendezés-
tartd, folytonos transzformdciéja. Két alakzatot egybevigénak neveziink, ha
van olyan egybevigdsdg, aminél az egyik képe a mdasik. Konnyen adddik,
hogy ez ekvivalenciarelacio.

Gondolatmenetiinket T4. félsikokra vonatkoz6 megfeleldjével kezdjiik:

10.14. Tétel. Bdrmely két kiilonbozo, de kozos hatdregyenesii félsikhoz ponto-

san egy olyan sikratiikrozés létezik, amelynél az adott félsikok egymds képei.
A 10.14. Tételbeli unicitas bizonyitasa. (Az el6z0kh6z hasonl6 a médszer.)
Legyen ¢ és B, két kiilonbozd, de kozos hatard félsik, és legyen yés o két
olyan sik, melyekre T,(a;)=Ts(eq)=/f,. Nyilvan yés Jis dtmegy a kozos
hatdregyenesen, ami igy fix mindkét tiikkr6zésnél. Ha ¢; és B, nem kompland-

risak, akkor jeldlje ¢, ill. f a megfeleld félsik sikjat. Mindkét tiikrozésnél az o

hatdrd, /f, -et tartalmaz6 féltér képe a S hatard ¢ -et tartalmazé féltér. Tekint-
stik azt a zaszIot, amely a kozos hatar egy félegyenesébdl, az a; félsikbal, és
az o hatdrd, pf,-et tartalmazo féltérbdl dll. Az elézbéek szerint ezt a zdszlot

mindkét tiikr6z€s ugyanoda viszi. A T5. axiéma szerint ekkor T, =T, ebbdl
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pedig kovetkezik, mint az elébb, hogy y=0J. Ha ¢ és B komplandrisak,

sikjuk ¢, akkor mindkét « hatdru féltér invaridns mindkét tiikrozésnél. Egy

ilyen féltér segitségével, az el6z6 esethez hasonldan kapjuk, hogy ¥y =06 .0

Az egzisztencia igazoldsahoz két segédtételre van sziikségiink. Ezekben, €s
az egzisztencia bizonyitdsdban lapszogon mindig konvex lapszoget értiink; két
kiilonbozo félsik dltal meghatarozott két lapszog koziil a konvexet tekintjiik,
két egybeesd félsik altal meghatéarozottak koziil pedig a nullszoget. Tovéabba,

félsikra vonatkoz6 tiikr6zésen a félsik sikjara vonatkozo tiikrozést értjiik.

10.15. Segédtétel. Ha két kozos éli lapszog koziil az egyik valodi részként
tartalmazza a mdsikat, akkor nincs olyan egybevdgosdg, aminél az egyik képe

a masik, a kozos él pedig fixegyenes.

A 10.15. Segédtétel bizonyitasa. Tegyiik fel, hogy van olyan (o, /f,) lapszog
és vele kozos éli (ayf)) valédi részlapszoge, tovabba T egybevigdsdg, ami-
nél a kozos él, e, fix és () képe (¢4 f,) - El8sz6r megmutatjuk, hogy van
olyan e hatard félsik (/3 )-ban, ami invaridns T>-nél.

Mivel (af,) képe (o f,), igy a rendezéstartds miatt ¢, képe o vagy f;.
A belsé lapszog hatdrait ugy nevezziik el, hogy T(¢y) =0 é T(S,) =5
legyen. A tovédbbiakban T"(e)-t, ill. T"(f,)-t rendre e, -nel, ill. S, -nel
jeloljik. Mivel (¢qf)) valédi rész, ezért legaldbb az egyik hatdra, pl. ¢,
(a0 fy) belsejében van. Ha (y ) (a5, ) belsejében van, akkor T rendezés-
tartdsa miatt (¢qf3,) képe, (2,5,), is a belsejében van (o/f,) képének,
vagyis (0{1 ,6’1) -nek. Ezt a sorozatot folytatva egymadsba skatulydzott lapszogek

sorozatat kapjuk. A 10.7. Tétel szerint van olyan e hatdrd félsik, amit minden
lapszog tartalmaz. Nyilvdnval6, hogy az ilyen félsikok halmaza vagy egyetlen
félsik vagy egy lapszog. Ha egyetlen ilyen félsik van, &, akkor T rendezés-

tartdsa miatt & nyilvan invaridns T-nél, igy T-nél is. A tovabbiakban a kozos
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félsikok halmaza legyen egy (51771) lapszog; hatdrait gy nevezziik el, hogy

fennélljon az (¢, &, 7, /,) elrendezés. (39. dbra)

39. abra

A rendezéstartas miatt minden n-re fennall az (0{0,0(2”,51, ,6’0) elrendezés, az

a,, sorozat & -hez tart, ha n—oo. A T*(a,,)=0t,,,, sorozat T*(&)-hez

n

tart T folytonossdga miatt. De ,,,, is & -hez tart, ezért & invarians T>-nél.

Tekintsiink most egy olyan Z térzaszlot, melynek félegyenese e-n van, félsikja

&, féltere pedig tartalmazza o -t. Mivel a félsik és a féltér az el6zbek szerint
invarians Tz—nél, a félsikok kozos hatara pedig fix, igy Z és Tz(Z) megegye-

zik. Ezért a TS. axiéma szerint T° egyenlo az identikus leképezéssel. Ez azon-

ban ellentmondas, hiszen T nél o, képe a tble kiilonbdzd «, .0

10.16. Segédtétel. Legyen adva az (04dy) lapszogben két félsik, By és ¥,
melyeknek hatdregyenese a lapszog éle, és dlljon fenn az (ao, ,6’0,70,50) el-
rendezés. Ha oy -nak [, -ra, ill. ¥,-ra vonatkozo tiikorképe o, ill. a,, akkor

nem dllhat fenn a ( Bos%,%,04) elrendezés. (A 40. dbra egy lehetdséget mutat.)

A 10.16. Segédtétel bizonyitasa. ¢y # «,, a fent mar igazolt unicitds miatt.
o =%, vagy (ay,0y,04,%) esetén az dllitds nyilvanvalé. Legyen ezutén
(&, Bo>70-04) > és tegyiik fel, hogy az 4llitds nem igaz: vannak olyan, a

feltételeknek megfeleld félsikok, melyekre ( 5y, %y, %, ) (41. dbra).
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40. abra 41. abra

Tikrozzik y,-t, ill. o, -t [, -ra, a tikorképek legyenek rendre y;, ill. .
Ekkor a (7,03) lapszog egyrészt egybevagd az (oY) lapszoggel, masrészt
annak belsejében van. Ez pedig ellentmond az el6z0 segédtételnek.o

A 10.14. Tételbeli egzisztencia bizonyitasa. Tekintsiink két kiillonboz6, de
kozos e €1l félsikot, -t és [, -t. Az (af,) lapszog egy e hatdri ¢ fél-
sikjara valo tiikrozésnél oy képe legyen ¢ . Ezeket a ¢ félsikokat osszuk két

halmazba aszerint, hogy a (@) lapszog tartalmazza f,-t, vagy nem. Ez

Dedekind-szeleteket hatdroz meg a kovetkezok miatt. Nyilvan (¢ f,) minden

félsikja beletartozik pontosan az egyik halmazba. Egyik halmaz sem diires,

hiszen [, az egyik, ¢ pedig a mdsik halmazba tartozik. A 10.16. Segéd-
tételbdl pedig adodik, hogy egyik osztilyba tartozo6 félsik sem valaszt el masik
osztalyba tartozd két félsikot. A 10.5. Tétel szerint tehét 1étezik a két osztaly
félsikjai kozotti elvalaszto félsik, jeloljik ¢, -lal. Beldtjuk, hogy ¢ -nak @, -
ra val6 tiikkorképe £, . Indirekt dton bizonyitunk.

Tegyiik fel eldszor, hogy o -nak @,-ra vonatkozé tiikkorképe, ¢, az (¢ f5;)

lapszog belso félsikja. (42. dbra)

Py

4?2. abra
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(*) A 10.16. Segédtételbdl és ¢, definici6jabol kovetkezik, hogy nincs az
(ayfy) lapszognek olyan félsikja, amelyre o -t tiikrozve, a tiikorkép az
() lapszog belsé félsikja lenne. A tovébbiakban célunk, hogy e kovetkez-

ménnyel ellentmonddsra jussunk.

A rovidség érdekében a kovetkezd egyszerlisitd megfogalmazast vezetjiik be a

42., 43. abrakhoz kapcsolédva. Fenndll az (o, ¢, ., 5,) elrendezés. Ekkor
azt mondjuk, hogy ¢, ¢;-tdl ,balra” van, ill. &g ¢,-tol ,,jobbra” van.

A ¢, félsikot létrehozé gondolatmenetet alkalmazzuk az (¢ 5,)) lapszdgre is
(42. dbra): 1étezik pontosan egy ¥, félsik (/) -ban dgy, hogy ¢;-nek ¥,-
tol jobbra levd félsikra vonatkozé tiikorképe [, -tél jobbra van, a tobbire
vonatkoz6 pedig az (¢ 5)) lapszogben. Legyen &, (%) belsd félsikja, A,
pedig ¢ -nek k; -ra vonatkozé tiikorképe. Tiikrozzik (¢44y)-t ¢, -ra, majd a
tikorképet o -ra. i, ill. A, képe legyen rendre &, ill. 4; (43. dbra). Ezutan
(ap Ay ) -et tikkrozziik A, -re, majd a tiikorképet annak mdsik hatdrfélsikjéra, és

ezt az eljarast folytassuk.

43. abra

A kapott lapszogek hatdrfélsikjainak sorozatat jelolie (4,4, A, 4;,...), a
K -bol szdrmaz6 sorozatot pedig (&, &y, K3,...,Kj,...) . E félsikok konstrukci6-

jabol, valamint a 10.15. Segédtételbdl adddik, hogy barmely A, félsikhoz van

olyan A, vagy k; félsik, amire ¢, -t tikrozve A, -t kapjuk: ha n=2s akkor
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A, ha n=2s—1, akkor x, (s=1,2,...). Az el6z6 oldal tetején, a (*)-ndl meg-
fogalmazott 4llitdsunkkal valé ellentmonddshoz meg kell mutatni, hogy van
olyan A, félsik, ami (& /f5,) belsd félsikja.

Ennek bizonyitdsa hasonlit arra, amikor a Dedekind-féle axidémdval igazoljuk
az Archimedes-féle axioma 4llitasat (pl. [16]), de sajnos azt a bizonyitdsmene-

tet nem alkalmazhatjuk végig. Tegyiik fel, hogy minden A4 ¢;-tdl balra van.
Ekkor a 10.5. Tétel segitségével beldthaté ([16] 101. o.), hogy van egy olyan
&, félsik (oo )-ben, amelytdl jobbra nincs 4; félsik, viszont t8le balra bér-
mely félsik benne van valamely (44, )-ben. Legyen &, (&) azon félsik-
ja, ami (@ f,)-nak a ¢, . Mivel &, &,-t6l balra van, a A, -k kdzott van olyan,
ami 0, -tdl jobbra van, legyen ez 4, . J, definiciéja miatt A, -ra tikrozve ¢ -
t & -t6l jobbra levé félsikot kapunk. Ez a tiikorkép azonban a A, félsikok
konstrukcidja és a 10.15. Segédtétel miatt valamelyik A, félsik. Ezzel azonban
ellentmonddsba keriiltiink &, definicidjaval. Tehat van olyan A, félsik, ami

o, -t6l jobbra van. Az elsd ilyen félsik legyen A,. Ha ez gy kovetkezne be,

hogy A, A4 -tdlis jobbra lenne, akkor (/,

114, ) belsejében tartalmaznd a vele

egybevagd (oq4y)-t, ami ellentmond a 10.15. Segédtételnek. Tehdt ez a A,
(4 ,BO) belsejében van, €s igy elértiik a kivant ellentmondast.

Hasonloan jutunk ellentmondasra akkor is, ha azt tessziik fel, hogy «@; nincs
benne az (ayf3,) lapszogben. Igy «; = f3,, vagyis @, sikja tiikorsikja az

és [, félsikoknak. Ezzel a 10.14. Tétel bizonyitdsat befejeztiik.0

Meroleges térelemek és néhany tulajdonsaguk

A tovabbiak elo6tt bevezetjiik a merdlegesség fogalmat:
10.17. Definicio.: Az « sikot, ill. az e egyenest a B sikra merdlegesnek nevez-
zitk, ha @ ill. e invaridns de nem fix a [-ra valo tiikrozésnél. Ekkor [-t is

merodlegesnek nevezziik e-re.
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[44]-ben és [45]-ben csak sikbeli egyenesek merdlegességére szerepel ez a

fajta definicio, a fenti merdlegességek mas modon vannak bevezetve:

wHa [a sikon] az a és b kiilonbozo egyenesek olyan tulajdonsdgiiak, hogy
egyiknek a mdsikra vonatkozo tiikorképe onmaga, akkor a két egyenest
egymdsra merolegesnek nevezziik.” ([44] és [45] 29. 0.)
wEgyenest és sikot merolegesnek neveziink, ha az egyenes a metszéspontra
illeszkedo minden sikbeli egyenesre meroleges.” ([44] 191. o. és [45] 182. 0.)
. Két sikot merolegesnek neveziink, ha szogiik 90 fokos.” ([44] 209. o., [45]
200. 0.)

A kovetkezokben felhaszndljuk a merdlegesség kovetkezd, T3. és T4. alli-

tasaitol fiiggetleniil igazolhat6 tulajdonsagait:

Ha egy egyenes meroleges egy sikra, akkor minden rd illeszkedo sik is az.

(Kozvetleniil adodik a definicidkbdl.)

Ha két egyenes meroleges egy sikra, akkor komplandrisak és nem metszok.

(Korabban, a rendezéstartasnal volt rdla sz4.)

Ha két metszo sik meroleges egy sikra, akkor metszésvonaluk is az. (A

definiciok és az el0z0 tulajdonsag segitségével adodik.)

Az aldbbi, sikokra vonatkozo6 éllitdsnak csak az egyenesekre vonatkozoé
analogonja szerepel [44]-ben és [45]-ben, rdadasul az altalunk elhagyott XII.

axiomadra alapozva. Ezért most T5.-tel is igazoljuk:
10.18. Tétel. Ha az o sik merdleges a f sikra, akkor f is merdleges o-ra.

Bizonyitas. Nyilvan elég azt megmutatni, hogy f barmely pontjanak a-ra vald
tiilkorképe is f-n van. Ehhez el6szor azt latjuk be, hogy a tiikrozések sorrendje
felcserélhetd. Tekintsiik azt Z z4szI6t, ami a sikok metszésvonaldnak egyik m;
félegyenesébol, a egyik m; hatard félsikjabol €s az egyik a hatard féltérbdl 4ll.

A mer6legesség miatt Z képe T, Tz € TgT, esetén is az a zdszlo, ami m;-

bdl, a masik m; hatard félsikjabol és a masik a hatard féltérbol all. Ekkor a TS.

axioma szerint T, Tz =T4zT,. Ezutan tekintsik § egy P pontjat. Legyen
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0=T,(P), R= Tﬁ(Q). Alkalmazzuk a tiikrozések szorzataira vonatkozoé
elozo egyenldséget P-re. Kapjuk, hogy T, (P)=R. Q és R definicidja miatt

0= Tﬂ Q). fgy p tartalmazza Q-t, ami definici6 szerint T, (P) .0

A T4. axidéma egzisztencia-allitdsdnak bizonyitdsa az aldbbi, 10.19., 10.20.
Tételeken alapul, amelyek a merdlegesség alapveto tulajdonsédgait mondjak ki.
A 10.19. Tétel amiatt is fontos, mert allitdsa alapjan vezethetd be a sikbeli

tengelyes tiikkrozés fogalma (3. fejezet, 3.2. tétel).

10.19. Tétel. Bdarmely o sik barmely m egyeneséhez létezik pontosan egy olyan

ysik, ami tartalmazza m-et és merdleges o-ra.

Bizonyitas. Tekintsilk o~n az m altal 1étrehozott félsikokat. A 10.14. Tétel
szerint egyértelmiien létezik hozzajuk olyan, m-re illeszkedd sik, amire val6

tikkrozésnél egymds képei. Az eldz0 tétel szerint ez a sik merdleges o+ra.o

10.20. Tétel. Bdarmely o sik barmely P pontjdhoz létezik pontosan egy olyan e

egyenes, ami tartalmazza P-t és meroleges o-ra.

Bizonyitas. Tekintsiink két, egymast P-ben metsz0 egyenest a-n. Az el6zo té-
tel szerint tekinthetjiik az ezekben o~ra emelt merdleges sikokat. A merdleges-
ség kordbban emlitett tulajdonsdgai szerint e sikok metszésvonala rendelkezik

a kivant tulajdonsdgokkal, és ez az egyetlen ilyen egyenes.O
A T3.-T4. axiomakban szereplo egzisztencia igazolasa
A T4. axiéma egzisztencia allitdsdval kezd;jiik.

10.21. Tétel. Bdarmely két, kozos kezdopontii félegyeneshez van olyan sikra-

titkrozés, amelynél az adott félegyenesek egymds képei.

Bizonyitas. Tekintsiink egy sikot, ami tartalmazza az adott félegyeneseket. Az
el6z0 tétel szerint e sikra a kozos kezdOpontban 4llitsunk merdleges egyenest,
legyen ez m. Tekintsiik az adott félegyenesek egyikét tartalmazd, m hataregye-

nesl félsikokat. A 10.14. Tétel szerint e félsikokhoz egyértelmiien 1étezik olyan
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sik, amire vonatkoz6 tiikkrozésnél egymas képei. A merdlegesség fent emlitett tulaj-

donségai és a 10.18. Tétel szerint ez a sik rendelkezik a kivant tulajdonsdgokkal.o
A T3.-beli egzisztencia igazoldsahoz sziikséges még az alabbi allitas is:

10.22. Tétel. Bdrmely e egyenes bdrmely P pontjdhoz létezik pontosan egy

olyan ysik, ami tartalmazza P-t és merdleges e-re.

Bizonyitas. Tekintsiik az adott e egyenes P éltal 1étrehozott félegyeneseit. Az
el6z0 tétel szerint egyértelmiien 1étezik hozzdjuk olyan, P-n d&tmend sik, amire
vonatkoz6 tiikr6zésnél egymas képei. Nyilvanvalo, hogy ez a sik rendelkezik a

kivant tulajdonsagokkal, és ez az egyetlen ilyen sik.O
Kovetkezik a T3. axidma egzisztencia allitdsa:

10.23. Tétel. Bdarmely két ponthoz van olyan sikratiikrozés, amelynél az adott

pontok egymads képei.

A tétel bizonyitdsat az el0zd tételre valamint a 10.15. és 10.16. Segéd-

tételek szakaszokra vonatkozd, aldbbi analogonjaira alapozzuk.

10.24. Segédtétel. Legyen AB és CD két olyan szakasz, hogy AB valodi rész-

ként tartalmazza CD-t. Nincs olyan egybevdgosdg, aminél AB képe CD.

A 10.24. Segédtétel bizonyitasa. Alkalmazzuk eldszor a 10.15. Segédtétel
igazoldsédban levé gondolatmenetet, lapszogek és hatdraik helyett szakaszokra
és végpontjaikra. Kapjuk, hogy ha van olyan T egybeviagdsig, aminél AB képe
CD, akkor van olyan X pont AB-ben, ami fix T>-nél, tovébbd, hogy AB egyik
végpontjanak, pl. A-nak T-nél kapott képe AX belsd pontja.

Ezutédn tekintsiink egy olyan Z térzdszl6t, melynek félegyenese [XA). Az elod-

z0ek szerint ez a félegyenes invarians T*-nél. Mivel Z és T’ (2) félegyenesel

megegyeznek, igy Z atvihetd T?(Z)-be legfeljebb két olyan sikra vonatkoz6

tikkrozés szorzataval is, melyek dtmennek az (AB) egyenesen. Ezért a T5S.
axiéma szerint T° egyenlo ezzel a szorzattal. Ez azonban ellentmondds, hiszen

2z Ve . 2 pd .
ennél a szorzatndl A fixpont, T"-nél viszont nem.O
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10.25. Segédtétel. Legyenek A, B és C kollinedris pontok itigy, hogy B elvd-
lasztia A-t és C-t, legyenek tovdbbd B, ill. ya pontok egyenesére B-ben, ill. C-
ben dllitott merdleges sikok. Ha A-nak [-ra, ill. ¥ra vonatkozo tiikérképe A,,

ill. Ay, akkor A elvdlasztja A-t és A,-t.

A 10.25. Segédtétel bizonyitasa. A 10.16. Segédtétel bizonyitasanak gondolat-
menetét lapszogek és félsikok helyett szakaszokra és pontokra alkalmazva — az

el6z0 segédtétel felhaszndlasdval —, kapjuk az dllitast.o

A 10.23. Tétel bizonyitasa. Tekintsiink két kiilonb6z6 pontot, A-t és B-t.

Az AB szakasz pontjait osszuk két halmazba aszerint, hogy a benniik az (AB)
egyenesre emelt merdleges sikra vonatkozé tiikrozésnél A képe pontja az AB
szakasznak, vagy nem. Ez Dedekind-szeleteket hatdroz meg a szakaszon a
kovetkezok miatt. Nyilvin AB minden pontja beletartozik pontosan az egyik
halmazba. Egyik halmaz sem iires, hiszen A az egyik, B pedig a masik halmaz-
ba tartozik. Az pedig, hogy egyik osztdlyba tartoz6é pont sem vélaszt el masik
osztdlyba tartozé két pontot, a 10.25. Segédtételbdl addédik. A 10.4. Tétel
szerint tehat 1étezik a két osztaly pontjai kozotti elvalasztopont, jeloljiik F-fel.
A 10.14. Tétel bizonyitdsdban levd gondolatmenetet félsikok és lapszogek
helyett pontokra és szakaszokra alkalmazva — a 10.24. és 10.25. Segédtételek
felhasznéldsaval — kapjuk, hogy az F pontban az (AB) egyenesre allitott

merdleges sikra vonatkozo tiikrozésnél A képe B.O

Ezzel az axiémdk vizsgalatat lezartuk.
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