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Elso fejezet

Bevezetés

1.1. Rovid torténeti attekintés.

A diadikus harmonikus analizis a 20-as években jott 1étre, amikor
Walsh ([Wal]) bevezette a kés6bb rola elnevezett fliggvényeket, rend-
szert és transzformaciot. Maguk a Walsh-fiiggvények szakaszonként
konstans, csak -1 és 1 értékeket felvevo fiiggvények.

Az elmélet tovabb gazdagodott Vilenkin munkassiga nyoman,
aki a 40-es években altalanositotta Walsh fogalmait és eredményeit
([Vil]). Az utébbi évtizedekben néhany 1j alkalmazési teriileten
éli reneszanszat a diadikus analizis. Egyfel6l a szamitastechnikai
alkalmazasok valtak egyre széleskoriibbé (példaul mérési eredmények
kiértékelése, képfeldolgozasi és karakterfelismerési algoritmusok ha-
tékonysaganak javitdsa), masfelél egy tovabbi ltaldnositds utén, az
ugynevezett Ya-rendszer bevezetésével szamelméleti alkalmazasokra
nyilik lehet6ség.

A legfrissebb erdemények kozé tartozik a késObbiekben 1)'-
vel jelolt Vilenkin-szerti ortonormélt rendszer bevezetése ([Gat2]),
melynek segitségével lehetoség nyilott a szokasos Vilenkin-technikak-
hoz hasonlité mdédszerek haszndlatara miivelet nélkiili halmazokon
értelmezett fliggvények Fourier-approximacidja soran.

A bizonyitott tételek mindegyike a szerzé publikacidéiban meg-
talalhaté allitasokon nyugszik. Ezen cikkek (egy kivételével, melyet
kozlésre elfogadtak) meg is jelentek. A disszertaci6 csak kis részben
tamaszkodik a szerzo egyetemi doktori értekezésére — abbdl csupan
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egy rovid fejezetet vett at —, bar az akkor elkezdett kutatasok fo
iranyvonala nem véaltozott.

1.2. A Y« és a kettGs 1pa rendszer. Jelolések és terminolé-
gia.

Ebben az 1.2. alfejezetben a 2. és 3. fejezet fogalmait,
jeloléseit vezetjik be. Itt mutatjuk be tovabbd, hogy hogyan
tudunk kapcsolatatot teremteni a Vilenkin-analizis és a szamelméleti
fiiggvények kozott.

Jeloljiikk P-vel a pozitiv egész szamok halmazat, N := P U {0},
valamint jel6lje C a komplex szamokat. Legyen m := (mg,mq,...) 2-
nél nem kisebb pozitiv egészek sorozata. Jeldlje Z,,,; := {0, 1,...,m; —
1} a természetes szamok additiv csoportjat modulé m; (j € N), és
legyen minden részhalmaz nyilt. Definidljuk G,-et a Z,,, diszkrét
ciklikus csoportok teljes direkt szorzataként:

Ekkor G, elemeit az alabbi sorozatokként lehet reprezentalni
r = (20,21,...) (Tj € Zm,).

Az x; € Zp, szdmot az v € G, elem j-edik koordinatdjanak
nevezzik.

Az 6sszeg x,y € G, esetében
r+y:=((zr +yr) mod my, k €N)

lesz, vagyis a miivelet a koordindtdnkénti osszeadas, Z,,;-bol orokolt
modul6 m;. Az egységelemet 0 = (0,0, ...)-val jeloljiik.

A G,, csoportot Vilenkin-csoportnak nevezik ([AVDR]). Ha az
m sorozat korlatos, akkor G, csoportot is korlatosnak nevezziik. Ha
my = 2 minden k£ € N esetén, akkor Walsh-Paley féle diadikus
csoportrél beszéliink.
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Vezessiik be a direkt szorzaton a p mértéket a kovetkezoképpen.
Legyen

() = o (G € Zy, hEN)

Az ebbol szarmazé szorzatmérték Haar-mérték és valdszintliségi
mérték lesz G,,-en, tehat u(G,,) = 1.

Vezessiik be az alabbi jeloléseket:
I() (3?) = Gm,

In(.fl?) = {y € Gm’ Yo = Loy .-y Yn—1 = $n_1},

ha z € Gy, n € N. Legyen I, := [,(0) amennyiben n € N.
Az I,, halmazok részcsoportjai lesznek G,,-nek, melyeknek az I, (x)
halmazok mellékosztélyai. Az I, (x) halmazokat intervallumoknak
fogjuk nevezni.

A G, csoport a szorzattopologidval és a pu szorzatmértékkel
ellatva kompakt Hausdorff-féle topologikus tér lesz és nulla dimenzids
Abel-csoport. A megszamlalhaté sok I, halmaz mint a 0 =
(0,0,...) elem kornyezetbazisa meghatdrozza G, topoldgidjat, és
annak megszamlalhaté bazisat alkotja.

Tehat azt a miveletet, topoldgiat és mértéket vesszik G,,-en,
amely abbdl adédik, hogy G,,, szorzattér.

Legyen
Go:={x e Gyl IneN, 2, =0, k>n}.
A tovabbiakban fontos szerepet fog jatszani a kovetkezo jelolés
My :=1, M1y :==m;M; (j € N).

Ekkor minden n € N-t egyértelmitien el6 lehet allitani, mint

n = ) njM;j, ahol n; € Z,,, (j €N)
j=0

és nj-k koziil csak véges sok nem nulla, vagyis (ng, n1,...) € Go.
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Amennyiben az m sorozat minden tagja ugyanaz az egynél
nagyobb k természetes szam, akkor

My=1, My =k,...,M; =K ,..(j €N)

és minden n € N-et egyértelmiien el6 lehet allitani, mint

n= Y n;k?, ahol n; € Zy, (j € N),
§=0

ahogy azt a k alapi szamrendszerben mar megszoktuk.

Tehat az m = (mg, my, ...) sorozat segitségével tulajdonképpen a
szamrendszerfogalmat altalanositottuk.

A késobbiekben sziikségiink lesz még a tovabbi jeldlésekre is. Ha
n € P, akkor |n| := max{k € N : np # 0} (vagyis M}, < n <
M 11), nk) = Z;’ik ng My, és ngy :==n — nk)

Amennyiben a @ miiveletet a kovetkezoképpen értelmezziik a
természetes szamok halmazan:

[e.¢]

noj:i= Z((nk + jx) mod my)My
k=0

(n = "npMy, j = an) :
k=0 k=0

akkor az (N, ®) és a (Go, +) terek izomorfak lesznek.

A G, Vilenkin-csoport metrizalhatd, sot

lz| = |(zx, k € N)| := Zka,;;l
k=0

norma lesz GG,,,-en,
d(z,y) = [z —y|

pedig metrika, és a G,, topoldgidja éppen ebbdl a metrikabol
szarmazik.
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Az el6z6ekben definidlt norma j6 kapcsolatot hoz létre a G,,
Vilenkin-csoport és a [0, 1) intervallum kozott, hiszen a A fliggvény, az
ugynevezett Fine-féle leképezés raképezés lesz, bar nem kolcsondsen
egyértelmi, hiszen példaul

A((1,0,0,...)) = A((0,my — 1,ma — 1,...)),

azonban G, megfelel6 leszlikitésével ez a probléma kikiiszobolheto.
Legyen ugyanis z € G,, m-raciondlis, ha x € Gy és A(zg) # 0.
Tudjuk, hogy minden x m-racionélishoz létezik olyan y € G,,,, y € Gy
gy, hogy A(x) = A(y). Jelolje G, ezen y-ok halmazat. igy a

A Gm\(G;kn U (mo - 1,m1 - 1, )) — [O, 1)

mar kolcsonosen egyértelmii raképezés.

A valds szamok korében ez a probléma gy jelentkezik, hogy tizes
szamrendszerben kétféleképpen allithato el6 minden véges tizedestort
alakban felirhaté szam, példaul 1 = 0,99999...

Az ) figgvény inverzét az x elem m-reprezentacidéjanak nevezzik.
A M7 fiiggvény mértékinvaridns.

A szamelméleti fiiggvényekkel kapcsolatos Vilenkin-Fourier elmé-
let legtobbszor nem a Vilenkin-csoportot, hanem az ennél specidli-
sabb, a Géat ([Gat3]) éltal bevezetett tgynevezett R(Ramanujan)-
Vilenkin-csoportot hasznalja.

Ha minden k € P-re 1étezik egy n = n(k) ugy hogy k| M, akkor
azt mondjuk, hogy G,, egy R-Vilenkin-csoport.

Vilagos, hogy R-Vilenkin csoport nem lehet korlatos Vilenkin-
csoport. Mindezt azért kell kiilon hangsilyozni, mert azon eredmé-
nyek, amelyek a Walsh-Paley-féle diadikus csoporton fennallnak, sok
esetben analég mdédon altalanosithatok korlatos Vilenkin-csoportok-
ra, ugyanez azonban nem mindig mondhaté el, ha m nem korlatos.
Ez utobbi esetben a bizonyitasok altalaban erésebb eszkozoket
igényelnek.

Definidljuk G,,-en az tugynevezett altalanositott Rademacher-
fliggvényt a kovetkezdképpen

(1:=v-1, x € Gy, k €N).
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Yn(@) == [[r}*(z) (x € G, n€N)
k=0

fiiggvényrendszert Vilenkin-rendszernek (ha Walsh—Paley-csoport-
rél van sz6, akkor Walsh—Paley-rendszernek) nevezziik.

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény karakter G,,-en, ha folytonos,
fl@+y) = f@)f(y), és [f(@) =1 (z,y € Gm).

1.2.2 Tétel ([SWS]). Az f komplex értékii figgvény akkor és csak
akkor karakter G,,-en, ha van olyan n € N, hogy f = {,.

Konnyen belathatoak még az alabbi tulajdonsagok is:

Vron = Urthn, Un(—z) =1, (), (z € G, k,ncN).

Mivel a p mérték segitségével definidlhatjuk a G,,-en értelmezett
komplex értékli fiiggvények integraljat, a szokott moddon belso
szorzatot értelmezve Hilbert-teret kapunk. fgy beszélhetiink az
LP(Gy,) (1 <p < o0) térrél is. Legyen tehat f: G, — C mérhetd
fuggvény LP(Gyy,)-beli, ha || f||, < co. Az LP(G,,) normét a tébbi L?
norméahoz hasonléan definidljuk

és
[flloe := inf{r: >0, pu(|f] >r) =0}
A Vilenkin-rendszer ortonormalt és teljes L'(G,,)-ben ([Vil]).

Legyen A,, (n € N) az I,,(2) (2 € G,,) részhalmazok altal generalt
o-algebra. Legyenek ozg‘?, ay, (k,j,n € N) olyan fiiggvények, amelyek
teljesitik az aldbbiakat:

1. az a? : G, — C fiiggvények legyenek A;-mérhetdk (k, j € N).

ii. |aF] == af = af == af(0) :=1 (k,j € N),
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= n() () s
it ap = [[ a7 (n €N, nV) = %7 ny M),
=0 k=]

vagyis az a?(j) figgvény az x = (z¢,21,....,2;-1,%;,...) elemnek
csak az els6 j darab (0,1, ...,7 — 1) koordinat&jatdl fiiggjon, mig az

oo
n = E TLkMk = (no,nl,...,nj_l,nj,...)
k=0

els6 j darab (0,1, ...,57 — 1) koordin&tdjatdl ne fiiggjon.

Legyen x, = vYpa, (n € N). Egy ilyen {x,| n € N}
fuggvényrendszert wa-rendszernek neveznek a G, Vilenkin-csopor-
ton ([G&4t2]). Amennyiben o, = 1, gy visszakapjuk az eredeti
Vilenkin-rendszert.

Ha m; = 2 minden j € N és Oé?(j) = (B;)™7, ahol

Bj(x) = exp (2m (x;_l + ..+ %)) (n,j €N, x € G,,),

akkor specialisan a 2-adikus egészek csoportjanak karakterrendszerét
nyerjiik (lasd még [Tai|, [HR], [GatT7]).

1.2.2.  Tétel ([Gat2]). A Ya-rendszer ortonormdlt és teljes
LY(G,,)-ben.

A a-rendszer altalaban nem karakter, viszont ha y € I, n <
M1, akkor

Xn (T +Y) = Xn(@)Xn(y) (2, € G, n €N),

azaz lokalisan karakter.

A tovébbiakban bevezetjiik a Vilenkin-Fourier-analizis alapvet6
fogalmait. Legyen f € L'(G,,). Az f fiiggvény Fourier-egyiitthatéja
a Ya-(x-) rendszerre nézve

flk) = / f@)xa@ (keN).
Gm
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Jelolje
k—1

Sef = fU)x; (keN)

=0

<.

az f Fourier soranak k-adik részletosszegét,

n—1
onf ::%];)Skf (n eP)

pedig n-edik Fejér-kozepet. Az n-edik Dirichlet-féle magfiiggvény
legyen

=) XaWXn(z) (REP, y,z € Gp),

az n-edik Fejér-féle magfiiggvény pedig
) = —1 E Di(y,x) (neP € Gn)
x): T n T m)-
n k y’ ) y?

A harmonikus analizis stilyat mutatja a kovetkezo tétel, melyet
Vilenkin-rendszerre Schipp ([Sch]), Simon ([Sim2]) és Young ([Yuo])
latott be egymastdl figgetleniil. Az aldbbi, ¢ a-rendszerre altalano-
sitott alak bizonyitasa Gattdl szarmazik.

1.2.3. Tétel ([Gatl]). Legyen f € LP(G,,) (1 <p<oo, neN),
akkor az S, f figgvénysorozat LP-normdban konvergal f-hez.

Amennyiben f € LP(G,,) (1 <p < oo, n €N), akkor az Su,, f
fuggvénysorozat LP-normdban és p majdnem mindenitt konvergdl f-
hez.

A Ya-rendszer bevezetésének igazi jelentésége, hogy kapcsolatot
teremt az analizis és a szamelmélet kozott, lehetéséget nyujtva a
jol kidolgozott Fourier-technikak hasznélatara bizonyos szamelméleti
fliggvények approximaciéjaban.
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Legyen k € P. Azt mondjuk, hogy az f : P — C szamelméleti
fliggvény paros modulo k, ha minden n € P-re

f(n) = f((n, k),

ahol (n, k) jeloli n és k legnagyobb kozds osztéjat. Mivel

fn+k) = f((n+k k)= f(n,k) = f(n),

igy f periodikus, tehat korlatos fiiggvény.
By := {f paros modulo k}, B:= | By.
keP

A kovetkez6 hatarértéket (ha létezik)

M(f) = lim =t Y f())

1<j<a

az f fuggvény kozépértékének nevezik. Ha f : P — R akkor

M(f) :=limsupz~! Z f(), M(f):=liminfz? Z £

T— 0
e 1<j<z 1<j<z

hivjdk az f fels6 és az alsé kozépértékének. Legyen 1 < g < oo,
ekkor a fels6 kozép értékbol szarmazik egy szeminorma:

1 fllge == {M(|f|)}? az {f|f : P — C,||f|g: < o0}

linearis téren. Jeloljik Bi-val B lezartjat erre a szeminormara
nézve. A B9-ban 1évo fliggvényeket majdnem paros szamelméleti
fliggvényeknek nevezik. Jénéhany kozismert és fontos szamelméleti
fliggvények tartozik ebbe a fiiggvényosztalyba. Ilyen példaul a
oé(n)/n, vagyis az Euler-féle fiiggvény osztva n-nel. (¢(n)/n € B
minden 1 < ¢ < 0o esetén.)

Sokat foglalkozott a majdnem paros szamelméleti fliggvényekkel
(tobbek kozott) Hildebrand, kinek eredményeit a tovabbiakban fel
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fogjuk hasznalni. A ¢, Ramanujan Osszeget a kovetkezOképpen
definidljak:

T

cr(n) = Z exp(2me(a/rIn)  (1:= /=1, r,n € P).

a=1,(a,r)=1

Minden n € P-re az r — ¢,(n) fliggvény multiplikativ, és konnyt
latni ([Hil]), hogy

0 ,ha  =(p™~1|n),
Cr(n) = H Cpm (n)7 Cpm (n) = _pmil ) ha pmilunv
prilr p™ —p™ "t ha p™n,

ahol p™~1||n azt jelenti, hogy p™~!n, de =(p™|n). Specidlisan ha
m = 1 (és ez az eset kiilénosen fontos lesz a 2. fejezetben), a kovetkezd
alakot kapjuk:

—1 9 ha _'(p|n)7
cp(n) =
p—1,ha p|n.

Mivel
o(r) ha r=r',

M(crcrr) =
( ) {0 egyébként,

ahol ¢(n) az BEuler-fiiggvény, ezért {¢~'/%(r)c,| r € P} ortonormélt
rendszer, s6t mi tobb, teljes Bl-ben ([Hil]). Legyen

1 _
ar(f) == WM(fCr)-

Ismert ([Hil]), hogy ha f péros szamelméleti fiiggvény, akkor

fn) =Y asce(n) (n,reP).



BEVEZETES 11

Han e N,n= ) n;M;, akkor legyen
§=0

o0
u _ -1
n= g ni M.
J=0

Természetesen az mj;-k koziil csak véges sok nem nulla, valamint
n € [0,1).

Jelolje
k

Rn(x) = klirgo exp(QWZﬁijMj) (n e N,z € Gp,).
j=0

Gat bizonyitotta ([Gat3]), hogy létezik a hatarérték, és {x,|n € N}
rendszer G,,-en Y« tipusu rendszer.

Ha 1 < g < oo, akkor van olyan % : B? — L%(G,,) linearis
normatarté leképezés, hogy f*(A~1(n)) = f(n), (n € P). Ekkor
W llqg = IIflle és frn — f < fr — f* (a megfelel6 terekben, a
megfelel6 normédkban nézve)(ldsd még [G&t3]).

Vezessiik be a Fourier-analizis szokdasos definicidit; legyen

(k) = / f (@)@ (keN),
G

és
k—1
SEf =3 ).
j=0
A majdnem paros szamelméleti fiiggvények approximéciéjaval

kapcsolatban szdamos pozitiv eredmény ismert. Ilyen példaul az alabbi
normakonvergenciatétel.
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1.2.4. Tétel ([Gat3]). Ha f € B? és 1< q < o0, akkor S;f a BY
szeminormdra nézve konvergadl f-hez.

Vilenkin és Vilenkin-szerti rendszerekkel kapcsolatos tovabbi
informacidkért lasd [SWS], [AVD], [Vil], [Gat1-4].

A 2. és a 3. fejezet allitdsai 1o rendszerekre vonatkoznak. A
3. fejezetben kettos 1o rendszerekkel taldkozhatunk. Vezessiik be a
megértéshez sziikséges fogalmakat.

Mig a 2. fejezetben a Vilenkin-csoportot generdlé m sorozat
(sziikségképpen) a végtelenbe tart, a tovabbi fejezetekben legyen
korlatos.

Vezessiik be most a kettos rendszerek vizsgalatahoz sziikséges
definicidkat. Jelolje G, x G, a G, csoport onmagéaval vett direkt
szorzatat.

(n1,m2) = n € N? esetén legyen Vn := max (ni,ng), An =
min (ny1,n2). Jelolje az f LP(G,, X G,,)-beli figgvény LP norméjat
Ifll, (1 <p < o).

Kétdimenzids (vagy kettdés) Vilenkin-szerii rendszernek az { X m :
n,m € N} rendszert, a {x, : n € N} Vilenkin-szeri rendszer
onmagaval vett Kronecker-szorzatat fogjuk nevezni. Tehat

Xn,m (T Y) = Xn(T)Xm (y),

ahol z,y € G,

Ha f € LY (G, x Gy), akkor az (n, k)-adik Fourier-egyiitthato,
az (n, k)-adik Fourier-részletosszeg és a Fejér-kozepek az aldbbiak
lesznek:

n—1k—1

Fn k) = /G T Sanf = 2 FG D

§=0 1=0

—1 k-
onkf ::%ZZ St

j=0 1=0
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Ekkor n = (ny,ns) € N2 és f € LY(G,, x G,,) esetén az f-nek az
n-edrendii Fejér-kozepe a x X x rendszerre vonatkozdan

onf = fx (Km X an),

ahol K’ru X an(X7Y) = Knl(xlayl)K‘nQ(xQ?yQ)? X = (Jfl,xg),y =
(y1,y2) € G X G, és x a kétdimenzids konvolicié. Vagyis

onf(x) = /Gm /Gm flu,v)Kp, (21, u) Ky, (z2,v)du dv.

Minden f € LY(G,, x G,,)-re legyen a maximal és a diagonal
maximal fliggvény az alabbi mdédon definidlva:

f*:= sup |5Mn1,Mn2f‘; f© = sup|Su,,m, f]
n1,ma€N neN

1Az = W s W f e == 11

Definidljuk a H(G,, X G,,) (vagy, ha egyértelmii milyen térhez
tartozik, egyszeriien: H) a kett6s maximdal-Hardy-teret az f €
LY (G, x G,,) fiiggvények oOsszességeként, tigy, hogy ||fllg < oo,
valamint a H°(G,,, X G,,) (vagy ha egyértelmi milyen térhez tartozik,
egyszeriien: H°) a kett6s diagonal-maximal-Hardy-teret gy, mint

H® = {f € L'(Gm x Gm) + ||fllze < oo}.

Mivel ||fllge < |fllz, igy H C H°. (A G,, csoporthoz tartozé
egyszeres Hardy-tér (-terek) bevezetésére nincs sziikség, hiszen azzal
kapcsolatban nem tartalmaz allitdst ez a disszertacio.)

Hasznos eszkoz a diagonal-maximal-Hardy-tér vizsgdlataban an-
nak ugynevezett atomos felbontasa.

Azt mondjuk, hogy a € L*(G,, X G,,,) egy H° atom, ha

i. létezik x = (x1,22) és k € N, gy hogy supp a C Ix(x1) X
Ik(.’l?z),
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iii. (Exa)(y) = (Epra)(y) = 0 minden y € G,, x G, esetén
(ahol E, s a kettOs feltételes varhaté érték, igy (E,sf)(y) =
MM [ tyryx1, (o) F)

Az atomok és a diagonal-maximél-Hardy-tér kapcsolatardl a 3.3.2.
Tétel szol.

1.3. A Vilenkin-tér és az azon értelmezett Vilenkin-szeri
rendszer. Jelolések és terminologia.

Az 1.3. alfejezet a 4. fejezet fogalmait és jeloléseit tartalmazza.

Legyen m tovéabbra is a 2-nél nem kisebb pozitiv egészek sorozata,
G, pedig egy m; (j € P) elemszdmi halmaz, barmilyen miivelet
nélkiil, de ellatva a diszkrét topoldgiaval. Definidljunk mértéket Gy,
halmazon, mint

e ({j}) = mi (j€Gn . keN)

Legyen Gj, a G, halmazok teljes direkt szorzata, ellatva
a szorzattopolégiaval és a p-vel jelolt szorzatmértékkel. FEz a
szorzatmérték regularis valdszintliségi Borel-mérték lesz. Ha az m
sorozat korldtos, G’ -et korlatos, egyébként nem korlatos Vilenkin-
térnek nevezziik. A Vilenkin-csoporthoz hasonléan GJ, elemeit
is sorozatokként reprezentalhatjuk, valamint az intervallumfoga-
lom, az intervallumok altal generalt o-algebrak és a Lebesgue-féle
fliggvényterek is hasonléan értelmezhetoek.

A tovébbiakban tegyiik fel, hogy a G/ Vilenkin-tér korlatos.

A H(G',) maximdl-Hardy-teret a f* := sup,, |E.f| (f € L*(G.,)))
maximal fiiggvény segitségével definidljuk. Akkor mondjuk, hogy f
eleme a maximal-Hardy-térnek, ha f* € L'(G,,). Ekkor H(G.,) egy
Banach-tér a

11l = 11"

norméval.



BEVEZETES 15

Itt is elkészithetjilk a tér fliggvényeinek atomos felbontasat. Az
a fiiggvényt atomnak nevezzilk, ha a = 1 vagy a : G, — C,

la] < u= (1), supp a C I, és [ a = 0. Azt mondjuk, hogy f atomos-
L,

Hardy-térbeli vagyis f € H*(G),) (vagy roviden f € H?), ha létezik

Aj €C (5 € P) 1gy, hogy Z_: |Aj| < o0, és ha léteznek a; (j € P)

7j=1
00

atomok, melyre f = > Aja;. S6t H® szintén Banach-tér lesz a

Jj=1

e = inf Y Al
=0

ahol az infimum az Osszes lehetséges f = >  \;a; € H® el6allitdsra
vonatkozik.

Altaldban az alédbbi tartalmazasok &llnak fenn:
IPCH*CHCL' (1<p).

Mivel m korldtossiga esetén H = H® (és ezt pedig feltettiik) a
tovabbiakban a H* jelolés hasznalatat mellozziik.

Analég fogalmakat kapunk a G/, x G, -en értelmezett komplex
értékil fiiggvények esetén is.

Bevezetiink egy ortonormélt rendszert G/ -en, amit ¢’ Vilenkin-
szer(i rendszernek fogunk nevezni. A komplex értékii ') : G/ —
C (k,n € N) fiiggvényeket Vilenkin-téren értelmezett altaldno-
sitott Rademacher-rendszernek nevezziik, amennyiben rendelkeznek
az alabbi tulajdonsagokkal.

- . ’ , "o, 0 . ,
i. v’y fliggvény Ayi1 mérhet6 és r'y, = 1 minden k,n € N esetén.

ii. Ha My az n,l szamok osztéja és n+1) = [(B+D) (k[ n € N),

akkor
" — 1, ha ng = [,
Ek(rlkr/b = e
0, ha T 75 lk
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(ahol E,, f a feltételes varhaté érték, igy (E, f)(z) = M, [, @ 5>
valamint Z a z szdm komplex konjugdaltja).

iti. Ha My az n osztéja (vagyis n = ng My+np 1 Myy1+...4-n, My,)),
akkor

mk—l

Y @) = my

n,=0
minden x € G, esetén.

Végiil definidljuk a ¢’ := (¢}, : n € N) Vilenkin-szerii rendszert a
kovetkezOoképpen:

)
n
P = Hle , neN.
k=0
. 0 4 /o 1ylnl n™®
(Mivel '), =1, igy o), ==l )

Vezessiik be még a

l

(s)
/ L 1k
wk,n,l T H s
s=n

jelolést.

Léassunk néhany példat erre a rendszerre.

1. A Vilenkin-rendszer. ([SWS], [AVDR])

2. A 2-adikus (m-adikus) egészek csoportjdnak karakterrendszere.
(HR], [SW2], [Tai])

3. A nemkommutativ Vilenkin-csoportok unitér irreducibilis
reprezentaciéi koordinata-fiiggvényeinek szorzatrendszere. ([GT])

4. A {k : n € N} rendszer (ldsd kordbban). Ez a rendszer
(Vilenkin-csoportokon) 1j eszkoz volt a limit periodikus és a majdnem
péaros szamelméleti fliggvények vizsgalataban. ([Gat3], [Mau])

5-6. Az unitér diadikus martingaldifferenciak szorzatrendszere
(UDMD) és az univerzal kontraktiv projekcidk rendszere (UCP)
(mindkettét Schipp Ferenc vezette be). ([SW1], [SW2])
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Tovabbi példak — valamint annak bizonyitasai, hogy ezek valéban
specidlis ¢’ Vilenkin-szerii rendszerek — [G4t8]-ban taldlhatdak.

Két, azonos G, Vilenkin-térhez tartozé Vilenkin-szer(i rendszer
Kronecker-szorzataként definidalhatjuk a kétparaméteres (kétdimenzi-
6s) Vilenkin-szerii rendszert:

U (@, ) = U, ()Y ().

A kordbbiakkal analég médon vezethetjiik be a Vilenkin analizis
szokéasos jeloléseit egy- és kétparaméteres esetben is. Mivel ezek
csak a 4. fejezetben fordulnak majd eld, nem fognak keveredni
mas, korabban bevezetett rendszerekre vonatkozo jelolésekkel. Tehat
példaul az erre a rendszerre vonatkozé Fourier-egyiitthatékat is f (n)-
nel, illetve f (n, k)-val fogjuk jellni.

Sziikség van viszont az aldbbi, eddig még el6é nem fordult jelolések
bevezetésére:

SLf(a,y) = / F(t,y) Dn (a2, 1),
Gm

S2f(x,y) = / F(2, ) Dy, £)dt.
Gm

Sif) = [ Si@ b,

Gm

Siftn) = [ Strt i

Gm
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Masodik fejezet

Egy majdnem paros szamelméleti
fliggvény Vilenkin—Fourier-
soranak divergenciaja

Ez a fejezet a [Bla3| cikk eredményét tartalmazza. A cikkben

és ebben a fejezetben az ortonormalt rendszer a G,, R-Vilenkin
csoporton értelmezett Vilenkin-szer@i (¢ a) rendszer.

2.1. Felhasznalt eredmények.
2.1.1. Tétel ([Gat3]). Ha f e BI, 1<g< oo ésr,teP, akkor
SK/[tf - Z ar(f)CT7
T‘Mt

ahol

2.2. Példa majdnem paros szamelméleti fiiggvényre, mely-
nek Vilenkin—Fourier-sora mindenhol divergal.

A 2.2. alfejezetben az alabbi tétel bizonyitjuk.
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2.2.1. Tétel. Legyen G., eqy R-Vilenkin-csoport és 1 < q < o0
tetszoleges. Ekkor létezik olyan Bi-beli fligguény, melynek Vilenkin-
Fourier sora sehol sem konvergens.

Bizonyitds. A bizonyitas sordn p-vel végig primszamot jeloliink.
Legyen f(n) := > f(p) (n € P) egy additiv fliggvény, melyre

pln
teljestilnek az alabbi feltételek.

0 < f(p) <1 minden p primszamra,

;%]?)2<oo,

f(p)

és a Y —= sor divergens.
p

Ilyen fliggvény létezik ([Hil]), példaul az alabbi:

0 ha p <e®,
f(p) = -1 e
(loglogp)~™" ha p>e°.

Legyen
Fn) = 1) - 3 12,
P= Y 1w - Y 12 vnes),
pln,p<N p<N

Ismert [Hil] alapjan, hogy F' eleme B%-nak, ahol 1 < ¢ < cc.
Ko6nnyt 1atni, hogy
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Azt kaptuk tehat, hogy

f(p) _
a(Fx) =4 ha r=p<N, (NE€N)

0 egyébként.

Egyszerti bizonyitani, miszerint

|ar(F)—ar(Fn)| = ﬁM((F—FN)Cr) < |[[F=Fnllp < |[F=Fy|sa-

2
Felhaszndlva, hogy > /() < 00, Hildebrand bebizonyitja ([Hil]),
p D
hogy
IF — Fys =30,
melybdl
. ) o ’.
a.(F) = ]\}lm a.(Fn) = D
o 0 egyébként
kovetkezik.

Ebbdl kapjuk, hogy

R

ZGT(F)CT(n) = Z ap(F)ep(n) = — Z ap(F) + ZPGP(F)a
r=1 p<R p<R pln

igy

Zap( pr

p
divergens (R egyel6re rogzitett, azzal fogunk a végtelenbe tartani
barmely rogzitett n € P esetén).
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Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket: py := 2, po := 3, stb., vagyis
pn legyen az n-edik prim. Legyen

t = inf{n| M,-t osztja p1ps...px, ahol px < R}.

Mivel G,, egy R-Vilenkin-csoport, igy mindenképpen létezik ilyen
t. Ebben az esetben, felhaszndlva az eddigieket, valamint a c,(n)-re
vonatkozo képletet, miszerint

Cp(n):{—l , ha  =(p[n),

o 17 ha p‘na
azt kapjuk, hogy

S, F(n) =
Y ar(Fer(n) = Y ap(F)ep(n) =
| My p| My
> ap(F)gn)+ > ap(Fey(n) =
p|M¢,~(p|n) p|M¢,p|n
- Z ap(F) + Z (p— Dayp(F) =
p|M¢,~(p|n) p|M¢,p|n
Y@+ Y ) =-S5 )<
p| My p|M¢,p|n p| My p p|M¢,p|n
-y % + f(n) = (+).

p‘Mt

De ha figyelembe vessziik, hogy f(n) nem fligg R-t6l, azt kapjuk,
hogy R — oo esetén M; — oo, igy (x¥) — —oo, amibdl kovetkezik,
hogy S;'F' nem lehet konvergens.

Lattuk tehat, hogy a fenti Vilenkin-Fourier sor sehol sem
konvergal pontonként, pontosabban minden pontban a minusz
végtelenbe tart. Ezzel a 2.1.1. Tétel bizonyitasa befejezédott. [
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Harmadik fejezet
Kettos Vilenkin—Fejér-kozepek

Ez a fejezet a [BG] és a [Bla7] cikkek eredményeit tartalmazza.
[BG| (a 3.2. alfejezet eredményei) kozos munka Gat Gyorggyel.
Az ortonormélt rendszer mindkét cikkben (igy a fejezet minden
allitasaban) a kettés és korlatos (az m sorozat korldtos) Vilenkin-
szeril (1) rendszer.

3.1. Felhasznalt eredmények.
3.1.1. Lemma ([Gatl]).
D, (0.) = Dy, (=) = { 7 0V
ahol DY = S4=d by, Dy i=0.
3.1.2. Lemma ([Gatl]).
D (y, %) = o (y)n () D}y (y — x)

m;—1

= xXn@)Xn(®) | D Dip(y—2) > riy—a)
5=0

k=m;—n;

meN,y,x € Gp).
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3.2. Kettos Vilenkin—Fejér-kozepek pontonkénti konver-
genciaja.
A 3.2. alfejezet f6 célja az alabbi tétel bizonyitasa.

3.2.1. Tétel. Legyen f € L'. Ekkor

Unl,nzf - f

majdnem mindeniitt, amint ny,no, — o0, ni,ny € P, és Bt <
ny/ne < (B, ahol B > 1 régzitett paraméter.

Kettos trigonometrikus Fourier-sorokra Marcinkiewicz és Zyg-
mund ([MZ]) bizonyitotta, hogy oy, n,f — f majdnem mindeniitt,
amint ni,ny — oo gy, hogy az (n1,ng) koordinatapar altal megha-
tarozott racspontok egy pozitiv kipon beliil maradnak, nevezetesen
Bt < ny/ne < B valamely rogzitett 3 > 1 paraméterre.

Ismert, hogy a klasszikus Fejér-magok feliilr6l becsiilhetok véges
integrali csokkeno fiiggvények sorozataval, mig ez az egydimenzids
Walsh—Fejér-magokrél nem mondhaté el. Ez a kiilonbség okozza,
hogy a trigonometrikus technika sokszor nem hasznalhaté sikeresen
a magasabb dimenzios Walsh esetben.

Az utébbi évtizedben szamos kisérlet tortént a fenti tétel diadikus
atiltetésére. Kettés Walsh-rendszer esetén Moricz Ferenc, Schipp
Ferenc és William R. Wade ([MSW]) bizonyitotta, hogy o (gn: ona2) f —
f majdnem mindeniitt, minden f € L'(Q?) esetén, ahol ny,ny — oo,
In1 — nz| < a valamely rogzitett a-ra, és ahol Q? az egységnégyzet.
Szintén kettds Walsh-rendszerre Gat Gyorgynek ([Gat6]) és Weisz
Ferencnek ([Wei2]) sikeriilt beldtni, hogy o, n,f — f majdnem
mindeniitt, minden f € L'(Q?) esetén, ahol ni,ny — 0o és ny,ny €
P, valamint 37! < ny/ny < 3 valamely rogzitett 8 > 1-re. A 3.2.1.
Tétel ezen allitas altalanositasa a kettos és korlatos o Vilenkin-szert
rendszerre.

Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

Jr(u) =L (u) \ Ir41(u) (u € G, 7 €N),
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ni —|—n2 1

nl ng +— Z D nl,ng € N)

Jj=n1

3.2.2. Lemma.
| o )Py < M2,
Jr(u)

ahol x € I.11(u),u € Gy, s,7,n € N).

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy s > 7. A 3.1.1. és a 3.1.2. Lemma&bdl
kapjuk y — x € J-(0) teljesiilése esetén, hogy

n4 M. —1 [r-1

Kn<s>,Ms(y,ac) = Z Zk M| xe(y )Xk ()

k=n(s) J=0
n(5)+M5_1 mr—1
+ > MY Py -2) | xe(y)xe(x)
k=n(s) p=ms,—k-
1 2

1

>

ms—1—1 mrp1—1m;_1—-1 mg—1 [7-—1

DD DD DD DN DI

ks—1=0 kry1=0 kr—1=0 ko=0 7=0
s W W !
[T v -oaf " wa (@) Y vk y-a)
l=7+1 k=0
m,—1

= Z rﬁ‘r (y - .CC)(S(y, 33'),

kr=0
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ahol a ¢ fuggvény nem fiigg k.-t6l. Kovetkezésképpen Zl = 0.
Az m sorozat korlatossdga miatt kapjuk, hogy

/|§2;|2

I ()

m 1 Msfl
<eM? Yy / D Xk W)X+ (W)X 410 (T) X0 41 () dy

P=0 ;(w) kI=0
k‘l’ :l’T:p

1
< CMEMMSMT = cM?M,,

T

felhasznalva, hogy k(71 = 17+ bél kovetkezik

| o @ ol@ide =0 (2 € Ga)
Ir41(2)

(lasd [G4t2)).
Amennyiben s < 7 teljesiil, ekkor |K,, ) ar, (y, 7)| < eM M, (y €
J-(u)). Igy ebben az esetben a bizonyitds trivialis. [

3.2.3. Lemma. Legyen A,s,7 € NJA > s, u € Gy, x € L41(u)
rogzitett. Ekkor

D=

/ sup | K, ar (4, )|dy < e (M7 Ma)
T+ (u) In|=A

(n € N).

Bizonyitds. A 3.2.2. Lemma és a Cauchy—Bunyakovszkij-egyenl6t-
lenség alapjan nyerjiik az alabbiakat.

/ sup | K, ar, (y, )|dy
A

(u) [n|=A

2

2
/J()(sup IKn<s>,Ms(y,r)|) dy | - (u(Jrw)))?

IN

In|=A
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=

ms—1msp1—1 ma—1

/ Z Z Z\anM Y, T )\dy ) 1

1
Jrw) ne=0 nep1=0 na=0 (M:)z

< (M, My)?.
Ezzel az 3.2.3. Lemma bizonyitasat befejeztiik. [J

3.2.4. Lemma.

M
| s aaidy < e/ 7
Jr(u) n>Myg k

(x€lip1(u),u € Gp, k,T€N), k>1—c.

Bizonyitds. A 3.2.3. Lemma alapjan

/ sup |K,(y,x)|dy
J

r(u) n=Myg

= 1
su K, ,T)|dy | —
<oy (Z/ b Ko (0) y> o

(u) Ma<n($)<Maiq

| I
— By

1
su K, ,x)|dy | —
Z/J D Ko, (57)] y> "

s=7+1 (u) Ma<n(<Matq

<c). (MT+<A—T)(MTMA)%) ML <c<%+(k—7) M-
A=k

M
< cy

=

fgy a bizonyitas teljes.
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3.2.5. Lemma. (A Walsh-eset [Gat6]-ban taldlhatd) Legyen f €

LY (G x Gp), suppf C J = Ix(z1) X Ix(z2), A > k — ¢, ahol
Ak €N, (x1,22) € Gy X Gy, Tégzitett. Ekkor

/ sup{|onf|:n € P2, An> Ma, 51 <ny/ns < B}
(GmxGm)\J

Mo\ 7
<c(7) 11

Bizonyitas. Szedjik szét a (G, X Gyy) \ J halmazt a kovetkez6képpen.

(G X Gp) \ J

= (G \ In(21)) % (G \ In(z2))) |
U k(1) x (G \ Te(@2))) [ (G \ Tk (21)) % Ty (2))
=S J R

Vezessiik be az alabbi jeloléseket: 0 < h < H feltétellel legyen

S}SH) = sup ,

neP?,8-1<ny /na<p
h<An vn<H

Sp = sup )
neP?,8-1<n, /na<pB
h<An

Legyen tovabba

I = (La(z1) \ Tag1(@1)) x (I(22) \ Tys1(22)),

(@a=0,..k—1,b=0,.. k—1).
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Konnyt latni, hogy ekkor
k—1k—1

h=U A"

a=0 b=0

Az 3.2.4. Lemmabdl és a Fubini-tételbdl kévetkezik, hogy

/ bSMA|Jnf|:/ bSMA
J J

/ £ 2) Ky (4 ) Ky (2, 0)dy dz| du d
J

§/|f(yvz>|/ L St [ Koy (4, ) Ko, (2, 0) [ du do dy dz
7 e

M M,

<C 4_&4_.

< /]\f!\/MA\/MA
k—1k—1

/SMA|anfr<cZZ A I

a=0 b=0

o My | My | M,
< R — —_— < _ .

A tovébbiakban foglalkozzunk az Syy, |on f| fiiggvény J3 halmazon
val6 integraljaval.

Tehat

Legyen e; := (0,...,0,1,0,...) € G,,, vagyis e;-nek az i-edik
koordinatdja legyen 1(i € N), a tébbi pedig 0. Legyen tovabba
k,r € Nyr > k, esetén € := >, e;e; € Gy, ahol ¢ € Z,,,,
1 =k,...,r. Ekkor

J = I(zq1) X U Iy1(z2 +€) ::UJG'

elezml €
i=k,...,r
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Osszuk Js-at diszjunkt részekre a kovetkez6 modon. Legyen

minden @ = 0,1,....k — 1, és b = k,...,r, valamint tetsz6leges (bar
rogzitett) e := >\, €;e; € Gy, esetén

I3l = (La(z1) \ Tag1(@1)) x (I(z2 + €) \ Ta(z2 +€)),

I3 e = (La(21) \ Tat1(21)) X (Irg1(22 +€)).

Vagyis

k=1 r k—1
Js = <U U Ji’f) Ul ..
a=0

a=0 b=k

Mindezenfeliil egyszert becslés adja, hogy

o0 o0
M,
Smalonf] < Z sup lonf| < ZSJ(\Z +1)|Unf‘~
r:AVHGPQﬁ_lﬁnuwaﬁﬁ r—A

Mp<AnN< M, q

Tegyiik fel, hogy A > k. Ekkor

/SMA’Unf‘

J3

5 s
r=A J3

3 [ sy
r=A Ja €

dydz

/Jf(uﬂ))Kn1 (y, ) Kp, (z,v)dudv

dydz

/J f(U,U)Knl (y,x)an (Z,U)dudv
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o0 k-1 r
SEEXQZLﬁW“>
a= 3,¢

r=A € b=k

+> / Sy M)
S H T

r=A €

dydz

/J f(ua U)Knl (y,I)KnQ (Z,U)dudl}

dydz)

/ flu,v)Ky, (y, ) Ky, (2, v)dudv
Je

Most az 3.2.4. Lemma alapjdn (ldsd J; esetén) fels korlatot
adunk B'-nek

Bl
k—1 r
SZZ/ |f(u,v)|/ SEMI K, (g, 0) Koy (2, 0)|dydzdudy
a=0b—Fk ” Je I3l
k—1 »r Wi Vi
a b
<e- 3 [ i3
a=0 b=k V Je r T
k—1
M
<eY 45 [
a=0 Mr Je
Tehat
- M
D> B <eif 3
r=A € A

Miésrészt B2-nek is adunk egy fels6 korlatot.

k—1
B <Y [l [ S () o o) dydadudo
a=0"Je Jg‘,l,e

k—1 1 1
M,\* 1 M\ *
<X [u(5e) st se(5E) [ 1n
az_;) Je M, M;ia M, Je
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= M,
> B <3 I

r=A €

Ebbdl

kovetkezik.

Az A < k esetben, vagyis ha k —c < A < k (ldsd a 3.2.5.
Lemma feltételeit) a fentiek, a Fubini-tétel, valamint a 3.2.4. Lemma
eredményezi, hogy

SMA’Unf‘
<3 st
r=A J3
g WA
r=k+1 J3
k
DI AE
r=A"J3
My,
< il /==
< cif Sl

k
e 1fw) [ SN Ky, (4, u) Ky (2,0)|dydz
r=A J J3

k k—1
M; Mr 1
<ifh+e X [ 1ol | {57 | 5
r=A T

My,
< ey —= .
<31

Vagyis mindkét esetben

M,
Sualonfl <e G
[ Suleusl < el 3

/f(u’ V) Ky, (y, 2)Kp, (2, v)dudv
J

dydz

/J ) Ko, (3, 2) Ky (2. 0)

dydz

[ $000) Ko (92K, (2, 0)dude| dy
J

<
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Hasonléan kapjuk Jo halmazra is az egyenl6tlenség bizonyitasat.
Osszegezve mindezeket

M,
/ Sualonf| < el /31
(G xGm)\J A

Ezzel a 3.2.5. Lemma igazolasat befejeztiik. [

A tovabbiakhoz sziikségiink van a Calderon—Zygmund-lemma
egy kétdimenzios valtozatdra (1asd még [CZ], [MSW]).

3.2.6. Lemma. Legyen f € LY (G x Gp), A > ||fll1. Ekkor

f=fo+2221 fi, ahol || folleo < eA,  suppfn C Iy, (27) x I, (25) =:

I} (Valamely (x7,2%) € Gp X Gy kn, kn € N esetén), [, fn =
n kn

0, Ifnlly < cAu(l) (n€P). A I} halmazok diszjunkt téglalapok,

s6t () < | flli/A(Q = U, ep It,) ahol pp a Gy X G (normalizdlt)

Haar-mértéke.

Bizonyitds. Hasznéljuk az eredeti Calderon—Zygmund dekompozici-
6s algoritmus els6 1épéseit. Tetszbleges f € LY(G,, x Gy) és X > 0
esetén legyen

{ Io(29) x Io(z9) ha [Egf(x°)| > X
QO =

0 egyébként
és
Uili(27) % Ix(2h)  ha |Epf(x")] > A,
Q= (In(2y) x Ie(x)) N (UEZ5Q;) = 0

0 egyébként,

ahol x' = (2%, 2%) € G, X Gy, 6s Ix(zY) x Ij(xh) jeloli az eljras
soran definidlt i-edik téglalapot (a szamlalast nullatdl kezdve).

Az Qy elemeire vezessiik be a kovetkezd jelolést Ii := Ip(z}) x
I (%), ahol i € N. Legyen

fo=fp - <MkMk /1 Z_ f) 1y
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fri=flggr + > (MkMk/I f) L,

ik

ahol 1112 az I} karakterisztikus fiiggvénye. fgy f= I+ Zi,k fi
és (2, elemeinek szama véges. Mindezen tények egyiitt igazoljdk a
lemmat. [

A 3.2.1. Tétel bizonyitdsa. Definidljuk a kétdimenzids Fejér-kozepek
maximal operatorat a kovetkezoképpen

o*f = sup lonf| (f € LI(Gm X Gm)).
ncp2
ﬁ—lsnefp;nzga

A 3.2.4. Lemma segitségéve belatjuk, hogy a o* operator gyengén
(1,1) tipust. (Ez azt jelenti, hogy minden f € L1(G,, X Gpn), A > 0
esetén a pu({o*f > A}) < c||f|l1/A egyenlStlenség fennall.) Legyen
f € LYG,, x Gy), A > 0, alkalmazzuk a 3.2.2. Lemmat és a o*
operator o-szublinearitasat.

Legyen n € P. Ekkor a 3.2.4. Lemma alapjan

[ Knllr < / | K| + / sup |K;| <e.
JZ2My
I\n|+1 Gm\_[lnH_l

Alkalmazzuk tovéabba, hogy a ||K,, X K,,|1 < ¢ ((n1,n2) €
P2) (lasd [Gat4]) egyenlStlenséghbdl kovetkezik, hogy a o* operdtor
(00, 00) tipusi, vagyis ||0* f|lco < || f]lco minden f € L (G, x Gp)
esetén. Kovetkezésképpen u({o*fo > ¢A}) = 0 ha e\ > || folle igy
ebben az esetben a 3.2.6. Lemmat hasznalva kapjuk, hogy

p{o™f > 2eA}) < p({o"fo > eA}) + u(€))

1 / < Il | 1« / *
+— o fil <c + — o fi
cA (G X G )\Q2 <Z_Zl ) A cA ; (GmXGm)\Il’ii
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Il 1§
= - Bz
5 +c/\;

A Fejér-kozép definicidja adja, hogy oy, n, fi = 0 ha ny < My, és
ng < My,. EbbOl kovetkezik, hogy

0" fi
={sup|onfi| :n€P? 87 <ny/ny <3, }
={sup |onfi| :n € P?, B! <ny/ny < B, ny > My, vagy ng > My, }
<{sup|onfil :n € P? B~ <ny/ny <3, An>cMy,}.

A 3.2.5. Lemma eredményezi, hogy

B; 2/ ot fi <l filla-
(G X G\ I,

gy p({o*f > 2eA}) < ¢||f|li/)\. Kovetkezésképpen a o* operétor
gyengén (1,1) tipusi. Mivel minden

P = chk’l(wk X wl) (Ck,l € C,T,S € N)
k=0 [=0

kétdimenziés Vilenkin-polinomra mindenhol fennall a

lim o, n,P =P
An— oo

reldcié, igy a szokésos stirliségi argumentumot hasznélva (1asd példaul
[SWS]) a 3.2.1. Tétel bizonyitasa teljes. O

3.3. A o* operéator (H, L) tipusossaga.

Ezen alfejezet {6 eredménye az alabbi tétel.
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3.3.1. Tétel. Legyen f € H. Ekkor a o* operdtor (H,L) tipusi,
vagyis

lo™ flly < el flla,
aholis o f = Sup(,,, ) |00y, f|; amelyben (az el626, 3.2.1. Tételhez
hasonléan) ny,ne € P, és 871 < ny/ny < B, ahol B > 1 régzitett
paraméter.

Tekintsiik eloszor az alabbi dekompozicidés tételt. Hasonlét és
tovébbiakat taldlhatunk [Wei3]-ban.

3.3.2. Tétel. Egy f € LY(G,, x G,) fiiggvény pontosan akkor H°-
beli, ha létezik (ay : k € N) sorozat, melynek elemei H® atomok, és
léteznek (N, : k € N) valds szamok, melyre

(1) f= May
k=0

(2) D [kl < o0
k=0

teljesil. SOt || fllme és inf(3-7—y | Akl) ekvivalens normdk, ahol az
ifimumot f 6sszes lehetséges dekompoziciojdra vessziik.

Bizonyitds. A tovabbiakban c-vel egy olyan konstanst jeloliink,
melynek értéke esetenként kiilonbozé lehet, de csak (-t6l, sup my,-
tol és sup m,,-tol fiigg.

Tetszbleges a-val jelolt H°-atomra, melyre supp a C Ix(x1) X
Ik (33'2),

lall e = || sup |Enallly < [|sup En(MyMylz, (o))x 1, (22)]1 < 1.
neN neN

Kovetkezésképpen ha egy f € LY(G,, x G,,,) fiiggvény elballithaté a
[ =320 Nia; forméban (2) teljesiilése mellett, akkor

o0 [o@)
e < D alllaillzre <) Al < oo,
1=0 1=0
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vagyis f eleme H°-nek. Ezzel a bizonyitas els6 fele készen van.

Megforditva, hasznaljuk a Calderon—Zygmund dekompozicios
lemmat A = m¢9-val, ahol ¢ € Z, m := supm, < oo. Ekkor azt
kapjuk, hogy

f="Fma+ > fmin:
n=1

ahol || fnalloe < cm?, és rogzitett ¢ € Z esetén a supp fuan = I
halmazok paronként diszjunktak. S6t a dekompoziciés algoritmusbol
azt is megkapjuk, hogy m? < |E,fima | < emf, és |Ejfman| < mi
minden j = 0,1,...,q — 1 esetén. Mivel f,« — f és f,,—« — 0 amint
q — 00, igy f-et az

oo oo

F=Y (marr = fma) = D | D fmam— D Fmarry
n=1 j=1

q=—00 q=——00
alakba irhatjuk. Masrészt 1étezik olyan j € P és n € P tugy, hogy
SUppP fra+1,j C SUPP fma,n. Legyen

j: supp fmq+1’jcsupp f'mq,n

Minden x € supp fma,n esetén az by, (x) = fra+1(X) — fma(x)

egyenléség fenndll, kovetkezésképp |byn| < cmi. Legyen a4, =
1 ; o 1

MM, bgn, €s Ag.n = cmqm, q € Z, nelP, ekkor

cmd
o oo
f - : : : : )\q,na(Ln’

g=—oon=1

ahol a4 ,-ek H°-atomok I]?q B tartokkal.

Do D aml=c Y mTy ully, )
n=1

g=—oon=1 q=—00

<c > min(fo > mh) < el flh = el fllue.

g=—o00

Ezzel a masik irany is bizonyitast nyert. [



KETTOS VILENKIN—FEJER-KOZEPEK 37

3.3.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy supp f C Ix(z1) X Ix(z2) és
fell(GnxGn) (keN, (z1,22) € G X Gp,). Ekkor

/ 75 < el
(GmXGm)\Ik(ccl)XIk(mg)

Bizonyitds. Ez az allitas a 3.2.5. Lemma egyszert kovetkezménye. [

3.3.4. Tétel. A o* operdtor (H®, L) tipusi, vagyis

lo™ flly < el fllme (f € H).

Bizonyitds. Ismert, hogy p > 1-re a LP (G, X Gy, )-bOl LP(G,, x G-
be képez6 o* operator korldtos (a o* operdtor gyengén (1,1) és
(00, 00) tipusossdga miatt, lasd a 3.2.1. Tétel bizonyitasit). Tegyiik
fel, hogy a egy H°-atom Ij(x1) x Ip(z2) tartéval. Felhasznalva a
3.3.3. Lemmat, a Holder egyenlGtlenséget és o* korlatossiagat, azt
kapjuk, hogy

*

/ a*a:/ U*a~|-/ oc*a
GmXGm Ik(l‘l))(]k(wg) (GmXGm)\(Ik(ml)XIk(:cg))

= (/Gmem(G*a)p> " i) x Tuf@2))' 5 + clall

1
? 1
<¢ (/ W) pll(1) x In(e2))' 7% +
Ik(wl)XIk(ZEQ)

1 1—1

1 P 1 P
< M. M;.)P < ec.
_Cp(( M) Mchk) (Mle) +c<c

Végiil az f fiiggvény atomos dekompoziciéjat és a o* operator o-
szublinearitasat felhasznalva adédik

o* <§: /\zaz>
i=1

lo* fllx =

1



38 HARMADIK FEJEZET

o o
<> lllo*aills < eIl < ellfllme,
=1 =1

ami a bizonyitandé volt. [

A 8.3.1. Tétel bizonyitisa. Mivel ||.|ge < |.||g, ezért fenndll a
H C H° tartalmazéds. Ezt figyelembe véve a 3.3.1. Tételt a 3.3.4.
Tétel kovetkezményeként kapjuk. [

A 3.3.1. Tétel az eredeti (és korlatos) Vilenkin-rendszerre [Wei2]-
ben talalhato.
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Negyedik fejezet

Egy normaegyenlotlenség Vilenkin

-szerl tereken értelmezett
fliggvényekre

Ez a fejezet a [Bla8] és a [Bla9] cikkek eredményein ala-
pul. Az ortonormélt rendszer mindkét cikkben (igy a fejezet
minden Aallitdsdban) az altalanositott (Vilenkin téren értelmezett)
Vilenkin-szerti rendszer, az els6 alfejezetben az egydimenzids, mig
a masodikban a kétdimenzids rendszer.

4.1. Felhasznalt eredmények.
4.1.1. Lemma ([G4at8]).

oo

Dy(y,z) =) (DMi (y, )

=0

n;—1 )
G+ 1M, 5 nUFD 4, -
' (Z i (y)r'" (w)>¢;<i+1> W)Y i) (w)) :

t=0
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4.1.2. Lemma ([Gat8]).

Das (y.) = { M,, y € I,(x)

0, y¢lI(x).

4.2. Az egydimenzids valtozat.

A 4.2. alfejezet f6 célja az alabbi tétel bizonyitdsa.

4.2.1. Tétel. Legyen m korldtos sorozat. FEkkor létezik ¢ > 0
abszolut konstans, hogy minden f € H(G" ) figguényre

N
1O Su sl
sup <c||fllu-
oy < el

E normaegyenlétlenség klasszikus rendszerekre vonatkozo analég
valtozatai ismertek és bizonyitottak. Trigonometrikus rendszerre
B. Smith ([Smi]) 1983-ban, Walsh-rendszerre Simon Péter ([Siml])
1987-ben, (nemcsak korlatos) Vilenkin rendszerre pedig Gat Gyorgy
bizonyitotta 1993-ban. Ok konkrétan az aldbbi egyenlOséget lattak
be tetszoleges f maximal Hardy-térbeli fliggvényre:

N
: 1 [0 f = flly
1 =0.
NI—I}éologNng1 n 0

Ez az egyenl6ség egyszerii kovetkezménye a normaegyenlétlenség-
nek.

Az egyparaméteres Vilenkin-rendszerre vonatkozé eredmények
ugynevezett HP véltozata (p < 1) ([Sim3])-ban taldlhat6. Ezt 1996-
ban Weisz Ferenc altaldanositotta két paraméteres trigonometrikus-
és Walsh-rendszerre ([Wei4]). Bizonyitdsaiban martingdlelméleti
eredményeket hasznalt. A (kettés) Vilenkin-rendszerre vonatkozé
altalanositdas Simon Péter és Weisz Ferenc munkéja ([SiW]).
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Mivel a Vilenkin-szerli rendszer azonban lényegesen altalanosabb,
mint a klasszikus Walsh- és Vilenkin-rendszerek (illetve kevéssé
hasonlithat6 a trigonometrikus rendszerhez), a tétel bizonyitédsa
csupan részben alkalmazza a szokasos eljarasokat.

4.2.1. igazolasdhoz az aldbbi lemmakon keresztiil jutunk.

4.2.2. Lemma. Ha y € I;(x)\I;11(x), akkor fenndll
DTL (ya QL‘)

J ng;— 7+1)+tM _ (i+1)+tM_ —
=2 M (Z WM @) | e @) e (@),

t=0

Bizonyitds. Nagyon egyszerii, felhasznalva a 4.1.1. és 4.1.2. Lemma-
kat. [

A kovetkezo lemma trivialis eredeti Vilenkin-rendszerre, de nem
az ezen Uj rendszer esetén.

4.2.3. Lemma. Legyen n,j € N, i € {0,...,j} és g € G},
tetszoleges. Ekkor

2 |¢n7,+1j 1('730)’2
Uy (y)| dy = : :
[ i
I (o)

Bizonyitds. Han = 0, a tétel allitasa trividlis. Legyen a tovabbiakban
n € P. Vezessik be az aldbbi jeloléseket A = |n|, xo =
(x0,0,%0.1,%0,2,-..) € G, er == (0,..,0,1,0,...), ahol egyediil a
k-adik koordinata egyenld 1-gyel, a tobbi 0, valamint legyen e, €
{0, e, Mp — 1} és

L /
(l’o,&j@j, ...,€A6A) = (.CEO’(), -~y 0,5—1,€5€5, ...,EAeA,ilﬁo’A+1...) € Gm

Ekkor

/ |7/);L(z‘+1) (y) ‘2 dy = Z / ‘¢;(i+1) (y) }2 dy

EjyeenyE
Ij(ajo) 7 ’ AIA+1($0,EJ'€J‘,..‘,EA€A)
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B 1
Matr

2
Z ‘1/}7/1(1'+1)<x0;6j€j, "-75A€A)|

jre€A

—1 2
= A Z ‘¢;(i+1)($0,5]‘€j,...,EA€A)|

]\4:7 H mk Ej,--,€EA
k=j

ma—1

m;—1
_ + Z Z ‘¢;(i+1)(m)|2

k=j
m;—1 -1
1 . T A (i+1) (k)
_ 1(n )
=—0F ' x
Mj H mp x;=0 zA=0 k=i+1
k=j
/ 2 A mp—1
= — k ,
M m
J k=j k =0

mivel az (n(+1))(*) = n(*) egyenléség fennall i + 1 < k miatt.

my—1
Belatjuk, hogy -— >
k l’kIO

kovetkezni fog a lemma allitasa.

= 1, amibdl pedig mar

A rendszer egyik alapvetd tulajdonsagabdl kovetkezik, hogy ha
M, az n,l szamok osztéja és nF+1) = [-+1) “akkor Ey(r'i7k) = 1,

feltéve, ha ny = ly. Igy konnyti latni, hogy

) ) o 1 et (|2
1=Ey(r'y 7 )= Ex(lr'y |):—Z "
mk meO
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4.2.4. Lemma. Legyen j,n € N, i € {0,...,5} és zp € G),
tetszoleges. Ekkor

|¢Z7¢+1,j—1($0)’

|¢;l(i+1> (y)’ dy < M,

I (zo)

Bizonyitds. Egyszerti, haszndlva a 4.2.3. Lemméat és a Holder-
egyenltlenséget p = ¢ = 2 esetben:

/ ! iy (9)] - 1dy < / 0" oy ()| dy / Ly

Ij(zo0) Ij(z0) Ij(zo0)
W)n i1 _7 1 l‘o)lQ 1 |¢n Ji+1,5— 1(:E0)| 0
M; M; '

4.2.5. Lemma. Legyen a # 1 atom. Legyen Ix(xo) olyan
intervallum, melyre |a(x)| < My, valamint legyen supp a C Ip(xo)
és [ a(x)dx =0. Ekkor tetszbleges j € {0, ...,k — 1} esetén

I (zo)

Ir(xo)
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és
Link
Z |¢7/1,0,j—1<$0)|2: Z H’Tl? (x0)|2
10,5 —1 n0,.--,Mj—1 =0

mgll mo—1

nl— 1) n(®
= Y D @) s (xo))?

nj,1:0 no= =0
m ,1—1 m 1
N m(j—l) -
= E |r j—1 E ’T 0
ng,l_O no= =0

Ezen tényeket hasznalva a kovetkezo atalakitasokat hajthatjuk végre:

i pO)2 =35 a2 = ;3 fa(n))

n(]) n(]) n(J)
= Z |d(n(j))|2 Z |¢7/z,o,j—1($0)|2
n(j) no,---,MNj—1

= Z Z |&(”(j))¢%,0,jf1($0)|2
n(]) n(j>

=Y D lam)> = la(n)?
n(d) n(j) n=1

Ha n € {0,.. — 1}, akkor n9) < M, kovetkezésképpen

wnm( x) csak x elso k: koordinatajatol fiigg. Ebbdl kovetkezik, hogy
a1 ;) (v) fliggvény az Ij(xo) halmazon konstans. Tgy

o) = [ @@ =c [ a0

I (z0) I (z0)
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ahonnan az

n=1 n=»Mj
egyenléséget nyerjiik.
A Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlotlenség alapjan

o0

n:Mk n:Mk

(e
ES)
s
E/.
s
A
s
©

Ismert, hogy

1 1
\n—zz\:@ﬁ< My — 1

valamint egyszeri szamitas mutatja, hogy

lall3 = / la(2)[Pdz < p(Ii(x0)) > u(Ik(20))
I (z0)
= p(Ix(x0)) ™" = M.

Becsléseinket Osszegezve
> a(n®)
S~ )|

n
TL:Mk

= la(n)@ > .
O I ST EN I D=
n=Mj

45
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adodik.
Végiil felhaszndlva a korabban bizonyitott
f: la(n)| _ i ja(n)]
n=1 n n=>»Mj, n

egyenloséget, a

egyenl6tlenséghez jutunk, ahogy azt allitottuk. [

A 4.2.1. Tétel bizonyitisa. Mivel f € H(G!)), igy f-et az f(zx) :=
> Anap(z) forméba irhatjuk, ahol a,-ek atomok, és > |\, | < oo.
n=1

n=1
Ha a egy atom, létezik k € N és xy € G, gy, hogy
supp a C I(x). Kezdjiik el vizsgélni az || Spa||1 kifejezést:

ISualls = [ IS.a
G/

m

k—1
Iy (z0) jzofj(ifo)\fj+1(33o)

Elészor vegyiik szemiigyre (1)-et. A Holder-egyenlStlenséget és az S,
operator (2,2) tipusossagat felhasznédlva kapjuk, hogy

1 1
)= [ L olSual € <= lSualls < e—mlalle

G

Mivel ||a||oo < My és p(Ix(wo)) = M, !, kénnyti 1atni, hogy




EGY NORMAEGYENLOTLENSEG VILENKIN-SZERU TEREKEN 47

Mindezen tények egyiitt (1) < c-t eredményezik.
Most legyen j egy eleme a {0, ..., k — 1} halmaznak. Ismert, hogy

(Sna)(y):/a(:v)Dn(y,x)dxz / a(z) Dy, (y, z)dx.

G I (o)
A 4.2.2. Lemmat felhasznalva kapjuk, hogy

1

S = [ al Z( (Z e <y>rn"“*””Mf<x>)

t=0
Ay v (Y v (x)) dx =

J n;—1 .
G+D L, - nOFD LM
=3 (e )

'¢;(i+1) (y) / a(x)ﬁj/n(i-u) (:L‘)d:l;) ,
I (zo)

ha y € Ij(x)\[j+1(z). De a |} (z)] < /my reldcié fennall
mg—1

> 'k (@)]? = my, miatt, gy

nk:0

(i+1) ) :
Z m Y 1M, ()" +tMZ(x0)

=0

<nm; < mf < ¢,

amibdl pedig

(s |<cZM ! () / A& o (2)de

I (z0)
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~e> s

=0

kovetkezik y € I;(x)\Ij4+1(z) esetén.
A fentiekbdl és a 4.2.4. Lemmabdl

<CZ / ZM

I (zo)\Ij1+1(z0) *

n(74+1)

(n(i+1)>‘

n(z+1> d( (Z+1))’ dy

k—1 3

<c Z M;la( (H_l) / ’w;(i+1) (y)} dy
J=0¢=0 I (zo)
k—1 J

<c J Z (H_l) ||wn Ji+1,5— 1(1‘0)‘
J=0 i=

adodik.
A Vilenkin-téren értelmezett altaldnositott Rademacher-rendszer
i11. tulajdonsdga miatt (lasd az els6 fejezetet) konnyti 1latni, hogy

|77Z};L,i+1,j—1($0)| <

Az (1)-re és (2)-re kapott becslésekkel be fogjuk latni, hogy

N
1 Z |Shallx <
log N = n

teljestil minden a atomra.

El6szor irjuk fel, hogy

N
1 Z | Snallx
log N = n
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N k-1 j (i+1)

1 c 1 la(n )||Y! i+1 1(zo)]
< -~ i /L TL'L 7]
= log N nz_l n C]Z_O M; Zi_o M n

.

~ i i—1
. Z 1 iM N |a(n( +1))| H%:Z mp o (3)
logN logN = M & —~ n o

n
akarmilyen atom is a.

Amennyiben a = 1, akkor

= /Wn = Eo(¢',,)
a,

In|—1

_nnDh
EO H 7“ E|n| <7" |n|'f’|n| ) =0

hiszen n{I") = n, M, #0han € P és En(r'™") = 0 ha my, # L.

N
1 S,
Ebben az esetben —— E w korlatossaga trividlis.
log N = n

Ha pedig a nem az azonosan 1 fliggvény, akkor alkalmazzuk a
4.2.5. Lemmat.

IN

N
ADbbdl az ismert ténybdl, hogy > % clog N, kovetkezik
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j—1

k-1 1 J
Mér csak Y — ZMZ H myp < clog N bizonyitadsa hidnyzik
j=o M;j =5 h=i

(3) korlatossdgahoz. Kénnyt latni, hogy

1
V2 -1
k—1 k
kovetkezésképp > — ZM < . Ha n < M;y,, akkor
j= O i—=0 \/5_1

n(+1) =0, igy a(n(”l)) = 0. Vélasszuk k-t gy, hogy k = max{i +
1|M;+1 < n} legyen. Ebben az esetben feltehetjiik, hogy M} < n. De
tudjuk, hogy n < N és 2% < M, igy innen kapjuk, hogy k < clog V.

N
1 Z ||SnCL||1 < ¢ egyenlﬁtlenSég
gNn:I n -

Ezzel befejezodott a i
o

bizonyitasa.

Végezetiil visszatérve az eredeti problémara, kapjuk, hogy

15,03 Anan)|s

1 N
h=1
= <
z%%logﬁf}: n -
e N
1 |Snanlx
< An| sup
2 IS w2

<ed [l <elfllu,

h=1

ami a bizonyitando volt. [J
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4.2.6. Tétel. Ha f € H(G),) és azm sorozat korldtos, akkor

N
. 1 |Sn f11
lim E = )
! log N —~ n e

N—oo

Bizonyitds. A 4.2.1.  Tétel egyszeri kovetkezménye, hiszen a
Vilenkin-szerii polinomok stirtiek az 6sszes H-beli fliggvények terében.

4.3. A kétdimenziés valtozat.
A 4.3. alfejezetben belatjuk az el6z6 alfejezetben targyalt

normaegyenlotlenség kétvaltozds alakjat, nevezetesen, ha az indexek
hanyadosa korlatos.

4.3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy m korldtos sorozat, 2 < N, K € P és
legyen B > 1 rogzitett konstans. Ekkor létezik ¢ > 0 csak (3-tol figgo
konstans, melyre tetszbleges f € HY (G, x G! ) fiigguény esetén

1 HSnkfnl
o 1Snrfll
zsvufg log N log K 12 k= cl| fll
Bl<n/k<p
(n,k)<(N,K)

teljestil.
A tétel igazolasahoz sziikségunk lesz az aldbbi lemmékra.
4.3.2. Lemma. Minden f € L*(G!, x G.,) ésn,k € N esetén
[Snfllz < I £ll2,
vagyis az Sy i operdtor (2,2) tipusi.

Bizonyitdis. Ez az allitas egyszeri kovetkezménye a 4.2.3. Lemmanak
és a Bessel-egyenlOtlenségnek:

ISuisle= | [

n—1k—1 2

DD FU R ()Y ()| dedy
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n—1k—

< lz;hojflh /\wl rdx/wh )2 dy
n—1k—1
= [ | m| < sl
=0 h=0

O

4.3.3. Lemma. Legyen a(x,y) #Z 1 egy atom és [ > 1 rigzitett.

Legyen Ii(xo) x I;(yo) egy intervallum, melyre |a(z,y)| < MM,

supp a(z,y) C Ix(zo) X I;(yo) és i a(z,y)dzxdy = 0. Ekkor
I (z0) % 11 (yo)

e a(n®_ R
S L)

nh -
n,h=1
B~ '<n/h<p
teljestil
Vi e {0,....k— 1}, Vi e{0,...,1—1}
esetén.

Bizonyitas. Egyszeri szamitds mutatja, hogy
a(n, h)
= [ e @@ sy

G xar,

_ / o, ) ()0 () dacdly

I, (z0) X 11 (yo)

| [ e @d e Wy
I (z0) X 11 (yo)
: zE/n,o,i—l($0)1/;'h,0,j—1(90)
= d(n(i)v h(j))ﬁz/n,o,iq($0)1E'h,o,j—1(90)
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és
it
Z |¢;L03—1(5170)|2 = Z H’T/:L (530)’2
NQ,.nes nj_1 N,y nj—1 1=0
mj—1 mo—1 7j—1m;—1
(0) (G—1) (%)
=D e @)l @) =TT DD 1P (o)l
n;=0 no=0 1=0 n;=0
Jj—1
= H m; = MJ
=0

Ezen egyenloségeket hasznélva az alabbi Osszefiiggést kapjuk:

ii n(® h(J)
" _:ZZZZ|& @) p()y)2

(i) n (i) h@) h(i)

= MM, 3 Ja(n®, RO

n(®) p()

= Z Z (|&(n(i), Ak

n() RG)
T Wheatl T 1o 1<yo>\2)

MG —1 h() hJ 1

ZZZZM O RDY o i (20) W01 (00)

n () n(4) h() h(j)

99D )W,

n (%) n(4) h(d) h(j)

i i la(n, h)|?
n=1h=1
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Han € {0, ..., M;—1} akkor nU) < M, kévetkezésképpen P! o ()
csak x els6 k koordindtajatdl fiigg, igy a ! ;) (v) fliggvény az I (zo)
halmazon 4llandé. Tehét, han € {0, ..., My —1} és h € {0, ..., M;—1},
akkor

a(n, )y = / a(z, y) ' o ()0 4o (y)dady =

I (z0) x 11 (yo)

Vi ()Y ho) (Yo) / a(z,y)dzdy = 0,
Iy (z0) x Ii (yo)

amibdl pedig

i ‘(nohm Z Z n(>h<]>)‘

n,h=1 n=My/B h=M/B
B~ '<n/h<pB

kovetkezik.
A Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlétlenséghdl kovetkezik, hogy

Z Z a(nt) h(a)),<

n=My /B h=M;/3

Z Z a(n®, RO | Y

n=My /B h=M,;/B k/Bh

= 11
Zn_h_
:M

oo

S latno,moe | Y LS =
My/B

1h=1 n=My. /3 hh

NE

n
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Tovabba a Bessel-egyenlotlenség miatt

YD lan®, @2 < Jallz.

n=1h=1

Az ismert elemi egyenlétlenség eredményezi

adodik, mivel

= [ late.y)Pdsdy
Iy (z0)x 11 (yo)
<p(Tx(zo) x Ii(yo)) " *pu(Ix(zo) x Li(yo))

=u(Ix(z0) X Li(y0)) ™" = Mry1 M1
=Mpr1My1 MMy < c M M,

teljestil, felhasznélva m korlatossagat.

, . .. . XX la(n(® B
Eredményeinket Gsszegezve kapjuk, hogy > > —+———= <,
n=1h=1

ahogy vartuk. [J

A tovabbiakban (n,k) < (N, K) jelentse azt, hogy n < N és
k < K egyidejlleg teljesiil.
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4.3.4. Lemma. Legyen a tetszdleges atom R C Ig(to) x Iy (t])
tartoval, valamint legyen ||allce < MsMy . Tegyik fel, hogy B >
1, 2 < N,K € P. Ekkor létezik c csak B-tol fiiggd konstans, hogy

1 [5n.kally
sup ————— E ——— <c
N,k log N log K i< nk
(n,k)<(N,K)

Bizonyitas.

Léssuk eldszor az a = 1 esetet. Mivel

7| , 7| ,
[ =Bt = B[] 7 = BatB (17 -
é, i=1 =

7j=1

j=1

hiszen n{I") = n, M, #0han € P és En(r'™) = 0 ha my, # I,
igy azt kapjuk, hogy

sty = [ = [ [0
G! xG!. G’ G’

Ebben az esetben tehdt a lemma allitasa trividlis.
Ha a # 1, akkor osszuk GJ, x G’ -et négy diszjunkt részre a
kovetkezoképpen:
G, xG,
= (1(to) x Lo (1)) L (1 (t0) % (G \L (1))

U@\ (o)) x Lo (1)) L (G (k) (G (80))),
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ahonnan a
[Sn,kall1 =
Swal+ [ [Susalt
Is(to) X I/ (t}) Is(to) x (G, \ 1y (t5))
1S, + / S kal
(G \1Is(to)) <1 (tf) (G \Is(t0)) x (G \1s(tp))

felosztas addédik.

Az els6 rész becslését rovid szamolas utan kapjuk a Holder-
egyenlOtlenség, az S, operator (2,2) tipusossiaga (lasd 4.3.2.
Lemma) és az atom definicidja alapjan:

’Smkal

L (t0) X Ly (t))

1/2
< Ly (t0)) 2 (L (£))) / 1S, pal?
Gl XGI
1/2
< /MM a* | <e

Is(to) X1y (tg)
és igy konnyt latni, hogy
1 c
S — < e
ISVUE log N log K Z nk — ¢

Bl1<n/k<p
(n,k)<(N,K)

A miésodik (és harmadik) rész becslése céljabdl vizsgdljuk meg
Sn.ka(z,y)-t. Eloszor is frjuk fel, hogy
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Sppal@y) = | S2alt,y) D, t)dt = / S2a(t, y) Do (z, £)dt.

G I (to)

Most valasszuk meg a j € {0, ..., s— 1} szdmot tetsz6legesen. A 4.2.2.
Lemmat hasznélva kapjuk, hogy

’ ¢;(i+1) (IL‘)@Z/n(i-H) (t)) dt

2 = LR g D
=3 (T )

h=0

e (2) / Sralt, v peisn (t)dt) 7

Is(tD)

ha z € I;(t9)\Ij+1(to), amit mostantdl tételezziink is fel.

mk—l
De a |[r'}(z)] < /my, relacié fennall, hiszen Y. |r'}(z)|? = my,
ngE=0
igy
[ (i+1) (i+1)
r’n MM ) | < gy < m: < c,

t=0
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amit felhasznalva

|Sn,ka(xa y)’

SCZMi ¢;(i+1)(33) / Sia(t,y)?ﬁ’nmn(t)dt
' Is(to)

= Z M; (Y, (x)gga(”(iﬂ),y)‘

adodik.

Ha most felhasznaljuk az elébbi egyenlétlenséget, valamint az
intervallumok egy szétbontési eljarasat (lasd példaul [Gat6]-ot), az
alabbi eredményre jutunk:

s'—1
/ |Sn.ka(z,y)|de = Z / |Sn.ka(z,y)|dx <
G\ (t) =00 (t0)\ T4 (t0)

s’ —1 i

Y [ Xm

jzofj(to)\fj+1(t0) =0

Y, i) (ff)g/ga(n(iJrl),y)‘ dr <

I;(to)

Ha ezen a ponton felhasznaljuk a 4.2.4. Lemmat, a

s'—1

1 J
[ Suateildo <3 5300

G\ (t5)

egyenlotlenséget kapjuk. Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

’
s;—1

*
1(141) _ (1+1)
P D () A ()
t=0
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és tanulmanyozzuk SZa-t.

Amennyiben y € Ip(2)\Ip+1(2), a 4.2.2. Lemma segitségével
kapjuk, hogy

S2a(nt*h) y)

- / Sia(z, ) o'y (2)dz

= / a(x, 2) Di(y, 2)¥' ) (2)dzdz

h *
= / a(:v, Z) Z Ml Z wllﬁ(lﬂ) (y)lglk(zﬂ) (Z)'lzln(i+1) (x)dzdx
G, X G, [=0

*

h
= M, Z Tﬁ/;aﬂ) (y) / a(z, Z)QE’MHD (Z)Qzln@“rl) (z)dzdzx

0 G, xXG.
h *
— Z M, Z w;c(l-ﬂ—l) (y)&(n(H-l)7 k,(l—|—1))‘
=0

Mivel | > | < ¢, ezért

h
’Sia(n(iﬂ),y)‘ < CZ M, ’%(m) (y>d(n(i+1)7 k(l—i—l)) :
1=0

ahonnan

/ léia(n(””,y) dy
I (to)
1kl

=S 1 (t0)\ It (t0) I 41 (to)
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|k|+1
Z / ZMl ‘wkwl) nly k(lﬂ))‘dy
h=s Ih(to)
|k|+1 h
<ec Z ZMld(n(”l),k(l“)) / |¢;€(l+1)(y)‘ dy
h=s =0 In(to)
|k|+1 1
<e 1 Sa(n(HD By,
h=s h

Visszatérve az eredeti problémara

‘Sn,ka(x> y)‘ dl‘dy

Is(to)x(Gr \I, (1))

Végezetiil alkalmazzuk a 4.3.3. Lemmat:

‘Sn,ka(xv y)l dl'dy

1 Z Is(to) x (G \1s(t3))
log N log K nk
BT1<n/k<p
(n,k)<(N,K)
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ja(n*+D, KD

Z nm =6

B '<n/k<pB
(n,k)<(N,K)
mivel
[k|+1
PR,
h=s

Tovébbé, ha n < M1 és k < M1, akkor nC*h = g+ = 0, ezért
a(nt+D | EUHDY = 0. Mésrészt elegendé, ha

s'=max{{i + 1,0+ 1} M1 <n, My41 <k},

ezért feltehetjik, hogy My < n és My < k. Megjegyezziik, hogy
n < N és 2° < My, ennélfogva s’ < clog N adddik, ahogy azt
vartuk.

Az 0sszeg harmadik tagjanak becslését hasonlé képpen bonyolit-
hatjuk le.
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A bizonyitas hatralévé részének stilusa hasonld az el6z6 eljaras-
hoz. Alkalmazva a

s’ — 1 j R |
/ |Sp.pa(z,y)|de < c Z T Z M, )Sia(n(“rl), )
j=0 7 i=0

G'/m,\Is (tO)

egyenl6tlenséget, kapjuk, hogy

S ka(z, y)|drdy
(G \ T (£0)) X (Gl \ T (£0))

s'—1

S SES S

]
G\ Is(to) 770 =0

nlH) y) ‘

s'—1 J
Ryt [ [t
7=0

=0 G\ (to)

Most tanulményozzuk a [ |SZa(n(*V),y)|dy integrélt, ne-
G\ s (to)
vezetesen becsiiljiik feliilrol az alabbi moédon:

1S2a(n" Y y)|dy

G\ 1. (to)
s—1
|Spa(nt™Y y)|dy
9207, (t0)\ T4 (t0)
s—1 q
3 M, [ Va8, K00
q=0 u=0

I4(to)
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s—1 gq

< CZZMum(n(iJrl)’k(qul)” / ‘r(/}/](fu+1)‘ dy

=0 u=0
= I (to)

s—1 q q—1
1 .
<ec)y — M, my|a(ntHD) Bty

Alkalmazzuk ujra a 4.3.3. Lemmat, amely a vart egyenl6tlenséget
fogja eredményezni a szokasos médon.

‘Sn,ka@ja y) |d£l;'dy

Z (G \ I (t0)) < (G \ 1/ (2))
nk

<

B~ <n/k<pB
(n,k)<(N,K)

|a(n(i+1)’ k(u+1))‘

Z nm S

B~ <n/k<B
(n,k)<(N,K)

clog Nlog K.

Ezzel a lemma bizonyitasat befejeztiik. [

A 4.2.1. Tétel bizonyitdsa.

Alkalmazzuk a 4.3.4. Lemmat és az f fiiggvény atomos
dekompozicidjat:

1 Sn

. s lsadlh _
N,k log Nlog K | nk

BT <n/k<pB

(n,k)<(N,K)
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HSn,k(_Zl Ajas)
=

IR <
N K log N log K Sy nk
(n k)<(N,K)
1Sn.k(a;) |1
Aj e M L
Z| ]sup logNlogK 12 nk -
<n/k<p
(n k)<(N,K)

e NI < el flla
j=1
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(")sszefoglalés

Ez a dolgozat a klasszikus egy- és kétdimenzidos Vilenkin-rendszer

kiilonboz6 altalanositasaival és néhany, azokkal kapcsolatos allitassal
foglalkozik.

Az elsO, bevezeto fejezet utan talalhatoak az 1j eredményeket
targyalo fejezetek; a masodik, harmadik és negyedik.

A masodik fejezetben (és a hozzd tartozé bevezetésben) a 1«
Vilenkin-szerii rendszerek egy alkalmazasat talaljuk, példat adva
olyan majdnem paros szamelméleti fiiggvényre, melynek Vilenkin—
Fourier-sora mindenhol divergal.

2.2.1. Tétel. Legyen G,, egy R-Vilenkin-csoport és 1 < q < o0
tetszoleges. Ekkor létezik olyan Bi-beli fiigguény, melynek Vilenkin-
Fourier sora sehol sem konvergens.

A harmadik fejezet két {6 allitdas koré szervezédik. Egyrészt
bebizonyitjuk, hogy korlatos Vilenkin-szerii rendszerekhez tartozé
integralhaté fliggvények Fejér-kozepei majdnem mindeniitt tartanak
a fiiggvényhez abban az esetben, ha az indexek hanyadosa korlatos.

3.2.1. Tétel. Legyen f € L'. Ekkor

Unl,nzf - f

magjdnem mindeniitt, amint ni,ny — o0, ny,ny € P, és f71 <
ny/ne < B, ahol B > 1 régzitett paraméter.

Masrészt igazoljuk, hogy a kettos Fejér-kozepekbdl szarmaztathato
o* f operéator (H, L) tipusi.
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3.3.1. Tétel. Legyen f € H. Ekkor a o* operdtor (H,L) tipusi,
Vagyis
lo fllx < cllflla

aholis o™ f := SUDP(,, 1, [Ty my fl, amelyben nyi,ma € P, és gt <
ny/ng < B, ahol § > 1 régzitett paraméter.

A negyedik fejezet egy ismert normaegyenlOtlenség egy- és
kétdimenzids valtozatat tartalmazza. A tételek tjszertiségét az adja,
hogy azokat egy (a 1« rendszerekhez hasonléan) Gat Gyorgy nevéhez
fiz6d6 1j rendszeren mondjuk ki, mely rendszer érdekessége annak
altalanossaga; a rendszer fliggvényei (a Vilenkin-) csoport helyett egy
miivelettel el nem latott halmazon vannak értelmezve, megnehezitve
a korabbiakkal analég allitasok bizonyitasat.

4.2.1. Tétel. Legyen m korldtos sorozat. FEkkor létezik ¢ > 0
abszolit konstans, hogy minden f € H(G!,) figgvényre

N
1 150 f1I1
< .
Ner loganzl n < el flla

4.3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy m korldtos sorozat, 2 < N, K € P és
legyen B > 1 rogzitett konstans. Ekkor létezik ¢ > 0 csak (-tol fliggo
konstans, melyre tetszbleges f € HY(G', x G!) fiigguény esetén

1 HSnk:le
1 [Ei
W e NIog R 2 g =l
B1<n/k<p
(n,k)<(N,K)

teljestil.
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Summary

In my dissertation I deal with the dyadic-harmonic analysis,
particularly with the Vilenkin and Vilenkin-like systems. In what
follows I will use the usual notations of the Vilenkin analysis.

Let A, be the o-algebra generated by the cosets I,(z), where
neN, ze€ G,y Let oz;??ozn (k,j,mn € N) be functions satisfying the
following conditions:

(i) af : Gy, — Cis A; -measurable (k,j € N),
(i) Jok] = aff = a2 i= ak(0) = 1 (k, j € N),
(ili) o = jﬁo Oé?(j) (n €N, nl) .= gj ngMy).
Let xn = ¥pay (n € N). A function system {x, : n € N} of this
type is called a ¥« system on the Vilenkin group G,,.

It is proved that this system is orthonormal and complete in
LY (Gp).

I proved several generalizations of theorems known for the original
Vilenkin systems with respect to the o and to the double Y« system.

Let k € P. We say that f : P — C is an arithmetical function even
modulo k&, if every n € P

f(n) = f((n, k),

where (n, k) is the greatest common divisor of n and k.

Let
By, :={f even modulo k}, B:= U By..

keP

If f:P— R then

M(f) :=limsupz~! Z e

e 1<j<z

are called the upper mean values of f.
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Let 1 < ¢ < oo. Then the upper mean value gives rise to a

seminorm o
1 £llq == {M(|f19)}

on the linear space {f|f : P — C,||f||? < oco}. We denote by B9 the
closure of B in this norm. Functions in B? are called almost even
arithmetical functions.

If n e N,n= )" n;M;, then let
j=0

o0
o . —1
n:.= E nJ]MjJrl
Jj=0

and of course only a finite number of n;-s is not zero.

Denote by
k
Kn(z) := lim exp(2muni Y z;M;) (n € N,z € Gp,).
There exists the limit, and the system {x,|n € N} on G, is a Y«
system.

If feB?and 1 < g < oo, then there exists f* € L1(G,,) p
almost everywhere unique, that f*(A~1(n)) = f(n), ||f*|lq = |f]5
and f, — f & [ — f*, where ) is the so-called Fine-map.

If for every k € IP there exists n = n(k) such that k| M, we say
that G, is a R-Vilenkin group.

Theorem. If G,, is a R-Vilenkin group, then there exists a function
F which is an element of BY where 1 < g < oo, the Vilenkin—Fourier
series of which diverges everywhere.

My main results are the following (both for bounded and double
systems):

Theorem. The operator o* is of type (H®°, L) i.e.

lo*fllx < el fllae (f € H?).
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Theorem. Let f € LY(G,, x Gs). Then O(nino)f — [ ae as
ni,ng — oo , where ny,ny € P and 871 < ny/ny < B for some fized
parameter 3 > 1.

The other system (also introduced by Gyorgy Géat) is a common
generalization of several well-known systems.

Let us introduce this one on G,,, which will be called Vilenkin-
like system. Now G, is not the Vilenkin group, but the so-called
Vilenkin space without any operation.

The complex valued functions r} : G, — C (k,n € N) we
call generalized Rademacher functions, if they have the following
properties:

i. vy is Agy1 measurable (i.e. 7'} (x) depends only on m, ..., Ty
(€ Gp)), 'y =1 for all k,n € N.
i. If My, is a divisor of n,l and n**+1) = ((k+1) (k1 n € N), then

. 1if ny = I,
Ek(T/kT/i:) - { 1 " k
0 if ng 7& lk

(z is the complex conjugate of z).

iii. If My is a divisor of n (that is, n = ngMy + ng1 Mg41 + ... +
anw) Then

mp—1

Y k@) = ma

Nk =0
for all z € G,,
Now, define the Vilenkin-like system v’ := (¢, : n € N) as follows

!/ m
Y, = ”rk , neN.
k=0

()

(Since 7'} = 1, then 1, := Lﬂo ;). The Vilenkin-like system v’
is orthonormal.

I proved a norm inequality with respect to this system.
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Theorem. There exists a ¢ > 0 absolute constant that if f € H(Gp,)
and the sequence m is bounded, then

N
1 3 155 111
< X
Js\fuell)[D log N — n <clflla

It is managed to verify the two-dimensional version of this
inequality.

Theorem. Assume that 3> 1, f € HY (G, x G) and2 < N, K €
P. Then there exists a constant ¢ > 0 depending only on (3 such that

! [EYiF
log N log K —— < 1.
VR NIk P e Fi

“1<n/k<p
(n,k)<(N,K)
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