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4.3. A kétdimenziós változat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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Előadások jegyzéke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .77



1

Első fejezet
Bevezetés

1.1. Rövid történeti áttekintés.
A diadikus harmonikus anaĺızis a 20-as években jött létre, amikor

Walsh ([Wal]) bevezette a később róla elnevezett függvényeket, rend-
szert és transzformációt. Maguk a Walsh-függvények szakaszonként
konstans, csak -1 és 1 értékeket felvevő függvények.

Az elmélet tovább gazdagodott Vilenkin munkássága nyomán,
aki a 40-es években általánośıtotta Walsh fogalmait és eredményeit
([Vil]). Az utóbbi évtizedekben néhány új alkalmazási területen
éli reneszánszát a diadikus anaĺızis. Egyfelől a számı́tástechnikai
alkalmazások váltak egyre széleskörűbbé (például mérési eredmények
kiértékelése, képfeldolgozási és karakterfelismerési algoritmusok ha-
tékonyságának jav́ıtása), másfelől egy további általánośıtás után, az
úgynevezett ψα-rendszer bevezetésével számelméleti alkalmazásokra
nýılik lehetőség.

A legfrissebb erdemények közé tartozik a későbbiekben ψ′-
vel jelölt Vilenkin-szerű ortonormált rendszer bevezetése ([Gát2]),
melynek seǵıtségével lehetőség nýılott a szokásos Vilenkin-technikák-
hoz hasonĺıtó módszerek használatára művelet nélküli halmazokon
értelmezett függvények Fourier-approximációja során.

A bizonýıtott tételek mindegyike a szerző publikációiban meg-
található álĺıtásokon nyugszik. Ezen cikkek (egy kivételével, melyet
közlésre elfogadtak) meg is jelentek. A disszertáció csak kis részben
támaszkodik a szerző egyetemi doktori értekezésére — abból csupán
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egy rövid fejezetet vett át —, bár az akkor elkezdett kutatások fő
irányvonala nem változott.

1.2. A ψα és a kettős ψα rendszer. Jelölések és terminoló-
gia.

Ebben az 1.2. alfejezetben a 2. és 3. fejezet fogalmait,
jelöléseit vezetjük be. Itt mutatjuk be továbbá, hogy hogyan
tudunk kapcsolatatot teremteni a Vilenkin-anaĺızis és a számelméleti
függvények között.

Jelöljük P-vel a pozit́ıv egész számok halmazát, N := P ∪ {0},
valamint jelölje C a komplex számokat. Legyen m := (m0,m1, ...) 2-
nél nem kisebb pozit́ıv egészek sorozata. Jelölje Zmj := {0, 1, ..., mj−
1} a természetes számok addit́ıv csoportját moduló mj (j ∈ N), és
legyen minden részhalmaz nýılt. Definiáljuk Gm-et a Zmj diszkrét
ciklikus csoportok teljes direkt szorzataként:

Gm :=
∞×

j=0
Zmj .

Ekkor Gm elemeit az alábbi sorozatokként lehet reprezentálni

x := (x0, x1, ...) (xj ∈ Zmj ).

Az xj ∈ Zmj számot az x ∈ Gm elem j-edik koordinátájának
nevezzük.

Az összeg x, y ∈ Gm esetében

x + y := ((xk + yk) mod mk, k ∈ N)

lesz, vagyis a művelet a koordinátánkénti összeadás, Zmj -ből örökölt
moduló mj . Az egységelemet 0 = (0, 0, ...)-val jelöljük.

A Gm csoportot Vilenkin-csoportnak nevezik ([AVDR]). Ha az
m sorozat korlátos, akkor Gm csoportot is korlátosnak nevezzük. Ha
mk = 2 minden k ∈ N esetén, akkor Walsh-Paley féle diadikus
csoportról beszélünk.
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Vezessük be a direkt szorzaton a µ mértéket a következőképpen.
Legyen

µk({j}) :=
1

mk
(j ∈ Zmk

, k ∈ N).

Az ebből származó szorzatmérték Haar-mérték és valósźınűségi
mérték lesz Gm-en, tehát µ(Gm) = 1.

Vezessük be az alábbi jelöléseket:

I0(x) := Gm,

In(x) := {y ∈ Gm| y0 = x0, ..., yn−1 = xn−1},
ha x ∈ Gm, n ∈ N. Legyen In := In(0) amennyiben n ∈ N.
Az In halmazok részcsoportjai lesznek Gm-nek, melyeknek az In(x)
halmazok mellékosztályai. Az In(x) halmazokat intervallumoknak
fogjuk nevezni.

A Gm csoport a szorzattopológiával és a µ szorzatmértékkel
ellátva kompakt Hausdorff-féle topológikus tér lesz és nulla dimenziós
Abel-csoport. A megszámlálható sok In halmaz mint a 0 =
(0, 0, ...) elem környezetbázisa meghatározza Gm topológiáját, és
annak megszámlálható bázisát alkotja.

Tehát azt a műveletet, topológiát és mértéket vesszük Gm-en,
amely abból adódik, hogy Gm szorzattér.

Legyen

G0 := {x ∈ Gm| ∃n ∈ N, xk = 0, k > n}.

A továbbiakban fontos szerepet fog játszani a következő jelölés

M0 := 1, Mj+1 := mjMj (j ∈ N).

Ekkor minden n ∈ N-t egyértelműen elő lehet álĺıtani, mint

n =
∞∑

j=0

njMj , ahol nj ∈ Zmj (j ∈ N)

és nj-k közül csak véges sok nem nulla, vagyis (n0, n1, ...) ∈ G0.
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Amennyiben az m sorozat minden tagja ugyanaz az egynél
nagyobb k természetes szám, akkor

M0 = 1, M1 = k, ..., Mj = kj , ... (j ∈ N)

és minden n ∈ N-et egyértelműen elő lehet álĺıtani, mint

n =
∞∑

j=0

njk
j , ahol nj ∈ Zk (j ∈ N),

ahogy azt a k alapú számrendszerben már megszoktuk.
Tehát az m = (m0,m1, ...) sorozat seǵıtségével tulajdonképpen a

számrendszerfogalmat általánośıtottuk.
A későbbiekben szükségünk lesz még a további jelölésekre is. Ha

n ∈ P, akkor |n| := max{k ∈ N : nk 6= 0} (vagyis M|n| ≤ n <

M|n|+1), n(k) =
∑∞

j=k nkMk és n(k) := n− n(k).

Amennyiben a ⊕ műveletet a következőképpen értelmezzük a
természetes számok halmazán:

n⊕ j :=
∞∑

k=0

((nk + jk) mod mk)Mk

(
n =

∞∑

k=0

nkMk, j =
∞∑

k=0

jkMk

)
,

akkor az (N,⊕) és a (G0, +) terek izomorfak lesznek.
A Gm Vilenkin-csoport metrizálható, sőt

|x| = |(xk, k ∈ N)| :=
∞∑

k=0

xkM−1
k+1

norma lesz Gm-en,
d(x, y) := |x− y|

pedig metrika, és a Gm topológiája éppen ebből a metrikából
származik.
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Az előzőekben definiált norma jó kapcsolatot hoz létre a Gm

Vilenkin-csoport és a [0, 1) intervallum között, hiszen a λ függvény, az
úgynevezett Fine-féle leképezés ráképezés lesz, bár nem kölcsönösen
egyértelmű, hiszen például

λ((1, 0, 0, ...)) = λ((0, m1 − 1,m2 − 1, ...)),

azonban Gm megfelelő leszűḱıtésével ez a probléma kiküszöbölhető.
Legyen ugyanis x ∈ Gm m-racionális, ha x ∈ G0 és λ(x0) 6= 0.
Tudjuk, hogy minden x m-racionálishoz létezik olyan y ∈ Gm, y 6∈ G0

úgy, hogy λ(x) = λ(y). Jelölje G∗m ezen y-ok halmazát. Így a

λ : Gm\(G∗m ∪ (m0 − 1,m1 − 1, ...)) → [0, 1)

már kölcsönösen egyértelmű ráképezés.
A valós számok körében ez a probléma úgy jelentkezik, hogy tizes

számrendszerben kétféleképpen álĺıtható elő minden véges tizedestört
alakban feĺırható szám, például 1 = 0, 99999...

Az λ függvény inverzét az x elem m-reprezentációjának nevezzük.
A λ−1 függvény mértékinvariáns.

A számelméleti függvényekkel kapcsolatos Vilenkin-Fourier elmé-
let legtöbbször nem a Vilenkin-csoportot, hanem az ennél speciáli-
sabb, a Gát ([Gát3]) által bevezetett úgynevezett R(Ramanujan)-
Vilenkin-csoportot használja.

Ha minden k ∈ P-re létezik egy n = n(k) úgy hogy k| Mn, akkor
azt mondjuk, hogy Gm egy R-Vilenkin-csoport.

Világos, hogy R-Vilenkin csoport nem lehet korlátos Vilenkin-
csoport. Mindezt azért kell külön hangsúlyozni, mert azon eredmé-
nyek, amelyek a Walsh-Paley-féle diadikus csoporton fennállnak, sok
esetben analóg módon általánośıthatók korlátos Vilenkin-csoportok-
ra, ugyanez azonban nem mindig mondható el, ha m nem korlátos.
Ez utóbbi esetben a bizonýıtások általában erősebb eszközöket
igényelnek.

Definiáljuk Gm-en az úgynevezett általánośıtott Rademacher-
függvényt a következőképpen

rk(x) := exp
2πıxk

mk
(ı :=

√−1, x ∈ Gm, k ∈ N).
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A

ψn(x) :=
∞∏

k=0

rnk

k (x) (x ∈ Gm, n ∈ N)

függvényrendszert Vilenkin-rendszernek (ha Walsh—Paley-csoport-
ról van szó, akkor Walsh—Paley-rendszernek) nevezzük.

Azt mondjuk, hogy az f függvény karakter Gm-en, ha folytonos,
f(x + y) = f(x)f(y), és |f(x)| = 1 (x, y ∈ Gm).

1.2.2 Tétel ([SWS]). Az f komplex értékű függvény akkor és csak
akkor karakter Gm-en, ha van olyan n ∈ N, hogy f = ψn.

Könnyen beláthatóak még az alábbi tulajdonságok is:

ψk⊕n = ψkψn, ψn(−x) = ψn(x), (x ∈ Gm, k, n ∈ N).

Mivel a µ mérték seǵıtségével definiálhatjuk a Gm-en értelmezett
komplex értékű függvények integrálját, a szokott módon belső
szorzatot értelmezve Hilbert-teret kapunk. Így beszélhetünk az
Lp(Gm) (1 ≤ p ≤ ∞) térről is. Legyen tehát f : Gm → C mérhető
függvény Lp(Gm)-beli, ha ‖f‖p < ∞. Az Lp(Gm) normát a többi Lp

normához hasonlóan definiáljuk

‖f‖p := p

√√√√
∫

Gm

|f(x)|p, ha p < ∞,

és
‖f‖∞ := inf{r : r > 0, µ(|f | > r) = 0}.

A Vilenkin-rendszer ortonormált és teljes L1(Gm)-ben ([Vil]).
Legyen An (n ∈ N) az In(z) (z ∈ Gm) részhalmazok által generált

σ-algebra. Legyenek αk
j , αn (k, j, n ∈ N) olyan függvények, amelyek

teljeśıtik az alábbiakat:
i. az αk

j : Gm → C függvények legyenek Aj-mérhetők (k, j ∈ N).

ii. |αk
j | := αk

0 := α0
j := αk

j (0) := 1 (k, j ∈ N),
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iii. αn :=
∞∏

j=0

αn(j)

j (n ∈ N, n(j) :=
∞∑

k=j

nkMk),

vagyis az αn(j)

j függvény az x = (x0, x1, ..., xj−1, xj , ...) elemnek
csak az első j darab (0, 1, ..., j − 1) koordinátájától függjön, mı́g az

n =
∞∑

k=0

nkMk = (n0, n1, ..., nj−1, nj , ...)

első j darab (0, 1, ..., j − 1) koordinátájától ne függjön.
Legyen χn := ψnαn (n ∈ N). Egy ilyen {χn| n ∈ N}

függvényrendszert ψα-rendszernek neveznek a Gm Vilenkin-csopor-
ton ([Gát2]). Amennyiben αn ≡ 1, úgy visszakapjuk az eredeti
Vilenkin-rendszert.

Ha mj = 2 minden j ∈ N és αn(j)

j = (βj)nj , ahol

βj(x) = exp
(
2πı

(xj−1

22
+ ... +

x0

2j+1

))
(n, j ∈ N, x ∈ Gm),

akkor speciálisan a 2-adikus egészek csoportjának karakterrendszerét
nyerjük (lásd még [Tai], [HR], [Gát7]).

1.2.2. Tétel ([Gát2]). A ψα-rendszer ortonormált és teljes
L1(Gm)-ben.

A ψα-rendszer általában nem karakter, viszont ha y ∈ Ik, n <
Mk+1, akkor

χn(x + y) = χn(x)χn(y) (x, y ∈ Gm, n ∈ N),

azaz lokálisan karakter.
A továbbiakban bevezetjük a Vilenkin-Fourier-anaĺızis alapvető

fogalmait. Legyen f ∈ L1(Gm). Az f függvény Fourier-együtthatója
a ψα-(χ-) rendszerre nézve

f̂(k) :=
∫

Gm

f(x)χk(x) (k ∈ N).



8 ELSŐ FEJEZET

Jelölje

Skf :=
k−1∑

j=0

f̂(j)χj (k ∈ N)

az f Fourier sorának k-adik részletösszegét,

σnf :=
1
n

n−1∑

k=0

Skf (n ∈ P)

pedig n-edik Fejér-közepet. Az n-edik Dirichlet-féle magfüggvény
legyen

Dn(y, x) :=
n−1∑

k=0

χn(y)χ̄n(x) (n ∈ P, y, x ∈ Gm),

az n-edik Fejér-féle magfüggvény pedig

Kn(y, x) :=
1
n

n−1∑

k=0

Dk(y, x) (n ∈ P, y, x ∈ Gm).

A harmonikus anaĺızis súlyát mutatja a következő tétel, melyet
Vilenkin-rendszerre Schipp ([Sch]), Simon ([Sim2]) és Young ([Yuo])
látott be egymástól függetlenül. Az alábbi, ψα-rendszerre általáno-
śıtott alak bizonýıtása Gáttól származik.

1.2.3. Tétel ([Gát1]). Legyen f ∈ Lp(Gm) (1 < p < ∞, n ∈ N),
akkor az Snf függvénysorozat Lp-normában konvergál f -hez.

Amennyiben f ∈ Lp(Gm) (1 ≤ p < ∞, n ∈ N), akkor az SMnf
függvénysorozat Lp-normában és µ majdnem mindenütt konvergál f -
hez.

A ψα-rendszer bevezetésének igazi jelentősége, hogy kapcsolatot
teremt az anaĺızis és a számelmélet között, lehetőséget nyújtva a
jól kidolgozott Fourier-technikák használatára bizonyos számelméleti
függvények approximációjában.
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Legyen k ∈ P. Azt mondjuk, hogy az f : P → C számelméleti
függvény páros modulo k, ha minden n ∈ P-re

f(n) = f((n, k)),

ahol (n, k) jelöli n és k legnagyobb közös osztóját. Mivel

f(n + k) = f((n + k, k)) = f((n, k)) = f(n),

ı́gy f periódikus, tehát korlátos függvény.
Bk := {f páros modulo k}, B :=

⋃
k∈P

Bk.

A következő határértéket (ha létezik)

M(f) := lim
x→∞

x−1
∑

1≤j≤x

f(j)

az f függvény középértékének nevezik. Ha f : P→ R akkor

M(f) := lim sup
x→∞

x−1
∑

1≤j≤x

f(j), M(f) := lim inf
x→∞

x−1
∑

1≤j≤x

f(j)

h́ıvják az f felső és az alsó középértékének. Legyen 1 ≤ q < ∞,
ekkor a felső közép értékből származik egy szeminorma:

‖f‖Bq := {M(|f |q)}1/q az {f |f : P→ C, ‖f‖Bq < ∞}

lineáris téren. Jelöljük Bq-val B lezártját erre a szeminormára
nézve. A Bq-ban lévő függvényeket majdnem páros számelméleti
függvényeknek nevezik. Jónéhány közismert és fontos számelméleti
függvények tartozik ebbe a függvényosztályba. Ilyen például a
φ(n)/n, vagyis az Euler-féle függvény osztva n-nel. (φ(n)/n ∈ Bq

minden 1 ≤ q < ∞ esetén.)

Sokat foglalkozott a majdnem páros számelméleti függvényekkel
(többek között) Hildebrand, kinek eredményeit a továbbiakban fel
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fogjuk használni. A cr Ramanujan összeget a következőképpen
definiálják:

cr(n) :=
r∑

a=1,(a,r)=1

exp(2πı(a/r)n) (ı :=
√−1, r, n ∈ P).

Minden n ∈ P-re az r → cr(n) függvény multiplikat́ıv, és könnyű
látni ([Hil]), hogy

cr(n) =
∏

pm‖r
cpm(n), cpm(n) =





0 , ha ¬(pm−1 | n),
−pm−1 , ha pm−1‖n,

pm − pm−1, ha pm|n,

ahol pm−1‖n azt jelenti, hogy pm−1|n, de ¬(pm|n). Speciálisan ha
m = 1 (és ez az eset különösen fontos lesz a 2. fejezetben), a következő
alakot kapjuk:

cp(n) =
{ −1 , ha ¬(p|n),

p− 1, ha p|n.

Mivel

M(crcr′) =
{

φ(r) ha r = r′,

0 egyébként,

ahol φ(n) az Euler-függvény, ezért {φ−1/2(r)cr| r ∈ P} ortonormált
rendszer, sőt mi több, teljes B1-ben ([Hil]). Legyen

ar(f) :=
1

φ(r)
M(fcr).

Ismert ([Hil]), hogy ha f páros számelméleti függvény, akkor

f(n) =
∑

r

arcr(n) (n, r ∈ P).



BEVEZETÉS 11

Ha n ∈ N, n =
∞∑

j=0

njMj , akkor legyen

n̆ =
∞∑

j=0

njM
−1
j+1.

Természetesen az nj-k közül csak véges sok nem nulla, valamint
n̆ ∈ [0, 1).

Jelölje

κn(x) := lim
k→∞

exp(2πın̆

k∑

j=0

xjMj) (n ∈ N, x ∈ Gm).

Gát bizonýıtotta ([Gát3]), hogy létezik a határérték, és {κn|n ∈ N}
rendszer Gm-en ψα t́ıpusú rendszer.

Ha 1 ≤ q < ∞, akkor van olyan ∗ : Bq → Lq(Gm) lineáris
normatartó leképezés, hogy f∗(λ−1(n̆)) = f(n), (n ∈ P). Ekkor
‖f∗‖q = ‖f‖Bq és fn → f ⇔ f∗n → f∗ (a megfelelő terekben, a
megfelelő normákban nézve)(lásd még [Gát3]).

Vezessük be a Fourier-anaĺızis szokásos defińıcióit; legyen

f̂κ(k) :=
∫

Gm

f∗(x)κk(x) (k ∈ N),

és

Sκ
k f :=

k−1∑

j=0

f̂κ(j)κj .

A majdnem páros számelméleti függvények approximációjával
kapcsolatban számos pozit́ıv eredmény ismert. Ilyen például az alábbi
normakonvergenciatétel.
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1.2.4. Tétel ([Gát3]). Ha f ∈ Bq és 1 ≤ q < ∞, akkor Sκ
nf a Bq

szeminormára nézve konvergál f -hez.

Vilenkin és Vilenkin-szerű rendszerekkel kapcsolatos további
információkért lásd [SWS], [AVD], [Vil], [Gát1-4].

A 2. és a 3. fejezet álĺıtásai ψα rendszerekre vonatkoznak. A
3. fejezetben kettős ψα rendszerekkel talákozhatunk. Vezessük be a
megértéshez szükséges fogalmakat.

Mı́g a 2. fejezetben a Vilenkin-csoportot generáló m sorozat
(szükségképpen) a végtelenbe tart, a további fejezetekben legyen
korlátos.

Vezessük be most a kettős rendszerek vizsgálatához szükséges
defińıciókat. Jelölje Gm × Gm a Gm csoport önmagával vett direkt
szorzatát.

(n1, n2) = n ∈ N2 esetén legyen ∨n := max (n1, n2), ∧n :=
min (n1, n2). Jelölje az f Lp(Gm × Gm)-beli függvény Lp normáját
‖f‖p (1 ≤ p ≤ ∞).

Kétdimenziós (vagy kettős) Vilenkin-szerű rendszernek az {χn,m :
n,m ∈ N} rendszert, a {χn : n ∈ N} Vilenkin-szerű rendszer
önmagával vett Kronecker-szorzatát fogjuk nevezni. Tehát

χn,m(x, y) := χn(x)χm(y),

ahol x, y ∈ Gm.

Ha f ∈ L1(Gm × Gm), akkor az (n, k)-adik Fourier-együttható,
az (n, k)-adik Fourier-részletösszeg és a Fejér-közepek az alábbiak
lesznek:

f̂(n, k) :=
∫

Gm×Gm

fχn,k, Sn,kf :=
n−1∑

j=0

k−1∑

l=0

f̂(j, l)χj,l,

σn,kf :=
1
nk

n−1∑

j=0

k−1∑

l=0

Sj,lf.
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Ekkor n = (n1, n2) ∈ N2 és f ∈ L1(Gm×Gm) esetén az f -nek az
n-edrendű Fejér-közepe a χ× χ rendszerre vonatkozóan

σnf = f ∗ (Kn1 ×Kn2),

ahol Kn1 × Kn2(x,y) = Kn1(x1, y1)Kn2(x2, y2), x = (x1, x2),y =
(y1, y2) ∈ Gm ×Gm, és ∗ a kétdimenziós konvolúció. Vagyis

σnf(x) =
∫

Gm

∫

Gm

f(u, v)Kn1(x1, u)Kn2(x2, v)du dv.

Minden f ∈ L1(Gm × Gm)-re legyen a maximál és a diagonál
maximál függvény az alábbi módon definiálva:

f? := sup
n1,n2∈N

|SMn1 ,Mn2
f |, f◦ := sup

n∈N
|SMn,Mnf |

és
‖f‖H := ‖f?‖1, ‖f‖H◦ := ‖f◦‖1.

Definiáljuk a H(Gm × Gm) (vagy, ha egyértelmű milyen térhez
tartozik, egyszerűen: H) a kettős maximál-Hardy-teret az f ∈
L1(Gm × Gm) függvények összességeként, úgy, hogy ‖f‖H < ∞,
valamint a H◦(Gm×Gm) (vagy ha egyértelmű milyen térhez tartozik,
egyszerűen: H◦) a kettős diagonál-maximál-Hardy-teret úgy, mint

H◦ := {f ∈ L1(Gm ×Gm) : ‖f‖H◦ < ∞}.

Mivel ‖f‖H◦ ≤ ‖f‖H , ı́gy H ⊂ H◦. (A Gm csoporthoz tartozó
egyszeres Hardy-tér (-terek) bevezetésére nincs szükség, hiszen azzal
kapcsolatban nem tartalmaz álĺıtást ez a disszertáció.)

Hasznos eszköz a diagonál-maximál-Hardy-tér vizsgálatában an-
nak úgynevezett atomos felbontása.

Azt mondjuk, hogy a ∈ L∞(Gm ×Gm) egy H◦ atom, ha
i. létezik x = (x1, x2) és k ∈ N, úgy hogy supp a ⊂ Ik(x1) ×

Ik(x2),
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ii. ‖a‖∞ ≤ MkMk,

iii. (Eka)(y) := (Ek,ka)(y) = 0 minden y ∈ Gm × Gm esetén
(ahol Er,s a kettős feltételes várható érték, ı́gy (Er,sf)(y) =
MrMs

∫
Ir(y1)×Is(y2)

f).

Az atomok és a diagonál-maximál-Hardy-tér kapcsolatáról a 3.3.2.
Tétel szól.

1.3. A Vilenkin-tér és az azon értelmezett Vilenkin-szerű
rendszer. Jelölések és terminológia.

Az 1.3. alfejezet a 4. fejezet fogalmait és jelöléseit tartalmazza.

Legyen m továbbra is a 2-nél nem kisebb pozit́ıv egészek sorozata,
Gmj pedig egy mj (j ∈ P) elemszámú halmaz, bármilyen művelet
nélkül, de ellátva a diszkrét topológiával. Definiáljunk mértéket Gmj

halmazon, mint

µk({j}) :=
1

mk
(j ∈ Gmk

, k ∈ N).

Legyen G′m a Gmj halmazok teljes direkt szorzata, ellátva
a szorzattopológiával és a µ-vel jelölt szorzatmértékkel. Ez a
szorzatmérték reguláris valósźınűségi Borel-mérték lesz. Ha az m
sorozat korlátos, G′m-et korlátos, egyébként nem korlátos Vilenkin-
térnek nevezzük. A Vilenkin-csoporthoz hasonlóan G′m elemeit
is sorozatokként reprezentálhatjuk, valamint az intervallumfoga-
lom, az intervallumok által generált σ-algebrák és a Lebesgue-féle
függvényterek is hasonlóan értelmezhetőek.

A továbbiakban tegyük fel, hogy a G′m Vilenkin-tér korlátos.

A H(G′m) maximál-Hardy-teret a f∗ := supn |Enf | (f ∈ L1(G′m))
maximál függvény seǵıtségével definiáljuk. Akkor mondjuk, hogy f
eleme a maximál-Hardy-térnek, ha f∗ ∈ L1(Gm). Ekkor H(G′m) egy
Banach-tér a

‖f‖H1 := ‖f∗‖1
normával.
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Itt is elkésźıthetjük a tér függvényeinek atomos felbontását. Az
a függvényt atomnak nevezzük, ha a ≡ 1 vagy a : G′m → C,
|a| ≤ µ−1(In), supp a ⊂ In és

∫
In

a = 0. Azt mondjuk, hogy f atomos-

Hardy-térbeli vagyis f ∈ Ha(G′m) (vagy röviden f ∈ Ha), ha létezik

λj ∈C (j ∈ P) úgy, hogy
∞∑

j=1

|λj | < ∞, és ha léteznek aj (j ∈ P)

atomok, melyre f =
∞∑

j=1

λjaj . Sőt Ha szintén Banach-tér lesz a

‖f‖Ha := inf
∞∑

i=0

|λi|,

ahol az infimum az összes lehetséges f =
∑∞

i=0 λiai ∈ Ha előálĺıtásra
vonatkozik.

Általában az alábbi tartalmazások állnak fenn:

Lp ⊂ Ha ⊆ H ⊂ L1 (1 < p).

Mivel m korlátossága esetén H = Ha, (és ezt pedig feltettük) a
továbbiakban a Ha jelölés használatát mellőzzük.

Analóg fogalmakat kapunk a G′m × G′m-en értelmezett komplex
értékű függvények esetén is.

Bevezetünk egy ortonormált rendszert G′m-en, amit ψ′ Vilenkin-
szerű rendszernek fogunk nevezni. A komplex értékű r′nk : G′m →
C (k, n ∈ N) függvényeket Vilenkin-téren értelmezett általáno-
śıtott Rademacher-rendszernek nevezzük, amennyiben rendelkeznek
az alábbi tulajdonságokkal.

i. r′nk függvény Ak+1 mérhető és r′0k = 1 minden k, n ∈ N esetén.

ii. Ha Mk az n, l számok osztója és n(k+1) = l(k+1) (k, l, n ∈ N),
akkor

Ek(r′nk r̄′lk) =
{

1, ha nk = lk,

0, ha nk 6= lk
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(ahol Enf a feltételes várható érték, ı́gy (Enf)(x) = Mn

∫
In(x)

f ,
valamint z̄ a z szám komplex konjugáltja).

iii. Ha Mk az n osztója (vagyis n = nkMk+nk+1Mk+1+...+n|n|M|n|),
akkor

mk−1∑
nk=0

|r′nk (x)|2 = mk

minden x ∈ G′m esetén.
Végül definiáljuk a ψ′ := (ψ′n : n ∈ N) Vilenkin-szerű rendszert a

következőképpen:

ψ′n :=
∞∏

k=0

r′n
(k)

k , n ∈ N.

(Mivel r′0k = 1, ı́gy ψ′n :=
∏|n|

k=0 r′n
(k)

k ).
Vezessük be még a

ψ′k,n,l :=
l∏

s=n

r′k
(s)

s

jelölést.
Lássunk néhány példát erre a rendszerre.
1. A Vilenkin-rendszer. ([SWS], [AVDR])
2. A 2-adikus (m-adikus) egészek csoportjának karakterrendszere.

([HR], [SW2], [Tai])
3. A nemkommutat́ıv Vilenkin-csoportok unitér irreducibilis

reprezentációi koordináta-függvényeinek szorzatrendszere. ([GT])
4. A {κ : n ∈ N} rendszer (lásd korábban). Ez a rendszer

(Vilenkin-csoportokon) új eszköz volt a limit periodikus és a majdnem
páros számelméleti függvények vizsgálatában. ([Gát3], [Mau])

5-6. Az unitér diadikus martingáldifferenciák szorzatrendszere
(UDMD) és az univerzál kontrakt́ıv projekciók rendszere (UCP)
(mindkettőt Schipp Ferenc vezette be). ([SW1], [SW2])
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További példák — valamint annak bizonýıtásai, hogy ezek valóban
speciális ψ′ Vilenkin-szerű rendszerek — [Gát8]-ban találhatóak.

Két, azonos G′m Vilenkin-térhez tartozó Vilenkin-szerű rendszer
Kronecker-szorzataként definiálhatjuk a kétparaméteres (kétdimenzi-
ós) Vilenkin-szerű rendszert:

ψ′n,k(x, y) := ψ′n(x)ψ′k(y).

A korábbiakkal analóg módon vezethetjük be a Vilenkin anaĺızis
szokásos jelöléseit egy- és kétparaméteres esetben is. Mivel ezek
csak a 4. fejezetben fordulnak majd elő, nem fognak keveredni
más, korábban bevezetett rendszerekre vonatkozó jelölésekkel. Tehát
például az erre a rendszerre vonatkozó Fourier-együtthatókat is f̂(n)-
nel, illetve f̂(n, k)-val fogjuk jelölni.

Szükség van viszont az alábbi, eddig még elő nem fordult jelölések
bevezetésére:

S1
nf(x, y) :=

∫

Gm

f(t, y)Dn(x, t)dt,

S2
kf(x, y) :=

∫

Gm

f(x, t)Dk(y, t)dt,

Ŝ1
nf(x, k) :=

∫

Gm

S1
nf(x, t)ψ̄k(t)dt,

Ŝ2
kf(n, y) :=

∫

Gm

S2
kf(t, y)ψ̄n(t)dt.
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Második fejezet
Egy majdnem páros számelméleti

függvény Vilenkin—Fourier-
sorának divergenciája

Ez a fejezet a [Bla3] cikk eredményét tartalmazza. A cikkben
és ebben a fejezetben az ortonormált rendszer a Gm R-Vilenkin
csoporton értelmezett Vilenkin-szerű (ψα) rendszer.

2.1. Felhasznált eredmények.

2.1.1. Tétel ([Gát3]). Ha f ∈ Bq, 1 ≤ q < ∞ és r, t ∈ P, akkor

Sκ
Mt

f =
∑

r|Mt

ar(f)cr,

ahol
ar(f) = φ−1(r)

∫

Gm

f∗cr.

2.2. Példa majdnem páros számelméleti függvényre, mely-
nek Vilenkin—Fourier-sora mindenhol divergál.

A 2.2. alfejezetben az alábbi tétel bizonýıtjuk.
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2.2.1. Tétel. Legyen Gm egy R-Vilenkin-csoport és 1 ≤ q < ∞
tetszőleges. Ekkor létezik olyan Bq-beli függvény, melynek Vilenkin-
Fourier sora sehol sem konvergens.

Bizonýıtás. A bizonýıtás során p-vel végig pŕımszámot jelölünk.
Legyen f(n) :=

∑
p|n

f(p) (n ∈ P) egy addit́ıv függvény, melyre

teljesülnek az alábbi feltételek.

0 ≤ f(p) ≤ 1 minden p pŕımszámra,

∑
p

f(p)2

p
< ∞,

és a
∑
p

f(p)
p

sor divergens.

Ilyen függvény létezik ([Hil]), például az alábbi:

f(p) =
{

0 ha p ≤ ee,

(log log p)−1 ha p > ee.

Legyen

F (n) := f(n)−
∑

p≤n

f(p)
p

,

FN (n) :=
∑

p|n,p≤N

f(p)−
∑

p≤N

f(p)
p

(N, n ∈ P).

Ismert [Hil] alapján, hogy F eleme Bq-nak, ahol 1 ≤ q < ∞.

Könnyű látni, hogy

FN (n) =
∑

p≤N

f(p)
p

cp(n).
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Azt kaptuk tehát, hogy

ar(FN ) =





f(p)
p

ha r = p ≤ N, (N ∈ N)

0 egyébként.

Egyszerű bizonýıtani, miszerint

|ar(F )−ar(FN )| = 1
φ(r)

M((F−FN )cr) ≤ ‖F−FN‖B1 ≤ ‖F−FN‖Bq .

Felhasználva, hogy
∑
p

f(p)2

p
< ∞, Hildebrand bebizonýıtja ([Hil]),

hogy
‖F − FN‖Bq

N→∞−→ 0,

melyből

ar(F ) = lim
N→∞

ar(FN ) =





f(p)
p

ha r = p,

0 egyébként

következik.
Ebből kapjuk, hogy

R∑
r=1

ar(F )cr(n) =
∑

p≤R

ap(F )cp(n) = −
∑

p≤R

ap(F ) +
∑

p|n
pap(F ),

ı́gy

∑
p

ap(F ) =
∑

p

f(p)
p

divergens (R egyelőre rögźıtett, azzal fogunk a végtelenbe tartani
bármely rögźıtett n ∈ P esetén).
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Vezessük be a következő jelöléseket: p1 := 2, p2 := 3, stb., vagyis
pn legyen az n-edik pŕım. Legyen

t = inf{n| Mn-t osztja p1p2...pk, ahol pk ≤ R}.

Mivel Gm egy R-Vilenkin-csoport, ı́gy mindenképpen létezik ilyen
t. Ebben az esetben, felhasználva az eddigieket, valamint a cp(n)-re
vonatkozó képletet, miszerint

cp(n) =
{ −1 , ha ¬(p|n),

p− 1, ha p|n,

azt kapjuk, hogy

Sκ
Mt

F (n) =
∑

r|Mt

ar(F )cr(n) =
∑

p|Mt

ap(F )cp(n) =

∑

p|Mt,¬(p|n)

ap(F )cp(n) +
∑

p|Mt,p|n
ap(F )cp(n) =

−
∑

p|Mt,¬(p|n)

ap(F ) +
∑

p|Mt,p|n
(p− 1)ap(F ) =

−
∑

p|Mt

ap(F ) +
∑

p|Mt,p|n
pap(F ) = −

∑

p|Mt

f(p)
p

+
∑

p|Mt,p|n
f(p) ≤

−
∑

p|Mt

f(p)
p

+ f(n) := (∗).

De ha figyelembe vesszük, hogy f(n) nem függ R-től, azt kapjuk,
hogy R → ∞ esetén Mt → ∞, ı́gy (∗) → −∞, amiből következik,
hogy Sκ

nF nem lehet konvergens.
Láttuk tehát, hogy a fenti Vilenkin-Fourier sor sehol sem

konvergál pontonként, pontosabban minden pontban a mı́nusz
végtelenbe tart. Ezzel a 2.1.1. Tétel bizonýıtása befejeződött. ¤
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Harmadik fejezet
Kettős Vilenkin—Fejér-közepek
Ez a fejezet a [BG] és a [Bla7] cikkek eredményeit tartalmazza.

[BG] (a 3.2. alfejezet eredményei) közös munka Gát Györggyel.
Az ortonormált rendszer mindkét cikkben (́ıgy a fejezet minden
álĺıtásában) a kettős és korlátos (az m sorozat korlátos) Vilenkin-
szerű (ψα) rendszer.

3.1. Felhasznált eredmények.

3.1.1. Lemma ([Gát1]).

DMn(y, x) = Dψ
Mn

(y − x) =
{

Mn, ha y − x ∈ In

0, ha y − x 6∈ In,

ahol Dψ
n :=

∑n−1
k=0 ψk, D0 := 0.

3.1.2. Lemma ([Gát1]).

Dn(y, x) = αn(y)ᾱn(x)Dψ
n (y − x)

= χn(y)χ̄n(x)




∞∑

j=0

Dψ
Mj

(y − x)
mj−1∑

k=mj−nj

rk
j (y − x)




(n ∈ N, y, x ∈ Gm).
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3.2. Kettős Vilenkin—Fejér-közepek pontonkénti konver-
genciája.

A 3.2. alfejezet fő célja az alábbi tétel bizonýıtása.

3.2.1. Tétel. Legyen f ∈ L1. Ekkor

σn1,n2f → f

majdnem mindenütt, amint n1, n2 → ∞, n1, n2 ∈ P, és β−1 ≤
n1/n2 ≤ β, ahol β ≥ 1 rögźıtett paraméter.

Kettős trigonometrikus Fourier-sorokra Marcinkiewicz és Zyg-
mund ([MZ]) bizonýıtotta, hogy σn1,n2f → f majdnem mindenütt,
amint n1, n2 → ∞ úgy, hogy az (n1, n2) koordinátapár által megha-
tározott rácspontok egy pozit́ıv kúpon belül maradnak, nevezetesen
β−1 ≤ n1/n2 ≤ β valamely rögźıtett β ≥ 1 paraméterre.

Ismert, hogy a klasszikus Fejér-magok felülről becsülhetők véges
integrálú csökkenő függvények sorozatával, mı́g ez az egydimenziós
Walsh—Fejér-magokról nem mondható el. Ez a különbség okozza,
hogy a trigonometrikus technika sokszor nem használható sikeresen
a magasabb dimenziós Walsh esetben.

Az utóbbi évtizedben számos ḱısérlet történt a fenti tétel diadikus
átültetésére. Kettős Walsh-rendszer esetén Móricz Ferenc, Schipp
Ferenc és William R. Wade ([MSW]) bizonýıtotta, hogy σ(2n1 ,2n2 )f →
f majdnem mindenütt, minden f ∈ L1(Q2) esetén, ahol n1, n2 →∞,
|n1 − n2| ≤ α valamely rögźıtett α-ra, és ahol Q2 az egységnégyzet.
Szintén kettős Walsh-rendszerre Gát Györgynek ([Gát6]) és Weisz
Ferencnek ([Wei2]) sikerült belátni, hogy σn1,n2f → f majdnem
mindenütt, minden f ∈ L1(Q2) esetén, ahol n1, n2 → ∞ és n1, n2 ∈
P, valamint β−1 ≤ n1/n2 ≤ β valamely rögźıtett β ≥ 1-re. A 3.2.1.
Tétel ezen álĺıtás általánośıtása a kettős és korlátos ψα Vilenkin-szerű
rendszerre.

Vezessük be az alábbi jelöléseket:

Jτ (u) := Iτ (u) \ Iτ+1(u) (u ∈ Gm, τ ∈ N),
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Kn1,n2 :=
n1+n2−1∑

j=n1

Dj (n1, n2 ∈ N).

3.2.2. Lemma.
∫

Jτ (u)

|Kn(s),Ms
(y, x)|2dy ≤ cM2

τ Ms,

ahol x ∈ Iτ+1(u), u ∈ Gm, s, τ, n ∈ N).

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy s > τ . A 3.1.1. és a 3.1.2. Lemmából
kapjuk y − x ∈ Jτ (0) teljesülése esetén, hogy

Kn(s),Ms
(y, x) =

n(s)+Ms−1∑

k=n(s)




τ−1∑

j=0

kjMj


 χk(y)χ̄k(x)

+
n(s)+Ms−1∑

k=n(s)

Mτ




mτ−1∑

p=mτ−kτ

rp
τ (y − x)


χk(y)χ̄k(x)

=:
1∑

+
2∑

.

1∑

=
ms−1−1∑

ks−1=0

...

mτ+1−1∑

kτ+1=0

mτ−1−1∑

kτ−1=0

...

m0−1∑

k0=0




τ−1∑

j=0

kjMj




·
∞∏

l=τ+1

rkl

l (y − x)αk(l)

l (y)αk(l)

l (x)
mτ−1∑

kτ=0

rkτ
τ (y − x)

=
mτ−1∑

kτ=0

rkτ
τ (y − x)δ(y, x),
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ahol a δ függvény nem függ kτ -tól. Következésképpen
∑1 = 0.

Az m sorozat korlátossága miatt kapjuk, hogy
∫

Jτ(u)

|
2∑
|2

≤ cM2
τ

mτ−1∑
p=0

∫

Jτ (u)

Ms−1∑

k,l=0
kτ=lτ=p

χn(s)+k(y)χ̄n(s)+l(y)χ̄n(s)+k(x)χn(s)+l(x)dy

≤ cM2
τ

1
Mτ

MsMτ = cM2
τ Ms,

felhasználva, hogy k(τ+1) 6= l(τ+1)-ból következik
∫

Iτ+1(z)

χn(s)+k(x)χ̄n(s)+l(x)dx = 0 (z ∈ Gm)

(lásd [Gát2]).
Amennyiben s ≤ τ teljesül, ekkor |Kn(s),Ms

(y, x)| ≤ cMτMs (y ∈
Jτ (u)). Így ebben az esetben a bizonýıtás triviális. ¤

3.2.3. Lemma. Legyen A, s, τ ∈ N, A ≥ s, u ∈ Gm, x ∈ Iτ+1(u)
rögźıtett. Ekkor

∫

Jτ (u)

sup
|n|=A

|Kn(s),Ms
(y, x)|dy ≤ c (MτMA)

1
2 (n ∈ N).

Bizonýıtás. A 3.2.2. Lemma és a Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlőt-
lenség alapján nyerjük az alábbiakat.

∫

Jτ (u)

sup
|n|=A

|Kn(s),Ms
(y, x)|dy

≤



∫

Jτ (u)

(
sup
|n|=A

|Kn(s),Ms
(y, x)|

)2

dy




1
2

· (µ(Jτ(u))
) 1

2



26 HARMADIK FEJEZET

≤ c




∫

Jτ(u)

ms−1∑
ns=0

ms+1−1∑
ns+1=0

· · ·
mA−1∑
nA=0

|Kn(s),Ms
(y, x)|2dy




1
2

· 1
(Mτ )

1
2

≤ c(MτMA)
1
2 .

Ezzel az 3.2.3. Lemma bizonýıtását befejeztük. ¤

3.2.4. Lemma.

∫

Jτ (u)

sup
n≥Mk

|Kn(y, x)|dy ≤ c 4

√
Mτ

Mk

(x ∈ Iτ+1(u), u ∈ Gm, k, τ ∈ N), k > τ − c.

Bizonýıtás. A 3.2.3. Lemma alapján
∫

Jτ (u)

sup
n≥Mk

|Kn(y, x)|dy

≤ c

∞∑

A=k

(
τ∑

s=0

∫

Jτ (u)

sup
MA≤n(s)<MA+1

|Kn(s),Ms
(y, x)|dy

)
1

MA

+c

∞∑

A=k

(
A∑

s=τ+1

∫

Jτ (u)

sup
MA≤n(s)<MA+1

|Kn(s),Ms
(y, x)|dy

)
1

MA

≤ c

∞∑

A=k

(
Mτ + (A− τ)(MτMA)

1
2

) 1
MA

≤ c

(
Mτ

Mk
+ (k − τ)

√
Mτ

Mk

)

≤ c 4

√
Mτ

Mk
.

Így a bizonýıtás teljes.
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3.2.5. Lemma. (A Walsh-eset [Gát6]-ban található) Legyen f ∈
L1(Gm × Gm), suppf ⊆ J = Ik(x1) × Ik(x2), A > k − c, ahol
A, k ∈ N, (x1, x2) ∈ Gm ×Gm rögźıtett. Ekkor

∫

(Gm×Gm)\J
sup{|σnf | : n ∈ P2, ∧n ≥ MA, β−1 ≤ n1/n2 ≤ β}

≤ c

(
Mk

MA

) 1
4

‖f‖1.

Bizonýıtás. Szedjük szét a (Gm×Gm)\J halmazt a következőképpen.

(Gm ×Gm) \ J

= ((Gm \ Ik(x1))× (Gm \ Ik(x2)))
⋃

⋃
(Ik(x1)× (Gm \ Ik(x2)))

⋃
((Gm \ Ik(x1))× Ik(x2))

=: J1

⋃
J2

⋃
J3.

Vezessük be az alábbi jelöléseket: 0 < h ≤ H feltétellel legyen

S(H)
h := sup

n∈P2,β−1≤n1/n2≤β
h≤∧n ∨n≤H

,

Sh := sup
n∈P2,β−1≤n1/n2≤β

h≤∧n

.

Legyen továbbá

Ja,b
1 := (Ia(x1) \ Ia+1(x1))× (Ib(x2) \ Ib+1(x2)),

(a = 0, ..., k − 1, b = 0, ..., k − 1).
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Könnyű látni, hogy ekkor

J1 =
k−1⋃
a=0

k−1⋃

b=0

Ja,b
1 .

Az 3.2.4. Lemmából és a Fubini-tételből következik, hogy

∫

Ja,b
1

SMA |σnf | =
∫

Ja,b
1

SMA

∣∣∣∣
∫

J

f(y, z)Kn1(y, u)Kn2(z, v)dy dz

∣∣∣∣ du dv

≤
∫

J

|f(y, z)|
∫

Ja,b
1

SMA |Kn1(y, u)Kn2(z, v)|du dv dy dz

≤ c

∫

J

|f | 4

√
Ma

MA

4

√
Mb

MA
.

Tehát ∫

J1

SMA |σnf | ≤ c

k−1∑
a=0

k−1∑

b=0

4

√
Ma

MA

4

√
Mb

MA
‖f‖1

≤ c 4

√
Mk

MA

4

√
Mk

MA
‖f‖1 ≤ c

√
Mk

MA
‖f‖1.

A továbbiakban foglalkozzunk az SMA |σnf | függvény J3 halmazon
való integráljával.

Legyen ei := (0, ..., 0, 1, 0, ...) ∈ Gm, vagyis ei-nek az i-edik
koordinátája legyen 1(i ∈ N), a többi pedig 0. Legyen továbbá
k, r ∈ N , r > k, esetén ε :=

∑r
i=k εiei ∈ Gm, ahol εi ∈ Zmi ,

i = k, ..., r. Ekkor

J = Ik(x1)×
⋃

εi∈Zmi
i=k,...,r

Ir+1(x2 + ε) =:
⋃
ε

Jε.
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Osszuk J3-at diszjunkt részekre a következő módon. Legyen
minden a = 0, 1, ..., k − 1, és b = k, ..., r, valamint tetszőleges (bár
rögźıtett) ε :=

∑r
i=k εiei ∈ Gm esetén

Ja,b
3,ε := (Ia(x1) \ Ia+1(x1))× (Ib(x2 + ε) \ Ib+1(x2 + ε)) ,

és

Ja
3,ε := (Ia(x1) \ Ia+1(x1))× (Ir+1(x2 + ε)) .

Vagyis

J3 =

(
k−1⋃
a=0

r⋃

b=k

Ja,b
3,ε

)
∪

k−1⋃
a=0

Ja
3,ε.

Mindezenfelül egyszerű becslés adja, hogy

SMA
|σnf | ≤

∞∑

r=A

sup
n∈P2,β−1≤n1/n2≤β

Mr≤∧n<Mr+1

|σnf | ≤
∞∑

r=A

S(β·Mr+1)
Mr

|σnf |.

Tegyük fel, hogy A > k. Ekkor

∫

J3

SMA |σnf |

≤
∞∑

r=A

∫

J3

S(β·Mr+1)
Mr

∣∣∣∣
∫

J

f(u, v)Kn1(y, x)Kn2(z, v)dudv

∣∣∣∣ dydz

≤
∞∑

r=A

∫

J3

S(β·Mr+1)
Mr

∑
ε

∣∣∣∣
∫

Jε

f(u, v)Kn1(y, x)Kn2(z, v)dudv

∣∣∣∣ dydz
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≤
∞∑

r=A

∑
ε

(
k−1∑
a=0

r∑

b=k

∫

Ja,b
3,ε

S(β·Mr+1)
Mr

∣∣∣∣
∫

Jε

f(u, v)Kn1(y, x)Kn2(z, v)dudv

∣∣∣∣ dydz

+
k−1∑
a=0

∫

Ja
3,ε

S(β·Mr+1)
Mr

∣∣∣∣
∫

Jε

f(u, v)Kn1(y, x)Kn2(z, v)dudv

∣∣∣∣ dydz

)

=:
∞∑

r=A

∑
ε

(
B1 + B2

)
.

Most az 3.2.4. Lemma alapján (lásd J1 esetén) felső korlátot
adunk B1-nek

B1

≤
k−1∑
a=0

r∑

b=k

∫

Jε

|f(u, v)|
∫

Ja,b
3,ε

S(β·Mr+1)
Mr

|Kn1(y, x)Kn2(z, v)|dydzdudv

≤ c

k−1∑
a=0

r∑

b=k

∫

Jε

|f | 4

√
Ma

Mr

4

√
Mb

Mr

≤ c

k−1∑
a=0

4

√
Ma

Mr

∫

Jε

|f |.

Tehát
∞∑

r=A

∑
ε

B1 ≤ c 4

√
Mk

MA
‖f‖1.

Másrészt B2-nek is adunk egy felső korlátot.

B2 ≤
k−1∑
a=0

∫

Jε

|f(u, v)|
∫

Ja
3,ε

S(β·Mr+1)
Mr

|Kn1(y, x)Kn2(z, v)|dydzdudv

≤ c

k−1∑
a=0

∫

Jε

|f |
(

Ma

Mr

) 1
4 1

Mr+1
Mr+1 ≤ c

(
Mk

Mr

) 1
4

∫

Jε

|f |.
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Ebből ∞∑

r=A

∑
ε

B2 ≤ c 4

√
Mk

MA
‖f‖1

következik.
Az A ≤ k esetben, vagyis ha k − c < A ≤ k (lásd a 3.2.5.

Lemma feltételeit) a fentiek, a Fubini-tétel, valamint a 3.2.4. Lemma
eredményezi, hogy

∫

J3

SMA
|σnf |

≤
∞∑

r=A

∫

J3

S(β·Mr+1)
Mr

∣∣∣∣
∫

J

f(u, v)Kn1(y, x)Kn2(z, v)dudv

∣∣∣∣ dydz

=
∞∑

r=k+1

∫

J3

S(β·Mr+1)
Mr

∣∣∣∣
∫

J

f(u, v)Kn1(y, x)Kn2(z, v)dudv

∣∣∣∣ dydz

+
k∑

r=A

∫

J3

S(β·Mr+1)
Mr

∣∣∣∣
∫

J

f(u, v)Kn1(y, x)Kn2(z, v)dudv

∣∣∣∣ dydz

≤ c 4

√
Mk

Mk
‖f‖1

+ c

k∑

r=A

∫

J

|f(u, v)|
∫

J3

S(β·Mr+1)
Mr

|Kn1(y, u)Kn2(z, v)|dydz

≤ c‖f‖1 + c

k∑

r=A

∫

J

|f(u, v)|



k−1∑

j=0

4

√
Mj

Mr


 Mr+1

Mk

≤ c 4

√
Mk

MA
‖f‖1.

Vagyis mindkét esetben
∫

J3

SMA
|σnf | ≤ c‖f‖1 4

√
Mk

MA
.
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Hasonlóan kapjuk J2 halmazra is az egyenlőtlenség bizonýıtását.
Összegezve mindezeket

∫

(Gm×Gm)\J
SMA

|σnf | ≤ c‖f‖1 4

√
Mk

MA
.

Ezzel a 3.2.5. Lemma igazolását befejeztük. ¤

A továbbiakhoz szükségünk van a Calderon—Zygmund-lemma
egy kétdimenziós változatára (lásd még [CZ], [MSW]).

3.2.6. Lemma. Legyen f ∈ L1(Gm × Gm), λ > ‖f‖1. Ekkor
f = f0 +

∑∞
i=1 fi, ahol ‖f0‖∞ < cλ, suppfn ⊆ Ikn(xn

1 )×Ikn(xn
2 ) =:

In
kn

(Valamely (xn
1 , xn

2 ) ∈ Gm × Gm, kn, kn ∈ N esetén),
∫

In
kn

fn =

0, ‖fn‖1 ≤ cλµ(In
kn

) (n ∈ P). A In
kn

halmazok diszjunkt téglalapok,
sőt µ(Ω) ≤ c‖f‖1/λ (Ω :=

⋃
n∈P In

kn
) ahol µ a Gm×Gm (normalizált)

Haar-mértéke.

Bizonýıtás. Használjuk az eredeti Calderon—Zygmund dekompoźıci-
ós algoritmus első lépéseit. Tetszőleges f ∈ L1(Gm × Gm) és λ > 0
esetén legyen

Ω0 :=
{

I0(x0
1)× I0(x0

2) ha |E0f(x0)| > λ

∅ egyébként

és

Ωk :=





∪iIk(xi
1)× Ik(xi

2) ha |Ekf(xi)| > λ,

(Ik(xi
1)× Ik(xi

2)) ∩ (∪k−1
j=0Ωj) = ∅

∅ egyébként,

ahol xi = (xi
1, x

i
2) ∈ Gm × Gm, és Ik(xi

1) × Ik(xi
2) jelöli az eljárás

során definiált i-edik téglalapot (a számlálást nullától kezdve).
Az Ωk elemeire vezessük be a következő jelölést Ii

k := Ik(xi
1) ×

Ik(xi
2), ahol i ∈ N. Legyen

f i
k := f1Ii

k
−

(
MkMk

∫

Ii
k

f

)
1Ii

k
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fλ := f1∪Ωk
+

∑

i,k

(
MkMk

∫

Ii
k

f

)
1Ii

k
,

ahol 1Ii
k

az Ii
k karakterisztikus függvénye. Így f = fλ +

∑
i,k f i

k

és Ωk elemeinek száma véges. Mindezen tények együtt igazolják a
lemmát. ¤

A 3.2.1. Tétel bizonýıtása. Definiáljuk a kétdimenziós Fejér-közepek
maximál operátorát a következőképpen

σ∗f := sup
n∈P2

β−1≤n1/n2≤β

|σnf | (f ∈ L1(Gm ×Gm)).

A 3.2.4. Lemma seǵıtségéve belátjuk, hogy a σ∗ operátor gyengén
(1, 1) t́ıpusú. (Ez azt jelenti, hogy minden f ∈ L1(Gm ×Gm), λ > 0
esetén a µ({σ∗f > λ}) ≤ c‖f‖1/λ egyenlőtlenség fennáll.) Legyen
f ∈ L1(Gm × Gm), λ > 0, alkalmazzuk a 3.2.2. Lemmát és a σ∗

operátor σ-szublinearitását.

Legyen n ∈ P. Ekkor a 3.2.4. Lemma alapján

‖Kn‖1 ≤
∫

I|n|+1

|Kn|+
∫

Gm\I|n|+1

sup
j≥M|n|

|Kj | ≤ c.

Alkalmazzuk továbbá, hogy a ‖Kn1 × Kn2‖1 ≤ c ((n1, n2) ∈
P2) (lásd [Gát4]) egyenlőtlenségből következik, hogy a σ∗ operátor
(∞,∞) t́ıpusú, vagyis ‖σ∗f‖∞ ≤ c‖f‖∞ minden f ∈ L∞(Gm ×Gm)
esetén. Következésképpen µ({σ∗f0 > cλ}) = 0 ha cλ > ‖f0‖∞ ı́gy
ebben az esetben a 3.2.6. Lemmát használva kapjuk, hogy

µ({σ∗f > 2cλ}) ≤ µ({σ∗f0 > cλ}) + µ(Ω)

+
1
cλ

∫

(Gm×Gm)\Ω
σ∗

( ∞∑

i=1

fi

)
≤ c

‖f‖1
λ

+
1
cλ

∞∑

i=1

∫

(Gm×Gm)\Ii
ki

σ∗fi
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=: c
‖f‖1

λ
+

1
cλ

∞∑

i=1

Bi.

A Fejér-közép defińıciója adja, hogy σn1,n2fi = 0 ha n1 < Mki
és

n2 < Mki . Ebből következik, hogy

σ∗fi

={sup |σnfi| : n ∈ P2, β−1 ≤ n1/n2 ≤ β, }
={sup |σnfi| : n ∈ P2, β−1 ≤ n1/n2 ≤ β, n1 ≥ Mki vagy n2 ≥ Mki}
≤{sup |σnfi| : n ∈ P2, β−1 ≤ n1/n2 ≤ β, ∧n ≥ cMki}.

A 3.2.5. Lemma eredményezi, hogy

Bi =
∫

(Gm×Gm)\Ii
ki

σ∗fi ≤ c‖fi‖1.

Így µ({σ∗f > 2cλ}) ≤ c‖f‖1/λ. Következésképpen a σ∗ operátor
gyengén (1, 1) t́ıpusú. Mivel minden

P =
r∑

k=0

s∑

l=0

ck,l(ψk × ψl) (ck,l ∈ C, r, s ∈ N)

kétdimenziós Vilenkin-polinomra mindenhol fennáll a

lim
∧n→∞

σn1,n2P = P

reláció, ı́gy a szokásos sűrűségi argumentumot használva (lásd például
[SWS]) a 3.2.1. Tétel bizonýıtása teljes. ¤

3.3. A σ∗ operátor (H, L) t́ıpusossága.
Ezen alfejezet fő eredménye az alábbi tétel.
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3.3.1. Tétel. Legyen f ∈ H. Ekkor a σ∗ operátor (H, L) t́ıpusú,
vagyis

‖σ∗f‖1 ≤ c‖f‖H ,

aholis σ∗f := sup(n1,n2) |σn1,n2f |, amelyben (az előző, 3.2.1. Tételhez
hasonlóan) n1, n2 ∈ P, és β−1 ≤ n1/n2 ≤ β, ahol β ≥ 1 rögźıtett
paraméter.

Tekintsük először az alábbi dekompoźıciós tételt. Hasonlót és
továbbiakat találhatunk [Wei3]-ban.

3.3.2. Tétel. Egy f ∈ L1(Gm ×Gm) függvény pontosan akkor H◦-
beli, ha létezik (ak : k ∈ N) sorozat, melynek elemei H◦ atomok, és
léteznek (λk : k ∈ N) valós számok, melyre

(1) f =
∞∑

k=0

λkak

és

(2)
∞∑

k=0

|λk| < ∞

teljesül. Sőt ‖f‖H◦ és inf(
∑∞

k=0 |λk|) ekvivalens normák, ahol az
infimumot f összes lehetséges dekompoźıciójára vesszük.

Bizonýıtás. A továbbiakban c-vel egy olyan konstanst jelölünk,
melynek értéke esetenként különböző lehet, de csak β-tól, sup mn-
től és sup mn-től függ.

Tetszőleges a-val jelölt H◦-atomra, melyre supp a ⊂ Ik(x1) ×
Ik(x2),

‖a‖H◦ = ‖ sup
n∈N

|Ena|‖1 ≤ ‖ sup
n∈N

En(MkMk1Ik(x1)×Ik(x2))‖1 ≤ 1.

Következésképpen ha egy f ∈ L1(Gm ×Gm) függvény előálĺıtható a
f =

∑∞
i=0 λiai formában (2) teljesülése mellett, akkor

‖f‖H◦ ≤
∞∑

i=0

|λi|‖ai‖H◦ ≤
∞∑

i=0

|λi| < ∞,
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vagyis f eleme H◦-nek. Ezzel a bizonýıtás első fele készen van.
Megford́ıtva, használjuk a Calderon—Zygmund dekompoźıciós

lemmát λ = mq-val, ahol q ∈ Z, m := sup mn < ∞. Ekkor azt
kapjuk, hogy

f = fmq +
∞∑

n=1

fmq,n,

ahol ‖fmq‖∞ ≤ cmq, és rögźıtett q ∈ Z esetén a supp fmq,n = In
kq,n

halmazok páronként diszjunktak. Sőt a dekompoźıciós algoritmusból
azt is megkapjuk, hogy mq < |Eqfmq,i| < cmq, és |Ejfmq,n| ≤ mq

minden j = 0, 1, ..., q − 1 esetén. Mivel fmq → f és fm−q → 0 amint
q →∞, ı́gy f -et az

f =
∞∑

q=−∞
(fmq+1 − fmq ) =

∞∑
q=−∞




∞∑
n=1

fmq,n −
∞∑

j=1

fmq+1,j




alakba ı́rhatjuk. Másrészt létezik olyan j ∈ P és n ∈ P úgy, hogy
supp fmq+1,j ⊂ supp fmq,n. Legyen

bq,n := fmq,n −
∑

j: supp fmq+1,j⊂supp fmq,n

fmq+1,j .

Minden x ∈ supp fmq,n esetén az bq,n(x) = fmq+1(x) − fmq (x)
egyenlőség fennáll, következésképp |bq,n| ≤ cmq. Legyen aq,n :=
MqMq

1
cmq bq,n, és λq,n := cmq 1

MqMq
, q ∈ Z, n ∈ P, ekkor

f =
∞∑

q=−∞

∞∑
n=1

λq,naq,n,

ahol aq,n-ek H◦-atomok In
kq,n

tartókkal.
∞∑

q=−∞

∞∑
n=1

|λq,n| = c

∞∑
q=−∞

mq
∞∑

n=1

µ(In
kq,n

)

≤ c

∞∑
q=−∞

mqµ(f◦ > mq) ≤ c‖f◦‖1 = c‖f‖H◦ .

Ezzel a másik irány is bizonýıtást nyert. ¤
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3.3.3. Lemma. Tegyük fel, hogy supp f ⊆ Ik(x1) × Ik(x2) és
f ∈ L1(Gm ×Gm) (k ∈ N, (x1, x2) ∈ Gm ×Gm). Ekkor

∫

(Gm×Gm)\Ik(x1)×Ik(x2)

σ∗f ≤ c‖f‖1.

Bizonýıtás. Ez az álĺıtás a 3.2.5. Lemma egyszerű következménye. ¤

3.3.4. Tétel. A σ∗ operátor (H◦, L) t́ıpusú, vagyis

‖σ∗f‖1 ≤ c‖f‖H◦ (f ∈ H).

Bizonýıtás. Ismert, hogy p > 1-re a Lp(Gm×Gm)-ből Lp(Gm×Gm)-
be képező σ∗ operátor korlátos (a σ∗ operátor gyengén (1,1) és
(∞,∞) t́ıpusossága miatt, lásd a 3.2.1. Tétel bizonýıtását). Tegyük
fel, hogy a egy H◦-atom Ik(x1) × Ik(x2) tartóval. Felhasználva a
3.3.3. Lemmát, a Hölder egyenlőtlenséget és σ∗ korlátosságát, azt
kapjuk, hogy
∫

Gm×Gm

σ∗a =
∫

Ik(x1)×Ik(x2)

σ∗a +
∫

(Gm×Gm)\(Ik(x1)×Ik(x2))

σ∗a

≤
(∫

Gm×Gm

(σ∗a)p

) 1
p

µ(Ik(x1)× Ik(x2))1−
1
p + c‖a‖1

≤ cp

(∫

Ik(x1)×Ik(x2)

|a|p
) 1

p

µ(Ik(x1)× Ik(x2))1−
1
p + c

≤ cp

(
(MkMk)p 1

MkMk

) 1
p

(
1

MkMk

)1− 1
p

+ c ≤ c.

Végül az f függvény atomos dekompoźıcióját és a σ∗ operátor σ-
szublinearitását felhasználva adódik

‖σ∗f‖1 =

∥∥∥∥∥σ∗
( ∞∑

i=1

λiai

)∥∥∥∥∥
1
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≤
∞∑

i=1

|λi|‖σ∗ai‖1 ≤ c

∞∑

i=1

|λi| ≤ c‖f‖H◦ ,

ami a bizonýıtandó volt. ¤

A 3.3.1. Tétel bizonýıtása. Mivel ‖.‖H◦ ≤ ‖.‖H , ezért fennáll a
H ⊂ H◦ tartalmazás. Ezt figyelembe véve a 3.3.1. Tételt a 3.3.4.
Tétel következményeként kapjuk. ¤

A 3.3.1. Tétel az eredeti (és korlátos) Vilenkin-rendszerre [Wei2]-
ben található.
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Negyedik fejezet
Egy normaegyenlőtlenség Vilenkin

-szerű tereken értelmezett
függvényekre

Ez a fejezet a [Bla8] és a [Bla9] cikkek eredményein ala-
pul. Az ortonormált rendszer mindkét cikkben (́ıgy a fejezet
minden álĺıtásában) az általánośıtott (Vilenkin téren értelmezett)
Vilenkin-szerű rendszer, az első alfejezetben az egydimenziós, mı́g
a másodikban a kétdimenziós rendszer.

4.1. Felhasznált eredmények.

4.1.1. Lemma ([Gát8]).

Dn(y, x) =
∞∑

i=0

(
DMi(y, x)

·
(ni−1∑

t=0

r′n
(i+1)+tMi

i (y)r̄′i
n(i+1)+tMi(x)

)
ψ′n(i+1)(y)ψ̄′n(i+1)(x)

)
.
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4.1.2. Lemma ([Gát8]).

DMn
(y, x) =

{
Mn, y ∈ In(x)
0, y 6∈ In(x).

4.2. Az egydimenziós változat.

A 4.2. alfejezet fő célja az alábbi tétel bizonýıtása.

4.2.1. Tétel. Legyen m korlátos sorozat. Ekkor létezik c > 0
abszolút konstans, hogy minden f ∈ H(G′m) függvényre

sup
N∈P

1
log N

N∑
n=1

‖Snf‖1
n

≤ c‖f‖H .

E normaegyenlőtlenség klasszikus rendszerekre vonatkozó analóg
változatai ismertek és bizonýıtottak. Trigonometrikus rendszerre
B. Smith ([Smi]) 1983-ban, Walsh-rendszerre Simon Péter ([Sim1])
1987-ben, (nemcsak korlátos) Vilenkin rendszerre pedig Gát György
bizonýıtotta 1993-ban. Ők konkrétan az alábbi egyenlőséget látták
be tetszőleges f maximál Hardy-térbeli függvényre:

lim
N→∞

1
log N

N∑
n=1

‖Snf − f‖1
n

= 0.

Ez az egyenlőség egyszerű következménye a normaegyenlőtlenség-
nek.

Az egyparaméteres Vilenkin-rendszerre vonatkozó eredmények
úgynevezett Hp változata (p < 1) ([Sim3])-ban található. Ezt 1996-
ban Weisz Ferenc általánośıtotta két paraméteres trigonometrikus-
és Walsh-rendszerre ([Wei4]). Bizonýıtásaiban martingálelméleti
eredményeket használt. A (kettős) Vilenkin-rendszerre vonatkozó
általánośıtás Simon Péter és Weisz Ferenc munkája ([SiW]).
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Mivel a Vilenkin-szerű rendszer azonban lényegesen általánosabb,
mint a klasszikus Walsh- és Vilenkin-rendszerek (illetve kevéssé
hasonĺıtható a trigonometrikus rendszerhez), a tétel bizonýıtása
csupán részben alkalmazza a szokásos eljárásokat.

4.2.1. igazolásához az alábbi lemmákon keresztül jutunk.

4.2.2. Lemma. Ha y ∈ Ij(x)\Ij+1(x), akkor fennáll

Dn(y, x)

=
j∑

i=0

Mi

(
ni−1∑
t=0

r′n
(i+1)+tMi

i (y)r̄′i
n(i+1)+tMi(x)

)
ψ′n(i+1)(y)ψ̄′n(i+1)(x).

Bizonýıtás. Nagyon egyszerű, felhasználva a 4.1.1. és 4.1.2. Lemmá-
kat. ¤

A következő lemma triviális eredeti Vilenkin-rendszerre, de nem
az ezen új rendszer esetén.

4.2.3. Lemma. Legyen n, j ∈ N, i ∈ {0, ..., j} és x0 ∈ G′m
tetszőleges. Ekkor

∫

Ij(x0)

∣∣ψ′n(i+1)(y)
∣∣2 dy =

|ψ′n,i+1,j−1(x0)|2
Mj

.

Bizonýıtás. Ha n = 0, a tétel álĺıtása triviális. Legyen a továbbiakban
n ∈ P. Vezessük be az alábbi jelöléseket A := |n|, x0 :=
(x0,0, x0,1, x0,2, ...) ∈ G′m, ek := (0, ..., 0, 1, 0, ...), ahol egyedül a
k-adik koordináta egyenlő 1-gyel, a többi 0, valamint legyen εk ∈
{0, ..., mk − 1} és

(x0, εjej , ..., εAeA) := (x0,0, ..., x0,j−1, εjej , ..., εAeA, x0,A+1...) ∈ G′m.

Ekkor∫

Ij(x0)

∣∣ψ′n(i+1)(y)
∣∣2 dy =

∑
εj ,...,εA

∫

IA+1(x0,εjej ,...,εAeA)

∣∣ψ′n(i+1)(y)
∣∣2 dy
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=
1

MA+1

∑
εj ,...,εA

∣∣ψ′n(i+1)(x0, εjej , ..., εAeA)
∣∣2

=
1

Mj

A∏
k=j

mk

∑
εj ,...,εA

∣∣ψ′n(i+1)(x0, εjej , ..., εAeA)
∣∣2

=
1

Mj

A∏
k=j

mk

mj−1∑
xj=0

...

mA−1∑
xA=0

∣∣ψ′n(i+1)(x)
∣∣2

=
1

Mj

A∏
k=j

mk

mj−1∑
xj=0

...

mA−1∑
xA=0

A∏

k=i+1

∣∣∣r′(n
(i+1))(k)

k (x)
∣∣∣
2

=
|ψ′n,i+1,j−1(x0)|2

Mj

A∏

k=j

1
mk

mk−1∑
xk=0

∣∣∣r′n
(k)

k (x)
∣∣∣
2

,

mivel az (n(i+1))(k) = n(k) egyenlőség fennáll i + 1 ≤ k miatt.

Belátjuk, hogy 1
mk

mk−1∑
xk=0

∣∣∣r′n
(k)

k (x)
∣∣∣
2

= 1, amiből pedig már

következni fog a lemma álĺıtása.

A rendszer egyik alapvető tulajdonságából következik, hogy ha
Mk az n, l számok osztója és n(k+1) = l(k+1), akkor Ek(r′nk r̄l

k) = 1,
feltéve, ha nk = lk. Így könnyű látni, hogy

1 = Ek(r′n
(k)

k r̄n(k)

k ) = Ek(|r′n
(k)

k |2) =
1

mk

mk−1∑
xk=0

∣∣∣r′n
(k)

k

∣∣∣
2

.

¤
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4.2.4. Lemma. Legyen j, n ∈ N, i ∈ {0, ..., j} és x0 ∈ G′m
tetszőleges. Ekkor

∫

Ij(x0)

∣∣ψ′n(i+1)(y)
∣∣ dy ≤ |ψ′n,i+1,j−1(x0)|

Mj
.

Bizonýıtás. Egyszerű, használva a 4.2.3. Lemmát és a Hölder-
egyenlőtlenséget p = q = 2 esetben:

∫

Ij(x0)

∣∣ψ′n(i+1)(y)
∣∣ · 1dy ≤

√√√√
∫

Ij(x0)

∣∣ψ′
n(i+1)(y)

∣∣2 dy

∫

Ij(x0)

1dy

=

√
|ψ′n,i+1,j−1(x0)|2

Mj

1
Mj

=
|ψ′n,i+1,j−1(x0)|

Mj
. ¤

4.2.5. Lemma. Legyen a 6≡ 1 atom. Legyen Ik(x0) olyan
intervallum, melyre |a(x)| ≤ Mk, valamint legyen supp a ⊂ Ik(x0)
és

∫
Ik(x0)

a(x)dx = 0. Ekkor tetszőleges j ∈ {0, ..., k − 1} esetén

∞∑
n=1

|â(n(j))|
n

≤ c.

Bizonýıtás. Könnyű látni, hogy

â(n) =
∫

G′m

a(x)ψ̄′n(x)dx =
∫

Ik(x0)

a(x)ψ̄′n(x)dx

=




∫

Ik(x0)

a(x)ψ̄′n(j)(x)dx


 ψ̄′n,0,j−1(x0) = â(n(j))ψ̄′n,0,j−1(x0)
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és
∑

n0,...,nj−1

|ψ′n,0,j−1(x0)|2 =
∑

n0,...,nj−1

j−1∏

i=0

|r′n
(i)

i (x0)|2

=
mj−1−1∑
nj−1=0

...

m0−1∑
n0=0

|r′n
(j−1)

j−1 (x0)|2...|r′n
(0)

0 (x0)|2

=
mj−1−1∑
nj−1=0

|r′n
(j−1)

j−1 (x0)|2...
m0−1∑
n0=0

|r′n
(0)

0 (x0)|2

=
j−1∏

i=0

mi = Mj .

Ezen tényeket használva a következő átalaḱıtásokat hajthatjuk végre:

∞∑
n=1

|â(n(j))|2 =
∑
n(j)

∑

n(j)

|â(n(j))|2 = Mj

∑

n(j)

|â(n(j))|2

=
∑

n(j)

|â(n(j))|2
∑

n0,...,nj−1

|ψ′n,0,j−1(x0)|2

=
∑

n(j)

∑
n(j)

|â(n(j))ψ′n,0,j−1(x0)|2

=
∑

n(j)

∑
n(j)

|â(n)|2 =
∞∑

n=1

|â(n)|2.

Ha n ∈ {0, ..., Mk − 1}, akkor n(j) < Mk, következésképpen
ψ′

n(j)(x) csak x első k koordinátájától függ. Ebből következik, hogy
a ψ′

n(j)(x) függvény az Ik(x0) halmazon konstans. Így

â(n(j)) =
∫

Ik(x0)

a(x)ψ̄′n(j)(x)dx = c

∫

Ik(x0)

a(x) = 0,
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ahonnan az

∞∑
n=1

|â(n(j))|
n

=
∞∑

n=Mk

|â(n(j))|
n

egyenlőséget nyerjük.
A Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlőtlenség alapján

∞∑

n=Mk

|â(n)(j))|
n

≤
√√√√

∞∑

n=Mk

|â(n(j)))|2
√√√√

∞∑

n=Mk

1
n2

≤
√√√√

∞∑
n=1

|â(n(j)))|2
√√√√

∞∑

n=Mk

1
n2

és a Bessel-egyenlőtlenségből kapjuk, hogy
√√√√

∞∑
n=1

|â(n(j)))|2 ≤ ‖a‖2.

Ismert, hogy √√√√
∞∑

n=Mk

1
n2

<
1√

Mk − 1
,

valamint egyszerű számı́tás mutatja, hogy

‖a‖22 =
∫

Ik(x0)

|a(x)|2dx ≤ µ(Ik(x0))−2µ(Ik(x0))

= µ(Ik(x0))−1 = Mk.

Becsléseinket összegezve

∞∑

n=Mk

|â(n(j)))|
n

≤ c
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adódik.
Végül felhasználva a korábban bizonýıtott

∞∑
n=1

|â(n(j))|
n

=
∞∑

n=Mk

|â(n(j))|
n

egyenlőséget, a
∞∑

n=1

|â(n(j))|
n

≤ c,

egyenlőtlenséghez jutunk, ahogy azt álĺıtottuk. ¤

A 4.2.1. Tétel bizonýıtása. Mivel f ∈ H(G′m), ı́gy f -et az f(x) :=
∞∑

n=1
λnan(x) formába ı́rhatjuk, ahol an-ek atomok, és

∞∑
n=1

|λn| < ∞.

Ha a egy atom, létezik k ∈ N és x0 ∈ G′m úgy, hogy
supp a ⊆ Ik(x0). Kezdjük el vizsgálni az ‖Sna‖1 kifejezést:

‖Sna‖1 =
∫

G′m

|Sna|

=
∫

Ik(x0)

|Sna|+
k−1∑

j=0

∫

Ij(x0)\Ij+1(x0)

|Sna| =: (1) + (2).

Először vegyük szemügyre (1)-et. A Hölder-egyenlőtlenséget és az Sn

operátor (2,2) t́ıpusosságát felhasználva kapjuk, hogy

(1) =
∫

G′m

1Ik(x0)|Sna| ≤ 1√
Mk

‖Sna‖2 ≤ c
1√
Mk

‖a‖2.

Mivel ‖a‖∞ ≤ Mk és µ(Ik(x0)) = M−1
k , könnyű látni, hogy

‖a‖2 =

√√√√
∫

Ik

|a(x)|2 ≤
√

Mk.
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Mindezen tények együtt (1) ≤ c-t eredményezik.
Most legyen j egy eleme a {0, ..., k − 1} halmaznak. Ismert, hogy

(Sna)(y) =
∫

G′m

a(x)Dn(y, x)dx =
∫

Ik(x0)

a(x)Dn(y, x)dx.

A 4.2.2. Lemmát felhasználva kapjuk, hogy

(Sna)(y) =
∫

Ik(x0)

a(x)
j∑

i=0

(
Mi

(ni−1∑
t=0

r′n
(i+1)+tMi

i (y)r̄′i
n(i+1)+tMi(x)

)

·ψ′n(i+1)(y)ψ̄′n(i+1)(x)

)
dx =

=
j∑

i=0

(
Mi

(ni−1∑
t=0

r′n
(i+1)+tMi

i (y)r̄′i
n(i+1)+tMi(x0)

)

·ψ′n(i+1)(y)
∫

Ik(x0)

a(x)ψ̄′n(i+1)(x)dx

)
,

ha y ∈ Ij(x)\Ij+1(x). De a |r′nk (x)| ≤ √
mk reláció fennáll

mk−1∑
nk=0

|r′nk (x)|2 = mk miatt, ı́gy

∣∣∣∣∣
ni−1∑
t=0

r′n
(i+1)+tMi

i (y)r̄′i
n(i+1)+tMi(x0)

∣∣∣∣∣ ≤ nimi < m2
i < c,

amiből pedig

|(Sna)(y)| ≤ c

j∑

i=0

Mi

∣∣∣∣∣∣∣
ψ′n(i+1)(y)

∫

Ik(x0)

a(x)ψ̄′n(i+1)(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣
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= c

j∑

i=0

Mi

∣∣∣ψ′n(i+1)(y)â(n(i+1))
∣∣∣

következik y ∈ Ij(x)\Ij+1(x) esetén.
A fentiekből és a 4.2.4. Lemmából

(2) ≤ c

k−1∑

j=0

∫

Ij(x0)\Ij+1(x0)

j∑

i=0

Mi

∣∣∣ψ′n(i+1)(y)â(n(i+1))
∣∣∣ dy

≤ c

k−1∑

j=0

j∑

i=0

Mi|â(n(i+1))|
∫

Ij(x0)

∣∣ψ′n(i+1)(y)
∣∣ dy

≤ c

k−1∑

j=0

1
Mj

j∑

i=0

Mi|â(n(i+1))||ψ′n,i+1,j−1(x0)|

adódik.
A Vilenkin-téren értelmezett általánośıtott Rademacher-rendszer

iii. tulajdonsága miatt (lásd az első fejezetet) könnyű látni, hogy

|ψ′n,i+1,j−1(x0)| ≤

√√√√
j−1∏

h=i

mh.

Az (1)-re és (2)-re kapott becslésekkel be fogjuk látni, hogy

1
log N

N∑
n=1

‖Sna‖1
n

≤ c

teljesül minden a atomra.
Először ı́rjuk fel, hogy

1
log N

N∑
n=1

‖Sna‖1
n
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≤ 1
log N

N∑
n=1


 c

n
+ c

k−1∑

j=0

1
Mj

j∑

i=0

Mi

|â(n(i+1))||ψ′n,i+1,j−1(x0)|
n




≤ c

N∑
n=1

1
n

log N
+

c

log N

k−1∑

j=0

1
Mj

j∑

i=0

Mi

N∑
n=1

|â(n(i+1))|
√∏j−1

h=i mh

n
=: (3)

akármilyen atom is a.
Amennyiben a ≡ 1, akkor

â(n) =
∫

G′m

ψ′n = E0(ψ′n) = E0

( |n|∏

j=1

rn(j)

j

)

= E0


E|n|

( |n|∏

j=1

rn(j)

j

)


= E0



|n|−1∏

j=1

rn(j)

j E|n|
(
r′0|n|r

n(|n|)
|n|

)

 = 0

hiszen n(|n|) = n|n|M|n| 6= 0 ha n ∈ P és En(r′mn r̄′ln) = 0 ha mn 6= ln.

Ebben az esetben
1

log N

N∑
n=1

‖Sna‖1
n

korlátossága triviális.

Ha pedig a nem az azonosan 1 függvény, akkor alkalmazzuk a
4.2.5. Lemmát.

Abból az ismert tényből, hogy
N∑

n=1

1
n ≤ c log N, következik

(3) ≤ c




1 +

k−1∑
j=0

1
Mj

j∑

i=0

Mi

√√√√
j−1∏

h=i

mh

log N




.
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Már csak
k−1∑
j=0

1
Mj

j∑

i=0

Mi

√√√√
j−1∏

h=i

mh ≤ c log N bizonýıtása hiányzik

(3) korlátosságához. Könnyű látni, hogy

1
Mj

j∑

i=0

Mi

√√√√
j−1∏

h=i

mh =
j∑

i=0

1√∏j−1
h=i mh

≤
j∑

i=0

1

2
j−i
2

<
1√

2− 1
,

következésképp
k−1∑
j=0

1
Mj

j∑

i=0

Mi <
k√

2− 1
. Ha n < Mi+1, akkor

n(i+1) = 0, ı́gy â(n(i+1)) = 0. Válasszuk k-t úgy, hogy k = max{i +
1|Mi+1 ≤ n} legyen. Ebben az esetben feltehetjük, hogy Mk ≤ n. De
tudjuk, hogy n ≤ N és 2k ≤ Mk, ı́gy innen kapjuk, hogy k < c log N.

Ezzel befejeződött a
1

log N

N∑
n=1

‖Sna‖1
n

≤ c egyenlőtlenség

bizonýıtása.
Végezetül visszatérve az eredeti problémára, kapjuk, hogy

sup
N∈P

1
log N

N∑
n=1

‖Snf‖1
n

= sup
N∈P

1
log N

N∑
n=1

‖Sn(
∞∑

h=1

λhah)‖1
n

≤

≤
∞∑

h=1

|λh| sup
N∈P

1
log N

N∑
n=1

‖Snah‖1
n

≤ c

∞∑

h=1

|λh| ≤ c‖f‖H ,

ami a bizonýıtandó volt. ¤
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4.2.6. Tétel. Ha f ∈ H(G′m) és az m sorozat korlátos, akkor

lim
N→∞

1
log N

N∑
n=1

‖Snf‖1
n

= ‖f‖H .

Bizonýıtás. A 4.2.1. Tétel egyszerű következménye, hiszen a
Vilenkin-szerű polinomok sűrűek az összes H-beli függvények terében. ¤

4.3. A kétdimenziós változat.
A 4.3. alfejezetben belátjuk az előző alfejezetben tárgyalt

normaegyenlőtlenség kétváltozós alakját, nevezetesen, ha az indexek
hányadosa korlátos.

4.3.1. Tétel. Tegyük fel, hogy m korlátos sorozat, 2 ≤ N, K ∈ P és
legyen β ≥ 1 rögźıtett konstans. Ekkor létezik c > 0 csak β-tól függő
konstans, melyre tetszőleges f ∈ H1(G′m ×G′m) függvény esetén

sup
N,K

1
log N log K

∑

β−1≤n/k≤β
(n,k)≤(N,K)

‖Sn,kf‖1
nk

≤ c‖f‖H

teljesül.

A tétel igazolásához szükségünk lesz az alábbi lemmákra.

4.3.2. Lemma. Minden f ∈ L1(G′m ×G′m) és n, k ∈ N esetén

‖Sn,kf‖2 ≤ ‖f‖2,
vagyis az Sn,k operátor (2,2) t́ıpusú.

Bizonýıtás. Ez az álĺıtás egyszerű következménye a 4.2.3. Lemmának
és a Bessel-egyenlőtlenségnek:

‖Sn,kf‖2 =

√√√√√
∫

G′m×G′m

∣∣∣∣∣
n−1∑

l=0

k−1∑

h=0

f̂(l, h)ψ′l(x)ψ′h(y)

∣∣∣∣∣

2

dxdy
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≤

√√√√√
n−1∑

l=0

k−1∑

h=0

∣∣∣f̂(l, h)
∣∣∣
2

∫

G′m

|ψ′l(x)|2 dx

∫

G′m

|ψ′h(y)|2 dy

=

√√√√
n−1∑

l=0

k−1∑

h=0

∣∣∣f̂(l, h)
∣∣∣
2

≤ ‖f‖2

¤
4.3.3. Lemma. Legyen a(x, y) 6≡ 1 egy atom és β ≥ 1 rögźıtett.
Legyen Ik(x0) × Il(y0) egy intervallum, melyre |a(x, y)| ≤ MkMl,
supp a(x, y) ⊂ Ik(x0)× Il(y0) és

∫
Ik(x0)×Il(y0)

a(x, y)dxdy = 0. Ekkor

∞∑

n,h=1
β−1≤n/h≤β

|â(n(i), h(j))|
nh

≤ c

teljesül
∀i ∈ {0, ..., k − 1}, ∀j ∈ {0, ..., l − 1}

esetén.

Bizonýıtás. Egyszerű számı́tás mutatja, hogy

â(n, h)

=
∫

G′m×G′m

a(x, y)ψ̄′n(x)ψ̄′h(y)dxdy

=
∫

Ik(x0)×Il(y0)

a(x, y)ψ̄′n(x)ψ̄′h(y)dxdy

=




∫

Ik(x0)×Il(y0)

a(x, y)ψ̄′n(i)(x)ψ̄′h(j)(y)dxdy




· ψ̄′n,0,i−1(x0)ψ̄′h,0,j−1(y0)

= â(n(i), h(j))ψ̄′n,0,i−1(x0)ψ̄′h,0,j−1(y0)
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és
∑

n0,...,nj−1

|ψ′n,0,j−1(x0)|2 =
∑

n0,...,nj−1

j−1∏

i=0

|r′n
(i)

i (x0)|2

=
mj−1∑
nj=0

...

m0−1∑
n0=0

|r′n
(0)

0 (x0)|2...|r′n
(j−1)

j−1 (x0)|2 =
j−1∏

i=0

mi−1∑
ni=0

|r′n
(i)

i (x0)|2

=
j−1∏

i=0

mi = Mj .

Ezen egyenlőségeket használva az alábbi összefüggést kapjuk:

∞∑
n=1

∞∑

h=1

|â(n(i), h(j))|2

=
∑
n(i)

∑

n(i)

∑

h(j)

∑

h(j)

|â(n(i), h(j))|2

= MiMj

∑

n(i)

∑

h(j)

|â(n(i), h(j))|2

=
∑

n(i)

∑

h(j)

(
|â(n(i), h(j))|2

·
∑

n0,...,ni−1

|ψ′n,0,i−1(x0)|2
∑

h0,...,hj−1

|ψ′h,0,j−1(y0)|2
)

=
∑

n(i)

∑
n(i)

∑

h(j)

∑

h(j)

|â(n(i), h(j))ψ′n,0,i−1(x0)ψ′h,0,j−1(y0)|2

=
∑

n(i)

∑
n(i)

∑

h(j)

∑

h(j)

|â(n, h)|2

=
∞∑

n=1

∞∑

h=1

|â(n, h)|2.
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Ha n ∈ {0, ..., Mk−1} akkor n(j) < Mk, következésképpen ψ′
n(j)(x)

csak x első k koordinátájától függ, ı́gy a ψ′
n(j)(x) függvény az Ik(x0)

halmazon állandó. Tehát, ha n ∈ {0, ..., Mk−1} és h ∈ {0, ..., Ml−1},
akkor

â(n(i), h(j)) =
∫

Ik(x0)×Il(y0)

a(x, y)ψ̄′n(i)(x)ψ̄′h(j)(y)dxdy =

ψ̄′n(i)(x0)ψ̄′h(j)(y0)
∫

Ik(x0)×Il(y0)

a(x, y)dxdy = 0,

amiből pedig

∞∑

n,h=1
β−1≤n/h≤β

|â(n(i), h(j))|
nh

=
∞∑

n=Mk/β

∞∑

h=Ml/β

|â(n(i), h(j))|
nh

következik.

A Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlőtlenségből következik, hogy

∞∑

n=Mk/β

∞∑

h=Ml/β

|â(n(i), h(j))|
nh

≤

√√√√
∞∑

n=Mk/β

∞∑

h=Ml/β

|â(n(i), h(j)))|2
√√√√

∞∑

n=Mk/β

∞∑

h=Ml/β

1
n2

1
h2

≤

√√√√
∞∑

n=1

∞∑

h=1

|â(n(i), m(j))|2
√√√√

∞∑

n=Mk/β

1
n2

∞∑

hh=Ml/β

1
h2

.
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Továbbá a Bessel-egyenlőtlenség miatt

√√√√
∞∑

n=1

∞∑

h=1

|â(n(i), h(j))|2 ≤ ‖a‖2.

Az ismert elemi egyenlőtlenség eredményezi

√√√√
∞∑

n=Mk

1
n2

≤ c√
Mk

és

√√√√
∞∑

h=Ml

1
h2

≤ c√
Ml

teljesülését, ahonnan

∞∑

n=Mk

∞∑

h=Ml

|â(n(i), h(j))|
nh

≤ c

adódik, mivel

‖a‖22 =
∫

Ik(x0)×Il(y0)

|a(x, y)|2dxdy

≤µ(Ik(x0)× Il(y0))−2µ(Ik(x0)× Il(y0))

=µ(Ik(x0)× Il(y0))−1 = Mk+1Ml+1

=mk+1ml+1MkMl ≤ cMkMl

teljesül, felhasználva m korlátosságát.

Eredményeinket összegezve kapjuk, hogy
∞∑

n=1

∞∑
h=1

|â(n(i),h(j))|
nh ≤ c,

ahogy vártuk. ¤

A továbbiakban (n, k) ≤ (N, K) jelentse azt, hogy n ≤ N és
k ≤ K egyidejűleg teljesül.
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4.3.4. Lemma. Legyen a tetszőleges atom R ⊂ Is(t0) × Is′(t′0)
tartóval, valamint legyen ‖a‖∞ ≤ MsMs′ . Tegyük fel, hogy β ≥
1, 2 ≤ N, K ∈ P. Ekkor létezik c csak β-tól függő konstans, hogy

sup
N,K

1
log N log K

∑

β−1≤n/k≤β
(n,k)≤(N,K)

‖Sn,ka‖1
nk

≤ c.

Bizonýıtás.

Lássuk először az a ≡ 1 esetet. Mivel

∫

G′m

ψ̄′n = E0(ψ̄′n) = E0(
|n|∏

j=1

r̄′n
(j)

j ) = E0(E|n|(
|n|∏

j=1

r̄′n
(j)

j )) =

E0(
|n|−1∏

j=1

r̄′n
(j)

j E|n|(r′
0
|n|r̄′

n(|n|)

|n| )) = 0,

hiszen n(|n|) = n|n|M|n| 6= 0 ha n ∈ P és En(r′mn r̄′ln) = 0 ha mn 6= ln,
ı́gy azt kapjuk, hogy

â(n, k) =
∫

G′m×G′m

ψ̄′nψ̄′k =
∫

G′m

ψ̄′n

∫

G′m

ψ̄′k = 0.

Ebben az esetben tehát a lemma álĺıtása triviális.

Ha a 6= 1, akkor osszuk G′m × G′m-et négy diszjunkt részre a
következőképpen:

G′m ×G′m

=
(
Is(t0)× Is′(t′0)

) ⋃(
Is(t0)× (G′m\Is′(t′0))

)

⋃(
(G′m\Is(t0))× Is′(t′0)

) ⋃(
(G′m\Is(t0))× (G′m\Is′(t′0))

)
,
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ahonnan a
‖Sn,ka‖1 =

∫

Is(t0)×Is′ (t′0)

|Sn,ka|+
∫

Is(t0)×(G′m\Is′ (t′0))

|Sn,ka|+

∫

(G′m\Is(t0))×Is′ (t′0)

|Sn,ka|+
∫

(G′m\Is(t0))×(G′m\Is′ (t′0))

|Sn,ka|

felosztás adódik.

Az első rész becslését rövid számolás után kapjuk a Hölder-
egyenlőtlenség, az Sn,k operátor (2,2) t́ıpusossága (lásd 4.3.2.
Lemma) és az atom defińıciója alapján:

∫

Is(t0)×Is′ (t′0)

|Sn,ka|

≤ µ(Is(t0))1/2µ(Is′(t′0))
1/2




∫

G′m×G′m

|Sn,ka|2



1/2

≤
√

M−1
s M−1

s′




∫

Is(t0)×Is′ (t′0)

|a|2



1/2

≤ c,

és ı́gy könnyű látni, hogy

sup
N,K

1
log N log K

∑

β−1≤n/k≤β
(n,k)≤(N,K)

c

nk
≤ c.

A második (és harmadik) rész becslése céljából vizsgáljuk meg
Sn,ka(x, y)-t. Először is ı́rjuk fel, hogy
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Sn,ka(x, y) =
∫

G′m

S2
ka(t, y)Dn(x, t)dt =

∫

Is(t0)

S2
ka(t, y)Dn(x, t)dt.

Most válasszuk meg a j ∈ {0, ..., s−1} számot tetszőlegesen. A 4.2.2.
Lemmát használva kapjuk, hogy

Sn,ka(x, y)

=
∫

Is(t0)

S2
ka(t, y)

j∑

i=0

(
Mi

(ni−1∑

h=0

r′n
(i+1)+hMi

i (x)r̄′i
n(i+1)+hMi(t)

)

· ψ′n(i+1)(x)ψ̄′n(i+1)(t)

)
dt

=
j∑

i=0

(
Mi

(ni−1∑

h=0

r′n
(i+1)+hMi

i (x)r̄′i
n(i+1)+hMi(t0)

)

· ψ′n(i+1)(x)
∫

Is(t0)

S2
ka(t, y)ψ̄′n(i+1)(t)dt

)
,

ha x ∈ Ij(t0)\Ij+1(t0), amit mostantól tételezzünk is fel.

De a |r′nk (x)| ≤ √
mk reláció fennáll, hiszen

mk−1∑
nk=0

|r′nk (x)|2 = mk,

ı́gy

∣∣∣∣∣
ni−1∑
t=0

r′n
(i+1)+tMi

i (x)r̄′i
n(i+1)+tMi(t0)

∣∣∣∣∣ ≤ nimi < m2
i < c,
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amit felhasználva

|Sn,ka(x, y)|

≤ c

j∑

i=0

Mi

∣∣∣∣∣∣∣
ψ′n(i+1)(x)

∫

Is(t0)

S2
ka(t, y)ψ̄′n(i+1)(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣

= c

j∑

i=0

Mi

∣∣∣ψ′n(i+1)(x)Ŝ2
ka(n(i+1), y)

∣∣∣

adódik.
Ha most felhasználjuk az előbbi egyenlőtlenséget, valamint az

intervallumok egy szétbontási eljárását (lásd például [Gát6]-ot), az
alábbi eredményre jutunk:

∫

G′m\Is′ (t′0)

|Sn,ka(x, y)|dx =
s′−1∑

j=0

∫

Ij(t0)\Ij+1(t0)

|Sn,ka(x, y)|dx ≤

c

s′−1∑

j=0

∫

Ij(t0)\Ij+1(t0)

j∑

i=0

Mi

∣∣∣ψ′n(i+1)(x)Ŝ2
ka(n(i+1), y)

∣∣∣ dx ≤

c

s′−1∑

j=0

j∑

i=0

Mi

∣∣∣Ŝ2
ka(n(i+1), y)

∣∣∣
∫

Ij(t0)

∣∣ψ′n(i+1)(x)
∣∣ dx.

Ha ezen a ponton felhasználjuk a 4.2.4. Lemmát, a

∫

G′m\Is′ (t
′
0)

|Sn,ka(x, y)|dx ≤ c

s′−1∑

j=0

1
Mj

j∑

i=0

Mi

√√√√
j−1∏

v=i

mv

∣∣∣Ŝ2
ka(n(i+1), y)

∣∣∣

egyenlőtlenséget kapjuk. Vezessük be a következő jelölést:

∗∑
:=

s′l−1∑
t=0

r′s
′(l+1)+tMl

l (y)r̄′l
s′(l+1)+tMl(t0)
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és tanulmányozzuk Ŝ2
ka-t.

Amennyiben y ∈ Ih(z)\Ih+1(z), a 4.2.2. Lemma seǵıtségével
kapjuk, hogy

Ŝ2
ka(n(i+1), y)

=
∫

G′m

S2
ka(x, y)ψ̄′n(i+1)(x)dx

=
∫

G′m×G′m

a(x, z)Dk(y, z)ψ̄′n(i+1)(x)dzdx

=
∫

G′m×G′m

a(x, z)
h∑

l=0

Ml

∗∑
ψ′k(l+1)(y)ψ̄′k(l+1)(z)ψ̄′n(i+1)(x)dzdx

=
h∑

l=0

Ml

∗∑
ψ′k(l+1)(y)

∫

G′m×G′m

a(x, z)ψ̄′k(l+1)(z)ψ̄′n(i+1)(x)dzdx

=
h∑

l=0

Ml

∗∑
ψ′k(l+1)(y)â(n(i+1), k(l+1)).

Mivel |∑∗ | < c, ezért

∣∣∣Ŝ2
ka(n(i+1), y)

∣∣∣ ≤ c

h∑

l=0

Ml

∣∣∣ψ′k(l+1)(y)â(n(i+1), k(l+1))
∣∣∣ ,

ahonnan

∫

Is(t0)

∣∣∣Ŝ2
ka(n(i+1), y)

∣∣∣ dy

=
|k|∑

h=s

∫

Ih(t0)\Ih+1(t0)

∣∣∣Ŝ2
ka(n(i+1), y)

∣∣∣ dy +
∫

I|k|+1(t0)

∣∣∣Ŝ2
ka(n(i+1), y)

∣∣∣ dy
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≤ c

|k|+1∑

h=s

∫

Ih(t0)

h∑

l=0

Ml

∣∣∣ψ′k(l+1)(y)â(n(i+1), k(l+1))
∣∣∣ dy

≤ c

|k|+1∑

h=s

h∑

l=0

Mlâ(n(i+1), k(l+1))
∫

Ih(t0)

∣∣ψ′k(l+1)(y)
∣∣ dy

≤ c

|k|+1∑

h=s

1
Mh

h∑

l=0

Ml

√√√√
h−1∏

v=l

mvâ(n(i+1), k(l+1)).

Visszatérve az eredeti problémára

∫

Is(t0)×(G′m\Is′ (t′0))

|Sn,ka(x, y)| dxdy

≤ c

∫

Is

s′−1∑

j=0

1
Mj

j∑

i=0

Mi

√√√√
j−1∏

v=i

mvŜ2
ka(n(i+1), y)

≤ c

s′−1∑

j=0

1
Mj

j∑

i=0

Mi

√√√√
j−1∏

v=i

mv

|k|+1∑

h=s

1
Mh

·
h∑

l=0

Ml

√√√√
h−1∏

v=l

mvâ(n(i+1), k(l+1)).

Végezetül alkalmazzuk a 4.3.3. Lemmát:

1
log N log K

∑

β−1≤n/k≤β
(n,k)≤(N,K)

∫
Is(t0)×(G′m\Is′ (t′0))

|Sn,ka(x, y)| dxdy

nk



62 NEGYEDIK FEJEZET

≤ c

s′−1∑

j=0

1
Mj

j∑

i=0

Mi

√√√√
j−1∏

v=i

mv

|k|+1∑

h=s

1
Mh

·
h∑

l=0

Ml

√√√√
h−1∏

v=l

mv

∑

β−1≤n/k≤β
(n,k)≤(N,K)

|â(n(i+1), k(l+1))|
nm

≤ c,

mivel

|k|+1∑

h=s

1
Mh

h∑

l=0

Ml

√√√√
h−1∏

v=l

mv ≤
|k|+1∑

h=s

1√
2− 1

≤ c log k ≤ c log K

és
s′−1∑
j=0

1
Mj

j∑

i=0

Mi

√√√√
j−1∏

v=i

mv ≤ c log N , melynek bizonýıtása hasonlóan

történhet:
s′−1∑

j=0

1
Mj

j∑

i=0

Mi

√√√√
j−1∏

v=i

mv <
s′√
2− 1

.

Továbbá, ha n < Mi+1 és k < Ml+1, akkor n(i+1) = k(l+1) = 0, ezért
â(n(i+1), k(l+1)) = 0. Másrészt elegendő, ha

s′ = max{{i + 1, l + 1}| Mi+1 ≤ n,Ml+1 ≤ k},

ezért feltehetjük, hogy Ms′ ≤ n és Ms′ ≤ k. Megjegyezzük, hogy
n ≤ N és 2s′ ≤ Ms′ , ennélfogva s′ < c log N adódik, ahogy azt
vártuk.

Az összeg harmadik tagjának becslését hasonló képpen bonyoĺıt-
hatjuk le.
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A bizonýıtás hátralévő részének st́ılusa hasonló az előző eljárás-
hoz. Alkalmazva a

∫

G′m\Is(t0)

|Sn,ka(x, y)|dx ≤ c

s′−1∑

j=0

1
Mj

j∑

i=0

Mi

∣∣∣Ŝ2
ka(n(i+1), y)

∣∣∣

egyenlőtlenséget, kapjuk, hogy

∫

(G′m\Is(t0))×(G′m\Is′ (t
′
0))

|Sn,ka(x, y)|dxdy

≤ c

∫

G′m\Is(t0)

s′−1∑

j=0

1
Mj

j∑

i=0

Mi

∣∣∣Ŝ2
ka(n(i+1), y)

∣∣∣

= c

s′−1∑

j=0

1
Mj

j∑

i=0

Mi

∫

G′m\Is(t0)

∣∣∣Ŝ2
ka(n(i+1), y)

∣∣∣ .

Most tanulmányozzuk a
∫

G′m\Is(t0)

|Ŝ2
ka(n(i+1), y)|dy integrált, ne-

vezetesen becsüljük felülről az alábbi módon:

∫

G′m\Is(t0)

|Ŝ2
ka(n(i+1), y)|dy

=
s−1∑
q=0

∫

Iq(t0)\Iq+1(t0)

|Ŝ2
ka(n(i+1), y)|dy

≤
s−1∑
q=0

∫

Iq(t0)

c

q∑
u=0

Mu

∣∣∣ψ′(u+1)
k a(n(i+1), k(u+1))

∣∣∣ dy
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≤ c

s−1∑
q=0

q∑
u=0

Mu|a(n(i+1), k(u+1))|
∫

Iq(t0)

∣∣∣ψ′(u+1)
k

∣∣∣ dy

≤ c

s−1∑
q=0

1
Mq

q∑
u=0

Mu

√√√√
q−1∏
v=u

mv|a(n(i+1), k(u+1))|.

Alkalmazzuk újra a 4.3.3. Lemmát, amely a várt egyenlőtlenséget
fogja eredményezni a szokásos módon.

∑

β−1≤n/k≤β
(n,k)≤(N,K)

∫
(G′m\Is(t0))×(G′m\Is′ (t′0))

|Sn,ka(x, y)|dxdy

nk
≤

c

s′−1∑

j=0

1
Mj

j∑

i=0

Mi

√√√√
j−1∏

v=i

mv

s−1∑
q=0

1
Mq

q∑
u=0

Mu

·

√√√√
q−1∏
v=u

mv

∑

β−1≤n/k≤β
(n,k)≤(N,K)

|a(n(i+1), k(u+1))|
nm

≤

c log N log K.

Ezzel a lemma bizonýıtását befejeztük. ¤

A 4.2.1. Tétel bizonýıtása.
Alkalmazzuk a 4.3.4. Lemmát és az f függvény atomos

dekompoźıcióját:

sup
N,K

1
log N log K

∑

β−1≤n/k≤β
(n,k)≤(N,K)

‖Sn,kf‖1
nk

=
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sup
N,K

1
log N log K

∑

β−1≤n/k≤β
(n,k)≤(N,K)

‖Sn,k(
∞∑

j=1

λjaj)‖1
nk

≤

∞∑

j=1

|λj | sup
N,K

1
log N log K

∑

β−1≤n/k≤β
(n,k)≤(N,K)

‖Sn,k(aj)‖1
nk

≤

c

∞∑

j=1

|λj | ≤ c‖f‖H .

¤



66

Összefoglalás

Ez a dolgozat a klasszikus egy- és kétdimenziós Vilenkin-rendszer
különböző általánośıtásaival és néhány, azokkal kapcsolatos álĺıtással
foglalkozik.

Az első, bevezető fejezet után találhatóak az új eredményeket
tárgyaló fejezetek; a második, harmadik és negyedik.

A második fejezetben (és a hozzá tartozó bevezetésben) a ψα
Vilenkin-szerű rendszerek egy alkalmazását találjuk, példát adva
olyan majdnem páros számelméleti függvényre, melynek Vilenkin—
Fourier-sora mindenhol divergál.

2.2.1. Tétel. Legyen Gm egy R-Vilenkin-csoport és 1 ≤ q < ∞
tetszőleges. Ekkor létezik olyan Bq-beli függvény, melynek Vilenkin-
Fourier sora sehol sem konvergens.

A harmadik fejezet két fő álĺıtás köré szerveződik. Egyrészt
bebizonýıtjuk, hogy korlátos Vilenkin-szerű rendszerekhez tartozó
integrálható függvények Fejér-közepei majdnem mindenütt tartanak
a függvényhez abban az esetben, ha az indexek hányadosa korlátos.

3.2.1. Tétel. Legyen f ∈ L1. Ekkor

σn1,n2f → f

majdnem mindenütt, amint n1, n2 → ∞, n1, n2 ∈ P, és β−1 ≤
n1/n2 ≤ β, ahol β ≥ 1 rögźıtett paraméter.

Másrészt igazoljuk, hogy a kettős Fejér-közepekből származtatható
σ∗f operátor (H, L) t́ıpusú.
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3.3.1. Tétel. Legyen f ∈ H. Ekkor a σ∗ operátor (H, L) t́ıpusú,
vagyis

‖σ∗f‖1 ≤ c‖f‖H ,

aholis σ∗f := sup(n1,n2) |σn1,n2f |, amelyben n1, n2 ∈ P, és β−1 ≤
n1/n2 ≤ β, ahol β ≥ 1 rögźıtett paraméter.

A negyedik fejezet egy ismert normaegyenlőtlenség egy- és
kétdimenziós változatát tartalmazza. A tételek újszerűségét az adja,
hogy azokat egy (a ψα rendszerekhez hasonlóan) Gát György nevéhez
fűződő új rendszeren mondjuk ki, mely rendszer érdekessége annak
általánossága; a rendszer függvényei (a Vilenkin-) csoport helyett egy
művelettel el nem látott halmazon vannak értelmezve, megneheźıtve
a korábbiakkal analóg álĺıtások bizonýıtását.

4.2.1. Tétel. Legyen m korlátos sorozat. Ekkor létezik c > 0
abszolút konstans, hogy minden f ∈ H(G′m) függvényre

sup
N∈P

1
log N

N∑
n=1

‖Snf‖1
n

≤ c‖f‖H .

4.3.1. Tétel. Tegyük fel, hogy m korlátos sorozat, 2 ≤ N, K ∈ P és
legyen β ≥ 1 rögźıtett konstans. Ekkor létezik c > 0 csak β-tól függő
konstans, melyre tetszőleges f ∈ H1(G′m ×G′m) függvény esetén

sup
N,K

1
log N log K

∑

β−1≤n/k≤β
(n,k)≤(N,K)

‖Sn,kf‖1
nk

≤ c‖f‖H

teljesül.
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Summary

In my dissertation I deal with the dyadic-harmonic analysis,
particularly with the Vilenkin and Vilenkin-like systems. In what
follows I will use the usual notations of the Vilenkin analysis.

Let An be the σ-algebra generated by the cosets In(z), where
n ∈ N, z ∈ Gm. Let αk

j , αn (k, j, n ∈ N) be functions satisfying the
following conditions:

(i) αk
j : Gm → C is Aj -measurable (k, j ∈ N),

(ii) |αk
j | := αk

0 := α0
j := αk

j (0) := 1 (k, j ∈ N),

(iii) αn :=
∞∏

j=0

αn(j)

j (n ∈ N, n(j) :=
∞∑

k=j

nkMk).

Let χn = ψnαn (n ∈ N). A function system {χn : n ∈ N} of this
type is called a ψα system on the Vilenkin group Gm.

It is proved that this system is orthonormal and complete in
L1(Gm).

I proved several generalizations of theorems known for the original
Vilenkin systems with respect to the ψα and to the double ψα system.

Let k ∈ P. We say that f : P→ C is an arithmetical function even
modulo k, if every n ∈ P

f(n) = f((n, k)),

where (n, k) is the greatest common divisor of n and k.

Let
Bk := {f even modulo k}, B :=

⋃

k∈P

Bk.

If f : P→ R then

M(f) := lim sup
x→∞

x−1
∑

1≤j≤x

f(j)

are called the upper mean values of f .
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Let 1 ≤ q < ∞. Then the upper mean value gives rise to a
seminorm

‖f‖q := {M(|f |q)}1/q

on the linear space {f |f : P → C, ‖f‖q < ∞}. We denote by Bq the
closure of B in this norm. Functions in Bq are called almost even
arithmetical functions.

If n ∈ N, n =
∞∑

j=0

njMj , then let

n̆ :=
∞∑

j=0

njM
−1
j+1

and of course only a finite number of n′js is not zero.
Denote by

κn(x) := lim
k→∞

exp(2πın̆
k∑

j=0

xjMj) (n ∈ N, x ∈ Gm).

There exists the limit, and the system {κn|n ∈ N} on Gm is a ψα
system.

If f ∈ Bq and 1 ≤ q < ∞, then there exists f∗ ∈ Lq(Gm) µ
almost everywhere unique, that f∗(λ−1(n̆)) = f(n), ‖f∗‖q = ‖f‖Bq

and fn → f ⇔ f∗n → f∗, where λ is the so-called Fine-map.
If for every k ∈ P there exists n = n(k) such that k| Mn, we say

that Gm is a R-Vilenkin group.

Theorem. If Gm is a R-Vilenkin group, then there exists a function
F which is an element of Bq where 1 ≤ q < ∞, the Vilenkin—Fourier
series of which diverges everywhere.

My main results are the following (both for bounded and double
systems):

Theorem. The operator σ∗ is of type (H◦, L) i.e.

‖σ∗f‖1 ≤ c‖f‖H◦ (f ∈ H◦).
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Theorem. Let f ∈ L1(Gm × Gm̃). Then σ(n1,n2)f → f a.e. as
n1, n2 →∞ , where n1, n2 ∈ P and β−1 ≤ n1/n2 ≤ β for some fixed
parameter β ≥ 1.

The other system (also introduced by György Gát) is a common
generalization of several well-known systems.

Let us introduce this one on Gm, which will be called Vilenkin-
like system. Now Gm is not the Vilenkin group, but the so-called
Vilenkin space without any operation.

The complex valued functions rn
k : Gm → C (k, n ∈ N) we

call generalized Rademacher functions, if they have the following
properties:

i. r′nk is Ak+1 measurable (i.e. r′nk (x) depends only on x0, ..., xk

(x ∈ Gm)), r′0k = 1 for all k, n ∈ N.
ii. If Mk is a divisor of n, l and n(k+1) = l(k+1) (k, l, n ∈ N), then

Ek(r′nk r̄′lk) =
{

1 if nk = lk,

0 if nk 6= lk

(z̄ is the complex conjugate of z).
iii. If Mk is a divisor of n (that is, n = nkMk + nk+1Mk+1 + ... +

n|n|M|n|). Then
mk−1∑
nk=0

|r′nk (x)|2 = mk

for all x ∈ Gm

Now, define the Vilenkin-like system ψ′ := (ψ′n : n ∈ N) as follows

ψ′n :=
∞∏

k=0

r′n
(k)

k , n ∈ N.

(Since r′0k = 1, then ψ′n :=
∏|n|

k=0 r′n
(k)

k ). The Vilenkin-like system ψ′

is orthonormal.
I proved a norm inequality with respect to this system.
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Theorem. There exists a c > 0 absolute constant that if f ∈ H(Gm)
and the sequence m is bounded, then

sup
N∈P

1
log N

N∑
n=1

‖Snf‖1
n

≤ c‖f‖H .

It is managed to verify the two-dimensional version of this
inequality.

Theorem. Assume that β ≥ 1, f ∈ H1(Gm ×Gm) and 2 ≤ N,K ∈
P. Then there exists a constant c > 0 depending only on β such that

sup
N,K

1
log N log K

∑

β−1≤n/k≤β
(n,k)≤(N,K)

‖Sn,kf‖1
nk

≤ c‖f‖H1 .
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