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1. Bevezetés

A hatvany egész bazisok létezésének és kiszamitasanak kérdése
az algebrai szamelmélet klasszikus problémakore. A kérdés megoldott-
nak tekinthetd alacsonyabb foku szamtestekben. Harmad- és negyed-
foku testek esetén hatékony eljarasok, 6tod- és hatodfoku testek esetén
komplikaltabb, de még hasznéalhato altalanos algoritmusok léteznek a
hatvany egész bazisok generatorainak kiszamitasara.

Az els6 példat olyan szamtestre, melyben nem létezik hatvany egész
bazis, Dedekind [7] adta 1878-ban. Az 1960-as években Hasse [34]
vetette fel a hatvany egész bazissal rendelkezd szdmtestek aritmetikai
jellemzésének kérdését.

Jol ismert, hogy a hatvany egész bazisok meghatarozasanak problé-
maéja ekvivalens az indexforma egyenlet megoldasanak problémajaval.
fgy az indexforma egyenlet megoldasaira kapott eredmények segitsé-
giinkre lehetnek a hatvany egész bazisok meghatarozasakor.

A Baker modszer [1] megjelenése utan 1976-ban Gyéry Kalman
[32] effektiv felsé korlatot adott indexforma egyenletek megoldasara.
Ebbdl tetszoleges szamtest esetén kovetkezett a hatvany egész bazisok
szamanak végessége (ekvivalencia erejéig), s6t elméleti algoritmust is
adott a megoldasok meghatarozasara, de a korlatok nagysagrendjiik
miatt a legegyszertibb esetekben sem tették lehetévé az egyenletek
megoldésainak tényleges kiszamitdsdt és a hatvany egész bazisok
meghatarozasat.

A redukcios modszer megjelenése (lasd [2]) és annak tovabbfejlesz-
tése az LLL algoritmus felhasznalasaval (lasd [37]) a kovetkezd évti-
zedekben lehetévé tette alacsony fokszamu testekben az indexforma
egyenletek megoldasat és a hatvany egész bazisok meghatéarozasat.

Harmadfoku szdmtestek esetén az indexforma egyenlet egy harmad-
foka Thue egyenlet, melyet megoldva Gaél Istvan és N. Schulte [28|
foglalta tablazatba a kis diszkriminanst harmadfoku szdmtestek hat-
vany egész bazisait.

Gaal Istvan, Pethd Attila és M. Pohst [22] tetszéleges negyedfoku



szamtestek indexforma egyenletének megoldasara adott hatékony algo-
ritmust, visszavezetve azt harmad- és negyedfokd Thue egyenletekre.

Otodfoki szamtestek esetén Gaal Istvan és Gyory Kalman [15],
hatodfokt szamtestek esetén Y. Bilu, Gaal Istvan és Gy6ry Kalmén
[3] adtak algoritmust az indexforma egyenlet megoldasara, de ezek az
algoritmusok mar jelents szamolasigénnyel rendelkeznek.

Magasabb foku szamtestek esetén csak specidlis esetekben (pl.
résztestek létezése esetén) sikeriilt algoritmust adni az indexforma
egyenlet megoldaséra, lasd Gaal Istvan [13].

Hatvany egész béazisok problémakorét relativ bévitésekben is vizs-
galtak. Gaal Istvan [12] harmadfoku relativ bévitésekben, Gaal Istvan
és M. Pohst [25] negyedfoku relativ bévitésekben adott algoritmust a
relativ hatvany egész bazisok generatorainak kiszamitésara.

Ezen tilmenden rendkiviil érdekes problémét jelent, ha hasonlo
szamitasokat elvégziink adott fokd szamtestek végtelen parametrikus
csaladjaban.  Ekkor nemcsak egy konkrét indexforma egyenletet,
hanem indexforma egyenletek egy végtelen parametrikus csaladjat kell
megoldani. Ilyen jellegl szamitasokat végzett Gaal Istvan [11], Gaal
Istvan és M. Pohst [24], Gaal Istvan és G. Lettl [16], [17], stb.

Ertekezésem 1.1. Fejezetében targyaljuk az algebrai szamelméleti
alapokat a konnyebb érthetGség kedvéért.

A 2.1. Fejezetben vizsgaljuk harmadfokia gyokbévitésekben a
hatvany egész béazisok létezésének relativ gyakorisdgit és a minimalis
indexek viselkedését, melyeket mindeddig kiilon nem tanulmanyoztak.
Majd a 2.2. Fejezetben relativ harmadfoku testek esetén hatarozzuk
meg és listazzuk ki a hatvany egész béazisok generatorait.

A 3. Fejezet targyalja negyedfoki és relativ negyedfoka bévitések
végtelen parametrikus csalddjaiban az abszolat és a relativ hatvany
egész bazisok létezését. A 3.1. Fejezetben negyedfokd bikvadratikus
testek végtelen parametrikus csalddjaiban meghatérozzuk a hatvany
egész bazisok generdtorait. Ez az els6 eset, amikor szamtestek
két paraméterétdl fliggd végtelen csaladjaban sikeriill megoldani az
indexforma egyenletet. A 3.2. Fejezetben relativ negyedfoka bévitések



esetén meghatarozzuk a relativ hatvany egész bazisok generdtorait,
majd ezt felhasznalva az (abszolut) hatvany egész bazisok generatorait
is. Ez az els6 eredmény hatvany egész bazisok kiszamitasara relativ
bévitések végtelen parametrikus csaladjaiban.

Eredményeink az algebrai szamelmélet klasszikus fejezetébe, az
algebrai szdmtestek monogenitdsanak vizsgalataba tartoznak. Vizs-
galjuk a harmadfoka gyokbdévitések korabban nem vizsgalt osztalyat,
valamint a monogenitas kérdését harmadfoki és negyedfokd szam-
testek végtelen parametrikus csaladjaiban. Vizsgéalataink kiterjednek
harmad- és negyedfoku relativ bévitésekre is. Vizsgaljuk egyrészt
szamtestek végtelen parametrikus csalddjait, masrészt konkrét szam-
testek esetén hatékony algoritmusokat implementalunk a hatvany egész
bazisok generatorainak kiszamitasara. Az ismertetett modszerek, al-
goritmusok felhasznalhatoak lesznek szamtestek mas osztalyai esetén
is.

1.1. Algebrai szadmelméleti alapok

Ebben a fejezetben a konnyebb érthetéség kedvéért ismertetjiik
mindazon fogalmakat, melyeket a dolgozatban hasznalni fogunk. A
fogalmak és a tételek, illetve azok bizonyitasa megtalalhato a [13]
kényvben.

Legyen ¥ n-edfoku algebrai egész szam, legyen K = Q(v)) algebrai
szamtest, és jelolje Zx a K test egészeinek gytirtjét.

Azt mondjuk, hogy a K algebrai szamtestnek {w; = 1,ws,...,w,}
egész bdzisa, ha bazis Q folott, azaz minden a € K esetén egyértelmiien
léteznek x4, ..., x, € Q, hogy

n
o = E T; Wi
=1

és o € Zk pontosan akkor, ha xy,...,x, € Z.

Legyen {w; = l,ws,...,w,} egész bazisa K-nak. Ekkor K



diszkrimindnsa:

(1) 1 \ 2

1 wy’ .. wn

1 wéz) . wflz)
DK = det

1 wén) oW

ahol wz-(j) az w; (relativ) konjugaltjait jeloli (1 <i,5 <n).
Az o € K elem diszkrimindnsa

Dijgla)= [ (a® —a®y?

1<i<j<n
ahol o az a (relativ) konjugaltjait jeloli (1 < i < n).

Ha a € Zk a K primitiv eleme (azaz K = Q(«)), akkor az «
indexe alatt a Z[a] polinomgytiri additiv csoportjanak indexét értjiik
Ly additiv csoportjaban:

I(a) = [Z : Z[a]*].

Megjegyzés: konnyen lathato, hogy a € Z esetén I(«) = I(a + «),
azaz az index Z-beli elemekkel térténd eltolassal szemben invaridns. Ha
a € Zg, akkor a f = £a +a (a € Z) elemeket a-val ekvivalenseknek
nevezziik.

Minden a € Zg esetén
Dijola) = (I(e))*Dr.

Altalaban ezt az 6sszefiiggést hasznaljuk az elemek indexének kiszami-
tasara.

Az {1,q,...,a" '} alaki egész bazisokat hatvdny egész bazisoknak
nevezziik. Ilyen esetben az « elemet a hatvany egész bazis generator
elemének nevezzilkk. Nyilvanvald, hogy a pontosan akkor general
hatvany egész bézist, ha I(a) = 1. Mivel az index Z-beli elemekkel
torténd eltolassal szemben invarians, ezért, ha o hatviny egész bazist
general, akkor ugyanez igaz minden vele ekvivalens elemre. Tehat a
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hatvany egész bazisok generator elemeit elegends ekvivalencia erejéig
meghatéarozni. I(«) = 1 pontosan azt jelenti, hogy Zx = Z[a]. Ezért,
ha a K szamtestben létezik hatvany egész bézis, akkor azt mondjuk,
hogy K monogén.

A K szamtest indeze (testindexe) alatt az
ik =Inko{l(a) | a € Zk, K =Q(a)}
szamot értjiik.
A K szamtest minimdlis indezve alatt az
mg =min{l(a) | a € Zg, K =Q(a)}
szémot értjiik.

Ha K-ban van hatvany egész bazis, akkor vannak 1 indexti elemek,
igy mg = 1 és 1 = 1. Ellenkez6 esetben érdekes és fontos probléma
K minimalis indexét és a minimdlis index® elemeket kiszamitani. A
minimalis index akkor is lehet 1-nél nagyobb, ha ix = 1.

Legyen {wy = 1,ws, ..., w,} egész bazisa K-nak, legyen
(D(X) = Xy + Xowi + -+ + Xpw®
(1=1,2,...,n). Akkor

Dijo(Xa, X)) = [ ((9X) - (X))

1<i<j<n
egy n(n — 1) foka, egész egyiitthatos homogén polinom, mely
Dio(Xo, ..., X,) = (I(Xa,...,X,))* - Dg

alakba irhato, ahol I(Xs, ..., X,) egy n(n—1)/2 foka, ugyancsak egész
egyiitthatos homogén polinom.

Az I(Xy,...,X,) format az {w; = 1,ws,...,w,} egész bazishoz
tartozo indexformdnak nevezziik.

Tetsz6leges a = w1 + woxs + . .. + W, T, esetén

I(a) = |I(xg,...,2,)|

5



Megjegyzés: Az indexforma fiiggetlen az X; véltozotol, ami
Osszhangban van azzal, hogy az elemek indexe Z-beli elemekkel torténé
eltolasra nézve invarians.

A fentiek értelmében az m indexi elemeket (0 < m € Z) az
I(zg,...,xy) =*xm, x9,...,0, €Z (1)

diofantikus egyenlet, dgynevezett indexforma egyenlet megoldasaiként
kapjuk meg. Specidlisan, a hatvany egész bazisok generatorait m = 1
valasztas mellett kapjuk a fenti egyenlet megoldasaval.

Gyory Kalman 1976-os [32] tétele szerint: Az (1) egyenletnek csak
véges sok megoldasa van.

Ezen eredmény kiilonb6z6 szamelméleti vonatkozésban megtaldl-
hato a [9] és [10] konyvekben is.

Ebbdl az eredménybdl kévetkezden ekvivalencia erejéig csak véges
sok hatvany egész bazis létezhet.

Az index és a hatvany egész bazis fogalma a relativ esefre is
kiterjeszthets, szamtestek relativ bdévitéseire. Legyen M egy m-
edfoki szamtest és K az M véges bévitése, n relativ fokkal. Ekkor
[K : Q] =n-m. Legyen Zy; az M egészeinek gyfirije és legyen O rend
Z-ban, mely lehet egyenls is Zg-val.

Azt mondjuk, hogy O-nak {w; = 1,ws,...,w,} relativ egész bdzisa
M 616tt, ha minden v € O esetén egyértelmten léteznek x,...,x, €
ZM7 hogy

n
o = E €T; Wi.
i=1

(Ha O = Zg, akkor Zg relativ egész bazisat M folott K relativ egész
béazisanak is nevezziik M f616tt.)

Az {l,a,...,a" '} (o € O) alaku relativ egész bazisokat relativ
hatvany egész bazisoknak nevezziik.



A tovabbiakban feltételezziik, hogy O-nak van relativ egész bézisa
M felett.

Ha o € O egy primitiv eleme K-nak M felett (tehat K = M(«)),
akkor az « relativ indeze M-ben

[O/]W(Oé) = (O+ : ZM[CY]+)

A relativ index pontosan akkor egyenls 1-gyel, ha {1,«,...,a" 1}
relativ hatvdny egész bazisa O-nak Z); felett.

Azokat az O-beli elemeket, melyek csak egy M-beli egységszorzo-
ban vagy egy Z-beli elemmel térténd eltolasban kiilonboznek, relativ
ekvivalenseknek nevezziik M felett. Relativ ekvivalens elemek rela-
tiv indexe azonos. Relativ ekvivalencia erejéig a relativ hatvany egész
bazisoknak csak véges sok generatora létezik.

A 3. Fejezetben foglalkozunk relativ bévitésekkel, és a relativ hat-
vany egész bazisok ismeretében szeretnénk meghatéarozni az (abszolut)
hatvany egész bazis generatorokat. Az alabbiakban az ehhez kapcso-
10d6 fogalmakat és Osszefiiggéseket részletezziik (lasd [27]).

Jelolje Dgy illetve Dy, az O illetve M résztest diszkriminansat.
(Abban az esetben, ha O = Zg, akkor Dp = D, ahol D a K
test diszkriminansa.) Egy a € O elem O-beli indexére fennall

Io(@) = (0" : Z]a]*) = —w. (2)

Nletve azt is tudjuk, hogy
Io(a) = (O : Zy[a]™) - (Zy]a]™ : Z[a]™), (3)

ahol a megfelel6 gyiirtik additiv csoportjainak indexét értjiik. Az elsé
faktor az « relativ indexe:

]@/M(a) = (O+ : ZM[O!]+)
Jelolje Do nr az O relativ diszkriminansat M felett. Ismert, hogy

Do = Nayja(Doyr) - D™ (4)

7



Jelolje v egy v € M elem konjugaltjait (i = 1,...,m). Legyen
80 a § € O elem O azon automorfizmusa altali képe, amely az M®
konjugalt testeket elemenként fixen hagyja (j = 1,...,n). Ekkor egy
a € O elem esetén

V INuyo(Dojm(a))l
VINujo(Dom)

1 - g g

— . ‘ (7'7]1) _ (17]2)‘ (5)
a a .
\/|NM/Q<DO/M>’ i=1 1§jg2§n
Tovabba a (2), (3), (4) és () felhasznalasaval kapjuk, hogy
J(@) = (Zyla]" : Z[o]") =

— —1 . - - 11 J1) 22 J2) ‘ (6)
s AL, JLILE

Az « elem pontosan akkor general hatvany egész béazist O-ban, ha
Io(a) = 1. A (3) kifejezésben Ip(a) = 1 csak akkor teljesiilhet, ha a
(3) kifejezés mindkét faktora 1. Ezért az a € O elem pontosan akkor
generél hatvany egész bazist O-ban, ha

I(/)/M(Oé> =1

I@/M(Oz) =

és
J(@) = (Zulo]" : Z[a]") = 1. (7)
egyszerre teljesiilnek.

Ebbél kovetkezik, hogy ha o hatviny egész bazist general O-ban,
akkor relativ hatvany egész bazist is generdl O-ban M felett.

Ismert, hogy a relativ hatvany egész bazisokat relativ ekvivalencia
erejéig hatarozzuk meg, azaz M-beli egységgel torténG szorzastol és
Zy-beli elemmel torténd eltolastol eltekintve.

1. Allitas. Ha o hatvdny egész bdzist generdl O-ben, akkor

a=A+e-ap, (8)

ahol ag relativ hatvdny egész bdzist generdl O-ban M felett, ¢ eqy M -
beli eqység és A € Zyy.



2. Harmadfoku és relativ harmadfok
testek

2.1. A minimalis index viselkedése harmadfoku gyok-
bévitésekben

A dolgozat ezen fejezetének célja a hatviny egész bazisok és a
minimalis indexi elemek vizsgélata a harmadfoku gyokbdévitésekben.

Kiilon figyelmet érdemelnek adott foku szémtestek specialis osz-
talyai, végtelen parametrikus csaladjai, melyekben érdekes eredmé-
nyekre vezet, ha tanulmanyozzuk a hatviny egész bazisok létezése rela-
tiv gyakorisdgénak, vagy a minimélis index nagysaganak a tendenciajat
valamely paraméter, vagy a szamtestek diszkriminansanak a fiiggvé-
nyében. Ilyen jellegli szamitasokat végzett Gaal Istvan, Peths Attila
és M. Pohst [18] negyedfoku szamtestek bizonyos osztalyai esetén.

Az ilyen jellegi vizsgalatokbol mindeddig kimaradtak a harmad-
fokti gyokbdévitések, bar szinte a legegyszertibb osztalyat alkotjik
a legalabb harmadfoku szdmtesteknek. Ezen szamtestek egy végtelen
parametrikus csalddnak tekinthetGek, melyek viselkedését mindeddig
kiilon nem tanulményoztak.

Legyen 1 < n € Z kdbmentes egész, K = Q(/n). A harmincas
években M. Hall [33] megmutatta, hogy harmadfoka gyokbévitések
esetén a minimalis index tetszélegesen nagy lehet. A kézelmultban El
Fadil |8] megmutatta, hogy ha n # 41 (mod 9) és n = +0% +0(¢ +
1)%, £(£+1)¢? alaku, vagy négyzetmentes, akkor létezik K-ban hatvany
egész bazis, azaz mk = 1. Kénnyen megmutathato az is, hogy minden
harmadfokt gyokbo6vitésben 15 = 1.

Jelolje Dy a K szamtest diszkriminansat. Dolgozatunkban megha-
tarozzuk azon szdmtestek hatvany egész bazisainak generatorait, me-
lyekre |Dg| < 12 - 105, majd jellemezziik a hatvany egész bézisok lé-
tezésének relativ gyakorisagat. Emellett meghatarozzuk a minimaélis
indexet és a minimalis indexii elemeket azon szamtestekben, melyekre
|Dg| < 3-10°, és vizsgaljuk a minimélis indexek atlaganak viselkedését.



Szamitasaink azt mutatjak, hogy ezen testek diszkrimindnsdnak nive-
kedésével tendencidozusan csokken a hatvdiny egész bazisok létezésének
relativ gyakorisdga, és tendenciozusan névekszik a minimdalis index.

Eredményeink eléréséhez tobb mint 2000 indexforma egyenlet
megoldasa volt sziikséges.  Esetiinkben ezek harmadfokid Thue
egyenletek, melyek megoldasdhoz a KASH [6] programcsomagot
hasznaltuk fel.

A harmadfoki gyokbdévitések esetén n tulajdonsigaitol fiiggGen az
egész bazis kétféle lehet, ennek megfeleléen K diszkriminansa és az
egész bazishoz tartozo indexforma is kiilonbo6z6 a két esetben.

Legyen n > 1 egy kobmentes egész, azaz n = hk?, ahol (h, k) = 1,
h és k négyzetmentesek. Legyen a gyoke az f(x) = 23 —n irreducibilis
polinomnak. Ekkor a K = Q(«) harmadfoka szamtest egész bazisa
(lasd Marcus [38]):

2
I. eset : {1,04,%}, ha n# +1 (mod 9)

o? + Ko + k?

II. t 1
ese { ,Q, ok

}, ha n =41 (mod 9).

A két esetnek megfeleléen K diszkriminansa:

Ieset : Dy = —27h%k?
II. eset : Dy = —3h%k?

Az {1,wy, w3} egész bazishoz tartozo indexforma:

1 . ‘ ‘ .
I(X,)Y) = H (X (wg) —wéj)> +Y <w§z) — wéj)))

V ‘DK’ 1<i<j<3

ahol W' az w; € K elem konjugaltjai (i = 2,3, j = 1,2,3). A két

i
esetben a szimmetrikus polinomok alaptételének felhasznalasaval ki
tudjuk szamitani az indexforma explicit alakjat:

Leset: I(X,Y)=kX?—hY?
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: 1 :
ILeset: I(X,Y)=3kX?+3K°X?Y +k3XY? + §(ik4 —h)Y?

A kongruencia tulajdonsagok miatt a IT. esetben is természetesen egész
egyiitthatos az indexforma.

2.1.1. Az elvégzendd szamitasok

A dolgozat ezen fejezetének célja harmadfoku gyokbévitésekben
a hatvany egész béazisok relativ gyakorisdganak és a minimélis index
valtozasanak leirdsa a diszkriminans fiiggvényében.

Adott C korlat esetén a kovetkezéképpen hatérozzuk meg a |Dg| <
C tulajdonsagi harmadfokia gyokbévitéseket. Vessziik azon h < k
relativ prim négyzetmentes pozitiv egészeket, melyekre 3v/3hk < /C
(I eset), vagy V3hk < /C (II. eset), az n = hk®> modulo 9
viselkedésétdl fliggden. (h > k-ra ugyanazon testeket kapjuk.)

A dolgozatban a kovetkezd szamitasok eredményeit értékeljiik.
A. Kiszamitjuk a hatvany egész bazisok generatorait a
|Dgc| < 12-10°

diszkriminansi harmadfoki gyokbdévitésekben. Ehhez a fenti tulajdon-
sagi 1352 db szamtestben megoldjuk az

I(z,y) ==+1 (z,y€Z)
harmadfoktd Thue egyenleteket.
B. Kiszamitjuk a minimalis indexi elemeket a
|Dg| < 3-10°

diszkriminansi harmadfoki gyokbévitésekben. Ehhez megkeressiik a
legkisebb olyan pozitiv egész m-et, melyre az

I(x,y)=+m (z,y €Z)

egyenlet megoldhato és kiszamitjuk ezek megoldésait. A legkisebb
ilyen m lesz a minimaélis index, a megoldasok pedig a minimalis indexd
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elemeket adjak.
Ez 629 darab szamtestet jelent, melyekben altalaban tébb indexforma
egyenletet meg kell oldanunk, mire a minimalis indexet megtalaljuk.

A 629 szédmtestben Gsszesen kb 2000 indexforma egyenlet megoldésa
sziikséges. Ez indokolja, hogy a minimalis indexek vizsgalatat kevesebb
szamtestre végezziik.

A harmadfoki Thue egyenletek megoldasat a KASH [6] algebrai
szamelméleti programcsomaggal végezziik. A legtdbb egyenlet megol-
dasa néhany masodpercig tart.

2.1.2. Hatvany egész bazisok relativ gyakorisaga

A hatvany egész bazisok relativ gyakorisagénak jellemzéséhez az
A. kategoriaba es6 (|Dg| < 12 - 10°) szamtesteket |Dg| szerint sor-
ba rendezziik, majd a szamtesteket csoportokra bontjuk tugy, hogy
az [1, 12 - 109 intervallumot egyenld részekre osztjuk, és a szamteste-
ket akkor soroljuk egy csoportba, ha diszkriminansuk abszolat értéke
ugyanazon részintervallumba esik. Ezt kdvetGen kiszamitjuk az azonos
csoportba esd szamtestekben a hatvany egész bazisok relativ gyakorisa-
gat, vagyis a hatvany egész bazissal rendelkezd csoportbeli szdmtestek
szamat osztjuk a csoportbeli szamtestek szamaval. Vizsgaljuk a relativ
gyakorisdgok tendenciajat.

A kovetkezs tablazatban az [1, 12 - 10 intervallumot 10 azonosan
hosszlisagn részre osztjuk fel. A méasodik oszlopban a részintervallum-
hoz tartoz6 Osszes testek szama szerepel.
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Dy \ testek szama \ relativ gyakorisag ‘

0 <|Dx|< 12-10° 375 0.37
12-10° < |Dg|< 2-12-10° 178 0.27
2.12-10° <|Dg|< 3-12-10° 137 0.27
3.12-10° < |Dg|< 4-12-10° 122 0.27
4-12-10° < |Dg|< 5-12-10° 116 0.25
5-12-10° < |Dg|< 6-12-10° 97 0.26
6-12-10° < |Dg|< 7-12-10° 86 0.24
7-12.10° < |Dg|< 8-12-10° 80 0.26
8-12-10° < |Dg|< 9-12-10° 80 0.20
9.12-10° < |Dg| < 12-10 81 0.21

Mint lathato, a hatvany egész bazissal rendelkez6 testek relativ
gyakorisdga csokkend tendenciat mutat a diszkriminans névekedésével.

2.1.3. A minimalis indexek atlagos viselkedése

A minimalis indexeket a |[Dg| < 3 - 10° tulajdonségt testekre
vizsgaljuk (B.). Ezen szamtesteket |D| szerint sorba rendezziik. Az
[1, 3-109] intervallumot egyenls részekre osztjuk. A szamtesteket akkor
soroljuk egy csoportba, ha diszkriminansuk abszolut értéke ugyanazon
intervallumba esik. Ezt kovetGen kiszamitjuk az azonos csoportba es6
szamtestekben a minimélis indexek atlagat. Vizsgaljuk az atlagok
tendenciajat.

A kovetkezd tablazatban az [1, 3 - 10°] intervallumot diszkriminans
szerint 10 egyforma hosszlisagu részre osztjuk fel.
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’ Dy \ testek szama \ min index atlag

0 <|Dg|< 3-10° 175 2.29
3:10° < |Dgl< 2-3-10° 80 2.68
2:3-10° < |Dg|< 3-3-10° 60 2.90
3:3-10° <|Dg|< 4-3-10° 60 3.10
4-3-10° <|Dg|< 5-3-10° 54 3.61
5-3-10° < |Dg|< 6-3-10° 50 3.22
6-3-10° < |Dg|< 7-3-10° 37 4.76
7-3-10° <|Dg|< 8-3-10° 37 2.86
8§:3-10° < |Dg|< 9-3-10° 33 3.55
9-3-10° < |Dg|< 3-10° 43 4.12

Lathato, hogy |Dg| novekedésével a minimdlis indexek dtlaga is
novekszik, bar ez a névekedés nem teljesen monoton, ahogy az varhato
volna (ez durvabb felosztas esetén kovetkezik csak be). Ennek oka az,
hogy az egész bazisok kiilonb6z6 struktaraja miatt az I. és II. tipust
szamtestek kiillonbozdstéleképpen viselkednek. Ezért célszert Gket kiilon
megvizsgalni.

2.1.4. Az 1. és II. eset vizsgalata

Az alabb lathato tablazatban az [1, 3-10°] intervallumot osztottuk
fel 10 részre a diszkrimindnsok szerint, és kiilon vizsgaltuk az I.,
illetve II. esethez tartozd szamtesteket. A téblazatban lathatoak az
intervallumok, az adott intervallumba es6 szdmtestek szama, a hatvany
egész bazissal rendelkezd szamtestek relativ gyakorisaga, illetve a
minimalis indexek atlaga.
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1. eset

’ Dy \ testek szama | rel gyak \ min index ‘

0 <|Dg|l< 3-10° 92 0.62 1.82

3-10° < |Dgl< 2-3-10° 43 0.56 2.14
2-3-10° < |Dg|l< 3-3-10° 30 0.43 3.53
3-3-10° < |Dg|< 4-3-10° 35 0.51 2.26
4-3-10° < |Dg|< 5-3-10° 29 0.41 2.90
5-3-10° < |Dgl< 6-3-10° 26 0.54 2.46
6-3-10° <|Dgl< 7-3-10° 17 0.47 2.94
7-3-10° <|Dg|< 8-3-10° 22 0.45 241
8.-3-10° < |Dg|< 9-3-10° 14 0.64 2.43
9-3-10° < |Dg|< 3-10° 25 0.4 3.08

II. eset
Dy \ testek szama \ rel gyak \ min index ‘

0 <|Dg|< 3-10° 83 0.17 2.81

3-10° < |Dg|l< 2-3-10° 37 0.16 3.30
2-3-10° <|Dg|l< 3-3-10° 30 0.17 3.27
3:-3-10° < |Dgl< 4-3-10° 25 0.04 4.28
4-3-10° <|Dgl< 5-3-10° 25 0.04 4.44
5-3-10° < |Dg|< 6-3-10° 24 0.04 4.04
6-3-10° <|Dg|< 7-3-10° 20 0 6.30
7-3-10° <|Dg|< 8-3-10° 15 0.13 3.53
8:3-10° < |Dgl< 9-3-10° 19 0.05 4.37
9-3-10° < |Dg|l< 3-10° 18 0.06 5.56

Ezekben a tablazatokban jol megfigyelhetd, hogy mennyire kiilon-
bozik az 1., illetve II. eset. Az I. esetben az egyes relativ gyakorisdagok
nagyobbak és a minimdlis indexek dtlaga kisebb, mint a II. esetben, ez
Osszhangban van azzal, hogy az 1. esetben az indexforma kiszamita-
sdahoz hasznalt Thue-egyenlet egyszertibb, mint a II. esetben hasznalt
Thue-egyenlet.

2.1.5. Egy érdekes indexforma egyenlet

Ebben a részben azt szemléltetjiik, hogy az indexforma egyenletek
még ilyen testek esetén is bonyolultak lehetnek.
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Legyen n = 729620, h = 5, k = 382 és D = —10944300. Az
indexforma egyenletként az aldbbi Thue-egyenletet kapjuk:

11462° — 4377722y + 55742968xy> — 2365979309y = £1 (x,y € Z).

Megszorozva az egyenletet 1146%-nel és behelyettesitve z =
x1/1146-0t kapjuk az

o3 — 43777223y + 638814413287, y* — 3107278482178644y> = +1313316
egyenletet. A K = Q(/n) testet az
f(z) = 2 — 4377722% + 63881441328z — 3107278482178644

polinom « gyoke generalja. A KASH [6] szamitasai szerint az
{1,,0?/1146} egész bazis. Az n alapegység egyiitthatoi az egész
bazisra vonatkozodan:

(—3016238042984933816668558654852428707758662868449011537740026623543466\
79117346804431700196793325250691306434665191562987243376389437215167037469,
413525928358141104589465384723049959165624103710667098138661365787376209\
2174378939781448724147400444326773714871734169701737104949980185459,
—162429395365192202984441017512312958367020015178050394256395644285163 71\
005129700177913319298524128877115511169571463003619990999058605633).

Harom nem-asszocialt uq, po, 3 algebrai egész elem létezik 1313316
normaval, ezek egész bazisra vonatkozo egyiitthatoi:

(3433438106935032516045414114415692899562369943999696908399347703438,
—47072401461571907087302882904575551018261769543174307883248091,
184896307183157275637560032247110346015107669290680143575642),
(297293906578621861908537728515564155456119838784,
—4075896429960821912660241881280630221793179,
16009767400033649045655740491199579701228)

(945780024486523272, —12956701496843, 50853796986).

Az alapegységet szintén a IKKASH [6] algebrai programcsomaggal
szamoltuk ki, de a 1, po, pu3 kiszamitédsahoz sziikségiink volt a Magma
programcsomag [4] alkalmazasara.

Mindezen bonyolult input adatok ellenére a Magma programcso-
mag gyorsan megoldotta az egyenletet.
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2.2. Hatodfokua szamtestek masodfoku résztesttel

Masodfokt résztesttel rendelkezé hatodfoki testek hatvany egész
bazisainak kiszamitasa harmadfoki relativ Thue egyenletek megolda-
sara vezet (lasd [23]). Ezek megoldasa altaldban nagyon idGigényes
feladat, felhasznalja a hatodfoku testek alapegységeinek és adott nor-
méaju elemeinek ismeretét, melyek kiszidmitdsa énmagaban nehézségek-
be {itkozhet.

Rokon probléméak megoldasidban, amikor bonyolult, vagy nagy
szamu Thue egyenletet kellett megoldani, hatékonyan alkalmaztuk
Peths Attila [42] modszerét Thue egyenletek "kis" megoldasainak
kiszamitasara. Ez azt jelenti, hogy egy gyors algoritmus segitségével
kiszamitjuk pl. a C = 10°°°- nal kisebb abszolit érték megoldasokat.
Mivel tapasztalataink szerint Thue egyenletek megoldésai altalaban
kicsi szdmok, az eljards nagy valosziniiséggel az 0Osszes megoldast
szolgéltatja, masrészt gyorsasaga miatt lehetévé teszi nagyszamu
egyenlet megoldasat.

A kozelmiltban Gaal Istvan [14] hasonlo gyors algoritmust adott
relativ Thue egyenletek "kis" megoldasainak kiszamitasdra. Amig
Pethd Attila modszere a lanctort algoritmusra épiil, addig Gaal Istvan
modszere az LLL algoritmust hasznélja fel [37].

Korabban Gaal Istvan és M. Pohst [23] vizsgélta képzetes méasodfo-
ki résztesttel rendelkez6 hatodfoki szamtestek hatvany egész bazisait.
Mivel a fellépd relativ Thue egyenlet teljes megoldasa nagyon idGigé-
nyes volt, csak néhany szamtestben hataroztik meg a hatvany egész
bazisokat.

Ezen fejezet célja, hogy a relativ Thue egyenletek "kis" megolda-
sainak kiszamitasara adott [14] modszer felhasznéalasaval ezen szami-
tasokat kiterjessziik és a kordbbinél joval tébb hatodfokd szamtestben
kiszamitsuk azon hatvany egész bézisok generdtorait, melyek egész ba-
zisra vonatkozo koordinatai "kicsik", jellemzSen C' = 10%59-nél kiseb-
bek. Szamitasaink kiterjednek a [23]-ban szerepléknél joval tobb kép-
zetes masodfoku résztesttel rendelkezé hatodfokt szamtestre, valamint
val6s mésodfoku résztesttel rendelkezd hatodfokt szamtestekre is, me-
lyek a korabbi szamitasokban még egyaltalan nem szerepeltek.
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A "kis" koordinataju hatvany egész bazis generator elemek nagy
valoszintiséggel teljes megoldast adnak, de biztosan szolgaltatjak azon
megoldasokat, melyek tovabbi gyakorlati szamitasokra alkalmasak.

2.2.1. Az indexforma egyenlet struktiraja

A most kovetkez6 fejezetben bemutatjuk, hogyan is vezethets vissza
egy méasodfoku résztesttel rendelkezd hatodfoku test hatviny egész
bézisainak kiszamitasa harmadfoki relativ Thue egyenlet megoldasara.

Legyen M masodfoka szamtest, melynek egész bazisa {1,w}. Le-
gyen f(x) = 2% + 2% + 12 + Y0 € Zy[z] a hatodfokd ¢ minimal-
polinomja M felett és legyen K = Q(«J). M. Olivier [41] cikkében a
diszkriminans abszolut értéke névekvd sorrendjében kilistazta az els6
ezer hatodfokt szamtestet, melyek valos, illetve melyek képzetes ma-
sodfoku résztestekkel rendelkeznek. A tablazataban 1évé ¥-k 99%-os
valoszintiséggel olyanok, hogy relativ indexiik M felett 1, amibdl ko-
vetkezik, hogy {1,9,9? w,w?d,wd?} K egy egész bazisat alkotja. Szé-
mitasainkban csak ilyen testekkel foglalkozunk. Tehat K minden «
egész eleme felirhato

a = zg 4+ 119 + 229% + yow + y1wd + yowd?, 9)
alakban, ahol z;,y; € Z (i =0,1,2).
Feladatunk tehat az, hogy megoldjuk az
I(z1, 2,90, Y1, 42) = £1, 21,22, 90,41, Y2 € Z (10)

indexforma egyenletet, ahol I(x1, 22, Yo, y1,y2) a fenti egész bazishoz
tartozo6 indexforma.

Jelslje ¥ = 9 9@ 9B a 9 M feletti konjugaltjait, 9@, 9®) 9O
pedig az f(zr) = 0 gyodkeit, melyek éppen 9 93 9B komplex
konjugaltjai. Jeldlje @ az w konjugaltjat. Legyen o = —9(1) — 9 =
Yo+ 93, Legyen w® = w (i = 1,2,3), w® =@ (i = 4,5,6) és legyenek

ol = 2o + 2199 + 25(0D)? + yow? + 4109 4 yow® (902,

(i=1,...,6) az a konjugaltjai.
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Egyszerii szamitassal adodik, hogy

VD] = |(w - @)

X |NM/Q((19(1) —9®)(9? — 19(3))(79(3) — 19(1))>|.

Tegyiik fel, hogy egy (9) forméban felirt o a K egy hatvany egész
bazisat generalja. Ekkor

_ ’ H1§j<k§6(a(j) - a(k))’

VIDx]

Nyilvanvaloan igaz (j, k) = (1,2),(2,3), (1,3) esetén, hogy

I(«)

= +1. (11)

al?) — ok — (ﬂ(j) — ﬁ(k))((xl + wi) + (Q9(j) + 19('@))(% + Wy2))»
illetve (j,k) = (4,5),(5,6),(4,6) esetén, hogy
) — ¥ = (yl) — ﬁ(k))((xl + @) 4+ (99 4+ 98 (2, +wy2))‘

Emiatt (k) = (1,2),(2.3),(L,3),(4,5),(5,6),(4,6) valasztas
mellett az |a) — a®)| tényezdk szorzata egyenl az alabbi kifejezéssel:

‘NM/Q((q?(l) — 9@ (9D — 9&) (93 19(1)»)
X ’NK/Q((Zﬁl +wyr) — o(ze + wa)) ‘

Ezt beirva a (11) kifejezésbe és beosztva \/|Dkl-val, az els§ faktor
kiesik. A masodik faktor egy egész egyiitthatés polinom, igy osztja
](a)'t Z[xla T2, Y0, Y1, y?]_ben‘

Jellje F(x1, 2o, %0, y1,y2) a megmarado kilenc |a) — a®| tényezs
szorzatat osztva |(w —w)?|-tal. Tehat I(a) egyenls Ny o ((z1 +wyr) —
o(xs + wyg)) és F(x1, 29,0, Y1, y2) szorzataval. Es mivel ez utobbi
egész egylitthatos polinom, ezért F' egy yo-ban 9-edfokd racionélis
egylitthatos polinom. Tehat, ha tudjuk, hogy I(a) = 1, akkor
kévetkezésképpen

NK/Q((% +wyr) — o(z2 —HU?JQ)) =+1 (21,22, 91,y2 € Z)
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és
F(z1, 22,90, y1,y2) = £1 (21,22, 90,41, Y2 € Z).

Tehat kimondhato, hogy a (9) forméaban felirt o pontosan akkor
generdlja K egy hatvany egész bazisat (azaz (1,2, Yo, V1,Y2) €gy
megoldasa a (10) egyenletnek), ha X = z; +wyp, Y = 29 + wip
kielégiti az

Ngm(X — oY) =v (X,Y € Zy) (12)
relativ Thue egyenletet (ahol v M egy egysége) és x1, X2, Yo, Y1, Yo €8y
megoldasa az alabbi 9-edfoki polinomegyenletnek:

F(x1, 2,90, y1,y2) = £1,  (21,22,%0,%1,Y2 € Z). (13)

2.2.2. Hatodfokn szamtestek képzetes masodfokn résztesttel

Ebben a fejezetben feltételezziik, hogy M komplex masodfoki test.
Szamitasaink M. Olivier [41] cikkében 1év6 adatokon alapszanak.

Gaal Istvan és M. Pohst [23] meghataroztik az els6 25 darab
ilyen szamtest esetén a hatvany egész bazisok generatorait. A fejezet
célja, hogy a relativ Thue egyenletek "kis" megoldéasaira vonatkozo
[14] gyors algoritmus felhasznalasaval vizsgalatainkat kiterjessziik az
elsG 100 ilyen tipusi testre, meghatarozva azon hatvany egész bazisok

generdtorait, melyek egész bazisra vonatkoz6 koordinatai 10%5°-nél
kisebbek.

A [41] tablazatdban adva van a hatodfoki K test Dy diszkrimi-
nansa, az M képzetes masodfoki résztest D), diszkriminansa és a K
test M feletti ¥ generatoranak harmadfokd f(z) minimélpolinomja.

Legyen C' = 10%°°. Célunk a K hatodfoki test azon (9) alaki «
elemeinek a meghatarozéasa, melyek hatvany egész bazist generalnak és

maz(|z1], |22, [yol, 1], [y2]) < C. (14)

Ehhez el6szor meg kell hataroznunk x4, xo, y1, yo-t (12) egyenletbdl.
Abban az esetben, ha M képzetes masodfokt résztest, ezen egyenlet
jobb oldalan csak véges sok egység léphet fel. A szamitast minden
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ilyen egységre elvégezziik. FEzt kévetGen (12) minden zy, 9,1, Yo
megoldasahoz meghatéarozzuk yo-t (13)-bol (z € Z tetszdleges).

Amig [23]-ban az atlagos szamitési id6 20 perc volt szamtestenként,
addig jelen algoritmusunk 1-2 percig futott szdmtestenként. Ezzel csak
a (14) tulajdonsagn "kis" megoldasokat kapjuk meg, de szamitésainkat
100 szamtestre konnyen ki tudtuk terjeszteni, és tapasztalataink szerint
ilyen jellegii problémék csak "kis" megoldasokkal rendelkeznek.

Szamitasaink eredményei a Fiiggelék 4.2. Fejezetében lathatoak.

A megoldasaink listaja tartalmazza nagy valoszintiséggel az Gsszes
megoldést, de biztosan az dsszeset, mely még gyakorlati szamitasokhoz
hasznalhato.

2.2.3. Hatodfoku szamtestek valos masodfoki résztesttel

Ebben a fejezetben azon hatodfoku szamtestek hatvany egész bazi-
sait vizsgaljuk, melyek valos méasodfoku résztesttel rendelkeznek (ezen
eredmények publikalasat késébbre tervezziik). Ezen szamitasokhoz is-
mét segitsegiil hivtuk M.Olivier [41] cikkét. Az el6zd esethez hasonlo-
ban a tablazataban adva van a hatodfokt K test Dy diszkriminansa,
az M valdos méasodfoka résztest Dy diszkrimindnsa és a K test M
feletti ¥ generatoranak a harmadfoka f(z) minimalpolinomja.

Legyen C' = 10%°°. Célunk a K hatodfoku test azon (9) alaku «
elemeinek a meghatarozasa, melyek hatvany egész bazist generdlnak és

ma%(‘l’ﬂ,‘552’,‘90’,‘91’,‘92’) <C. (15)
Ehhez tjra a (12), (13) egyenletek (15)-t kielégité megoldasait kell
megkeresniink.

A feladat nehézsége ezen szamtestek esetén az, hogy mig képzetes
méasodfoku résztest esetén az M-ben véges sok egység van, addig valos
masodfokl résztest esetén végtelen sok van. Emiatt a feladat az alabbi
alakot 0lti ebben az esetben:

Niu(X — oY) =+, (X,Y € Zy)
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ahol € az M valés méasodfokd résztest alapegysége, k € Z. Legyen
k =3m+r,aholm,r € Z, r € {—1,0,1}. Az egyenlet mindkét oldalét
e3m-nel osztva, Xg = e ™X, Yy = e ™Y helyettesitéssel az

Nir(Xo — 0Yo) = ", (Xo, Yo € Zn) (16)

egyenlet adodik. A maz(|x1|, |22, |y1], |y2|) < C korlat felhasznélasaval
a fenti egyenletbdl korlatot nyerhetiink |k|-ra, abbol korlat adodik |m/-
re. Ezen |m|-re vonatkozo korlatot hasznaljuk fel arra, hogy korlatot
vezessiink le Xy, Yy méretére. Legyen

Xo = xo1 + Yorw

Yo = 202 + yoow,

ahol zo1, Tog, Yo1, Yo2 € Z. Az |Xo|,|Yo|-re kapott felsé korlatbol felss
becslést vezethetiink le xqq, xo2, Yo1, Yoz abszolit értékeire:

max(|zo1l, |wozl, [Yoil, [yo2]) < C".

A [14]-ben adott gyors algoritmussal meghatarozzuk (16) fenti tulaj-
donsagi megoldasait. Végiil, minden sz6ba johets m-re meghatarozzuk
X, Y komponenseit:

r+wy; =X =Xy
To+wys =Y =Yy,

ahol xy,z9,y1,y2 € Z. Minden (Xy,Ys) esetén, minden m-re
ezen Iy, Ta, Y1, Y2-hoz megvizsgéljuk, hogy a (13) egyenletnek van-e
megfelel§ y, € Z megoldasa.

A relativ Thue egyenletek "kis" megoldasainak meghatarozasanal
[14] szerint a megoldasok abszolut értékeire elére adott korlatot redu-
kalnunk kell. Ahogy [14]-ben lathaté néhany példan keresztiil, valos
méasodfoku résztesttel rendelkezd szamtestek esetében ezen redukcio
kevésbé hatékony, mint komplex masodfoki résztest esetében. Ezért
ezen szamtestek esetében a szamitasok szdmtestenként lényegesen tobb
id6t vettek igénybe, bizonyos esetekben néhany orat is. A fiiggelékben
taldlhato eredmények listdja ezért is sziikebb.

Szamitasaink eredményeit a Fiiggelék 4.3. Fejezete tartalmazza.
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3. Negyedfoku és relativ negyedfokiu testek

A dolgozat ezen fejezetében negyedfoki szdmtestekben és masodfo-
ki szamtestek feletti relativ negyedfokd bévitésekben hatarozzuk meg
a hatvany egész bazisok illetve relativ hatviny egész béazisok genera-
tor elemeit. Tételeink nem egyszertd szamtestekre, hanem negyedfoki
és relativ negyedfoki szamtestek végtelen parametrikus csaladjaira vo-
natkoznak.

A megoldas modszere Gaal Istvan, Peths Attila és M. Pohst [20]
tételén, a relativ esetben Gaal Istvan és M. Pohst [25] tételén alapul.
A |25]-ben bebizonyitott tétel a [20]-ban szerepld allitas altalanositasa
a relativ esetre, formailag nagyon hasonld, de technikailag joval
bonyolultabb. ~ Mindkét &llitas lényege, hogy negyedfoki (relativ
negyedfoki) bévitésekben az index forma egyenlet visszavezethetd egy
harmadfokd és néhény hozza kapcsolédd negyedfokit Thue egyenletre
(relativ Thue egyenletre).

3.1. Hatvany egész bazisok negyedfoki bikvadrati-
kus testek végtelen parametrikus csalddjaiban

Felhasznalva a K.S. Williams [43] altal megadott egész bazist,
meg lehet konstrualni a Q(y/a,v/b) alaka biciklikus bikvadratikus
negyedfokt szamtestekben az indexforma egyenletet. Ez tette lehet6vé,
hogy ilyen tipusi testek esetén a testindexeket teljesen jellemezni
lehessen [19] és hasonlo testek esetében altalanos modszer sziilessen
az indexforma egyenlet megoldasara [21]. Teljesen komplex esetben
Nyul Gabor [40] jellemezte az 6sszes Q(+/a, V/b) tipust testet, explicit
modon megadta a hatvany egész bazisok Gsszes generatorat is.

J.G. Huard, B.K. Spearman és K.S. Williams [35] nemrég megadtak
a fentieknél altalanosabb Q(y/a + by/c) alakt bikvadratikus negyedfoku
szamtestekben az egész bazist explicit alakban.  Dolgozatukban
J.G. Huard, B.K. Spearman és K.S. Williams [35] megvizsgaltak

Q(y/a + by/c) tipust testek két végtelen parametrikus csaladjat két
paraméter bevonasaval. A szerz6k bebizonyitottak, hogy ezen csaladok
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rendelkeznek hatvany egész bazissal. Bar a szerzék megadtak egy olyan
elemet, mely hatvany egész bazist general, de nem igazoltak, hogy mas
(nem ekvivalens) hatvany egész bazist generalo elemek nem léteznek.

Ebben a fejezetben megoldottuk az indexforma egyenletet negyed-
foku szdmtestek ezen két végtelen parametrikus csalddjaban és megmu-
tattuk, hogy a [35]-ben megadottakon kiviil nincs mas hatvany egész
bazis ezekben a testekben. Ez az els6 olyan eredmény, amikor szidmtes-
tek két paramétertsl fiiggd végtelen csaladjaban sikeriil megoldani az
indexforma egyenletet. Eredményiink rdadasul lezéro jellegli eredmény
abban az értelemben, hogy teljesen megvalaszolja az adott testekben
a hatvany egész bazisok meghatarozdsanak kérdését.

3.1.1. Eredmények

Legyen ¢ < 0 egész és pozitiv egész k esetén legyen

fe(k) = 16k* + 24k + (9 — 4¢), gp = 4k + 3, hy = 2ha c = 1 (mod4)
illetve
fo(k) = 4k*+4(c+1)k+ (P +c+1), gr = 2k+c+1, hy = 1hac=2,3 (mod 4).

A [35] dolgozatbol tudjuk, hogy minden c esetén f.(k) négyzetmentes
végtelen sok k-ra. Jeldlje S azon (c, k) parok halmazat, ahol ¢ < —3,
k> |c| és f.(k) négyzetmentes. FEkkor S egy végtelen halmaz.
Tovdabba, az egyes c-k esetén f.(k) = g7 — ch? nagyobb, mint c,
ezért L. = Q(\/gr + hi/c) egy negyedfoku bévitése Q-nak. L.y
tartalmazza a Q(1/c) komplex masodfoku testet, ezért ez egy teljesen
komplex negyedfoku test.

A kovetkezd allitasokat bizonyitjuk be:

1. Tétel (Gaal 1., Szabo T. [30]). Legyen ¢ = 1 (mod4). FEkkor
minden (c, k) € S esetén ekvivalencia erejéig az egyetlen hatviny egész

bdzist L. x-ban
1
1925 (1+\/gk+2\/5>

generdlja.
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2. Tétel (Gaal 1., Szabé T. [30]). Legyen ¢ = 2,3 (mod 4). Ekkor
minden (¢, k) € S esetén ekvivalencia erejéig az egyetlen hatviny egész

bdzist L. x-ban
U =1\/gk + e

generdlja.

3.1.2. Segédtételek

Gaal Istvan, Peths Attila és M. Pohst [20] megmutattak, hogy az
indexforma egyenlet megoldasa negyedfoki testekben visszavezethetd
egy harmadfoku egyenletre (mely irreducibilis esetben Thue egyenlet)
és néhany hozza kapcsolodo negyedfoki Thue egyenletre.

Legyen K = Q(&) egy negyedfoki szamtest és f(X) = X*+a; X3+
as X? + a3 X + a4 € Z[X] a £ minimalpolinomja. Legyen

F(U,V) =U? - aaU?V + (a1as — 4a,)UV? + (dasay — a3 — aay)V?,

QUX,Y,Z) = X?—XYa,+ Y%+ XZ(a? —2a3) + Y Z(as — aras)
+Z2(—a1a3 + CL% + CL4),

QX,Y,Z) = Y? - XZ —a\YZ+ Z%a,.
Alkalmazzuk [20] eredményét Z[{] rendjére, mivel esetiinkben éppen ez

az egészek gyirtje.

2. Lemma (Gaal I., Peth6 A. és M. Pohst [20]). Az o = a +
xé + Y& + 2&3 € Z[€] (ahol a,x,y,z € Z) akkor és csak akkor generdl
hatvdny egész bdzist Z[€]-ben, ha van olyan (u,v) € Z* megolddsa az

F(u,v) = +1 (17)
harmadfoki Thue egyenletnek, hogy (z,vy, z) kielégiti a

O1(z,y,2) = u,
Qa(2,y,2) =v (18)

egyenleteket.
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Gaal Istvan, Pethd Attila és M. Pohst 22| cikkében ki van dolgozva
egy altalanos modszer (18) tipusa kvadratikus forma egyenletrendsze-
rek megoldasara. Ezen egyenletrendszerek negyedfokt Thue egyenletek
megoldéasara vezethetk vissza. Teljesen komplex negyedfoki szamtes-
tek esetén a (18) rendszerbdl egy pozitiv definit kvadratikus forma
konstrualhato (lasd [22]).

3. Lemma (Gaal I. [11]). Legyen K teljesen kompler negyedfoki
test. Ekkor az R(x) = F(z, 1) polinomnak hdrom kiilénbozd valds gyoke
van, )\1 < )\2 < Ag. A

TA(X7Y7Z) = Ql(Xuifuz) +)\Q2<X7KZ)

forma akkor és csak akkor pozitiv definit, ha \ € (—Xg, —\1).

3.1.3. Bizonyitas

1. Tétel bizonyitasa

I. Tudjuk, hogy ha ¢ = 1 (mod 4), akkor g, = 4k +3, hy = 2. Irjuk
fel c-t a kovetkezGképpen: ¢ = 40 +1 < =3 (£ < —1). A 9 definialo
polinomja ekkor

f(X)=X*—2X% —2kX?+ 2k + D)X + k> + &k — L.
Innen az 2. Lemma jel6léseit hasznéalva kapjuk, hogy a; = —2,ay =
—2k,a3 = 2k + 1,a4 = k* + k — £. Ekkor a (17) egyenlet az alabbi
alaku:

(u+ (2k + 1)v)(u® — uv — v*(4k* + 6k + 1 — 44)) = £1.

Innen a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

ut+ (2k+1)v = 0
u? —uv — v (4k* + 6k + 1 —40) = iy,

ahol 71,15 = £1. Fejezziik ki u-t az elsG egyenletbdl és helyettesitsiik be
a masodik egyenletbe. Ekkor v-re egy masodfoku egyenletet kapunk.
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Ha i1 =i = 1, akkor kapjuk, hogy

gr £/ — 8¢
v = )
2c

Ebben a képletben g7 < g2 — 8¢ < (g + 1)?, k > |¢| miatt, emiatt v-re
nem kapunk racionalis egész értéket.

Ha 7; = 1,45 = —1, akkor lehetséges megoldasként kapjuk v = 0-t
és v = gi/c-t, amennyiben ez utobbi egész. Ekkor az egyenletrendszer
lehetséges megoldasparjai: (u,v) = (£1,0), (—(2k + 1)gx/c+ 1, gi/c).

Ha iy = —1,i = 1, akkor a gyok alatt nem &ll négyzetszam,
hasonldéan az 7; = i5 = 1 esethez.

Ha iy = i3 = —1, akkor lehetséges megoldasként kapjuk v = 0-t és
v = —gi/c-t, amennyiben ez utobbi egész. Ekkor az egyenletrendszer
lehetséges megoldasparjai: (u,v) = (£1,0), ((2k + 1)gr/c — 1, —gi/c).

II. Ezutan kiszamoljuk az R(X) = F(X,1) gyokeit. Az adodik,
hogy

(1—g) = —2k—1

xry =

Ty = 5(1+\/g£—4c):2k+2+p2
1
T3 = 5(1—\/g£—4c):—2k—1—p3,

ahol po, p3 pozitiv szamok, mivel ¢ < 0. Kovetkezésképpen

— N

)\1:1’3<>\2:ZE1</\3:[L‘2.
III. ay = —2,ay = —2k,a3 = 2k + 1,a4 = k> + k — { esetén az
2. Lemmabeli kvadratikus formék:

Q(X,Y,Z) = X?42XY —2Y%k+ XZ(4+4k) + Y Z(—2k +1)
+Z2(5k + 2+ 5k* — 1),
Q(X,Y,Z) = Y - XZ+2YZ - 27%.
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A pozitiv definit kvadratikus forma megkonstruilasahoz A-t a ko-
vetkezSképpen kell megvélasztanunk: A € (=g, —\1) = (—x1, —23) =
(2k + 1,2k + 1 + p3). Kovetkezésképpen A\ = 2k + 1 + ¢ valaszthato,
tetszGleges kicsi pozitiv e-nal. Kapjuk, hogy a hatvany egész bazist
generdld a elem z,y, z € 7Z koordinataira

Ql(xayaz> + /\QQ(xvya Z) =u-+ /\Ua

tehat

1 2
+22<—€———5k—§—6—):u+)\v, (19)

ahol u + Av vagy 1 vagy 1+ egx/c vagy —1 — egi/c, ez utobbi pedig
lehetetlen kellGen kicsi e-ra.

IV.1. Ha u+ Av = 1, akkor ¢ < —1 valasztassal kellen Kkicsi e-ra
2? egyiitthatoja (19)-ban nagyobb, mint 1, amibél kapjuk, hogy z = 0
és ekkor (19) az alabbi alaku:

(z+y)* +ey’ = 1.

e kicsi értéke esetén a bal oldal csak akkor egész, ha y = 0, ezért
r = =xl.

IV.2. Ha u+ Av = 1+ egi/c, akkor £ < —1 valasztassal kellGen
kicsi e-ra kapjuk, hogy 0.9 < 1 +egp/c < 1. 2% egyiitthatoja (19)-ben
nagyobb, mint 1, amibél kapjuk, hogy z = 0. A (19) egyenlet ekkor az
alabbi alak:

(x+1y)* +ey? =14 eg/c,

tehat

(x+y)2—1:€<%—y2)-

Most € > 0, ag/c < 0 és —y* < 0, ezért a jobb oldali kifejezés negativ.
Ez csak tgy lehetséges, ha a bal oldalon x+y = 0. Ekkor kapjuk, hogy

)=
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ami lehetetlen, ha példaul € irracionélis.
Kovetkezésképpen csak (x,y,2) = (£1,0,0) megoldas, tehat csak

¥ generél hatvany egész bazist. [

2. Tétel bizonyitasa

I. A 2. Tétel bizonyitasa hasonléan torténik, mint az 1. Tétel
bizonyitasa. KEbben az esetben g = 2k +c+ 1,hy = 1 és ¢ =
2,3 (mod 4). A 9 elem definial6 polinomja

f(X)=X*—20. X%+ 42—

Az 2. Lemma jeldléseivel most a; = 0,a9 = —2gx, a3 = 0,a4 = g7 — c.
A (17) harmadfoku egyenlet az alabbi alaku:
(u + 2g3v) (u? + 40*(c — 7)) = 1,

ami a kovetkez6 egyenletrendszert jelenti:

U+ 2grv =
w? +40%(c— g) = iy,

i1

ahol i1,i5 = £1. Kifejezve u-t az els6 egyenletbdl és behelyettesitve

azt a masodikba, kapunk egy masodfoki egyenletet v-re.
Ha 7, = iy = 1, akkor lehetséges megoldasként kapjuk, hogy
Ha ¢ = 2 (mod4), akkor gy paratlan, ha

v =0 vagy v = gi/c.
¢ = 3 (mod 4), akkor gy paros, ezért v = gi/c nem egész.

Ha i1 = —1,175 = 1, akkor lehetséges megoldasként kapjuk, hogy
0 vagy v = —gi/c, ez utoébbi nem lehetséges, hasonléan az

v =
11 = 19 = 1 esethez.
Ha i1 = 1, = —1 és 1; = 12 = —1, akkor nincs megoldas a

kongruencia-tulajdonsigok miatt.

Ezért a lehetséges megoldaspar csak az (u,v) = (1,0) lehet.
F(X,1) gyokeit. Az adodik,

II. Ezutan kiszamoljuk az R(X)
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hogy
ry = —2g

Ty = —24/9p —c= —2g; — p2
T3 = 2\/9;%—0:291@4‘%;

ahol po, p3 pozitiv szamok, mivel ¢ < 0. Kovetkezésképpen

A =29 < Ay =121 < A3 = T3.

I. ay = 0,a = —2g;,a3 = 0,a4 = g,% — ¢ esetén az 2. Lemmabeli
kvadratikus formak:
(XY, Z) = X2 —2Y?%q, +4X Zg;, + ZQ(5g,3 —0),
(XY, Z) = Y*=XZ 22",

A pozitiv definit kvadratikus forma megkonstruilasahoz A-t a ko-
vetkez6képpen kell megvalasztanunk: A € (—Xa, —\1) = (=21, —22) =
(29, 29k + p2). Ujra legyen \ = 2g;, + ¢, tetszéleges kicsi pozitiv e-nal.
Ha a tételbeli a elem hatvany egész bazist general, akkor x,y,z € Z
koordinatéira fennall

Ql(xayaz> + /\QZ(xvya Z) =u-+ /\Ua

tehat
2

2
(x—kz(gk—g)) + ey’ + 2 <—c—5gk—%):u+/\v, (20)

ahol v+ v = 1.

IV. Ha u + Av = 1, akkor ¢ < 0 mellett 2? egyiitthatoja (20)-ben
nagyobb, mint 1, kell6en kicsi € esetén, ahonnan kapjuk, hogy z = 0
és (20) maga utén vonja, hogy

4 ey? =1
¢ kicsi értéke esetén a bal oldal csak y = 0 esetén egész, innen x = £1.
Kovetkezésképpen csak (z,y,z) = (£1,0,0) megoldas, tehat v az

egyetlen generatora a hatvany egész béazisnak. []
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3.2. Komplex masodfoki testek negyedfokia
bévitéseinek végtelen parametrikus csaladjai:
Relativ és abszolit hatvany egész bazisok

Ebben a fejezetben ismertetjiik eredményeinket relativ negyedfoku
bévitések végtelen parametrikus csaladjainak relativ, illetve abszolit
hatvany egész bazisaira vonatkozoan.

Legyen M maéasodfokt szamtest, & negyedfokt elem M felett és
legyen és K = M(§) az M relativ negyedfokt bévitése (tehat K
nyolcadfokd). Célunk elGszor is az, hogy meghatarozzuk a relativ
hatvany egész bazisat O = Zg-nak Zy, felett (ha K egész bazisa
parametrikus forméban ismert) vagy O = Zpy[{]-nek Z, felett.
Megjegyezziik, hogy az utobbi esetben ¢ maga hatviny egész bazis
generator, de érdekes és fontos kérdés annak eldontése, hogy van-
e méas olyan elem Zj[¢]-ben, ami hatvany egész bazist general.
Ezt kévet&en ezeket az eredményeket felhasznélva meghatarozzuk az
abszolat hatvany egész bazisokat.

Megjegyezziik, hogy ez az els6 eredmény az irodalomban hatvany
egész bazisok kiszamitasara relativ bévitések végtelen parametrikus
csalddjaiban.

A dolgozat ezen fejezetében szerepld tételek és bizonyitasuk a [31],
illetve a [27] cikkekben szerepelnek.

3.2.1. Eredmények

I. Legyen D > 0 egy négyzetmentes egész, M = Q(v/—D), t € Zy,
egy paraméter és legyen & az

f(X)=X*— X% +1¢€ZylX]

polinom gy6ke. Legyen K = M (&) és tekintsiik az O = Zy,[€] relativ
hatvany egész bazisait Z,, felett.

3. Tétel (Gaal 1., Szabo T. [31]). [t|* > 245 esetén az O relativ
hatvdny egész bazisainak dsszes nem ekvivalens generdtordt Zy; felett
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megadja az aldbbi formula:
a =& —°+E, (1t 76, (11—t +76, 1€+, —1€+€.

D = —3 esetén
a = (1 — wit)€ + ws€? + wie?,

is hatvdny egész bazist generdl, ahol wy = (1 +iv/3)/2.

Az O gyliri Z feletti (abszolut) hatvany egész béazisaira vonatko-
z6an kapjuk:

4. Tétel (Gaal 1., Remete L., Szabo T. [27]). [t|* > 245 feltétel
mellett O-nak nincs (abszolit) hatvdiny egész bdzisa 7. felett.

Egy masik csalad esetén is sikeriilt hasonlé eredményeket elérni:

IT. Legyen D > 0 egy négyzetmentes egész, M = Q(v/—D), t € Zy,
egy paraméter és legyen & az

FX) = X* —4tX3? + (6t + 2) X2 + 4t X + 1 € Zy[X]

polinom gydke. Legyen K = M (&) és tekintsiik az O = Zy,[€] relativ
hatvany egész bazisait Z,; felett.

5. Tétel (Gaal 1., Szabé T. [31]). |{| > 1544803 esetén az O
relativ hatvdny egész bazisainak dsszes nem ekvivalens generdtordt Zyy
felett megadja az aldbbi formula:

a=¢&, (6t +2)¢ — 4t + &°.

Az O gyfiri Z feletti (abszolut) hatvany egész bazisaira vonatko-
z6an kapjuk:

6. Tétel (Gaal I., Remete L., Szabo T. [27]). |t| > 1544803 fel-
tétel mellett O-nak nincs (abszolit) hatvdiny egész bazisa Z felett.
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3.2.2. Segédtételek

A {6 eszkoz, amelyet a relativ hatvany egész bazisok kiszamitasahoz
alkalmazni fogunk, Gaal Istvan és Michael Pohst [25] cikkének mod-
szere, amit aldbb részleteziink. Ez a modszer az indexforma egyenletet
visszavezeti egy relativ harmadfoki egyenletre (mely irreducibilis eset-
ben Thue egyenlet) és néhany relativ negyedfoka Thue egyenletre.

Legyen K egy negyedfoki bévitése az m-edfokt M szédmtestnek,
melyet £ general. Legyen ¢ relativ minimalpolinomja M felett f(X) =
Xt + a1 X3 + apX? + a3X + ay € Zy|[X]. Legyen O = Zg vagy
O = Zy[€]. Ekkor minden o € O elem egyértelmten felirhato

a= é (a+ &+ y& + 28°) (21)

alakban, ahol x,y,z € Z) és d € 7Z kozos nevezd. Legyen 15 =
lom(§) = (O : Zu[E]"),
F(U,V) =U? - auU?V + (a1as — 4a,)UV? + (4asay — a3 — aiay)V?
egy kétvaltozos harmadfokd polinom Z,, felett és
Qi(X,Y,Z) = X*—XYa,+Y?a,+ XZ(a3 — 2ay)
+Y Z(ag — aras) + Z*(—ajas + a5 + ay)
QX,Y,Z) = Y? - XZ —a)YZ+ Z%a,

haromvéaltozos kvadratikus forma Z;, felett.

4. Lemma (Gaal I. és M. Pohst [25]). Ha o (21)-beli alaki és
kielégiti az

I@/M(a) = 1
egyenletet, akkor létezik (u,v) € Zy; megolddsa az
d6m
Nyyo(F(u,v)) = +—— (22)
0
eqyenletnek, melyre
u = Ql(%%@a
= QQ(l’,y,Z). (23)
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A (22) egy ismert u,v megoldasa esetén meg kell oldanunk a (23)
egyenletrendszert. Erre a célra L.J.Mordell [39] modszerét hasznaljuk,
azaz paraméterezziik a Qo(z,y,2) = u@Qq(z,y,z) — vQ1(x,y,2) = 0
kvadratikus forma egyenlet megoldasait. Ezen mddszereket részletesen
leirjuk a bizonyitasunkban. Lathatolag a 4. Lemma formailag szinte
teljes analogiaban van az 2. Lemmaval. A relativ eset azonban szamos
technikai probléméat vet fel a 4. Lemma alkalmazasa kézben.

Végezetiil, ahhoz, hogy meg tudjuk hatarozni O-ban az Osszes
(abszolut) hatvany egész bézis generatort, az alabbi lépéseket kell
kovetniink (lasd 1.1. Fejezetben (7), (8)):

I. Lépés Ekvivalencia erejéig meghatdrozunk minden ag € O hatvdiny
egész bazis generdtort O-ban M felett.
Mas szoval, meghatarozunk minden 1 realtiv indext oy € O-t:

I(’)/]\/](O[O) =1.

Megjegyezziik, hogy ha aqg relativ indexe 1, akkor a minden (8)
formaban adott ekvivalensének is 1 a relativ indexe.

Az 1.1. Fejezet 1. Allitasa szerint ha o € O hatvany egész bazist
general, akkor
a=A+ea,

ahol o a fenti, A € Zy; és € egység M-ben.
I1. Lépés Hatdarozzuk meg € és A értékét gy, hogy
J(a) =1

legyen.
Legyen py = 1,p0,..., 1y egy egész bazisa M-nek (esetiinkben M
masodfoki). Ekkor a fenti A az alabbi alakban irhato:

A=ai+ agpio + ...+ apfim, (24)

ahol aq,...,a,, € Z.

Mivel az (abszolat) index invaridns a +1-gyel valé szorzasra és
Z-beli elemmel valo eltolasra, ezért az as,...,a, (24)-beli értékeket
elegendd elGjeltdl eltekintve meghatarozni. A II. Lépés azt jelenti, hogy
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kiszamitjuk azon € és as, . . ., a,, értékeket, melyek teljesitik a J(a) = 1

feltételt. A (6) értelmében ez azt jelenti, hogy meg kell oldanunk egy

n?m(m — 1)/2 fokt egyenletet, mely fiigg e-tol és as, . . ., ap-tol.

Ez altalaban nagyon komplikalt lehet. Azonban, ha M egy képzetes
maéasodfokt szamtest, akkor csak véges sok € egység van M-ben és as-
ben egyvaltozos polinomegyenletet kapunk.

3.2.3. Bizonyitas

A fejezet els6 felében ismertetjiik a relativ hatvany egész bazisokra
vonatkoz6 eredmények bizonyitésat, majd a késGbbiekben az abszolut
hatvany egész bazisokra vonatkoz6 eredményekét.

3. Tétel bizonyitasa

A 4. Lemmaba behelyettesitjiik az a; = 0, as = —t2, a3 =0, a4 =
1 értékeket. A (22) egyenlet az alabbi alakot veszi fel:

F(u,v) = (u—2v)(u+20)(u+t*v) =¢ (u,v € Zyy),

ahol ¢ € Zj egység. Ezért F(u,v) minden tényez§jének szintén
egységnek kell lennie Z,;-ben, amelybdl kovetkezik, hogy v = 0 és
u egység Zy-ben.

Legyenek x,y,z € Zy a (21)-beli relativ hatvany egész bazist
generald a elem koordinatai. Akkor akkor

Qﬂ(xa Y, Z) - UQQ(I7 Y, Z) - UQl(xv Y, Z) =0,
tehat
y? — w2 — 2%t = 0. (25)
Ennek egy nem trivialis megoldasa: zo = —t2,y9 = 0, 20 = 1. Ezért a
(25) megoldasa paraméterezhets az alabbi alakban:
—t°r +p
= q (26)

z =

X
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ahol p,q,r € M,r # 0 (lasd [39], [25]). Ezt a kifejezést behelyettesitve
(25)-be rp = ¢* adodik. Megszorozzuk a (26) minden egyenletét p-vel
és rp-t helyettesitjiik ¢>-tel, igy

kr = —t2¢* + p?
ky = pq (27)
kz = ¢,

ahol £k € M. Ha Zjy;-ben van egyértelmi faktorizacio, beszorozzuk
ezeket az egyenleteket p,q kozos nevezGjének négyzetével és osztjuk
6ket p,q legnagyobb kozos osztojanak négyzetével. Ilyen modon a
k,p,q paramétereket helyettesiteni tudjuk Zj;-beli paraméterekkel.
(Megjegyezziik, hogy ha Zj-ben nincs egyértelmii faktorizacio, akkor
ugvanezt az érvelést hasznaljuk 7Z,, idealjainak bevonasaval. A
részletes eljaras megtalalhato [25]-ben.)

[25] szerint k-nak osztania kell a kx, ky, kz (27)-beli elgallitasaban a
p?,pq, ¢ egyiitthatoibol allo matrix determinansat. Innen kovetkezik,
hogy k-nak is egységnek kell lennie (lasd [25]). Végiil, a (27)-beli alakot
Q1(z,y, z) = u-ba helyettesitve adodik

o — 292 + ¢* = K.
(A masodik egyenlet, Q2(x,y, z) = v mindkét oldala eltiinik.)

Felhasznalva V. Ziegler [44]-beli 2. Tételét le tudjuk irni ezen relativ
negyedfoku Thue egyenletnek a megoldéasait. Ezeket az alabbi tablazat
tartalmazza (ahol ws = (1 +1iv/3)/2):

’ D q k%u ‘ ‘ D q k2u ‘

0 1 1 1—0.)3 (1—W3)t (JJ3—1
0 -1 1 1—W3 (wg—l)t w3—1
0 1 1 ws —1 0 ws —1
0 —1i 1 wg—1 (1—w3)t ws—1
0 w3 —Wws3 w3 — 1 (wg — 1)t w3z — 1
0 —Wws3 —Ww3 —Wws3 0 —Wws3

0 l—ws ws—1 —w3 wst —w3

0 w3 — 1 w3 — 1 —Wws3 —w?,t —Wws3

1 0 1 t 1 1
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1 t 1 t -1 1
1 —t 1 —t 1 1
-1 1 —t -1 1
-1 t 1 it 1 1
-1 —t 1 it —1 1
1 0 1 —it 1 1
) it 1 —it —1 1
7 —it 1 wst w3 —w3
—1 0 1 wst —ws3 —ws3
—1q it 1 (I1-ws)t 1—w3 wz—1
—1 —it 1 (I1—ws3)t w3—1 w3—1
ws 0 —w (w—1)t 1—w w—1
w3 wst —ws (wg—1t  w3—1 w3—1
w3 —W3t —Ww3 —wgt w3 —Wws3
1-— w3 0 w3 — 1 —o.)gt —Ww3 —Wws3

A (p,q) megoldasokbdl (27) alapjan ki tudjuk szamolni z,y, 2-t,
amely a 3. Tétel bizonyitasat adja. Megjegyezziik, hogy V. Ziegler
[44]-beli tétele |t|> > 245-re érvényes. [

5. Tétel bizonyitasa

A 4. Lemmaba behelyettesitjiik az a; = —4t, ay = 6t + 2, a3z =
4t, aq = 1 értékeket. A (22) egyenlet az alabbi alakot veszi fel:

Fu,v) = (u+2v)(u—(2=2t)v)(u— (24 8t)v) =¢ (u,v € Zy),

ahol ¢ € Zy egység. Ezért F(u,v) minden tényez§jének szintén
egységnek kell lennie Z,;-ben, amelybdl kovetkezik, hogy v = 0 és
u egy egység Z-ben.

Legyen Ujra x,y,z € Zy a (21)-beli relativ hatvany egész bazist
generald a elem koordinatai. Akkor akkor

QO(ny7Z> - UQQ(I7Q, Z) - UQl(xayWZ) - 07

tehat
y? — xz + dtyz + (6t + 2)2* = 0. (28)
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Ennek egy nem trivialis megoldasa xg = 6t 4+ 2,yo = 0, 29 = 1. Ezért a
(28) megoldasa paraméterezhets az alabbi alakban:

x = (6t+2)r+p
= q (29)

z =

ahol p,q,r € M,r # 0. Ezt a kifejezést behelyettesitve (28)-be
q* = r(p—4tq) adodik. Megszorozzuk a (29) minden egyenletét p—4tq-
val és r(p — 4tq)-t helyettesitjiik ¢>-tel, igy

kr = p®— 4tpg+ (6t +2)¢°
ky = pq—4tg® (30)
kz = ¢,
ahol £ € M. Hasonloképpen, mint a 3. Tétel bizonyitasaban, a
k,p,q paramétereket helyettesitjiik Zj;-beli paraméterekkel. Ismét

kapjuk, hogy k-nak egységnek kell lennie. Végiil, a (30)-beli alakot
Q1(z,y, z) = u-ba helyettesitve adodik

pt = 4tpPq + (6t + 2)p** + 4tpg® + ¢* = Ku.
(A masodik egyenlet, Qs(x,y, z) = v mindkét oldala ismét eltiinik.)

Hasznalva B. Jadrijevi¢ és V. Ziegler |36]-beli 2. Tételét le tudjuk
irni ezen relativ negyedfokt Thue egyenletnek a megoldasait, melyek:
(p,q) € {(0,£1),(£1,0)}. A (p,q) megoldasokbol (30) alapjan kapjuk
x,y, 2-re a lehetséges megoldasokat, amely az 5. Tétel bizonyitasat
adja.  Megjegyezziik, hogy B. Jadrijevi¢ és V. Ziegler [36]-beli
eredménye |t| > 1544803-ra érvényes. [

4. Tétel bizonyitasa

Jeldlje o a relativ hatvany egész bazis egy lehetséges generatoréat
O-ban Z,, felett, legyen ez most példaul

ap = (1 —thE+1& + 128,

ahol t = t; +t9iv/d a paraméter (t1,t2 € Z). Megjegyezziik, hogy mivel
a & elem Z,; feletti miniméalpolinomja fligg a t € Z); paramétertsl,
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ezért & fiigg t-t6l és d-t6l is. Legyen ¢ = £1 és frjuk fel a-t az alabbi
formaban
o =a + ag’i\/a + €y,

ahol aj,ay € Z. Ezutan kiszamitjuk J(«) értékét. Ez egy nagyon
bonyolult 16-odfokt polinom, mely nem csak az a,-t6l fiigg, de fligg
t1,to,d értékektsl is.  Szimmetrikus polinomok hasznalataval és a
formula egyszerisitésével kapjuk, hogy J(«) oszthatd 16-tal. Ezért
nincs O-nak «ap-hoz tartozd hatvany egész bazisa. A bizonyitas a
megmaradt g jeloltek esetén is hasonldéan megy, illetve a II. csalad
esetén is ugyanezeket a szamitadsokat kell elvégezniink és hasonlo
eredményre jutunk. A Maple szamitasok 10-60 masodpercet vettek
igénybe esetenként. [

6. Tétel bizonyitasa

A bizonyitas hasonléan végezhets el, mint a 4. Tétel bizonyitasa.
OJ
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4. Fiiggelék

4.1. Harmadfoki gyokbdvitések minimalis indext
elemeinek listija

Az alabbi tablazatban Gsszefoglaljuk a harmadfoka gyokbdévitések
alapvet$ adatait |Dy| < 118803 diszkriminansig.

Tablazatunkban szerepel Dy, az 1. ill. 1II. eset jelzése (az
egyszeriiség kedvéért arab szammal), n, h, k értékei, a minimalis index
myg értéke, valamint a minimalis indext elemek (x,y) koordinatai.
Ennek megfelel6en a minimalis indexi elemek

a = *(a + rwy + yws)

alakuak, ahol a € Z, {1, ws,ws} az egész bazis (az 1. ill. II. eseteknek
megfelelGen), és (r,y) az utolsé oszlopbeli szamparok.

Dy | eset n h | k |mg| (z,y)
—108 | 1 4 (1] 21 [(0-1),(L1
—243 | 1 o | 1] 3] 1 ](0-1)
—300| 2 | 100 [ 1] 10| 1 |(=31)
588 2 | 98 |2 7 | 1 |(=5-2),(-2-1)
—675| 1 | 25 | 1] 5 | 1 ](0,-1)
—867| 2 | 289 | 1|17 | 1 |(~11,2)
972 1| 36 |1] 6| 1](0-1)
—972 1 18 2 3 1 (1, 1)
~1083 | 2 | 361 | 1] 19| 2 | (=6,1)
1323 1 | 49 | 1] 7 | 1 |(=1-2),(0,-1)
1452 | 2 | 242 |2 | 11| 1 | (41)
—2028 | 2 | 676 | 1|26 | 2 | (~17,2)
2700 | 1 | 50 |2 5 | 2 |(0,-1),(14,19)
—3267 | 1 | 121 [ 1| 11| 1 |(0,-1)
3675 | 2 | 1225 | 1| 35 | 3 | (—23,2),(35 —3)
4107 | 2 | 1360 | 1| 37 | 3 | (37,-3),(49, —4), (367, —30)




—4563

—5292

—6075

—6075

—6348

—8427

—9075
—10092
—11532
—11907
—11907
—12675
—13068
—14283
—14700
—15123
—15987
—17787
—18252
—20172
—22188
—22707
—23763
—24300
—24300
—24300
—24300
—24843
—25947
—26508
—29403
—29403
—31212
—31212
—33075
—34347
—35643

DO B = = = = = D = N = = RN R RN NN RNDNDRNF =N R DR DNDNDNDN = ===

169
196
225
75
2116
2809
3025
1682
3844
441
147
845
484
929
980
5041
9329
847
338
6724
3698
841
7921
900
450
300
180
8281
961
4418
1089
363
1156
d78
245
11449
11881
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13
14
15

46
93
95
29
62
21

13
22
23
14
71
73
11
13
82
43
29
89
30
15
10

91
31
47
33
11
34
17

107
109

41
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—121,4), (91, —3), (817, —27)




—36300
—38988
—38988
—39675
—41067
—41067
—41772
—44652
—45387
—47628
—47628
—47628
—47628
—48387
—49923
—50700
—53868
—57132
—59643
—61347
—63075
—70227
—70227
—71148
—72075
—T74892
—T7763
—79707
—81675
—82668
—86700
—86700
—87723
—87723
—90828
—93987
—-96123

DO = = = = NN D = DNNDNDINDLD = P NN = NN RF DN R =N DN =N =N

2420
1444
722
2645
1521
207
13924
7442
1681
1764
882
288
294
16129
1849
8450
17956
1058
2209
20449
21025
2601
867
23716
4805
12482
25921
26569
605
13778
28900
2890
3249
1083
3364
3481
32041

RO Ul N U W N HRNRF P DWW — /RN W Ol — Ot

—_
=)

— ==

22
38
19
23
39
13
118
61
41
42
21
14

127
43
65

134
23
47

143

145
o1
17

154
31
79

161

163
11
83

170
17
o7
19
o8
29

179

42
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—98283

—99372
—100467
—103788
—108300
—108300
—112908
—114075
—116427
—117612
—117612
—117612
—117612
—118803

N — =R R P NP NN RFRFEDNDDND

32761
2548
3721
1922

36100
3610

18818
4225

38809
4356
2178
1452

726

39601

—_
w?—‘

[ N

—_
=)
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181
14
61
31

190
19
97
65

197
66
33
22
11

199
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4.2. Képzetes masodfoku résztesttel rendelkezé
hatodfokt szamtestek hatvany egész
bazisainak listija

Az alabbi tablazat azon 100 komplex méasodfoku résztesttel ren-
delkez6 hatodfoku szamtestre vonatkozik, melyek diszkriminansanak
abszolut értéke a legkisebb. A tablazat tartalmazza a K szamtest Dy
diszkriminénsat, az M képzetes masodfoki résztest {1,w} egész bazi-
sat, és a K M feletti ¢ generatoranak f(X) relativ minimalpolinomjat.
Az eredmények tartalmazzak azon (z1, s, y1, Y2, Yo) értékeket, melyek-
re

a = zg + 110 + 229% + yow + y1wd + yowd?,

hatvany egész bazist general K-ban és max(|z1], |22, [yol, [11], |12]) <
10250.

Dy = —9747, w = (14+iv/3)/2, f(X) = X’ —(1+w) X? +wX + (1 -w)
Megoldasok: (01-201), (00-211),(00-100), (00-101),
(00-110),(01-100),(0-1010),(01001),(10-211),
(10-110),(10-100),(10-101),(1-1-110),(1000-1),
(10000),(1-1000),(1-1010), (1-110-1),(2-1-212),
(20-21-1), (2-1-110).

Dy = —10816, w =1, f(X) = X — (1 + w)X? + 5wX — (1 + 4w)
Megoldasok: (02-306),(02-307),(01-203),(01-103),
(00-101),(1001-1),(10010),(1-121-4),(1-121-3),
(1-231-7),(1-231-6),(22-316),(21-112),(2001-1),
(20010),(31-122),(3002-1),(3-122-5), (3-122-4),
(52-334), (52-235).

Di = —11691, w = (1 4+iv3)/2, f(X) = X? — (1 + w) X2 + (-2 +
2w)X +1

Megoldasok: (0 0-211), (01-211),(00-110),(10-210),
(11-100),(10-100),(10-101), (1-1-11-1),(10-11-1),
(10-110),(10000),(1-100-1), (1-1000), (1-101-2),
(1-101-1), (1-110-2), (1-110-1),(2-1-21-1), (2-1-11-1),
(2-201-3).
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Dk = —12167, w = (1+iv23)/2, f(X) = X* — (1 +w)X? + (-2 +
w)X +1
Megoldéasok: (01-100),(10000), (1-110-1).

Dr = —14283, w = (1+14v3)/2, f(X) =X+ (1 —w)X — 1

Megoldasok: (0-1-100),(00-100),(00-101),(0-1-111),
(00-1-1-1),(0-1001),(010-1-1),(1000-1), (1000 0),
(110-10),(100-11),(1100-1),(2-3-304),(33-2-3-4).

D = —16551, w = (1+iv/3)/2, f(X) = X?—(14+w) X2 +2X +(—14w)
Megoldasok: (01-200), (00-100), (11-413),(10-101),
(10-111),(1-1011),(1-1100),(20-211),(2-1-111),
(2-1010),(30-321).

Dg = —16807, w = (14+ivV7)/2, f(X) = X? —wX? + (-1 +w)X +1
Megoldéasok: (01-101),(0-1000),(11-100),(10-110),
(1-201-1),(1-1010),(10000), (1-100-1), (2-1-110).

D = —19683, w = (1+iv3)/2, f(X) = X* + (=1 + w)
Megoldésok: (00-100), (01-101), (000-10), (0-1010),
(01000),(10-100), (11-1-1-1),(10000),(L00-11).

Dy = —21168, w = (1+iv3)/2, f(X) =X* - X?+ (1 - 2w)X + 1
Megoldésok: (00-100), (00-11-1), (10-210), (1-1-111),
(10-11-1),(10-100),(1-1001),(1-1010), (2-1-111).

D = —21296, w = (1 +iv/11)/2, f(X) = X3 —wX? + (=1 +w)X +1
Megolddsok: (01-101), (01-111),(12-212),(10-111),
(11-100),(10000), (1-100-1), (1-210-1), (20-110).

Di = —22592, w =1, f(X) = X3 — (1 +w) X2+ (1 + 2w)X —w
Megoldasok: (01-101), (01-112),(12-336),(10-110),
(10-111),(1-1000),(10000),(1-1010),(10010),
(1-110-1).
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Di = —22707, w = (1 +iv3)/2, f(X) = X® — (1 + w)X? + 20X +
(1 —2w)
Megoldasok: (10-111),(10-100),(10000), (1-100-1).

Di = —23031, w = (1 +14v3)/2, f(X) = X? - X% + (—1 +w)
Megoldéasok: (00-110),(0-101-1),(000-10),(10-211),
(1-1-110),(10-100),(10000), (100-11).

Dy = —24003, w(1+4v/3)/2i, f(X) =X - X? - X + (1 —w)
Megoldasok: (00-100),(00-101),(00-11-1),(01-100),
(010-11),(0001-1),(10-100), (1-1-11-1),(10000),
(1-1000), (2-1-211).

Dy = —25947, w = (1 +iv3)/2, f(X) = X>+ X +1
Megoldésok: (00-100), (0-1-10-1), (000-1-1), (0-101 1),
(10-100),(10-100), (11-10-1).

Dk = =29791, w = (1 +iv31)/2, f(X) = X* — (1 +w)X? + (=2 +
w)X +1
Megoldéasok: (01-100),(10000), (1-110-1).

D = —30976, w =14, f(X)=X3 - X2+ (2—w)X — 1
Megoldasok: (0-1-112),(00-100),(00-111),(00-112),
(1-10-10),(1-1000),(1-1001),(10000).

Dy = —31347, w = (1 +iv3)/2, f(X) = X? — (1 + w) X2 + 3wX —w
Megoldasok: (00-101), (01-102), (10-101), (10-111),
(10-112),(10000),(1-1010),(1-110-2),(101-10),
(20-110), (2-1-110).

D = —33856, w =14, f(X)=X34+X —w
Megoldasok: (00 0-1-1), (000-10), (100-1-1), (1000 0),
(1-10-10),(110-10).

Di = —34371, w = (1 +4v/3)/2, f(X) = X® — (1 + w)X? + (=1 +

4w) X + (2 —w)
Megoldasok: (00-212), (00-101), (1-1-110), (1-100-3),
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(1-100-2), (2-1-322), (2-1-210), (3-2-420).

Di = —34992, w = (1 +1iv3)/2, f(X) = X3 — (1 + w)X? + 3wX +
(1 —2w)
Megoldéasok: (00-101), (1-1-110), (1-1010).

Dy = —36963, w = (14iv/3)/2, f(X) = X3—(14w) X2+ wX +(—14w)
Megoldasok: (00-101), (01-100), (10-211), (1-1-110),
(10-100),(10-110),(10000),(1-1000), (2-1-110).

D = —40203, w = (1 +4v3)/2, f(X) = X® — (1 + w) X2+ (-2 +
3w)X + (2 —w)

Megolddsok: (00-101), (00-110),(10-100),(10-110),
(1-100-2).

D = —41472, w =iV/2, f(X) = X?+ (1 —w)X — 1
Megoldasok: (0-1-1-10), (0-1001), (1-1-1-10), (1000 0),
(110-1-1), (100-1-1).

Dr = —41823, w = (1 +1iv3)/2, f(X) = X — X%+ (5 — 5w)X +
(—6 + 2w)

Megoldasok: (0-2-217), (0-1-113),(10-1-11), (110-1-3),
(2-1-2-15),(310-3-1).

D = —44496, w = (1 +14v/3)/2, f(X) = X? — (1 + w)X? +2X — 2
Megoldasok: Nincs megoldas.

Die = —47680, w = i, f(X) = X? —wX — 1
Megoldasok: (0 0-1-1-1),(0-1-101),(00-100), (00-101),
(0-1001),(00010),(10000),(1100-1),(3310-1).

D = —47979, w = (1 +iv/3)/2, f(X) = X? — X? — 20X + (=1 + 2w)
Megoldasok: (0 0-100), (0-1-1-12), (0-1-110),(0-1001).

Dy = —49408, w =1, f(X) = X3 - X2+ X +w

Megoldasok: (00-111),(01-101),(00-100), (00-10 1),
(10000),(10010),(1-1000).
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Dg = —50139, w = (1+iv3)/2, f(X) = X* - X? - X + (-1 +w)
Megoldasok: (00-10-1),(00-11-1),(1-1-110),(10000),
(2-2-210), (4-2-32-1).

D = —52272, w = (1 +iv3)/2, f(X) = X3 — (1 + w)X? + (4 —
w)X + (=3 — 2w)

Megoldasok: (0 0-112), (0-1-113), (1-2-115),(10-100),
(1-1001),(100-1-1).

Dy = —53568, w = (1 +iv/3)/2, f(X) = X? - X? —wX —w
Megoldéasok: Nincs megoldas.

Dy =-53824, w=1, f(X)=X3 - (14+w)X?+ (24 2w)X —1
Megoldasok: Nincs megoldas.

Dy = —54675, w = (14+iv/3) /2, f(X) = X3 — (14 w) X2+ (2—w) X +w
Megoldésok: (10-100), (1-1101), (2-1-110), (2-101 1).

Dy = —57591, w = (1+iv/3)/2, f(X) = X~ (1+w) X2+ (3—3w) X +1
Megoldasok: (10-210), (10-100),(10001), (1-2403),
(20-311),(3-1-111).

Dy =—59648, w =14, f(X) = X3 - (14 w)X?+ (-1+w)X + (1 +w)
Megoldasok: (0 0-100),(00-11-1),(00-110),(10-211),
(1-200-1),(1000-1),(10000),(1001-1),(1-1000).

Dk = —59967, w = (14+iv3)/2, f(X) = X* — (1 + 2w)X —w
Megoldasok: (00-10-1), (00-11-2), (0001-2), (1-100 1).

D =-60992, w=1, f(X)=X*-X?-(1+w)X +1
Megoldédsok: (00-211), (00 10 -1),(00-100), (00-11-1),
(01-11-1),(000-11),(10000),(1-1010),(1-1000),
(1-1001),(2-1001),(8-4101).

Dy = —61504, w =14, f(X)=X3+ X — 1
Megolddsok: (00-100), (00011),(10010),(100-10).
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D = —64827, w = (1+iv3)/2, f(X) = X® - X? —2X +1
Megoldasok: Nincs megoldas.

Dy = —65600, w =i, f(X) = X3 — (1 +w)X? —wX — 1
Megoldasok: (00-100), (00-110),(10-110),(1-1001),
(1-1100).

Dk = —70659, w = (1+iv3)/2, f(X) = X® —2X + (1 —w)
Megoldasok: (00-100), (02-1-24), (00-1-12),(0-1000),
(0001-2),(0001-1), (11-1-11),(10000).

Dy = —72716, w = (1+iv7)/2, f(X) = X3~ (1+w) X *+(—1+2w)z+1
Megoldasok: (1 0-211),(1-100-1),(1000-1), (1-110-1),
(3-200-1).

Dy = —73008, w = (1 +i/3)/2

(X)) =X - X2+ (3-2w)X —1
Megoldasok: (00-111),(10-10

0),(100 -1 0).

Dy = —T73467, w = (1 + i\/ﬁ)/Q (X) X3 - X2 20X +1
Megoldasok: (00-100), (00-11-1),(1-1-110).

Dy = —82496, w = i, f(X) = X? — (1 +w)X? + 1
Megoldasok: (100 00), (1-1100).

Di = —82971, w = (1+4V3)/2, f(X) = X* — (1 + w)X? + (2 +
w)X + (-2 +w)
Megoldasok: (10-111),(20-212).

D = —85131, w = (1+iv/3)/2, f(X) = X?— X2 +(3—2w) X +(—14w)
Megoldasok: (1-1-113),(10-100).

D = —86528, w = iv?2, f(X) = X —wX? —wX —1

Megoldasok: (01-100), (0100-1),(1000-1), (1001 0),
(1200-1), (2-1122).
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Dy = —87616, w =1, f(X) =X — (1+w)X?+ (—24+w)X +1
Megoldasok: (0 1-100), (00 1 0 O) (00-101),(10-11-2),
(10-11-1),(10000),(1001-2), (1001-1),(1-110-1).

Dy = —87831,w = (1+iVv3)/2, f(X) = X3~ (14+w) X2 +2wX — (1 +w)
Megoldasok: (01-101),(10000).

Dy = —01719, w = (14 iv3)/2, f(X) = X* — (1 + )X? 4 (—1 +
4w) X — 2w
Megoldasok: (10-111), (20-111), (2-211-5),

Dy =—92416, w =1, f(X) = X3 -~ (1 +w)X? + (-1 + w)
Megoldasok: Nincs megoldas.

Dg = —93987, w = (1 +14v/3)/2, f(X) = X? — 20X + 1
Megoldéasok: Nincs megoldéas.

Di = —94311, w = (1+iv/3)/2, f(X) = X3 — X2 — 3wX + (—1 +4w)
Megoldasok: (0100 -2), (10-1-13).

Dk = —95607, w = (1+iv3)/2, f(X) = X? - X? +2X 4w
Megoldasok: (00-100), (00-112), (1 1 112),(1-1011),
(1000 0).

Dg =—-96512, w=1, f(X)=X>-X?*—-X —w

Megoldasok: (00 -1 1 -1), (0 0 2100),(10000), (1-1000).

D = —96579, w = (14+iv3)/2, f(X) = X3 = X2+ (1—w) X +(—2+w)
Megoldéasok: (00-100), (0-1001), (10-211),(10-100),
(10000), (100-11).

Dy = —-96832, w =1, f(X) =X - (14+w)X?+wX +w

Megoldasok: (00-100), (10-110),(10000), (1001 0),
(1-1000), (1-110-1).
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Di = —103383, w = (1 +iv/3)/2, f(X) = X? — X2 4+ (3 — 3w)X +
(=3 + 2w)
Megoldasok: (1 0-100), (1-1-10 3).

Dy = —104112, w = (1 +iV3)/2, f(X) = X? — (1 + w)X? + (=2 +
3w)X + (1 —2w)
Megoldésok: (01-102), (11-101),(10-100), (1000 0).

Dy = —104571, w = (1+iv/3)/2, f(X) = X% — X? — (1 + 2w) X + 3w
Megoldésok: (0-101-1), (000-12), (10-101).

Dy = —106560, w =i, f(X) = X? — (1 +w)X? — X — 1
Megoldasok: (1000 0), (1-1100).

Di = —107163, w = (1 +iv3)/2, f(X) = X® = (1 +w)X? + (1 -
2w)X + (=24 3w)
Megoldésok: (00-100), (01-10-1), (0100 -3).

Dg = —107811, w = (1+4v/11)/2, f(X) = X? —wX? 4+ (-3 +w) X +w
Megoldéasok: (10000), (1-210-1), (2-210-2).

Di = —108459, w = (1 4+ iv/3)/2, f(X) = X? — X2 + (3 — 3w)X +
(—2+ w)
Megoldasok: (0-1-122),(100-10).

Dy = —108544, w =1, f(X) = X? - (14 w) X?*+ (—24+w)X + (1 +w)
Megoldasok: (0 0-100), (1000 0).

Dy = —108731, w = (1+iV7)/2, f(X) =X - (1+w)X? - X +w
Megoldasok: (01-10-1),(01-100),(10-11-1),(10000),
(2-110-1).

Dy = —108800, w = i, f(X) = X% — X% + (1 — 2w)X +w
Megoldasok: (1-100 1).

Dg = —109539, w = (1 +iv3)/2, f(X) = X? - X?> +3X —w
Megoldasok: (1 0-100), (1-1-100), (1-1-113),(10000),
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(1-1000).

Dy = —109744, w = (1 +iv/19)/2, f(X) = X? — (1 +w)X? + (-2 +
w)X +1
Megoldésok: (01-100), (10000), (1-110-1).

Dy = —110079, w = (1 +iv3)/2, f(X) = X3+ (1 — 2w)X + (2 — w)
Megoldasok: (01-10-2), (0-1102), (10-100), (10-11-1),
(1-1001).

Dy = —110144, w =4, f(X) = X? = (1+w) X?+ (-3 —w) X + (2+3w)
Megoldasok: (0 0-101), (02 1 0 3) (000-12), (0-1001),
(1101-3).

Di = —112192, w =i, f(X) = X3 — X2+ (=2 — 3w)X — 2w
Megoldésok: (00-21-1), (1-12-13), (2-1-111),(4-2011).

D = —114399, w = (1 +iv/3)/2, f(X) = X3+ (4 — w)X + (1 — 3w)
Megoldasok: (0-1-100), (1000-1), (100-1-2), (2-3-304).

Dy = —116800, w = 4, f(X) = X+ (1 — 3w)X + (—2 + w)
Megoldasok: (0-1-1-11),(1110-2).

Dg = —117207, w = (1 +iVv3)/2, f(X) = X3 - X? —2X + (1 + w)
Megoldasok: (000-12), (1000 0).

Dg = —118287, w = (14+iv3)/2, f(X) = X*+ (-2 - w)X +w
Megolddsok: (0 -1 01-2), (11-1-34), (1 o 000),(1100-1).

Dy = —122256, w = (14iv/3)/2, f(X) = X3 (1+w)X? =X +(1-w)
Megoldasok: Nincs megoldas.

Dy = —124848, w = (1 +i/3)/2, f(X) = X — dwX + (=2 + 4w)
Megoldasok: (0 -1-103), (00-1-13), (1 o 4-37),(10-101),
(1000-1), (1330-7).
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Dy = —120088, w =i, f(X) = X? — X2+ (1 — 20)X + (1 + w)
Megoldasok: (0 0-100), (1-1101).

Dy = ~130082, w = (1+iv/3)/2, f(X) = X* — (1 +w)X? 4 (=5 +
5w)X + (6 — 5w)
Megoldéasok: Nincs megoldas.

Dy = —130304, w =14, f(X)= X3 — (1 +w)X? + (-3 +2w) X + 2w
Megoldasok: (00-10-1), (1-12-11), (4-210-3).

Dy = —131787, w = (1 4+ iVv3)/2, f(X) = X? — X? + (2 - 3w)X +
(—1+4+w)
Megoldésok: (1-1-112),(10-100), (1-1002).

Dy = —133407, w = (1+iv/3) /2, f(X) = X?—(1+w) X2~ (1+w)X -1
Megoldasok: (00-100), (1000-1), (2-1-11-1), (4-2-320).

Dk = —133839, w = (1+iv3)/2, f(X) = X* — X? — (1 + w)X +2
Megoldésok: (01 0-11), (10-1-11), (1 o 101), (10-12-5).

Dy = —134811, w = (1 +4v/3)/2, f(X) = X® + (2 — 2w)X — (1 + w)
Megoldasok: (0-1-101),(0110-1),(10-100).

Dy = —137200, w = (14+iV7)/2, f(X) = X? —wX?+ (24 w)X +w
Megoldasok: (10000), (1-100-1).

Dy = —137403, w = (1 +iV3)/2, f(X) = X® = (1 + w)X* + (-2 +
3w)X + (2 — 3w)
Megoldasok: Nincs megoldas.

Dy = —139023, w = (14iy/3)/2

,f(X) = X3—(14w) X2+ (142w) X —2
Megoldasok: (00-101),(01-10

1), (2 1 101).

Dy = —139520, w =14, f(X) = X3+ (1 —w)X — (1 + w)
Megoldasok: (0-1-101), (00-100).
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Dy = —139968, w = (1+iv/3)/2, f(X) = X?—(1+w) X?— (14+w) X +w
Megoldéasok: Nincs megoldéas.

Dy = —141939, w = (1+4v3)/2, f(X) =X* - (14 w)X?* - X —w
Megoldésok: (00-210), (00-101), (2-1-11-2).

D = —143872, w = iv2, f(X) = X —wX? - (1 +w)X — 1
Megoldasok: (01-10-1),(01-100),(10000),(10010),
(1-1100), (21-12-2).

Dy = —143883, w = (1+iv/3)/2, f(X) = X3~ (1+w) X2 +wX — (1+w)
Megoldéasok: Nincs megoldéas.

Dg = —144207, w = (1 +iv3)/2, f(X) = X® = (1 + w)X? + (2 -
20)X + (-2 +w)
Megoldéasok: (00-11-1),(10-100),(20-311).

Dy = —144448, w =i, f(X) = X3 — (1 + w)X2 — (1 +w)X — 1
Megoldasok: (1 000 -1).

Dy = —147008, w =1, f(X) = X? — (1 +w)X? — (1 +2w)X + 1
Megoldéasok: (00-100), (10-111),(1-100-1).

Dy = —147520, w =i, f(X) = X? — (1+w)X?+ (24 w)X + (2+w)
Megoldasok: (00-100),(10000), (1001 -2).

Dy = —149283, w = (1+iv/3)/2, f(X) = X?— X2 +(3—w) X +(—2+w)
Megoldasok: (01 00-1), (1000 0).
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4.3. Valos masodfoku résztesttel rendelkezd
hatodfokt szamtestek hatvany egész
bazisainak listija

Az alabbi tablazat azon 6 valos masodfoka résztesttel rendelkezs
hatodfoku szamtestre vonatkozik, melyek diszkriminansanak abszolit
értéke a legkisebb. A tablazat tartalmazza a K szamtest Dy diszkri-
minansat, az M képzetes masodfoki résztest {1,w} egész bazisat, és
a K M feletti ¥ generatoranak f(X) relativ minimalpolinomjat. Az
eredmények tartalmazzak azon (x1, 2,91, Y2, o) értékeket, melyekre

o = 3o+ 110 + 229% + yow + yr1wd + yowd?,

hatvany egész bazist general K-ban és max (||, |2, |[vol, |1l |y2]) <
10300

Dr =30125, w=(1++v5)/2, f(X)=X?> - (1+w)X?>—(14+w)X +
(3 + 5w)
Megoldasok: (12 -3 19 -4 -25).

Dy = 35125, w = (14++/5)/2, f(X) = X?—wX?4(—4+3w) X +(8—5w)
Megoldasok: Nincs megoldas.

D = 49664, w = V2, f(X) = X3 - (1 +w) X% +2X + (1 —w)
Megoldasok: (2 -1 10 0).

D = 51125, w = (1+v/5)/2, f(X) = X3 —wX?4+(—14w) X +(—24w)
Megoldasok: (0010 0).

Di = 52625, w = (1 ++5)/2, f(X) = X* = (1 + w)X* + (-1 +
20)X 4+ (-4 4 2w)
Megoldésok: (4 -3 6 -5-3), (1 -13-1-1).

D = 56125, w = (14+5)/2, f(X) = X? —wX? - X + (=3 + 3w)
Megoldéasok: Nincs megoldéas.

%)






Osszefoglalas

A hatvany egész bazisok létezésének és kiszamitasanak kérdése
az algebrai szamelmélet klasszikus problémakore. A kérdés megoldott-
nak tekinthetd alacsonyabb foku szamtestekben, harmad- és negyedfo-
ku testek esetén hatékony eljarasok, 6tod- és hatodfoku testek esetén
komplikaltabb, de még hasznéalhato altalanos algoritmusok léteznek a
hatvany egész bazisok generatorainak kiszamitasara.

Legyen « n-edfoku algebrai egész szam, K = Q(«) algebrai
szamtest. Ha o € Zy a K primitiv eleme (azaz K = Q(«)), akkor
az. « indexe alatt a Z[a] polinomgytrt additiv csoportjanak indexét
értjiik Zy additiv csoportjaban:

I(a) = [Z} : Z]a] ).
Az {1,0,...,0" 1} alaka egész bazisokat hatvdiny egész bazisoknak

nevezziik. Ilyen esetben a 6 elemet a hatvany egész bazis generator
elemének nevezziik.

Legyen {w; = 1,wa, ... ,w,} egész bizisa K-nak, legyen
(X)) = X1 + Xowd) + -+ + X,

(1=1,2,...,n). Akkor

Dijo(Xa, X)) = [ ((9X) - (X))

1<i<j<n
egy n(n — 1) fokd, egész egyiitthatés homogén polinom, mely
Dio(Xa, ..., X,) = (I(Xa, ..., X,))” - Dk

alakba irhato, ahol I(Xy,...,X,) egy n(n — 1)/2 foka, ugyancsak
egész egyiitthatos homogén polinom. Az I(Xs,...,X,) format az
{wi1 = 1, wa, ... ,w,} egész bazishoz tartozo indexformdnak nevezziik.

A K szamtest minimdlis indeze alatt az
mg =min{/(a) | a € Zg, K =Q(a)}
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szamot értjiik.

Az index és a hatvany egész bazis fogalma a relativ esefre is
kiterjeszthets, szdmtestek relativ bévitéseire. Ehhez legyen M egy
m-edfokd szamtest és K az M véges bévitése, n relativ fokkal. Ekkor
[K : Q] = n-m. Legyen Zy az M egészeinek gyiirtje és O vagy Z
vagy egy rend Zg-ban. Feltételezziik, hogy O-nak van relativ egész
béazisa M felett. Ha o € O egy primitiv eleme K-nak M felett (tehat
K = M(«)), akkor az « relativ indeze M-ben

](9/1\4(01) = (O+ . ZM[(]!]+)

A relativ index pontosan akkor egyenls 1-gyel, ha {1,«,...,a"" '}
relativ hatvdny egész bazisa O-nak Z,, felett.

A dolgozat 2. Fejezetében egyik célunk volt a hatvany egész bazisok
és a minimalis index elemek vizsgalata a K = Q(/n) alaku szamtes-
tekben (1 < n € Z kébmentes), azaz a harmadfoki gyokbdévitésekben.
Ezen szamtestek egy végtelen parametrikus csaladnak tekinthetdek (n
a paraméter), melyek viselkedését mindeddig kiilon nem tanulméanyoz-
tdk. Szamitasaink azt mutatjak, hogy ezen testek diszkrimindnsdnak
novekedésével tendenciozusan csokken a hatvdny egész bdzisok létezésé-
nek relativ gyakorisdga, és tendencidzusan novekszik a minimdlis index.
Eredményeink eléréséhez tobb mint 2000 indexforma egyenlet megol-
dasa volt sziikséges. Esetiinkben ezek harmadfokti Thue egyenletek,
melyek megoldasahoz a KASH [6] programcsomagot hasznaltuk fel.

A 2. Fejezet masik felében olyan hatodfokd szamtestekben haté-
rozzuk meg a hatvany egész béazisok generatorait, melyek masodfoku
résztesttel rendelkeznek. Célunk a korabbiaknal sokkal tobb szamtestre
kiterjeszteni a szamitasokat, meghatarozni azon hatvany egész bazisok
generatorait, melyek egész bazisra vonatkozo koordinatai "kicsik", jel-
lemz6en C' = 102°°-nél kisebbek, felhasznalva a relativ Thue egyenletek
"kis" megoldasainak keresésére rendelkezésre all6 modszert. Szamita-
saink kiterjednek a [23]-ban szereplGknél joval tobb képzetes mdsodfoki
résztesttel rendelkezd hatodfoki szdmtestre, valamint valos mdsodfoki
résztesttel rendelkezd hatodfoki szdmtestekre is, melyek a kordbbi szé-
mitasokban még egyaltalan nem szerepeltek.

A dolgozat 3. Fejezetében negyedfoki szamtestekben és masodfoki
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szamtestek feletti relativ negyedfoki bévitésekben hatarozzuk meg a
hatvany egész bazisok illetve relativ hatviny egész bazisok generator
elemeit. Tételeink nem egyszert szamtestekre, hanem negyedfoku
és relativ negyedfoki szamtestek végtelen parametrikus csaladjaira
vonatkoznak.

J.G. Huard, B.K. Spearman ¢s K.S. Williams [35] megvizsgaltak

Q(v/a + by/c) tipusi testek két végtelen parametrikus csaladjat két
paraméter bevonasaval. A szerz6k bebizonyitottak, hogy ezen csaladok
rendelkeznek hatvany egész bézissal. Mi megoldottuk az indexforma
egyenletet negyedfokt szémtestek ezen két végtelen parametrikus
csalddjaban és megmutattuk, hogy az 6sszes hatvany egész bézis a [35]-
ban megadott. Ez az els6 eset, amikor szamtestek két paraméterétsl
fiiggs végtelen csalddjaban sikeriil megoldani az indexforma egyenletet.

Legyen ¢ < 0 egész és pozitiv egész k esetén legyen
fo(k) = 16k* + 24k + (9 — 4c),
gr =4k + 3, hi =2hac =1 (mod4)
fe(k) = 4k* +4(c+ Dk + (¢ +c+ 1),
g =2k+c+1, hy =1hac=2,3(mod4).

A [35] dolgozatbol tudjuk, hogy minden ¢ esetén f.(k) négyzetmentes
végtelen sok k-ra. Jelolje S a (¢, k) parok halmazat, ahol ¢ < —3,
k > |c| és f.(k) négyzetmentes. FEkkor S egy végtelen halmaz.
Tovabba, az egyes c-k esetén f.(k) = g7 — ch? nagyobb, mint c,
ezért L.x = Q(\/ gk + hi/c) egy negyedfoka bovitése Q-nak. L.y
tartalmazza a Q(y/c) komplex méasodfoku testet, ezért ez egy teljesen
komplex negyedfok test.

A kovetkez§ allitasokat bizonyitjuk be:

1. Tétel (Gaal 1., Szabo T. [30]). Legyen ¢ = 1 (mod4). FEkkor
minden (c, k) € S esetén ekvivalencia erejéig az egyetlen hatviny egész

bdzist L. y-ban
1
U= (1+\/gk+2\/5>

generdlja.
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2. Tétel (Gaal 1., Szabé T. [30]). Legyen ¢ = 2,3 (mod 4). Ekkor
minden (¢, k) € S esetén ekvivalencia erejéig az egyetlen hatviny egész

bdzist L. x-ban
U =1\/gk + e

generdlja.

A fejezet masodik felében ismertetjiik eredményeinket relativ
negyedfokti bdévitések végtelen parametrikus csalddjainak relativ,
illetve abszolut hatvany egész bazisaira vonatkozoban.

Legyen M masodfoka szamtest, K = M({) az M relativ
negyedfoki bovitése (tehat K nyolcadfokn). Célunk el@szor is az,
hogy meghatarozzuk a relativ hatvany egész bazisat vagy O = Zg-
nek Z, felett (ha K egész bazisa parametrikus formaban ismert) vagy
O = Zyl€]-nek Zy felett. Ezt kovetSen ezeket az eredményeket
felhasznalva meghatarozzuk az abszolut hatvany egész bazisokat.

I. Legyen D > 0 egy négyzetmentes egész, M = Q(v/—D), t € Zy,
egy paraméter és legyen & az

f(X)=X*— X% +1¢€ Zy[X]

polinom gyoke. Legyen K = M (&) és tekintsiik az O = Zy,[¢] relativ
hatvany egész bazisait Z,, felett.

3. Tétel (Gaal 1., Szabo T. [31]). [t|* > 245 esetén az O relativ
hatvdny egész bazisanak dsszes nem ekvivalens generdtordt Z,; felett
megadja az aldbbi formula:

o =&~ + & (1 — e+t + 26,
(1= t1E =18 + 26,18 + &, —18 + ¢,

D = —3 esetén
o= (1—wit)€ + ws&® + wi?,

is hatvdny egész bdzist generdl, ahol ws = (1 +iv/3)/2.

Az O gyfirii Z feletti (abszolut) hatvany egész béazisaira vonatko-
z6an kapjuk:
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4. Tétel (Gaal 1., Remete L., Szabo T. [27]). [t|? > 245 feltétel
mellett O-nak nincs (abszolit) hatvdiny egész bdzisa 7. felett.

Egy masik csalad esetén is sikeriilt hasonlé eredményeket elérni:

IL. Legyen D > 0 egy négyzetmentes egész, M = Q(v/—D), t € Zy,
egy paraméter és legyen & az

f(X) =X —4tX% 4+ (6t + 2)X* + 4t X + 1 € Zy[X]

polinom gydke. Legyen K = M (&) és tekintsiik az O = Zy,[€] relativ
hatvany egész bazisait Z,; felett.

5. Tétel (Gaal 1., Szab6 T. [31]). |[t| > 1544803 esetén az O
relativ hatviny egész bazisanak osszes nem ekvivalens generdtordt Zyy
felett megadja az aldbbi formula:

a =&, (6t +2)& — 4% + &,

Az O gyfiri Z feletti (abszolut) hatvany egész bazisaira vonatko-
z6an kapjuk:

6. Tétel (Gaal I., Remete L., Szab6 T. [27]). |t| > 1544803 fel-
tétel mellett O-nak nincs (abszolit) hatvdiny egész bazisa Z felett.
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Summary

Monogentity of number fields and the calculation of generators of
power integral bases is a classical topic of algebraic number theory.
We have general algorithms for calculating generators of power integral
bases in lower degree number fields. In cubic and quartic fileds there
are effective algorithms, in quintic and sextic fileds there are more
complicated but still usable algorithms for calculating the generators
of the power integral bases.

Let « be az algebraic number of degree n and let K = Q(«) an
algebraic number field.

If a € Zk is a primitive element of K (that is K = Q(«)), then the
index of « is defined by the index of the additive group of Z[a] in the
additive group of Z, that is

I(a) = [Z} : Z[a]T].

The integral basis of the form {1,6,...,0""'} we call power integral
basis. In this case we call the element 6 the generator of the power
integral basis.

Let {w; = 1,wy,...,w,} be an integral basis of K and
(X)) = X1 + Xowd) + -+ + Xl

(t=1,2,...,n). Then

Dijo(Xev . Xa)= [ (€9(x) - 69(x))"

1<i<j<n

is a homogeneous polynomial with integer coefficients of degree n(n—1)
that we can represent in the form

Drjo(Xa, ..., Xn) = (I(Xa, ..., X,))* - D,

where I(Xs,...,X,) is also a homogeneous polynomial with integer
coefficients of degree n(n — 1)/2. The form I(X,,...,X,) we call the
index form belonging to the integral basis {wy = 1,wy, ..., wy}.
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The minimal index of K is

mr =min{/(a) | o € Zg, K =Q(«a)}.

We also considered monogenity and power integral bases in the
relative case. Let M be an algebraic number field of degree m and K
an extension of M with [K : M| = n. Then we have [K : Q] = n - m.
Denote by Z,; the ring of integers of M. Let O be either the ring
of integers Zgi of K or an order in Zy. We assume that there exist
a relative power integral basis of O over M. If a € O is a primitive
element of K over M (that is K = M(«)), then the relative index of
ain M is

]O/M(Oz) = (O+ . Z]y][()é]+).
The relative index is equal to 1 if and only if {1,a,...,a" '} is a
relative power integral basis of O over Zy;.

In the firs part of Chapter 2 using standard techniques, we study
the existance of power integral bases and the behaviour of minimal
indices of pure cubic fields of type K = Q(3/n), up to discriminant
|Dg| < 3-10% and |Dg| < 12 - 10%, respectively. Such calculations for
these special fields are performed here for the first time. This yields
to solve cubic Thue equations, that may have extreme coefficients in
some examples. Based on our computational results on index form
equations in these fields, we consider the frequency of fields with power
integral bases and the average behaviour of minimal indices. Our
computations shows, that the frequency of fields with power integral
bases s decreasing and the minimal inder increases in average as
the field discriminant increases. To achieve our results we needed to
solve more then 2000 index form equations. To solve the index form
equations (cubic Thue equations), we used KASH [6].

In Chapter 2 we calculate power integral bases in sextic fields with
a quadratic subfield. We often used the method of A.Pethé [42], based
on the continued fraction algorithm, which gave an efficient way to
calculate "small" solutions of Thue equations. "Small" yields here an
upper bound, say 10°°° for the absolute values of the solutions. This
was very much faster than the complete resolution of the equation,
and gave all solutions with very high probability, certainly all that
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can be used in practice. Recently Istvan Gaal [14] developed such a
fast algorithm to calculate "small" solutions (e.g. with sizes less than
10°%) of relative Thue equations. The algorithm is based on the LLL
reduction algorithm [37] as one could expect. Since in higher degree
number fields even the calculation of basic field data (integral basis,
fundamental units) can become a hard and time consuming problem,
this algorithm seems to have several useful applications. In [26] we
extend the list of [23] by calculating generators of power integral bases
of sextic fields with quadratic subfields having "small" coordinates (i.e.
< 10%Y in absolute value). We use the input data of M.Olivier [41].

In Chapter 3 we calculate power integral bases in quartic fields
and calculate relative and absolute power integral bases in quartic
extensions of imaginary quadratic fields.

J.G.Huard, B.K.Spearman and K.S.Williams [35] recently ga-
ve explicitly the integral bases in biquadratic number fields of

type Q(v/a+ by/c). In their paper J.G.Huard, B.K.Spearman and
K.S.Williams [35] also considered two infinite parametric families of

fields of type Q(y/a + by/c) involving two parameters. The authors
proved that these families admit power integral bases.

We solve completely the index form equation in these two
parametric families of biquadratic fields and show that all power
integral bases are those given in [35]. This is the first time that the
index form equation is completely solved in infinite parametric families
of number fields, involving two parameters.

Let ¢ < 0 be an integer and for positive integers k set
fe(k) = 16k% + 24k + (9 — 4c),
gr =4k + 3, hy =2hac=1 (mod 4)
fe(k) =4K* + 4(c+ Dk + (¢ +c+ 1),
g =2k+c+1, hy =1hac=2,3(mod 4).

Following the arguments of |35] we conclude that for each ¢, f.(k) is
square-free for infinitely many k. We denote by S the set of pairs (¢, k)
with ¢ < =3, k > |c| and f.(k) square-free. Obviously, S is an infinite
set. Further, for each ¢ we have f.(k) = g — ch? greater than ¢, hence
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L.r = Q(\/gr + by/c) is a quartic extension of Q. L.y contains the
complex quadratic field Q(y/c) hence it is a totally complex quartic

field.

We prove:

1. Theorem (I. Gaal, T. Szab6 [30]). Let ¢ = 1 (mod4). Then
for all (¢, k) € S up to equivalence the only power integral basis in L.y

18 generated by
1 /

2. Theorem (I. Gaal, T. Szab6 [30]). Let ¢ =2,3 (mod 4). Then
for all (¢, k) € S up to equivalence the only power integral basis in L.y,

15 generated by
0 =\/gr+ Ve

In the second half of this Chapter we describe our results on
absolute and relative power integral bases in infinite parametric
families of quartic extensions of quadratic fields.

We are going to consider two infinite parametric families of octic
fields K = M(&) over their quadratic subfield M. Our purpose is to
describe the relative power integral bases of O = Zy[¢]. Then we use
these results to calculate the absolute power integral bases of O.

I. Let D > 0 be a square-free integer, M = Q(v/—D), t € Zy a
parameter and let & be a root of

f(X)=X*"—£X?+1 € Zy[X].
Let K = M(&) and consider the relative power integral bases of
O = ZM[&] over ZM

3. Theorem (I. Gaal, T. Szab6 [31]). For |t|* > 245 all non-
equivalent generators of power integral bases of O over Zy; are given

by
o = 57 _t2§ + 537 (1 - t4>§ + t§2 + t2§3’
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(1=t — 16 + 1267 16* + &, —1€ + &7,
Moreover for D = —3 we also have
a = (1 - wit)6 +ws€® +wie’,

with ws = (1 +iv/3)/2.
For the absolute power integral bases of O over Z we have

4. Theorem (I. Gaal, L. Remete, T. Szab6 [27]). Under the abo-
ve conditions for |t|* > 245 the order O admits no power integral bases.

II. Let D > 0 be a square-free integer, M = Q(v/—D), t € Zys a
parameter and let £ be a root of

f(X)=X"—4tX? + (6t +2)X° + 4t X + 1 € Zy[X].
Let K = M(£) and consider the relative power integral bases of
O = ZMK] over ZM

5. Theorem (I. Gaal, T. Szabé [31]). For |t| > 1544803 all non-
equivalent generators of power integral bases of O over Zy; are given

by
a =&, (6t +2)¢ — 4t + &,

For the absolute power integral bases of O over Z we have

6. Theorem (I. Gaal, L. Remete, T. Szabo [27]). Under the abo-
ve conditions for |t| > 1544803 the order O admits no power integral
bases.
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