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1. El6szo

Napjainkban egyre tobb olyan problémaval talalkozunk a tudoméanyok szamos terti-
letén, amelyet hagyomanyos eszkézokkel (papir, ceruza) nem, vagy csak igen nehezen
tudnank megoldani. A szamitogép elterjedésével azonban ezen problémak nagy részének
a megoldasa lehetévé valt. Példaul mérnoki és miszaki tudomanyok. Az utobbi év-
tizedekben az informatika rohamos fejlédésével kezdtek megjelenni az tgynevezett
szamitogépes algebrai rendszerek. A szdmitogépes algebrai rendszerek olyan komplex
rendszerek, amelyek szamos tudomanyagban dolgozé embernek segitséget nytjtanak a
matematikai szamitasok elvégzéséhez.

Manapsag egyre fontosabbé valik a tudomanyok és tantargyak kozotti kapcsolat
és atjarhatosag. Gondoljunk arra, hogy ma egy matematika tanadrnak (természetesen
nem csak matematika tanarrol beszélhetiink) nem elég csak a matematika teriiletén
felkésziiltnek lenni. A matematika oktatasban is hasznat tudjuk venni a szamitogépnek,
s6t egyes esetekben hasznosabb barmilyen mas eszkoznél. Elég ha csak megemlitjiik a
fliggvények vizsgalatat és megjelenitését, felilletek abrazolasat, kiillonb6z$ geometriai
modellezéseket, de nem szabad elfelejteni a differenciél és integralszamitast, a lineéris
algebra témakoreit és még sorolhatnank. Az egyes szabalyok és fogalmak kialakitasaban
is sok segitséget nyujt a szamitogép (pl. fliggvény szélsGérték helyei és a derivalt fiigg-
vény kapcsolata). Persze nem elég énmagaban a szamitogép, megfelels programokra is
sziikség van. Ebben segit nekiink a Maple.

A Maple egy olyan szamitogépes algebrai rendszer, amelynek ha nem is az altalanos
iskolasok (bar némely esetben 6k is), de a kozépiskolasoktol kezdve minden korosztaly
hasznat tudja venni a tanulasban vagy a munkidban. A Maple felhasznalobarat, szinte
barki el tudja sajatitani a kezelését.

A szakdolgozat célja elsGdlegesen a Maple grafikai lehetGségeinek bemutatéasa. A
szakdolgozat elsd részében arrol lesz szo, hogy a Maple milyen eszkozoket kinal nekiink
a grafikus megjelenitéshez, sz6 lesz a 2 dimenzios grafikarol is, bar a szakdolgozat inkabb
a 3 dimenzios grafika koré épiil. Emlitésre keriilnek a Maple grafikai csomagjanak sza-
mos rendkiviil jol hasznalhato6 fiiggvényei, példakat mutatok az alkalmazasukhoz, illetve
az abrak sajat igényeinknek megfelels atalakitdsahoz. Ezen hasznalati titmutato jellegi
rész utan a mésodrendt feliiletek megjelenitésével foglalkozom. Kitérek részletesen a
méasodrendd feliiletek sikmetszeteire, azokat szemléletes animaciokkal igyekszem bemu-
tatni, végiil a masodrendd feliiletek athatasairol lesz szo.

A szakdolgozat olvasésidhoz és megértéséhez sziikséges némi matematika ismeret
(leginkabb az abréazolé geometria teriiletérdl), illetve a Maple rendszer alapvets hasz-
nalatanak ismerete (pl. fliggvények definidlasa, egyenletek megoldasa, az alapvets adat-
strukturak ismerete, kiilonb6z8 polinom atalakitasi parancsok hasznélata, stb.).

A szakdolgozat hasznos lehet azoknak a didkoknak illetve tanaroknak, akik sze-
retnének geometria objektumokat a szamitogép segitségével megjeleniteni, gorbéket
vagy feliileteket dbrazolni, illetve ezekkel kapcsolatosan szemlélteté animaciokat készi-
teni, példaul egy geometria 6ra megtartasihoz. Mindazonaltal 6rommel forgathatjak
azok is, akik egyszertien meg szeretnék ajandékozni magukat egy kis esztétikai 6rommel,
a szakdolgozat abrait szemlélve.



2. Bevezetés a Maple grafikajaba

Miel6tt hozzakezdenénk fiiggvényeink dbrazolasdhoz, nem art tudni, hogy milyen lehe-
toségeket ad a keziinkbe a Maple, mit lehet abrazolni, illetve az abrazoléast a hattérben
hogyan valositja meg a Maple.

2.1. Grafikai lehetSségek Maple-ben

A Maple szamos olyan parancsot ad nekiink, amivel lehetGségiink van grafikus &dbra-
zolasra. A Maple grafikus fiiggvényeket tartalmazé csomagja a plots. Ezeknek a fiigg-
vényeknek a hasznalatdhoz sziikséges a plots csomag betoltése a with(plots) :-val.
Leggyakrabban a plot és a plot3d fiiggvényeket fogjuk hasznélni, ehhez azonban nem
sziikséges az el6bbi csomag betoltése. A plots csomag fliggvényeinek a hasznéalatdhoz
sem sziikséges a teljes csomag betoltése, hivatkozhatunk a csomag egy fliggvényére a
koévetkezd formaban is:
>plots[fiiggvénynév] (argumentumok) ;

A plots rengeteg jol hasznéalhato fiiggvényt tartalmaz, amelyekkel lehetGségiink van
példaul differencidlegyenletek megoldasainak, vektormez&knek, komplex fiiggvények-
nek, statisztikai szamitasok eredményeinek, stb. megjelenitésére.
Nézziik meg, hogy a Maple segitségével 2D-ben és 3D-ben miket dbrazolhatunk:
2D: - egyvaltozos valos fliggvényekkel definialt gorbék

- paraméteres egyenletekkel definialt gorbék

- egyenlettel (implicit médon) megadott gorbék

- adathalmazokhoz tartozé szintvonalas és stirtiségi abrak

- vektormezdsk

- statisztikai adatok

- poligonok, korok és egyéb geometriai alakzatok

- 2D-s objektumok animéciéja

3D: - kétvaltozos valos fiiggvénnyel definialt gorbék

paraméteres alakban megadott feliiletek és gorbék

egyenlettel (implicit médon) megadott feliiletek

poliéderek, gobmbok, toruszok és egyéb geometriai objektumok

3D-s objektumok animécidja

Miel6tt ratérnénk a tényleges abréazolasra, fontos megemliteni egy par széban, hogy
a Maple hogyan dolgozik a hattérben, milyen grafikai strukturat hasznal a megje-
lenitéshez.



2.2. A Maple grafikai struktiiraja 2. Bevezetés a Maple grafikajaba

2.2. A Maple grafikai struktaraja

A Maple-ben az dbrak elkészitése két 1épésben torténik. Tegyiik fel, hogy egy grafikus
fliggvényt meghivtunk. Az els6 1épés, hogy a Maple létrehoz egy adatstruktarat, ami
tartalmazza az Osszes sziikséges informéciot (az abrazolando fiiggvényt, a kiszamitott
pontokat, a tengely stilusat, szineket, stb.) a grafikus objektum megjelenitéséhez. Két-
dimenziés dbrdknal ezen adatstruktira neve PLOT, haromdimenziés abraknal PLOT3D.
A masodik lépésben a grafikus objektum megjelenik a képernyén. A PLOT és a PLOT3D
adatstrukturakat tgy tekinthetjiik, mint barmely mas Maple kifejezést.

Ezek az adatstrukturak a kovetkezd format veszik fel:

fiiggvénynév(grafikus objektum(ok), globalis paraméterek)
A grafikus objektumok alakja pedig:
grafikus objektum (interpolacios adatok, objektum paraméterek)

Ezen strukturédkhoz tartozd adbrakat a display parancs segitségével tudjuk megje-

leniteni.

Egy ilyen strukturat dgy frathatunk ki, ha valamilyen grafikus parancs eredményét egy

valtozonak értékiil adjuk és a végére ;-t irunk.
>p:=plot([[2,3],[4,5]],color=red);

p:=INTERFACE _PLOT(CURVES([[2.,3],[4.,5.]]), AXESLABELS("”,""),
COLOU R(RG B, 1.00000000, 0.,0.), VIEW (DEFAULT, DEF AULT))

Lathatjuk, hogy a strukturank a plot interfészt hasznélja, azon beliil van egy CURVES
objektum, azt kdvetik a paraméterek és értékeik.
Amennyiben példaul egy f(x) = 22 fiiggvényhez tartozo struktirat fratnank ki, renge-
teg pontpart (x és y értékkel) lathatnank, szam szerint 49-et (a 49 pontot szemléltetd
grafikon: 1. abra):
A Maple ugy tud szép sima fiiggvényeket kirajzolni, hogy egy bizonyos algoritmus
szerint noveli a mintapontok szaméat, amennyiben az sziikséges. Kezdetben (az alapér-
telmezett) 49 mintapont van. Ezeket a pontokat egyenes szakaszokkal koti 6ssze és ha 2
szomszédos szakasz talalkozasanal tal nagy a torés (nagy a 2 szakasz altal bezart szog),
akkor noveli a mintapontok szaméat. Ezt nevezik adaptiv abrazolasnak. A mintapontok
szamanak novelése nem mehet a végtelenségig, a hatar 200 mintapont.
A display parancs segitségével mar egy létezd grafikus struktira megjelenését is
befolyasolhatjuk. A kovetkez6 példaban a szakaszunk megjelenitését korlatozzuk a
megadott x és y tartoményra (2. dbra):

>display(p,view=[-3..3,0..9]);
Vannak olyan jellemzdk, amit méar nem lehet utdlag a display parancs segitségével
moédositani, de egy kis triikkel a modositasra még igy is lehetéség van. Az 22 grafiko-
nunk alapértelmezés szerinti szine piros, ezt utdlag a subs parancs segitségével val-
toztathatjuk meg a megjelenités idejére, mivel a subs csak helyettesit, értéket nem
valtoztat (3. abra):

>display (subs(COLOUR(RGB,1.00000000,0.,0.)=COLOUR(RGB,0,0,1),p));
A display parancs akkor is hasznos, ha t6bb méar korabban elkésziilt dbrat vagy ani-
maciot szeretnénk kozos koordinata-rendszerben megjeleniteni.
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1. abra. Az x? grafikonja a 49 ponttal

: o

O
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-3 -2 -1

0

1 2 3

2. 4bra.
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2. Bevezetés a Maple grafikajaba
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3. A plot és a plot3d parancsok Maple-
ben

A Maple altal kinalt szamos grafikus parancs koziil a leggyakrabban hasznalt 2 parancs
a plot és a plot3d.

Ebben a részben f6leg ennek a 2 parancsnak a hasznalatat és a hozzatartozo paraméte-
reket ismerhetjiilk meg, melyekkel az altalunk kivant formaban jelenithetjiik meg fligg-
vényeinket. Ertjiik ez alatt az abrak szinét, feliratok beallitasat, skalazast, arnyékolast,
projekciot, vilagitast és igy tovabb.

3.1. A plot parancs
Egyvaltozos fiiggvényeket a plot parancs segitségével jelenithetiink meg. Legegyszertibb

megadasa : plot(fiiggvénynév);
>plot(cos); (4. abra)

-0,5

4. abra.

>plot (x->cos(x)):
A masik lehetdség, hogy kifejezést adunk, ekkor mar az értelmezési tartoméanyt is meg
kell adni.
>plot(cos(x) ,x=-2*%Pi..2xPi):
Az értelmezési tartomanynal megadhatjuk a végtelent jelent§ infinity szot is.
Egyszerre tobb abrazolando fliggvényt is megadhatunk, amit listaként vagy halmazként
kell atadni a plot szamara. A fiiggvényt paraméteres alakban is megadhatjuk:
>plot ([£(t),g(t),t=a..b],opcidk);
Egy érdekes fliggvény a Maple juharlevél szimbolumét rajzolja ki(5. dbra):
>s:=t->100/(100+(t-Pi/2)"8):

>r:=t->s(t)*(2-sin(7*t) -cos (30*t)/2) :

11



3.2. A plot opcioi 3. A plot és a plot3d parancsok Maple-ben

>plot([r,t->t,-Pi/2..3/2%Pi],coords=polar,axes=none) ;

N

5. 4bra.

3.2. A plot opcio6i

Skalazas (scaling): A koszinusz fliggvény grafikonjanal lathattuk, hogy az y tenge-
lyen 2 egység, az x tengelyen 4*Pi egység van, de a hosszuk megegyezik a meg-
jelenitésnél. Hogy méretaranyos legyen a grafikon, azt a scaling=constrained
opcid megadésaval tehetjiik meg. Az alapértelmezés unconstrained.

Megjelenités korlatozasa (view): Némely esetben sziikség lehet a fliggsleges tar-
tomany korlatozasara is. Ezt egyszertien megtehetjiik a fligg6leges tartomany
megadéasaval vagy a view paraméterrel (6. dbra):
>plot(tan(x) ,x=-2*Pi..2%Pi,-5..5):
vagy
>plot(tan(x) ,x=-2*Pi..2*Pi,view=-5..5);

A plot3d parancsnal a view paramétert igy is megadhatjuk:
view=[xmin..xmax, ymin..ymax, zmin..zmax].

Szakadasok eltiintetése (discont) és koordinata-rendszer tipusa(coords): A
Maple a tangens fiiggvény képénél berajzolta nekiink az aszimptotakat is. A
discont=true opciéval a Maple kikiiszoboli a szakadasokbol adodéd pontatlansé-
gokat (7. dbra):
>plot(tan,-2*Pi..2*Pi,-5..5,discont=true);

Amennyiben az alapértelmezett Descartes-féle koordinata rendszertdl eltérst aka-
runk hasznalni, azt a coords=tipus paraméterrel adhatjuk meg. Hasznalhatunk:
bipolar, cassinian, elliptic, hyperbolic, sth. rendszereket (8. abra):
>plot([sin,cos,-sin,-cos],-Pi..Pi,coords=polar);

Tengelyek beosztasai (xtickmarks, ytickmarks) és cimek (title): A
tengelyeken az egyes beosztasoknal a szamunkra megfelels feliratok elhelyezéséhez
hasznaljuk az xtickmarks és ytickamrks opcidkat. Egy listat kell megadnunk,

12



3.2. A plot opcioi 3. A plot és a plot3d parancsok Maple-ben

6. abra.

7. abra.

amelyben érték és sztring parok szerepelnek, amik meghatarozzak, hogy a tenge-
lyen az adott értéknél milyen felirat legyen. Példaul:
>plot(tan(x),x=-Pi..Pi,-5..5,discont=true,xtickmarks=[-3.14="-Pi",
-1.57="-Pi/2",1.57="Pi/2",3.14="Pi"], ytickmarks=3);

Egész szamot megadva a tengelyen 1évE osztaspontok szamat allithatjuk be.

Az abrank cimét a title=cim opcioval adhatjuk meg, a betiitipust, stilust és
méretet is beallithatjuk a titlefont=[betiitipus,stilus,méret] lista mega-
dasaval.

Tengelyek tipusai (axes), feliratai (labels) és beallitasai: Megadhatjuk a
tengelyek tipusat is az axes=tipus paraméterrel. A tipus lehet FRAME, BOXED
(vagy box), NORMAL és NONE.

Az axesfont=[bedllitasok] segitségével a tengelyek bettitipusat, stilusat, mé-
retét allithatjuk be.

A labels=[x,y] segitségével az x és y tengely feliratait allithatjuk be, a
labeldirections=[xirany,yirany] -val az x és y tengely feliratanak iranyat
(HORIZONTAL, VERTICAL), a labelfont=[beallitasok] segitségével a tengely
feliratainak tipusat, stilusat és méretét allithatjuk be.

13



3.2. A plot opcioi 3. A plot és a plot3d parancsok Maple-ben

]

8. abra.

A legend=sztring segitségével a grafikon feliratéat adhatjuk meg, tobb fiiggvény
esetén a feliratokat listaban kell megadni. Nézziink minderre egy példat (9. abra)

>plot([sin(x),cos(x)],x=-Pi..Pi,legend=["Szinusz fv.",

"Koszinusz fv."], title="Sin és Cos fv. képei", titlefont=[ARIAL,
BOLD,16], labels=["X tengely","Y tengely"], labeldirections=
[horizontal, vertical],axes=frame, xtickmarks=4, ytickmarks=3);

Si nCosfv.

- "T LI N I BN B B A N BN B B B TKVW
2
X tengely

—_— Szinusz fv.

— Koszi nusz fv.

9. abra.

Mintapontok szamanak névelése (numpoints): A 2D-s grafikonok megjelenité-
sekor a Maple adaptiv dbrazoléast (lasd. 2.2) alkalmaz. Alapértelmezésben a fiigg-
vény kirajzolasahoz 50 mintapontot készit, de ezt mi is beéllithatjuk a
numpoints=n paraméterrel. Az adaptive=false opci6val az adaptiv abrazolast
kikapcsolhatjuk.

Gorbestilus (style), vastagsag (thickness), szin (color) és kitoltés (filled):
Lehet6ség van a fiiggvénygorbe stilusanak megvaltoztatasara a style=stilus
paraméterrel, ahol a stilus lehet: LINE, POINT, PATCH, PATCHNOGRID. A két
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3.3. Egyéb 2D-s fiiggvények 3. A plot és a plot3d parancsok Maple-ben

utobbi lehetdséget poligonok abrazolasanal hasznalhatjuk.

A fliggvénygorbe pontjait szimbolumokkal is megjelenithetjiik a symbol=s -sel,
ahol s lehet BOX, CROSS, CIRCLE, POINT, DIAMOND. A symbolsize=n -nel a méretét
is valtoztathatjuk (10. abra).

>plot(x~2,x=-5..5,style=point, symbol=cross) ;

A kirajzolt fiiggvénygorbe vastagsidgat a thickness=n paraméterrel allithatjuk,

+ 257 +
+ 1 +
+ g +

204
+ g +
* ] +
+ N +
154
+ - +
+ ] +
+ 4 +
+ 10 +
+ ] +
+ ] +
+ ] +
+ : +
+ 5_ +
+ +
+ b +
t, g +
+, 4 +
rv—v—v—v—v—v—v—v—v—v—*vlﬁ““fi:—v—v—v—v—v—v—v—v—v—n

10. abra.

ahol n egy nemnegativ egész érték, a vonal stilusat a linestyle=stilus -sal
modosithatjuk, ahol a stilus lehet: SOLID, DOT, DASH, DASHDOT.
>plot(x°3,x=-5..5,thickness=3,1linestyle=D0T,numpoints=10) :

A fliggvénygorbe szinét a color=c paraméterrel allithatjuk. Vannak el6re definiélt
szinek (Osszesen 21), illetve mi is megadhatunk sajat szineket RGB vagy HUE
szinskalat hasznalva. LehetGség van altalunk valasztott szin sajat névvel torténé
ellatasara is a macro fliggvény segitségével. LehetGség van a fliggvénygdrbe és az
x tengely kozotti tertilet kitoltésére is a filled=true paraméter megadéséaval.
Nézziink egy példat az el6bbiekre (11. abra):
>plot(x~2,x=-5..5,color=COLOR(RGB,0.56,0.73,0.56) ,thickness=3);

11. 4bra.
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3.3. Egyéb 2D-s fiiggvények 3. A plot és a plot3d parancsok Maple-ben

3.3. Egyéb 2D-s fiiggvények

Vektorok abrazolasa: Kétdimenzios és haromdimenzios vektorok abrazolasara az
arrow fiiggvényt hasznéalhatjuk.
>arrow(u,opcidk) ;

u: vektorok halmaza vagy listaja

opcidk: beallithatjuk a vektorok alakjat (shape=harpoon, arrow,
double_arrow, cylindrical_arrow), a hosszat (length), szélességét
(width), a vektor hegyének szélességét (head_width) és hosszét
(head_length).

>arrow([<1,4>,<5,6>]):
>arrow([seq(<i,i-5,i+7>,i=1..5)]):

2D-s vektormezé6t is abrazolhatunk, erre szolgal a fieldplot és a gradplot.
>fieldplot(t,v,f);

t: vektor(ok)
v: vizszintes tartomany

f: fliggSleges tartomény

>fieldplot(<sin(x),cos(y)>,x=0..8,y=0..8):
A gradplot is hasonloan miikodik, csak ott vektor helyett fliggvény(ek) szerepel.
>gradplot (x"2+y"2,x=-4..4,y=-4..4):

Komplex fiiggvények abrazolasa: Komplex fiiggvényeket a complexplot
paranccsal dbrazolhatunk.
>complexplot(f,p,v);

f: a komplex fiiggvény
p: a komplex fliggvényben lev§ paraméter tartomanya

v: az abrazolas vizszintes tartomanya
>complexplot(sin(x+I),x=-Pi..Pi):

Stirtiségabrazolas: A densityplot segitségével egy kétvaltozos fiiggvény értékeit
arnyalatokkal tudjuk &brazolni. Hasonl6 a contourplot fiiggvényhez, de mig a
contourplot ugyanezt vonalakkal rajzolja ki, addig ez a parancs ezt sziirkear-
nyalatos képpel szemlélteti.
>densityplot(kifejezés, x=a..b, y=c..d);

A kifejezésben szerepelnie kell az x és y véaltozoknak.
>densityplot(x”2+y~2,x=-5..5,y=-5..5):

>densityplot(sin(x)+cos(y),x=-5..5,y=-5..5):

Az alapértelmezés a fekete-fehér arnyékolas (SHADING), de ezt meg is valtoz-
tathatjuk a colorstyle paraméterrel. Lehet: HUE, RGB vagy tetszlleges szin
arnyalatai.
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3.4. A plot3d parancs 3. A plot és a plot3d parancsok Maple-ben

>densityplot(sin(x)+cos(y),x=-5..5,y=-5..5,color=red):

Implicit gorbék abrazolasa:
>implicitplot(kifejezés,x=a..b,y=c..d);
A kifejezés x-et és y-t tartalmazza. Nézziink egy példat hiperbolara:
>implicitplot((x-3)"2/2-y~2/2=1,%x=-3..9,y=-10..10):
Ellipszis:
>implicitplot(x~2/9+y~2=4,x=-9..9,y=-4..4):

>implicitplot (x”3+y~3-8*x*y=-1,x=-5..5,y=-5..5):

Logaritmikus grafikonok: Logaritmikus grafikonok készitésére a logplot és a
loglogplot fliggvények szolgalnak. A logplot-nél a fiiggSleges tengely logarit-
mikus skilazasi, a loglogplot-nal mindkét tengely.
>logplot(sin(x),=0..2%Pi):

>loglogplot(sin(x),x=0.1..2%Pi):

Poligonok abrazolasa: Poligonok abrazolasat a polygonplot paranccsal tehetjiik
meg, melynek paraméterben kell megadni a poligon csiicsait.
>polygonplot(cs,opcidk);

cs: lista vagy halmaz a poligon cstcspontjaival
>polygonplot([[10,0],[5,3.3],[5,10],[0,6.6],[-5,10],[-5,3.3],
(-10,0],[-5,-3.3],[-5,-10],[0,-6.6],[5,-10],[5,-3.3]11):

Szovegek abrazolasa: Szoveg abrazoldsara a textplot parancs alkalmas.
>textplot(sz,opcidk);

s sz

opcidk: megadhatjuk az igazitasokat egy halmazban: align=t. A t értékei
lehetnek: BELOW(alatta), ABOVE(folotte), RIGHT (jobbra), LEFT(balra).

>tanfv:=plot(tan(x),x=-Pi..2*Pi,y=-6..6):
>sz:=textplot([seq([i*Pi/2,2,"Szakadas"],i=-1,1)],align=RIGHT):

>display(tanfv,sz):

3.4. A plot3d parancs

A 3D grafika legfontosabb fliggvénye a plot3d. Ez a fiiggvény lehetévé teszi, hogy
haromdimenzioban feliileteket jelenitsiink meg.
A feliiletek megadasa haromféleképpen torténhet:

1. z = f(z,y) alakban
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3.5. A plot3d tovabbi opcioi 3. A plot és a plot3d parancsok Maple-ben

2. r(u,v) = 0 paraméteres alakban, amelynél a gérbe pontjainak x,y,z koordinétait
elsallitod kifejezéseket vagy fiiggvényeket kell megadni az u és v paraméterekkel.
Ezt a fajta abréazolast ugy képzelhetjiik el, hogy az uv sik [a, b] X [c, d] téglalapjat
az (u,v) — (f(u,v),g(u,v), h(u,v)) fliggvénnyel a haromdimenzioés térbe képez-
ziik.

3. f(x,y,z) = 0 implicit alakban

Maple-ben az els§ két megadasi modnal a plot3d fiiggvényt hasznalhatjuk, a feliiletek
implicit megadasa esetén a Maple implicitplot3d parancsat kell hasznalni. Errél rész-
letesen a 5.1 fejezetben lesz sz6.

A plot3d hasznalata pontosan olyan egyszeritien torténik, mint a plot fiiggvényé.
Osszesen 4 lehetdség koziil valaszthatunk a hasznalata soran (amely 4 lehetdség a
feliiletek els6 két megadasi modjat fedi le), ezek megadasanak modja:

1. >plot3d(kifejezés,x=a..b,y=c..d,opcidk);
2. >plot3d(fiiggvény,a..b,c..d,opcidk);
3. >plot3d([f,g,h],u=a..b,v=c..d,opcidk);

4. >plot3d([f(u,v),glu,v),h(u,v)],a..b,c..d,opcidk);

Az els6 két esetben a feliiletet Descartes-féle koordinatédkkal leirt alakban adjuk
meg, mig az utobbi két esetben a feliiletet paraméteres alakban adjuk meg a plot3d
szamara.

Az els6 alaknal az x és az y a kifejezés két valtozoja, a mésodik alaknal a figgvény
2 valtozoja az a. .b és c. .d tartomanybol veszi fel az értékeket. A 3. és 4. valtozatban
paraméteres megadést alkalmazunk, ahol kg,kh,k1 kifejezések u,v paraméterekkel,
fg,fh,fl pedig fiiggvények.
A plot3d opciéi a plot parancsnal leirtakkal szinte teljesen megegyeznek. Abbol
ad6doan vannak kiilonbségek, hogy itt 3D-s megjelenités van, értelemszertien azoknal
a paramétereknél, ahol 2 tengelyre vonatkozoan adtuk meg a beallitdsokat, itt 3 ten-
gelyre kell megadni.
Természetesen vannak kizarolag ennél a fiiggvénynél hasznalhato paraméterek, de elGtte
nézzink egy par példat a plot3d hasznélatara (12. abra):
>plot3d(-cos(x*y),x=-3..3,y=-2..2):

>f:=(x,y)->cos(xxy):

>plot3d(f,-3..3,-2..2);

3.5. A plot3d tovabbi opcioéi

A feliilet stilusa (style): LehetGség van a feliilet stilusanak megadasara a style=s
paraméterrel. Az s lehetséges értékei:

POINT: csak a mintapontokat abrazolja

HIDDEN: olyan mint a LINE, csak itt a feliiletet nem tekinti atlatszonak
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3.5. A plot3d tovabbi opcioi 3. A plot és a plot3d parancsok Maple-ben
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//
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12. abra.

PATCH: alapértelmezés
WIREFRAME: a mintapontokat vonalakkal kéti 0ssze

CONTOUR: csak a szintvonalakat abrazolja, a contours=n-nel a szintvonalak

szaméat modosithatjuk

PATCHNOGRID: nem rajzol racshalot a feliiletre
PATCHCONTOUR: PATCH+CONTOUR

LINE: mint a WIREFRAME

Példa (13. abra):

>plot3d(x*y,x=-10..10,y=-10..10,style=1line,axes=frame,color=blue) ;

13. dbra. Hiperbolikus paraboloid

Arnyékolas, szinezés (shading): A feliilet arnyékolasat, szinezését is be tudjuk al-

litani a shading=s opcidval. Az s lehetséges értékei:
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3.5. A plot3d tovabbi opcioi 3. A plot és a plot3d parancsok Maple-ben

XYZ: a pontok x,y és z koordinatainak Gsszege hatarozza meg a pont szinét
(a harom tengelyhez kiilon szinskala tartozik)

XY: hasonl6 az XYZ-hez, csak az x és y koordinatat veszi figyelembe
Z: a pontok z koordinataja szerint torténik a szinezés
ZGRAYSCALE: a z értéktdl fiiggs sziirkearnyalatos feliilet

ZHUE: a 7z értéktol fiiggs HUE szinmodell szerinti szinezés

Nézdpont (orientation) és vetités(projection): A plot3d az altala kirajzolt
fiiggvények képét centralis projekcioval jeleniti meg. Lehet6ség van a projekcio
centrumanak megadasara is, amit gombi koordinatakkal kell megadni. Ezt az
orientation=[0, ] alakban adhatjuk meg, ahol a © novelése az dbrat az éramu-
tato jarasaval ellentétes iranyban a z tengely koriil forgatja el, a ¢ a fligg6leges
latoszog. Ezeket az értékeket fokban kell megadni. Az alapértelmezett érték 45°.
Megadhatjuk a néz&pontnak a feliilettsl valo tavolsdgat is a projection=r op-
cioval, ahol r értékei:

FISHEYE: projection=0

NORMAL: projection=0

ORTHOGONAL: projection=1 (alapértelmezett)
Példa (14. abra)

>plot3d(x~2/4-y~2/9,x=-10..10,y=-10..10,orientation=[45,125],
projection=FISHEYE) ;

14. abra.

Racsmeéret(grid) és stilus(gridstyle): A plot3d a megjelenités soran nem adap-
tiv abrazolast (2.2. fejezet) alkalmaz (tigy mint a plot). Természetesen itt is
mintapontok segitségével jeleniti meg a feliiletet. A mintapontok szdma mind-
két iranyban 25 alapértelmezés szerint. Ezt megvaltoztathatjuk a grid=[a,b]
opcioval, ahol a az x, b az y iranyban jelenti a racshélé részletességét. Megad-
hatjuk még a gridstyle=s paramétert, ahol s értékei lehetnek rectangular vagy
triangular. Ez azt jelenti, hogy a racshalé négyszogekbdl vagy haromszogekbol
alljon. Példa (15. abra):
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3.6. Egyéb 3D-s fiiggvények 3. A plot és a plot3d parancsok Maple-ben

>plot3d([3*sqrt(1+u”2)*cos(v) ,3*sqrt (1+u”2)*sin(v) ,2%*u],
v=0..2%Pi,u=-3..3,grid=[30,30]);

15. dbra. Egyképenyt hiperboloid

Fények, vilagitas (light): Lehetdség van a feliiletet valamilyen fényforrassal meg-
vilagitani, ezt kétféle modon tehetjiik meg, hasznalhatunk iranyitott fényforrast
(light) illetve szort fényt (ambientlight). Ezek megadésa:

light=[p, O, r, g,b], ahol ¢ és O a fényforras iranyanak gdombi koordinétai,
r,g,be[0,1] a fény szinét hatarozza meg.

ambientlight=[r,g,b], ahol r,g,be[0,1], a fény szine.

>plot3d(x*exp(-x"2-y~2),x=-2..2,y=-2..2,1ight=[90,0,0.4,0.7,
0.81);

16. abra.
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3.6. Egyéb 3D-s fiiggvények 3. A plot és a plot3d parancsok Maple-ben

3.6. Egyéb 3D-s fiiggvények

Szamos olyan 2 dimenzids fiiggvény van a Maple-ben, amelynek van 3 dimenziés megfe-

lelGje. Ezekre néziink egy-egy példat.
>arrow(seq(<sin(i)+cos(i),sin(i),cos(i)>,i=0..5),labels=[x,y,z],
axes=box) ;

>fieldplot3d(<x"2,y"2,z72>,x=-2..2,y=-2..2,2=-2..2,
grid=[6,6,4],axes=box) ;

>gradplot3d(x"2+y~2+z"2,x=-2..2,y=-2..2,2z=-2. .2,
grid=[6,6,6] ,axes=box) ;

>implicitplot3d(x~3+y~3+z"3+1=(x+y+z+1) "3, x=-2..2,
=-2..2, z=-2..2, grid=[13,13,13]); (17. abra, bévebben lasd. 5. fejezet)

VAVAVAS.

PR 'AVAVAVAVAW ‘yr",
"«v’\“‘AVZAV(V
L %A W"’ A\V"

17. abra.

>polygonplot3d([[1,1,1],[1,6,6],(6,3,3],[3,1,1]1]1,axes=box);

>textplot3d([5,2,9,"Maple 3D"],align=BELOW,RIGHT,color=red);

Kontirok (szintvonalak) abrazolasa (contourplot3d): A grafikonoknél lehets-
ség van olyan stilust valasztani, ahol csak a konturok vannak megjelenitve, de
van erre kiilon parancs is.

Kontturok 2D-s megjelenitése:
>contourplot(kifejezés,x=a..b,y=c..d,opcidk);

Megadhatjuk az opcidk-nal a filled=true paramétert, melynek hatasara ki-
toltve abrazolja a konturokat. A coloring=[a,b] segitségével megadhatjuk a
szindtmenet két (a,b) szinét is.

Kontarok 3D-s megjelenitése:

>contourplot3d(kifejezés,x=a..b,y=c..d);

>contourplot (x~2+y~2,x=-5..5,y=-5..5);
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>contourplot3d(x~2+y~2,x=-5..5,y=-5..5,thickness=3);
(18. abra)

—— -
e —— '.'E
e
R ——
R
——
—

18. abra. Egy elliptikus paraboloid szintvonalai

Matrixok abrazolasa (matrixplot): A matrixplot segitségével lehetGség van egy
matrix értékeinek a szemléltetésére is.
>matrixplot (M, opcidk);
Az opcidk a kovetkezsk lehetnek:
heights=histogram: minden elemnek egy-egy oszlop felel meg.

gap=r: az oszlopok kozotti tavolsag, ahol r € R, r € [0, 1]

color=F: az F egy kétvaltozos fliggvény, a szineket hatérozza meg, ahol a
két valtozo a méatrix sor és oszlopszama.

Példa (19. abra):
>A:=LinearAlgebra:-RandomMatrix(4,4,generator=1..10);

>f:=(1,j)->(1+]);

>matrixplot (A,heights=histogram,gap=0.3,color=f,axes=box);

Poliéderek abrazolasa (polyhedraplot):
>polyhedraplot (P,opcidk) ;
P: halmaz vagy lista, amely a poliéder pontjait tartalmazza
Az opcidk lehetnek:

polyscale=n: az n egész szam, alapértelmezésben 1, a nagyitas mértéke.

polytype=s: az s lehet tetrahedron, icosahedron, dodecahedron,
hexahedron, octahedron (az 5 szabalyos poliéder)

Példa (20. abra):
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20. abra. Két ikozaéder

Térgorbék rajzolasa (spacecurve): A szamitogépes algebrai rendszerek egyik nagy

elénye, hogy képes haromdimenzioban gérbét abrazolni. A gorbe valos idejt for-
gatésa nagy segitség a gorbe alakjanak elképzeléséhez. A spacecurve parancs
fontos a szamunkra, hiszen nagy szerepe lesz a méasodrendii feliiletek metszésvona-
lainak és athatasanak szemléltetésénél. A haromdimenzios gorbét a spacecurve
fliggvénynek paraméteres alakban kell megadni.

Alakja:

>spacecurve([f(t),g(t),h(t)],t=a..b,opcidk);

Az £, g és h a gorbe egy adott t értékéhez tartozo x,y és z koordinatait hataroz-
zak meg. Az opcidk azonosak a plot3d opcidival, kivéve a grid-et, ezt nem
alkalmazhatjuk. Nézziink egy példat (21. abra):
>spacecurve([sin(t)*cos(t),sin(t),cos(t)],t=0..2+Pi,thickness=3);
Amennyiben tobb gorbét szeretnénk megadni, azokat halmazban kell megadni.
A t tartoményat megadhatjuk a listan beliil is. Ez akkor hasznos, ha t6bb gorbe
esetén a t tartoménya nem egyezik meg.

A numpoints alapértelmezett értéke 50. A fliggvények helyett pontokat is megad-
hatunk a listaban, ezeket a megadott sorrendben egymasutan szakaszokkal koti
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.

21. abra.

0ssze.

>spacecurve([[0,0,0], [5,0,0],[5,5,5],[2,5,5],[0,2,3],[0,0,0]],
thickness=3,axes=box):

Térgorbék szemléltetésénél jol hasznalhatjuk az arrow fliggvényt. Nézziink erre
egy példat (22. abra):

>f:=t->[sin(t)*cos(t),sin(t),cos(t)]:

>nyil:=animate(arrow, [f(t),color=blue],t=0..2%Pi):

>gorbe:=spacecurve(f(t),t=0..2%Pi,axes=normal,color=red,
thickness=3):

>display([gorbe,nyill);

t=6. 2832

22. 4bra.

Egy ilyen animacio segitségével konnyen megérthets a kapcesolat a vektorok és a
térgorbék kozott.
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A tubeplot hasznalata: Némely esetben a spacecurve hasznalata nem elég szem-
léletes. Ilyenkor hasznélhatjuk a tubeplot fiiggvényt. Ez hasonloképpen miikodik
mint a spacecurve, de itt a gérbe vonalat kdrbeveszi egy adott sugart hengeres
feliilettel. A sugéar alapértelmezésben 1, ezt a radius=n (n € R) értékkel mo-
dosithatjuk.

Alakja:

>tubeplot ([f(t),g(t) ,h(t)],t=a..b,opcidk);

A numpoints alapértelmezett értéke 50, illetve megadhaté még a tubepoints
paraméter (alapértelmezett értéke 10), ami a gorbét koriilvevs henger részletes-
ségét jelenti. Példa (23. ébra):

>tubeplot ({[sin(t),cos(t),sin(t)*cos(t)],
[cos(t),sin(t)*cos(t),sin(t)]},t=0..2%Pi,radius=0.1);

23. 4bra.
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4. Koordinata-rendszerek Maple-ben

A Maple-ben lehet&ség van a Descartes-féle (Cartesian) koordinata-rendszertdl kiilon-
b6z6 koordinata-rendszerek hasznalatara is. Szamos koordinata-rendszerben lehet&sé-
giink van dolgozni (pl. bispherical, conical, paraboloidal, stb.), mi most a polar
mellett a szférikus (vagy gémbi) és henger koordinata-rendszereket nézziik meg, ugyanis
e két utobbi fontos a masodrendi feliiletek dbrézolésanal is.

4.1. A polar koordinata-rendszer

A plot utasitds paraméterei kozott szerepel a coords is, ami lehet6vé teszi, hogy
a Descartes-féle koordinata-rendszertsl kiilonbéz6 koordindta-rendszert hasznaljunk.
Amennyiben a coords=polar -t valasztjuk, akkor a pontokat a Maple az (r,©) alak-
ban fogja abréazolni, ahol r (r > 0) a pont origotol valo tavolsaga, © pedig az x tengely
pozitiv végével az éramutatod jarasaval ellentétes irdanyban a ponttal bezart szog.
A Maple-ben az dbrazolashoz meg kell adni r fliggvényét, melyben a © a paraméter és
O értelmezési tartomanyat. A szintaktika:

>plot(r(t),t=a..b,coords=polar);
Példaul:

>plot(cos(2%t),t=0..2%Pi,coords=polar):
A paraméteres megadéashoz a szintaxis:

>plot ([r(t),theta(t),t=a..b],coords=polar);
Példaul (24. abra):

>plot ([cos(2%t),3%t,t=0..2*%Pi],coords=polar) ;
A masik lehet&ség polar koordinata-rendszerben torténd ébrazolashoz a polarplot

24. abra.

parancs hasznalata. Paramétereinek megadasa az elSbbiekkel megegyezik, egyediil a
coords=polar részt kell elhagyni. Példaul:
>polarplot([sin(t),cos(4*t),t=0..2%Pi]):
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4.2. A henger koordinata-rendszer

A henger koordindta-rendszerben torténé abrazolashoz a coords=cylindrical para-
métert kell megadni. Az ilyen rendszerben torténs abréazolast jol hasznéalhatjuk, ha
masodrendd vagy korszimmetrikus feliileteket részletesen (pontosan) szeretnénk meg-
jeleniteni.
Ebben a rendszerben egy P pontot az (r,©, m) harmas definial, ahol r(r > 0) a tévol-
sdg a z tengely és a P kozott, © a szog az = tengely pozitiv vége és a sugar zy sikra
esG vetiilete kozott, az m az xy sik és a P kozotti elGjeles tavolsag. Megadasa:
>plot3d(r(t,m),t=a..b,m=c..d,coords=cylindrical);
Példaul (25. abra):
>plot3d(sin(m)*t,t=0..3%Pi,m=0..1,coords=cylindrical);
A paraméteres megadés:

25. 4bra.

>plot3d([r(u,v),t(u,v),m(u,v)],u=a..b,v=c..d,coords=cylindrical);
Példaul (26. abra):
>plot3d([u,v,u+v],u=-1..1,v=-Pi..Pi,coords=cylindrical);
Lehet6ség van arra is, hogy ne az r-et, hanem az m-et fejezziik ki az r és a © fiigg-

26. abra.
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vényében, ennek megadasa:
>plot3d([r,t,m(r,t)],r=a..b,t=c..d,coords=cylindrical);

Példaul (27. abra):
>plot3d([sin(2*r),cos(t),r"2*sin(t)],r=-1..1,t=-Pi..Pi,
coords=cylindrical);

27. abra.

A masik lehet&ség a henger koordinata-rendszer hasznalatara a cylinderplot parancs
alkalmazasa. Ennek hasznélatat a Maple készit6i azonban nem javasoljak, helyette a
plot3d hasznélata javasolt.

4.3. A gombi koordinata-rendszer

A gombi koordinata-rendszerben torténd abrazolashoz a coords=spherical paramé-

tert kell megadnunk. A gémbi koordinatakat, csakigy mint a henger koordinatakat is

térbeli alakzatok megjelenitésénél hasznalhatjuk.

Egy pontot a (7, ©, ¢) harmas hataroz meg, ahol az r(sugar) a pont origo6tol valo tévol-

saga (negativ is lehet), a © ugyanazt jelenti mint a polar koordinata-rendszerben, a ¢

a z tengely pozitiv végével és a sugarral bezéart szog. Megadésa:
>plot3d(r(t,f),t=a..b,f=c..d,coords=spherical);

Példaul (28. abra):
>plot3d(sin(t)+cos(2*f),t=0..2%Pi,f=0..Pi,coords=spherical);

A paraméteres alakban torténé megadas:
>plot3d([r(u,v),t(u,v),f(u,v)],u=a..b,v=c..d,coords=spherical);

Példaul (29. abra):
>plot3d([utv,u,v],u=0..2*%Pi,v=0..2%Pi,coords=spherical);

A masik lehetdség a gémbi koordinatak hasznalatahoz a sphereplot parancs, de ezt a

parancsot sem javasoljak méar hasznalni a Maple készitGi.
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28. 4bra.

29. abra.
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5. Masodrendii feliiletek Maple-ben

A maésodrendd feliileteket leird altalanos egyenlet alakja:
a2 +b-y e 2+2-foy-242-g-2x+2-h-xy+2-pr+2-gy+2-r-2+d=0

A Maple képes arra, hogy ezeket a feliileteket megjelenitse és valos idében lehetGség
van a forgatasukra, mozgatasukra. A masodrendd feliiletek egy rovid ismertetése utan
megnézziik az abrazolasukat Maple-ben, majd a sikmetszeteiket illetve az athatasukat.
A maésodrendd feliileteket minden sik egy nemelfajult vagy elfajult, valos vagy képzetes
mésodrendd gorbében metszi.

A nemelfajult masodrendi feliiletek affin szempontbol a kovetkezsk lehetnek: ellipszoid,
elliptikus kup, elliptikus henger, elliptikus paraboloid, hiperbolikus henger, hiperbo-
likus paraboloid, egykopenyti hiperboloid, kétkdpenyt hiperboloid, parabolikus henger.

5.1. Az implicitplot3d parancs

Az elébbi feliiletek abréazolasahoz (kezdetben) az implicitplot3d parancsot hasznél-

juk, amelynek egy egyenletet kell megadni paraméterként, és egy numerikus algoritmust

(agynevezett haromszogelést) hasznal a felillet abrazolasahoz. Alakja:
>implicitplot3d(e,x=a..b,y=c..d,opcidk);

A gridstyle paraméter kivételével az opcidk megegyeznek a plo3d-vel. A gridstyle

az implicitplot3d esetén rogzitett, triangular.

Az implicitplot3d segitségével a feliileteket elég durvan tudjuk &brazolni (mint azt

majd most latni fogjuk, ez a parancs a gyors szemléltetéshez jo), ha szebb, részletesebb

abrakat szeretnénk, akkor valamilyen &atalakitasra vagy triikkre van sziikség, ezeket

majd az 5.3-5.6. fejezetekben részletezziik.

Most azonban nézziik meg az egyes mésodrendii feliileteket részletesebben.

5.2. Masodrendii feliilletek
5.2.1. Ellipszoid

Szokés haromtengely ellipszoidnak is nevezni. Descartes-féle koordinatakkal megadott

egyenlete:

.1'2 y2 22

e pta!

(ahol a féltengelyek hossza: a,b,c). A gombi koordinatakkal megadott egyenlete:

r? - cos(©)? - sin(p)? N r? - sin(0©)? - sin(p)? N r? - cos(yp)?

a? b2 c? =1

Ha 2 tengely hossza megegyezik, akkor a neve forgasi ellipszoid (vagy szferoid), ha
¢ < a, akkor lapitott ellipszoid, ha ¢ > a, akkor nytjtott ellipszoid. Ha mindharom
tengely hossza egyenld, akkor gombnek nevezziik.

Az ellipszoid paraméteres egyenlete:

x=a-cos(0)-sin(p),y=>b-sin(O) - sin(yp), z = c- cos(yp)
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ahol © € [0, 211) és ¢ € [0,11].
Példa(30. abra):
>setoptions3d(scaling=constrained,axes=box) :

>ellipszoid:=x"2/4+y"2/9+z"2=1:

>implicitplot3d(ellipszoid,x=-2..2,y=-4..4,z=-1..1);

30. abra. Ellipszoid

5.2.2. Elliptikus kuap
Az elliptikus kip egyenlete:

z Yy 2
2 e ?
A paraméteres egyenlete:
r=a-"% cos(v), y="b-2"sin(v), z =u

ahol h a kip magassaga, a a nagytengely, b a kistengely fele és v € [0, 211), u € [0, h].
Példa (31. abra):
>ellkup:=z"2=x"2/4+y"~2/9:

>implicitplot3d(ellkup,x=-4..4,y=-6..6,z=-2..2);
Ha megnézziik az elliptikus kup képét, lathatjuk hogy az abran nincs rajta a kap cst-
csa. Bz azért van, mert alapértelmezésben a grid paraméter mindharom tartomanyban
10-es értékkel dolgozik, ezért nincs rajta a cstcs az abran. Ha a grid paraméternek
péaratlan értéket adunk meg mindharom irdnyban, akkor mér ott lesz a kup cstcsa is.

5.2.3. Elliptikus henger

Altalanos egyenlete:



5.2.4. Elliptikus paraboloid 5. Masodrendi feliiletek Maple-ben

31. abra. Elliptikus kup

Az elliptikus henger olyan henger, amelynek alapgorbéje ellipszis. A paraméteres egyen-
lete:

r=a-cos(u),y=">0-sin(u), z="v

ahol h a henger magassaga, a a nagytengely, b a kistengely hosszanak fele és u € [0, 211),
v € [0,h)].
Példa (32. abra):

>ellhenger:=x"2/4+y~2/9=1:

32. abra. Elliptikus henger

5.2.4. Elliptikus paraboloid

Altalanos egyenlete:

Paraméteres egyenlete:
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5.2.6. Hiperbolikus paraboloid 5. Masodrendt feliiletek Maple-ben

r=a-y/u-cos(v),y=>b-y/u-sin(v),z=u

ahol a, b a tengelyek hosszanak fele, h a magassag, v € [0,2I1), u € [0, h].
Példa (33. abra):
>ellpar:=z=x"2/4+y"2/9;

>implicitplot3d(ellpar,x=-4..4,y=-6..6,z=-1..4):

33. abra. Elliptikus paraboloid

5.2.5. Hiperbolikus henger

Altalanos egyenlete:
22y

a2 w
Paraméteres egyenlete:
r=a-sinh(u), y =0b-cosh(u), z=wv

ahol u,v € (—o00, 00).
Példa (34. abra):
>hiphenger:=x"2/4-y~2/9=-1:

>implicitplot3d(hiphenger,x=-4..4,y=-6..6,2=0..5);

5.2.6. Hiperbolikus paraboloid

Altalanos egyenlete:

oot
2 »
Egy alternativ alakja:
z=x-y

Paraméteres egyenlete:
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5.2.7. Egykopenyt hiperboloid 5. Masodrendii feliiletek Maple-ben
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34. abra. Hiperbolikus henger

z(u,v) =u, y(u,v) =v, z(u,v) =u-v

ahol u,v € (—o00, 00).
Példa (35. abra):
>hippar:=z=y~2/9-x"2/4:

>implicitplot3d(hippar,x=-4..4,y=-6..6,z=-4..4);

4
>

y 64 2 .

35. abra. Hiperbolikus paraboloid

5.2.7. Egykopenyt hiperboloid
Az egykopenyti hiperboloid altalanos egyenlete:

1‘2 y2 22

e et
A hiperboloidoknal megkiilonboztetiink egy és kétkopenyrit.
Abban az esetben, ha a = b, akkor forgashiperboloidrol beszélink. Az egykdpenyti
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forgashiperboloid egy hiperbola olyan forgésfeliilete, melynek tengelye a hiperbola
fokuszpontjait Osszekotd szakasz felezémerdlegese (ezt nevezik képzetes tengelynek).
A kétkopenyti forgashiperboloid szintén egy hiperbola forgésfeliilete, de ott a forgas-
tengely a fokuszpontokat Gsszekots egyenes (ez a valos tengely).

Paraméteres egyenletei:

1.

a-vV1+u?-cos(v)
b-V1+u?-sin(v)

Z=C-U

X

ahol v € [0,21I] és u € (—o0, 0)

z(u,v) = a- (cos(u) Fo - sin(u))
y(u,v) =b- (sin(u) £ v - cos(u))
z(u,v) = tc-v

ahol u € [0, 2I1] és v € (—o0, )

- cosh(v) - cos(u)

ahol u € [0,2I1] és v € (—o0, 0

Példa (36. abra):
>hipegykop:=x"2+y~2/4-z"2/9=1:

>implicitplot3d(hipegykop,x=-3..3,y=-6..6,2z=-8..8);

36. abra. Egykopenyt hiperboloid
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5.3. Paraboloidok abrazolasa 5. Masodrendi feliiletek Maple-ben

5.2.8. Kétkopenyt hiperboloid
A kétkopenytd hiperboloid egyenlete:

132 y2 22

a? b2 2
Paraméteres egyenlete:
r =a- sinh(u) - cos(v) y =b- sinh(u) - sin(v) z = ¢ - cosh(u)

ahol u € (—o0,00) és v € [0, 21
Példa (37. abra):
>hipketkop:=x"2+y~2/4-z"2/9=-1:

>implicitplot3d(hipketkop,x=-3..3,y=-6..6,2z=-8..8);

§
=

NS

37. abra. Kétkopenyt hiperboloid

5.2.9. Parabolikus henger

Altalanos egyenlete:
2 4+2-r-2=0

Példa (38. abra):

>parhen:=x"2+6*z=0:

>implicitplot3d(parhen,x=-8..8,y=-8..8,2=-8..2);

5.3. Paraboloidok Abrazolasa

Az elliptikus és hiperbolikus paraboloidakat egyszertien abrazolhatjuk a plot3d pa-
rancs segitségével is, hiszen az éaltaldnos egyenletiik a z valtozo szerint van felirva. A
plot3d segitségével igy mar részletesebb, szebb abrat kapunk.
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38. abra. Parabolikus henger

>plot3d(rhs(ellpar) ,x=-4..4,y=-6..6):

>plot3d(rhs(hippar) ,x=-4..4,y=-6..6):

5.4. Elliptikus ktupok abrazolasa

Elliptikus kupok jo mingségi megjelenitéséhez hasznalhatjuk a paraméteres egyenletét

vagy attérhetiink henger koordinata-rendszerre. Mi most ez utobbit nézziik meg. Az

attéréshez az © = r-cos(©) és y = r-sin(©) atalakitasokat kell felhasznalni (39. abra):
>ellkup:=x"2/4+y~2/9-z"2=0:

>x:=r*cos(t) :y:=r*sin(t):
>collect(simplify(ellkup),r);

5 1
<%cos(t)2 + 5) 2-22=0

>r:=sqrt(simplify(z~2/((1hs(%)+z"2)/r"2))):

>plot3d(r,t=0..2%Pi,z=-2..2,coords=cylindrical,scaling=constrained);

5.5. Ellipszoidok Abrazolasa

Az ellipszoidok abréazolasa torténhet gémbi és henger koordindta-rendszer hasznalatéaval
is. Mi most csak a gombibe vald attérést nézziik meg (a henger az el6z6héz hasonlo
modon torténik).

Az atirast a kovetkezSképpen tehetjiikk meg (40. abra):

r?cos(0)?sin(p)?  risin(©)%sin(p)?  r?cos(p)
2 T 2 - 2 =1
a b c
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AN
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O B NS

39. abra.

>ellipszoid:=(r"2*cos(t) "2*sin(f) "2) /4+(r"2*sin(t) "2*sin(f) "2)/9+
+(r"2*cos(f)"2)=1;
>collect(ellipszoid,r):

>ri=sqrt(1/(lhs(%)/r"2)):

>plot3d(r,t=0..2%Pi,f=0..Pi,coords=spherical,scaling=constrained) ;

40. abra.

5.6. Hiperboloidok abrazolasa

A hiperboloidok abréazolaséanal henger koordinata-rendszerbe kell attérni (z = r-cos(©),
y=r-sin(0)).
Egyképenyt hiperboloid (41. dbra):

>hipegykop:=x"2+y~2/4-z"2/9=1:
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>x:=r*cos(t) :y:=r*xsin(t):

>collect (hipegykop,T);

(cos(t)2 + 1sin(t)z>7’2 -

2
=1
1 z

>r:=sqrt ((1+1/9%z"2)/(cos (t) "2+1/4*sin(t) "2)) :

>plot3d(r,t=0..2%Pi,z=-8..8,coords=cylindrical,scaling=constrained);

41. abra.

Kétkopenyti hiperboloid (42. abra):
>hipketkop:=x"2+y~2/4-z"2/9=-1:

>x:=r*cos(t) :y:=r*sin(t):
>collect (hipketkop,r):
>r:=sqrt((-1+1/9%z"2) /(cos(t) "2+1/4*sin(t) "2)):

>plot3d(r,t=0..2%Pi,z=-8..8,coords=cylindrical,scaling=constrained) ;
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6. Animacidok készitése Maple-ben

A Maple-ben lehetdség van animéciok készitésére is. A Maple barmilyen két vagy
haromdimenziés grafikus parancsot tud animalni. Hairom parancs all rendelkezésiinkre
animéciohoz:

e animate
e animatecurve
e animate3d

Az Gjabb Maple verzidkban az animate3d parancs helyett az animate parancs hasz-
nalatat ajanljak. Az animécié képkockakbol épiil fel, melyeket a Maple egymés utan
vetit le. Az animaciokat az eszkoztéaron 1évs (az animéciora torténd kattintas utén)
animéciés gombokkal tudjuk vezérelni.

Mivel a szakdolgozat alapvetGen a feliiletabrézolasra helyezi a hangsulyt, az egyvaltozos
fliggvények animécidjarol csak roviden lesz szo.

6.1. Az animate parancs 2D-ben

Alakja:
>animate (parancs, [argumentumok] ,t=a..b);
A parancs egy tetsz6leges 2D-s vagy 3D-s grafikus parancs lehet. Az argumentumok
a parancs-hoz tartoz6 paraméterlista, a t=a..b az animéaciéban szereplé animélando
valtozo tartomanya, a,b € R (ilyen valtozokbol természetesen tobbet is megadhatunk
itt).
Alapértelmezésben az animate 25 képkockat general, amit a t tartomanyban egyenlete-
sen oszt el. Természetesen az animécionak csak gy van értelme, ha a t-t felhasznéljuk
a grafikus parancsban. Példaul:
>animate(plot, [sin(x) ,x=-t..t],t=-Pi..Pi);
A generalt képkockék szaméat az animacios eszkoztaron utdlag is tudjuk modositani, de
a frames=n paraméterrel is megvaltoztathatjuk.
>animate(plot, [sin(x)/t,x=-t..t,coords=polar],t=-2xPi..2*Pi,
frames=50) ;
Lehet6ség van az animécio hatterében egy abra elhelyezésére a background=P paramé-
terrel, ahol P egy PLOT vagy egy PLOT3D objektum lehet.
>curve:=implicitplot3d(x~3+y~2,x=-3..1,y=-4..4,color=blue):
>animate(implicitplot, [x"3-A*xy+y~2,x=-3..1,y=-4..4],A=-2..2,
background=curve) :
Egy masik példa:
>animate(plot, [1+a*cos(t) ,t=0..2%Pi,coords=polar],a=-2..2):

6.2. Az animatecurve parancs

Az animatecurve fiiggvény segitségével valos fiiggvényeket szemléltethetiink, animal-
hatunk kétdimenzioban. Ezek a valos fiiggvények megadhatok kifejezéssel, fliggvény-
nyel vagy paraméteres alakban. A generélt képkockak szama alapértelmezésben 16, de
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6.4. Animacié hiperboloidokkal 6. Animaciok készitése Maple-ben

itt is valtoztathato. A megadhaté egyéb paraméterek nagyjabol megegyeznek a plot
paramétereivel.
>f:= x->sin(x):

>animatecurve(f,-Pi..Pi,coords=polar):

6.3. Az animate parancs 3D-ben

A haromdimenzios parancsok esetén is teljesen hasonléan megy az animaci6, mint
kétdimenzio esetén. Nézzilink egy par példat :
>animate(plot3d, [sin(x-t)*cos(y-t),x=0..2%Pi,y=0..2%Pi],t=0..2xPi);

t=10472 t= 26180

43. abra.

>animate(plot3d, [x"2+t*x*xy+y~2,x=-4..4,y=-4..4] ,t=-4..4,axes=box) ;
Az animalando fiiggvényt paraméteres alakban is megadhatjuk. A kovetkezd animécio

t=-4 t=-33333 t=4.0000

44. abra.

egy fiiggbleges sikot mozgat az x tengely mentén.
>animate(plot3d, [[t,y,z],y=-2..2,2=-2..2] ,t=-4..4,axes=box) ;
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t=-33333 t=4.0000

45. abra.

6.4. Animacié hiperboloidokkal

A maéasodrendii feliiletek alakjanak megértésében segit, ha megvizsgaljuk a feliilet met-
szésvonalat a feliilet tengelyével parhuzamos illetve ra meréleges sikok mentén.

6.4.1. Egykopenyt hiperboloid

A kovetkez6 animécidoban egy egykdpenyt hiperboloid metszésvonalat szemléltetjiik
fliggtleges és vizszintes sikokkal.
>r:=sqrt ((z"2+1)/(9*cos (t) "2+4*sin(t) "2)):
>hipegykop:=plot3d(r,t=0..2*%Pi,z=-4..4,coords=cylindrical,axes=box):

>fuggsikok:=animate(plot3d, [[k,y,z],y=-14..14,z=-4..4,color=blue],
k=0..7):

>vizsikok:=animate(plot3d, [[x,y,k] ,x=-7..7,y=-12..12,color=red],
k=-4..1):

>display([hipegykop,fuggsikok]); (46. &bra)

k=1.7500

46. abra. Egykopenyt hiperboloid fiiggéleges sikokkal
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>display([hipegykop,vizsikok]); (47. &bra)

k=-1.7083 k=1.0000

47. abra. Egykopenyt hiperboloid vizszintes sikokkal

6.4.2. Kétkopenyt hiperboloid

>r:=6*sqrt ((z"2-1)/(9%cos(t) "2+4*sin(t) "2)):
>hipketkop:=plot3d(r,t=0..2%Pi,z=-4..4,coords=cylindrical,axes=box) :

>display([hipketkop,fuggsikok]); (48. &bra)

k=0. k=3.2083 k =7.0000

48. abra. Kétkopenyt hiperboloid fiiggéleges sikokkal

>display([hipketkop,vizsikok]); (49. abra)

6.5. Animaci6 paraboloidokkal

A kovetkez6 animaciok az elliptikus és a hiperbolikus paraboloidok metszésvonalait
szemléltetik.

45



6.5.2. Hiperbolikus paraboloid 6. Animéaciok készitése Maple-ben

k =-2.8583 k=-1.2917

49. abra. Kétkopenyt hiperboloid vizszintes sikokkal

6.5.1. Elliptikus paraboloid

>ellpar:=plot3d(x~2/4+y~2/9,x=-10..10,y=-10..10,axes=box,view=0. .10,
scaling=constrained) :

>fuggsikok:=animate(plot3d, [[k,y,z],y=-14..14,2z=0..10,color=blue],
=-5..5):

>vizsikok:=animate(plot3d, [[x,y,k],x=-8..8,y=-10..10,color=red],
k=0..10):

>display([ellpar,fuggsikok]); (50. &abra)

k=-5 k=-2.8167 k =5.0000

50. abra. Elliptikus paraboloid fiigg6leges sikokkal

>display([ellpar,vizsikok]); (51. abra)

6.5.2. Hiperbolikus paraboloid

>hippar:=plot3d(x~2/4-y~2/9,x=-10..10,y=-10..10,axes=box) :
>fuggsikok:=animate(plot3d, [[k,y,z],y=-14..14,2z=-5..20,color=blue],
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6.5.2. Hiperbolikus paraboloid 6. Animéaciok készitése Maple-ben

k=0. k=3.7500 k=8.7500

51. abra. Elliptikus paraboloid vizszintes sikokkal

=-10..10):

>vizsikok:=animate(plot3d, [[x,y,k],x=-10..10,y=-10..10,color=red],
k=-10..20):

>display([hippar,fuggsikok]); (52. &bra)

52. abra. Hiperbolikus paraboloid fiigg6leges sikokkal

>display([hippar,vizsikok]); (53. abra)
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6.5.2. Hiperbolikus paraboloid 6. Animéaciok készitése Maple-ben

k=-5.0000 k =5.0000

53. abra. Hiperbolikus paraboloid vizszintes sikokkal
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7. Masodrendii feluletek valds sikmet-
szetel

A masodrenddi feliiletek sikmetszetei szintén masodrendtek (egy sik és egy n-ed rendi
feliilet pontosan n-ed rendi sikgérbében metszi egymaést). Ebben a fejezetben meg-
nézziik, hogy az egyes masodrendii feliileteknek kiilonb6z6 helyzetd sikokkal milyen
metszésvonalai lehetnek.

7.1. Az ellipszoid sikmetszete

Az alcimben azért szerepel sikmetszet (nem pedig sikmetszetei), mert az ellipszoidot

barmilyen helyzetii sikkal elmetszve a sikmetszet csak ellipszis lehet (vagy speciélis e-

setben kor). Nézziink egy példat sikmetszetet szemlélteté animécio készitésére:
>setoptions3d(scaling=constrained,axes=box) :

>a:=5:b:=4:c:=3: # az ellipszis féltengelyei

Hasznaljuk az ellipszis paraméteres egyenletét:
>ellipszoid:=plot3d([a*cos(t)*sin(f) ,b*sin(t)*sin(f),c*cos(f)],
t=0..2%Pi,f=0..Pi,style=1line,color=red):

Létrehozzuk a metszésvonalat megjelenité animéciot:
>gorbe:=animate (spacecurve, [[a*cos(t)*sin(f) ,b*sin(t)*sin(f),
cxcos(f)],t=0..2%Pi,color=blue,thickness=3],f=0..Pi):

Majd a sikot:
>sik:=animate(plot3d, [[x,y,c*cos(f)],x=-6..6,y=-5..5,grid=[8,6],
color=black,style=1line] ,f=0..Pi):

>display([ellipszoid,sik,gorbe]); (54. abra)

f= 26160 f=1.5708 f=27489

54. abra.

Most nézziik meg az egyik vizszintes irdnyban mozg6 sikkal a metszésvonalakat:
>gorbe:=animate (spacecurve, [[a*cos(f) ,bxsin(t)*sin(f),c*cos(t)*
sin(£f)],t=0..2%Pi,color=blue,thickness=3],f=0..Pi):
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7.2.1. A sikmetszet ellipszis 7. Masodrendt feliiletek valos sikmetszetei

>sik:=animate(plot3d, [[axcos(f),y,z],y=-4..4,2z=-3..3,grid=[8,6],
color=black,style=1line] ,f=0..Pi):

>display([sik,gorbe,ellipszoid]); (55. abra)

f= 13080 f=1.5708 f=27489
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55. abra.

7.2. Az elliptikus kip sikmetszetei

Az elliptikus kup esetében méar nem olyan egyszert a helyzet. Itt tobbféle sikmetszet
is lehet a sik helyzetétdl fliggen.
>setoptions3d(axes=box) :

7.2.1. A sikmetszet ellipszis

Ha a metszd sik metszi a kip 0Osszes alkotojat, akkor a sikmetszet ellipszis. Legyen
a =5 és b=4, majd térjiink at henger koordinata-rendszerre a kip kirajzolasadhoz.
>a:=b5:b:=4:

>kup:=x"2/a"2+y"2/b"2=2"2:

>kup :=subs ({x=r*cos(t) ,y=r*sin(t)},kup):

>collect (kup,r~2):

>kupegy:=sqrt(z~2/(1hs (%) /r"2)):

>kupabra:=plot3d(kupegy,t=0..2*%Pi,z=-3..3,coords=cylindrical,

style=line,color=blue):

7z . 2 . s, . . 1

Most kell egy olyan sik, ami a kiip minden alkot6jat metszi, legyen ez pl. a z = ;-2 —k
egyenletd sik. Az egyenletben a —k-val érjiik el a sik z tengely menti mozgéasat majd
az animécioban. Ezt behelyettesitjiik a kup altalanos egyenletébe és kifejezziik beléle

az y valtozot. Ezt felhasznalva rajzoljuk ki a metszésvonalat.
>sik:=animate(plot3d, [1/10*x-k,x=-15..15,y=-10..10,grid=[8,6],
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7.2.3. A sikmetszet egyenespar 7. Masodrendii feliiletek valés sikmetszetei

style=line,color=black] ,k=-1..1):
>ellegy:=x"2/a"2+y"2/b"2=(1/10%x-k) "2:

>ym:=solve(ellegy,y):
Most kovetkezik az ellipszis animacioja:
>g:=animate (spacecurve, [{[x,ym[1],1/10%x-k], [x,ym[2],1/10*x-k]},
x=-10..10,thickness=3,color=red,numpoints=151] ,k=-1..1):
Es a végeredmény (56. abra):
>display( [kupabra,sik,gl);

k =-.33333 k =1.0000

o s o = o ow
h 1 h

56. abra.

7.2.2. A sikmetszet hiperbola

Ha a metsz6 sik nem metszi a kap két alkotojat (két alkotoval parhuzamos) és nem
illeszkedik a kup csticséra, akkor a sikmetszet hiperbola.
Legyen most a sikunk egyenlete z = % -x. Az animéacioban a sikot tgy adjuk meg, hogy
az x pontjainak a koordinatai valtozzanak, igy ériink el vizszintes irdnyt mozgast.
>sik:=animate(plot3d, [[x-k,y,2/5%x],x=-15..15,y=-12. .12,
grid=[8,6],style=1line,color=black] ,k=-5..5):
A kup egyenletébe behelyettesitjiik az x helyére (x-k)-t, a z helyére % - x-et, majd kife-
jezzik az y-t:
>egy:=(x-k)"2/a"2+y"2/b"2=(2/5%x) "2:

>ym:=solve(egy,y):

>g:=animate (spacecurve, [{[x-k,ym[1],2/5*x], [x-k,ym[2],2/5*x]},
=-15..15,thickness=3,color=red,numpoints=151] ,k=-5..5):

>display([kupabra,sik,gl); (57. abra)
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7.2.4. A sikmetszet parabola 7. Masodrendt feliiletek valos sikmetszetei

k=2.0833 k =5.0000

38

22 B0 R}

57. abra.

7.2.3. A sikmetszet egyenespar

Ha a metsz6 sik illeszkedik a kap csticsara, akkor a stkmetszet metsz6 vagy egybeesd

egyenespar (58. dbra).

Az animacioban a sik meredekségét valtoztatva lathatjuk az egyenespéarok helyzetét.
k

A sikunk legyen a z = % - = egyenlettel megadva:

>fszam:=38:m:=18:

>sik:=animate(plot3d, [[x,y,k/m*x],x=-15..15,y=-12..12,
grid=[8,6],style=line,color=black],k=-17..8,frames=fszam) :

>egy:=x"2/a"2+y"2/b"2=(k/m*x) "2:
>ym:=solve(egy,y):

>g:=animate (spacecurve, [{[x,ym[1] ,k/m*x], [x,ym[2],k/m*x]},x=-15..15,
thickness=3,color=red,numpoints=151] ,k=-17..8,frames=fszam) :

>display([kupabra,g,sik] ,view=[-18..18,-15..15,-3..3]); (568. abra)

k=-17 k=-55135 k=-41622

5&. abra.
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7.3.1. A sikmetszet ellipszis 7. Masodrendt feliiletek valos sikmetszetei

7.2.4. A sikmetszet parabola

Ha a metsz6 sik parhuzamos a kup valamely alkotojaval, akkor a sikmetszet parabola.
Az animacidhoz sziikségilink van egy olyan sikra, amely egy tetszéleges alkotdval par-
huzamos. Célszerii vagy az x, vagy az y tengelyen levé pontokkal szamolni. A kup
altalanos egyenletébe behelyettesitve példaul az x=3 és y=0 pontokat, a z-t kifejezve
kapunk egy szamunkra megfelels sikegyenletet, ez lesz a z = 1 -x. A sikunk animacioja
tehat:

>sik:=animate(plot3d, [1/6*x+k,x=-15..15,y=-15..15,style=1ine,

color=black,grid=[8,6]],k=-5..5):
Majd behelyettesitjiik a z = % -x + k egyenletet a kup altaldnos egyenletébe, és kife-
jezzik az x valtozot:

>egy:=x"2/a"2+y"2/b"2=(1/b*x+k) "2:

ot

>xm:=solve(egy,x):
Most jon a paraboldnk animécija:
>g:=animate(spacecurve, [[xm,y,1/5*xm+k] ,y=-15..15,
thickness=3,color=red,numpoints=151] ,k=-5..5):
Majd a végeredmény (59. abra):
>display([kupabra,sik,g] ,axes=box,view=[-15..15,-15..15,-3..3]);

k=1.2500

ok L s o ow
I i h

59. abra.

7.3. Az elliptikus henger sikmetszetei

Az elliptikus henger esetén a metszé sik helyzetétsl fiiggden kétféle sikmetszetet kap-
hatunk.
>setoptions3d(axes=box,scaling=constrained):

7.3.1. A sikmetszet ellipszis

Ha a metsz6 sik a henger Osszes alkotojat metszi, akkor a stkmetszet ellipszis.
Nézziink egy olyan hengert, amelynél a=5 és b=4, magassaga 10. Legyen a sikunk
egyenlete z = 1—’“0 -y + 5. Az animécioban a sik meredekségét fogjuk valtoztatni a k-val.
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7.3.2. A sikmetszet egyenespar 7. Masodrendii feliiletek valés sikmetszetei

>a:=b:b:=4:

>henger:=plot3d([a*cos(u) ,b*sin(u),v],u=0..2*%Pi,v=0..10,style=1line,
color=blue,grid=[30,4]):
A sik animaécidja:
>sik:=animate(plot3d, [k/10*y+5,x=-5..5,y=-4..4,style=1line,
color=black,grid=[6,6]],k=1..12):
A sikmetszet pontjait ugy kapjuk meg, hogy a henger egyenletébdl kifejezziik az y val-
tozot, a gorbe z pontjait pedig a sik egyenletébe behelyettesitett y koordinatak adjak.
>ykoord:=sqrt(b"2*(1-x72/a"2)):

>g:=animate (spacecurve, [{[x,ykoord,k/10*ykoord+5], [x,-ykoord, -k/10%
ykoord+5]},x=-5..5,color=red,thickness=3,numpoints=51] ,k=1..12):

>display([henger,sik,g]); (60. &abra)

k=1. k=55633 k=12.000
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60. abra.

7.3.2. A sikmetszet egyenespar

Ha a metsz6 stk parhuzamos az alkotokkal és nem érinti a hengerfeliiletet, akkor par-
huzamos egyenespar, ha érinti azokat, akkor egybeesd egyenespér a sikmetszet.
A sikunkat most az x tengely mentén fogjuk mozgatni és lathatjuk stkmetszetként az
egyenesparokat. A sik egyenlete: x=k.
>henger:=plot3d([a*cos(u) ,b*sin(u),v],u=0..2*%Pi,v=0..6,style=1line,
color=blue,grid=[30,4]):

>sik:=animate(plot3d, [[k,y,z],y=-4..4,2z=0..6,grid=[8,6],style=1line,
color=black] ,k=-5..5):

>ykoord:=sqrt(b”"2*(1-k"2/a"2)):

>g:=animate (spacecurve, [{[k,ykoord,z], [k, -ykoord,z]},z=0. .6,
color=red,thickness=3,numpoints=51] ,k=-5..5):
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7.4.2. A sikmetszet ellipszis 7. Masodrendt feliiletek valos sikmetszetei

>display([henger,sik,g]); (61. abra)

k=5 k=-83333 k= 45833
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61. abra.

7.4. Az elliptikus paraboloid sikmetszetei
7.4.1. A sikmetszet parabola

Ha a metsz6 sik parhuzamos a paraboloid tengelyével, akkor a sikmetszet parabola.
2
Legyen a paraboloidunk z = % + ¥ egyenlettel megadva, a sikunk majd az y tengely
mentén fog haladni.
>setoptions3d(axes=box) :

>a:=3:b:=4:fszam:=21: # frame szam
A paraboloidunk létrehozésa:
>paraboloid:=plot3d(x~2/a"2+y~2/b"2,x=-20..20,y=-10..10,view=0..25,
style=line,color=blue):
>sik:=animate(plot3d, [[x,k,z],x=-20..20,z=0..25,grid=[8,6],
style=line,color=black],k=-10..10,frames=fszam) :
Mivel a sikot az y tengely mentén mozgatjuk, a paraboloid egyenletébdl az x valtozot
kell kifejezni, majd a metszésvonal paraméteres egyenletét a z valtozo szerint fogjuk
felirni:
>xkoord:=sqrt(a”2*x(z-k"2/b"2)):

>g:=animate (spacecurve, [{[xkoord,k,z], [-xkoord,k,z]},z=0..25,
color=red,thickness=3,numpoints=151] ,k=-10..10,frames=fszam) :

>display([paraboloid,sik,g]); (62. &abra)

7.4.2. A sikmetszet ellipszis

Ha a metsz6 stk nem parhuzamos a forgastengellyel, akkor a stkmetszet ellipszis.

Legyen a metsz6 sikunk a z = —i - x + k egyenlettel megadva, ahol k értékét valtoz-
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7.5. A hiperbolikus henger sikmetszetei 7. Masodrendii feliiletek valos sikmetszetei

k=-8.0000 k=0 k =18.0000

62. abra.

tatjuk az animéaci6 soran. A paraboloid létrehozésa:
>setoptions3d(axes=box,scaling=constrained) :

>a:=3:b:=2:

>paraboloid:=plot3d([a*sqrt(u)*cos(v) ,bxsqrt(u)*sin(v),ul,
v=0..2%Pi,u=0..30,style=1line,color=blue):
A sikunk animacija:
>sik:=animate(plot3d, [-1/4*x+k,x=-20..20,y=-10..10,grid=[8,6],
style=line,color=black] ,k=0..25):
A metszésvonal paraméteres egyenletét tgy kapjuk meg, hogy a sik altaldnos egyen-
letébe behelyettesitjiik a paraboloid paraméteres egyenletét és ebbdl kifejezziik u-t.
>egy:=u=-1/4*(a*xsqrt(u)*cos(v))+k:

>um:=solve(egy,u):

>g:=animate (spacecurve, [[a*sqrt(um[1])*cos(v) ,b*sqrt(um[1])*sin(v),
um[1]],v=0..2*Pi,color=red,thickness=3],k=0..25):

>display([paraboloid,sik,gl); (63. &bra)

k=0 k=9.3750 k=25000
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63. abra.
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7.5.2. A sikmetszet hiperbola 7. Masodrendt feliiletek valos sikmetszetei

7.5. A hiperbolikus henger sikmetszetei

>setoptions3d(axes=box) :

7.5.1. A sikmetszet egyenespar

Ha a sik parhuzamos az alkotokkal vagy érinti a hengert, akkor a sikmetszet egy par-

huzamos vagy egybeess egyenespar.

Legyen a=3 és b=2. A hiperbolikus henger paraméteres egyenletét hasznaljuk.
>a:=3:b:=2:

>henger:=plot3d({[a*sinh(u) ,b*cosh(u),v], [-a*sinh(u),-b*cosh(u),v]},
u=-2..2,v=-5..5,style=line,color=blue,grid=[30,8]):
A stk animaécidja:
>sik:=animate(plot3d, [[x,k,z],x=-10..10,z=-5..5,grid=[8,6],
style=line,color=black] ,k=-7..7):
A hiperbolikus henger altaldanos egyenletébe behelyettesitjiik a stk egyenletét és kife-
jezzik az x valtozot:
>xm:=sqrt(a”2x(k"2/b"2-1)):

>g:=animate (spacecurve, [{[xm,k,z], [-xm,k,z]},z=-5..5,color=red,
thickness=3] ,k=-7..7):

>display([henger,sik,gl); (64. &abra)

k=-7 k=-2.3333 k = 4 BRE7
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64. abra.

7.5.2. A sikmetszet hiperbola

Ha a stk nem parhuzamos az alkotokkal, akkor a sikmetszet hiperbola.
Legyen most a sitkunk egyenlete z = % -x, ahol a k értékét valtoztatjuk, igy a kiilonb6z6
meredekségii sikokkal valo sikmetszeteket lathatjuk:

>henger:=plot3d({[a*sinh(u) ,b*cosh(u),v], [-a*sinh(u),-b*cosh(u),v]},

u=-2..2,v=-15..15,style=1line, color=blue,grid=[30,6]):
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7.6.1. A sikmetszet egyenespar vagy hiperbolaVlasodrendii feliiletek valos sikmetszetei

>sik:=animate(plot3d, [k/10*x,x=-12..12,y=-8..8,grid=[8,6],
style=line,color=black] ,k=1..12):
A sikmetszet paraméteres egyenletét megkapjuk, ha a sik egyenletébe behelyettesitjiik
a henger paraméteres egyenletét, majd kifejezve a v-t és visszairva a henger egyenletébe
megkapjuk a gorbeegyenletet:
>g:=animate (spacecurve, [{[a*sinh(u) ,b*cosh(u) ,k/10*%a*sinh(u)], [-a*
sinh(u),-b*cosh(u),-k/10*a*sinh(u)]},u=-2..2,color=red,
thickness=3],k=1..12):

>display([henger,sik,gl); (65. abra)

k=6.0417

65. abra.

7.6. A hiperbolikus paraboloid sikmetszetei

Ezt a feliiletet szokték nyeregfeliiletnek is nevezni, melynek a sikok helyzetétsl fiiggGen
haromféle sikmetszete lehet:

1. Amennyiben a sik a nyeregfeliilet nyeregpontjan iil, akkor a sikmetszet egy metszé
egyenespar.

2. Amennyiben a sik parhuzamos a nyereg lapnormalisaval, akkor a sikmetszet
parabola.

3. Minden mas esetben a sikmetszet hiperbola.

Az 1. és 3. esetet egyiitt fogjuk szemléltetni.
>setoptions3d(axes=box) :

7.6.1. A sikmetszet egyenespar vagy hiperbola

>a:=5:b:=4: A hiperbolikus paraboloid z=xy alaki egyenletét hasznéljuk az édbra
kirajzoldsdhoz és a metszésvonal meghatarozaséhoz is.
>hippar:=plot3d(x*y,x=-50..50,y=-50..50,style=1ine,color=blue):
A sikunk egyenlete z=k, ahol k fog valtozni:
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7.6.2. A sikmetszet parabola 7. Masodrendt feliiletek valos sikmetszetei

>sik:=animate(plot3d, [[x,y,k],x=-50..50,y=-50..50,grid=[8,6],
style=line,color=black],k=-2500..2500) :

A gorbéket 4 animécioval jelenitjiik meg:
>gla:=animate(spacecurve, [[x,k/x,k],x=-50..-0.0001,color=red,
thickness=3] ,k=-2500..2500) :

>glb:=animate(spacecurve, [[x,k/x,k],x=0.0001..50,color=red,
thickness=3],k=-2500..2500) :

>g2a:=animate(spacecurve, [[k/y,y,k],y=-50..-0.0001,color=red,
thickness=3] ,k=-2500..2500):

>g2b:=animate(spacecurve, [[k/y,y,k],y=0.0001..50,color=red,
thickness=3] ,k=-2500..2500) :
A g1 és g2 gorbéknek azért van a és b része, mert %—nek és %—nak 0-ban szakadasa van,
igy megakadalyozzuk egy x=0 és y=0 egyenes megjelenését az animécioban. Azért
van kiilon gl és g2 gorbepar, mert k=0 esetén igy lathatjuk a metsz6 egyenespart
(egyébként a gla=g2b és glb=g2a).
>display([hippar,sik,gla,g2b,g2a,g2b] ,view=[-50..50,-50..50,
-2500..2500]); (66. abra)

7.6.2. A sikmetszet parabola

A parabola sitkmetszethez a hiperbolikus paraboloid masik felirasi modjat valasztjuk a

szemléletesebb megjelenitéshez:
>hippar:=plot3d(y~2/b"2-x"2/a"2,x=-50..50,y=-50..50,style=1line,
color=blue) :

>sik:=animate(plot3d, [[k,y,z],y=-50..50,z=-100..150,grid=[8,6],
style=line,color=black],k=-50..50):

>zm:=y~2/b"2-k"2/a"2:
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7.7.1. A sikmetszet ellipszis 7. Masodrendt feliiletek valos sikmetszetei

>g:=animate (spacecurve, [{[k,y,zm], [k,-y,zm]},y=-50..50,color=red,
thickness=3,numpoints=151] ,k=-50..50):

>display([hippar,sik,g],view=-100..150); (67. abra)

A
i
S
b
‘0

A
T
O
AT
Q"QW‘:;““‘\
s

L7
LA
L

7.7. Az egykopenyti hiperboloid sikmetszetei

Az egykdpenyt hiperboloid sikmetszeteinek tanulmanyozéasahoz sziikséges egy 1j foga-
lom bevezetése. Tudjuk azt, hogy a hiperbola képzetes tengelye koriili megforgataséaval
egykopenyt hiperboloidot kapunk. A hiperbola aszimptotait megforgatva (szintén a
képzetes tengely koriil) kupfeliiletet kapunk, ezt nevezik a hiperboloid aszimptotikus
kipjénak.

7.7.1. A sikmetszet ellipszis

Amennyiben a sik forgastengellyel bezart szoge nagyobb, mint az aszimptotikus kup
félnyilasszoge, akkor a sikmetszet ellipszis.
Legyen a=2 és ¢=2, hasznaljuk a hiperboloid paraméteres egyenletét:

>a:=2:c:=2:

>egykop:=plot3d([a*sqrt(1+u~2)*cos(v),a*sqrt(1+u”2)*sin(v),c*u],
v=0..2%Pi,u=-c..c,style=1line,color=blue):
A sikunk egyenlete legyen z = % - x + k, ahol k-t fogjuk valtoztatni, a sik a z tengely
mentén fog mozogni.
>sik:=animate(plot3d, [2/5*x+k,x=-5..5,y=-5..5,style=1line,grid=[8,6],
color=black] ,k=-2..2):
A stkmetszethez a hiperboloid paraméteres egyenletét behelyettesitjiikk a sik egyen-
letébe és kifejezziik u-t.
>egyenlet:=c*u=2/5*(a*sqrt (1+u~2)*cos(v))+k:

>um:=solve(egyenlet,u):
Két megoldast kapunk a négyzetre emelés miatt, ezek koziil a sikunkhoz csak az egyik

JO.
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7.7.3. A sikmetszet hiperbola 7. Masodrendt feliiletek valos sikmetszetei

>g:=animate (spacecurve, [[a*sqrt (1+um[2] “2)*cos(v) ,a*sqrt (1+um[2] "2)*
sin(v),c*um[2]],v=0..2*Pi,color=red,thickness=3] ,k=-2..2):

>display([egykop,sik,gl); (68. &abra)

k = - 16667

7.7.2. A sikmetszet parabola

Amennyiben a sik forgastengellyel bezart szoge megegyezik az aszimptotikus kip fél-
nyilasszogével, akkor a sikmetszet parabola.
Ha a stk érinti az aszimptotikus kupot, akkor a hiperboloid sikmetszete egy parhuza-
mos egyenespar.
Ez az animaci6 érdekes, hiszen itt lesz a sikmetszet parabola és parhuzamos egyenes-
par. A hiperboloidunk nem valtozik, ugyanaz mint az el6bbi részben.
A sikunk animacioja:
>sik:=animate(plot3d, [x+k,x=-5..5,y=-5..5,style=1line,grid=[8,6],
color=black] ,k=-3..2):
Szintén behelyettesitéssel és az u paraméter kifejezésével kapjuk meg sikmetszetiinket
(az u értékére itt is csak az egyik megoldas jo, mint az elgbb).
>egyenlet:=c*u=ax*sqrt(1+u”2)*cos(v)+k:

>um:=solve(egyenlet,u):
A sikmetszet animacioja:
>g:=animate (spacecurve, [[a*sqrt (1+um[2] “2) *cos(v) ,a*sqrt (1+um[2] "2)*
sin(v) ,c*xum[2]],v=0.0001..2*%Pi,color=red,thickness=3] ,k=-3..2):
Mivel az um[2] megoldasban a nevezd nem értelmezhetd 0-nal, fontos hogy a v-t ne
0-t6l kezdjiik, kiillénben az animaciéban hibat fogunk tapasztalni.
>display([egykop,sik,g] ,view=[-6..6,-5..5,-4..4]); (69. abra)

7.7.3. A sikmetszet hiperbola

Amennyiben a sik forgastengellyel bezért szoge kisebb, mint az aszimptotikus kup fél-
nyilasszoge, akkor a stkmetszet hiperbola vagy specidlis esetben metsz6 egyenespar.
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7.8.1. A sikmetszet ellipszis 7. Masodrendt feliiletek valos sikmetszetei
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69. abra.

A sik animacioja:
>sik:=animate(plot3d, [[k,y,z],y=-5..5,z=-4..4,1labels=["x","y","2"],
style=line,grid=[8,6],color=black] ,k=-4..4):

A hiperboloid altalanos egyenletébe helyettesitjiik be a stk paraméteres egyenletét:
>egyenlet:=k"2/a"2+y"2/a"2-z"2/c"2=1:

>um:=solve(egyenlet,z):

>g:=animate (spacecurve, [{[k,y,um[1]], [k,-y,um[2]},y=-5..5,color=red,
thickness=3,numpoints=151] ,k=-4..4):

>display([egykop,sik,g] ,view=[-6..6,-6..6,-4..4]); (70. abra)
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70. abra.

7.8. A kétkopenyit hiperboloid sikmetszetei

Ugyantugy, mint az egykopenyd hiperboloid esetén, itt is beszélhetiink aszimptotikus
kuaprol.

62



7.8.2. A sikmetszet parabola 7. Masodrendt feliiletek valos sikmetszetei

7.8.1. A sikmetszet ellipszis

Amennyiben a sik forgastengellyel bezart szoge nagyobb az aszimptotikus kup fél-
nyilasszogénél, akkor a sikmetszet ellipszis.
Legyen a=2 és c=1, hasznaljuk a paraméteres egyenletet.

>a:=2:c:=1:

>ketkop:=plot3d({[a*sinh(u)*cos(v),a*sinh(u)*sin(v),c*cosh(u)],
[axsinh(u)*cos(v) ,a*sinh(u) *sin(v),-c*cosh(u)]},u=-2..2,v=0..P1i,
style=line,color=blue):
A stkunk legyen a z = % - x + k egyenletii:
>sik:=animate(plot3d, [1/6*x+k,x=-6..6,y=-6..6,style=1line,grid=[8,6],
color=black] ,k=-2..2):
A sik egyenletébe behelyettesitjiik a hiperboloid paraméteres egyenletét, majd kifejez-
ziik u-t.
>egyenlet:=-cxcosh(u)=1/6*a*sinh(u)*cos(v)+k:

>um:=solve(egyenlet,u):
A kapott gyokoket visszahelyettesitve a hiperboloid paraméteres egyenletébe megkap-
juk az ellipszis sikmetszetét.
>g:=animate(spacecurve, [{[a*sinh(um[1])*cos(v),a*sinh(um[1])*sin(v),
-cxcosh(um[1])], [a*sinh(um[2] ) *cos(v) ,a*sinh(um[2]) *sin(v) , -c*
cosh(um[2])]},v=0..Pi,color=red,thickness=3],k=-2..2):

>display([ketkop,sik,gl); (71. &abra)

k = -1.0000 k =2.0000
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71. 4bra.

7.8.2. A sikmetszet parabola

Ha a sik forgastengellyel bezart szoge megegyezik az aszimptotikus kup félnyilasszogé-
vel, akkor a stkmetszet parabola.
A sikunk egyenlete z = % x4+ k:
>sik:=animate(plot3d, [1/2*x+k,x=-6..6,y=-6..6,style=1line,grid=[8,6],
color=black] ,k=-2..2):
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7.9.1. A sikmetszet egyenespar 7. Masodrendii feliiletek valés sikmetszetei

>egyenlet:=-cxcosh(u)=1/2*a*sinh(u)*cos(v)+k:

>um:=solve(egyenlet,u):
Mivel a kapott gyokoknek II-ben szakadésuk van, ezért a gorbék kirajzolasanal a I1-nél
nyilt lesz az intervallum.
>g:=animate (spacecurve, [{[a*sinh(um[1])*cos(v),a*sinh(um[1])*sin(v),
-c*¥cosh(um[1])], [a*sinh(um[2] ) *cos(v) ,a*sinh(um[2]) *sin(v) , -c*
cosh(um[2])]},v=0..Pi-0.0001,color=red,thickness=3,numpoints=151],
=-2..2):

>display([ketkop,sik,gl); (72. &abra)

k = -.50000 k= B3333

72. abra.

7.8.3. A sikmetszet hiperbola

Ha a sik forgastengellyel bezart szoge kisebb az aszimptotikus kip félnyilasszogénél,
akkor a sikmetszet hiperbola.
>sik:=animate(plot3d, [[k,y,z],y=-8..8,z=-4..4,style=line,grid=[8,6],
color=black,labels=["x","y","z"]] ,k=-6..6):
A sikmetszet egyenletéhez a hiperboloid altalanos egyenletébe helyettesitjiikk a sik
paraméteres egyenletét és kifejezziik a z valtozot.
>egyenlet:=k"2/a"2+y~2/a"2-z"2/c"2=-1:

>zm:=solve(egyenlet,z):

>g:=animate (spacecurve, [{[k,y,zm[1]], [k,y,zm[2]]1},y=-8..8,color=red,
thickness=3,numpoints=151] ,k=-6..6):

>display([ketkop,sik,g],view=-4..4); (73. abra)
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7.9.2. A sikmetszet parabola 7. Masodrendt feliiletek valos sikmetszetei

73. abra.

7.9. A parabolikus henger sikmetszetei

7.9.1. A sikmetszet egyenespar

Abban az esetben, ha a sik normélvektora merdleges a henger alkotoira, akkor a sik-
metszet egy parhuzamos egyenespar (vagy egybeess, ha a sik érinti a feliiletet). Legyen
r=2 a parabolikus hengernél.

>r:=2:

>henger:=plot3d(-x"2/(2*r) ,x=-5..5,y=-5..5,style=1line, color=blue):
A sikunk z=k egyenlet:

>sik:=animate(plot3d, [[x,y,k],x=-5..5,y=-5..5,grid=[8,6],

style=line,color=black] ,k=-6..0):

>egyenlet :=x"2+2xr*k=0:

>xm:=solve(egyenlet,x) :

>g:=animate (spacecurve, [{[xm[1],y,k], [xm[2],y,k]},y=-5..5,
style=line,color=red,thickness=3] ,k=-6..0):

>display([henger,sik,gl); (74. abra)

7.9.2. A sikmetszet parabola

Amennyiben a sik normalvektora nem meréleges a henger alkotoira, akkor a sikmetszet
parabola.

A sik legyen most z=yk egyenlettel megadva.
>sik:=animate(plot3d, [y*k,x=-5..5,y=-5..0,grid=[8,6],style=1line,
color=black] ,k=0..5):
>egyenlet:=x"2+2*r*xy*xk=0:

>ym:=solve(egyenlet,y):

65



7.9.2. A sikmetszet parabola 7. Masodrendt feliiletek valos sikmetszetei
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74. abra.

>g:=animate(spacecurve, [[x,ym,ym*k] ,x=-5..5,style=1line,color=red,
thickness=3],k=0..5):

>display([henger,sik,g] ,view=[-5..5,-5..5,-6..1]); (75. abra)

k= 20833 k=1.2500 k=45.0000
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75. abra.
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8. Athatasok

A mérnoki és miiszaki teriileteken fontos szerepe van a testek és feliiletek dthatasédnak.
Az athatas alatt azt értjiik, hogy a testek illetve a feliiletek egymaéashoz csatlakozva
milyen alakzatokban (gérbékben) metszik egymast.

Mivel a szakdolgozat célja a feliiletek (azon beliil a masodrendi feliiletek) megjelenitése
és vizsgalata Maple-ben, ezért a masodrendi feliiletek athatasaval, a feliiletek athatasi
gorbéjének szemléltetésével fogunk megismerkedni ebben a részben.

Tudjuk azt, hogy egy n-ed rendd illetve egy k-ad rendii algebrai feliilet egymast egy n-k-
ad rendd athatasi gérbében metszi. A mi esetiinkben az athatési gérbék 4-ed rendtiek
lesznek.

8.1. Az ellipszoid athatasi gorbéi

8.1.1. Az ellipszoid athatasa elliptikus hengerrel

Els6ként az ellipszoid athatéaséat egy elliptikus hengerrel fogjuk megnézni.
Maganal a 2 feliilet abrazolasanédl a paraméteres egyenleteket hasznéljuk. Az animé-
cibban a henger az x tengely mentén mozog, és nézhetjiik az ellipszoiddal valo athatasat.
Az athatasi gorbét ugy tudjuk meghatarozni, hogy az ellipszoid altalanos egyenletébe
behelyettesitjiik a henger paraméteres egyenletét, majd ebbdl kifejezziik az egyik para-
méter (esetiinkben a v paraméter) értékét. Ezt visszairva a henger paraméteres egyen-
letébe megkapjuk a gorbe paraméteres egyenletét.
Nézziik a megoldast:

>a:=4:b:=3:c:=2:d:=2:e:=2:

>ellabra:=plot3d([a*cos(t)*sin(f) ,b*sin(t)*sin(f),c*cos(f)],
t=0..2%Pi,f=0. .Pi,axes=box,scaling=constrained,style=line,
color=blue,grid=[15,15]):

>hengerabra:=animate(plot3d, [[d*cos(u)+k,exsin(u),v],u=0..2*Pi,
v=-3..3,style=1line,color=green,grid=[15,2]],k=-7..7):

>ell:=x"2/a"2+y"2/b"2+z"2/c"2=1:
Most behelyettesitjiik a henger paraméteres egyenletét:
>ellhely:=subs ({x=d*cos(u)+k,y=e*sin(u) ,z=v},ell):

>vm:=solve(ellhely,v):

Most jonnek az athatési gorbék animéacioi:
>ag:=animate (spacecurve, [{[d*cos(u)+k,e*sin(u) ,vm[1]], [d*cos(u)+k,
exsin(u) ,vm[2]]},u=0..2%Pi,color=red,thickness=3,numpoints=151],
k=-7..7):

>display([ellabra,hengerabra,agl); (76. abra)
Erdemes megnézni az e=3 esetet is: (77. abra)
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8.1.2. Ellipszoid athatasa elliptikus kiippal 8. Athatasok

k=-508333 k=-2.3333 k=0.

76. abra.

k=-3.5000 k= -1.7500 k=0.

8.1.2. Ellipszoid athatasa elliptikus kippal

[tt is hasonldan fogunk eljarni mint az elébb, a kiipot mozgatjuk az x tengely mentén,
az ellipszoid altaldnos egyenletébe helyettesitjiik a kip paraméteres egyenletét és az u
paramétert kifejezziik.

>a:=4:b:=3:c:=2:

Il
(o))

>d:=2:e:=2:h:
>ellabra:=plot3d([a*cos(t)*sin(f) ,b*sin(t)*sin(f),c*cos(f)],
t=0..2%Pi,f=0..Pi,axes=box,scaling=constrained,style=line,

color=blue,grid=[15,15]):

>kupabra:=animate(plot3d, [[d*(h-u)/h*cos(v)+k,e*(h-u) /h*sin(v) ,u],
v=0..2*Pi,u=0-3..h-3,style=line,color=green,grid=[15,2]1],k=-7..7):

>ell:=x"2/a"2+y"2/b"2+z"2/c"2=1:

>ellhely:=subs ({x=d* (h-u) /h*cos(v)+k,y=e*(h-u) /h*sin(v) ,z=u},ell):
>um:=solve(ellhely,u):

>ag:=animate (spacecurve, [{[d*(h-um[1]) /h*cos(v)+k,e* (h-um[1]) /h*
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8.2.1. Elliptikus kiip athatasa elliptikus hengerrel 8. Athatasok

sin(v),um[1]], [d*(h-um[2]) /h*cos(v)+k,ex(h-um[2]) /h*sin(v) ,um[2]]},
v=0..2%Pi,color=red,thickness=3,numpoints=151] ,k=-7..7):

>display([ellabra,kupabra,ag],view=[-4..4,-3..3,-3..3]); (78. abra)
Erdekességképpen még kirajzoltathatjuk az athatasi gorbék fiiggsleges vetiileteit:

k=3.5000
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78. abra.

>agv:=animate (spacecurve, [{[d*(h-um[1]) /h*cos(v)+k,e*(h-um[1]) /h*
sin(v),-6], [d*(h-um[2]) /h*cos(v)+k,e*x(h-um[2]) /h*sin(v),-6]1},
v=0..2%Pi,color=blue,thickness=3,numpoints=151] ,k=-7..7):

>display([ellabra,kupabra,ag,agv] ,view=[-4..4,-3..3,-6..3]);
(79. abra)

k=-23333 k=0 k=40833
e

8.2. Az elliptikus kup athatasi gorbéi

8.2.1. Elliptikus kiip athatasa elliptikus hengerrel

>a:=2:b:=2:h:
>d:=1:e:=1:f:

4
4.

>kupabra:=plot3d([a*(h-u) /h*cos(v) ,bx(h-u) /h*sin(v) ,u] ,v=0..2%Pi,
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8.3. Az elliptikus henger athatasa elliptikus hengerrel 8. Athatésok

u=0..h,axes=box,style=line,color=blue,grid=[15,4]):

>hengerabra:=animate(plot3d, [[d*cos(u)+k,exsin(u),v],u=0..2*Pi,
v=0..f,grid=[15,2],style=line,color=green] ,k=-4..4):
A henger altalanos egyenletébe behelyettesitjiik a kip paraméteres egyenletét, majd
kifejezziik u-t.
>hengeregy:=(x-k)"2/d"2+y"2/e"2=1:

>hengeregyhely:=subs ({x=a*(h-u) /h*cos (v) ,y=b*(h-u) /h*sin(v) ,z=u},
hengeregy) :

>um:=solve (hengeregyhely,u):
A kapott értékeket a kip paraméteres egyenletébe helyettesitve megkapjuk az athatéasi
gorbét:
>ag:=animate (spacecurve, [{[a*(h-um[1]) /h*cos(v) ,bx(h-um[1]) /h*
sin(v),um[1]], [a*x(h-um[2]) /h*cos(v) ,b* (h-um[2]) /h*sin(v) ,um[2]]},
v=0..2%Pi,color=red,thickness=3,numpoints=151] ,k=-4..4):
A gorbék fliggbleges vetiiletei:
>agv:=animate (spacecurve, [{[ax(h-um[1]) /h*cos(v) ,b*(h-um[1]) /h*
sin(v),-6], [ax(h-um[2]) /h*cos(v) ,b*(h-um[2]) /h*sin(v),-6]7},
v=0..2%Pi,color=blue,thickness=3,numpoints=151] ,k=-4..4):

>display( [kupabra,hengerabra,ag,agv] ,view=[-2..2,-2..2,-6..4]);
(80. é&bra)

k= -1 BBE7 k= -1.0000

R0. abra.

8.3. Az elliptikus henger Athatasa elliptikus hengerrel

>setoptions3d(axes=box,scaling=constrained,style=1line);

>a:=3:b:=2:hl1:=6:
>c:=2:d:=2:h2:=6:

>hengerl:=plot3d([a*cos(u),b*sin(u),v],u=0..2%Pi,v=0..h1,
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8.4.1. Az elliptikus paraboloid athatasa elliptikus hengerrel 8. Athatasok

grid=[20,2],color=blue):

>henger2:=animate(plot3d, [[c*cos(u)+k,v-h2/2,d*sin(u)+d+1],
u=0..2*Pi,v=0..h2,grid=[20,2],color=green] ,k=-7..7):

>hengeregy:=x"2/a"2+y"2/b"2=1:
>hengerhely:=subs ({x=c*cos(u)+k,y=v-h2/2} ,hengeregy) :
>vm:=solve(hengerhely,v):

>agl:=animate(spacecurve, [[c*cos(u)+k,vm[1]-h2/2,d*sin(u)+d+1],
u=0..2*Pi,color=red,thickness=3,numpoints=151] ,k=-7..7):

>ag2:=animate (spacecurve, [[c*cos(u)+k,vm[2]-h2/2,d*sin(u)+d+1],
u=0..2%Pi,color=red,thickness=3,numpoints=151] ,k=-7..7):

>agvl:=animate(spacecurve, [[c*xcos(u)+k,vm[1]-h2/2,-3],
u=0..2*Pi,color=blue,thickness=3,numpoints=151] ,k=-7..7):

>agv2:=animate(spacecurve, [ [c*cos(u)+k,vm[2]-h2/2,-3],
u=0..2%Pi,color=blue,thickness=3,numpoints=151] ,k=-7..7):

>display([hengerl,henger2,agl,ag2,agvl,agv2] ,view=[-10..10,-3..3,
-3..6]1); (81. abra)

/

&1. abra.

8.4. Az elliptikus paraboloid athatasi gorbéi

8.4.1. Az elliptikus paraboloid athatasa elliptikus hengerrel

>a:=3:b:=2:h1:=10:
>c:=4:d:=4:h2:=10:
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8.4.2. Az elliptikus paraboloid athatasa ellipszoiddal 8. Athatasok

>parab:=plot3d([a*sqrt (u)*cos(v) ,b*sqrt(u)*sin(v) ,u],v=0..2%Pi,
u=0..h1,grid=[20,10],color=blue):

>henger:=animate(plot3d, [[c*cos(u)+k,d*sin(u),v],u=0..2xPi,
v=0..h2,grid=[20,2],color=green] ,k=-7..7):

>parabegy:=x"2/a"2+y"2/b"2=z:
>parabhely:=subs ({x=c*cos(u)+k,y=d*sin(u) ,z=v},parabegy) :
>vm:=solve(parabhely,v):

>ag:=animate (spacecurve, [[c*cos(u)+k,d*sin(u),vm] ,u=0..2*Pi,
color=red,thickness=3,numpoints=151] ,k=-7..7):

>agv:=animate (spacecurve, [[c*cos(u)+k,d*sin(u),-3],u=0..2*Pi,
color=blue,thickness=3,numpoints=151] ,k=-7..7):

>display([parab,henger,ag,agv] ,view=[-12..12,-8..8,-3..10]);
(82. éabra)

k = -4.6B67 k=0 k = 4 BBET

Lot

R2. 4bra.

8.4.2. Az elliptikus paraboloid athatasa ellipszoiddal
>a:=3:b:=2:h1:=10:
>c:=8:d:=6:e:=4:

>parab:=plot3d([a*sqrt (u)*cos(v) ,b*sqrt(u)*sin(v) ,u],v=0..2*Pi,
u=0..h1,grid=[20,10],color=blue):

>ellipszoid:=animate(plot3d, [[c*cos(t)*sin(f)+k,d*sin(t)*sin(f),

excos(f)+e+1],t=0..2%Pi,f=0..Pi,grid=[15,15],color=green],
k=-15..15):
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8.5. A hiperbolikus paraboloid athatasa elliptikus
hengerrel 8. Athatéasok

>parabegy:=x"2/a"2+y"2/b"2=z:

>parabhely:=subs ({x=c*cos(t)*sin(f)+k,y=d*sin(t)*sin(f),
z=excos (f)+e+1},parabegy) :

>tm:=solve(parabhely,t):

>agl:=animate(spacecurve, [[c*cos(tm[1])*sin(f)+k,d*sin(tm[1])*
sin(f) ,e*cos(f)+e+1],f=0..Pi,color=red,thickness=3,numpoints=151],
k=-15..15):
Az el6bbi parabegy egyenletbe behelyettesitve az ellipszoid paraméteres egyenletének
tagjait, majd ezt t-re megoldva 4 gyokot kapunk. Az athatasi gorbét 4 részbsl al-
litjuk el6, ezek az agl,ag2,ag3,agd gorbék, amelyek csak annyiban térnek el, hogy
paraméteres egyenletiikben a megfelels helyre a megfelel§ gyokot (tm[1],tm[2],...)
helyettesitjiik.
Hasonléan kapjuk meg az athatési gérbe vetiiletének képét is:
>aglv:=animate(spacecurve, [[cxcos(tm[1])*sin(f)+k,d*sin(tm[1])*
sin(f),-3],f=0..Pi,color=blue,thickness=3,numpoints=151] ,k=-15..15):

>display([parab,ellipszoid,agl,ag2,ag3,ags,aglv,ag2v,ag3v,agiv]);
(83. éabra)

k=-8.7500 k= -3.7500 k=0.

e el
B
[

8.5. A hiperbolikus paraboloid Athatasa elliptikus
hengerrel

>a:=5:b:=3:
>c:=50:d:=70:h:=2000:m:=900: #m az eltolashoz

>hippar:=plot3d(y~2/b"2-x"2/a"2,x=-150..150,y=-100..100,color=blue,
grid=[15,15]):

>henger:=animate(plot3d, [[c*cos(u)+k,d*sin(u) ,v-m] ,u=0..2*%Pi,v=0..h,
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8.6.1. Az egykopenyt hiperboloid athatasi gorbéje elliptikus
hengerrel 8. Athatasok

color=green,grid=[15,2]] ,k=-100..100) :
>hipegy:=y~2/b"2-x"2/a"2=z:

>hipegyhely:=subs ({x=c*cos(u)+k,y=d*sin(u) ,z=v-m},hipegy) :
>vm:=solve (hipegyhely,v):

>ag:=animate (spacecurve, [[c*cos(u)+k,d*sin(u) ,vm-m] ,u=0..2%Pi,
color=red,thickness=3,numpoints=151] ,k=-100..100):

>display([hippar,henger,agl); (84. &bra)

k=100.00

1,100

4. abra.

8.6. Az egykopenyi hiperboloid athatasi gorbéi

8.6.1. Az egykopenyi hiperboloid athatasi gorbéje elliptikus
hengerrel

>a:=3:b:=2:h1:=3:
>c:=4:d:=5:h2:=18:m:=9:

>hipegykop:=plot3d([a*sqrt(1+u”2)*cos(v) ,a*sqrt(1+u~2)*sin(v),
hi*u],v=0..2%Pi,u=-h1l..h1,color=blue,grid=[15,15]):

>henger:=animate(plot3d, [[c*cos(u)+k,d*sin(u),v-m] ,u=0..2*Pi,v=0. .
h2,color=green,grid=[15,2]],k=-15..15):

>hipegy:=x"2/a"2+y"2/b"2-z"2/h172=1:
>hiphely:=subs ({x=c*cos(u)+k,y=d*sin(u) ,z=v-m},hipegy) :

>vm:=solve(hiphely,v):
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8.6.2. Az egykdépenyti hiperboloid dthatési gorbéje ellipszoiddal 8. Athatasok

>agl:=animate(spacecurve, [[c*cos(u)+k,d*sin(u) ,vm[1]-m] ,u=0..2%Pi,
color=red,thickness=3,numpoints=151] ,k=-15..15):

>ag?2:=animate (spacecurve, [[c*cos(u)+k,d*sin(u) ,vm[2] -m] ,u=0. .2%P1i,
color=red,thickness=3,numpoints=151] ,k=-15..15):

>display([hipegykop,henger,agl,ag2],view=[-20..20,-10..10,-9..9]1);
(85. abra)

k=-87500 k= -2.5000 k=0

Eu

85. abra.

8.6.2. Az egykopenyi hiperboloid athatasi gorbéje ellipszoiddal

>a:=3:b:=2:h1:=3:
>c:=4:d:=b:e:=6:

>hipegykop:=plot3d([a*sqrt(1+u~2)*cos(v),a*sqrt(1+u”2)*sin(v),
hi*u] ,,v=0..2*%Pi,u=-h1..hl,color=blue,grid=[15,15]):

>henger:=animate(plot3d, [[c*cos(t)*sin(f)+k,d*sin(t)*sin(f) ,e*
cos(f)],t=0..2%Pi,f=0..Pi,color=green,grid=[15,15]],k=-15..15):

>hipegy:=x"2/a"2+y"2/b"2-z"2/h1"2=1:

>hiphely:=subs ({x=c*cos(t)*sin(f)+k,y=d*sin(t)*sin(f),
z=excos(f)},hipegy) :

>tm:=solve(hiphely,t):

>agl:=animate(spacecurve, [[c*cos(tm[1])*sin(f)+k,d*sin(tm[1])*
sin(f) ,e*xcos(f)],f=0..Pi,color=red,thickness=3,numpoints=151],
k=-15..15):
Az athatasi gorbét 4 részbdl rakjuk Ossze, a mésik harom rész képét is az el6z6hoz
hasonléan kapjuk, csak a megfelel§ tm[i] értéket irjuk a parancsba.
>display([hipegykop,henger,agl,ag2,ag3,ag4] ,view=[-20..20,
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8.7.2. A kétképenyt hiperboloid athatasi gérbéje ellipszoiddal 8. Athatéasok

-10..10,-9..9]); (86. abra)

k=-7.5000 k= -5.0000 k=0

8.7. A kétkopenyt hiperboloid Athatasi gorbéi

8.7.1. A kétkopenyt hiperboloid athatasi gorbéje elliptikus
hengerrel

>a:=3:b:=2:h1:=3:
>c:=10:d:=15:h2:=60:m:=30:

>hipketkopl:=plot3d([a*sinh(u)*cos(v),bxsinh(u)*sin(v) ,hil*cosh(u)],
v=0..Pi,u=-hl..hl,color=blue):
>hipketkop2:=plot3d([a*sinh(u)*cos(v),b*sinh(u)*sin(v),-hil*cosh(u)],
v=0..Pi,u=-h1l..h1,color=blue):

>henger:=animate(plot3d, [[c*cos(u)+k,d*sin(u),v-m] ,u=0..2*Pi,v=0. .
h2,color=green,grid=[15,2]],k=-40..40):

>hipegy:=x"2/a"2+y"2/b"2-z"2/h172=-1:
>hiphely:=subs ({x=c*cos(u)+k,y=d*sin(u) ,z=v-m},hipegy):
>vm:=solve (hiphely,v):

>agl:=animate (spacecurve, [[c*cos(u)+k,d*sin(u) ,vm[1]-m] ,u=0..2%P1i,
color=red,thickness=3,numpoints=151] ,k=-40..40):

>ag?2:=animate (spacecurve, [[c*cos(u)+k,d*sin(u) ,vm[2] -m] ,u=0. .2%P1i,
color=red,thickness=3,numpoints=151] ,k=-40..40):

>display([hipketkopl,hipketkop2,henger,agl,ag2],view=[-50..50,
-20..20,-30..30]); (87. &bra)
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8.7.2. A kétképenyt hiperboloid athatasi gérbéje ellipszoiddal 8. Athatéasok

&7. abra.

8.7.2. A kétkopenyti hiperboloid athatasi gorbéje ellipszoiddal

>a:=3:b:=2:h1:=3:
>c:=20:d:=15:e:=20:

>hipketkopl:=plot3d([a*sinh(u)*cos(v) ,bxsinh(u)*sin(v) ,hi*cosh(u)],
v=0..Pi,u=-hl..h1,color=blue):

>hipketkop2:=plot3d([a*sinh(u)*cos(v),b*sinh(u)*sin(v),-hil*cosh(u)],
v=0..Pi,u=-hl..h1,color=blue):

>ellipszoid:=animate(plot3d, [[c*cos(t)*sin(f)+k,d*sin(t)*sin(f) ,e*
cos(f)],t=0..2*Pi,f=0..Pi,color=green,grid=[15,15]],k=-40..40):

>hipegy:=x"2/a"2+y"2/b"2-z"2/h1"2=-1:

>hiphely:=subs ({x=c*cos(t)*sin(f)+k,y=d*sin(t)*sin(f) ,z=excos(f)},
hipegy):

>fm:=solve(hiphely,f):

>agl:=animate (spacecurve, [[c*cos(t)*sin(fm[1])+k,d*sin(t)*
sin(fm[1]),e*cos(fm[1])],t=0..2%Pi,color=red,thickness=3,numpoints=
151] ,k=-40..40):

Az athatasi gérbét a korabbiakhoz hasonléan most is 4 részbdl allitjuk els (agl,2,3,4).
>display([hipketkopl,hipketkop2,ellipszoid,agl,ag2,ag3,ag4],
view=[-50..50,-20..20,-30..30]); (88. abra)
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8.7.2. A kétképenyt hiperboloid athatasi gérbéje ellipszoiddal 8. Athatéasok

k= -26 BE7 k= -16.667 k=0

; fi‘ll’i ]
s
Vi ""M’ll%‘%-

&K. abra.
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