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1. A doktori értekezés el6zményei és célkitiizései

1.1. Kutatasi célok

A kutatds f0 vizsgalati targyat képezi, hogy a
matematikai ismeretszerzé€s folyamatdban az analizis
fogalmainak, alkalmazasainak elsajatitdsat mennyire
segitik a szamitogépes eljarasok.

Ennek érdekében a kovetkezd célokat tliztiik ki:

Megismerni a kognitiv pszicholdgia nézeteit a
matematikai ismeretszerzés folyamatardl.

A fiiggvényfogalom kialakuldsénak szintjei a tanitas-
tanulds folyamatdban az életkori sajatossdgoknak
megfelelden fejlodtek-e?

Megtaldlni azokat a szamitogépes modszereket,
komputeralgebrai rendszereket, amelyek az analizis
fogalmainak elsajatitasat hatékonyabba teszik.
Bemutatni az analizis alkalmazdsi teriileteit,
kapcsoloddsi pontjait a szaktargyakhoz. Példdkat
mutatni az iizleti életbdl.

Megkeresni az alap és kozépfoku oktatds azon
tananyagtartalmait, melyek sériilése okozhatja a
hallgatok kudarcait az analizis tanuldsa sordn.

1.2. Kutatasi kérdések

Melyek azok a hidnyossagok, amelyek az oktatds
alsébb szintjein alakultak ki? Fel tudjuk-e zarkéztatni
a felsOoktatdsban ezeket a tanuldkat?

Hatékonyan befolydsolja-e a szamitégép haszndlata
az  analizis  tanuldsdt?  Helyettesitheti-e a
hagyomanyos mddszereket?

Viltozik-e a didkok hozzdilldsa a matematikdhoz a
szamitégépes modszerek bevondsaval?



Rendszeres tanuldsra szoktathatjuk-e hallgatdinkat a
szamitégépes modszerek hasznalataval?

1.3. Kutatasi modszerek

Kutatdsi céljaink elérése érdekében a kovetkezo
mddszereket alkalmaztuk:

Tanulmanyoztuk a matematikai ismeretszerzés
folyamatéarol szo6l6 kognitiv pszicholdgiai nézeteket,
az analizis tanitdsdhoz kapcsol6dé didaktikai
elméleteket.

Megismertiilk a Galois-grafokat, mint a fogalmak
hierarchikus rendszerét bemutaté reprezentacids
eszkozt.

Induktiv kutatdsi stratégiat vdlasztva eldidézett
kisérletet végeztiink, esetenként egycsoportos illetve
kétcsoportos formdban. Modszere az irdsbeli
kikérdezés volt.

Megismertettiik a hallgatokat a GeoGebraval Maple-
vel, Maple TA-val mint szamitégép algebrai
rendszerekkel.

Tanitdsi ordkon megfigyeltik hogyan valtozik a
tanuldk hozz4élldsa a matematikahoz.

1.4. Hipotézisek

I. A felsdoktatisban is hatékonyak az oktatds als6bb
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szintjein alkalmazott didaktikai médszerek.

A kognitiv  pszicholdgiai  vizsgdlodds  alapjan
definidltunk  univerzédlis  kognitiv ~ kategoridkat,
amelyeket a Bruner-féle reprezenticids szintekkel
Galois-graffal hierarchikus rendszerbe foglaltunk. A
graf alsobb szintjein jelenik meg az a kategoéria, amely



III.

IV.
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azt a fazist mutatja, amikor a szamitogép bevonhat6 a
tanitds-tanulds folyamatéba.

A szamitégépes rendszerek fejlesztik a szimbolikus
sikon valé jartassagot, Osszekapcsoljadk a materidlis,
ikonikus €s szimbolikus reprezentacids szinteket, ezzel
hatékonyabba teszik a matematikai ismeretszerzés
folyamatét.

Pozitiv irdnyban véltoznak a tanuldi attitidok a
matematika tanuldsa sordn.

A matematikdban gyengébb jartassigot mutatéd tanuldk
teljesitményén javitanak a szdmitégéppel elvégezhetd
feladatok, mig a j6 képességlieket helyenként gatoljdk a
teljesitésben, ha szamit6géppel dolgoznak.

Az analizisben és alkalmazdsaiban nem egyforma
hatékonysdguak a tanult szoftverek, illetve a tanuldk az
adott feladattipushoz mas-mds szdmitégép algebrai
rendszert preferdlnak.

2. Az értekezés 4j tudomanyos eredményei

2.1. A tanuléi hianyossagok feltérképezése
Hallgatéink korében végzett tobbéves szintfelmérdk
eredményei alapjin ~ elmondhatjuk,  hogy  az
egyenlOtlenségek megolddsa, a paraméteres feladatok
megolddsa mutatja a legalacsonyabb, 10-12% Kkoriili
teljesitményt. A fliggvénydabrazolas és a
fiiggvénytulajdonsdgok alapos ismerete is elmarad a
varttdl, 30% koriili a didkok teljesitménye. Hazai
reprezentativ mérések is igazoljdk (Miiszaki Egyetem,
BGF) az egyenldtlenségek megolddsi folyamatanak
sériilését. Azokban a feladatokban, amelyekben a ,,tér”,
mint univerzalis kognitiv kategéria megjelenik szintén
alacsonyabb a hallgatéi teljesitmény.



Intézményiinkben a  ,,Szamitégépes  matematika
modszertan” tantdrgy keretében djra  atismételtiik
tematikusan a megoldasi stratégidkat az egyenldtlenségek
vonatkozasaban, minimalisra csokkent a lemorzsolédas.
Elfogadhatjuk az els6 hipotézist, az oktatds alsébb
szintjein alkalmazott moddszerekkel jelentdsen nott a
kifejezések eldjelének, sorozatok monotonitasdnak
vizsgélata tekintetében a sikeres megoldasok szdma.
Azon hallgaték esetében nem szdmolhatunk be sikeres
teljesitésrol, akik nem jartak rendszeresen az 6rakra.

A tanitdsi 6rdk megtervezésénél a harmas tagolodast
(folyamatos gyakorlds-uj anyag feldolgozasa-
Osszefoglalds, rendszerezés) alkalmaztuk, kiemelten az
elso részben a folyamatos gyakorldsra koncentraltunk.

2.2. A szamitogép bekapcsolasa az analizis tanitas-
tanulas folyamataba

Az altalunk definidlt univerzdlis kognitiv kategoéridk a
kovetkezOk voltak (ezek a kategoéridk alkotjdk az egyik
halmazt):
Tér (tajékozoddas, alatt, folott), Idé (egymadsutdnisag),
Tulajdonsdgok (mennyiséget kifejezo szavak), Cselekvést
kifejez6  szavak, Tdrgy, fogalom (szakkifejezések
ismerete, hasznalata), Cselekvés koriilményei
(feladatmegoldds mddja, helyessége)
A masik  halmazban legyenek a fiiggvények
jellemzésében alkalmazott, analizisben tanult ,lépés
sorozatok: értelmezési tartomdny, paritds, zérushely,
sz€lsoérték-monotonitds,  inflexiés  pont-konvexitds,
hatarértékek, grafikon, értékkészlet.
A halmazok elemei kozotti kapcsolat relacitablazatanak
elkészitése utdn megrajzoltuk a Galois-gréfot.
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A definialt univerzalis kognitiv kategoridk
viszonylatdban  vizsgaltuk a  fliggvényjellemzés
folyamatat, gazdasdgi feladat megolddsat, sorozatok
vizsgalatit és a folytonos valdsziniiségi vdltozévak
kapcsolatos feladatmegoldast. A kategéridk, mint
objektumok jelentek meg a megrajzolt Galois-grafokban,
mint hierarchikus rendszerben. A , cselekvést kifejezo”
kategoria az, amely a szdmit6gép alkalmazasara utalhat a
fent nevezett vizsgalodasokban. A kategéria a graf alsébb
szintjein jelenik meg, ezzel utal arra, hogy a tanitds-
tanulds folyamatdba az ellendrzési fazisban célszeri
bevonni a szamitogépet, nem helyettesitheti, de segitheti
a fogalmak elsajatitisit. fgy a IL  hipotézist
elfogadhatjuk.

Az alkalmazott szamitégépes szoftverek koziill a
GeoGebra és a Maple egyarant erdsiti a szimbolikus
gondolkodést, az ellendrzéshez haszndlva fejlesztette
hallgatéink matematikai szimbdlumrendszerben elért
készségszintjét.

A Maple ugyanakkor az algoritmikus gondolkodast is
fejlesztette.

A III. hipotézist elfogadhatjuk.

2.3. A tanuléi attitiidok valtozasa

A szemindriumokon megfigyeltiik hallgatéinkat, akik
elmondasuk szerint szivesen dolgoztak a szoftverekkel,
kiilonos tekintettel a GeoGebrara. Az alkalmazott
kikérdezéses kérdoivekben kifejtették, hogy segitette a
tanuldsukat, néhany részletesebb véleménybdl a pozitiv
élmények atélését is kiolvashatjuk, igy a IV. hipotézist
elfogadhatjuk.



A Maple TA web-alapt teszt és vizsgarendszert is
szivesen hasznéltdk a folytonos valOsziniiségi valtozo
gyakorlasahoz.

2.4. Szoftverhasznalat az egyes alkalmazasokban

Sorozatok  vizsgalatandl mértik az Excellel és
GeoGebraval  tortén0  megoldds  hatékonysdagat.
Egyértelmiien az Excellel torténd megoldast részesitik
elonyben a didkok a sorozatok vizsgdlatindl. A
fliggvénydbrazolas esetében inkdbb a GeoGebrit
hasznaljdk. Az 1j verzidval az ellenOrzési fazisba torténd
bekapcsoldsa sériil, mivel a matematikai
szimbOlumrendszerbe valé jartassig még tovabbi
fejlesztésre szorul, derivalas, integralds esetében. Taylor-
polinom felirdsakor az ellendrzési fazisban nagyon jol
hasznalhatd.
A Maple TA bevondsa a folytonos valdsziniiségi valtozd
fogalmanak kialakitdsdban hasznos volt. A hallgatok
elmonddsa szerint: ,nagy kihivds volt megoldani a
feladatokat, de megérte”. A VL. hipotézis elfogadhato6.
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2.5. A szamitogépes modszerek alkalmazasa és a
tanuloi képességek osszefiiggése
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Az V. hipotézist az integrilszamitds tananyagtartalom
kapcsolataban mértiik fel. Lattuk, hogy a jobb képességii
didkok hagyomanyos mddszerrel magasabb teljesitményt
értek el, mint a szadmitégéppel. Megfigyelésiink sordn is
tapasztaltuk  ezt, személyes beszélgetésekben is
kifejtették, hogy 6k nem szivesen dolgoznak a
szamitégéppel, mert hagyomanyosan is boldogulnak. Ok
voltak kisebb szamban.

A gyengébb képességlieket segitették a szamitogépes
modszerek, mintegy 10%-kal jobb teljesitményt értek el
hasznalatukkal, de ez mar nem <csak az
integralszamitidsban mondhat6 el, hanem a gazdasagi
feladatok megoldésa esetében is.
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1. Preliminaries and objectives of the doctoral
dissertation

1.1. Research aims
The main investigation subject of the research is how
much computer methods help acquiring concepts and
applications of Calculus in the course of the acquisition
of mathematical knowledge. To this end, we aimed at
the followings in our investigation:

To get familiar with the views of cognitive
psychology about the process of the acquisition of
mathematical knowledge.

To check whether the levels of development of
the function concept have been progressing
according to the characteristics of the age-group
during the course of teaching-learning.

To find those computer methods, computer-
algebra systems, which make the acquisition of
concepts of Calculus more efficient.

To introduce the application areas of Calculus, its
connection to special subjects. To show examples
from business life.

To find those parts of the curriculum of primary
and secondary education, whose damage may
cause students’ failures during the course of
learning Calculus.

1.2. Research questions

Which are the deficiencies that emerge at the
lower levels of education? Is it possible to close
these students up in higher education?

11



L.

II.

e Does the use of computers have a positive effect
on learning Calculus? Can it substitute traditional
methods?

e Does students’ attitude towards mathematics
change by involving computer methods?

e (Can we accustom students to regular work by
using computer methods?

1.3. Research methods

The following methods were used to reach our

research aims:

e We investigated the cognitive psychological
views on the acquisition of mathematical
knowledge, the didactical theories about teaching
Calculus.

e We got familiar with Galois-graphs, as a
representational  tool of introducing the
hierarchical system of concepts.

e Choosing an inductive research strategy we tried
caused experiments, in one-group or two-group
forms, with the written questioning method.

e We got students acquainted with GeoGebra,
Maple, Maple TA, as computer algebra systems.

e We observed how students’ attitude changes
towards mathematics on lessons.

1.4. Hypotheses

Didactic methods used at lower levels are efficient
at higher education as well.

On the basis of cognitive psychological
investigation we defined wuniversal cognitive
categories, which, together with  Bruner’s
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representational levels, were included into a
hierarchical system using Galois-graphs. The
category, where computers can be involved in the
process of teaching-learning, appears on the lower
levels of the graph.

III. Computer systems develop proficiency on the
symbolic level, connect the material, iconic and
symbolic representational levels, thus make the
acquisition of mathematical knowledge more
efficient.

IV. Students’ attitude towards mathematics change in a
positive direction.

V. The performance of students showing weaker skills
in mathematics is improved by the use of
computers, while students with better abilities may
be hindered at some cases.

VI. The different software products are not of the same
efficiency in Calculus and its applications; students
prefer different computer algebra systems in case of
different types of problems.

2. New scientific results of the dissertation

2.1. Surveying students’ deficiencies
According to several years’ results of the level
assessment tests it can be asserted that solution of
inequalities and solution of problems with parameters
show the weakest, 10-12% performance. Students also
underachieve in the areas of curve sketching and the
knowledge of properties of functions, their performance
is 30% at these areas. Hungarian representative measures
(Budapest University of Technology and Economics,
BGF) also support the defect at the solution process of

13



inequalities. In case of problems, where “space”, as a
universal cognitive category appears, students’
performance is also weaker.

In our institute we made a thematic revision of the
solution strategies in case of inequalities in the
framework of course “Mathematics Methodology with
Computers”, and dropout decreased to minimal.

The first hypothesis can be accepted, the number of
successful solutions was increased significantly by the
examination of the sign of formulae, the monotonicity of
sequences with the applied methods.

We cannot report on successful performance in case of
students who did not regularly attend lessons.

When planning lessons we used the threefold division,
we concentrated on the continuous practice of high
priority in the first part.

2.2. Involving computers in the process of
teaching-learning Calculus

The universal cognitive categories defined by us were the
following (these are the elements of the first set):

Space (orientation, below, above), Time (succession),
Properties  (words  expressing quantity), Words
expressing action, Object-concepts (knowledge and use
of terminology), Circumstances of action (method,
accuracy of problem solving).

Let the other set contain the “sequences of steps” used in
function-analysis, such as: domain, symmetry, root (zero)
of a function, local minima-maxima-monotonicity, points
of inflection-convexity, limits, plotting and range.
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After making the relation-table of the connection
between the elements of the sets, the Galois-graph was
drawn.

[Domain,Symmetrs,
Zexo of the Function,
Optimization-Monstorty,
Point of Inflecion- Convexdry,
Limirs, Graph, {Symbolic Levd,
Range] Object-canceptd,
Grommstmces of Action}
[Domain, Symmeny,
Zero of the Funciion,
_Optimization-Manotonity,
ot of Inclection-Conwesaty,
 Range]
{Symbalic Level,
Space, cimmmmu of Action}
[Spmnmy
Zero afthe Fumcrion,

Poin of Inflecion- Converdry,
Linits, Graph] \{S)ﬂlﬂnﬂuz Level,
Space, Object-concept],
Gireumstances of Action}

{Symbolic Level,
Property,Groumstances of Artion}

[Domsin, Optiniz ation-Monstority,
Point of Inflection-Conve:iry, Zero of the Function,

Graph, Ramge] Opintizarion-Menatomity,
f' Point of Inflection-Convexity,
{Symbokic Level, Limits]

alic Level,
Space, (Words) Expressing Actionl], Space, Property,
of Acii mm?

[Zero of the mmim [Optimizaiion- Monotanity,
imi Point of Inflection-Convexity,

]
{Synlmln: Level, i \ {Symbolic Level,
Space, (Wards) Expnsml.gmmlﬂ Space, Time,

Object-coneeptl, Property,Object-concepr, 3
Gireumstances of Action} Greumstances of Ation} Propenty, Gircumstances of Action
[Zero of the Function, [Optimizaion-Monotonity, Graph, Range]
Limts] {Matexial Lev, Point of Inflection- Conve:dity]
Tcomic Level,

Symbolic Level,

ace, Froperty,
{Wards) Expressing ActionD, Propexty, Object-concepit],
i Gireumstances of Action}

[Graph] {PMlaterial Level, [Range]
Bropecty,Words) Expressing ActionD,

Object-coneepir],
Groumstances of Action}
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In the relation of the defined universal cognitive
categories we examined the process of function analysis,
solution of economic problems, analysis of sequences,
and problem solving concerning continuous random
variables. Categories, as objects appeared in the Galois-
graphs, as in hierarchical systems. “Words expressing
action” is the category which can refer to the use of
computers in the examinations mentioned above. This
category appears at the lower levels of the graph, thus
showing that computers are practical to be involved in
the teaching-learning process at the stage of checking,
they cannot replace, but help acquiring concepts. The
second hypothesis can be accepted.

Among the applied computer software products, both
GeoGebra and Maple strengthen symbolic thinking;
when they were used at the checking stage, they
developed students’ competency in the mathematical
symbol system.

Maple also developed algorithmic thinking.

The third hypothesis can be accepted.

2.3. Change in students’ attitudes

We observed our students at seminars, who told us that
they liked working with the software products, especially
with GeoGebra. In the applied questionnaires they
explained, that it helped their studies, in some more
detailed opinion they describe their positive experiences,
thus the hypothesis IV can be accepted.

They also used the web-based testing and assessment
system Maple TA willingly to practice continuous
random variables.

16



2.4. Use of software in some applications

We measured the efficiency of solutions with Excel and
GeoGebra at investigating sequences. In case of
sequences students prefer solutions with Excel
unanimously. In case of curve sketching they prefer
GeoGebra. With the new version they fail getting it in the
phase of checking, as their skill in the mathematical
symbol system needs further development in case of
differential-, integral calculus. When writing up Taylor-
polynomials, it can be well used in the phase of checking.
Maple TA proved to be useful in forming the concept of
continuous random variables. According to the students,
“it was a great challenge to solve the problems, but it was
worth it”. The hypothesis VI can be accepted.
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2.5. Connection between applying computer
methods and students’ competences

Students’ performance with the
150% - i

OTradition..|

135 7 ONdBel%t SilRigheS 25

3

>~

peréormaBce
Qe

We surveyed the hypothesis V in connection with
integral calculus. It has been found that students with
better abilities achieved a higher performance with the
traditional method than by computers. We experienced
this and they also explained personally that they did not
like working with computers, because they got along
traditionally. They were the minority.

Students with weaker abilities were helped by computers,
they achieved 10% better results by the use of them, and
this is not only true for integral calculus problems but for
economic problems as well.
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