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Bevezetés

A harmonikus analízis elmélete számos matematikai eszközt és módszert kínál,
amiben fontos szerepet kapnak az ortogonális rendszerek. Az ortogonális függ-
vényrendszerek (és azon belül a Fourier-sorok) elmélete megjelenésük óta jelen-
tős fejlődésen mentek keresztül. Ez a dolgozat a Fourier-sorokkal foglalkozik,
azon belül is a Walsh–Paley, a Walsh–Kaczmarz és a Vilenkin ortonormált rend-
szerekkel.

A mátrix transzformációs közepek számos jól ismert összegzési módszer ál-
talánosításai. Nevezetesen, a Riesz-, a Nörlund-, a T (súlyozott), a Fejér- (vagy a
(C, 1)), a Cesàro- (C,α) és a változó paraméterekkel rendelkező Cesàro- (C,αn)
közepek mind az alábbiakban bemutatott mátrix transzformációs összegzési mód-
szer speciális esetei.

1. Walsh–Paley- és Walsh–Kaczmarz-rendszer

A szakirodalomban a „Walsh-függvény” kifejezést három ortonormált rendszer
elemeire is használják. Nevezetesen, az eredeti Walsh-, a Walsh–Paley- és a
Walsh–Kaczmarz-rendszerre. Ezek a rendszerek ugyanazokat a függvényeket tar-
talmazzák, más-más sorrendben. Közülük ebben a dolgozatban a Walsh–Paley-
és Walsh–Kaczmarz-rendszerrel foglalkozunk.

Bevezetjük a Walsh–Paley- és a Walsh–Kaczmarz-rendszerek vizsgálatához
szükséges fogalmakat, valamint korábbról ismeretes tételeket is bemutatunk.

Walsh–Paley esetben részletesebben foglalkozunk a Fejér-féle magfüggvény
néhány approximációs kérdésével, valamint normakonvergenciát látunk be. A to-
vábbiakban a Walsh–Kaczmarz–Fourier-sorozat mátrix transzformációs közepei
és a megfelelő függvény közötti normában való különbséget becsüljük meg. A
becsléshez a folytonossági modulust használjuk. Norma- és majdnem mindenüt-
ti konvergenciára is mondunk ki tételeket hasonló feltételek mellett. Areshidze
és Tephnadze néhány állítását (Nörlundról mátrix transzformációs közepekre) ál-
talánosítjuk, valamint az általánosítás mellett javítjuk és kiegészítjük Móricz és
Siddiqi eredményeit.
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Jelölések és definíciók

Legyen P a pozitív egész számok halmaza és N := P ∪ {0}. Jelölje a másod-
rendű diszkrét ciklikus csoportot Z2. A csoportművelet az összeadás moduló
2. Legyen minden részhalmaz nyitott. A µk Haar mérték legyen úgy meg-
adva a k-adik Z2-n (k ∈ N), hogy µk({0}) := µk({1}) := 1/2. Legyen

G :=
∞
×
k=0

Z2 a diadikus csoport (diszkrét ciklikus csoportok direkt szorzata).

A G elemei az x := (x0, x1, . . . , xk, . . . ) sorozatokkal reprezentálhatóak, ahol
xk ∈ {0, 1} (k ∈ N). A G-n végzett csoportművelet a koordinátánkénti össze-
adás (+ jelöléssel) moduló 2, valamint legyen a µ normalizált Haar-mérték a µk

mértékek szorzatmértéke és a topológia a szorzattopológia.
A diadikus intervallumok definiálása az alábbi módon történik

I0(x) := G, In(x) := {y ∈ G : y = (x0, . . . , xn−1, yn, yn+1, . . . )},

ahol x ∈ G,n ∈ P és jelölje In := In(0). Az intervallumok a G topológiájának
egy környezetbázisát alkotják.

Jelölje Lp(G) a szokásos Lebesgue-teret G-n (a megfelelő ∥.∥p normákkal).
A jelölések rövidsége érdekében megállapodunk abban, hogy L∞(G)-t írunk

C(G) helyett és ∥f∥∞ := sup{|f(x)| : x ∈ G}. Nyilvánvaló, hogy L∞ nem
azonos a folytonos függvények terével, hanem annak egy megfelelő altere. Mivel
a folytonos függvények esetében a szuprémum norma és a L∞ norma megegye-
zik, a kényelem kedvéért reméljük, hogy az olvasó el tudja fogadni ezt a jelölési
egyszerűsítést.

Bevezetjük a Walsh–Fourier-analízis néhány fogalmát.
Az n-edik Rademacher-függvény az x helyen legyen

rn(x) := (−1)xn (x ∈ G,n ∈ N).

Minden természetes szám egyértelműen előállítható kettes számrendszerben, és
ez a felírás véges (csak véges számú nk különbözik nullától)

n =

∞∑

k=0

nk2
k, nk ∈ {0, 1} (k ∈ N).
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Szükségünk lesz még az alábbi jelölésre is. Ha n ∈ P, akkor |n| := max{j ∈ N :
nj ̸= 0}. Ez azt jelenti, hogy 2|n| ≤ n < 2|n|+1.

A Walsh–Paley-függvényeket az alábbi módon definiáljuk. Legyen w0(x) :=
1 és ha n ∈ P, akkor legyen

wn(x) :=
∞∏

k=0

rnk

k (x) = (−1)
∑|n|

k=0 nkxk .

Ismert, hogy a Walsh–Paley-rendszer (wn, n ∈ N) a (G,+) karakterrendszere.
Legyen az Lp(G) folytonossági modulus

ωp(f, δ) := sup
|t|<δ

∥f(.+ t)− f(.)∥p ,

ahol f ∈ Lp(G) és δ > 0, valamint

|x| :=
∞∑

i=0

xi
2i+1

minden x ∈ G

esetén. Az f ∈ C(G) esetben a p helyére ∞-t írunk.
A Walsh–Kaczmarz-rendszert a következő módon vezetjük be. Legyen κ0 :=

1 és n ∈ P esetén legyen

κn(x) := r|n|(x)
|n|−1∏

k=0

rnk

|n|−1−k(x) = r|n|(x)(−1)
∑|n|−1

k=0 nkx|n|−1−k .

Könnyen belátható, hogy
rn = w2n = κ2n

minden n ∈ N-re.
A Walsh–Kaczmarz- és Walsh–Paley-függvények halmaza diadikus blokkon-

ként megegyezik. Vagyis
{
κn : 2k ≤ n < 2k+1

}
=

{
wn : 2k ≤ n < 2k+1

}

minden k ∈ N esetén és κ0 = w0.
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A Walsh–Paley- és Walsh–Kaczmarz-rendszerek ortonormáltak és teljesek
L1 (G)-ben.

Skvortsov a τn : G→ G transzformáció

τn(x) := (xn−1, xn−2, . . . , x1, x0, xn, xn−1, . . . )

segítségével összefüggést adott meg a Walsh–Kaczmarz- és Walsh–Paley-függ-
vények között. Nevezetesen, minden n ∈ N és x ∈ G esetén

κn(x) = r|n|(x)wn−2|n|(τ|n|(x)).

Fontos megjegyezni, hogy a τn(.) függvény megőrzi a mértéket.
A Lipschitz osztályok Lp(G)-ben a következőek. Minden α > 0 esetén le-

gyen

Lip(α, p,G) := {f ∈ Lp(G) : ωp(f, δ) = O(δα), amint δ → 0}.

Továbbá

Lip(α,C(G)) := {f ∈ C(G) : |f(x+ y)− f(x)| ≤ c|y|α, x, y ∈ G}.

Később az egyszerűség kedvéért Lip(α,C(G)) helyett Lip(α,∞, G)-t írunk.
Definiáljuk az n-edik Fourier-együtthatót, a Fourier-sor n-edik részletössze-

gét, az n-edik Fejér-közepet és az n-edik Dirichlet-féle magfüggvényt (Walsh–
Paley- vagy Walsh–Kaczmarz-rendszerekre) az alábbi módokon.

f̂ξ(n) :=

∫

G

fξndµ , ha n ∈ N,

Sξ
n(f) :=

n−1∑

k=0

f̂ξ(k)ξk, σ
ξ
n(f) :=

1

n

n∑

k=1

Sξ
k(f), D

ξ
n :=

n−1∑

k=0

ξk,

ahol n ∈ P. Ismert, hogy

Sξ
n(f ;x) =

∫

G

f(u)Dξ
n(x+ u)dµ(u).
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A Fejér-féle magfüggvények a Dirichlet-féle magfüggvények számtani közepei,
azaz

Kξ
n :=

1

n

n∑

k=1

Dξ
k.

Legyen T := (ti,j)
∞
i,j=1 egy duplán végtelen számmátrix. Mindig feltételez-

zük, hogy a T -mátrix felső háromszög alakú, azaz ti,j := 0, ha i > j. Legyen a
T -mátrix által meghatározott n-edik mátrix transzformációs közép

σξT
n (f ;x) :=

n∑

k=1

tk,nS
ξ
k(f ;x).

Mivel a T -mátrix n-edik oszlopa határozza meg a σξT
n mátrix transzformációs

közepet és definíciója csak véges számú tagot tartalmaz, ezért az egyszerűség
kedvéért azt mondjuk, hogy (tk,n : 1 ≤ k ≤ n, k ∈ P) véges számsorozat
minden n ∈ P-re.

A
∑n

k=1 tk,n = 1 feltétellel a Nörlund-közepek speciális mátrix transzformá-
ciós közepek, nevezetesen

tk,n :=
qn−k

Qn
.

A továbbiakban legyen (tk,n : 1 ≤ k ≤ n, k ∈ P) nemnegatív számok véges
sorozata minden n ∈ P esetén. Az n-edik mátrix transzformációs magfüggvény
definíciója

KξT
n (x) :=

n∑

k=1

tk,nD
ξ
k(x).

Megjegyezzük továbbá, hogy ebben a fejezetben a c egy pozitív abszolút kons-
tanst jelöl.



1. WALSH–PALEY- ÉS WALSH–KACZMARZ-RENDSZER 7

Motivációk

1. F. Schipp, W. R. Wade, P. Simon és J. Pál [62] klasszikus könyvében olvas-
hatjuk az

∥σw
2n(f)− f∥X ≤ ωX

(
f, 2−n

)
+

n−1∑

k=0

2k−nωX

(
f, 2−k

)

egyenlőtlenséget, ahol X egy homogén Banach-tér (például tetszőleges Lp

tér, ahol 1 ≤ p <∞ vagy a folytonos függvények tere) és ωX a függvények
folytonossági modulusa X-ben.

2. Móricz és Siddiqi a következőket igazolták.

Legyen f ∈ Lp(G), ahol 1 ≤ p ≤ ∞ és legyen (qk : k ∈ N) nemnegatív
számok sorozata úgy, hogy

nγ−1

Qγ
n

n−1∑

k=0

qγk = O(1), ahol 1 < γ ≤ 2.

Ha (qk : k ∈ N) növekvő, akkor

∥twn (f)− f∥p ≤ 5

2Qn

|n|−1∑

j=0

2jqn−2jωp

(
f,

1

2j

)
+ cωp

(
f,

1

2|n|

)
,

míg ha (qk : k ∈ N) csökkenő, akkor

∥twn (f)− f∥p ≤ 5

2Qn

|n|−1∑

j=0

(Qn−2j−1 −Qn−2j+1−1)ωp

(
f,

1

2j

)

+ cωp

(
f,

1

2|n|

)
.

3. Blahota és Nagy K. hasonló egyenlőtlenségeket igazoltak a mátrix transz-
formációs közepek esetén. A mi jelöléseinkkel mondjuk ki a következő
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tételt.
Legyen f ∈ Lp(G), ahol 1 ≤ p ≤ ∞. Minden n ∈ N esetén legyen
(tk,n : 1 ≤ k ≤ n) nemnegatív számok véges sorozata úgy, hogy

n∑

k=1

tk,n = 1

teljesül.

a) Ha a (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) véges sorozat rögzített n esetén növekvő, és a

tn,n = O

(
1

n

)

feltétel teljesül, akkor

∥∥σwT
n (f)− f

∥∥
p
≤ 5

|n|−1∑

j=0

2jt2j+1−1,nωp

(
f,

1

2j

)
+ cωp

(
f,

1

2|n|

)
.

b) Ha a (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) véges sorozat rögzített n esetén csökkenő, akkor

∥∥σwT
n (f)− f

∥∥
p
≤ 5

|n|−1∑

j=0

2jt2j ,nωp

(
f,

1

2j

)
+ cωp

(
f,

1

2|n|

)
.

4. Areshidze és Tephnadze bizonyították a következő állítást. Belátták továb-
bá (növekvő esetre) az első motiváló eredményt is, konkrét együtthatóval
és az abban szereplő feltétel nélkül.

Legyen f ∈ Lp(G), 1 ≤ p <∞ és legyen twn egy reguláris Nörlund-közép,
amelyet (qk : k ∈ N) növekvő sorozattal generálunk. Akkor

∥twn (f)− f∥p ≤ 18

|n|−1∑

k=0

2k
qn−2k

Qn
ωp

(
f,

1

2k

)
+ 12ωp

(
f,

1

2|n|

)
.

A disszertáció Walsh–Paley- és Walsh–Kaczmarz-rendszerekkel foglalkozó
fejezetében az alábbi fontosabb állításokat bizonyítottuk.
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Normabecslések

1.1. Tétel. Legyen f ∈ Lp(G) és 1 ≤ p ≤ ∞. Minden n ∈ N-re legyen
(tk,n : 1 ≤ k ≤ n) nemnegatív számok véges sorozata úgy, hogy

n∑

k=1

tk,n = 1.

Ha a (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) véges sorozat rögzített n esetén csökkenő, akkor

∥∥σwT
n (f)− f

∥∥
p
≤ 31

15

|n|−1∑

k=0

2kt2k,nωp

(
f,

1

2k

)
+

47

30
ωp

(
f,

1

2|n|

)

teljesül.

1.2. Tétel. Legyen a (tk,2n : 1 ≤ k ≤ 2n) nemnegatív számok véges sorozata
minden rögzített n ∈ N esetén növekvő és legyen

2n∑

k=1

tk,2n = 1.

Ekkor tetszőleges f ∈ Lp(G), 1 ≤ p < ∞ esetén a következő egyenlőtlenséget
kapjuk

∥∥σwT
2n (f)− f

∥∥
p
≤

n−1∑

s=0

2s

2n
ωp

(
f,

1

2s

)

+ 3
n−1∑

s=0

(n− s)2st2n−2s+1,nωp

(
f,

1

2s

)

+

(
2 +

1

2n

)
ωp

(
f,

1

2n

)
.

1.3. Tétel. Legyen minden rögzített n ∈ P esetén a (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) nemnega-
tív számok véges sorozata növekvő és feltételezzük, hogy

n∑

k=1

tk,n = 1
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és

tn,n = O

(
1

n

)
.

Ekkor tetszőleges f ∈ Lp(G), 1 ≤ p < ∞ esetén a következő egyenlőtlenséget
kapjuk

∥∥σwT
n (f)− f

∥∥
p
≤ c

|n|∑

k=0

2k

2|n|
ωp

(
f,

1

2k

)
.

1.4. Tétel. Legyen f ∈ Lp(G), 1 ≤ p ≤ ∞ és legyen minden n ∈ P-re (tk,n :
1 ≤ k ≤ n) nemnegatív számok véges sorozata úgy, hogy

n∑

k=1

tk,n = 1

teljesül.
a) Legyen (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) véges sorozat minden n-re növekvő és teljesüljön a

tn,n = O

(
1

n

)

feltétel. Ekkor

∥∥σκT
n (f)− f

∥∥
p
≤ 31

15

|n|−1∑

j=0

2jt2j+1−1,nωp

(
f,

1

2j

)
+ cωp

(
f,

1

2|n|

)
.

b) Legyen (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) véges sorozat minden n-re csökkenő, ekkor

∥∥σκT
n (f)− f

∥∥
p
≤ 31

15

|n|−1∑

j=0

2jt2j ,nωp

(
f,

1

2j

)
+

47

30
ωp

(
f,

1

2|n|

)
.
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Normakonvergencia

1.5. Tétel. Legyen f ∈ L1(G). Minden n ∈ P-re legyen (tk,n : 1 ≤ k ≤ n)
nemnegatív számok véges sorozata, melyre

n∑

k=1

tk,n = 1

és

lim
n→∞

tk,n = 0

bármely rögzített k esetén.
Ha létezik egy c abszolút állandó, amelyre

∥∥KκT
n

∥∥
1
≤ c,

akkor teljesül az L1-beli normakonvergencia

σκT
n (f) → f,

amint n→ ∞.

1.6. Következmény. Legyen n ∈ P és legyen (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) nemnegatív
számok véges sorozata úgy, hogy

n∑

k=1

tk,n = 1.

Tegyük fel, hogy az alábbiak közül valamelyik teljesül.
a) Ha a (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) véges sorozat rögzített n esetén növekvő, akkor
feltételezzük, hogy

tn,n = O

(
1

n

)
.
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b) Ha a (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) véges sorozat rögzített n esetén csökkenő, akkor
feltételezzük, hogy

lim
n→∞

t1,n = 0.

Ekkor mindkét esetben teljesül az L1-beli normakonvergencia

σκT
n (f) → f,

amint n→ ∞.

1.7. Tétel. Legyen f ∈ Lip(α, p,G) valamely α > 0 esetén és legyen 1 ≤ p ≤
∞. Legyen minden n ∈ P-re (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) nemnegatív számok véges
sorozata úgy, hogy

n∑

k=1

tk,n = 1

teljesül. Legyen továbbá a (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) nemnegatív számok véges sorozata
minden n ∈ P esetén növekvő a

tn,n = O

(
1

n

)

feltétellel. Ekkor a következő becslés teljesül

∥∥σκT
n (f)− f

∥∥
p
=





O(n−α), ha 0 < α < 1,

O(log n/n), ha α = 1,

O(1/n), ha α > 1.
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2. Vilenkin-rendszer

A Walsh-függvények diadikus reprezentációjának általánosításai a Vilenkin-rend-
szerek. Ha a generáló sorozat korlátos, akkor a Vilenkin-rendszerekkel kapcso-
latos állítások gyakran analógak a Walsh–Paley esetekkel, nemkorlátos esetben
viszont komoly eltérések mutatkoznak mind az állítások tartalmában, mind a bi-
zonyítási eljárások részleteiben.

Bevezetjük a Vilenkin-rendszer tárgyalásához szükséges fogalmakat, tétele-
ket. Norma- és majdnem mindenütt való konvergenciatételeket igazolunk, vala-
mint integrálható függvények Vilenkin–Fourier-sorozathoz tartozó mátrix transz-
formációs közepeinek konvergenciáját tárgyaljuk Vilenkin–Lebesgue-pontokban.

Ahogy látni fogjuk, a bevezetett fogalmak analógiát mutatnak az előző feje-
zetben lévő fogalmakkal (aminek az az alapja, hogy a Vilenkin-rendszer a Walsh-
rendszer egy általánosítása).

Jelölések és definíciók

Legyen m := (m0,m1, . . . ) 2-nél nem kisebb pozitív egész számok sorozata.
Jelölje Zmn := {0, 1, . . . ,mn − 1} a természetes számok additív csoportját mo-
duló mn, ahol n ∈ N. Ezen Zmn

diszkrét ciklikus csoportok direkt szorzataként
definiáljuk a Gm Vilenkin-csoportot. A Gm-en végzett csoportművelet a koordi-
nátánkénti összeadás moduló mn.

A direkt szorzaton bevezetett µ mértéket a

µn ({j}) := 1/mn (j ∈ Zmn
)

mértékek direkt szorzataként definiáljuk, ami Haar-mérték és valószínűségi mér-
ték Gm-en, azaz µ (Gm) = 1.

Ha az m sorozat korlátos, akkor Gm-et korlátos, egyébként nem korlátos
Vilenkin-csoportnak nevezzük. A fejezetben feldolgozott cikkeinkben és így az
egész disszertációban csak a korlátos esettel foglalkozunk. Megemlítjük, hogy
m = (2, 2, . . . ) esetén G-t, a diadikus csoportot kapjuk. Gm elemei az

x := (x0, x1, . . . , xn, . . .) (xn ∈ Zmn
)
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számsorozatokkal reprezentálhatóak. A diadikus intervallumok definiálása a kö-
vetkező módon történik

I0 (x) := Gm,

In(x) := {y ∈ Gm | y0 = x0, . . . , yn−1 = xn−1} (x ∈ Gm, n ∈ P).

Az m sorozaton alapuló ún. általánosított, m-adikus számrendszert az alábbi mó-
don definiáljuk

M0 := 1, Mn+1 := mnMn (n ∈ N).

Ekkor minden n ∈ N egyértelműen előállítható n =
∑∞

k=0 nkMk alakban, ahol
nk ∈ Zmk

(k ∈ N) és csak véges sok nk különbözik nullától. Jelölje |n| azt a
természetes számot (n rendje), amelyre M|n| ≤ n < M|n|+1.

Jelölje Lp(Gm) a Lebesgue-teret Gm-en (a megfelelő ∥.∥p normákkal) és
C(Gm) jelölje a folytonos függvények terét Gm-en az ∥f∥∞ := sup{|f(x)| :
x ∈ Gm} normával.

Legyen
ωp(f, δ) := sup

|x|<δ

∥f(· − x)− f(·)∥p

a folytonossági modulus Lp(Gm)-en, ahol 1 ≤ p < ∞ , f ∈ Lp(Gm) és δ > 0,
valamint

|x| :=
∞∑

i=0

xi
Mi+1

minden x ∈ Gm esetén.

Ennek analógiájára definiáljuk a folytonossági modulustC(Gm)-en, ezt ω∞(f, δ)
jelölje.

Az előző fejezet fogalmaihoz hasonlóan bevezetjük a Lip(α, p,Gm) és
Lip(α,C(Gm)) osztályokat (amennyiben 1 ≤ p <∞) és a

Lip(α,∞, Gm) := Lip(α,C(Gm))

jelölést.
Bevezetünk Gm-en egy ortonormált rendszert, amelyet Vilenkin-rendszernek

nevezünk. Ehhez definiáljuk az rk (x) : Gm → C, komplex értékű függvényeket,
azaz az úgynevezett általánosított Rademacher-függvényeket úgy, hogy

rk (x) := exp (2πıxk/mk)
(
ı2 = −1, x ∈ Gm, k ∈ N

)
.
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A ψ := (ψn : n ∈ N) függvénysorozatot Gm-en, ahol

ψn(x) :=

∞∏

k=0

rnk

k (x) (n ∈ N)

Vilenkin-rendszernek nevezzük.
Amennyiben m = (2, 2, . . . ), speciálisan a Walsh–Paley-rendszert kapjuk. A

Vilenkin-rendszer ortonormált és teljes L1 (Gm)-ben. A Vilenkin-rendszer ele-
mei pontosan azok az f : Gm → C folytonos függvények, melyekre

f(x+ y) = f(x)f(y)

és |f(x)| = 1 minden x, y ∈ Gm esetén. Sőt, ez akkor és csak akkor teljesül, ha
f(x) = ψn(x) valamely n ∈ N esetén.

A továbbiakban a Vilenkin–Fourier-analízissel kapcsolatos klasszikus fogal-
makat vezetjük be. Definiáljuk az f függvény n-edik Vilenkin–Fourier-együttha-
tóját, Vilenkin–Fourier-sorának n-edik részletösszegét, az n-dik Vilenkin–Fejér-
közepet és az n-edik Vilenkin–Dirichlet-féle magfüggvényt:

f̂(n) :=

∫

Gm

fψ̄ndµ , ha n ∈ N,

Sn(f) :=

n−1∑

k=0

f̂(k)ψk, σn(f) :=
1

n

n∑

k=1

Sk(f), Dn :=

n−1∑

k=0

ψk,

ahol n ∈ P. Ismert, hogy

Sn(f ;x) =

∫

Gm

f(u)Dn(x− u)dµ(u).

A Fejér-féle magfüggvényt a Dirichlet-féle magfüggvények számtani közepeként
definiáljuk, azaz

Kn :=
1

n

n∑

k=1

Dk.

A Walsh-rendszernél bevezetett T -mátrix és a hozzá kapcsolódó definíciók és
jelölések a Vilenkin-rendszerre is használhatók.
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Könnyen belátható, hogy

σT
n (f ;x) =

∫

Gm

f(u)KT
n (x− u)dµ(u).

Definiáljuk az (ñ, n)-edik de La Vallée Poussin-típusú mátrix transzformációs
közepet a következő módon

σT
ñ,n(f ;x) :=

n∑

k=ñ

tk,nSk(f ;x),

ahol ñ, n ∈ P és ñ ≤ n. Az (ñ, n)-edik de La Vallée Poussin-típusú mátrix
transzformációs mag legyen

KT
ñ,n(x) :=

n∑

k=ñ

tk,nDk(x).

Az is könnyen ellenőrizhető, hogy

σT
ñ,n(f ;x) =

∫

Gm

f(u)KT
ñ,n(x− u)dµ(u).

Megjegyezzük továbbá, hogy ebben a fejezetben a c (rögzített m sorozat ese-
tén) egy pozitív abszolút konstanst jelöl.

A disszertáció korlátos Vilenkin-rendszerekkel foglalkozó fejezetében az aláb-
bi fontosabb állításokat bizonyítottuk.
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Majdnem mindenütti konvergencia

2.1. Tétel. Minden n ∈ P-re (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) nemnegatív számok véges
sorozata esetén legyen

n∑

k=1

tk,n = 1.

Tegyük fel, hogy f ∈ L1(Gm) és az x ∈ Gm pontban

lim
n→∞

σn(f ;x) = f(x).

a) Legyen (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) nemnegatív számok véges sorozata minden n
esetén csökkenő és teljesüljön

lim
n→∞

t1,n = 0,

vagy
b) legyen (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) nemnegatív számok véges sorozata minden n

esetén növekvő. Ez esetben azt feltételezzük, hogy

tn,n = O

(
1

n

)
.

Ekkor mindkét esetben

lim
n→∞

σT
n (f ;x) = f(x).

2.2. Következmény. Legyen f ∈ L1(Gm). Minden n ∈ P-re (tk,n : 1 ≤ k ≤ n)
nemnegatív számok véges sorozata esetén legyen

n∑

k=1

tk,n = 1.

a) Legyen (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) nemnegatív számok véges sorozata minden n
esetén csökkenő és teljesüljön

lim
n→∞

t1,n = 0,
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vagy
b) legyen (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) nemnegatív számok véges sorozata minden n

esetén növekvő. Ez esetben azt feltételezzük, hogy

tn,n = O

(
1

n

)
.

Ekkor mindkét esetben

lim
n→∞

σT
n (f ;x) = f(x)

minden x folytonossági vagy Vilenkin–Lebesgue-pontban.

2.3. Tétel. Legyen f ∈ L1(Gm). Minden n ∈ P-re legyen (tk,Mn+1−1 : Mn ≤
k ≤Mn+1 − 1) nemnegatív számok véges sorozata úgy, hogy

Mn+1−1∑

k=Mn

tk,Mn+1−1 = 1.

Ha a (tk,Mn+1−1 : Mn ≤ k ≤ Mn+1 − 1) sorozat minden rögzített n esetén
növekvő vagy csökkenő (különböző n-ekre nem feltétlenül ugyanabban az érte-
lemben), továbbá feltesszük, hogy

tMn,Mn+1−1 = O

(
1

Mn

)

és

tMn+1−1,Mn+1−1 = O

(
1

Mn

)
.

Akkor

σT
Mn,Mn+1−1(f) → f

majdnem mindenütt.
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Normabecslések

2.4. Tétel. Legyen f ∈ L1(Gm). Minden n ∈ P-re legyen (tk,Mn+1−1 : Mn ≤
k ≤Mn+1 − 1) nemnegatív számok véges sorozata úgy, hogy

Mn+1−1∑

k=Mn

tk,Mn+1−1 = 1.

Ezenkívül tegyük fel, hogy a (tk,Mn+1−1 : Mn ≤ k ≤ Mn+1 − 1) rögzített n-re
monoton, és megfelel a következő feltételek egyikének.

a) Vagy (tk,Mn+1−1 :Mn ≤ k ≤Mn+1 − 1) növekvő és

tMn+1−1,Mn+1−1 = O

(
1

Mn

)
,

b) vagy (tk,Mn+1−1 :Mn ≤ k ≤Mn+1 − 1) csökkenő.
Ekkor mindkét esetben

∥∥∥σT
Mn,Mn+1−1(f)− f

∥∥∥
1
≤ cω1

(
f,

1

Mn

)

teljesül.

2.5. Tétel. Legyen f ∈ Lp(Gm), 1 < p < ∞ és n ∈ P. Legyen (tk,Mn+1−1 :
Mn ≤ k ≤Mn+1 − 1) nemnegatív számok véges sorozata. Feltételezzük, hogy

Mn+1−1∑

k=Mn

tk,Mn+1−1 = 1

teljesül. Ekkor

∥∥∥σT
Mn,Mn+1−1(f)− f

∥∥∥
p
≤ cpωp

(
f,

1

Mn

)
,

ahol cp csak p-től függ.
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2.6. Következmény. Tegyük fel, hogy a p = 1 esetén a 2.4. Tétel feltételei,
1 < p < ∞ esetén a 2.5. Tétel feltételei teljesülnek. Ha f ∈ Lip(α, p,Gm),
akkor

∥∥∥σT
Mn,Mn+1−1(f)− f

∥∥∥
p
= O

(
1

Mα
n

)
.

Normakonvergencia

2.7. Tétel. Legyen f ∈ L1(Gm) és minden n ∈ N esetén,(tk,n : 1 ≤ k ≤ n)
nemnegatív számok véges sorozata úgy, hogy

n∑

k=1

tk,n = 1

teljesül.
a) Ha (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) nemnegatív számok véges sorozata minden n esetén

csökkenő és
lim
n→∞

t1,n = 0,

vagy
b) ha (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) nemnegatív számok véges sorozata minden n esetén

növekvő és

tn,n = O

(
1

n

)
,

akkor teljesül az L1-beli normakonvergencia σT
n (f) → f .

2.8. Tétel. Legyen n ∈ P és (tk,Mn+1−1 : Mn ≤ k ≤ Mn+1 − 1) nemnegatív
számok véges sorozata úgy, hogy

Mn+1−1∑

k=Mn

tk,Mn+1−1 = 1.

Ezenkívül tegyük fel, hogy a (tk,Mn+1−1 : Mn ≤ k ≤ Mn+1 − 1) minden
rögzített n-re monoton és megfelel a következő feltételek egyikének.
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a) Vagy (tk,Mn+1−1 :Mn ≤ k ≤Mn+1 − 1) növekvő és

tMn+1−1,Mn+1−1 = O

(
1

Mn

)
,

b) vagy (tk,Mn+1−1 :Mn ≤ k ≤Mn+1 − 1) csökkenő és

tMn,Mn+1−1 = O

(
1

Mn

)
.

Ekkor mindkét esetben létezik c abszolút állandó, melyre teljesül a
∥∥∥KT

Mn,Mn+1−1

∥∥∥
1
≤ c

egyenlőtlenség.

2.9. Tétel. Legyen f ∈ L1(Gm). Minden n ∈ P-re legyen (tk,Mn+1−1 : Mn ≤
k ≤Mn+1 − 1) nemnegatív számok véges sorozata úgy, hogy

Mn+1−1∑

k=Mn

tk,Mn+1−1 = 1.

Ha létezik c abszolút állandó, melyre
∥∥∥KT

Mn,Mn+1−1

∥∥∥
1
≤ c,

akkor teljesül az L1-beli normakonvergencia

σT
Mn,Mn+1−1(f) → f.

A következő állítás az előző két tétel következménye.

2.10. Következmény. Legyen n ∈ P és (tk,Mn+1−1 : Mn ≤ k ≤ Mn+1 − 1)
nemnegatív számok véges sorozata úgy, hogy

Mn+1−1∑

k=Mn

tk,Mn+1−1 = 1.
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Ezenkívül tegyük fel, hogy a (tk,Mn+1−1 : Mn ≤ k ≤ Mn+1 − 1) rögzített n-re
monoton és megfelel a következő feltételek egyikének.

a) Vagy (tk,Mn+1−1 :Mn ≤ k ≤Mn+1 − 1) növekvő és

tMn+1−1,Mn+1−1 = O

(
1

Mn

)
,

b) vagy (tk,Mn+1−1 :Mn ≤ k ≤Mn+1 − 1) csökkenő és

tMn,Mn+1−1 = O

(
1

Mn

)
.

Ekkor mindkét esetben teljesül az

σT
Mn,Mn+1−1(f) → f

L1-beli normakonvergencia.
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Introduction

The theory of harmonic analysis offers a number of mathematical tools and met-
hods, in which orthogonal systems play an important role. The theory of orthogo-
nal function systems (and within them Fourier series) has undergone significant
development since their appearance. This dissertation deals with Fourier series,
including the Walsh–Paley, Walsh–Kaczmarz and Vilenkin orthonormal systems.

Matrix transform means are common generalizations of several well-known
summation methods. Namely the Riesz means, the Nörlund means, the T (weigh-
ted) means, the Fejér (or the (C, 1)) and the (C,α) means are special cases of the
matrix transform summation method introduced above.

1. Walsh–Paley and Walsh–Kaczmarz system

In the literature, the term "Walsh function" is also used for elements of three or-
thonormal systems. Namely, the original Walsh, the Walsh–Paley, and the Walsh–
Kaczmarz systems. These systems contain the same functions, but in different or-
ders. Among them, in this dissertation we deal with the Walsh–Paley and Walsh–
Kaczmarz systems.

We introduce the concepts necessary for the investigation of the Walsh–Paley
and Walsh–Kaczmarz systems, as well as present previously known theorems.

In the case of Walsh–Paley, we deal in more detail with some approximation
problems related to the Fejér kernel function, and also prove norm convergence.
Next, we estimate the difference in norm between the matrix transformation cen-
ters of the Walsh–Kaczmarz–Fourier series and the corresponding function. For
the estimation, we use the continuity modulus. We also state theorems for norm
convergence and almost everywhere convergence under similar conditions. We
generalize some results of Areshidze and Tephnadze (concerning matrix transfor-
mation means by Nörlund), and, in addition to the generalization, we improve and
complement the results of Móricz and Siddiqi.
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Notation and definitions

Let P denote the set of positive integers and N := P ∪ {0}. Let Z2 denote the
discrete cyclic group of group order 2. The group operation is addition modulo 2.
Let every subset be open. The Haar measure µk is defined on the k-th Z2 (k ∈ N)
such that µk(0) := µk(1) := 1/2. Let G :=

∞
×
k=0

Z2 be the dyadic group (the

direct product of discrete cyclic groups). The elements of G can be represented
as sequences x := (x0, x1, . . . , xk, . . . ), where xk ∈ {0, 1} for k ∈ N. The
group operation on G is coordinate-wise addition modulo 2 (denoted by +), and
let µ be the normalized Haar measure, i.e., the product measure of the µk, and the
topology is the product topology.

Dyadic intervals are defined as follows:

I0(x) := G, In(x) := {y ∈ G : y = (x0, . . . , xn−1, yn, yn+1, . . . )},
where x ∈ G,n ∈ P, and let In := In(0). These intervals form a neighbourhood
basis for the topology of G.

Let Lp(G) denote the usual Lebesgue space on G (with the corresponding
∥.∥p norms).

For the sake of notation, we agree to write L∞(G) instead of C(G), and
∥f∥∞ := sup{|f(x)| : x ∈ G}. Clearly, L∞ is not the same as the space of
continuous functions but rather an appropriate subspace of it. Since the supremum
norm and the L∞ norm coincide for continuous functions, we hope that the reader
will accept this notational simplification for convenience.

We introduce some concepts from Walsh–Fourier analysis.
The n-th Rademacher function at the point x is defined by

rn(x) := (−1)xn (x ∈ G,n ∈ N).

Every natural number has a unique binary representation, and this representation
is finite (only finitely many nk are non-zero):

n =
∞∑

k=0

nk2
k, nk ∈ {0, 1} (k ∈ N).

We will also need the following notation. If n ∈ P, then |n| := max{j ∈ N :
nj ̸= 0}. This means that 2|n| ≤ n < 2|n|+1.
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The Walsh–Paley functions are defined as follows. Let w0(x) := 1, and if
n ∈ P, then define

wn(x) :=
∞∏

k=0

rnk

k (x) = (−1)
∑|n|

k=0 nkxk .

It is known that the Walsh–Paley system (wn, n ∈ N) forms the character system
of (G,+).

Let the modulus of continuity in Lp(G) be

ωp(f, δ) := sup
|t|<δ

∥f(.+ t)− f(.)∥p ,

where f ∈ Lp(G) and δ > 0, and define

|x| :=
∞∑

i=0

xi
2i+1

for every x ∈ G.

In the case where f ∈ C(G), we replace p with ∞.
The Walsh–Kaczmarz system is introduced as follows. Let κ0 := 1 and for

n ∈ P define

κn(x) := r|n|(x)
|n|−1∏

k=0

rnk

|n|−1−k(x) = r|n|(x)(−1)
∑|n|−1

k=0 nkx|n|−1−k .

It is easy to see that
rn = w2n = κ2n

for all n ∈ N.
The sets of Walsh–Kaczmarz and Walsh–Paley functions coincide on dyadic

blocks. That is,
{
κn : 2k ≤ n < 2k+1

}
=

{
wn : 2k ≤ n < 2k+1

}

for every k ∈ N and κ0 = w0.
The Walsh–Paley and Walsh–Kaczmarz systems are orthonormal and com-

plete in L1 (G).
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Skvortsov established a relationship between the Walsh–Kaczmarz and Walsh–
Paley functions using the transformation τn : G→ G:

τn(x) := (xn−1, xn−2, . . . , x1, x0, xn, xn−1, . . . ).

Specifically, for every n ∈ N and x ∈ G:

κn(x) = r|n|(x)wn−2|n|(τ|n|(x)).

It is important to note that the function τn(.) is measure-preserving.
The Lipschitz classes in Lp(G) are as follows. For every α > 0, let

Lip(α, p,G) := {f ∈ Lp(G) : ωp(f, δ) = O(δα) as δ → 0}.

Furthermore,

Lip(α,C(G)) := {f ∈ C(G) : |f(x+ y)− f(x)| ≤ c|y|α, x, y ∈ G}.

Later, for simplicity, we will write Lip(α,∞, G) instead of Lip(α,C(G)).
We define the n-th Fourier coefficient, the n-th partial sum of the Fourier

series, the n-th Fejér mean, and the n-th Dirichlet kernel (for either Walsh–Paley
or Walsh–Kaczmarz systems) as follows:

f̂ξ(n) :=

∫

G

fξndµ if n ∈ N,

Sξ
n(f) :=

n−1∑

k=0

f̂ξ(k)ξk, σ
ξ
n(f) :=

1

n

n∑

k=1

Sξ
k(f), D

ξ
n :=

n−1∑

k=0

ξk,

where n ∈ P. It is known that

Sξ
n(f ;x) =

∫

G

f(u)Dξ
n(x+ u)dµ(u).

The Fejér kernels are the arithmetic means of the Dirichlet kernels, that is,

Kξ
n :=

1

n

n∑

k=1

Dξ
k.
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Let T := (ti,j)
∞
i,j=1 be a doubly infinite matrix of real numbers. We always

assume that the T matrix is upper triangular, i.e., ti,j := 0 if i > j. The n-th
matrix transformation mean defined by T is

σξT
n (f ;x) :=

n∑

k=1

tk,nS
ξ
k(f ;x).

Since the n-th column of the T matrix determines the σξTnmatrix transformation
mean, and the definition involves only finitely many terms, we refer to (tk,n : 1 ≤
k ≤ n, k ∈ P) as a finite sequence of numbers for every n ∈ P.

If
∑n

k=1 tk,n = 1, then the Nörlund means are special cases of matrix trans-
formation means, namely

tk,n :=
qn−k

Qn
.

From now on, let (tk,n : 1 ≤ k ≤ n, k ∈ P) be a finite sequence of non-
negative numbers for every n ∈ P. The n-th matrix transformation kernel function
is defined as

KξT
n (x) :=

n∑

k=1

tk,nD
ξ
k(x).

We also note that throughout this chapter, the symbol c denotes a positive
absolute constant.
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Motivations

1. In a classic book of F. Schipp, W. R. Wade, P. Simon and J. Pál [62] (on
page 191) we can read the inequality

∥σw
2n(f)− f∥X ≤ ωX

(
f, 2−n

)
+

n−1∑

k=0

2k−nωX

(
f, 2−k

)

whereX is a homogeneous Banach space (for example anyLp space, where
1 ≤ p <∞ or the space of continuous functions C) and ωX is the modulus
of continuity for functions in X .

2. Móricz and Siddiqi proved the following.

Let f ∈ Lp(G), where 1 ≤ p ≤ ∞ and let (qk : k ∈ N) be a sequence of
nonnegative numbers such that

nγ−1

Qγ
n

n−1∑

k=0

qγk = O(1), for some 1 < γ ≤ 2.

If (qk : k ∈ N) is non-decreasing, then

∥twn (f)− f∥p ≤ 5

2Qn

|n|−1∑

j=0

2jqn−2jωp

(
f,

1

2j

)
+ cωp

(
f,

1

2|n|

)
,

while if (qk : k ∈ N) is non-increasing, then

∥twn (f)− f∥p ≤ 5

2Qn

|n|−1∑

j=0

(Qn−2j−1 −Qn−2j+1−1)ωp

(
f,

1

2j

)

+ cωp

(
f,

1

2|n|

)
.

3. Blahota and K. Nagy proved similar inequalities for matrix transform means.
We state the following theorem using our notation.
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Let f ∈ Lp(G), where 1 ≤ p ≤ ∞. For every n ∈ N, (tk,n : 1 ≤ k ≤ n)
be a finite sequence of non-negative numbers such that

n∑

k=1

tk,n = 1

is satisfied.

a) If the finite sequence (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) is non-decreasing for a fixed n
and the condition

tn,n = O

(
1

n

)

is satisfied, then

∥∥σwT
n (f)− f

∥∥
p
≤ 5

|n|−1∑

j=0

2jt2j+1−1,nωp

(
f,

1

2j

)
+ cωp

(
f,

1

2|n|

)
.

holds.

b) If the finite sequence (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) is non-increasing for a fixed n,
then

∥∥σwT
n (f)− f

∥∥
p
≤ 5

|n|−1∑

j=0

2jt2j ,nωp

(
f,

1

2j

)
+ cωp

(
f,

1

2|n|

)
.

holds.

4. Areshidze and Tephnadze proved the following statement. They also proved
(for the increasing case) the first motivating result, with a specific coeffi-
cient and without the condition involved in it.

Let f ∈ Lp(G), where 1 ≤ p < ∞ and let twn be a regular Nörlund mean
generated by non-decreasing sequence (qk : k ∈ N). Then

∥twn (f)− f∥p ≤ 18

|n|−1∑

k=0

2k
qn−2k

Qn
ωp

(
f,

1

2k

)
+ 12ωp

(
f,

1

2|n|

)
.

In this chapter of the dissertation, which discusses Walsh–Paley and Walsh–
Kaczmarz systems, we proved the following statements.
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Norm estimates

Theorem 1.1. Let f ∈ Lp(G) and 1 ≤ p ≤ ∞. For every n ∈ N, (tk,n : 1 ≤
k ≤ n) be a finite sequence of non-negative numbers such that

n∑

k=1

tk,n = 1.

is satisfied. If the finite sequence (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) is non-increasing for a fixed
n, then

∥∥σwT
n (f)− f

∥∥
p
≤ 31

15

|n|−1∑

k=0

2kt2k,nωp

(
f,

1

2k

)
+

47

30
ωp

(
f,

1

2|n|

)

holds.

Theorem 1.2. Let the finite sequence (tk,2n : 1 ≤ k ≤ 2n) of non-negative
numbers be non-decreasing for all n ∈ N and

2n∑

k=1

tk,2n = 1.

Then for any f ∈ Lp(G) for some 1 ≤ p <∞, we have the following inequality

∥∥σwT
2n (f)− f

∥∥
p
≤

n−1∑

s=0

2s

2n
ωp

(
f,

1

2s

)

+ 3
n−1∑

s=0

(n− s)2st2n−2s+1,nωp

(
f,

1

2s

)

+

(
2 +

1

2n

)
ωp

(
f,

1

2n

)
.

Theorem 1.3. For every n ∈ P, let the finite sequence (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) of
non-negative numbers be non-decreasing for all n and we suppose that

n∑

k=1

tk,n = 1
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and

tn,n = O

(
1

n

)
.

Then for any f ∈ Lp(G) for some 1 ≤ p <∞, we have the following inequality

∥∥σwT
n (f)− f

∥∥
p
≤ c

|n|∑

k=0

2k

2|n|
ωp

(
f,

1

2k

)
.

Theorem 1.4. Let f ∈ Lp(G), 1 ≤ p ≤ ∞ and let for every n ∈ P, (tk,n : 1 ≤
k ≤ n) be a finite sequence of non-negative numbers such that

n∑

k=1

tk,n = 1

is satisfied.
a) Let the finite sequence (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) be non-decreasing for all n and let
condition

tn,n = O

(
1

n

)

be satisfied. Then

∥∥σκT
n (f)− f

∥∥
p
≤ 31

15

|n|−1∑

j=0

2jt2j+1−1,nωp

(
f,

1

2j

)
+ cωp

(
f,

1

2|n|

)
.

b) Let the finite sequence (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) is non-increasing for all n, then

∥∥σκT
n (f)− f

∥∥
p
≤ 31

15

|n|−1∑

j=0

2jt2j ,nωp

(
f,

1

2j

)
+

47

30
ωp

(
f,

1

2|n|

)
.
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Norm convergence

Theorem 1.5. Let f ∈ L1(G). For every n ∈ P, let (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) be a finite
sequence of non-negative numbers such that

n∑

k=1

tk,n = 1

and

lim
n→∞

tk,n = 0

for any fixed k.
If there exists an absolute constant c, for which

∥∥KκT
n

∥∥
1
≤ c,

then we have the L1 -norm convergence

σκT
n (f) → f,

as n→ ∞.

Corollary 1.6. Let n ∈ P and let (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) be a finite sequence of
non-negative numbers such that

n∑

k=1

tk,n = 1.

Suppose that one of the following holds.
a) If the finite sequence (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) is non-decreasing for a fixed n, then
we suppose

tn,n = O

(
1

n

)
.
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b) If the finite sequence (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) non-increasing for a fixed n, then we
suppose

lim
n→∞

t1,n = 0.

Then in both cases we have the L1 -norm convergence

σκT
n (f) → f,

as n→ ∞.

Theorem 1.7. Let f ∈ Lip(α, p,G) for some α > 0 and 1 ≤ p ≤ ∞. Let for
every n ∈ P, (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) be a finite sequence of non-negative numbers
such that

n∑

k=1

tk,n = 1

is satisfied. Let the finite sequence (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) of non-negative numbers
be non-decreasing for all n ∈ P and condition

tn,n = O

(
1

n

)

is satisfied. Then the next estimate is valid

∥∥σκT
n (f)− f

∥∥
p
=





O(n−α), if 0 < α < 1,

O(log n/n), if α = 1,

O(1/n), if α > 1.
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2. Vilenkin system

Generalizations of a dyadic representation of Walsh functions are Vilenkin sys-
tems. If the generating sequence is bounded, then the statements related to Vilen-
kin systems are often analogous to the Walsh–Paley cases, but in the unbounded
case there are serious differences in both the content of the statements and the
details of the proof procedures.

We introduce the concepts and theorems necessary for the discussion of the
Vilenkin system. We prove theorems on norm convergence and almost every-
where convergence, as well as discuss the convergence of matrix transformation
centers of Vilenkin–Fourier series for integrable functions at Vilenkin–Lebesgue
points.

As we will see, the concepts presented are analogous to those in the previous
chapter (this analogy is based on the fact that the Vilenkin system is a generaliza-
tion of the Walsh system).

Notation and definitions

Let m := (m0,m1, . . . ) be a sequence of positive integers not less than 2. Let
Zmn

:= {0, 1, . . . ,mn−1} denote the additive group of natural numbers modulo
mn, where n ∈ N. The Vilenkin group Gm is defined as the direct product of
these discrete cyclic groups Zmn . The group operation on Gm is the coordinate-
wise addition modulo mn.

The measure µ introduced on the direct product is defined as the direct product
of the measures

µn ({j}) := 1/mn (j ∈ Zmn)

which is the Haar measure and a probability measure onGm, that is, µ (Gm) = 1.
If the sequence m is bounded, then Gm is called a bounded Vilenkin group;

otherwise, it is called unbounded. In the papers covered in this chapter, and thus
in the entire dissertation, we only deal with the bounded case. We mention that
for m = (2, 2, . . . ) we obtain G, the dyadic group. The elements of Gm can be
represented by the number sequences

x := (x0, x1, . . . , xn, . . .) (xn ∈ Zmn
) .
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The dyadic intervals are defined as follows:

I0 (x) := Gm,

In(x) := {y ∈ Gm | y0 = x0, . . . , yn−1 = xn−1} (x ∈ Gm, n ∈ P).

The so-called generalized, m-adic number system based on the sequence m is
defined as

M0 := 1, Mn+1 := mnMn (n ∈ N).

Then every n ∈ N can be uniquely represented in the form n =
∑∞

k=0 nkMk,
where nk ∈ Zmk

(k ∈ N), and only finitely many nk differ from zero. Let |n|
denote the natural number (called the order of n) for which M|n| ≤ n < M|n|+1.

Let Lp(Gm) denote the Lebesgue space on Gm (with the corresponding ∥.∥p
norms), and let C(Gm) denote the space of continuous functions on Gm with the
norm ∥f∥∞ := sup{|f(x)| : x ∈ Gm}.

Define the modulus of continuity on Lp(Gm) for 1 ≤ p < ∞, f ∈ Lp(Gm),
and δ > 0 by

ωp(f, δ) := sup
|x|<δ

∥f(· − x)− f(·)∥p

where

|x| :=
∞∑

i=0

xi
Mi+1

for all x ∈ Gm.

Analogously, we define the modulus of continuity on a function f of C(Gm),
denoted by ω∞(f, δ).

Similarly to the concepts from the previous chapter , we introduce the classes
Lip(α, p,Gm) and Lip(α,C(Gm)) (provided 1 ≤ p <∞), and use the notation

Lip(α,∞, Gm) := Lip(α,C(Gm)).

We introduce an orthonormal system on Gm, called the Vilenkin system. To
this end, we define the complex-valued functions rk (x) : Gm → C, known as
generalized Rademacher functions, as follows:

rk (x) := exp (2πıxk/mk)
(
ı2 = −1, x ∈ Gm, k ∈ N

)
.
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The function sequence ψ := (ψn : n ∈ N) on Gm, where

ψn(x) :=
∞∏

k=0

rnk

k (x) (n ∈ N)

is called the Vilenkin system.
If m = (2, 2, . . . ), we obtain the Walsh–Paley system as a special case. The

Vilenkin system is orthonormal and complete in L1 (Gm). The elements of the
Vilenkin system are exactly those continuous functions f : Gm → C for which

f(x+ y) = f(x)f(y)

and |f(x)| = 1 for all x, y ∈ Gm. Moreover, this is valid if and only if f(x) =
ψn(x) for some n ∈ N.

In the following, we introduce the classical concepts related to Vilenkin–
Fourier analysis. We define the nth Vilenkin–Fourier coefficient of a function f ,
the nth partial sum of its Vilenkin–Fourier series, the nth Vilenkin–Fejér mean,
and the nth Vilenkin–Dirichlet kernel as follows:

f̂(n) :=

∫

Gm

fψ̄ndµ , if n ∈ N,

Sn(f) :=
n−1∑

k=0

f̂(k)ψk, σn(f) :=
1

n

n∑

k=1

Sk(f), Dn :=

n−1∑

k=0

ψk,

where n ∈ P. It is known that

Sn(f ;x) =

∫

Gm

f(u)Dn(x− u)dµ(u).

The Fejér kernel is defined as the arithmetic mean of the Dirichlet kernels:

Kn :=
1

n

n∑

k=1

Dk.

The T -matrix introduced for the Walsh system, along with the associated def-
initions and notations, can also be used for the Vilenkin system.
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It is easy to see that

σT
n (f ;x) =

∫

Gm

f(u)KT
n (x− u)dµ(u).

We define the (ñ, n)th de La Vallée Poussin-type matrix transformation mean
as follows:

σT
ñ,n(f ;x) :=

n∑

k=ñ

tk,nSk(f ;x),

where ñ, n ∈ P and ñ ≤ n. The corresponding (ñ, n)th de La Vallée Poussin-type
matrix transformation kernel is

KT
ñ,n(x) :=

n∑

k=ñ

tk,nDk(x).

It is also easy to verify that

σT
ñ,n(f ;x) =

∫

Gm

f(u)KT
ñ,n(x− u)dµ(u).

We also note that in this chapter, c (for a fixed sequence m) denotes a positive
absolute constant.

In the dissertation, in Chapter 3 we proved the following theorems for bounded
Vilenkin systems.
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Almost everywhere convergence

Theorem 2.1. For every n ∈ P, (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) be a finite sequence of
non-negative numbers such that

n∑

k=1

tk,n = 1

is satisfied.
Suppose that f ∈ L1(Gm) and for some x ∈ Gm

lim
n→∞

σn(f ;x) = f(x).

a) Let the finite sequence (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) of nonnegative numbers be
non-increasing for all n and condition

lim
n→∞

t1,n = 0

is satisfied, or
b) let the finite sequence (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) of nonnegative numbers be

non-decreasing for all n. We also suppose that

tn,n = O

(
1

n

)

is satisfied.
Then in both cases

lim
n→∞

σT
n (f ;x) = f(x).

Corollary 2.2. Let f ∈ L1(Gm). For every n ∈ P-re (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) be a
finite sequence of non-negative numbers such that

n∑

k=1

tk,n = 1

is satisfied.
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a) Let the finite sequence (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) of nonnegative numbers be
non-increasing for all n and condition

lim
n→∞

t1,n = 0

is satisfied, or
b) let the finite sequence (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) nonnegative numbers be non-

decreasing for all n. We also suppose that

tn,n = O

(
1

n

)

holds.
Then in both cases

lim
n→∞

σT
n (f ;x) = f(x)

for all continuity or Vilenkin–Lebesgue points x.

Theorem 2.3. Let f ∈ L1(Gm). For every n ∈ P, let (tk,Mn+1−1 : Mn ≤ k ≤
Mn+1 − 1) be a finite sequence of non-negative numbers such that

Mn+1−1∑

k=Mn

tk,Mn+1−1 = 1.

If the finite sequence (tk,Mn+1−1 : Mn ≤ k ≤ Mn+1 − 1) is non-decreasing or
non-increasing for every fixed n (not necessarily in the same sense for different
n’s) and conditions

tMn,Mn+1−1 = O

(
1

Mn

)

and

tMn+1−1,Mn+1−1 = O

(
1

Mn

)

holds.
Then

σT
Mn,Mn+1−1(f) → f

almost everywhere.
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Norm estimates

Theorem 2.4. Let f ∈ L1(Gm). For every n ∈ P, let (tk,Mn+1−1 : Mn ≤ k ≤
Mn+1 − 1) be a finite sequence of non-negative numbers such that

Mn+1−1∑

k=Mn

tk,Mn+1−1 = 1.

Moreover, assume that (tk,Mn+1−1 : Mn ≤ k ≤ Mn+1 − 1) is monotonic and
satisfies one of the following conditions.

a) Either (tk,Mn+1−1 :Mn ≤ k ≤Mn+1 − 1) is non-decreasing and

tMn+1−1,Mn+1−1 = O

(
1

Mn

)
,

b) or (tk,Mn+1−1 :Mn ≤ k ≤Mn+1 − 1) is non-increasing.
Then in both cases

∥∥∥σT
Mn,Mn+1−1(f)− f

∥∥∥
1
≤ cω1

(
f,

1

Mn

)

holds.

Theorem 2.5. Let f ∈ Lp(Gm) where 1 < p < ∞ and n ∈ P. Let the finite
sequence (tk,Mn+1−1 : Mn ≤ k ≤ Mn+1 − 1) of non-negative numbers. We
suppose that

Mn+1−1∑

k=Mn

tk,Mn+1−1 = 1

holds. Then ∥∥∥σT
Mn,Mn+1−1(f)− f

∥∥∥
p
≤ cpωp

(
f,

1

Mn

)
,

where cp depends only on p.
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Corollary 2.6. Let us suppose that in case of p = 1 conditions of Theorem
2.4., in case of 1 < p < ∞ conditions of Theorem 2.5. are satisfied. If f ∈
Lip(α, p,Gm), then

∥∥∥σT
Mn,Mn+1−1(f)− f

∥∥∥
p
= O

(
1

Mα
n

)
.

Norm convergence

Theorem 2.7. Suppose that f ∈ L1(Gm) and for every n ∈ N, (tk,n : 1 ≤ k ≤
n) be a finite sequence of non-negative numbers such that

n∑

k=1

tk,n = 1

is satisfied.
a) If the finite sequence (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) of nonnegative numbers is non-

increasing for all n and
lim
n→∞

t1,n = 0,

is satisfied, or
b) if the finite sequence (tk,n : 1 ≤ k ≤ n) of nonnegative numbers be non-

decreasing for all n and

tn,n = O

(
1

n

)
,

then we have the L1-norm convergence σT
n (f) → f .

Theorem 2.8. For every n ∈ P, let (tk,Mn+1−1 : Mn ≤ k ≤ Mn+1 − 1) be a
finite sequence of non-negative numbers such that

Mn+1−1∑

k=Mn

tk,Mn+1−1 = 1.

Furthermore, assume that (tk,Mn+1−1 :Mn ≤ k ≤Mn+1 − 1) is monotonic and
satisfies one of the following conditions.



48

a) Either (tk,Mn+1−1 :Mn ≤ k ≤Mn+1 − 1) is non-decreasing and

tMn+1−1,Mn+1−1 = O

(
1

Mn

)
,

b) or (tk,Mn+1−1 :Mn ≤ k ≤Mn+1 − 1) non-increasing and

tMn,Mn+1−1 = O

(
1

Mn

)
.

Then in both cases there exists an absolute constant c, for which the inequality
∥∥∥KT

Mn,Mn+1−1

∥∥∥
1
≤ c

is satisfied.

Theorem 2.9. Let f ∈ L1(Gm). For every n ∈ P, let (tk,Mn+1−1 : Mn ≤ k ≤
Mn+1 − 1) be a finite sequence of non-negative numbers such that

Mn+1−1∑

k=Mn

tk,Mn+1−1 = 1.

If there exists an absolute constant c, for which
∥∥∥KT

Mn,Mn+1−1

∥∥∥
1
≤ c,

then we have the L1-norm convergence

σT
Mn,Mn+1−1(f) → f.

The following statement is a consequence of the previous two theorems.

Corollary 2.10. For every n ∈ P, let (tk,Mn+1−1 : Mn ≤ k ≤ Mn+1 − 1) be a
finite sequence of non-negative numbers such that

Mn+1−1∑

k=Mn

tk,Mn+1−1 = 1.
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Moreover, assume that (tk,Mn+1−1 : Mn ≤ k ≤ Mn+1 − 1) is monotonic and
satisfies one of the following conditions.

a) Either (tk,Mn+1−1 :Mn ≤ k ≤Mn+1 − 1) is non-decreasing and

tMn+1−1,Mn+1−1 = O

(
1

Mn

)
,

b) or (tk,Mn+1−1 :Mn ≤ k ≤Mn+1 − 1) is non-increasing and

tMn,Mn+1−1 = O

(
1

Mn

)
.

Then in both cases we have the L1-norm convergence

σT
Mn,Mn+1−1(f) → f.
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