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Bevezetés

A harmonikus analizis elmélete szamos matematikai eszkozt €s modszert kinal,
amiben fontos szerepet kapnak az ortogondlis rendszerek. Az ortogonilis fiigg-
vényrendszerek (és azon beliil a Fourier-sorok) elmélete megjelenésiik 6ta jelen-
t6s fejlédésen mentek keresztiil. Ez a dolgozat a Fourier-sorokkal foglalkozik,
azon beliil is a Walsh—Paley, a Walsh-Kaczmarz és a Vilenkin ortonormalt rend-
szerekkel.

A matrix transzformacids kozepek szamos jol ismert 6sszegzési médszer al-
taldnositdsai. Nevezetesen, a Riesz-, a Norlund-, a T' (sulyozott), a Fejér- (vagy a
(C, 1)), a Cesaro- (C, «) és a valtozé paraméterekkel rendelkezd Cesaro- (C, avy,)
kozepek mind az aldbbiakban bemutatott matrix transzformacios dsszegzési mod-
szer specidlis esetei.

1. Walsh—Paley- és Walsh-Kaczmarz-rendszer

A szakirodalomban a ,,Walsh-fiiggvény” kifejezést harom ortonormalt rendszer
elemeire is haszndljdk. Nevezetesen, az eredeti Walsh-, a Walsh—Paley- és a
Walsh—Kaczmarz-rendszerre. Ezek a rendszerek ugyanazokat a fiiggvényeket tar-
talmazzak, mas-mds sorrendben. Koziiliikk ebben a dolgozatban a Walsh—Paley-
és Walsh—Kaczmarz-rendszerrel foglalkozunk.

Bevezetjilk a Walsh—Paley- és a Walsh—Kaczmarz-rendszerek vizsgdlatdhoz
sziikséges fogalmakat, valamint korabbr6l ismeretes tételeket is bemutatunk.

Walsh—Paley esetben részletesebben foglalkozunk a Fejér-féle magfiiggvény
néhany approximdcids kérdésével, valamint normakonvergencidt latunk be. A to-
vébbiakban a Walsh—Kaczmarz—Fourier-sorozat matrix transzforméaciés kozepei
és a megfeleld fiiggvény kozotti normdban val6 kiilonbséget becsiiljiik meg. A
becsléshez a folytonossagi modulust hasznaljuk. Norma- és majdnem mindentit-
ti konvergencidra is mondunk ki tételeket hasonlé feltételek mellett. Areshidze
és Tephnadze néhany allitasat (Norlundrol matrix transzformécios kozepekre) al-
taldnositjuk, valamint az dltaldnositds mellett javitjuk és kiegészitjiik Mdricz és
Siddiqi eredményeit.
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Jelolések és definiciok

Legyen P a pozitiv egész szdmok halmaza és N := P U {0}. Jelolje a mésod-
rendd diszkrét ciklikus csoportot Z,. A csoportmiivelet az 6sszeadds moduld
2. Legyen minden részhalmaz nyitott. A p; Haar mérték legyen ugy meg-
adva a k-adik Za-n (k € N), hogy px({0}) = pr({1}) := 1/2. Legyen

(o)

G := X Zo a diadikus csoport (diszkrét ciklikus csoportok direkt szorzata).
k=0

A G elemei az « := (zg,z1,...,Zk, ... ) sorozatokkal reprezentalhatéak, ahol

xp € {0,1} (k € N). A G-n végzett csoportmiivelet a koordinatdnkénti §ssze-
adds (4 jeloléssel) modul6 2, valamint legyen a p normalizdlt Haar-mérték a pu,
mértékek szorzatmértéke és a topoldgia a szorzattopoldgia.

A diadikus intervallumok definidldsa az aldbbi médon torténik

In(z) =G, L(x):={yeG:y= (20, Tn—1,YnsYntls---)}s

ahol x € G,n € P ésjelolje I,, := I,,(0). Az intervallumok a G topol6gidjanak
egy kornyezetbazisat alkotjak.

Jelolje L, (G) a szokésos Lebesgue-teret G-n (a megfeleld ||.||, normakkal).

A jelolések rovidsége érdekében megallapodunk abban, hogy Lo, (G)-t irunk
C(G) helyett és || f]lco := sup{|f(x)| : x € G}. Nyilvanvald, hogy L., nem
azonos a folytonos fiiggvények terével, hanem annak egy megfelels altere. Mivel
a folytonos fiiggvények esetében a szuprémum norma és a L, norma megegye-
zik, a kényelem kedvéért reméljiik, hogy az olvasé el tudja fogadni ezt a jelolési
egyszer(sitést.

Bevezetjiik a Walsh—Fourier-analizis néhany fogalmat.

Az n-edik Rademacher-fiiggvény az z helyen legyen

ro(z) = (=1)*» (z € G,n €N).

Minden természetes szam egyértelmien elbéllithatd kettes szdmrendszerben, és
ez a felirds véges (csak véges szamu ny, kiilonbozik nullatdl)

n=> m2" nye{0,1} (keN).
k=0



Sziikségiink lesz még az aldbbi jelolésre is. Han € P, akkor |n| := max{j € N :
n; # 0}. Ez azt jelenti, hogy 2I"! < n < 2InI+1,

A Walsh-Paley-fiiggvényeket az aldbbi médon definidljuk. Legyen wq(z) :=
1 és han € PP, akkor legyen

)= [T ) = (p=eamees,
k=0

Ismert, hogy a Walsh—Paley-rendszer (w,,,n € N) a (G, +) karakterrendszere.
Legyen az L,,(G) folytonossdgi modulus

wp(f,0) = sup [IF(-+8) = FOll,

|t] <&

ahol f € L,(G) és ¢ > 0, valamint

o
Lg .
|z| == Z S mindenz € G
=0

esetén. Az f € C(Q) esetben a p helyére oo-t frunk.
A Walsh—-Kaczmarz-rendszert a kovetkezé mddon vezetjiik be. Legyen kg :=
1 ésn € P esetén legyen

In|—-1
In|—1

Fon (@) = 7 (2 H Tinj—1-k( 2) = rip (@) (—1) =m0 ek,

Konnyen beldthatd, hogy
’I"n = w2n = H2n,

minden n € N-re.
A Walsh—Kaczmarz- és Walsh—Paley-fiiggvények halmaza diadikus blokkon-
ként megegyezik. Vagyis

{/in:Qk§n<2k+1}:{wn:2k§n<2k“}

minden k£ € N esetén és ko = wy.
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A Walsh-Paley- és Walsh—-Kaczmarz-rendszerek ortonormadltak és teljesek
L, (G)-ben.
Skvortsov a 7, : G — G transzformacié

Tn(.'lf) = ($n717$n723 e axl7x07$na m71717 . )

segitségével Osszefiiggést adott meg a Walsh—Kaczmarz- és Walsh—Paley-fiigg-
vények kozott. Nevezetesen, minden n € N és x € G esetén

Kin (T) = T () Wy, _ain| (Tn)(2))-

Fontos megjegyezni, hogy a 7,,(.) fiiggvény meg6rzi a mértéket.
A Lipschitz osztdlyok L,(G)-ben a kovetkezGek. Minden @ > 0 esetén le-
gyen

Lip(a, p, G) :={f € Ly(G) : wp(f,0) = O(6%), amint § — 0}.
Tovabba
Lip(e, C(G)) :={f € C(G) : [f(z +y) — f(2)] < clyl®, z,y € G}.
KésGbb az egyszertiség kedvéért Lip(«, C(G)) helyett Lip(«, 0o, G)-t frunk.
Definidljuk az n-edik Fourier-egyiitthat6t, a Fourier-sor n-edik részletossze-

gét, az n-edik Fejér-kozepet és az n-edik Dirichlet-féle magfiiggvényt (Walsh—
Paley- vagy Walsh—Kaczmarz-rendszerekre) az aldbbi médokon.

) =/Gf§ndu,haneN,

n n—1
sz )i o5 = D0 SE). D= Y
k=0

k=1

ahol n € P. Ismert, hogy

SE(f:) /f ) DS (& + w)dpa(u).



A Fejér-féle magfiiggvények a Dirichlet-féle magfiiggvények szdmtani kdzepei,

azaz
1 n
KS == E £,
n n Dk
k=1
Legyen T := (t; ;)

ij—1 €8y duplan végtelen szammatrix. Mindig feltételez-
ziik, hogy a T-matrix fels§ haromszog alakd, azaz ¢; ; := 0, hai > j. Legyen a
T-matrix 4ltal meghatdrozott n-edik métrix transzformacids kozép

o1 (fi2) = tenSi(fix).
k=1

Mivel a T-mitrix n-edik oszlopa hatdrozza meg a o7 matrix transzformaciés
kozepet és definicidja csak véges szamu tagot tartalmaz, ezért az egyszerliség
kedvéért azt mondjuk, hogy (tx, : 1 < k < n, k € P) véges szdmsorozat
minden n € P-re.

Ay _ trn = 1 feltétellel a Norlund-kdzepek specidlis matrix transzforma-
ciés kozepek, nevezetesen

A tovdbbiakban legyen (ty ,, : 1 < k < n, k € P) nemnegativ szdmok véges
sorozata minden n € P esetén. Az n-edik métrix transzformdciés magfiiggvény
definicidja

K (z) = tpnDj().
k=1

Megjegyezziik tovdabba, hogy ebben a fejezetben a c egy pozitiv abszolit kons-
tanst jelol.
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Motivaciok

1. F. Schipp, W. R. Wade, P. Simon és J. Pal [62] klasszikus konyvében olvas-
hatjuk az

o (f) = fllx S wx (f.277) +Z2k "wx (f,277)

egyenldtlenséget, ahol X egy homogén Banach-tér (példdul tetsz6leges L,,
tér, ahol 1 < p < oo vagy a folytonos fiiggvények tere) és wx a fiiggvények
folytonossagi modulusa X -ben.
2. Moéricz és Siddiqi a kovetkezbket igazoltdk.
Legyen f € L,(G), ahol 1 < p < oo és legyen (gi : k € N) nemnegativ
szamok sorozata ugy, hogy
’l’L’Yil n—1

n

k=0
Ha (gi, : k € N) novekvs, akkor

In|—-1

w 5
||tn( ) pr = QQn Z 2 qn—2iWp <f7 ) +pr <f7 n|>
mig ha (gi : k € N) csokkend, akkor
5 Mt

1
160 = 7l S 3 @nzios = Quzis )y (f2)

Jj=0

3. Blahota és Nagy K. hasonl6 egyenlStlenségeket igazoltak a matrix transz-
forméaciés kozepek esetén. A mi jeloléseinkkel mondjuk ki a kovetkezd



tételt.
Legyen f € L,(G), ahol 1 < p < oo. Minden n € N esetén legyen
(ten 1 1<k < n) nemnegativ szimok véges sorozata igy, hogy
k=1
teljesiil.

a)Haa (t, : 1 <k < n) véges sorozat rogzitett n esetén novekvd, és a

1
n
In|—1

o —fll, <5 Z tgit1_1 mp (f, ) e (f’ 2In)

feltétel teljesiil, akkor

b)Haa (t, : 1 < k < n) véges sorozat rogzitett n esetén csokkend, akkor

In|—1
H f” <5 Z Qtzanwp (fa )—i—cwp (f’2n|>

4. Areshidze és Tephnadze bizonyitottak a kdvetkezd allitast. Belattdk tovab-
ba (novekvd esetre) az elsé motival6 eredményt is, konkrét egyiitthatéval
és az abban szerepld feltétel nélkiil.

Legyen f € L,(G),1 < p < co éslegyen t!* egy reguldris Norlund-kozép,
amelyet (qx : k € N) novekv§ sorozattal generdlunk. Akkor

[n|-1

() 11, < 18 3 2  (1.30) #1200 (i )

A disszertdci6 Walsh—Paley- és Walsh—Kaczmarz-rendszerekkel foglalkozé
fejezetében az aldbbi fontosabb allitdsokat bizonyitottuk.
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Normabecslések

1.1. Tétel. Legyen f € L,(G) és1 < p < co. Minden n € N-re legyen
(tkn : 1 < k < n)nemnegativ szimok véges sorozata ugy, hogy

n
D thm =1
k=1
Haa (g :

: 1 < k < n) véges sorozat rogzitett n esetén csokkend, akkor

In|—1
w 31 47
)1, < 35 35 Foo (1:3) + S0 (5]
teljesiil.

1.2. Tétel. Legyen a (t52» : 1 < k < 27) nemnegativ szimok véges sorozata
minden rogzitett n € N esetén novekvo és legyen

on

D tpan =1
k=1

Ekkor tetszbleges f € L,(G), 1 < p < oo esetén a kovetkez$ egyenlStlenséget
kapjuk

n—1

29 1
||O’2n )_f||p§2270-)p <f729>
s=0
n—1 1
+3 Z(n — 8)2%tan _2s 11 nWp <f7 2g>
s=0

1 1
+<2+2n>wp(f,2n>

1.3. Tétel. Legyen minden rogzitett n € P esetén a (ty,
tiv szamok véges sorozata novekvd és feltételezziik, hogy

n
D thn =1
k=1

: 1 <k < n) nemnega-



wof?)

Ekkor tetsz8leges f € L,(G), 1 < p < oo esetén a kovetkezd egyenlStlenséget
kapjuk

[n| 2k
o) = £l < e X g (3 )-

1.4. Tétel. Legyen f € L,(G), 1 < p < oo és legyen minden n € P-re (¢, :
1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata ugy, hogy

n
> tem=1
k=1

teljesil.
a) Legyen (t » : 1 < k < n) véges sorozat minden n-re novekvd és teljesiiljon a

tn,n =0 <1)
n

feltétel. Ekkor

o) =11, = §5 2 P (£57) e (5.5 )

b) Legyen (¢, : 1 < k < n) véges sorozat minden n-re csokkend, ekkor

|n|—1
31 47
o870~ 11, < 55 X Ptoin (£r35) + 3500 (1175
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Normakonvergencia

1.5. Tétel. Legyen f € Li(G). Minden n € P-re legyen (tx, : 1 < k < n)
nemnegativ szdmok véges sorozata, melyre

n
D thn =1
k=1

lim t, =0
n—roo

barmely rogzitett k esetén.
Ha 1étezik egy c abszolut dllandd, amelyre

1y < e
akkor teljesiil az L;-beli normakonvergencia

o (f) = f,
amint n — 0.

1.6. Kovetkezmény. Legyen n € P és legyen (5, : 1 < k < n) nemnegativ
szamok véges sorozata ugy, hogy

n
D thm =1
k=1

Tegyiik fel, hogy az aldbbiak koziil valamelyik teljesiil.
a) Ha a (tk.,n : 1 < k < n) véges sorozat rogzitett n esetén novekvs, akkor
feltételezziik, hogy



b) Ha a (tkm : 1 < k < n) véges sorozat rogzitett n esetén csokkend, akkor
feltételezziik, hogy

lim tl,n =0.
n—00

Ekkor mindkét esetben teljesiil az L, -beli normakonvergencia

o' (f) = f,
amint n — oo.

1.7. Tétel. Legyen f € Lip(a,p, G) valamely o > 0 esetén és legyen 1 < p <
oo. Legyen minden n € P-re (tx, : 1 < k < n) nemnegativ szamok véges
sorozata ugy, hogy

n
> tkm=1
k=1

teljesiil. Legyen tovdbbd a (tx ,, : 1 < k < n) nemnegativ szimok véges sorozata
minden n € P esetén novekvo a
1
tn,n =0 ()
n

feltétellel. Ekkor a kovetkezd becslés teljesiil

O(n=?), ha0 < a <1,
||UZT(f)—pr= O(logn/n), haa =1,
O(1/n), ha o > 1.
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2. Vilenkin-rendszer

A Walsh-fiiggvények diadikus reprezentdcidjanak altaldnositdsai a Vilenkin-rend-
szerek. Ha a generdl6 sorozat korlatos, akkor a Vilenkin-rendszerekkel kapcso-
latos éllitdsok gyakran analégak a Walsh—Paley esetekkel, nemkorlatos esetben
viszont komoly eltérések mutatkoznak mind az allitasok tartalmaban, mind a bi-
zonyitasi eljarasok részleteiben.

Bevezetjiikk a Vilenkin-rendszer targyaldsdhoz sziikséges fogalmakat, tétele-
ket. Norma- és majdnem mindeniitt valé konvergenciatételeket igazolunk, vala-
mint integrdlhat6 fliggvények Vilenkin—Fourier-sorozathoz tartoz6 métrix transz-
formécioés kozepeinek konvergencidjat targyaljuk Vilenkin—Lebesgue-pontokban.

Ahogy latni fogjuk, a bevezetett fogalmak analdgiat mutatnak az el6z6 feje-
zetben 1év6 fogalmakkal (aminek az az alapja, hogy a Vilenkin-rendszer a Walsh-
rendszer egy 4ltaldnositdsa).

Jelolések és definiciok

Legyen m := (mg,my,...) 2-nél nem kisebb pozitiv egész szdmok sorozata.
Jelolje Zyy,,, :={0,1,...,m, — 1} a természetes szamok additiv csoportjit mo-
dulé m,,, ahol n € N. Ezen Z,,,, diszkrét ciklikus csoportok direkt szorzataként
definidljuk a G,,, Vilenkin-csoportot. A G,,,-en végzett csoportmiivelet a koordi-
natankénti 6sszeadas moduld m.,.

A direkt szorzaton bevezetett ;1 mértéket a

pn ({3}) :=1/mn (j € Zm,,)

mértékek direkt szorzataként definidljuk, ami Haar-mérték és valészintiségi mér-
ték G,-en, azaz p (Gp,) = 1.

Ha az m sorozat korlatos, akkor G,,-et korlatos, egyébként nem korlatos
Vilenkin-csoportnak nevezziik. A fejezetben feldolgozott cikkeinkben és igy az
egész disszertdciéban csak a korlatos esettel foglalkozunk. Megemlitjiik, hogy
m=(2,2,...) esetén G-t, a diadikus csoportot kapjuk. G, elemei az

2= (20,1, Tny--.) (Tn € L)



szdmsorozatokkal reprezentdlhatéak. A diadikus intervallumok definidldsa a ko-
vetkezé médon torténik
Iy (z) := G,

I(z) ={y € Gm | Yo = X0y -, Yn—1 = Tn-1} (x € Gp,n € P).

Az m sorozaton alapulé dn. ltalanositott, m-adikus szdmrendszert az alabbi mé-
don definidljuk
My =1, Myy1 :=m, M, (n €N).

7z

Ekkor minden n € N egyértelmiien elSdllithaté n = Y -, ni M, alakban, ahol
ng € Zm, (k € N) és csak véges sok ny, kiilonbozik nullatsl. Jelslje |n| azt a
természetes szamot (n rendje), amelyre M, < n < M|, |41.

Jelolje L,(G,,) a Lebesgue-teret G,,-en (a megfelelS ||.||, normakkal) és
C(Gy,) jeldlje a folytonos fiiggvények terét Go,-en az || f|loo := sup{|f(z)]| :
x € Gy, } normdval.

Legyen

wp(f,0) := sup [|f(- = =) = F()llp

|z|<d

a folytonossdgi modulus L, (G, )-en, ahol 1 < p < 0o, f € Ly(Gp,) és 6 > 0,
valamint

o0
|z| := E “— minden z € G,, esetén.
=0 MiJrl

Ennek anal6gidjéra definidljuk a folytonossdgi modulust C' (G, )-en, ezt weo (f, 0)
jelolje.

Az el6z8 fejezet fogalmaihoz hasonléan bevezetjiik a Lip(«, p, G, ) és
Lip(a, C(G,y)) osztdlyokat (amennyiben 1 < p < 00) és a

Lip(a, 00, Gy) := Lip(cr, C(Gr,))
jelolést.
Bevezetiink G,,,-en egy ortonormalt rendszert, amelyet Vilenkin-rendszernek

neveziink. Ehhez definidljuk az ry, (z) : G,,, — C, komplex értékd fiiggvényeket,
azaz az ugynevezett dltaldnositott Rademacher-fiiggvényeket tigy, hogy

i (z) := exp (2may/my) (* = -1, z € Gy, k €N).
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A= (¢, : n € N) fiiggvénysorozatot G,,-en, ahol

z):=[[ri* (@) (neN)
k=0

Vilenkin-rendszernek nevezziik.

Amennyiben m = (2,2,...), specidlisan a Walsh-Paley-rendszert kapjuk. A
Vilenkin-rendszer ortonormalt és teljes Ly (G, )-ben. A Vilenkin-rendszer ele-
mei pontosan azok az f: G,, — C folytonos fiiggvények, melyekre

flx+y) = f(2)f(y)

és |f(x)| = 1 minden z,y € G, esetén. SGt, ez akkor és csak akkor teljesiil, ha
f(z) = Y (x) valamely n € N esetén.

A tovébbiakban a Vilenkin—Fourier-analizissel kapcsolatos klasszikus fogal-
makat vezetjiik be. Definidljuk az f fiiggvény n-edik Vilenkin—Fourier-egyiittha-
tojat, Vilenkin—Fourier-sordnak n-edik részletdsszegét, az n-dik Vilenkin—Fejér-
kozepet és az n-edik Vilenkin—Dirichlet-féle magfiiggvényt:

n) :/ findp ,han € N,
Gm

??‘Mﬁ
L

n n—1
1
Bk onlf) =~ Si(f), Dni= D v,
k=1 k=0
ahol n € P. Ismert, hogy
0= [ S@De~ uduto).
A Fejér-féle magfiiggvényt a Dirichlet-féle magfiiggvények szdmtani kozepeként

definialjuk, azaz
1 n
= - E Dy..
n
k=1

A Walsh-rendszernél bevezetett T-matrix és a hozza kapcsolddé definicidk és
jelolések a Vilenkin-rendszerre is haszndlhatok.



Konnyen belathatd, hogy
(i) = [ S@ET @~ u)duta).

Definiéljuk az (71, n)-edik de La Vallée Poussin-tipust matrix transzformdcids
kozepet a kovetkez6 médon

nn-f7 Ztknskf,

ahol n,n € Pésn < n. Az (f,n)-edik de La Vallée Poussin-tipusi mitrix
transzformdaciés mag legyen

= Z tkka (Z‘)
k=n

Az is konnyen ellendrizhetd, hogy

/ F@KE, (0 = u)dp(u).

Megjegyezziik tovabba, hogy ebben a fejezetben a c (rogzitett m sorozat ese-
tén) egy pozitiv abszolut konstanst jelol.

A disszertaci6 korlatos Vilenkin-rendszerekkel foglalkoz6 fejezetében az aldb-
bi fontosabb allitdsokat bizonyitottuk.
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Majdnem mindeniitti konvergencia

2.1. Tétel. Minden n € P-re (t;, : 1 < k < n) nemnegativ szimok véges
sorozata esetén legyen
n
D thn =1
k=1

Tegyiik fel, hogy f € L1(G.,) és az x € G,,, pontban
Jim o (f;2) = f(2).

a) Legyen (t, : 1 < k < n) nemnegativ szimok véges sorozata minden n
esetén csokkend és teljesiiljon

lim tl n — 0,
n—oo

vagy
b) legyen (tx, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata minden n

esetén novekvd. Ez esetben azt feltételezziik, hogy
1
%mo(>
n

lim o (f;2) = f(a).

n—oo

Ekkor mindkét esetben

2.2. Kovetkezmény. Legyen f € L1(G,,). Minden n € P-re (t5,, : 1 <k <n)
nemnegativ szamok véges sorozata esetén legyen

n
> thm =1
k=1
a) Legyen (f, : 1 < k < n) nemnegativ szimok véges sorozata minden n
esetén csokkend és teljesiiljon

lim ¢, =0,
n—oo



vagy
b) legyen (t, : 1 < k < n) nemnegativ szimok véges sorozata minden n
esetén novekvd. Ez esetben azt feltételezziik, hogy

1
thn =0 (> .
n

lim o, (f;z) = f(x)

n—oo

Ekkor mindkét esetben

minden z folytonossdgi vagy Vilenkin—Lebesgue-pontban.

2.3. Tétel. Legyen f € Li(G,,). Minden n € P-re legyen (¢ ns
k < M,4+1 — 1) nemnegativ szdmok véges sorozata ugy, hogy

M, <

nt1—1 * =

Mp41—1
Z tkﬂﬂwlfl =L
k=M,
Ha a (tk7Mn+1_1 : M, <k < M,y — 1) sorozat minden rdgzitett n esetén

novekvd vagy csokkend (kiilonbozd n-ekre nem feltétleniil ugyanabban az érte-
lemben), tovabba feltessziik, hogy

1
tMy Myi—1 = O <Mn>

1
tMnJrlfl,MnJrl*l =0 (]\4—”> .

Akkor

UJ:\ZH,M"HA(f) - f

majdnem mindeniitt.
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Normabecslések

2.4. Tétel. Legyen f € L1(G,y,). Minden n € P-re legyen (ty ar,,,—1 : My <
k < M,+1 — 1) nemnegativ szdmok véges sorozata gy, hogy

My41—1

Z T, My —1 = 1.

k=M,,

Ezenkiviil tegyiik fel, hogy a (t a1, ,—1 : Mp < k < M, 41 — 1) rogzitett n-re
monoton, és megfelel a kovetkezd feltételek egyikének.
a) Vagy (ti . —1 0 My < k < M,y — 1) novekvd és

1
tMyi1—1,Mp -1 = O <]Wn) ,

b) vagy (ti,a, -1 My <k < My 1 — 1) csdkkend.
Ekkor mindkét esetben

o a9 = ]|, < cwn (f’ zé)

teljestl.

2.5. Tétel. Legyen f € L,(Gpn), 1 < p < ccésn € P. Legyen (tpns,,, -1 :
M, <k < M,+1 — 1) nemnegativ szdimok véges sorozata. Feltételezziik, hogy

Mn+1_1
§ : tkaMn+1_1 = 1
k=M,

teljestil. Ekkor

1
HUJI\}",MHI—l(f) - pr < cpwp (f7 M) )

ahol ¢, csak p-t6] fiigg.
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2.6. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a p = 1 esetén a 2.4. Tétel feltételei,
1 < p < oo esetén a 2.5. Tétel feltételei teljesiilnek. Ha f € Lip(a, p, Gp),

akkor
1
=0(—).
P (Mﬁ‘>

Normakonvergencia

HUETL,MTLHA(J() - f

2.7. Tétel. Legyen f € L1(G,,) és minden n € N esetén,(ty, : 1 < k < n)
nemnegativ szamok véges sorozata ugy, hogy

n
> tkm=1
k=1

teljesiil.
a)Ha (¢, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata minden n esetén
csokkend €és

lm 1, =0,
n—oo

vagy
b) ha (¢, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata minden n esetén

novekvd és
1
tn,n =0 (> )
n

akkor teljesiil az L1 -beli normakonvergencia ol (f) — f.

2.8. Tétel. Legyen n € P és (tx n

ii—1 1 My <k < M4y — 1) nemnegativ
szamok véges sorozata ugy, hogy

Mp41—1

Z tk’MnJrl,l =1.

k=M,

Ezenkiviil tegyiik fel, hogy a (txar,,,—1 : M, < k < M,41 — 1) minden
rogzitett n-re monoton és megfelel a kovetkezd feltételek egyikének.
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a) Vagy (tk . -1 My <k < M, 41 — 1) novekvd és

1
bt i1 =0 :
Mpyp1—1,Mp41—1 (Mn>

b) vagy (tg,n, -1 My <k < Myq1 — 1) csokkend és

1

Ekkor mindkét esetben 1étezik c abszolit dlland6, melyre teljesiil a

T
HKJ\4mMn+rlH1 <c

egyenlbtlenség.

2.9. Tétel. Legyen f € L1(G,y,). Minden n € P-re legyen (ty a7, ,—1 : My <
k < M,1+1 — 1) nemnegativ szdmok véges sorozata gy, hogy

My41—1
E Uk, My —1 = L.
k=M,

Ha 1étezik c abszolit dlland6, melyre

T
HKM,,L,M,,LHlel <c
akkor teljesiil az L;-beli normakonvergencia

UI\T/IMMWH—l(f) - f.

7z

A kovetkezd allitas az el6z6 két tétel kovetkezménye.

2.10. Kovetkezmény. Legyen n € P és (tx nr,,,—1 : My < k < Myqq — 1)
nemnegativ szdmok véges sorozata gy, hogy

My 41—

1
>t -1 =1

k=M,
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Ezenkiviil tegyiik fel, hogy a (tx,ar,,,—1
monoton és megfelel a kovetkezd feltételek egyikének.
a) Vagy (tx,n, -1 Mp <k < M,y — 1) ndvekvo és

1
tMn+1_1;Mn+1_1 =0 (M) )

b) vagy (tx, a1, -1 1 My <k < Myqy — 1) csokkend és

1
tM’!L)M’VL+1_1 = O (Ml) N

Ekkor mindkét esetben teljesiil az

Uﬁn,,Mn,+1—1(f) = f

L+-beli normakonvergencia.

: M, <k < M, — 1) rogzitett n-re
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Introduction

The theory of harmonic analysis offers a number of mathematical tools and met-
hods, in which orthogonal systems play an important role. The theory of orthogo-
nal function systems (and within them Fourier series) has undergone significant
development since their appearance. This dissertation deals with Fourier series,
including the Walsh—Paley, Walsh-Kaczmarz and Vilenkin orthonormal systems.

Matrix transform means are common generalizations of several well-known
summation methods. Namely the Riesz means, the Norlund means, the T' (weigh-
ted) means, the Fejér (or the (C, 1)) and the (C, o) means are special cases of the
matrix transform summation method introduced above.

1. Walsh-Paley and Walsh—-Kaczmarz system

In the literature, the term "Walsh function" is also used for elements of three or-
thonormal systems. Namely, the original Walsh, the Walsh—Paley, and the Walsh—
Kaczmarz systems. These systems contain the same functions, but in different or-
ders. Among them, in this dissertation we deal with the Walsh—Paley and Walsh—
Kaczmarz systems.

We introduce the concepts necessary for the investigation of the Walsh—Paley
and Walsh—Kaczmarz systems, as well as present previously known theorems.

In the case of Walsh—Paley, we deal in more detail with some approximation
problems related to the Fejér kernel function, and also prove norm convergence.
Next, we estimate the difference in norm between the matrix transformation cen-
ters of the Walsh—Kaczmarz—Fourier series and the corresponding function. For
the estimation, we use the continuity modulus. We also state theorems for norm
convergence and almost everywhere convergence under similar conditions. We
generalize some results of Areshidze and Tephnadze (concerning matrix transfor-
mation means by Norlund), and, in addition to the generalization, we improve and
complement the results of Mdéricz and Siddiqi.
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Notation and definitions

Let P denote the set of positive integers and N := P U {0}. Let Z, denote the
discrete cyclic group of group order 2. The group operation is addition modulo 2.
Let every subset be open. The Haar measure p, is defined on the k-th Z, (k € N)

such that 1 (0) == px(1) := 1/2. Let G := X 7 be the dyadic group (the
k=0

direct product of discrete cyclic groups). The elements of G can be represented
as sequences x := (zg,Z1,...,Tk,...), where 2 € {0,1} for k € N. The
group operation on G is coordinate-wise addition modulo 2 (denoted by +), and
let 1 be the normalized Haar measure, i.e., the product measure of the py, and the
topology is the product topology.

Dyadic intervals are defined as follows:

In(z) =G, I(x):={y€G:y= (20, -, Tn—1,YnsYntls---) s

where z € G,n € P, and let I,, := I,,(0). These intervals form a neighbourhood
basis for the topology of G.

Let L,(G) denote the usual Lebesgue space on G (with the corresponding
||.||, norms).

For the sake of notation, we agree to write L. (G) instead of C'(G), and
| flloo := sup{|f(z)| : x € G}. Clearly, L is not the same as the space of
continuous functions but rather an appropriate subspace of it. Since the supremum
norm and the L, norm coincide for continuous functions, we hope that the reader
will accept this notational simplification for convenience.

We introduce some concepts from Walsh—Fourier analysis.

The n-th Rademacher function at the point x is defined by

rp(z) == (-1)"* (x € G,n €N).
Every natural number has a unique binary representation, and this representation
is finite (only finitely many ny, are non-zero):

n=>Y nm2* npe{0,1} (keN).
k=0

We will also need the following notation. If n € P, then |n| := max{j € N :
n; # 0}. This means that 21" < n < 2/7I+1,
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The Walsh—Paley functions are defined as follows. Let wo(z) := 1, and if
n € P, then define

H Tk I)ZL’L‘onka

It is known that the Walsh-Paley system (w,,,n € N) forms the character system
of (G, +).
Let the modulus of continuity in L,,(G) be

wp(f,0) := sup [|f(-+1) = fOIl,

[t] <&

where f € L,(G) and § > 0, and define

o0
|| := Z 2?_;1 for every z € G.
i=0

In the case where f € C(G), we replace p with co.
The Walsh—Kaczmarz system is introduced as follows. Let ¢ := 1 and for
n € [P define

In|—-1

Fon (@) = Ty (2 H Tin—1—5 () = Ty (@) (=1 )Zk 0 i1k,

It is easy to see that
’I“n = w2n = K}Qn

foralln € N.
The sets of Walsh—Kaczmarz and Walsh—Paley functions coincide on dyadic
blocks. That is,

{nn . ok <n< 2k+1} = {wn . ok <n< 2k+1}

for every k € N and k¢ = wy.
The Walsh—Paley and Walsh-Kaczmarz systems are orthonormal and com-
plete in Ly (G).
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Skvortsov established a relationship between the Walsh—Kaczmarz and Walsh—
Paley functions using the transformation 7,, : G — G:

Tn(x) = (xn—laxn—27 M xlax07xn7xn—17 st )
Specifically, for every n € Nand x € G:

K () = T ()W, _ginl (T)n| ().

It is important to note that the function 7,,(.) is measure-preserving.
The Lipschitz classes in L, (G) are as follows. For every o > 0, let

Lip(a,p, G) :={f € L,(G) : wp(f, ) = O(6) as § — 0}.
Furthermore,
Lip(a,, C(G)) :={f € C(G) : |f(z +y) = f(2)| < clyl|®, 2,y € G}.
Later, for simplicity, we will write Lip(«, oo, G) instead of Lip(«, C(Q)).
We define the n-th Fourier coefficient, the n-th partial sum of the Fourier

series, the n-th Fejér mean, and the n-th Dirichlet kernel (for either Walsh—Paley
or Walsh—Kaczmarz systems) as follows:

n) :/fond,u ifneN,

n n—1
zfé )6 () = 1 D0 SE). D= Y
k=0

k=1
where n € P. It is known that

SE(f:2) /f () D (@ + u)dpu(u).

The Fejér kernels are the arithmetic means of the Dirichlet kernels, that is,

1 n
= > Dy,
k=1
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Let T := (¢, 1)2:1 be a doubly infinite matrix of real numbers. We always
assume that the 7" matrix is upper triangular, i.e., ¢; ; := 0 if ¢ > j. The n-th

matrix transformation mean defined by 7 is
n
ofT(fiz) = tenSi(f; ).
k=1

Since the n-th column of the T’ matrix determines the 057 n matrix transformation
mean, and the definition involves only finitely many terms, we refer to (¢, : 1 <
k < n, k € P) as a finite sequence of numbers for every n € P.

If ZZ:1 tx,n = 1, then the Norlund means are special cases of matrix trans-

formation means, namely
dn—k

[
T Qn

From now on, let (tx,, : 1 < k < n, k € P) be a finite sequence of non-
negative numbers for every n € IP. The n-th matrix transformation kernel function
is defined as

K& () =) trnDi().
k=1

We also note that throughout this chapter, the symbol ¢ denotes a positive
absolute constant.
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Motivations

1. In a classic book of F. Schipp, W. R. Wade, P. Simon and J. Pal [62] (on

page 191) we can read the inequality

oz (f) = fllx < wx (f.27 +Z2k "wx (f,277)

where X is a homogeneous Banach space (for example any L,, space, where
1 < p < oo or the space of continuous functions C') and wx is the modulus
of continuity for functions in X.

. Moricz and Siddiqi proved the following.

Let f € L,(G), where 1 < p < oo and let (¢; : k € N) be a sequence of
nonnegative numbers such that

¢ = O(1), for some 1 < v < 2.

If (g : k € N) is non-decreasing, then

In|—-1

w )
0= 11, < g 3= 2wy (:37) + oo (£33 )
while if (g : k¥ € N) is non-increasing, then
5 In|-1

1
10 = 7l S 3 @nzios = Quzis )y (fQ)

=0

. Blahota and K. Nagy proved similar inequalities for matrix transform means.

We state the following theorem using our notation.
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Let f € L,(G), where 1 < p < oco. Foreveryn € N, (ty, : 1 <k <n)
be a finite sequence of non-negative numbers such that

n
Z tgn =1
k=1

is satisfied.

a) If the finite sequence (¢x,, : 1 < k < n) is non-decreasing for a fixed n
and the condition

is satisfied, then

In|—-1

o) = 51, 25 3 Ptore i (£:35) + e (55 )

7=0
holds.
b) If the finite sequence (tk," : 1 < k < n) is non-increasing for a fixed n,
then
[n|—1 1
H wT f” <522t2anp (f, .>+cwp (f,2n|>.
holds.

4. Areshidze and Tephnadze proved the following statement. They also proved
(for the increasing case) the first motivating result, with a specific coeffi-
cient and without the condition involved in it.

Let f € L,(G), where 1 < p < oo and let t be a regular Norlund mean
generated by non-decreasing sequence (g, : k € N). Then

|n|—1

Ie207) £1, <18 3 29 on (1) #1200 (1,50 )

In this chapter of the dissertation, which discusses Walsh—Paley and Walsh—
Kaczmarz systems, we proved the following statements.
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Norm estimates

Theorem 1.1. Let f € L,(G) and1 < p < oo. Foreveryn € N, (tg, : 1 <
k < n) be a finite sequence of non-negative numbers such that

n
> i =1
k=1

is satisfied. If the finite sequence (ty ., : 1 < k < n) is non-increasing for a fixed
n, then

In|—1
N 31 47
o) = 11, < 35 2= 2o (£:56) + g0 (153

holds.

Theorem 1.2. Let the finite sequence (tpan : 1 < k < 2") of non-negative
numbers be non-decreasing for all n € N and

on

D tron =1
k=1

Then for any f € L,(G) for some 1 < p < oo, we have the following inequality

w1 os 1
o711, <3 Zoen (135

n—1

+3Z (n — 5)2%t9n _9s 41 nwp <f7 >

s=0

1 1

Theorem 1.3. For every n € P, let the finite sequence (ty,, : 1 < k < n) of
non-negative numbers be non-decreasing for all n and we suppose that

n
D thn =1
k=1
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and

tn=0(3).
n

Then for any f € L,(G) for some 1 < p < oo, we have the following inequality

I 1, < e 2 (1)

Theorem 1.4. Let f € L,(G), 1 < p < co and let for everyn € P, (t,, : 1 <
k < n) be a finite sequence of non-negative numbers such that

n
D thn =1
k=1

is satisfied.
a) Let the finite sequence (tkm : 1 < k < n) be non-decreasing for all n and let

condition
1
tn7n - O ()
n

be satisfied. Then

31 In|—1

1
p = 15 Z 2 t2J+1 1, nwp (f, 2]) +pr (f, n)

low™ () = 11l <

b) Let the finite sequence (ty ,, : 1 < k < n) is non-increasing for all n, then

In|-1

31 a7
ot (=11, = 75 Z 2tz ntp <f’ 21> 307 (f’ 2l )
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Norm convergence

Theorem 1.5. Let f € L1(G). Foreveryn € P, let (ty, , : 1 < k < n) be a finite
sequence of non-negative numbers such that

n
§:mm:1
k=1

and

lim t, =0
n—oo

for any fixed k.
If there exists an absolute constant c, for which

1y < e
then we have the L, -norm convergence

o ()= 1,
asn — oo.

Corollary 1.6. Let n € P and let (ti, : 1 < k < n) be a finite sequence of
non-negative numbers such that

n
D e =1.
k=1

Suppose that one of the following holds.
a) If the finite sequence (ty,, : 1 < k < n) is non-decreasing for a fixed n, then

we suppose
1

fn=0 () .
n
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b) If the finite sequence (ty ,, : 1 < k < n) non-increasing for a fixed n, then we
suppose

lim th =0.
n—00

Then in both cases we have the Ly -norm convergence

ant (f) = f,
asn — oo.

Theorem 1.7. Let f € Lip(«, p, G) for some a > 0 and 1 < p < co. Let for
everyn € P, (tgn : 1 < k < n) be a finite sequence of non-negative numbers
such that

n
D thn =1
k=1

is satisfied. Let the finite sequence (ty, : 1 < k < n) of non-negative numbers
be non-decreasing for all n € P and condition

1
tn’n B O ()
n

is satisfied. Then the next estimate is valid

O(n™?), fo<a<l,
||UZT(f)*pr: O(logn/n), ifa=1,
O(1/n), iffa>1.
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2. Vilenkin system

Generalizations of a dyadic representation of Walsh functions are Vilenkin sys-
tems. If the generating sequence is bounded, then the statements related to Vilen-
kin systems are often analogous to the Walsh—Paley cases, but in the unbounded
case there are serious differences in both the content of the statements and the
details of the proof procedures.

We introduce the concepts and theorems necessary for the discussion of the
Vilenkin system. We prove theorems on norm convergence and almost every-
where convergence, as well as discuss the convergence of matrix transformation
centers of Vilenkin—Fourier series for integrable functions at Vilenkin—-Lebesgue
points.

As we will see, the concepts presented are analogous to those in the previous
chapter (this analogy is based on the fact that the Vilenkin system is a generaliza-
tion of the Walsh system).

Notation and definitions

Let m := (mg, mq,...) be a sequence of positive integers not less than 2. Let
Lo, :=1{0,1,...,m, — 1} denote the additive group of natural numbers modulo
my,, where n € N. The Vilenkin group G,, is defined as the direct product of
these discrete cyclic groups Z,,,, . The group operation on G, is the coordinate-
wise addition modulo m,,.

The measure p introduced on the direct product is defined as the direct product
of the measures

pin ({3}) := 1/mn (G € Zim,,)

which is the Haar measure and a probability measure on G,,, thatis, u (G,,) = 1.

If the sequence m is bounded, then G, is called a bounded Vilenkin group;
otherwise, it is called unbounded. In the papers covered in this chapter, and thus
in the entire dissertation, we only deal with the bounded case. We mention that
for m = (2,2,...) we obtain G, the dyadic group. The elements of G,,, can be
represented by the number sequences

2= (20,15 s Tny-..) (Tn € Lim,).
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The dyadic intervals are defined as follows:
Iy (z) := G,

In(z) :={y € Gm Yo =20, ,Yn-1 =Tn-1} (x € Gm,n € P).

The so-called generalized, m-adic number system based on the sequence m is
defined as

My =1, M, 41 :=m,M, (n € N).

Then every n € N can be uniquely represented in the form n = Y77 ( ng Mg,
where ny, € Z,, (k € N), and only finitely many ny differ from zero. Let |n|
denote the natural number (called the order of n) for which M),| <n < M, 11.

Let L,(G,y,) denote the Lebesgue space on Gy, (with the corresponding ||. ||,
norms), and let C'(G,,,) denote the space of continuous functions on G,,, with the
norm Hf”oo = sup{\f($)| HEUS Gm}'

Define the modulus of continuity on L, (G,,) for 1 < p < oo, f € L,(Gy,),
and 6 > 0 by

wp(£.8) = sup If(- —2) = FO)ll

lz|<d

where
o0

> i
|Z‘| = m for all z € Gm
i=0

Analogously, we define the modulus of continuity on a function f of C(G,,),
denoted by wo, (f, 9).

Similarly to the concepts from the previous chapter , we introduce the classes
Lip(e, p, Gy,) and Lip(«r, C (G, )) (provided 1 < p < 00), and use the notation

Lip(«, 00, G,) := Lip(cr, C(G ).

We introduce an orthonormal system on G,,, called the Vilenkin system. To
this end, we define the complex-valued functions 7 (z) : G, — C, known as
generalized Rademacher functions, as follows:

1 (z) := exp (2may/my) (* = -1, z € Gy, k €N).
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The function sequence ¥ := (¢, : n € N) on G,,,, where
= @) neN
k=0

is called the Vilenkin system.

If m = (2,2,...), we obtain the Walsh-Paley system as a special case. The
Vilenkin system is orthonormal and complete in L; (G,,). The elements of the
Vilenkin system are exactly those continuous functions f: G,, — C for which

flx+y) = f(x)f(y)

and |f(z)| = 1 forall x,y € G,,. Moreover, this is valid if and only if f(z) =
() for some n € N.

In the following, we introduce the classical concepts related to Vilenkin—
Fourier analysis. We define the nth Vilenkin—Fourier coefficient of a function f,
the nth partial sum of its Vilenkin—Fourier series, the nth Vilenkin—Fejér mean,
and the nth Vilenkin—Dirichlet kernel as follows:

=/ fndp,ifn €N,
Gm

n—1 n n—1

Su(f) = X F s onlf) = = Sk, Dui= 3 th,
k=1 k=0

where n € P. It is known that
Sn(f;z) / f(u) Dy (2 — w)dp(u).
The Fejér kernel is defined as the arithmetic mean of the Dirichlet kernels:
1 n
SN
n
k=1

The T-matrix introduced for the Walsh system, along with the associated def-
initions and notations, can also be used for the Vilenkin system.
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It is easy to see that
ot(fia) = [ S @ - udutw).
Gm

We define the (72, n)th de La Vallée Poussin-type matrix transformation mean
as follows:

O—g,n(fvx) = Z tk,nSk’(f; 213)7
k=n

where 7, n € P and 72 < n. The corresponding (72, n)th de La Vallée Poussin-type
matrix transformation kernel is

KL ()= tynDi(x).
k=7
It is also easy to verify that

Thalfie) = [ KD (@ u)duu).
Gm
We also note that in this chapter, ¢ (for a fixed sequence m) denotes a positive
absolute constant.
In the dissertation, in Chapter 3 we proved the following theorems for bounded
Vilenkin systems.
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Almost everywhere convergence

Theorem 2.1. For everyn € P, (ty, : 1 < k < n) be a finite sequence of
non-negative numbers such that

n
D thn =1
k=1

is satisfied.
Suppose that f € L1(G,,) and for some x € G,

lim o,(f;2) = f(x).

n—oo

a) Let the finite sequence (tr, : 1 < k < n) of nonnegative numbers be
non-increasing for all n and condition

lim tl,n =0
n— o0

is satisfied, or
b) let the finite sequence (ty, : 1 < k < n) of nonnegative numbers be
non-decreasing for all n. We also suppose that

n

lim o7 (f:2) = f(a).

n—roo

Corollary 2.2. Let f € Li(Gy,). Foreveryn € P-re (tyn : 1 <k <n)bea
finite sequence of non-negative numbers such that

n
D trn =1
k=1

is satisfied.
Then in both cases

is satisfied.
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a) Let the finite sequence (tr, : 1 < k < n) of nonnegative numbers be
non-increasing for all n and condition

lim tl,n =0
n—o0

is satisfied, or
b) let the finite sequence (t, : 1 < k < n) nonnegative numbers be non-
decreasing for all n. We also suppose that

1
tyn =0 ()
n

lim Jg(f;x) = f(z)

n— oo

holds.
Then in both cases

for all continuity or Vilenkin—Lebesgue points x.

Theorem 2.3. Let f € L1(G,y,). For everyn € P, let (tiar,,,—1 : My, < k <
M, 1 — 1) be a finite sequence of non-negative numbers such that

I\/fn+171

>t =1

k=M,

If the finite sequence (tthH_l : M, <k < M,y1 — 1) is non-decreasing or
non-increasing for every fixed n (not necessarily in the same sense for different
n’s) and conditions

1
tMn,Mn+171 =0 <J\4n>

and

1
EMpy1—1, M -1 = O <Mn>

holds.
Then

UJ:\FLL,MTLHA(J[) - f

almost everywhere.
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Norm estimates

Theorem 2.4. Let f € L1(G,,). For everyn € P, let (ty g, ,—1 : M, <k <
M, 11 — 1) be a finite sequence of non-negative numbers such that

Mp1—1

Z tk71\4n+1*1 =L

k=M,

Moreover, assume that (a1, —1 @ My, < k < M, 1 — 1) is monotonic and
satisfies one of the following conditions.
a) Either (ti,m 1: M, <k < M,y — 1) is non-decreasing and

1
EMy1—1, M -1 = O <Mn> :

b)or (ten,—1: Mp < k < Myyq — 1) is non-increasing.
Then in both cases

n+1—

“UJIQI,L,MvL+1*1(f) - le < cwy (f’]\/l[n>

holds.

Theorem 2.5. Let f € L,(G,,) where 1 < p < oo andn € P. Let the finite
sequence (tgn, —1 @ Mp < k < M1 — 1) of non-negative numbers. We
suppose that

Mypi—1

Z Tk Mpy—1 =1

k=M,
holds. Then
1
HO—IJI\;[mMnJrlfl(f) - pr < CpWp (fﬂ M) 3
n

where c,, depends only on p.
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Corollary 2.6. Let us suppose that in case of p = 1 conditions of Theorem
2.4., in case of 1 < p < oo conditions of Theorem 2.5. are satisfied. If f €
Lip(a, p, Gy,), then

HOJI\:I,LJVI,,LH—l(f) - pr =0 (@) .

Norm convergence

Theorem 2.7. Suppose that f € L1(G,,) and for everyn € N, (tpn 1 <k <
n) be a finite sequence of non-negative numbers such that

n
D thn =1
k=1

is satisfied.
a) If the finite sequence (t n, : 1 < k < n) of nonnegative numbers is non-
increasing for all n and

lim th == O,
n—oo

is satisfied, or
b) if the finite sequence (ty, , : 1 < k < n) of nonnegative numbers be non-

decreasing for all n and
tn,n =0 <> )
n

then we have the Ly-norm convergence o (f) — f.

—_

Theorem 2.8. For every n € P, let (tpnr,—1 : My <k < My —1) bea
finite sequence of non-negative numbers such that

Mpy1—1
E tkyMn,-H*l =1
k=M

Furthermore, assume that (tk,MnH_l : M, <k < M,11 — 1) is monotonic and
satisfies one of the following conditions.
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1: M, <k < M,y — 1) is non-decreasing and

1
tMn+1*17Mn+1*1 =0 <]wn> )

b)or (tx,n, -1 My < k < Myy1 — 1) non-increasing and

1

Then in both cases there exists an absolute constant c, for which the inequality

a) Either (tk,Mn+1—

T
HKM,,L,MMAHI <c
is satisfied.

Theorem 2.9. Let f € L1(G,y,). For everyn € P, let (tiar,,,—1 : My, < k <
M, 1 — 1) be a finite sequence of non-negative numbers such that

Myi1—1

Z tk71\/1n+1_1 = 1

k=M,

If there exists an absolute constant c, for which

T
HKM"’M"“’lul =6

then we have the L1-norm convergence

T
O'Mn,MnH—1(f) - f.
The following statement is a consequence of the previous two theorems.
Corollary 2.10. For everyn € P, let (tynr,,,—1 : Mp <k < Myuyy —1)bea
finite sequence of non-negative numbers such that

M,H,lfl

>ty =1

k=DM,
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Moreover, assume that (tg . —1 @ Mp < k < Myy1 — 1) is monotonic and
satisfies one of the following conditions.
a) Either (ti am 1: M, <k < M,y1— 1) isnon-decreasing and

n+1
1
tM7 1—1,M 1—1 C (
1+ ) + ’
n ]‘Tn

b) or (tk’MnH,l : M, <k < M,11 — 1) is non-increasing and

1
tMy My —1 = O (Mn) :

Then in both cases we have the Li-norm convergence

U%fn,Man(f) - f.
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