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BEVEZETES

Disszertacionk 1j nézopontbdl és modern eszkozokkel teszi vizsgalat targyava a
palyageometria (divatos terminoldgiaval: a spray—sokasdgok elmélete) és ehhez kap-
csoloddan a Finsler—sokasdgok bizonyos, javarészt a projekiv geometria teriiletéhez
tartozo problémait. Megkozelitésiink jelentos mértékben JOSEPH GRIFONE hetvenes
években kidolgozott elméletére [25], [26] tamaszkodik. Munkank soran technikai
eszkozként és kiilonb6zo geometriai objektumok megkonstrualasakor elsésorban a vek-
torértéki differencidlformédk Frolicher—Nijenhuis kalkulusét [24] alkalmazzuk, amelyet
a szamolasok egyszeriibbé tétele érdekében kombinalunk egy alkalmas, az alapsokasag
lokélis bézisat képez6 vektormez8k vertikélis és teljes (vagy vertikélis és horizontélis)
liftjeibol allé frame-mez6 hasznalataval.

A spray—sokasagok geometridja az affinosszefliggd sokasagok — torzidmentes linea-
ris konnexioval ellatott sokasdgok — elméletébol fejlodott ki. Egy ilyen sokasdg geode-
tikusainak differencialegyenlete kvadratikus, mai széhasznalattal élve: a geodetikus
spray masodfokid homogén és C?-osztalyti. Gyengitve a differencidlhatésagi feltételt,
és csupan C'-osztalytsidgot kdvetelve meg jutunk az (altaldnos) spray fogalméhoz.
Ezen sprayk lokalis tanulményozasa, a 'palyaterek’ geometridjanak vizsgdlata, a mult
szazad huszas éveiben kezd6dott, s elsésorban L. BERWALD, J. DoucGLAs, M. S.
KNEBELMAN, T. Y. THOMAS és O. VEBLEN nevéhez flizodik a megalapozasa. A ma-
gyar kutatok koziil RAPCSAK ANDRAS akadémikus vitte tovdbb lényeges mértékben
ezt az elméletet az 1960-as években; disszertacionk sokban adés az ¢ tudomanyos
orokségének.

A sprayk vizsgalata az 1970-es években kertilt ismét el6térbe, amikor felismerték,
hogy a Lagrange-mechanika geometriai megalapozasaban alapvetd szerepet jatszhat-
nak. Egy idofiiggetlen Lagrange-rendszer dinamikajat a rendszer konfiguraciés terén
haté spray hatarozza meg. A Finsler—sokasagok rendelkeznek egy ’kanonikus spray’-
vel, melyet egy alkalmas Lagrange—fiiggvény altal meghatarozott energiafiiggvénybdl
szarmaztatunk. J. KLEIN, J. GRIFONE és M. CRAMPIN végzett uttoré munkat ezen
a teriileten, disszertacionk az altaluk kijelolt iranyban 1ép tovabb.

Munkéank egyik kozponti témaja a sprayk projektiv megvaltozasainak vizsgalata.
Ugyanazon sokasagon adott két sprayt projektiven ekvivalensnek mondunk, ha a
geodetikusaik, mint ponthalmazok megegyeznek. Ha egy adott sprayrdl attériink
egy vele projektiven ekvivalens sprayre, azt mondjuk, hogy projektiv viltoztatdst haj-
tottunk végre. A sprayk projektiv geometridjanak tanulmanyozasa soran a projektiv
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4 BEVEZETES

valtoztatassal szemben invarians tulajdonsdgokat keresiink. Disszertacionk elso fe-
jezetében a projektivan invarians Douglas—tenzor koordinatamentes — s ilyen értelem-
ben intrinsic — el6allitasat konstrualjuk meg. Az affindsszefiiggo esetben projektiven
invaridns a Weyl-tenzor [61]. Ennek nemlinearis altaldnositdsa L. DEL CASTILLO
nevéhez flizédik ([20], lasd még [34)).

A koordinatas formajaban jol ismert Douglas—tenzor ”beazonositasahoz” vezeto 1t
vazlatosan a kovetkezd. ElGszor is értelmezziik a nemlinedris (homogén) konnexié
fogalmat, amely megkozelitésiinkben egy Un. horizontalis endomorfizmust jelent:
az érintOsokasdgon haté olyan (1,1)-tenzort, amely projektor és eltlinik a vertikalis
nyalabon. Minden horizontalis endomorfizmus szarmaztat egy Finsler—konnexiét,
melyet Berwald-tipusunak hivunk, ill., ha a horizontalis endomorfizmus spraybdl
nyerhet6, Berwald-konnexionak neveziink. Ha megvizsgaljuk, mi torténik projektiv
valtoztatas soran a Berwald—konnexié vegyes gorbiileti tenzoraval, eljuthatunk az in-
varidansan maradé Douglas—tenzorhoz. Munkank soran azonban némileg eltéré utat
kovetiink: a Berwald—tipusn, ill. a Berwald—konnexi6 altaldnositasaként bevezetjiik a
Yano—tipust, ill. a Yano—konnexiét, s ezen konnexi6 adataival épitjiik fel a Douglas—
tenzort és bizonyitjuk be projektiv invarianciajat. (Természetesen megadjuk a Doug-
las—tenzornak a Berwald konnexié adataival valé kifejezését is.)

A maésodik fejezetben rogzitjik a Finsler-sokasdgok definiciéjat, leszarmaztatjuk
a kanonikus sprayt, mely a kanonikus nemlinearis konnexiét, az tn. Barthel-endo-
morfizmust, szarmaztatja. Egy sokasagon adott sprayt tdgabb értelemben metrizdl-
hatonak vagy projektiven Finslernek mondunk, ha létezik olyan Finsler—alapfiigg-
vény, melyhez tartozé kanonikus spray projektiven ekvivalens a kiinduléval. Ha
a spray megegyezik egy Finsler—alapfliggvényhez tartozé kanonikus sprayvel, akkor
természetes értelemben metrizdlhaté vagy Finsler—varidcids sprayrol beszélink (v.0.
[42]). A maésodik eset vizsgdlata éppen a varidciészamitds inverz probléméja a ho-
mogén esetben. Kitilizott célunk, hogy adott spray esetén a mindkét értelemben vett
metrizalhatésagra sziikséges és elegendo feltételrendszert adjunk. Projektiven Finsler
alapfiiggvény megtaldldsdra RAPCSAK ANDRAS allitott f6l mdsodrendli parcidlis dif-
ferencidlegyenleteket [42], [43], [44], [45] a hatvanas években. Ezen egyenletek, ill. az
altalunk megtalalt koordinatamentes formajuk képezik a kiindulépontot vizsgalataink
szamara.

Egy igen nagyhatdstnak bizonyult dolgozataban [16] M. CRAMPIN a varidciésza-
mitas inverz problémaéajanak Helmholtz—feltételeire adott ekvivalens, koordindtamen-
tes formaban megfogalmazott feltételrendszert, megkovetelve egy, az érintOsokasa-
gon haté, alkalmas 2-forma létezését. FErre a 2-formara tovabbi homogenitasi és
regularitasi tulajdosagokat el6irva, disszertacionkban sziikséges és elegendd feltétele-
ket vezetink le eqy spray mindkét értelemben vett metrizdlhatosagdra. Ezek utan a
metrizalhatosdgot mas oldalrdl is megkozelitjiikk. Egy spray Finsler—varidcidssagara
ugy adunk ekvivalens feltételeket, hogy egy alkalmas, nemelfajulé, szimmetrikus (0, 2)-
tenzor létezését kivanjuk meg. Hasonldéan, az alternativa—tételnek keresztelt ered-
ménytlink egy spray tagabb értelemben vett metrizalhatosagara ad ekvivalens feltéte-
leket gy, hogy olyan (0, 2)-tenzor 1étezését koveteli meg az érintényaldbon, mely még
tovabbi algebrai feltételeket is teljesit. Ez utébbi tétel jelentésége abban all, hogy
a tagabb értelemben vett metrizdlhatosagra vonatkozo egyenleteket elsérendii parcidlis
differencidlegyenletekre redukdlja. Megadjuk ezen egyenletek integrabilitasi feltételeit
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és — kiegészitve ezeket homogenitasi és regularitasi kovetelményekkel — a Rapcsak—
egyenletek felhasznalasaval sziikséges és elegendé feltételeket vezetiink le arra, hogy
egy spray projektiven Finsler legyen.

A harmadik fejezetet az indikatrix—nyaldbra vald vetités koordindtamentes meg-
konstrudlasaval inditjuk, majd j bizonyitast adunk a kovetkezo allitasra: ha egy
Landsberg—sokasdgon a Douglas—tenzor eltinik, akkor a sokasdg Berwald—sokasdg. A
kétdimenzids esetben ezt Berwald bizonyitotta be 1941-ben megjelent posztumusz
dolgozataban [9]. Tébb mint negyven évvel kés6bb H. IzumIr mutatott ré arra, hogy
Berwald tétele igaz magasabb dimenzidéban is [32]. ITzumi allitdsat S. BAcso, F.
ILosvay és B. KIS igazolta [3], felhaszndlva T. SAKAGUCHI [47] azon észrevételét,
miszerint a Douglas—tenzor és az indikatrix—nyaldbra vald vetitettje egyszerre tlinik
el.

Az indikatrix—nyalabra val6 vetités azon az egyszerii tényen alapul, hogy a Liouville—
vektormez6 (a kanonikus vertikélis vektormez6) az indikétrix—nyaldbra meréleges vek-
tormez6, igy a vetités operatora a linedris algebrabdl ismert médon megadhaté. (Ezt
az operétort ilyen formaban els6ként J. GRIFONE vezette be [28].) Ezutdn egy, az
érintosokasagon adott tenzor levetitettjét definialjuk. Kiszamitjuk a vetitett Douglas—
tenzort — és ezzel minden készen &ll ahhoz, hogy igazoljuk Sakaguchi észrevételét.

A fejezet f6 eredményéhez a kovetkezd meggondolasok figyelembevételével jutunk
el: Landsberg-sokasagokon a Berwald-konnexié vegyes gorbiileti tenzora specidlis
alaku, a Douglas—tenzor (ill. a levetitett Douglas—tenzor) eltiinése ezt a format tovabb
specializélja. Ebbol az alakbdl vezetiink le egy olyan énmagédban is érdekes formulat,
melybdl nyomban addodik a kovetkeztetés, hogy az ilyen sokasagok Berwald—sokasagok.

Ez az elegans eljaras a 2-dimenzids esetben nem miikodik, ugyanis ilyenkor a
Douglas-tenzornak csak a Liouville vektormezé irdnyaban van nemzérus komponense,
s igy a vetitett Douglas—tenzor automatikusan elttinik. A koévetkez6 fejezetben, més
modszerrel, bebizonyitjuk az allitast a kétdimenzios esetben is. Targyalasunk Berwald
eredeti gondolatmenetét koveti; a fejezet elsd két része ugy tekinthetd, mint annak
egy intrinsic verziéja. Az elsé részben bevezetjiikk a Berwald—framet, a foskaldrt és a
Gauss—gorbiiletet, levezetjik E. CARTAN permutdcios formuldit valamint a Bianchi—
identitast. Ezek utan a masodik részben igazoljuk az emlitett allitast.

Az utolsé részben a kovetkezd problémat vizsgaljuk: milyen 2-dimenzids Finsler—
sokasdgokban lehetséges olyan konform wvdltoztatds, melynek sordan a Berwald—kon-
nexio vegyes gorbileti tenzora invaridns marad? Ismeretes [58], hogy ebben az esetben
a sokasdg egy (lokalis) Riemann—metrikaval bir, igy képezhet6 az « skalazé fiiggvény
ezen Riemann-metrika szerinti gradiense. Rogzitve egy v érintévektort ugy, hogy
va = 0, a c(t) := v + tgradra(p) eldirdssal értelmezett gorbe éppen az « skalazd
figgvény Riemann—gradiense vertikalis liftjének a v-bdl induléd integralgorbéje. Le-
vezetiink egy differencidlegyenletet, melyet a Finsler—energiafiiggvénynek teljesitenie
kell ezen gorbe mentén. Az egyenlet megoldasa dltalanos esetben nagyon bonyolult,
ezért disszertaciénkban csak egy egyszer(ibb esetet vizsgdlunk (az egyik paramé-
tert rogzitjiik). Ekkor a megolddsok megegyeznek a BERWALD &ltal meghatarozott,
konstans foskalarral rendelkez6, szingularis Finsler—energiafiiggvényekkel. Megmutat-
juk, hogy konstans féskalar esetén minden konform valtoztatas invariansan hagyja
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a Berwald—konnexié vegyes gorbiileti tenzorat. Azt is bebizonyitjuk, hogy ekkor a
Douglas—tenzor eltiinésébol kovetkezik a sokasag Berwald—volta.

Az itt kozolt eredmények jelentGs része mar publikalasra keriilt. Az elso fejezet az
[52] munkank alapjan frédott. Kiegészitettiik ezt a Jacobi endomorfizmus alapvetd
tulajdonsagainak targyalasaval a 2. alfejezetben, s ugyancsak 4j a 7. alfejezetben
a Weyl-tenzornak a Yano—konnexié adataival valé kifejezése. A kovetkezo fejezet
alapjaul az [53] dolgozat szolgélt, az utolsé alfejezete azonban az alternativa tétel
kivételével 1ij. A harmadik fejezet az [56] dolgozat gondolatmenetét kdveti. Az utolsd
rész elsé két alfejezete [57] cikkiinkon alapul, az utolsé alfejezetébdl késziilt munkénkat
publikéldsra benytjtottuk [58].

Megjegyzés. Jelen munkdankban a vastagon szedett szamok a Disszertacié megfeleld
definicidinak, tételeinek, ... szdmat jelentik. Az alapveté konvencidkat és jeloléseket
egy rovid Appendixben foglaltuk Ossze.



I. SPRAY-SOKASAGOK
PROJEKTIV INVARIANSAI

Az els6 részben az altalunk hasznalt fogalmi apparatus és a vektorértékii diffe-
rencialformak kalkulusdanak rovid attekintése utan a spray—sokasagok elméletének
megalapozasaval foglalkozunk. Az érintésokasagon két kanonikus objektum konst-
rualhato: a vertikalis endomorfizmus (a kanonikus majdnem—érint6 struktira), melyet
a tovdbbiakban J-vel jeloliink, valamint a Liouville-vektormez6 (a kanonikus ver-
tikalis vektormezd), melynek jele C.

2.1. Megkozelitésiinkben egy M sokasiagon adott memlinedris konnexio olyan, a
nemzérus érintovektorok alkotta 7 M sokasagon sima h vektori 1-format jelent, amely
projektor (h? = h), és eltiinik a vertikalis nyalabon. Ekkor azt mondjuk, hogy h hori-
zontalis endomorfizmus az M sokasdgon. A v := lx(rar)—h a h-hoz tartozé vertikdlis
projektor. Egy horizontalis endomorfizmus képterét a horizontdlis vektormezdk mod-
ulusdnak mondjuk.

2.2. Tegyiik fol, hogy h horizontalis endomorfizmus az M sokasagon! A

(2.2a) H :=[h,C]) € YHTM),
(2.2b) t:=[J,h] € V3(TM),
(2.2¢) R:=—Nj = —%[h, h] € V(T M)

vektorértékii formdakat rendre a horizontalis endomorfizmus tenzidjanak, torzidjanak
és gorbiletének hivjuk. h homogén, ha tenzidja eltlinik.

2.5. Egy
S:TM —-TTM, v~ S,eT,TM

leképezést semispraynek mondunk, ha teljesiti a kdvetkezo feltételeket:

(i) S sima 7 M-en,

(ii) JS =C.

Az S semisprayt spraynek hivjuk, ha

(iii) S C'-osztalyt T M-en

és

(iv) [C, S] = S (azaz S mésodfoki pozitiv homogén).

Egy sprayt affinnak vagy kvadratikusnak neveziink, ha C?-osztalyd T'M-en.
7



8 I. SPRAY-SOKASAGOK PROJEKTIV INVARIANSAI

2.8. A horizontalis endomorfizmusok és a semisprayk kozotti alapvetd relacidt —
egymastdl fiiggetleniill — M. CRAMPIN és J. GRIFONE fedezte fel [15], [17], [25].
Eredményiiket a kovetkezoképpen foglalhatjuk ossze:

(i) Amennyiben h egy horizontélis endomorfizmus, S’ pedig egy semispray az M
sokasdgon, akkor az S := hS’ szintén semispray, mely nem fiige az S’ megva-
lasztéasatol. S horizontdlis h-ra nézve és teljesiti a h[C, S] = S Osszefliggést. S-et
a h-hoz tartozo semispraynek mondjuk.

(ii) Minden S : TM — TTM semispray kanonikus médon generil egy horizontélis
endomorfizmust a

(2.8) h = %(IX(TM) + [/, 5])

relacié szerint. Az igy definidlt h torzidmentes, a hozzatartozé semispray pedig
%(S + [C,S]). Ha S spray, akkor h homogén és a hozzataroz6 spray éppen a
kiindulasul szolgald S.

(iii) Egy horizontalis endomorfizmus akkor és csak akkor szarmazik (2.8) szerint
semispraybol, ha torzidmentes.
Egy h horizontélis endomorfizmus birtokdban a v vertikdlis projektort és az F'
majdnem—komplex strukturat a szokasos médon nyerhetjiik.

3.4. Amennyiben h horizontalis endomorfizmus az M sokasagon, tugy h-hoz kano-
nikus moédon tartozik egy Finsler—konnexio, amely a kovetkez6 szamolasi szabalyokkal
irhaté le:

(3.4a) DyxJY == JIJX,Y],
(3.4b) DiuxJY = v[hX,JY],
(3.4¢) DoxhY = h[vX, Y],
(3.4d) DixhY := hF[hX, JY]
és

DxY : = D,xvY + DyxvY + D,xhY + Dy xhY.

Kénnyen ellenérizheté, hogy ekkor (D, h) valéban Finsler—konexié M-en. Ezt a kon-
nexiot a h altal indukalt Berwald—tipusi konnexionak nevezziik. Ha specidlisan h

spraybdl szarmazik, akkor (D, h)-t Berwald-konnezrionak hivjuk.
A kovetkezo 1épésben altalanositjuk a Berwald—tipusi konnexidkat.

5.1 Allit4s. Tegyiik fol, hogy h horizontdlis endomorfizmus, F' pedig az dltala megha-
tdrozott majdnem—komplex struktira az M sokasdgon! Legyen 3 € T(T M) egy szim-

metrikus tenzor, melyre teljesil, hogy

(%) barmely S semispray esetén, igf =0,
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s legyen adva tovdbbd eqy U € X(T'M) wvertikdlis vektormezé! Ekkor egyértelmiien
létezik olyan (D, h) Finsler—konnexid, mely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:

(i) D v-vegyes torzidja P! := B @ U;
(ii) D h-vegyes torzidja — a B tenzor — eltinik.

Ha raadasul még

(iii) (D, h) h-deflexidja eltinik,

(iv) D h-horizontdlis torzidja eltinik,

akkor a h horizontdlis endomorfizmus homogén és torziomentes. A D-szerinti ko-
varidns derivdlasra a kovetkezo szamolast szabalyok érvényesek:

(5.1a)  DyxJY = JJX,Y] = DyxJY,

(5.1b)  DaxJY = o[hX,JY] + B(X,Y)U = DpxJY + B(X,Y)U,

o

(5.1c)  DyxhY = h[vX,Y] = D,xhY,
(5.1d)  DpxhY = hF[hX,JY]+ B(X,Y)FU = DpxhY + 3(X,Y)FU

(X,Y € X(TM)).

Minden Berwald—tipusu konnexionak két nem sziikségképpen eltiin6é parcidlis gor-
biilete van: a horizontdlis és a vegyes gorbiilet. Megmutatjuk, hogy a Berwald-
tipusi konnexi6 vegyes gorbiiletének Ricci-tenzora szimmetrikus és potencidlmentes,
igy betoltheti az el6z6 allitasbeli 3 szerepét. Ez az észrevétel az imént nyert konnexié
fontos specializalasdhoz vezet:

5.3 Kovetkezmény és definicio. Tegyik fol, hogy h homogén, torziomentes ho-

rizontdlis endomorfizmus az M sokasagon! Ha P jeloli a (D,h) Berwald—tipusi
konnezio vegyes gorbiiletének Ricci tenzordt, akkor egyértelmien létezik olyan (D, h)
Finsler—konnexio M -en, melyre teljestil, hogy

1 ©
i D v- torzidja P! .= ——P® C;
(i) v-vegyes torzidja i ®
(ii) D h-vegyes torzidja eltinik.

Ezt a Finsler—-konnexiot a h dltal indukdlt Yano—tipust konnexionak, ill, ha h
Berwald endomorfizmus, akkor a Yano—konnexiénak mondjuk.

6.1. Az M sokasdgon adott S és S sprayt projektiven ekvivalensnek nevezziik, ha
létezik olyan A\ : TM — R fiiggvény, melyre teljesiilnek a kévetkezok:

(i) A sima T M-en, és Cl-osztdlya T M-en;
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(ii) S =5+ AC.
Ekkor A automatikusan 1-homogén (CA = \). Megforditva, ha egy S spray és egy
A 1-homogén fiiggvény adott, melyre teljesiil (i), akkor S = S 4+ AC' szintén spray.
Ebben az esetben a spray projektiv meguvdltoztatdsardl beszélunk és azt is mondjuk,
hogy az (M, S) és az (M, S) spray—sokasdgok projektiven ekvivalensek.

6.3. Tegyiik 6], hogy h Berwald—-endomorfizmus az M sokasdgon. Ha (D, h) a h éltal
indukalt Yano—konnexid, P pedig a D vegyes gorbiileti tenzora, akkor a

(6.3) D:

1 /~ ~
P—§<P®J+J®P>

Osszefliggéssel definidlt tenzort a Berwald—endomorfizmus Douglas—tenzoranak hiv-
juk.

Jegyezziik meg, hogy a (D, h) Berwald—konnexié segitségével a D Douglas—tenzor a

~

1 o o o
1 (DJIP’@C'—HP’@J)

o

(6.4b) D=P—

n

o

alakban adhaté meg, ahol P (D, h) vegyes gorbiileti tenzora.

6.6 Tétel. Egy Berwald—endomorfizmus Douglas—tenzora invaridns a csatolt spray
projektiv valtoztatasaival szemben.

A kovetkez6 eredmény megvildgitja a Douglas—tenzor geometriai jelentését.

6.8 Tétel. Tegyik fol, hogy h Berwald—endomorfizmus az M sokasdgon, melyen egy
térfogati forma is adott! A h-hoz tartozo spray akkor és csak akkor projektiven ek-
vivalens eqy linedris konnexio dltal meghatdrozott sprayvel, ha a Berwald—endomor-
fizmus Douglas—tenzora eltinik.

E tétel lokdlis verzidjat J. DoucLAs fedezte fol [23], a globdlis verzié Z. SHEN
érdeme [48]. A mi bizonyitdsunk SHEN oOtletén alapul annyiban, hogy a projekiv
faktor megkonstrualasahoz térfogati format vesziink igénybe. Meggondolasainkbol
az is kideril, hogy a spray divergencidja segitségével deformdlt spray dltal indukdlt
Berwald—endomorfizmus vegyes gorbilete éppen a Douglas—tenzor.



II. SPRAY—SOKASA;GOK o
FINSLER-METRIZALHATOSAGA

A masodik részt a Hilbert 1-formak definicigjaval inditjuk és itt rogzitjiik a Finsler—
sokasag altalunk hasznalt definiciéjat is. Finsler—struktirdn az M differencidlhaté
sokasagon adott

L:TM — R

fliggvényt értiink, amely bizonyos differencialhatosdgi, homogenitasi és regularitasi
kovetelményeknek tesz eleget. Egy ilyen L Finsler—Lagrange—fiiggvény vagy Finsler—
alapfiiggvény segitségével képezhetjiik a sokasag kanonikus spray-jét, mely a szokésos
modon horizontélis endomorfizmust general, igy jutunk a Finsler—sokasag Barthel—
endomorfizmusahoz. Minthogy minden Finsler—sokasdg spray—sokasag is egyben, ezért
egy spray—sokasag és egy Finsler—sokasag, vagy két Finsler—sokasag projektiv ekviva-
lencidjanak értelmezésére kiilon mar nincs sziikség.

8.10 Allitas (a projekiv ekvivalencia alapegyenlete). Ha (M,S) egy spray-sokasdg
és L egy Finsler-struktira M-en, akkor T M folott az L dltal generdlt S spray S
segitségével az

_ SL _ _
(8.10) S=9— Tc — L(igddyL)*

formdban adhaté meg, ahol a # operdtor (M, L) fundamentdlis formdja szerint veendé.

Ezen 0Osszefliggés alapjan az L alapfiiggvényre intrinsic médon irunk fol masod-
rendi parcidlis differencidlegyenleteket. Koordindtds formdjukat RAPCSAK ANDRAS
fedezte fel a hatvanas években [42], [43], [44], [45], ezért ezeket a reldcidkat Rapcsdk—
egyenletekként idézziik.

9.2 Tétel. Legyen (M,S) egy spray-sokasdg és jelolje (D,h) az S dltal indukdlt
Berwald-konnexiot! Ha L eqy Finsler—alapfiiggvény az M sokasdgon, akkor a kévet-
kezo feltételek ekvivalensek:

(1) (M, S) és (M, L) projektiven ekvivalensek.

(2) isdd;L = 0.

(3) dpd; L = 0.

(4) Dud,T(X,Y) = DhdyL(Y,X) (X,Y € X(TM)).

11
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10.1 M. Crampin tétele. Tegyik fol, hogy S eqy semispray az M sokasdgon, és h
az dltala gemerdlt horizontdlis endomorfizmus! Amennyiben TM egy w 2-formdjdra
teljestilnek az

(10.1a) Lsw =0,
(10.1b) w(JX,JY)=0 (X,Y eX(TM)),
(10.1¢) dw(hX,JY,JZ) =0 (X,Y,Z € X(TM))

feltételek, akkor lokdlisan létezik olyan K figgvény, melyre w = dd ;K .

Tovabbi feltételeket irva el az el6zo tételbeli w 2-formara, a kovetkezo eredmények
nyerhetok:

10.3 Allitas. Tegyiik fol, hogy (M,S) egy spray—sokasig és az w 2-forma teljesiti
(10.1) feltételeit! Ha, rdaddsul, w 1-homogén és mazimdlis rangd, akkor — lokdlisan —
létezik olyan E Finsler—energiafiigguény, hogy S az (M, E) Finsler-sokasdg kanonikus
spray-je.

10.4 Allit4s. Legyen S az M sokasdgon adott spray és tegyik fol, hogy az w 2-forma
teljesiti (10.1) feltételeit! Vezessiik be a p tenzort az alabbi eldirdssal: u(JX,JY) :=
w(JX,Y) (X,Y € X(TM)). Ha teljesiil még, hogy icw = 0 és tetszbleges v € T M,
X #£XNC € X(TM) (A€ C®(TM)) esetén u(X,X)(v) > 0, akkor — lokdlisan — létezik
olyan L Finsler—alapfiigguény, hogy az adott S spray projektiven ekvivalens (M, L)
kanonikus spray-jével.

A tovabbiakban egy masik oldalrdl is megkozelitjiik a metrizalhatéségi problémat:
egy szimmetrikus (0, 2)-tenzor segitségével irunk el sziikséges és elegendd feltételeket
egy spray Finsler—varidciossagara.

10.6 Allitas. Legyen (M, S) egy spray-sokasdg és jeldlje (D, h) az dltala szdrmazta-
tott Berwald—konnexiot! Tegyiik fol, hogy g egy nemelfajulo, szimmetrikus (0, 2)-tenzor

a vertikdlis nyaldbon és definialjuk o C, tenzort a C, := D jJ*g eldirdssal! Amennyiben

(10.6a) C, teljesen szimmetrikus ,
(10.6b) isC, =0,
(10.6¢) DgJ*g =0,

akkor S az E := 59(C,C) energiafiigguényhez tartozé (M, E) Finsler—sokasdg kano-
nikus spray-je.

10.9 Tétel (Alternativa—tétel). (i) Legyen (M, S) egy spray-sokasdg és D az S dltal
indukdlt Berwald—konnexié! Ha (M,S) projektiven ekvivalens az (M,L) Finsler—
sokasdggal, akkor a

(10.9a) I (JX,JY) € X(TM) x X(TM) — a(JX,JY) := dd,;L(JX,Y)
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eldirdssal definialt w tenzor rendelkezik az aldbbi tulajdonsdagokkal:

(10.9b,¢) DsJ*Ti = 0; 6  [(JX,R(Y,Z))=0.
X,Y,ZeX(TM)

(ii) Megforditva legyen (M, L*) egy Finsler—sokasdg és tegyik fol, hogy az L* alap-
fligguény dltal szdrmaztatott p* tenzorra teljesil (10.9b,c)! Ekkor

(I) (M, S) projektiven ekvivalens (M, L*)-gal,

vagy
(IT)  lokdlisan létezik olyan n 1-forma, hogy (M, S) projektiven ekvivalens az
(M, L* +1n) Finsler-sokasdggal, ahol 1 := (n")°.

Az el6z6 tételbeli PDE integrabilitasi feltételeit a kovetkezo eredménytink rogziti:

10.10 Tétel. Tegyiik fol, hogy (M, S) egy spray—sokasdg és létezik a vertikdlis nyaldbon
olyan p tenzor, mely teljesiti az aldbbi feltételeket:

(1) i(j,& = 0,
(2) DsJ*,u = 0,

X,R(Y,Z)) =
B) sy 28 ran X B, 2)) =0,

(4) DyJ*p teljesen szimmetrikus
(5) ha X € XV (T'M) nem egyirdnyi a C Liouville-vektormezdvel, akkor u(X, X)
pozitiv—-értki fiigguény T M -en.

Ekkor létezik eqy L pozitiv Finsler—alapfiigguény tigy, hogy (M, L) kanonikus spray-je
projektiven ekvivalens az adott S sprayvel.



III. VETITES AZ INDIKATRIX-NYALABRA

A harmadik részben elOszor egy Finsler—sokasdg alapvetd metrikus adatait tekint-
jik at: bevezetjiik a Riemann—Finsler—metrikdt, az elsé és mdsodik Cartan—tenzort,
valamint Gsszegezziik a klasszikus Cartan—konnerid (szémunkra) legfontosabb tulaj-
donsagait. Ezt kovetden két specialis Finsler—sokasag, a Landsberg— és a Berwald—
sokasdg néhény jolismert tenzoridlis jellemzésére emlékeztetiink. Ezen elOkésziiletek
utan az indikatrix—nyaldbra torténd vetités intrinsic konstrukciéjat adjuk meg.

13.1. Egy (M, L) Finsler—sokasag indikdtrix—nyaldbjan a kovetkez6 (2n — 1)-dimen-
zi0s résznyalabot értjik:

U(M) :={veTM| L) =1}.

13.3 Lemma. Egy (M, L) Finsler—sokasdg g Riemann—Finsler—metrikdjira nézve a
C' Liouville—vektormezd ortogondlis az indikatriz—nyaldbra, azaz g(C, X) = 0 teljesiil
minden X € X[U(M)] vektormezé esetén. Az $+C vektormezé az indikdtriz—nyaldb
normdl—eqységuektormezdje.

Ezen észrevétel alapjan kozvetleniil addodik az ortogonalis vetités operatoranak
konstrukciéja. Ennek segitségével definidljuk egy, az érintonyalabon adott tenzor
indikatrix—nyaldbra valé levetitettjét.

13.4 Lemma. Legyen (M, L) pozitiv Finsler—sokasdg! A

1
—=]— —dE®C
T op 0 ®

leképezés projektor (12 = 7). Minden X € X(7T M) vektormez6 esetén a 7(X) | U(M)
az indikdtriz—nyaldb érinto—vektormezdje.

13.8 Definicib. Tegyiik fol, hogy (M, L) pozitiv Finsler—sokasdg, legyen A € T°(T M),
K € THTM) (r € NV) és tekintsik a 7 =1 — 5=dE ® C operdtort! Az
AYN(Xq, ..., X)) = A (Xy), ..., (X))

K*(X1,...,X,) =7[K(1(X1),...,7(X}))]

(X; € X(TM), 1 =i < r) elbirdassal értelmezett tenzorokat az A, ill. a K tenzor
levetitett tenzordnak mondjuk.

Ezek utan a Douglas—tenzor levetitett tenzorat szamitjuk ki.
14
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13.10 Allitas. Egy (M, L) Finsler—sokasdg
o 1 o © °
(13.10a) D:p—n—H<DJP®G+P@J) e TH(TM)

Douglas—tenzordnak levetitett tenzora a

o

(13.10b) D* =P —

° 1
P =6 ®C
@FL‘FE b®

n+1

tenzor, ahol k := J* o T.

13.10 Kovetkezmény. A D Douglas—tenzor és D* levetitettjének kapcsolatit a

]_ ]_ o © ]_5
13.11 D*=D+ |=-C' 4+ ——(D,P+ —Pod,E
(13.11) +{Ecb+n—|—1< gt )}@’C

reldcio adja.
Az igy kapott formula alkalmazasaval adunk 11j, koordinatamentes bizonyitast Sa-

kaguchi bevezetoben emlitett allitasara.

13.12 Tétel. Ha (M, L) legaldbb 3-dimenzids pozitiv Finsler—sokasdg, akkor a leve-
titett Douglas—tenzor eltinése ekvivalens magdnak a Douglas—tenzornak az eltiinésé-
vel.

Landsberg—sokasagokon a Berwald—konnexié vegyes gorbiilete specidlis alaki. A
Douglas—tenzor — ill. az el6z6 tételiink szerint a levetitett Douglas—tenzor — ezt még
tovabb specializalja és egyszertisiti. Ebbol vezetjiik le a

s#

O ~

n—2)P C=0
formulat, melybol kozvetlentl adodik a

14.5 Tétel. Tegyiik fil, hogy (M,L) n > 2-dimenziés Landsberg-sokasdg! Ha a
Douglas—tenzor eltiinik, akkor (M, L) Berwald—sokasdg.



IV. ALKALMAZASOK 2-DIMENZIOS
FINSLER-SOKASAGOKRA

15.1 A Berwald—frame. Ebben a fejezetben végig egy (M, L) 2-dimenziés Finsler—
sokasagon dolgozunk és feltessziik, hogy az L-bol szarmazo g Riemann—Finsler—metrika
pozitiv definit. A C Liouville-vektormezébol és az S kanonikus spraybdl képzett egy-
ségvektormezoket

1 1
C() = EC €S SO = ES

jeloli. A Gram—Schmidt ortogonalizaldsi eljarassal — lokalisan — mindig konstrual-
hatunk egy X, vektormezét gy, hogy (Co, Xo) az X¥(7 M) g-re nézve ortonormaélt
bazisat alkossa. A Barthel-endomorfizmus altal meghatarozott F' majdnem—komplex
struktiira alkalmazésaval kapjuk az X" (7 M) (F Xy, Sy) alkotta g-ortogondlis bazisét.
Az X(T M) modulus igy készitett

(007 XOa FXO; SO)
lokalis bazisat a sokasag Berwald—frame-jének hivjuk.
L. Berwald eredeti gondolatmenetét kovetve, a tovabbiakban minden geometriai
objektumot a Berwald—frame alkotta bazisban frunk fol.
15.4 Definici6 és megjegyzés. A

(15.4) A= g(C(FXo, FXo), Xo)

figguényt a sokasdg foskalarjanak mondjuk. X csak az Xo vektormezd vdlasztdsatol
fiigg, igy eldjel erejéig eqyértelmiten meghatdrozott.

15.9 Allitis és definicié. Tekintsik a Barthel-endomorfizmus R = —1[h, h] gér-
biletét! A Berwald—frame értelmezési tartomdnydn R-et egyértelmiien meghatdrozza
az

(159&) R(FX(),S()) = g(R(FXo,So),Xo)XO
osszefiiggés. A
(159b) KR 1= g(R(FX(),S()),X())

fiigguényt a sokasdg Gauss—gorbiiletének nevezzik.

16
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15.10 Tétel (E. CARTAN “permutaciés formulai”). A Berwald—frame tagjainak Lie—
zarojelet a kovetkezoképpen allithatok eld a Berwald-frame-ben:

1
[Xo, FXo] = =580 = AFXo — S(3)Xg

- 1

[FXo,So] = — /€X0

(A a sokasdg féskaldrja, k pedig a Gauss—gdrbiilete).

15.11 Allitas (“Bianchi-identitds”).

(15.11) Ak + Xo(k) + So(SA) = 0],

Ezen elkésziiletek utan egy intrinsic bizonyitast adunk Berwald tételére.

16.6 Tétel. Ha egy 2-dimenzids, pozitiv definit Landsberg—sokasdg Douglas—tenzora
eltinik, akkor a sokasdg Berwald—-sokasdg.

Végezetiil egy, a Finsler—sokasagok konform ekvivalenciajaval kapcsolatos problé-
mat targyalunk. Ugyanazon M sokasdgon adott L és L Finsler—alapfiiggvényt kon-
form ekvivalensnek nevezziik, ha létezik olyan ¢ : 7 M — R pozitiv, sima fiiggvény,
hogy a megfelel§ g és g Riemann—Finsler-metrikakra fenndll a ¢ = g Osszefiiggés.
Ilyenkor azt is mondjuk, hogy a g Riemann—Finsler—-metrika a g konform valtoztatottja.
¢ mindig felirhaté a ¢ = ezpoa?, a¥ = aom, a € C®(M) alakban [46], ezért a
konform médon megvaltoztatott metrikat g,-val jeldljik, azaz g, := (exp o aV)g.

Célunk mindazon 2-dimenzids Finsler-sokasdagok meghatdrozisa, amelyek megen-
gednek a Berwald—konnexio vegyes gorbileti tenzordt invaridnsan hagyo konform vdl-
toztatdsokat.

Tegyiik fol, hogy az FE, = ¢pF konform valtoztatas soran P, = P! Amennyiben h,,
és h jeloli a megfelel6 Barthel-endomorfizmusokat, akkor

o

0 = P (X°, V)2 — P(X°, V) 2¢ 2 [[xPe, Y], 2°] — [[X", V"], 2]
= [[Xhaayv] - [Xhayv]a ZU]

teljesiil minden X,Y, Z € X(M) vektormezd esetén. Ez azt jelenti, hogy [X "« Y] —
[ X" Y] vertikdlis lift. Konnyti lokalis szamolds eredményeként adédik ebbdl, hogy
a h, — h kiillonbségtenzor komponensei linedrisak az érintétereken, vagy — ezzel ek-
vivalens médon — a megfelel6 kanonikus sprayk kiilonbsége kvadratikus vektormezo.
Ismert [54], hogy

So =8 —aC + E(da®)¥,
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ahol a® az «a teljes liftje (a° := Sa’) ési(gqvyxw = da”. Kiértékelve ennek a reldciénak
mindkét oldalat a®-n, azt kapjuk, hogy

Eg((da®)*, (da*)*) = (Sa — S)a’ + (a%)%.
Ennek az egyenletnek a jobb oldalan kvadratikus fliggvény all, amelyet tekinthetiink
egy Er (lokdlis) Riemann—energiafiiggvénynek azzal a regularitai feltétellel, hogy
dpaw # 0 (p € M). Legyen gradro és gradjo az o skélazéd fiiggvény Riemann—
gradiense, ill. annak a vertikalis liftje. Minthogy a sokasdagunk 2-dimenziés, a
JX = (da®)#, YV:=gradba é C
vektormezok linedrisan fiiggd vertikalis vektormezék. Legyen c¢(t) := v + tY (p), ahol

peMésveT,MnKera®! Ekkor ¢ a gradpo integralgorbéje. Kiértékelve a JX,
YV és a C vektormezok g szerinti Gram—determinansat ¢ mentén, azt kapjuk, hogy

(2E9(JX, IX)g(Y", YY) +29(JX,Y")g(Y",C)g(JX,C) — g*(JX,C)g(Y",Y")
— (Y?,0)g(J X, JX) - 2E¢*(J X, Y”)) oc=0.
Mivel

Eg(JX,JX)=FEgr, g(JX,Y")=(Ya),, g C)=Y"E,
g(JX,C)=a" g(Y"Y")=Y"(Y"E),

igy a kovetkezo differencidlegyenlethez jutunk:
2(&2 + 2% (1 — b2))y(t)y”(t) — (a® 4 t*b°) (y'(t))2 + 4tbty(t)y (t) — 4b (y(t))2 =0

(y := Eoc, a® := 2ERr(v), b := 2Er(Y(p))). A Cauchy-Schwarz—egyenlStlenség
/

szerint itt 0 < b®> < 1. Bevezetve a z = v fiiggvényt, nyerjiik az alabbi Riccati—
Y

tipusu differencidlegyenletet:
1
(a2 + V(1= )2/ (1) + 5 (@ + £20°(1 - 26%)) (2(6))% + 2tb*2(t) — 26* = 0.

Ha az a és b paraméter tetszoleges, akkor az egyenlet megoldasa nagyon komplikalt,

K
ezért csak a b = 1 esetet targyaljuk. Ekkor a z(0) := — kezdeti feltétel mellett, ahol

a
a K valés paraméter, a megoldés:
2t+ Ka 2t+ Ka
z(t) =2 = 2.
2t2 +tKa + 2a? Ka\2z K
(t+ )+ (1= 55)

A K paramétertol fiiggéen a kovetkezo esetek adodnak:
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(A) K? < 16. Ekkor

t
Eoc(t)=4K" <ER oc(t)+ KLR(U)Z)
exr L arctan 4t + KLR(U) — arctcmL
Ve La(0)V16 - K2 Vi6_K2)

(B) K% = 16. Ebben az esetben

KLR(U)>2 —2K Ly(v)

Eoct)=K*t et (1500
°clt) ( R “P gty KLr(v)

(C) K% > 16 esetén

La(v) (1+7=)
Eoc(t):K*<t+ (- K2—16)>

K
)

<t+ LRT(”)(KJF \/M)) (-

Ezek a fliggvények éppen a Berwald altal megtaldlt, konstans féskalarral ren-
delkez$ szingularis Finsler—alapfiiggvények. Az (A) eset diszkusszidjanak eredmé-
nyeként addédik a

17.8 Tétel. Ha az M 2-dimenzids Finsler—sokasdg az (A) pontban adott energiafiigg-
vénnyel rendelkezik, akkor a kévetkezo feltételek ekvivalansek:

(1) (M, E) Douglas—sokasdg.

(2) (M, E) Landsberg—sokasdayg.

(3) (M, E) Berwald—sokasdg.

A kovetkezd eredményitink gy is tekintheté mint a konstans féskalarral rendelkezé
2-dimenzids Finsler—sokasdgok egy 1j, geometriai szarmaztatasa.

17.9 Tétel. Amennyiben egy 2-dimenzios Finsler—sokasdg konstans foskaldrral ren-
delkezik Berwald—féle értelemben, azaz LA fibrumonként konstans fliggvény, akkor a
Berwald—konnexio vegyes gorbiileti tenzora invarians bdrmilyen konform vdltoztatds
sordn.



APPENDIX: MEGALLAPODASOK
ES JELOLESEK

(1) A disszertdciéban M mindvégig egy, a méasodik megszamlalhatdsigi axiéma-
nak eleget tevd, Osszefiiggd differencidlhaté sokasdgot jelol. C'°°(M) a sokasag valds
fiiggvényeinek gytirtije, X(M) a sokasiag vektormezbinek C'°°(M)-modulusa. Az r-ed
rendben kovaridns és s-ed rendben kontravarians ((r,s) € N x N) tenzorok modulusa
T)(M). Egy w1 € T2 (M) és egy wy € T2 (M) tenzor wy © wo szimmetrikus szorzatat

az

(s1+ s2)!

w1 O wy = -Sym (w1 ® ws)

81!82!

formula definidlja, mig egy w € T2(M) és egy L € T,}(M) tenzor w ® L szimmetrikus
szorzatat az

1
w@L(Xl,...,XS+T) = = Z w(XU(l),...,XU(S))L(XU(8+1),...,XU(S+T))

eldiras értelmezi. QF(M) (0 < k < n) jeldli az M-en adott differencidlformak
modulusat, Q°(M) := C>*(M). QM) = & QOF (M) gradalt algebra az ékszorzas

k=0
miiveletével. Egy w € T0(M) és egy L € T,}(M) tenzor w A L ékszorzatdt a
1
w A L(Xl, e ,XS+T) = @ Z E(O‘)u)(XU(l), e ,XU(S))L(XU(S+1), ce 7Xa(s+r))

0ESsir

formula definialja.

(2) Az E sokasigon adott vektorértékii k-forman (vektor-k-formén) egy C°°(FE)-
multilinedris, ferdeszimmetrikus [X(E)]* — X(F) leképezést értiink, ha k € N¥,

= 0 esetén pedig egy E-n adott vektormezot. Az E sokasag vektorértékii k-formai
C>(E)-modulust alkotnak, ezt ¥*(E)-vel jeloljiikk. Minden K € W*(E) vektor-k-
formahoz az Q(F) két gradalt derivacidja tartozik: ix és dx. Az ik az (k—1)-edfokd
derivacio és az

ig | C°(E)=0; igw:=woK, ha wecQY(E)

formula hatdrozza meg; mig dx = [ix,d] = ix od — (—1)*"'d o i, ahol d a kiils6
differencidlds operdtora. Az X € UY(E) = X(E) vektormezd esetén iy a szokdsos
szubsztitucié, dx az X vektormezd szerinti Lie-derivalas operatora. Ezt Lx-szel is
jeloljiik. Ha K € W(E), akkor a

K'w(X1,...,X0) =w(K (X1),...,K (X)) (X;€X(E), 1<i<¥)

20
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formula értelmezi a
K*:Q(E) - QUE), weM)— K*'w
endomorfizmust.

(3) Tegyiik fol, hogy K € WF(E) és L € WY(E)! d és dy gradalt kommutétorat a
kovetkezd formula definialja:

[ClK,dL] = dK o) dL — (—1)kedL ©) dK.

A Frélicher-Nijenhuis-elmélet ([24], [29], [51]) egyik alapvet6 eredménye szerint egyér-
telmiien 1étezik olyan [K, L] € W*+¢(E) vektor—forma, hogy

ldi,dr] = dik,1)-

[K, L] vektori formét a K és az L formdak Frélicher-Nijenhuis zdrdjelének hivjuk.
Vektormezdk esetén ez a definicié éppen a vektormezok Lie—zardjelét adja vissza.

(4) Az M sokasag érintényaldbja m : TM — M, mig g : TM — M jelenti a
nemzéré érintovektorok nyalabjat. A m kanonikus projekcié érinto leképezésének
a magja a TTM egy résznyaldbja, ezt vertikdlis nyaldbnak nevezziik. Ennek a
nyaldbnak a metszeteit vertikdlis vektormezdéknek mondjuk, ezek egy C°°(T'M )-modu-
lust alkotnak, melyet XV (7'M )-mel jelolink. Egy f € C°°(M) sima fliggvény ver-
tikalis liftjén az fY := fow € C°(TM) figgvényt értjik, f teljes liftjét pedig az
fe:TM — R, v f¢(v):=v(f) el6irdssal adhatjuk meg.

(5) Egy szimmetrikus vagy ferdeszimmetrikus A € T2(T M) (s # 0) tenzort szemibd-
zikusnak mondunk, ha
VX e %(TM) cigx A =0.

Hasonléan, egy szimmetrikus vagy ferdeszimmetrikus vektor—értéktt L € T.1(TM)
(s # 0) tenzort akkor neveziink szemibazikusnak, ha

VX eX(TM):iyxL=0 é JoL=0.

Tegyiik fol, hogy F' egy, a T M-en adott, tetszoleges h horizontélis endomorfizmus
altal meghatdrozott majdnem—komplex struktira! Tekintsiink egy L € T.1(T'M)
szemibézikus tenzort! Az L tenzor L szemibdzikus trace-6t (nyomét) a kovetkezd
rekurziv definiciéval értelmezziik:

ha s = 1, akkor L :=tr(F o L);
ha s > 2, akkor VX € X(TM) :ixL :=ixL.
Koénnyen lathaté, hogy L nem fiigeg a h horizontalis endomorfizmus megvalasztasatol.

(6) Tegyiik fol, hogy h egy horizontédlis endomorfizmus az M sokasigon és F' az
altala meghatarozott majdnem—komplex struktura! A (D, h) part Finsler—konnezio-
nak hivjuk, ha D egy lineéaris konnexié a TM vagy a 7 M sokasagon, melyre teljesiil,
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hogy Dh = 0 és DF = 0. Legyen (D,h) egy Finsler—konnexié az M sokasdgon!
Jelolje T és K a D (klasszikus) torzidjat és gorbiiletét! Konnyi megmutatni, hogy
T-t teljesen meghatarozzak a kovetkezo leképezések:
A:(X,Y)— hT(hX,hY) — h-horizontdlis torzid,
B: (X,Y)— hT(hX,JY) — h-vegyes torzio,
R!: (X,Y) — vT(hX,hY) — v-horizontdlis torzid,
P! (X,Y) — vT(hX,JY) — v-vegyes torzid,
St (X,Y) = oT(JX, JY) — v-vertikdlis torzid.
Hasonléan, K-t az alabbi leképezések irjék le:
R: (X,Y,Z) — K(hX,hY)JZ — horizontdlis gorbiilet,
P:(X,Y,Z) — K(hX,JY)JZ — vegyes gorbiilet,
Q:(X,Y,2)— K(JX,JY)JZ — vertikdlis gorbiilet.
Az R,P,Q € T,/ (T M) tenzorok szemibdzikusak.

(7) Legyen (D, h) egy Finsler—konnexi6 az M sokasdgon! Amennyiben L € T3H(T M)
jeloli a (D, h) horizontalis, vegyes vagy vertikélis gorbiiletét, gy az

L:(X,Y)eX(TM)x X(TM)— L(X,Y) :=tr[F o (Zw— L(Y,Z)X)]

(0,2)-tenzort a (D, h) horizontdlis, vegyes, ill. vertikdlis Ricci—tenzoranak nevezzik.
(F a h altal meghatdrozott majdnem—komplex stuktira.) Ha az L* tenzort az

L*(X,Y,Z) = LY, 2)X

osszefiiggés értelmezi, akkor az L Ricci-tenzor az L* (5)-ben definidlt szemibazikus
trace-e.



INTRODUCTION

Our PhD dissertation treats some current problems, as well as some old problems
from a new point of view of spray and Finsler geometry in the framework of the theory
initiated by JOSEPH GRIFONE in the early seventies of the last century ([25],[26]).
We apply mainly the calculus of vector—valued differential forms elaborated by A.
FROLICHER and A. NIJENHUIS [24] combining it with (and simplifying at the same
time) a quite systematic use of a moving frame field consisting of vertically and
completely (or vertically and horizontally) lifted vector fields.

Spray geometry grew out the theory of ’affinely connected manifolds’, i.e. the
theory of manifolds endowed with a torsion—free linear connection. The differential
equations for the geodesics on such a manifold are quadratic in the velocities, in
modern terms: the geodesic spray of a linear connection is 2-homogeneous and of class
C?. If we weaken the differentiability hypothesis and require the 1-times continuous
differentiability, we arrive at the concept of (general) sprays. This seemingly mild
generalization leads us to the territory of the general geometry of paths. The local
study of sprays is a classical field in differential geometry, whose first golden age was in
the twenties—thirties of the last century. Several outstanding mathematicians worked
in this area, e.g. L. BERWALD, E. CARTAN, J. DoucLAs, M. S. KNEBELMANN,
T. Y. THOMAS, O. VEBLEN and others. L. P. EISENHART’s excellent book 'Non—
Riemannian Geometry’ (Amer. Math. Soc. Colloq. Publ. 8, 1927) gives a good
picture of the spirit and technique of these investigations.

A renaissance of spray geometry began in the 1970’s, with a recognition of the
fundamental role of sprays in the geometrical background of Lagrangian mechanics
[16, 18], and, in particular, in the foundations of Finsler geometry [25, 26]. Indeed,
in differential-geometric terms, the dynamics of a time-independent Lagrangian dy-
namical system is determined by a spray acting on the tangent manifold of the config-
uration space of the system. The ’canonical spray’ of a Finsler manifold arises from
the energy determined by a suitable Lagrangian. J. KLEIN, J. GRIFONE and M.
CRAMPIN did pioneering work in this field, and our Thesis follows the path which was
opened by them.

One of the main topics of our dissertation belongs to the territory of the projective
geometry of sprays. Roughly speaking, two sprays over the same manifold are said
to be projectively equivalent if they have the same geodesics as point sets, i.e., if they
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have common pregeodesics. (Recall: a curve is called pregeodesic of a spray if it has
a reparametrization as a geodesic). A diffeomorphism of a manifold endowed with a
spray is said to be a projective transformation if it sends geodesics to pregeodesics.
Roughly speaking again, in the projective geometry of sprays we are interested in those
properties which are invariant under projective transformations. The main ingredient
of Part I of our thesis is a projectively invariant tensor, the so—called Douglas tensor.
In the context of affine sprays, a fundamental projectively invariant tensor, the Weyl
projective curvature tensor (briefly Weyl tensor) has already been constructed [61].
The counterpart of the Weyl curvature tensor in the more general context on non—
affine (i.e. not necessarily affine) sprays was intrinsically constructed by L. del Castillo
[20] in 1976, using the Frolicher—Nijenhuis formalism; see also [34].

In order to build up the Douglas tensor, we represent the nonlinear connections
by horizontal endomorphisms, i.e. by projectors whose kernel is the vertical subbun-
dle (differentiability on the zero section is not required!). Any horizontal endomor-
phism gives rise to a special Finsler connection, called a Berwald-type connection.
A Berwald-type connection is said to be a Berwald connection if the horizontal en-
domorphism is generated by a spray. In this case the horizontal endomorphism will
be mentioned as a Berwald endomorphism. Any Berwald-type connection has two
surviving “partial curvatures”, the horizontal and the mixed curvature. A careful
analysis of the behavior of the mixed curvature of a Berwald connection under a pro-
jective change of the associated spray yields the Douglas tensor. However, in order to
identify the Douglas tensor we have followed a slightly different path. As a generaliza-
tion of Berwald-type connections, we introduce the so-called Yano-type connections.
If, in particular, we start from a Berwald endomorphism, then the construction results
in a Yano connection, called also — unfortunately — a projective connection. In our
present approach the definition, as well as the proof of the projective invariance of
the Douglas tensor is given in terms of a Yano connection.

In part II we start with the definition of a Hilbert 1-form and introduce the concept
of Finsler manifolds. With the help of the so called Finsler-Lagrangian L we can
introduce the canonical spray S of a Finsler manifold and the canonical horizontal
endomorphism generated by S which is called Barthel endomorphism. Since every
Finsler manifold is a spray manifold, we can also speak of the projective equivalence
of a spray manifold and a Finsler manifold, and of that of two Finsler manifolds
(which have, of course, a common carrier manifold). A spray manifold (M, S) is said
to be Finsler-metrizable in the broad sense or — following SHEN’s terminology [48]
— projectively Finsler, if there exists a Finsler-Lagrangian L : TM — R such that
the Finsler manifold (M, L) is projectively equivalent to (M, S). If, in particular, the
canonical spray of (M, L) coincides with the given spray S, then we say that (M, S) is
Finsler-metrizable in the natural sense or that S is a Finsler-variational spray. The
latter concept is a faithful analogue of the variationality of a spray (or a semispray)
used in the classical inverse problem of the calculus of variations ([19], [27], [29], [33]).
One of our main problems treated in the Thesis is to find criteria for the Finsler—
metrizability of a spray both in the broad sense and in the natural sense. The key tools
will be the fundamental equations of projective equivalence. These provide equivalent
(and, in our presentation, intrinsically formulated) second order partial differential
equations for the Finsler-Lagrangian to be determined. Their coordinate version was
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discovered by A. RAPCSAK in the early sixties (see [42], [43], [44], [45] and, for a
recent account, [48]), hence we call them Rapcsdk equations.

In his paper [16] M. CRAMPIN presented a stimulating intrinsic reformulation of
the Helmholtz conditions from the classical inverse problem of the calculus of vari-
ations through the existence of a 2-form on the tangent manifold. Prescribing for
this 2-form some extra conditions of homogeneity and regularity we derive neces-
sary and sufficient conditions for the metrizability of a spray in both senses. Next
we investigate the question of metrizability from another point of view. We present
equivalent conditions for a spray to be Finsler—variational assuming the existence of a
symmetric, non—degenerate (0,2) tensor field on the vertical bundle with some further
properties. Similarly, our alternative theorem gives a characterization of projectively
Finsler spray manifolds through the existence of a (0,2) tensor field on the tangent
manifold, satisfying some, partly quite complicated, algebraic conditions. The sig-
nificance of our alternative theorem lies in the fact that it reduces the problem of
Finsler-metrizabilty in the broad sense to a first order partial differential equation.
Finally we give its integrability condition and supporting it by some regularity condi-
tions we derive through the Rapcsak equation necessary and sufficient conditions for
a spray to be projectively Finsler.

In part III we present an intrinsic description of the projection onto the indicatriz
bundle of a Finsler manifold and give a new, coordinate-free proof for the theorem: «a
Landsberg manifold with vanishing Douglas tensor is a Berwald manifold. In the two-
dimensional case this was shown by L. BERWALD in the third part [9] of his famous
series on Finsler and Cartan geometries. More than 40 years later it was announced
by H. Izum1 [32] that this is also true in higher dimensions. IzUMI’s statement was
proved by the group S. BAcso, F. ILosvAy and B. Kis in [3], using the machinery
of classical tensor calculus and utilizing an important observation of T. SAKAGUCHI
[47] on the projected Douglas tensor. Finsler manifolds with vanishing Douglas tensor
were baptized Douglas manifolds by M. MATSUMOTO and S. BACsO [4]. Thus, briefly
speaking, any Landsberg-Douglas manifold is a Berwald manifold.

The method of the projection onto the indicatrix bundle is based on the following
fact: one of the canonical geometrical objects living on the tangent bundle, the Liou-
ville vector field, is a normal vector field to the “unit sphere bundle” or “indicatrix
bundle” U(M) of any Finsler manifold (M, L). Keeping this in mind, the construc-
tion of the orthogonal projector into U(M) is straightforward. As a next step, we
define the projected tensor of a tensor given on the tangent bundle. On this con-
ceptual basis, we compute the projected Douglas tensor, which makes it possible to
elaborate a new, coordinate—free proof of SAKAGUCHI’s important observation that
the projected Douglas tensor and the Douglas tensor vanish together. We note that in
local coordinates our formulas, including the coordinate expression of the projected
Douglas tensor, do not coincide with those of SAKAGUCHI. The reason for this is
the difference in the underlying bundle structures, which implies that the notions of
“Finsler tensor fields” are also different. Most of the ”essential” tensors are semibasic
in our framework, while the vector field variables of MATSUMOTO’s theory [38] used
by SAKAGUCHI correspond to the vertical vector fields in our approach.

Finally the reader will find the deduction of the main result of this part. Due to the
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special form of the mixed curvature of the Berwald connection in Landsberg-Douglas
manifolds we derive an important relation from which the theorem mentioned above
may be concluded.

Unfortunately, our elegant method fails in two dimensions. Then the Douglas ten-
sor has surviving components only along the Liouville vector field. Since the Liouville
vector field is orthogonal to the unit sphere bundle, it follows immediately that the
projected Douglas tensor of a two-dimensional Finsler manifold vanishes identically.
In the next part we complete the story interpreting the previously cited paper of
BERWALD on the two-dimensional Finsler manifolds from our present day standpoint.
In this section we restrict our investigation to the positive definite two-dimensional
Finsler manifolds. (It is possible to generalize the theorem to two-dimensional Finsler
manifolds with nondegenerate Riemann-Finsler metric. This needs a little modifica-
tion of Berwald’s method as it turns out from the paper [7], where the machinery of
classical tensor calculus is applied.) In this part we sketch a general coordinate—free
theory of the two-dimensional (positive definite) Finsler manifolds, introducing the
Berwald frame, the main scalar and the Gaussian curvature and deriving E. CAR-
TAN’s "permutation formulas” as well as the ”Bianchi identity”. Next we turn to
the two-dimensional Landsberg-Douglas manifolds proving the statement mentioned
above.

Finally we investigate the following problem: what kind of (two-dimensional) Finsler
manifolds admit a conformal change leaving the mized curvature of the Berwald con-
nection invariant? If the mixed curvature of the Berwald connection remains invari-
ant, then the manifold admits an associated Riemannian metric [59] and we can form
the Riemannian gradient gradra of the scale function a. Fix a nonzero tangent vec-
tor v such that va = 0 and consider the integral curve c(t) := v + tgradra(p) of
the vertical lift of gradra. We set up a differential equation for the energy along
this integral curve. To find the general solution is very complicated, so we restrict
ourselves here to a simplified case (fixing a parameter). Then the solutions essentially
are the singular Finsler metrics with constant main scalar determined by Berwald
[9]. We show that on these manifolds the mixed curvature of the Berwald connection
remains invariant under any conformal change. We determine the vertical members of
the Berwald frame and compute the main scalar. Finally we show that if the Douglas
tensor vanishes, then we get a Berwald manifold, also in this case.
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I. THE FUNDAMENTAL PROJECTIVE
INVARIANTS OF A SPRAY MANIFOLD

In part I we present a quite detailed exposition of the conceptual and calculational
background. Next we turn to some fundamental facts and constructions concerning
a spray manifold. The two canonical objects of the tangent manifold, the vertical
endomorphism (called also the canonical almost tangent structure), and the Liouville
vector field (or the canonical vertical vector field) are denoted by J and C| respectively.

2.1. In our approach the role of a “nonlinear connection” is played by a horizon-
tal endomorphisms. A vector 1-form h € V(T M) = End X(T M), smooth only on
T M, is said to be a horizontal endomorphism on M if it is a projector (i.e., h? = h)
and Kerh = X"(T'M). v := lyrny) — h is the wvertical projector belonging to h.
X"(TM) :=Imh is called the module of horizontal vector fields. It is a direct sum-
mand, namely

X(TM) = X°(TM) ® X"(TM).

2.2. Suppose that h is a horizontal endomorphism on the manifold M. The vector—
valued forms

(2.2a) H :=[h,C] € VH(TM),
(2.2b) t:=[J,h] € V3(TM),
(2.2¢) R:=—N; = —%[h, h] € V(T M)

are called the tension, the torsion and the curvature of h, respectively. A horizontal
endomorphism is said to be homogeneous if its tension vanishes.

2.5. A semispray on the manifold M is a mapping
S:TM —-TTM, v~ S,eT,TM
satisfying the following conditions:
(i) S is smooth on 7T M,
(ii) JS =C.
A semispray S is called a spray if

(iii) S is of class C' on TM
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and
(iv) [C,S] =S (i.e., S is positive homogeneous of degree 2).

A manifold M endowed with a spray S will be mentioned as a spray manifold. A
spray S is said to be affine (or quadratic) if it is of class C? on T'M.

2.8. The fundamental relation between the horizontal endomorphisms and the semi-
sprays was discovered, independently, by M. CRAMPIN and J. GRIFONE [15], [17],
[25]. Their main result can be summarized as follows.

(i) If h € End X(T'M) is a horizontal endomorphism and S’ is an arbitrary semi-
spray on M, then S := hS’ is also a semispray on M. This semispray does not
depend on the choice of S, it is horizontal with respect to h and satisfies the
relation h[C,S] = S. S is called the semispray associated to h.

(ii) Any semispray S : T'M — TTDM generates in a canonical way a horizontal
endomorphism which can be given by the formula

(2.8) h:= % (136(TM) + [/, S]) .

Then h is torsion free (i.e., ¢ = 0) and the semispray associated to h is 3(S +
[C, S]). If, in addition, S is a spray, then h is homogeneous and its associated
semispray is just the starting spray S.

(iii) A horizontal endomorphism is generated by a semispray according to (2.8) if
and only if it is torsion free.

Having a horizontal endomorphism h we can construct the vertical projector v and
the associated almost complex structure F' in the usual manner.

3.4. The canonical Finsler connection of a spray manifold is a Berwald—type connec-
tion. We describe it by the rules of calculation. Assume that a horizontal endomor-
phism h € W1 (TM) is given. We define the mapping

D : X(TM) x X(TM) — X(TM), (X,Y)— DxY
by the following rules:

(3.4a) DyxJY = JJX,Y],
(3.4D) DuxJY = v[hX, JY],
(3.4¢) DuxhY := h[uX, Y],
(3.4d) DiuxhY := hF[hX, JY]
and

DxY = D,xvY + DpxvY + D,xhY + DpxhY.
It is straightforward to prove that (D, k) is a Finsler connection on M; this Finsler
connection is said to be the Berwald-type Finsler connection induced by h. If, in

particular, h is a Berwald endomorphism, then we call (D, h) a Berwald connection.
Next we give a slight generalization of the Berwald-type connections.
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5.1 Proposition. Suppose h is a horizontal endomorphism on the manifold M with
associated almost complex structure F. Let 3 € T (T M) be a symmetric tensor,
satisfying the condition

(%) for any semispray S, igB = 0.

Let, finally, a vertical vector field U € X(T'M) be given. Then there exists a unique
Finsler connection (D,h) on M such that

(i) the v-mized torsion of D is P! :== @ U;
(ii) the h-mized torsion B of D wvanishes.
If, in addition,
(iii) the h-deflection of (D, h) vanishes,

(iv) the h-horizontal torsion of D vanishes

then the horizontal endomorphism h is homogeneous and torsion free. Explicitly, for
any vector field X,Y on TM we have

(5.1a)  DyxJY = JIJX,Y] = DyxJY.

(5.1b)  DpxJY = o[hX,JY] + B(X,Y)U = DuxJY + B(X,Y)U,

o

(5.1c)  DyxhY = h[vX,Y] = D,xhY,

(5.1d)  DuxhY = hF[hX,JY] + B(X,Y)FU = DpxhY + 8(X,Y)FU.

Any Berwald-type connection has two surviving “partial curvatures”, the hori-
zontal and the mixed curvature. Discussing some elementary property of the mixed
curvature we specify the connection described above. We show that the mixed Ricci
tensor of a Berwald—type connection is symmetric and potential-free, so it can play
the role of the above tensor (.

5.3 Corollary and definition. Suppose h is a homogeneous and torsion free ho-

rizontal endomorphism on M. Let P be the mized Ricci tensor of the Berwald-type
connection (D, h). There exists a unique Finsler connection (D, h) on M such that
. . . - 1 e
(i) the v-mized torsion of D is P* := ——P® C}
n+1
(ii) the h-mized torsion of D vanishes.

This Finsler connection is said to be the Yano-type connection induced by h. If,
wn particular, h is a Berwald endomorphism, then we speak of a Yano connection.
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6.1. Two sprays S and S over a manifold M are said to be projectively equivalent if
there is a function A : TM — R satisfying the conditions

(i) X is smooth on 7M, and C*! on TM;
(ii) S =5+ AC.
Then A is automatically 1-homogeneous (i.e., CA = \). Conversely, if a spray S
and a 1-homogeneous function )\, satisfying (i), are given, then S = S + AC is also a

spray. In this case we speak of a projective change of the spray, and we say that the
spray manifolds (M, S) and (M, S) are projectively equivalent.

6.3. Suppose h is a Berwald endomorphism over the manifold M. If (D,h) is the
Yano connection induced by h and P is the mixed curvature of D, then the tensor

(6.3) D:

P—%<ﬁ®J+J®@>

is said to be the Douglas tensor of the Berwald endomorphism.

(o)
We also express D in terms of the Berwald connection. If P stands for the mixed
curvature of the Berwald connection then ID can be written in the form

~

1 ) o
1@LP®C+P®J>.

o

(6.4Db) D=P-

n

6.6 Theorem. The Douglas tensor of a Berwald endomorphism is invariant under
any projective change of the associated spray.

The next result clarifies the importance of the Douglas tensor.

6.8 Theorem. Suppose M 1is a volume manifold and let h be a Berwald endomor-
phism on M. The associated spray of h is projectively equivalent to the spray deter-
mined by a linear connection on M if and only if the Douglas tensor of h vanishes.

The local version of this theorem was proved by J. DOUGLAS [23], the global result
is due to Z. SHEN [48]. Our proof is a more conceptual and coordinate-free realization
of SHEN’s ingenious thought. As a byproduct, it leads to a remarkable relation: the
mized curvature of the Berwald endomorphism induced by the projectively deformed
spray is just the Douglas tensor.



II. FINSLER-METRIZABILITIES
OF SPRAY MANIFOLDS

In part II we start with the definition of a Hilbert 1-form and introduce the concept
of a Finsler manifold. Simply put, a general Finsler structure on a differentiable
manifold M is a function

L:TM — R

satisfying appropriate differentiability, homogeneity and regularity conditions. In
conformity with the demands of Finsler geometry, the smoothness is not required or
assured on the whole tangent manifold 7M. With the help of a so—called Finsler-
Lagrangian L we can construct the canonical spray of a Finsler manifold and the
canonical horizontal endomorphism generated by the spray which is called the Barthel
endomorphism. Since every Finsler manifold is a spray manifold, we can also speak
of the projective equivalence of a spray manifold and a Finsler manifold, and of that
of two Finsler manifolds (which have, of course, a common carrier manifold).

8.10 Proposition (the fundamental relation). Let (M,S) be a spray manifold and
L a Finsler-structure on M. Then, over T M, the canonical spray S arising from L
can be represented in the form

_ ST _ _
(8.10) S=5— TC — L(igdd L)%,

where the sharp operator is taken with respect to the fundamental 2-form of (M, L).

This yields, in our presentation, some intrinsically formulated second order partial
differential equations (see (2) and (3) below) for the Finsler-Lagrangian to be deter-
mined. Their coordinate version was discovered by A. RAPCSAK in the early sixties
(see [42], [43], [44], [45]), hence we call them Rapcsdk equations.

9.2 Theorem. Let (M,S) be a spray manifold endowed with the Berwald connection

(D, h) induced by S. If L is a Finsler-Lagrangian on M, then the following conditions
are equivalent:

(1) (M, S) is projectively equivalent to (M, L).

(2) isdd;L = 0.

(3) dpdsL = 0.

(4) DudyL(X,Y) = DudyL(Y, X) (X,Y € X(TM)).

Next we recall
31
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10.1 The theorem of M. Crampin. Let S be a semispray over the manifold M,
and let h be the horizontal endomorphism generated by S according to (2.8). If a
2-form w on T M satisfies the conditions

(10.1a) Lsw =0,
(10.1b) w(JX,JY)=0 (X,Y € X(TM)),
(10.1c) do(hX,JY,JZ) =0 (X,Y,Z € X(TM)),

then there is a smooth function K defined on an open subset of TM such that w =
ddyK.

Prescribing for this 2-form some extra conditions we can prove the following state-
ments.

10.3 Proposition. Let (M,S) be a spray manifold and suppose that a 2-form w sa-
tisfies the conditions (10.1a-c). If, in addition, w is 1-homogeneous and has mazimal

rank then there exists — locally — a Finsler energy E such that S is the canonical spray
of the Finsler manifold (M, E).

10.4 Proposition. Let S be a spray over the manifold M and w be a 2-form sat-
isfying the conditions (10.1a-c). Define the tensor u by the relation u(JX,JY) :=
w(JX,Y) (X,Y € X(TM)). If, in addition, icw = 0 and for any v € TM and
X #£XC € X(TM) (A € C*(TM)) u(X,X)(v) > 0, then there exists — locally — a
positive Finsler-Lagrangian L such that its canonical spray is projectively equivalent

to S.

Next we investigate the problem from another point of view. We derive necessary
and sufficient conditions for a spray to be Finsler—variational through the existence
of a symmetric (0, 2) tensor.

10.6 Proposition. Let (M, S) be a spray manifold and let (D, h) denote the Berwald
connection determined by the Berwald endomorphism h arising from S. Suppose
that g is a non-degenerate, symmetric (0,2)-tensor in the vertical bundle, and let

C,:=D,J*g. If

(10.6a) C, s totally symmetric ,
(10.6b) isC, =0,
(10.6¢) DgJ*g =0,

then S is the canonical spray of the Finsler energy E := %g(C’, ).

The following result reduces the conditions for a spray to be projectively Finsler
to a first order PDE.
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10.9 Theorem (the alternative theorem). (i) Let (M, S) be a spray manifold and

D be the Berwald connection induced by S. If (M,S) is projectively equivalent to a
Finsler manifold (M, L), then the tensor field

(10.9a) I (JX,JY) € X(TM) x X(TM) — a(JX,JY) = dd,L(JX,Y)

has the properties

(10.9b,c) DgJ*Ti = 0; S a(JX,R(Y, Z)) = 0.
XY, ZeX(TM)

(ii) Conwversely, let (M, L*) be a Finsler manifold, and suppose that the tensor field
w* formed from L* by the rule of (10.9a) satisfies (10.9b,c). Then

(I) (M,S) is projectively equivalent to (M,L*), or

(IT)  there exists, locally in general, a 1-form n on M such that — also locally
— (M, S) is projectively equivalent to the Finsler manifold (M, L* + 1),

-~ o

n=(n")°.

The integrability conditions for the PDE in the last theorem are given by our

10.10 Theorem. Let (M,S) be a spray manifold and suppose that there ezists a
symmetric (0,2)-tensor u on the vertical subbundle satisfying the following conditions:

(1) ic,u = 0,
(2) DsJ*,u = 0,

3 JX,R(Y,Z)) =0
3) ¢y 8 X RV Z)) =0,

(4) DyJ*p is totally symmetric ,

(5) If X € XY(TM) is not proportional to the Liouville vector field C, then
w(X, X) is a positive-valued function on T M.

Then there exists a positive Finsler—Lagrangian L such that its canonical spray s
projectively equivalent to the given spray S.



III. PROJECTION ONTO THE INDICATRIX
BUNDLE OF A FINSLER MANIFOLD

In part IIT first we introduce some basic metrical data arising from a Finsler—
Lagrangian on a manifold M, including the Riemann—Finsler metric, which is a
pseudo—Riemannian metric on 7 M, the first and second Cartan tensors C, C' and the
classical Cartan connection of a Finsler manifold. Next we recall some well-known
characterizations of two special Finsler manifolds, the Landsberg and the Berwald
manifolds. After this preparation we present an intrinsic construction of the pro-
jection onto the indicatrix bundle initiated by H. IzuMmI and systematized by M.
MATSUMOTO (see e.g. [37]).

13.1. By the indicatriz bundle of the Finsler manifold (M, L) we mean the (2n — 1)-
dimensional submanifold

U(M) :={veTM| L) =1}.

13.3 Lemma. With respect to the Riemann—Finsler metric g of the Finsler manifold
(M, L), the Liouville vector field is everywhere orthogonal to the indicatriz bundle, i.e.,
9(C, X) =0 for any vector fields X € X[U(M)]. The vector field +C is a unit normal
vector field of the indicatriz bundle.

Using this observation, the construction of the operator of the orthogonal projection
onto U (M) is straightforward. With the help of this projector we define the projected
tensor of a tensor living on the tangent bundle.

13.4 Lemma. Let (M, L) be a positive Finsler manifold. The mapping

1
=] - —dE®C
T 5E &®

is a projector. For any vector field X € X(TM), 7(X) | U(M) is a tangent vector
field to the indicatriz bundle.

13.8 Definition. Suppose that (M, L) is a positive Finsler manifold, A € T°(T M),
K € THTM) (r € NT); and let us consider the operator T = I — 5=dE @ C. The
tensors A* and K*, given by

A*(X1, ..., X)) = A(r(X1),...,7(X,))
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and

K*(X1,...,X,) =7 [K(1(X1),...,7(X}))]
(X; € X(TM),1=1i=r) are called the projected tensors of A and K, respectively.

Next we calculate the projected Douglas tensor.

13.10 Proposition. Consider the Douglas tensor
o 1 o © °
(13.10a) ID):]P’—n—H<DJIP’®C+IP>®J> e TH(TM)

of the Finsler manifold (M, L) (6.4b). The projected tensor of D is

[e]

(13.10b) D* =P —

o 1
P =6 C
n+1 @I‘i‘l‘Eb@ )

where Kk :== J* oT.
13.11 Corollary. The Douglas tensor and its projected tensor are related as follows:

1 1 o © 1 °
13.11 D* =D —C+——(D;P+ —POod,;E C.
( ) +|:Eb+n_|_1<J+2E, @J)]@

These formulas provide us to present a new, coordinate—free proof of Sakaguchi’s
statement mentioned in the Introduction.

13.12 Theorem. If (M, L) is a positive Finsler manifold of dimension n > 2, then
the vanishing of the projected Douglas tensor is equivalent to the wvanishing of the
Douglas tensor.

The mixed curvature tensor of the Berwald connection has a special form on any
Landsberg manifold. The vanishing of the Douglas tensor — and, by our previous
theorem, the vanishing of the projected Douglas tensor — specifies and simplifies it
further. From the expression so obtained we derive the formula

o#
n—=2)P C=0

which leads immediately to the following

14.5 Theorem. Suppose that (M, L) is an n > 2 dimensional Landsberg manifold.
If the Douglas tensor of (M, L) vanishes, then (M, L) is a Berwald manifold.



IV. APPLICATIONS TO TWO-DIMENSIONAL
FINSLER MANIFOLDS

15.1 The Berwald frame. Throughout this chapter, let (M, L) be a two-dimensi-
onal Finsler manifold and suppose the Riemann-Finsler metric g arising from L is
positive definite. Starting from the Liouville vector field C' and the canonical spray
S of (M, L), let us first consider the unit vector fields

1 1
Co = EC and Sp:= ZS.

Next, using the Gram-Schmidt process we construct, at least locally, a g-orthonormal
basis (Co, Xo) of X¥(7 M). Applying the almost complex structure F' associated to
the Barthel endomorphism of (M, L), we obtain a local g-orthonormal basis (F X, So)
of X"(TM). The quadruple

(Co, Xo, F Xy, S())

constructed in this way is a (local) orthonormal basis of X(7M); it is called the
Berwald frame of the Finsler manifold (M, L).

Following L. Berwald’s original idea we express all the geometrical objects in terms
of the Berwald frame.

15.4 Definition and remark. The function
(154) A= g(C(FXo,FXo),X())

is said to be the main scalar of (M, L) with respect to the Berwald frame (Cy, Xo, F' X,
So). A depends only on the choice of X, and, specifying X, it is uniquely determined
up to sign.

15.9 Proposition and definition. Let us consider the curvature tensor R = —[h, h]
of the Barthel endomorphism of (M, L). Then we have

(159&) R(FX(),S()) == g(R(FXo,So),Xo)Xo,

and R is uniquely determined by this formula on the domain of the Berwald frame
constructed in 15.1. The function

(159b) R = g(R(FXQ,SQ),XO)

is said to be the Gauss curvature of (M, L).

36
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15.10 Theorem (E. CARTANS’s “permutation formulas”). For the Lie brackets of
the members of the Berwald frame we have

1
[Xo, FXo] = =250 = AFXo — ()Xo

(15.10a-c) (S, Xo] = _ %FXO :

[FX(),S()] = - HXO

where X is the main scalar and k is the Gauss curvature of (M, L).

15.11 Proposition (“Bianchi identity”).

(15.11) A6 + Xo(k) + So(SA) =0].

After these preparations we present an intrinsic proof of the theorem set out by L.
Berwald.

16.6 Theorem. If a positive definite two-dimensional Landsberg manifold has a van-
ishing Douglas tensor, then it is a Berwald manifold.

Finally we turn to the conformal equivalence of Finsler manifolds. Two Finsler
structures L and L over the same manifold M are said to be conformally equivalent if
there exists a positive smooth function ¢ : 7M — R such that g = ¢g, where § and
g the Riemann-Finsler metrics of L and L, respectively. In this case we also speak
of the conformal change of the Riemann-Finsler metric g. ¢ always can be written
in the form ¢ = expoa?, a¥ = aom, a € C*(M) [46]. The conformally changed
metric will be denoted by gq, S0 go := (exp o a?)g.

Our problem is to determine all Finsler manifolds of dimension 2 which admit a
conformal change such that the mixed curvature tensor of the Finslerian Berwald
connection remairés inva,rgant.

Suppose that P, = P under the change E, = ¢FE, and denote by h, and h
the corresponding Barthel endomorphisms, respectively. Then for any vector field
X,Y,Z € X(M) we have

(e} [¢]

0= Po (X, V)2 — P(X°,Y)z¢ & [[xhe, Y?), 2°] — [[X", V"], 2°]
= [[Xhavyv] - [XhaYU]a ZU])
which implies that the vector field [X"«, Y] — [X" Y"] is a vertical lift. Therefore,
as an easy local calculation shows, the components of the difference tensor h, — h are

linear on the tangent spaces and, consequently, the difference of the associated sprays
S and S is a quadratic vector field. As it is known [54],

Sq =85 —a°C + Egrada”,
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where o is the complete lift of a (a® := Sa’) and i(g4v)#w = da’. Evaluating both
sides on the function a“ we have

Eg((da®)#, (da®)#) = (S4 — S)a + (a©)?,

where the function on the right—hand side is quadratic. This means that it can be
considered as a (local) Riemannian energy function Er under the regularity condition
dpa # 0 (p € M). Let gradra and gradfa be the Riemannian gradient of the function
« and its vertical lift, respectively. Since the manifold is two—dimensional, the vector
fields

JX = (da*)*, YV :=gradba and C

are linearly dependent. Let c(t) := v + tY (p), where p € M and v € T, M N Kera®“.
Then c is an integral curve of gradjo. Evaluating their Gram-determinant with
respect to g along ¢, we have

(2Eg(JX, TX)g(Y", V") +29(JX,Y")g(Y",C)g(JX,C) — ¢2(JX,C)g(Y?,Y")
— (Y, 0)g(JX, JX) — 2Eg*(J X, Y”)) oc=0.
Since
Eg(JX,JX)=Ep, g(JX,Y")=(Ya), ¢(Y° C)=Y"E,
g(JX,C) =a®, g(Y*,Y") =Y (Y E)

we arrive at the differential equation

2(a2 + 221~ 0))y(0)y" (1) — (@ + 212 (5 (1) + At y(0)y' (1) — 4 (y(1)* = 0,

where y := Eoc, a® := 2Eg(v), b* := 2ER(Y (p)). By the Cauchy-Schwarz inequality

0 < b? < 1. Introducing z = =, we obtain the following Riccati-type equation:

< |

(a® + £82(1 — 1)) () + %(a2 LB (1— 28)) (=2(8))° + 200 2(8) — 2 = 0.

If the constants a and b are arbitrary, it is very complicated to solve this equation, so

we discuss only the case b2 = 1. Then the solution with the initial condition z(0) = —
a

is of the form

2t + Ka 2t + Ka

z(t)

2

T v tKa+242 Kax?z /. K2y
(t+ ) +e*(1-75)

We have the following cases:
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(A) K? < 16. Then

Eoc(t)=4K~ <ER oc(t) + KLR(U)E>

4
exr L arctan dt+ KLg (U) — arctcmL
Ve La(0)V16 - K2 Vi6_K2)

(B) K% = 16. Then

KLR(U)>2 —2K Ly(v)

Eoct)=K*t .
°clt) ( R “P gty KLr(v)

(C) K% > 16. Then

La(v) (1+7=)
Eoc(t):K*<t+ (- K2—16)>

K
)

<t+ LRT(”)(KJF \/M)) (-

As it can be seen these solutions are just the singular Finsler manifolds with con-
stant main scalar determined by L. Berwald. In our Theses we dealt with case (A)
in detail, and we obtained the following

17.8 Theorem. For a two-dimensional Finsler manifold M with the energy E given
by (A) the following conditions are equivalent:

(1) (M, E) is a Douglas manifold.
(2) (M, E) is a Landsberg manifold.
(3) (M, E) is a Berwald manifold.

The following result can be considered as a new, geometrical derivation of two—
dimensional Finsler manifolds with constant main scalar. Finally we obtained

17.9 Theorem. If a two-dimensional Finsler manifold has constant main scalar in
Berwald’s sense, that is L)\ is constant on each fibre, then the mixed curvature of the
Finslerian Berwald connection is invariant under any conformal change.



APPENDIX: BASIC CONVENTIONS
AND NOTATIONS

(1) Throughout the Thesis, M denotes a second—countable, connected, smooth mani-
fold. C°°(M) stands for the ring of real-valued smooth functions on M, X(M) is the
C'>° (M )-module of vector fields on M. For (r,s) € N x N, 77 (M) is the module over
C*°(M) of smooth tensor fields (briefly tensors) of type (r,s), contravariant of order
r and covariant of order s. We define the symmetric product w; ® wy of the covariant
tensors wy € 73 (M), wa € 7,2 (M) by the formula

(s1+ s2)!

w1 Owy 1= -Sym (w1 ® ws).

81!82!

The symmetric product of the tensors w € 72(M) and L € 7,}(M) is the (1,s +r)
tensor w ® L defined by the formula

1
wo L(Xy,..., Xsqp) = ] Z W(Xo(l)a - 7XU(S))L(XU(8+1), e ,XU(S_H)).
o O'ess+r

QF(M) (0 < k < n) is the module of differential forms on M, Q°(M) := C>(M).
The differential forms constitute the graded algebra Q(M) := o QF (M), with multi-
k=0

plication given by the wedge product. The wedge product of tﬂe tensors w € T2(M)
and L € T,}(M) is the (1, s+ r) tensor w A L defined by the formula

1
Z 6(0‘)&)(Xg(1), ce ,XG(S))L<XU(S+1), . 7Xa(s—|—r))-

w A L(Xl, NN 7X3+7~) = ﬁ
s
oESstr

(2) A vector k-form on the manifold F is a skew-symmetric C°°(E)-multilinear map
[X(E)]* — X(F) if k € N*, and a vector field on E if K = 0. The set of all vector
k-forms on E is a C°°(E)-module, denoted by ¥*(E). In particular, the elements of
Ul(E) are just the (1,1) tensor fields on E. Two graded derivations of Q(F), denoted
by ix and dg, are associated to any vector k-form K € W*(E). i is of degree k — 1,
determined by

ig | C°(E)=0; igw:=wokK, if we QYE);
di = [ig,d] := ig od — (—1)*"'d o ig, where d is the operator of the exterior
derivative. In case of a vector O-form X € WO(E) = X(FE), ix is the usual substitution

operator and dx is the Lie—derivative with respect to the vector field X. The latter
is usually denoted by Lx. If K € U1(E), then we define the endomorphism

K*:Q(E) - QE), weQYE)— K*'w
by the formula
K'w(X1,...,X)) =w(K(X1),...,K (X)) (X;€X(E), 1<i<{).
40
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(3) Suppose that K € U*(E), L € V(E). The graded commutator of dx and d, is
defined by the formula

[dK,dL] = dK o) dL - (—1)MdL 0] dK.

A substantial result of the Frolicher-Nijenhuis theory ([24], [29], [51]) states that there
exits a unique vector form [K, L] € U*+¢(E) such that

ldi,dr] = di,1)-

[K, L] is said to be the Frélicher-Nijenhuis bracket of K and L. If K and L are vector
O-forms, i.e. vector fields on E, then [K, L] reduces to the usual Lie bracket of vector
fields.

(4) The tangent bundle of the manifold M will be denoted by 7 : TM — M, while
mo : T M — M stands for the subbundle of the nonzero tangent vectors. The kernel of
the tangent map T'n : T'T'M — T'M is a distinguished subbundle of TT'M, the vertical
subbundle, whose total space will be denoted by TV T M. The sections of this bundle
constitute the C°°(T'M)-module XV(T' M) of the vertical vector fields. The vertical
lift of a smooth function f is the function fV := fox € C*(TM), the complete lift
of fis f¢:TM — R, v f(v):=v(f).

(5) A symmetric or skew-symmetric tensor A € T2(T'M) (s # 0) is called semibasic
if

VX e %(TM) cigxA=0.
Analogously, a symmetric or skew-symmetric tensor L € TH(TM) (s # 0) is said to

be semibasic if
VX eX(TM):iyxL=0 and JoL =0.

Now let us suppose that F' is an almost complex structure on T'M determined by an
arbitrary horizontal endomorphism h. Consider a semibasic tensor L € 7.}(TM). We

define the semibasic trace L of L by recurrence as follows:

if s=1, then L := tr(F o L);
if s> 2, then VX € X(TM) :ixL :=ixL.

It can easily be seen that L does not depend on the choice of the horizontal endomor-
phism A.

(6) Suppose that h is a horizontal endomorphism on the manifold M and let F' be
the almost complex structure determined by h. A pair (D, h) is said to be a Finsler
connection on M, if D is a linear connection on the manifold TM or 7 M and the
conditions Dh = 0 and DF = 0 are satisfied. Suppose (D, h) is a Finsler connection
on the manifold M. Denote by T and K the (classical) torsion and the curvature of
D, respectively. It is readily verified that the mappings

A:(X,Y)— hT(hX,hY) — h-horizontal torsion,
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B: (X,Y)— hT(hX,JY) — h-mized torsion,
R!: (X,Y) — oT(hX,hY) — v-horizontal torsion,
P! (X,Y) +— vT(hX,JY) — v-mized torsion,
St (X,Y) = vT(JX, JY) — v-vertical torsion,

determine T completely. Similarly, K can be described by the following three map-
pings:

R:(X,Y,Z) — K(hX,hY)JZ — horizontal curvature,

P: (X,Y,Z) — K(hX,JY)JZ — mized curvature,

Q:(X,Y,2)— K(JX,JY)JZ — vertical curvature.

The tensors R,P,Q € 73/ (T' M) are semibasic.

(7) Let (D, h) be a Finsler connection on M. If L € T,'(T M) is one of the horizontal,
the mixed or the vertical curvatures of (D, h), then, by an abuse of notation, the
(0, 2)-tensor

L:(X,Y)€X(TM)x X(TM) — L(X,Y) :=tr[F o (Zw— L(Y, Z)X)]

is said to be the horizontal, the mized, or the wvertical Ricci tensor of the Finsler
connection, respectively. (F' is an arbitrary almost complex structure arising from a
horizontal endomorphism, e.g. the almost complex structure induced by h.) If L* is
defined by

L*(X,Y,Z):=L(Y,Z)X,

then the Ricci tensor L is the semibasic trace of L* defined in (5).
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