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Preface

The theory of abstract harmonic analysis has been a relevant progress in
the last decades. An increasing number of mathematicians have adopted the
point of view that the most appropriate setting for the development of the
theory of Fourier analysis is furnished by the class of all locally compact
groups. Starting of the classical theory of Fourier series and integrals the
relative ease with which the basic concepts and theorems can be transferred to
this general context in the abelian case is not valid for the non-commutative
case. For instance, it is well known that the Riemann-Lebesgue lemma is not
valid for non-commutative cases.

The structure of topological groups was extensively studied in the years
1925-1940, and the subject is far from dead even today. The study of the
direct products of topological groups have been started since the beginning of
the theory of topological groups. Pontryagin [16] examined very extensively
the structure of countable direct products treated special cases of finite direct
products. Vilenkin [1] obtained several results for the commutative cases.

The dyadic group is the simplest but nontrivial model of the complete
product of finite groups. Representing the characters of the dyadic group
ordered in the Paley’s sense, we obtain the Walsh system. This system is
applied in the processing of data but has an interesting theoretical point of
view.

A natural generalization on the Walsh-Paley system is the Vilenkin sys-
tem introduced by Vilenkin [28] in 1947. He used the set of all characters of
the complete product of arbitrary cyclic groups to obtain the commutative
case. In Hungary a dyadic analysis team works leaded by Schipp having
several results in this theory. For instance, they proved that the Paley the-
orem is true for an arbitrary Vilenkin group, i.e. the partial sums of the
Vilenkin-Fourier series of a function in LP(G) (1 < p < o0) converge in the
appropriate norm to the function (Young [31], Schipp [17], Simon [19]).

The example above is not true for all cases if we take the complete product
of arbitrary finite group (not necessarily commutative). The study of this
groups is the aim of this work. These studies were appeared in 9] by Géat
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2 PREFACE

and Toledo first and they obtained not only negative results for this groups,
because they also proved the convergence in LP-norm of the Fejér means of
Fourier series when p > 1 in the bounded case.

This work is organized as follows. The first chapter is introductory, in-
troducing the topology, the measure and the system with which we work.
This kind of system is called (by the author) a representative product sys-
tem because we use representation theory to collect the functions appeared
in it. The Weyl-Peter’s theorem ensure the orthonormality and completeness
in L? of this system. Representing this system on the interval [0, 1] we plot
and show relevant examples. In this chapter we use the notation appeared
in [12] and [13].

Chapter 2 summarizes the results of [9]. We introduce the basic concepts
of Fourier analysis and give the properties of the Dirichlet kernels to study
the convergence in norm of Fourier series and Fejér means. We also introduce
the concept of modulus of continuity to give class of functions for which the
partial sums of it’s Fourier series converge to the function in L' or in the
uniform norm. Finally, we obtain an important positive result, i.e. if G is
a bounded group, the Fejér means of a function f € LP(G), 1 < p < o©
converge to the function in L”-norm.

In Chapter 3 we estimate the Fourier coefficients which not necessarily
tend to zero, using the modulus of continuity of the function and the uni-
form norm of the system. We specially study the functions with bounded
fluctuation. On the other hand we consider an interesting class of functions,
namely the ones that are constant on every conjugacy classes. The system
of characters of the representations is complete in this class of functions, so
we use characters to study the absolute convergence of series constructed in
this way.

Chapter 4 treats the general case of product system adapting the results
of Schipp [17] for the convergence in Hardy and BMO norms. We use the
convergence of operators with property A to study the conjugate martingale
transforms defined on not necessarily bounded Vilenkin group. In this chap-
ter the notation of the different Hardy and BMO spaces is the same to the
notation appeared in [30].

Finally, the author would like to thank Professor Dr. F. Schipp for his
valuable ideas and Professor Dr. G. Géat for carefully reading this work and
for his several advices and remarks to improve this work.



Chapter 1

The structure of the complete
product of finite groups

Let m := (my, k € N) be a sequence of positive integers such that my > 2
and Gy, a finite group with order my, (k € N). Suppose that each group has
discrete topology and normalized Haar measure pg. Let G be the compact
group formed by the complete direct product of G with the product of the
topologies, operations and measures (x). The compact totally disconnected
group G is called a bounded group if the sequence m is bounded.

Define G° as the set of sequences of G' terminating in ¢’s (i.e. the set of
“finite” sequences), Iy(z) := G,

IL(x) ={yeG:y,=uax, for 0<k<n} (reG,neN)

I, := I,(e). We say that every set [,(z) is an interval. The intervals I,, are
a countable neighborhood base at the identity of the product topology on G.

If My :=1and My, := mpMy, k € N, then every n € N can be uniquely
expressed as n =Y o My, 0 < ng < my, ny € N. This allows us to say
that the sequence (ng,ni,...) is the expansion of n with respect to m. In
this case let n* = (ng,n1,...) € G. We often use the following notations: let
In| == max{k € N : n; # 0} and ny) := Zj:é ng My, n®) = > ey T M.

Now we denote by X} the dual object of Gy. Let {¢] : 0 < s < my} be
the set of all normalized coordinate functions of the group G and suppose
that ©? = 1. In addition, let ¢ be the product system of ¢, namely

Un(@) = [[ei () (z€@),

where n is of the form n = Y7 jni M, and = (2, z1,...). Thus we say
that 1 is the representative product system of ¢. The Weyl-Peter’s Theorem
secure that the system 1) is orthonormal and complete in L*(G,,).
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4 CHAPTER 1 THE STRUCTURE OF THE COMPLETE PRODUCT OF...

The functions v, (n € N) are not necessary uniformly bounded, so define
Uy = T{g% [%nl1]1%n | oo (k € N).

It seems that the boundedness of the sequence ¥ plays an important role in
the norm convergence of Fourier series.

The simplest but nontrivial example of representative product system is
the Walsh-Paley system. In this case we take m, = 2 for all £ € N, and
let Gy := Zy be the cyclic group of order 2. The characters of G are the
Rademacher functions:

or(x) = (=1)* (s € {0,1}, = € Zy).

It is easy to see that in this case ¥y = 1.

The Vilenkin group is the complete product of arbitrary cyclic groups.
The characters of Z,,, (k € N) are the generalized Rademacher functions:

S

oi(x) = exp(2misz/my) (s €{0,...myp—1}, © € Zp,, 12 = —1).

The product system of ¢ is called a Vilenkin system. We also obtain that

The smallest noncommutative group is 83, i.e. the symmetric group on 3
elements. Let GG, = 83 for all K € N. We can order the normalized coordinate
functions of 83 as follows:

e (12) (13) (23) (123) (132) || l¢®[lx | [|#*[loe
QOO 1 1 1 1 1 1 1 1
gpl 1 —1 —1 —1 1 1 1 1
41 0 _V6 6 V6 _ 6 V6 V6
' 2 2 2 2 3 2
| 0 0 _V6 V6 V6 V6 V6 V6
2 2 2 2 3 2

Notice that the functions ¢; can take the value 0, the product system of

© is not uniformly bounded, and ¥ = (%)k — o0 if kK — oo.

Another relevant example is Q,, i.e. the quaternion group of order 8. Let
Gy = Q, for all kK € N. We can order the normalized coordinate functions of

Q, as follows:
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e a a? a® b ab a?b a® || el | [le®]leo
S00 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
<)01 1 1 1 1 —1 -1 -1 -1 1 1
| 1 1 1 -1 1 -1 1 -1 ! 1
(P3 1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 1
ot V2 % =2 V2 0 0 0 0 g V2
V2 V2 =2 V2 0 0 0 0 g V2
S0 0 0 0 V2 —VZ V2 Va2 v2
o100 0 0 V2 V2 V2 V2| B V2

Notice that values of |p*| are 0 or the square of the corresponding dimen-
sion only. Hence, the absolute value of the coordinate functions are 0 or 1
respectively. A representation of this form is called a monomial representa-
tion. If all of the representations are monomial, then ¥, =1 for £ € N, but
the group G is not necessarily abelian.

The topology of G is metrizable. Moreover, the metric we concerned is
induced by a norm as follows. Order the elements of all groups Gg, (k € N)
in some way such that the first is always their identity. In fact, the ordering
is a bijection between Gy, and {0, 1, ..., my — 1} which gives to every = € G
the integer 0 < T < my, (¢ = 0). Define

It is easy to see that |.| is a norm and the proceeded metric d(x,y) := |zy™!|
induces the topology of G. In addition, 0 < |z| < 1 for all z € G. Using this
fact we represent the group G in the interval [0, 1].

Any z € [0, 1] can be written

T -
T = E 0<7zr<mp—1
k:O Mk+1 ( k k )’

but there are numbers with two expressions of this form. They are all num-
bers in the set
p
= —:0<p< M, n,peN
Q { 2 Vsp p }

n
called m-adic rational numbers. The other numbers have only one expression.
The m-adic rational numbers have an expression terminates in 0’s and other
terminates in m; — 1’s. We choose the first one to make an unique relation
for all numbers in the interval [0, 1] with their expression, named the m-
adic expansion of the number. In this manner we assign to a number in the
interval [0, 1] having an m-adic expansion (Zg, Z1,. .. ) an element of G with
expansion (zg, x1,...). We denote this relation by p. p is called Fine’s map.
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Using Fine’s map we introduce a new operation in the interval [0, 1[:

rOy = lp(@)py)  (z,y [0,1]).

The following theorem show the relation between the Haar integration on
G and the Lebesgue integration on the interval [0, 1].

Theorem 1.5.1. Let p denote the Fine’s map.

(a) If f € L°(G) then fop e L°. Conversely, if g € L° and
(1.1) flz)=g(lz]) (v €G)
then f € L°(Q).

(b) If f is integrable on G then f o p is Lebesque integrable and

/Gfdu=/01(fop)(x) .

Conversely, if g is Lebesgue integrable and f is defined by (1.1) then f

is integrable on G and
1
/ g(x)dx = / fdu.
0 G

The Lebesgue measure () is also translation invariant under the new
operation. Let f be a complex function defined in the interval [0, 1] and
denote by (7,f)(z) == fy ©® x) (z,y € [0,1]), the left translation operator
under the new operation, and denote the left translation of the set E by
7(E)={yoz:x€ E} (EC[0,1], y € [0,1]).

Theorem 1.5.2. Let f be a complex function defined on the interval [0, 1],
then

(a) If the function f is Lebesque integrable then 1,f is also Lebesgue inte-
grable and

/O () (@) dz = / f@)yde  (yeo.1].

(b) In particular for all E C [0,1] Lebesgue measurable set
Amy(E)) =AE)  (y<[0,1]).

Finally, we can represent the system ¢ on the interval [0, 1] substituting
it by the
Up = Up0p (n € N)

system, according to Theorem 1.5.1.



Chapter 2

LP-norm convergence of Fourier
series and Fejér means

In this chapter we introduce essential concepts in the study of Fourier analysis
as the concept of Fourier coefficients, Fourier series and Dirichlet kernels.
For f € L'(G@) we define the Fourier coefficients by

fom [ Fudn (e,
and the n-th partial sums of Fourier series by
n—1
Suf =Y fube  (neP).
k=0
The Dirichlet kernels are defined as follows:
n—1
Dy(w,y) =Y tu(@)fyly)  (n€P).
k=0

It is easy to see that

S, f () = /G £ (4) D, ) dp(y).

The Dirichlet kernels play a prominent role in the convergence of Fourier
series. The lemmas proved in this section will be used in this regard and
they appeared first in [9] (see also [26]).

Lemma 2.1.1. Ifn € N and x,y € G, then
ng—1

Du(w,y) = Y Dag(x,y) (Z wi(m)@i(%)) Dyt (2) 500 (1),

where (ng,nq, ...) is the expansion of n and x = (xg, z1,...), ¥y = (Yo, Y1, ---)-
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Lemma 2.1.2. (Paley lemma) If n € N and x,y € G, then

M, forxz € I,(y),
0 for x & I,,(y)

Paley lemma is used to prove that the partial sum of Fourier series of
every integrable function f defined on GG have a subsequence converging to
fin LP-norm (p > 1) and a.e. This statement show us a notable difference
with respect to the classic Fourier analysis.

DMn(x7y> = {

Corollary 2.1.3. For each f € LP(G), p > 1, Sy, f converges to f in LP-
norm, and a.e.

From the Paley lemma we have the characteristics function of an interval
and the finite complex linear combinations of them all are representative
functions. Since the set of all finite linear combinations of characteristics
functions of intervals is dense in L'(G), we can state:

Corollary 2.1.4. The system 1 is orthonormal, and complete in L*(G).

For Vilenkin systems the operator S, is of type (p,p) (1 < p < 0).
This statement was shown independently for arbitrary Vilenkin systems by
Young [31], Schipp [17] and Simon [19]. We cannot generalize this statement
for every non-abelian group. In the following theorem we suppose, if a finite
group appear in the product of GG it has the same system ¢ in the all of it’s
occurrences.

Theorem 2.2.1. If G is a bounded group with unbounded sequence W, then
there is a 1 < p < 2 for which the operator S,, is not of type (p,p).

We restrict our attention to the case p = 1.

Theorem 2.2.2. For an arbitrary group G there exists a function f € L'(G)
such that the sequence of partial sums S, f of the Fourier series of f does not
converge to the function f in L'-norm.

Let f € L?(G), 1 < p < oo and [ an interval. Then I = [,,(x) for some
x € G,n € N. Denote by

1) W(f.1) = sup (ﬁ /I B du) T D) = WO D)

the local modulus of continuity of f on I and

22 WD =swplmf =l (neN), wlf) =l ()
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the n-th modulus of continuity of f on LP, where 7, f(x) := f(xh) is the right
translation operator. We show that certain assumption for the modulus of
continuity implies the L'-norm convergence of Fourier series. This results
appeared in [27] are the generalization of Simon’s results in [20] for not
necessarily commutative groups.

Theorem 2.2.4. Let [ be a function in L*(G) for which the following con-
dition holds:

(2.3) welf) = o0 S my) .

Then the sequence of partial sums S, f of Fourier series of f converges in
L'-norm to f.

In the case when the sequence m is bounded it is easy to see that there
exists a ¢ > 0 such that my < clogm, for all k& € N. Then we obtain from
Theorem 2.2.4:

Corollary 2.2.5. Let [ be a function in L'(G) for which the following con-
dition holds:

(2.4) wr(f) = o(W¥y log M)~

If the group G is a bounded group then the sequence of partial sums S, f of
Fourier series of f converges in L*-norm to f.

The above corollary is similar to the known Dini-Lipschitz test for uniform
convergence of Vilenkin series [15]. In a similar manner to the proof of the
Theorem 2.2.4 we have carried out similar calculations and got the following
result:

Theorem 2.2.6. Let f be a continuous function on G for which the following
condition holds:

k

(2.5) V() = o(Wr Y mi) ™"

J=0

Then the sequence of partial sums S, f of Fourier series of f converges in
uniform norm to f.

The above results are simpler if the sequence V¥ is bounded. In this case
U}, vanishes in (2.3), (2.4) and (2.5). Moreover, we have
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Theorem 2.2.7. Let f be a continuous function on G for which the following
condition holds:

(2.6) > (f) < oo,

and suppose the sequence V is bounded. Then the sequence of partial sums
Snf of Fourier series of f converges in uniform norm to f.

Denote the Fejér means of Fourier series by

n—1
1
onf ==Y Sf (neP),
"=
and the Fejér kernels by
1 n—1
K, = — Dy, (n € P).
n
k=1

Then we have

ouf(z) = /G fW)Ka(e,p)dpy) (€ GoneP).

Lemma 2.3.1. If G is a bounded group, then there is a C > 0 such that

sup / Ko, y)| du(y) < C.
zeG JG

From above lemma we can get

Theorem 2.3.2. If G is a bounded group and f € LP(G), 1 < p < 00, then
onf — f in LP-norm.

Finally, we remark that Gat in [8] proved the pointwise convergence
onf — fae (f € L'(G)). For the the Walsh case this proved by Fine
[3], and for bounded (Abelian) Vilenkin groups proved by Simon and Pél
[21].



Chapter 3

Fourier coefficients and absolute
convergence

All of the results in this chapter appeared in [10].

If the group G is not Abelian then there is a f € L'(G) such that
f\(n) — 0, so the well known Riemann-Lebesgue lemma is not valid for non-
commutative cases. We estimates of the Fourier coefficients of a function in
L'(G) using it’s modulus of continuity (see (2.1) and (2.2)). We should not
be surprised that ||¢,||- appears in the estimation.

In (2.2) we can observe that w,(f,I) is a measure of the oscillation of f
on I. Thus we say that a f function is of p-bounded fluctuation for some
1<p<ooif

Mo—1 v
sup ( > lw(f, [n(k*))\p> < o0,
neN 5—0

where k* = (ko, k1,...) € G. A function is said to be of bounded fluctuation
if it is of 1-bounded fluctuation. In this case define the total fluctuation by

FU(f) = sup (Z (. fn<k*>>|> |

neN

In order to prove the theorems of this section we first prove the following
lemma. 75, represent the left translation operator.

Lemma 3.1.1. Let f € LY(G), n, k € N. If n > My then there is a h € I
such that

~ -~

7 f(n) — f(n)] > | f(n)].

Thus we obtain

11



12 CHAPTER 3 FOURIER COEFFICIENTS AND ABSOLUTE CONVERGENCE

Theorem 3.1.2. Let f € LY(G), n, k € N. If n > M, then

~

|f ()] < we(F)1¥onl]so-

Theorem 3.1.3. Denote by n € N and s = max{j € N :n; # 0}. If f is of
bounded fluctuation, then

Ff)

Fm)l < =7

[¥n |-

On the other hand, we study the absolute convergence of Fourier series
based on the system of characters of GG for functions which are constant on
the conjugacy classes of G.

Denote by px the number of conjugacy classes of the finite groups Gy, (k €
N). With them we construct the sequence Pyy1 := pp P, k € N (P :=1).
Then every n € N can be uniquely expressed asn = Y~ np Py, 0 < ny, < pg,
ng € N. This allows one to say that the (ng, ny,...) sequence is the expansion
of n with respect to the sequence (pg, p1,-..).

In addition, denote by x{ = 1, x4,...,x2* " the characters of the repre-
sentations of the group G and let d{; be the dimension of the representation
corresponding to the character Xi- Then we obtain the characters of G in
the form

anHxZ’“ (n:anPk; k e IN).
k=0 k=0
We restrict the space LP(G) for the functions that are constant on every
conjugacy classes of G. We denote this new space by LP(G). The system of
characters x = (xn,n € N) of a non-abelian group is not complete in L'(G),
but it is orthonormal and complete in L'(G).

We denote by A the set of functions which have absolutely convergent
Fourier series based in the system of characters of G. The Lipschitz class of
order o will be denoted by Lip(«). It is a closed subspace of the continuous
functions endowed with the norm

b = 500 [sup 17) = FCIME | + 1

The following two lemmas are used in the proof of the theorems bellow.

Lemma 3.2.1. Let f : G; — C, j €{0,1,...,p; — 1}, i € N. Thus there is
a h € G; such that (if x] #1)

> :

S fand(@)

zeG;

S fahd@) = Y fa)x (@)

xeG; zeGG;
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Lemma 3.2.2. Let f € LYG), P, <k < P,y (k,n € N). Then there is a
hn, € Gy, and h := hpe, = (e,e, ... e, hp,e,...) such that

-~

7 f (k) — F(k) = | f(K)|-

Theorem 3.2.3. Let supm < oo, f € L%(G). If

o) My—1 %
) (Z w®(f, fn<k*>>!2) <oo, then fecA.

n=0 \ k=0
From the proof of the theorem we obtain that if f € £2(G) and
1
[e'e) M, —1 2
D mn ( > (s, fn<k*>>r2) <oo, then feA
n=0 k=0
independently of the fact that m is bounded or not.

Theorem 3.2.4. Let f : G — C a continuous function that is constant in
the conjugacy classes of G and suppose that exists a 1 < p < 2 such that

P

i S w(f L) <oo.  Then  fEA
n=0 t,€G;

<n

Corollary 3.2.5. Let f : G — C a continuous function that is constant in
the conjugacy classes of G and suppose that

Z vV Muwa (f) < 00 (supm < 00).

Then f € A.

Corollary 3.2.6. Let f € Lip(a) for some o >
feA.

5 (supm < 00). Then
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Chapter 4

On Hardy-norm of operators with
property A

The property A of operators was introduced by Schipp in [17] and he proved
that some boundedness property with respect to LP-norms of this operators
are inherited by the sum of them. In Theorem 4.1.1 we resume these results.
Several operators occurring in the theory of martingales can be given in this
form. Renowned examples are the martingale-transforms that obviously are
of this form, but more complicated sums of operators having the property A
will be also considered in this chapter, i.e., the conjugate martingale trans-
forms. This chapter shows the results appeared in [25].

Let (£2,A, 1) be a probability measure space and (A,,n € N) be a se-
quence of o-algebras for which

0,2} =Ayc Ay C---CA,C---CA

and A = J(U Ay). Let B C A be a o-algebra. Denote by LP(B) the complex
n=1

Lebesgue space LP(§2, B, u) for 1 < p < oo, LP := LP(A), L° the set of A

measurable step functions and L} := {f € L? : Ef = 0}, where Ef is the

mean value of the complex function f.

The set L C L' is say to be a B-linear subspace, if for every function
f,9 € Land A\, Ay € L®(B), we have Ay f +\og € L. A mapping T : L — L'
defined on the B-linear subspace L C L' will be called B-linear, if for any
f,9 € L and A\, Ay € L>°(B) we have T(\1f + \ag) = MTf + X\ Tg.

The conditional expectation operator of the function f € L' relative to
the o-algebra B will be denoted by E(f|B), furthermore E,f := E(f|A,)
and Ef = Eyf. We say that the mapping 7' : LP — L, 1 < p,q < oo has

14
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type (An, p,q) if there exists a C' > 0 such that for all f € L?

S =

(4.1) (E|Tf|%)1 < C(E,|fP)7.

In the same way let X, Y be two normed spaces with ||.|| x and ||.||y norms,
respectively. The operator T': X — Y is of type (X,Y) if there is a C' > 0
such that

ITfly < Cllfllx  (f €X).

If X =Y we only say that T" is bounded on X. In case X = L” and Y = L4
we will say that T is of type (p, q).
The operator T : L' — L' is B-selfadjoint if for every f,g € L!

(4.2) E((Tf)gB) = E(fTg|B).

Further, we introduce the following notations relative to the martingale

Anf = Enf - En—lf (AO = 0)7
f* = sup |E,f],
neN

S(f) = (Z |Anf\2> ,
S(f) = (Z En—llAnﬂQ)

[N

It is clear that
(43) En o Em - Emin(n,m)a An o Am = 5mnAn (n, m e N)7

where 9,,, is the Kronecker symbol.
We say that the sequence of operators (T,,,n € P) satisfy the condition
A if

(A) TnoAn:AnoTn:Tw

F. Schipp [17| discovered that some boundedness properties of operators
T, are inherited by the operator

Tf:=)Y T.f.
n=1
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Theorem 4.1.1 (F. Schipp [17]).

(1) Let 1 < p < oo, and let T, be a A,_1-selfadjoint linear operators with
property A (n € P). If the operator T is of type (p,p), then it is also
of type (¢, q), where 1/p+1/q=1.

(ii) Let (T,,n € P) be a sequence of linear operators with property A and
let p > 2. If the operators T,, are uniformly of type (An_1,2,2) and
(An_1,p,p) then the operator T is of type (p,p).

(111) Let (T,,n € P) be a sequence of A,_1-linear operators having property
A. If T, is uniformly of type (An_1,2,2) and (A,_1,1,1) at the same
time, then T is of type (2,2) and of weak type (1,1), i.e., there is a
positive constant ¢ such that for every number y > 0 and every function
fell

TS >y} <cllfll/y-

Throughout this chapter we use the notations employed by F. Weisz in
[30], and C' > 0 will denote an absolute constant which will not necessarily
be the same at different occurrences. For 1 < p < oo we shall consider the
following martingale Hardy spaces:

HS = {f € Ly | f] Hs = [s(f)]l, < oo},

Hy = {f € Ly | fllus = 1S(N)llp < o},

Hy o= {f € Ly | fllu; = [ fllp < oo},
and BMO spaces

1
BMO; = {p € Lj: el puo; = sup | (Bl — Birol?)? || < oo},

BMO, = {¢ € Lt : [ellmnro, = sup |[(Eule — Bipl?)s | < oo},

If every o-algebra A, are generated by finitely many (set) atoms (e.g m
is bounded) then we define the VMO spaces by

VMO, = {p € BMO; : I |(Eylo — Byryl?)?

=0},
=0},

[e.9]

VMO, = {p € BMO, : kh_)rgo H(Ek]gp - Ekgplp)%

First we extend Theorem 4.1.1 to the spaces H, and BMO,,.

Theorem 4.2.1. Let T, (n € P) be operators with property A and uniformly
of type (An—1,2,2). Then the operator T is bounded on Hy (p > 1).



CHAPTER 4 ON HARDY-NORM OF OPERATORS WITH PROPERTY A 17

Theorem 4.2.2. Let T, (n € P) be operators with property A and uniformly
of type (An_1,2,2) and (A,_1,p,p) at the same time for some p > 2 . Then
it 1s valid that

(i) The operator T is bounded on BMO,,.

(i) If the operators T, are linear and A,,_1-selfadjoint then T is also boun-
ded on BMO,, where 1/p+1/q = 1.

Using the interpolation argument for BMO, C Lj C H} (p > 2) we have

Corollary 4.2.3. Let (T,,,n € P) be a sequence of linear operators with pro-
perty A. If for any p > 2 the operators T,, are uniformly of type (A,_1,2,2)
and uniformly bounded on BMO,, then the operator T' is bounded on BMO,,
Ly, BMO, and L§ where 1/p+1/q=1.

Similar statement is valid for BMO, and Hf . In this regard we use the
equivalence of the BM O, spaces (1 < p < 00), hence denote everyone by
BMO; . Furthermore, we also used (see Garsia [4] and Weisz [30]) that the
spaces H;f and L} are equivalent for p > 1. For this reason we restrict our
attention to H{.

Theorem 4.2.4. Let (T,,,n € P) be a sequence of operators with property A.
If the operators T,, are uniformly of type (A,—_1,2,2) and uniformly bounded
on BMO, then the operator T' is also bounded on BMO5 . In addition if the
operators T,, are linear, A,_1-selfadjoint and the o-algebras A, are generated
by finitely many atoms, then T is also bounded on Hy .

Finally we prove a similar statement to the point (iii) of Theorem 4.1.1
using the Davis decomposition of martingale of H?.

Theorem 4.2.5. Let (T,,,n € P) be a sequence of linear operators with pro-
perty A. If the operators T,, are uniformly of type (A,_1,2,2) and (A,_1,1,1)
at the same time, then T is bounded on HY .

We use the convergence of operators with property A to study the con-
jugate martingale transforms defined on not necessarily bounded Vilenkin
group. The transform which first were introduced by Gundy [11] is given at
follows. Let A := (A,,n € P) be a sequence of complex matrices with m,, — 1
rows and columns, respectively. We assume that the Euclidean norms of A,
(n € P) are uniformly bounded, i.e. A, are uniformly bounded on ¢?. Define
the operator T,, by

mp—1

T.f = Z (A,v,) Pk,

k=1
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where v, := (E,_1(frk))™ . Then we say that the operator T := 3>, T,
is a conjugate martingale transform. Weisz [29] studied these transforms for
bounded Vilenkin groups. For this transforms we can state

Theorem 4.3.1. Let p > 2 and 1/p+1q=1. If the matrices A, (n € P) are
uniformly of type (09, 0P) and uniformly bounded on ¢* then T is a bounded
operator on L", H?, BMO, and H; for r=p,q.



El6sz6

Az absztrakt harmonikus analizis elmélete nagyon sokat fejlédott az utébbi
évtizedekben. Egyre tobb matematikus azt a szemléletet tamogatja, hogy a
megfelel6 kornyezet a Fourier-analizis fejlédéséhez a lokélisan kompakt cso-
portok osztalyan keresendd. A Fourier-sorok és -integralok klasszikus elméle-
tét6l kiindulva, az a relativ konnyedség, ahogyan az alapfogalmak és tételek
atvihetdk az altalanos elmélet kornyezetébe, mar nem miikodik nem kom-
mutativ esetben. Példaul, jol ismert tény, hogy a Riemann-Lebesgue lemma
nem igaz nem kommutativ esetben.

A topologikus csoportok strukturajat nagyon széles korben tanulmanyoz-
tak az 1925-1940 években, és manapsag a téma kimeritettsége nagyon messze
van még. A topologikus csoportok direkt szorzatanak vizsgalata mér a to-
pologikus csoportok elmélete sziiletésének kezdetén elindult. Pontryagin [16]
nagyon alaposan vizsgéalta a megszamlalhato direkt szorzatot, specialisan vé-
ges csoportok esetén. Vilenkin [1] szamos eredményt kapott kommutativ
esetben.

A diadikus csoport a legegyszertibb, de nem trivialis modell véges cso-
portok teljes direkt szorzatara. Ha a diadikus csoportok karaktereit Paley
elrendezés szerint abrazoljuk, a Walsh-rendszert kapjuk. Ezt a rendszert
adatfeldolgozasnél hasznaljak, bar elméleti szempontbol szintén érdekes .

A Walsh-Paley és Vilenkin rendszer természetes altalanositasat Vilen-
kin [28] vezette be 1947-ben. O a teljes karakterrendszert hasznalta cikli-
kus csoportok teljes direkt szorzata esetén, ily moédon a kommutativ ese-
tet kapta meg. Magyarorszagon egy diadikus analizis csoport miikodik Dr
Schipp Ferenc vezetésével és szamos eredményt kaptak ebben az elmélet-
ben. Példaul, bebizonyitottak a Paley tételt, vagyis azt, hogy egy LP(G)-
fiiggvény Vilenkin-Fourier-sora konvergal LP(G)-norméban a fiiggvényhez,
ha 1 < p < 00. (Young [31], Schipp [17], Simon [19]).

A fenti példa nem érvényes tetszdleges, nem feltétleniil kommutativ véges
csoportok teljes direkt szorzata esetén. Ezen csoportok vizsgalata munkank
célkitiizése. Ezeket a vizsgalatokat el6szor Gat és Toledo [9]-ben jelentették
meg és nem csak negativ eredményeket kaptak ezekre a csoportokra, hiszen
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bebizonyitottédk a Fejér-kézepek LP-norméaban valoé konvergencidjat korlatos
esetben , ha p > 1.

Munkéank szerkezete a kovetkezs. Az els6 fejezet bevezets jellegd, ahol
megadjuk a topologiat, mértéket és rendszereket, amikkel dolgozni fogunk.
Ezeket a rendszereket a szerzé reprezentativ szorzatrendszereknek nevezte,
mert reprezentacié elméletet hasznalunk ezen rendszerek definidlasakor. A
Weyl-Peter tétel biztositja nekiink azt, hogy ezek a rendszerek teljes orto-
normélt rendszerek L2-ben. Néhany nevezetes példat adunk meg ezekre a
rendszerekre és abrazoljuk ket a [0, 1] intervallumon. Ebben a fejezetben a
[12] és [13] jeloléseit hasznaljuk.

A 2. fejezet Osszegzi a [9]-es publikacio eredményeit. Bevezetjiik a Fourier-
analizis alapfogalmait és megmutatjuk a Dirichlet-magok tulajdonsagait, a-
melyekkel bizonyitjuk a Fourier-sorok és Fejér-kézepek normakonvergenciaval
kapcsolatos allitasokat. Bevezetjiik a folytonossdgi modulus fogalmat, ami-
nek segitségével olyan fiiggvényosztalyokat adhatunk meg, hogy a Fourier-
sorai konvergéljanak a fiiggvényhez L'-norméaban. Végiil egy fontos pozitiv
eredményhez jutunk, nevezetesen ha a G csoport korlatos, akkor egy LP(G)-
beli fiiggvény (1 < p < o) Fejér-kozepei konvergéalnak a fliggvényhez LP-
norméban.

A 3. fejezetben Fourier-egyiitthatok becslésével foglalkozunk, amelyek
ezekben a rendszerekben nem feltétleniil tartanak nulldhoz. Ehhez a fligg-
vény folytonossagi modulusat hasznaljuk és a rendszer uniform normajat.
Speciélisan a korlatos fluktuacioju fiiggvényekkel foglalkozunk. Mésrészrél
egy érdekes fiiggvényosztalyt is tanulményozunk, nevezetesen azokat a fligg-
vényeket, amelyek allandok minden konjugalt osztalyon. A reprezenticiok
karakterrendszere teljes ezen a fliggvény osztalyon, ezért karaktereket hasz-
nalunk a sorok felépitéséhez és ezen sorok abszolut konvergenciajat vizsgal-
juk.

A 4. fejezet a szorzatrendszer altalanos esetével foglalkozik és railleszti
Schipp [17] eredményeit a Hardy- és a BM O-normakonvergenciara. A A tu-
lajdonsagn operatorok alkalmazhatok a konjugalt martingal transzforméciok
vizsgalatanal, amelyek egy nem feltétleniil korlatos Vilenkin csoporton értel-
mezhetSk. Ebben a fejezetben a kiilonb6zé Hardy és BM O terek jelolésekor
a [30] konyv jeloléseit hasznaljuk.

Végiil, a szerz6 szeretne koszonetet mondani Dr. Schipp Ferencnek érté-
kes otletéért és Dr. Gat Gyorgynek szdmos észrevételéért, megjegyzéséért,
melyekkel gazdagitotta jelen értekezést és a dolgozat kéziratanak gondos el-
olvasasaért.



1. fejezet

Véges csoportok teljes direkt
szorzata struktaraja

Legyen m := (my, k € N) pozitiv egész szamok sorozata, ahol my > 2 és
legyen Gy, egy my, rendd csoport (k € N). Tegytik fel, hogy minden véges
csoport diszkrét topologiaval és egyre normélt u, Haar mértékkel rendelkezik.
Jelolje G azt a kompakt csoportot, amely el6all G véges csoportok teljes
direkt szorzataként és rendelkezik a véges csoportok szorzat-topologidival,
-miveleteivel és -mértékeivel (p). A kompakt teljesen szétes6 G csoportot
korlatosnak nevezziik, ha az m sorozat korlatos.

Jelolje GY azon sorozatok halmazat, amely e-ben végzédnek (illetve a
,veéges” sorozatok halmazat), I(z) := G,

I(z) ={ye G :yy =x4,for 0 <k <n} (xeG,neN)

I, := I,(e). Azt mondjuk, hogy I,(z) egy intervallum. A szorzattopolo-
gidban az [, intervallumok az egységelemnek egy lokalis kornyezetbazisat
alkotjék.

Ha My := 1 és My := mpMy, k € N, ekkor minden n € N esetén
egyértelmien felirhato n =3 ;- My, 0 < ny < my, ng, € N modon. Ekkor
azt mondjuk, hogy az (ng,nq,...) sorozat az n felbontésa m szerint. Legyen
n* = (ng,n1,...) € G. Gyakran hasznéaljuk a kovetkezd jelolést: legyen
In| :== max{k € N : ny # 0} és n) = Z?;Ol np My, n®) = Z;’;k nMj,.

Jelolje Xy a Gy csoport dudl csoportjat. Legyen {¢] : 0 < s < |G|}
a Gy, csoport normalizalt koordinata-fliggvényei és tegytik fel, hogy ¢, = 1.
Tovabbé, legyen v, ¢} szorzatrendszere, vagyis

Un(@) =[] i () (z€@),

21
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ahol n = > 7% snpgMy és x = (9, 21,...). A ¢ rendszert egy reprezentativ
szorzatrendszereknek nevezziikk. A Weyl-Peter tétel biztositja nekiink azt,
hogy ezek a rendszerek teljes ortonormalt rendszerek L2-ben.

A 9, (n € N) nem feltétleniil egyenletesen korlatosak, ezért definialjuk:

Uy 1= max [y [if[vnlle (K €N).

A U sorozat fontos szerepet jatszik a Fourier-sorok normakonvergenciajaban.

A Walsh-Paley rendszer a legegyszertibb de nem trivialis példa reprezen-
tativ szorzatrendszereknek. Ebben az esetben legyen m; = 2 minden £ € N
esetén és GGy, := Zo a méasodrendi ciklikus csoport. GG, karakterei a Radema-
cher figguények:

or(x) = (=1)* (s € {0,1}, = € Zy).

Konnyt belatni, hogy ebben az esetben ¥y = 1.

A Vilenkin csoport ciklikus csoportok teljes direkt szorzata. A Z,,, (k €
N) karakterei az altalanositott Rademacher fiiggvények:

or () = exp(2misz /my) (s€{0,...mp — 1}, © € Zp,, 2* = —1).
p szorzatrendszerét Vilenkin rendszernek nevezziik. Ebben az esetben is igaz,
hogy ¥, = 1.

A legkisebb rendt nem kommutativ csoport 83, vagyis 3 elem permuta-
ciéesoportja. Legyen G = 83 minden k£ € N esetén. 83-ban a kdvetkezs
modon rendezziik a normalizalt koordinatafiiggvényeket:

e (12) (13) (23) (123) (132) || [l¥*llx | [l¥°lloo
(,00 1 1 1 1 1 1 1 1
gol 1 —1 —1 —1 1 1 1 1
41 0 _ V6 V6 V6 _ /6 V6 V6
' 2 2 2 2 3 2
o 0 0 Y6 6 V6 V6 V6 V6
2 2 2 2 3 2

Vegyiik észre, hogy ¢; felveheti a 0 értéket, a ¢ szorzatrendszere nem

egyenletesen korlatos és Wy, = (%)k — 00, ha k — oo.
Egy masik érdekes példa a Q, esete, vagyis a 8-ad rendd kvaternié csoport.
Legyen GG, = Q; minden k£ € N esetén. Qs-ben a kovetkez6 moédon rendezziik

a normalizalt koordinatafiiggvényeket:



1. FEJEZET VEGES CSOPORTOK TELJES DIREKT SZORZATA. .. 23

e a a? a® b ab a?b a® || el | [le®]leo
1 1 1 1 1 1 1 1
L . I e
1 1 1 —1 1 -1 1 -1
1 1 1 -1 -1 1 -1 1

V2 2 —V2 V2 0 0 0 0

V2 V2 V2 V2 0 0 0 0
0 0 0 0 V2 V2 V2 V2
0 0 0 0 V2 V2 V2 V2

[\)

ASTER ST ST ST S SR SR S
B - B VU R CR MG
N
ss&EHr—lr—lb—t

Vegytik észre, hogy |¢°| csak a 0-t és a dimenzioja gyokét veheti fel ér-
tékeként. Ezért a koordinatafliggvények abszolut értéke csak 0 vagy 1 lehet.
Az ilyen reprezentéiciokat monomiélisnak nevezziik. Ha minden reprezenté-
ci6 monomialis, akkor Wy = 1 minden k£ € N esetén, de a GG csoportnak nem
feltétleniil kommutativnak kell lennie.

A G topologiaja metrizalhato. S6t, egy ide vonatkozd metrikat a kovet-
kez6 modon hozhatunk létre. Rendezziik a Gy, (k € N) csoport elemeit
valamilyen médon gy, hogy az elsé az egységelem legyen. Valoban, egy ren-
dezés nem mas mint egy bijekcio Gy, és {0, 1, ..., my—1} elemei kozott, amely
minden z € Gy elemhez rendel egy 0 < T < my, egészet (¢ = 0). Legyen

2. T
|z| :ZZM,L (z € G).

k=0

Kénnyt belatni, hogy |.| egy norma és a bel6le szarmazo d(z,y) = |zy™

tén. Ennek segitségével reprezentaljuk a G csoportot a [0, 1] intervallumon.
Minden z € [0, 1] felirhato

%
My 1

00 —
T =

k=0

modon, de vannak olyan szamok, amelyeknek van két ilyen felirasa. Ezek a

szamok a

Q::{]Wi:0§p<Mn7 n,peN}

n

halmazon talalhatok és m-adikus szamoknak hivjuk ¢ket. A t6bbi szamoknak
csak egy ilyen felirasa van. Az m-adikus szamoknak van olyan felbontésa,
amely 0-val végz6dik és egy masik, amely m; — 1-gyel. Ilyenkor vélaszzuk
az els6t és ilyen modon egy egyértelmii leképezést kapunk minden [0, 1] in-
tervallumbeli szam és a felirdsa kozott, amely ezentil a szdm m-adikus fel-
bontasanak hivunk. Ily médon minden (Zg, 771, . . . ) m-adikus felbontasu [0, 1]
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intervallumbeli szamhoz hozzarendeliink egy G-beli elemet, amelynek felbon-
tasa (zg,x1,...). Jelolje p ezt a hozzéarendelést, amelyet Fine-leképezésnek
nevezziik.

A Fine-leképezés segitségével bevezetiink egy 1j miiveletet a [0, 1] inter-
vallumon: z ® y := |p(z)p(y)| (z,y € [0,1]).

A kovetkezo tétel adja meg a kapcsolatot a G-n értelmezett Haar-integral
és a [0, 1] intervallumon értelmezett Lebesgue-integral kozott.

Tétel 1.6.1. Legyen p a Fine-leképezés.

(a) Ha f € L°(Q), akkor fop e L°. Forditva, ha g € L° és
(1.1) f@)=g(zl)  (ze€q),
akkor f € L°(G).

(b) Ha f egy integrdlhato figguény G-n, akkor f o p szintén Lebesgue- integ-

ralhato és .
/ fdp = / (f o p)(z)dz.
G 0

Forditva, ha g is Lebesgue- integralhatd és f-t a (1.1) mddon értelmezziik,
akkor f eqy integrdlhato fiigguvény G-n és

/Olg(a:)dx:/Gfdu.

A Lebesgue-mérték (\) szintén transzlacié invarians az 4j mivelet alatt.
Legyen f egy a [0, 1] intervallumon értelmezett komplex értéki fliggvény és
jelolje (7, f)(z) == fy ® ) (x,y € [0, 1]), a baloldali eltolas operatort az 1j
mivelet alatt. Jelolje még 7,(E) :=={y©x:2 € E} (E C[0,1], y € [0,1])
az F halmaz baloldali eltoltjat.

Tétel 1.6.2. Legyen [ egy komplex értékd figguény a [0, 1] intervallumon.
Ekkor

(a) ha az f figguény Lebesgue-integrdlhatd, akkor 7,f is Lebesgue-integrdl-
hato és

/0 () (@) dz = / f@)dr  (yeo.1].

(b) Kiilonésen minden E C [0, 1] Lebesgue-mérhetd halmaz esetén
Ay (E)) = ME)  (y €0, 1))

Végiil, a ¢ rendszer abrazolhato a [0, 1] intervallumon ha helyette a ko-
vetkez6
Uy i=1p0p (nEN)

rendszert abrazoljuk a 1.5.1. tétel szerint.



2. fejezet

Fourier-sorok és Fejér kozepek
LP-normakonvergenciaja

Ebben a fejezetben bevezetjiik a Fourier-analizis alapfogalmait, agymint a
Fourier-egyiitthatok, Fourier-sorok és Dirichlet-magok.
Minden f € LY(Q) fiiggvény esetén a Fourier-egyiitthatoit a

ﬁzz/cf%du (keN),

és a Fourier-sora n-dik részlet 0sszegét a

modon értelmeziink.
A Dirichlet-magok definici6ja a kovetkezs.

Di(x,y) =D un(2)iely)  (n€P).
Konnyen belathato, hogy

/f (1)),

A Dirichlet-magok fontos szerepet jatszanak a Fourier-sorok konvergen-
cidjaban. A kovetkez$ lemmakat ilyen célra hasznaljuk és elszor [9]-ben
jelentek meg. (lasd még [26].)
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Lemma 2.1.1. Han € N és x,y € G, akkor

nE—1

Dy(z,y) = Y Day,(x,y) (Z @Z(%)@Z(Qk)) D) (2) e (9),

ahol (ng,nq,...) azn szam felbontdsa és x = (xg, x1,...), ¥y = (Yo, Y1, ---)-

Lemma 2.1.2. (Paley lemma) Han € N és z,y € G, akkor

M, haxel,(y)

DMn($ay) = {0 ha Q/ In(y) 7

ahol I,,(y) a kévetkezd intervallum:
L(y) ={x € Gz, =y, for0<k <n} (yeG,neN).

A Paley lemmabol kévetkezik, hogy egy a G csoporton értelmezett és in-
tegralhato f fliggvény Fourier-sora n-dik részlet 0sszegének van olyan részso-
rozata, amely LP-normaban (p > 1) és majdnem mindeniitt konvergél a fligg-
vényhez. Ez az allitds nagy eltérést mutat a klasszikus Fourier-analizistél.

Ko6vetkezmény 2.1.3. Minden f € LP(G), p > 1 esetén, Sy, [ LP-normd-
ban (p > 1) és majdnem mindeniitt konvergdl az f figgvényhez.

A Paley-lemméabol kovetkezik, hogy egy intervallum karakterisztikus fiigg-
vénye és ezek véges linearis kombinacidja is reprezentativ fiiggvények. Mi-
vel igy az intervallumok karakterisztikus fliggvényeinek linearis kombinéciéja
stird L'(G)-ben, azt kapjuk, hogy

Kovetkezmény 2.1.4. A ¢ rendszer ortonormdlt, és teljes L'(G)-ben.

A Vilenkin rendszer esetén az S, operatorok egyenletesen (p, p) tipustiak
(1 < p < o0). Ezt az allitast Young [31], Schipp [17] és Simon [19] bizonyi-
tottak be egymastol fliggetleniil. Az allitds nem &ltaldnosithato tetszoleges
nem kommutativ csoport esetére. A kovetkezs tételben azt tessziik fel, hogy
ugyanazok a csoportok, amely a GG csoport szorzatan szerepelnek, ugyanazzal
a  rendszerrel rendelkeznek.

Tétel 2.2.1. Ha a G csoport korldtos de a ¥ sorozat nem korldtos, akkor
van olyan p > 1 és olyan f € LP(G) figgvény, amelynek Fourier-sora nem
konvergdl a figguényhez LP-normdban.

Ezek utan a p = 1 esettel foglalkozunk.
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Tétel 2.2.2. Tetszbleges G csoport esetére van olyan f € LY(G) fiiggvény,
amelynek Fourier-sora nem konvergdl a fiiggvényhez L-normdban.

Legyen f € LP(G), 1 < p < 0o és I egy intervallum. Tovabba, I = I,(x)
valamely z € G,n € N esetén. Jelolje

21) W(f.1) = sup (ﬁ / |mf—f|pdu)P, (1) = WO (f,T)

az f lokalis folytonossagi modulusét I-n, és jelolje még
22) Wl ()= swlnf = flp, (0 EN) walf) = w ()
e n

az f n-dik folytonossagi modulusat LP-n, ahol 73, f(z) := f(xh) a jobboldali
eltolas operator. Bebizonyitjuk, hogy a folytonossagi modulus bizonyos fel-
tételei esetén a fiiggvény Fourier-sora konvergal a fiiggvényhez L!'-norméban.
A kovetkezs eredmények, amelyek a [27]-ben jelentek meg, Simon [20]-beli
eredményeinek altalanositdsa nem feltétleniil kommutativ csoportok esetére.

Tétel 2.2.4. Legyen [ egy L'(G)-beli fiigguény, amire teljesil a kivetkezd
feltétel:

Ekkor az S, f Fourier-sora konvergdl az f figgvényhez L*-normdban.

Ha az m sorozat korlatos, akkor egyszerd belatni, hogy van olyan ¢ > 0
ugy, hogy m; < clogmy minden k£ € N esetén. Ekkor a 2.2.4. tételbdl
kapjuk:

Koévetkezmény 2.2.5. Legyenf eqy L'(G)-beli fiiggvény, amelyre a kévet-
kezd feltétel teljesiil:

(2.3) wi(f) = o(Wy, log M;,) L.

Ha a G csoport korldtos, akkor az S, f Fourier-sora konvergdl az f fligguény-
hez L*-normdban.

A fenti kévetkezmény a jol ismert Dini-Lipschitz teszthez hasonlit a Vi-
lenkin-sorok uniform konvergenciaja esetén (lasd [15]). A 2.2.4. tétel bi-
zonyitasahoz hasonldéan, olyan szamitasokat végezhetiink, amibdl a kdvetkezd
tételt kapjuk.
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Tétel 2.2.6. Legyen f eqy folytonos fiigguény G-n, amire teljesil a kévetkezd
feltétel:

k
w (f) = O(szmk)_l-

Ekkor az S, f Fourier-sora konvergdl az f fiigguényhez uniform normdban.

Az el6z6 eredmények egyszertibbek, ha a W sorozat korlatos. Ebben az
esetben elttinik az (2.3), (2.4) és (2.5) sszefliggésekbsl. Igy azt kapjuk, hogy

Tétel 2.2.7. Legyen f egy folytonos fiigguény G-n, amire teljesil a kévetkezd
feltétel:

> m®(f) < oo
k=0
és tegyiik fel hogy a ¥ sorozat korldatos. Ekkor az S, f Fourier-sora konvergdl

az [ fligguényhez uniform normdban.

Jelolje az f figgvény Fejér-kozepeit:
1 n—1
onf == Sf (n€P)
k=1
és a Fejér-magokat:

Ekkor
ouf(z) = /G fW)Kalz.y)dpy) (€ G.neP).

Lemma 2.3.1. Ha a G csoport korldtos, akkor van olyan C' > 0, amire
teljestil:

zeG

sup /G Koo, )| dp(y) < C.

Az el6z6 lemmabol kovetkezik:

Tétel 2.3.2. Ha a G csoport korldtos, akkor eqy LP(G)-beli fiigguény (1 <
p < o0) Fejér-kozepei konvergdlnak a fiigguényhez LP-normdban.

Végiil szeretnénk megjegyezni, hogy Gat [8]-ben bebizonyitotta a majd-
nem mindeniitti konvergenciajat (o,f — f m.m., ha f € LY(G)). Walsh-
rendszer esetén Fine [3], korlatos Vilenkin esetén Simon és Pal [21] bizonyi-
totta be.
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Fourier-egytutthatok és abszolat
konvergencia

E fejezet eredmeényei [10]-ben talalhatok.

Ha G csoport nem kommutativ, akkor van olyan f € L'(G) tgy, hogy
f(n) — 0, vagyis a jol ismert Riemann-Lebesgue lemma nem érvényes nem
kommutativ esetre. Az L'(G)-beli fiiggvények Fourier-egyiitthatoja becslé-
sével foglalkozunk. Ehhez a fliggvény folytonossagi modulusat (lasd (2.1) és
(2.2)) hasznaljuk és a rendszer uniform normajat.

(2.2)-ben lathatjuk, hogy w,(f,I), f oszcillaci6 mértéke I-n. Ekkor azt
mondjuk, hogy az f fliggvény p-korlatos fluktuacioja ha

My —1 7
sup (Z (. w*mp) < o,
k=0

neN

ahol k* = (ko,k1,...) € G. Tovabba, azt mondjuk, hogy egy fliggvény
korlatos fluktuacioju ha 1-korlatos fluktuécioju. Ekkor a totélis fluktuacio:

FU(f) = sup (Z (/. fn<k*>>|) |

neN

A tételek bizonyitasahoz sziikségiink van a kovetkezs lemméra. 73, a bal-
oldali eltolasi operator jelent.

Lemma 3.1.1. Legyen f € L*(G), n, k € N. Han > My, akkor van olyan
h € Iy, amire teljesiil

~ -~

7 f(n) — f(n)| > |f(n)].
A lemmabdl kapjuk:
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Tétel 3.1.2. Legyen f € L'(G), n, k € N. Han > M, akkor

~

|f(n)] < wi(f)[[¥nloc-

Tétel 3.1.3. Legyen n € N és s = max{j € N :n; #0}. Ha f egy korldtos
fluktudciogu fiigguény, akkor
= Ff)
< .
Pl < 2 1l
Masrészrél egy érdekes fliggvényosztalyt is tanulmanyozunk, nevezetesen
azokat a fiiggvényeket, amelyek allandok minden konjugalt osztalyon.
Jelolje pr a Gy véges csoport konjugalt osztalyainak szamat. Vele a
Piy1 := prP. k € N (Py := 1) sorozatot alkotjuk. Ekkor minden n € N
esetén egyértelmten felirthato n = ZZOZO np Py, 0 < ng < pr, i € N modon.

Ennek segitségével azt mondjuk, hogy a (ng,ni,...) sorozat az n felbontasa
a (po,p1, ... ) sorozat szerint.
Tovébba, jeldlje x) = 1, xj,--- X271 a G), csoport reprezentécionak

karaktereit ¢s dj, a yxj karakterhez tartozo reprezentacionak dimenzidjat.
Ekkor G karakterei:

k=0

k=0

Sziikitsiik az LP(G) teret azokra a fiiggvényekre, amelyek allandok G minden
konjugalt osztalyan. Jelolje LP(G) az ilyen modon kapott fiiggvényteret.
A x = (Xn,n € N) karakterrendszer nem teljes L'(G)-ben, de mar teljes
ortonormalt rendszer £'(G)-ben.

A-val jeloljiik azon fliggvények halmazat, amelyeknek van abszolit kon-
vergens Fourier-sora, melyek a karakterrendszeren alapszanak. Az o rendd
Lipschitz osztalyt Lip(«)-val jeloljiik. Ez a folytonos fiiggvények zart oszta-
lya, amely a kovetkez6 normaval ellatott:

bt = 50 [sup ) = £l Mg | + 1

Iy,
A kovetkezd két lemmat a tételek bizonyitasakor hasznaljuk.

Lemma 3.2.1. Legyen f: G; — C, j € {0,1,...,p; — 1}, i € N. Ekkor van
olyan h € G; (ha x} # 1) 1gy, hogy

> :

S fand(@)

zeG;

S fahpd@) = Y fa)x (@)

xeG; zeGG;
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Lemma 3.2.2. Legyen f € LYG), P, < k < P,y (k,n € N). Ekkor van
olyan h, € G, és h = hye, = (e,e,... e hy,e,...) 1igy, hogy

-~

7 f (k) — F(k)| = | f(K)|-

Tétel 3.2.3. Legyen supm < oo, f € L*(G). Ha

e Mp—1 %
Z<Z|W (f. I, k?*)|) < 00, akkor feA

n=0

A tétel bizonyitasabol azt kapjuk, hogy ha f € L2(G) és

M,—1

Zmn<2|w2)fl k*)|> < 00, akkor feA

fliggetlen az m sorozat korlatossagatol.

Tétel 3.2.4. Legyen f : G — C egy olyan folytonos fiiggvény, amely dllando
G minden konjugadlt osztalydn és tegyiik fel, hogy van olyan 1 < p < 2 gy,
hogy

1
p

DD (L@ | <oo,  akkor  fe€A.
n=0 t;€G;

<n

Kovetkezmény 3.2.5. Legyen f : G — C egy olyan folytonos filigguény,
amely dllando G minden konjugdlt osztalydn és tegyiik fel, hogy

Z vV Muwa (f) < 00 (supm < 00).

n=0

Ekkor f € A.

Kovetkezmény 3.2.6. Legyen f € Lip(a) valamely o >
Ekkor f € A.

1 (supm < 00).
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Chapter 4

A A tulajdonsagii operatorok
Hardy-normajarol

Schipp [17] vezette be az operatorok A tulajdonsagat és bebizonyitotta,
hogy ezeknek az operatoroknak néhény LP normatulajdonsidgat az Ossze-
giik szintén orokli. A 4.1.1. tétel Osszegzi ezeket az eredményeket. Szamos
olyan operator, amellyel a martingal-elméletben talalkozunk, szintén felir-
hato ilyen moédon. Nevezetes esetek a martingal-transzforméciok, amelyek
nyilvanvaléan ilyen modon irhatok fel, de bonyolultabb A tulajdonsagi ope-
ratorok oOsszegével is foglalkozunk ebben a fejezetben, a konjugalt martingél-
transzformécioval. Ebben a fejezetben a [25] dolgozat eredményeit foglaljuk
0ssze.

Legyen (£2,A, u) egy valoszintségi és (A, n € N), o-algebrak sorozata,
amelyekre

0.2y =AyCc A C---CA,C---CA

teljesiil és A = U(U A,). Legyen még B C A egy o-algebra. Jelolje LP(B)
n=1

a komplex Lebesgue-teret LP({2, B, ) minden 1 < p < oo esetén és LP =
LP(A), L° az A-mérhet6 1épesds fiiggvények halmazat. Tovabbé, legyen L :=
{feLr: Ef =0}, ahol Ef az f komplex fiiggvény varhato értéke.

Azt mondjuk, hogy L C L' egy B-linearis altér, ha minden f,g € L
fiiggvény és A\, Ay € L®(B) esetén igaz, hogy \if + Xog € L. Az L C L}
B-linearis altéren értelmezett T : L — L' leképezést B-linearisnak nevezziik,
ha minden f,g € L és A\, Ay € L>®(B) esetén igaz, hogy T (A f + \ag) =

Egy f € L' fiiggvény feltételes varhato érték operatorat a B o-algebréra
nézve E(f|B)-vel jeloljik, tovabba, E,f = E(f|A,) és Ef = Eof. Azt
mondjuk, hogy a T : LP — L9, 1 < p,q < oo leképezés (A,,p,q) tipusi ha
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van olyan C' > 0 gy, hogy minden f € LP esetén
(4.1) (Ea|Tf|)s < C (Bl fIF)7 .

Hasonloan legyen X és Y két normaél tér, amely a ||.||x és |||y norméaval
rendelkeznek. A T': X — Y operator (X,Y) tipust ha van olyan C' > 0 gy,

hogy
ITflly <Clfllx  (f€X).

Ha X =Y csak annyit mondunk, hogy T korlatos X-n. Abban az esetben,
ha X = L? és Y = L7 azt mondjuk, hogy T (p, q) tipust.
AT :L'— L' operator B-tnadjungélt, ha minden f,g € L' esetén

(4.2) E((Tf)gB) = E(fTg|B).

Azonkiviil, bevezetjik a kovetkezs jeloléseket, amelyek a (E,f, n € N,
[ € L}) matingallal kapcsolatosak.

Anf = Enf - Enflf (AO = 0)7
f* = Sup |E’ﬂf|7

neN

S(f) = (Z |Anf\2> ,
S(f) = (Z En—llAnﬂz)

-

2

Vilagos, hogy
(43) En o Em - Emin(n,m)a An o Am = 5mnAn (n, m e N)7

ahol 9,,,,, a Kronecker szimboélum
Azt mondjuk, hogy a (7,,,n € P) operatorok A tulajdonsagtak ha

(A) TnoAn:AnoTn:Tn-

Schipp [17] bebizonyitotta, hogy ezeknek a T,, operatoroknak néhany kor-
latosségi tulajdonsagot a T Gsszegiik szintén 6rokli.

Tf:=> T.f
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Tétel 4.1.1 (F. Schipp [17]).

(1) Legyen 1 < p < oo és T, (n € P) A tulajdonsagi A, _1-onadjungdlt
linedris operdtorok. Ha a T operdtor (p,p) tipusi, akkor szintén (q,q)
tipusi, ahol 1/p+1/q = 1.

(i1) Legyen T, (n € P) A tulajdonsdgi operdtorok és p > 2. Ha a T,
operdtorok egyenletesen (A,_1,2,2) és (An_1,p,p) tipusiak, akkor a T
operdtor is (p,p) tipusi.

(111) Legyen T,, (n € P) A tulajdonsdgi A, _1-linedris operdtorok sorozata.
Ha a T, operdtorok egyenletesen (A,_1,2,2) és (A,_1,1,1) tipusiak,
akkor a T operdtor is (2,2) tipusi és gyengén (1,1) tipusi, vagyis van
olyan ¢ > 0 gy, hogy minden y > 0 szdm és f € L' fiigguény esetén

p{ITf] >y} <cllfll/y-

Ebben a fejezetben Weisz [30]-ban talalhato jeloléseit hasznaljuk, és jelolje
C > 0 egy olyan abszolut alland6, amely nem mindig ugyanazt az értéket
veszi fel, ahol szerepel. Minden 1 < p < oo esetén a kovetkez6 martingal
Hardy-tereket

Hy = {f € Ly« [|fll; = Is(f)ll, < oo},
Hy == {f € Ly : [|fllus = [IS())ll, < oo},
Hy == {f € Ly : || fllm; = If"l, < oo},

és BM O-tereket

1
BMO; = {p € It : |ellsao; = sup | (Bl — Biogl)? | < oo},

BMO, := { € L : |llswo, := sup | (Bule — Bxel?) || < o0},

értelmezziik.
Ha minden A,, o-algebra véges sok atommal generalhato (példaul, ha m

korlatos), akkor értelmezziik a VMO tereket:

VMO, = {p € BMO; : I |(Eylo — Byryl?)?

=0},
—0}.

Elgszor a 4.1.1. tételt kiterjesztjik a Hy ¢s BMO, terekre.

VMO, = {p € BMO, : kh_)rgo H(Ek]gp - Ekgplp)%
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Tétel 4.2.1. Legyen T,, (n € P) A tulajdonsdgi és egyenletesen (A,_1,2,2)
tipusii operdtorok. Ekkor a T operdtor H} (p > 1) korldtos.

Tétel 4.2.2. Legyen T, (n € P) A tulajdonsdgi és egyenletesen (A,_1,2,2)
és (An_1,p,p) tipusi operdtorok, valamely p > 2. Ekkor igaz, hogy

(1) a T operdtor BMO, korldtos.

(i) ha még a T, operdtorok linedrisak és A, _1 onadjungdlt, akkor a T ope-
rator is BMO, korldtos, ahol 1/p+1/q = 1.

BMO, C Ly C Hy (p > 2), ezért interpolacio segitségével kapjuk:

Kovetkezmény 4.2.3. Legyen T, (n € P) A tulajdonsdgi operdtorok soro-
zata, amelyek egyenletesen (A,_1,2,2) és BMO, tipusiak, valamely p >
2 esetén. FEkkor a T operdtor BMO,, Ly, BMO, és L{ korldtos, ahol

1/p+1/g=1.

Hasonl¢ &llitas érvényes BMO,; és H pS esetén. Erre alkalmazzuk a BMO,;
(1 < p < o0) terek ekvivalenciajat, igy mindegyiket BM O -vel jelolhetjiik.
Tovabba a Hj és Lj terek ekvivalensek, ha p > 1 (lasd Garsia [4] és Weisz
[30]). Ezért ebben az esetben elég a H? térrel foglalkozni.

Tétel 4.2.4. Legyen T,, (n € P) A tulajdonsdgi és egyenletesen (A,_1,2,2)
és BMO; korldtos operdtorok. Ekkor a T operdator BMO5 korldtos. Ha még
a T, operdtorok linedrisak, A,_1 onadjungdlt és minden A, o-algebra véges
sok atommal generdlhatd, akkor a T operdtor is Hy korldtos.

Végiil, a 4.1.1. tétel (iii) pontjahoz hasonléan, a HY tér Davis-féle mar-
tingél-felbontasa segitségével a kovetkezd tételt bizonyitjuk.

Tétel 4.2.5. Legyen T,, (n € P) A tulajdonsdgi és egyenletesen (A,_1,2,2)
és (An_1,1,1) tipusi operdtorok. Ekkor a T operdtor HY korldtos.

A A tulajdonsagi operatorok alkalmazhatok a konjugalt martingal-transz-
formaciok vizsgélatanél, amelyek egy nem feltétlentil korlatos Vilenkin cso-
porton értelmezheték. A transzformacio, amelyet Gundy [11] vezetett be, a
kévetkezd modon adhaté meg. Legyen A := (A,,n € P) komplex m,, — 1 X
my, — 1 tipusi matrixok egy sorozata. Tegyiik fel, hogy a A, (n € P) mét-
rixok egyenletesen korladtosak az euklideszi norma alatt, vagyis egyenletesen
korlatosak ¢? normaban. A T, operatorokat a kovetkezd modon értelmezziik:

mp—1

T.f = Z (Anvn) Bk,

k=1
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ahol v, := (E,_1(frk))™ ' Ekkor azt mondjuk, hogy a T := S.°° T,
operator egy konjugélt martingal transzformacio. Weisz [29] vizsgalta ezeket
a transzforméciokat korlatos Vilenkin csoportokon. Ezekre a transzforméci-
Okra a kovetkezd allitas érvényes:

Tétel 4.3.1. Legyen p > 2 és 1/p+1q=1. Ha az A, (n € P) mdtrizok
egyenletesen (09, (P) tipusiak és egyenletesen (% korldtosak, ekkor a T operdtor
L™, H?, BMO, és H} korldtos, r=p €s r=q esetén.
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