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1 Bevezetés

Az utobbi néhany évtizedben a szamitastudomaéany teriiletén egyre na-
gyobb figyelmet szentelnek a nem hagyomanyos modellek vizsgalatanak. A
fogalom igen t4g, minden olyan modellt ide sorolhatunk, amely a klasszikus
szakirodalomban (példaul [23, 40, 41, 42, 31, 25|) targyaltaktol valamilyen
formaban eltér. A felmeriils &tletek egyik f6 forrdsa a biologia. Ezen
teriilet kozponti eleme a bioinspiralt szamitastudomény (bioinspired com-
puting), mely az élglényekben végbemend biologiai és kémiai folyamatokon
alapulé miiveletek elméleti és gyakorlati alkalmazasi lehet&ségeit vizsgalja.
A DNS kettds spiral szerkezetének felfedezése James D. Watson és Francis
H. C. Crick nevéhez fiiz8dik [49], rajuk utal a dolgozatban késébb targyalt
Watson-Crick automata elnevezése is. Eredményiik publikalésa 6ta a tudo-
mény gyors fejlédésének koszonhetGen mar tetszéleges nukleotid lancokat
hozhatunk létre, melyekkel akar matematikai problémék is megoldhatok.
Leonard Adleman mutatta meg, hogyan lehet a DNS lancokat egy Ha-
milton 4t probléma megoldasara hasznalni [13|. Modszerének érdekessége,
hogy abban az adat és a program nem kiiloniil el egymastol. Bar gyakorlati
szempontbo6l a DNS lancokkal végzett miiveletek idGigényesek, az altaluk
inspiralt matematikai modellek vizsgalata 1j szemléletmodot alakitott ki.
A természetben gytiri alaki DNS lancok is gyakran eléfordulnak, ilyen
példaul a mitokondrialis DNS [29]. Ez tekinthets a dolgozat elsé felében

targyalt korszavak biologiai motivaciojanak. Ugyancsak az €16 sejtek mu-
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kddése 6sztonozte a membranokon alapulé szamitasokat. Egy membran
rendszer (P-rendszer [43]) kiilonb6z6 régiokbol all, melyek objektumokat,
molekuldkat tartalmaznak. Ezek a molekuldk meghatérozott szabalyok
szerint 1épnek &t a membranok falan, és vandorolnak egyikbdl a masikba,
tovabba a legkiils6 membran a kdérnyezetbdl is vehet fel, illetve ereszthet
ki molekuldkat. Igy ez a modell egy parhuzamos rendszert ir le, melynek
kifejezGereje megegyezik a Turing gépekével.

A szamitdstudomanyban — f6leg az informatikusok szemében — a leg-
tobb adat bizonyos karakterekbdl allo diszkrét (és esetiinkben véges) szim-
bélumsorozatnak, azaz egy szonak felel meg. Szoénak tekinthets példaul
egy olyan diszkrét fliggvény is, amelynek értékkészlete egy megszdmlalha-
t6 halmaz. Erthetd, hogy a szavak bizonyos tulajdonsagainak vizsgalata
egy meglehetGsen érdekes és fontos feladat. A felderitett tulajdonsagok
alapjan kiilonb6z6 csoportokat alkothatunk, melyeket tovabb finomitha-
tunk akéir egészen addig, amig egyetlen sz valik az elemzés targyava,
majd a megfigyelések alapjéan kialakitott hipotézist — ha van értelme az
altalanositasnak — a nagyobb osztalyok felé haladva teszteljiik és Gjabb
csoportokat alakitunk ki, egyre tobbet megtudva a felfedezett tulajdon-
sagrol. Ez a mdédszer nem csak a szavak kombinatorikus tulajdonségainak
felderitéséhez alkalmazhat6, a tudomény valamennyi teriiletén megallja a
helyét.

Mivel ketté modellel foglalkoztam, a dolgozat két nagyobb egységre
bonthat6. Egyikben a korszavak periodikus tulajdonsigait mutatom be, a
méasikban pedig az egyallapoti 5 — 3’ Watson-Crick szamlaloautomatékat
targyalom. A két téma nem teljesen fiiggetlen egymastol, de mindketts
a formalis nyelvek és automatak két kiilonbo6zd teriiletéhez kapcsolodik.
Emiatt mindkét fejezethez tartozik egy-egy révid bevezetd rész, melyben az

adott témahoz tartozé alapvetd fogalmak, definiciok, tételek is ismertetésre
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kertilnek.

Dolgozatom elsé fele korszavak kombinatorikajaval foglalkozik. A szak-
irodalom jelent&s része a hagyomanyos (linearis) szavak koré épiil, de az
utobbi években a korszavak iranti érdeklédés is megnétt [17, 18, 45]. Ennek
egyik lehetséges oka az, hogy az osztaly definicidja egyszerd, de a hagyo-
manyos szavakra érvényes tételek korszavakra nem mindig teljesiilnek, igy
érdekes kihivast nyijt azok altalanositasa. Fontos tulajdonsiga a hagyo-
ményos szavaknak a lokalis és globalis periodicitas. A 2. fejezetben ennek

a tulajdonsagnak egy altaldnositédsit dolgoztam ki.

A dolgozat masodik részében az egyallapott 5’ — 3’ Watson-Crick szam-
laléautomatakkal foglalkoztam. Néhany modell kiilonlegessége az, hogy &l-
lapotok helyett mas, esetleg id6ben nem valtozo6 tulajdonsagokkal jellemzik
Gket. Lehet, hogy allapotaik egyéltalan nincsenek is, vagy nincs jelentss
befolyasuk a szamitéas soran. Ilyen modellre példa a P-rendszer 43|, ahol a
szamitas az él6 sejthez hasonlé6 membranokkal és benniik raktarozhato kii-
16nb6z6 objektumokkal zajlik. Egy P-rendszert tehat a membranok struk-
tardja és a hozzdjuk rendelt szabalyok egyértelmtien meghatarozzak. A
rendszer ,allapota” (ha allapot alatt a struktura és a szabélyok Gsszességét
értjiik) pedig nem valtozik, kivéve, ha megengediink olyan szabélyokat, me-
lyekkel membréanok hozhatok létre, illetve semmisithet6k meg. A kiilénbo-
z6 membranok tartalménak felsorolésa pedig inkabb konfiguracié-leirasnak
felel meg. A kiszamithatosag ezen modelljének kifejezGereje is ekvivalens
a Turing-gépekével. Bar kifejezSerd tekintetében a Turing-gépektsl elma-
radnak, megemlithetjiik még az egyallapotii veremautomatakat is, melyek
pontosan azokat a nyelveket fogadjak el (a kornyezetfiiggetlen nyelvek osz-
talyat), mint az allapotokkal rendelkez valtozataik. A szamlaloautomatak
a veremautomatak olyan specialis valtozatanak tekinthet6k, melyek verme-

ibe csak egyféle szimbolum tehetd, leszamitva a specialis verem alja jelet,
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amit sem eltavolitani, sem a verembe helyezni nem lehet. Tovabbé, minden
egyes 1épésnél legfeljebb egy szimbolumnyival valtozhat egy-egy verem tar-
talma. Marvin L. Minsky megmutatta, hogy egy Godel-kddolast alkalmaz-
va, kett vagy tobb szamlaloval (és allapotokkal) mar Turing-ekvivalens
automatat kapunk [35]. A bizonyitas f&bb lépéseit kés6bb megemlitjitk
az egyallapott 5 — 3’ Watson-Crick szamlaloautomatakkal kapcsolatban.
A 3.2. fejezetben szdmlaloautomatak olyan specialis egyallapoti véltoza-
tait vizsgalom, melyeknek két olvasdfeje van és ezek a szamitas elején az
input sz6 két ellentétes végérsl indulnak.

Itt ejtenék néhany szot a dolgozatban hasznélt elnevezésekrsl. Az alta-
lam vizsgalt automataosztily elemeit egyallapoti automataknak nevezem,
ezzel valamelyest eltérve az angol stateless automata (allapot-nélkiili au-
tomata) kifejezéstsl. Véleményem szerint az altalam hasznélt név jobban
tiikrozi az automata felépitését, miikodését. Legalabbis a magyar nyelv-
ben. A szavak kombinatorikija teriiletén vizsgéalt modell tagjait pedig az
egyszeriiség kedvéért korszavaknak hivom. Az idegen nyelvii szakiroda-
lomban altalaban a cyclic word (ciklikus sz6), necklace (nyaklanc) vagy

circular word (cirkularis sz6) elnevezést hasznaljak.

A dolgozat a kovetkezSképpen épiil fel. A 2.1. fejezetben a szavak
kombinatorikidjanak alapvet$ fogalmait ismertetem néhény fontosabb té-
tellel egyetemben. Ezutan a 2.2. fejezetben bevezetem a korszé fogalmat
és a periddus altalanositasa utan vizsgélom a korszavak periodicitasi tulaj-
donsagait, kiillonos tekintettel az tigynevezett gyenge periédusokra. Ehhez
bizonyos mértékben kapcsolodik a 2.3. fejezet, melyben a korszavak szem-
léltetésérol esik sz6. Az elsd rész lezarasaként a 2.4. fejezetben réviden
Osszefoglalom a korszavakkal kapcsolatos eredményeimet és kovetkezteté-
seimet. A dolgozat mésodik fele a szamlaléautomatak és a tobb olvasofejjel

rendelkez6 automatak elméletébe vald bevezetéssel kezdddik a 3.1. fejezet-
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ben. Ezt koveti a 3.2. fejezet az egyallapoti 5" — 3’ Watson-Crick szam-
laloautomatéak targyalasadval. Kiilonb6zé nyelveket ismertetek és megmu-
tatom, hogy azok milyen paraméterek mellett fogadhatok el a modellben,
ezzel a targyalt automatak hierarchiaba rendezheték. Majd roviden ossze-
foglalom eredményeimet a 3.3. fejezetben, ahol a hierarchiaval kapcsolatos

fontosabb Gsszefiiggéseket abrazolom is.

Az egyes részekhez tartozo rovid Osszefoglalasokban emlitésre keriil,
hogy a dolgozatban térgyalt eredmények hol és milyen forméban jelentek

meg. A dolgozat végén pedig egy atfogo Osszefoglalas szerepel.

Megjegyezném, hogy a dolgozat nagy része a tudomanyos miivekhez
hasonlban, tobbes szam els§ személyben irddott, leszamitva a bevezetést
és az Osszefoglaldsokat, amelyekben kiemelem azokat az eredményeket, me-

lyeknek létrejottéhez nagy részben hozzajarultam.

Arra torekedtem, hogy a dolgozatban el6forduld kiillonbozé tipusa ob-
jektumok a folyé szovegben is kénnyen megkiilonboztethetGek legyenek
egyméastol. Az 1.1 tablazat rendszerezi ezeket a jeloléseket. Tovabbé, az
olyan — altalaban mas szerzéktdl szarmazo — eredmények (lemmék) végét,
melyek bizonyitasat nem kozlom, a [ szimbélummal jellom. Egyébként
pedig a kimondott tétel, lemma, allitas utdn kozvetleniil kovetkezik a bi-

zonyitas, melynek végét B zérja.



N
No
Inko(k, ¢)
(p mod q)

%]

A B X,Y,...

Al
P(A)

a természetes szamok halmaza, {1,2,...}

a nemnegativ egész szamok halmaza, {0,1,2,...

k és { egész szamok legnagyobb kbzos osztoja

a p g—val val6 osztédsdnak maradéka
7 also egész része
halmazok

az A halmaz szamossaga

az A halmaz 0sszes részhalmazanak halmaza

abécé, véges, nem tres halmaz

egy abécé betiii

egy abécé feletti szavak

a w sz6 hossza

a w szboban 1év6 a betiik darabszama

lresszo

a w sz6 k hosszu kezdGszeletének mozgatasa a sz6 végére

a w szo6 tiikkorképe

w sz6bodl képzett korszo

Y. feletti palindrom szavak halmaza
3. feletti palindrom korszavak halmaza
n—edik Fibonacci sz6

végtelen Fibonacci sz6

w, korszo faja

automata

automata atmenetfliggvénye

az A automata altal elfogadott nyelv
sz0 eleje jel

sz0 vége jel

egész szamokon értelmezett elGjelfiiggvény

1.1. tablazat. A dolgozatban hasznalt jelolések.
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2 Korszavakkal kapcsolatos
vizsgalodasok

2.1. Szavak kombinatorikaja

A szavaknak, méas néven sztringeknek igen fontos szerepe van a szami-
tastudomanyban és a matematikaban egyarant. Adatot, programot, tulaj-
donképpen mindenféle informaciot reprezentalhatnak. A matematikdban
kiilonb6z6 sorozatokként kezelhetjiik 6ket. A szavak kombinatorikajanak
egyik 6 feladata tobbek kozott ezen sorozatok egyes strukturalis tulajdon-
sagainak vizsgalata. Az elért eredmények hasznosithatok az algoritmus-
elméletben, szovegfeldolgozésban, adatstritésben és a matematika egyes

teriiletein is (példaul az algebraban).

A szavak kombinatorikidjaval kapcsolatos els§ eredmények megjelenése
az 1900-as évek elejére tehets, mikor is Axel Thue publikilta a négyzet-
mentes szavakkal kapcsolatos miveit [47, 48]. Tovabba Percy A. Mac-
Mahon egy konyve is ehhez a teriilethez kothets [34]. Az els6 attekintd,
Osszefoglald miivet M. Lothaire iréi alnév alatt publikilé matematikusok
csoportja irta [31]. Késébb még két hasonld jelentségii konyvet készitettek
el [32, 33|. Legtobbjiik Marcel P. Schiitzenberger tanitvanya volt, akinek
a nevéhez tobb fontos tétel is kapcsolddik, melyek egy részével a kévetkezd

alfejezetben talalkozhatunk. ElGtte bevezetiink néhény alapvets fogalmat
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és definiciét, mikozben ismertetjik a jeloléseket.

Feltételezziik az elemi halmazelméleti alapfogalmak és mitiveletek isme-
retét, ezek ismertetésére nem tériink ki. A természetes szamok halmazat,
azaz az {1,2,...} halmazt az N szimbolummal jel6ljiik, valamint hasznal-

juk majd az Ny jelolést is N U {0} helyett.

Egyik legfontosabb alapfogalmunk az dbécé, mely egy nem iires véges
halmaz. Jelolésére altaldban a ¥ szimboélumot hasznaljuk, elemeit pedig
betiknek vagy szimbdlumoknak nevezziik. A dolgozatban az abécék
elemeit és az azokat jelols valtozokat délt karakterekkel ( a,b,wy, ... stb.)
irjuk és sokszor indexekkel latjuk el 6ket. Legyen n € N egy tetsz&leges po-
zitiv egész szam. Minden w : {1, ..., n} — X fiiggvény definial egy szdt,
melyet a kdnnyebb olvashatosig kedvéért w = wy - - - wy,—ként frunk, ahol
w; = w(i) minden ¢ = 1, ..., n—re. Ahogy lathato, a szavakat — kivéve
akkor, amikor biztosak vagyunk abban, hogy pontosan egy beti{ibsl allnak
— félkovéren szedjiik (w,u, ... stb.). Azt mondjuk, hogy a w € ¥* sz6
undris, ha |X| = 1. Két sz6 konkatendcidja alatt azok egymés utan ira-
n+m hosszi uv = uy - - - upvy - - - vy, sz6t kapjuk. Mivel algebrai megkoze-
litésben ez a miivelet felel meg a szorzasnak, ezért uv helyett olykor w-v—t
frunk. Legyenek wy, ..., w, € ¥ (n € N) nem feltétleniil kiilonb6z6 bettk.
A w = wi---w, 26 hossza a benne 1év Osszes betl szama, ebben az
esetben n. Azt is mondjuk, hogy a w széban n darab pozicid van. Ezekre
a sorszamukkal hivatkozunk és az i = 1, ..., n—edik pozicidéban 1év§ bettit
rendszerint w;—vel jeloljiik akkor is, ha explicit médon nem adtuk meg,
hogy w = wy ---w,. Azt az egyértelmiien meghatarozott szot, melynek
hossza nulla, diresszonak nevezziik és A—val jeloljiik. Adott ¥ abécé felet-
ti szavak a konkatenacié miivelettel félcsoportot alkotnak. A félcsoport

elemeit YT —szal jeloljiik. Tovabba, Aw = w tetszbleges w € LT sz6-
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ra, tehat X1 U {\} a konkatenécié mtveletével monoidot alkot, melynek
elemeit ¥*—gal jeloljiik. A konkatenéci6 miiveletét felhasznélva a mate-
matikdban megszokott moédon definidlhatjuk a w € ¥* sz6 n € Ny—edik

egész hatvdnydt:

A, ha n =0,

w-w" !, egyébként.

A w € X* sz6 tért hatvdnydt csak bizonyos esetekben értelmezziik.
Legyen p € N és jellje ¢ a w sz0 hosszat, azaz ¢ = |w| és w = wy - - - wy.

Ekkor létezik a 'w% = wk

wy - w,y sz0, ahol p=Fk-q+r.

Vegylik az x,y, z € X" tetszbleges szavak szorzatat, azaz w = xyz—t.
Ekkor azt mondjuk, hogy y faktora a w szoénak. Ha ezen felil x = A,
akkor kezddszeletrél, z = X esetén pedig zdroszeletrdl beszélink. Ez
az y faktor valodi, ha 0 < |y| < |w|. Az egyenl6tlenség fennallasa esetén

beszéliink valodi kezdd@szeletrdl, illetve valodi zardszeletrdl is.

Rendezett dbécének nevezziik ¥ = {ay, ..., a,}—t, ha adott mellé
egy olyan < relacid, melyre a1 < ag < --- < an. Ez a relaci6 kiterjeszthetd

>*—beli szavakra tugy, hogy uw < v pontosan akkor, ha
e u a v valddi kezdGszelete, vagy
o létezik olyan ¢ < min{|ul, |v|} index, melyre uw; < v; és barmely
J=1,...,1—1esetén u; = v,.
A ¥* szavak egy L részhalmazénak < relécid szerinti rendezett sorozatat
nevezzilkk L egy lexikografikus rendezésének.

Legyen adott egy w = wy - - - wy, € ¥ s26. Azt mondjuk, hogy « € X*
a w keretszava, ha annak kezd@szelete és egyben zaroszelete is. Az x

keretszo nem trivialis, ha 0 < |z| < |w|. A w sz6 periddusa p € Ny, ha
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w; = Wiyp minden ¢ = 1,...,|w| — p esetén. Periddusok és keretszavak

kapcsolatéarol jol ismert tényt fogalmaz meg a kdvetkezs lemma.

2.1. Lemma. Adott w € X* szdnak az x € X* sz6 pontosan akkor keret-

szava, ha p = |w| — |x| a w periddusa. O

Azt mondjuk, hogy az u € ¥* és v € X* szavak egyméas konjugdltjai
(jeloléssel u ~ w), ha léteznek olyan x,y € ¥* szavak, hogy u = xy és
v = yx. A ~ relaci6 egy ekvivalencia relacio, amely a X abécé feletti szavak
halmazat ekvivalencia osztélyokra bontja. Ehhez a fogalomhoz kapcsolodik
a szavak balra torténd ciklikus elforgatdsa, melyet a o(.) operatorral
fogunk végezni. Ezt szokés ciklikus permutalasnak is nevezni. Legyen
w = wiws - - - wy, egy tetszleges sz6. Ekkor o(w) = wy -+ wpwy. A o(.)
operdtor w szora torténd k € Np—szori alkalmazasat pedig o (w)—val
jeloljiik és a o (o* 1 (w)) szot értjiik alatta, valamint megallapodunk ab-
ban, hogy o™ (w) = ¢%(w) = w. Igy értelmezhetjiik a ciklikus elforgatast
negativ irAnyban is. Azaz, ha £ € N, akkor o~ ¢(w) = 0" (w).

Egy w sz6 primitiv, ha nem all el§ egyetlen néla révidebb szd egész
hatvanyaként sem, azaz, ha nincs olyan p periédusa, amely maradék nélkiil
osztja |w|—t. Primitiv szavak egy kisebb csoportjat alkotjak a Lyndon
szavak. Egy rendezett abécé feletti w sz6 Lyndon szd, ha primitiv és
nem létezik olyan konjugéltja, amely lexikografikus rendezés szerint kisebb
néla.

A fentebb targyalt szavak mellett beszélhetiink végtelen szavakrol is.
A w = wy---wj--- sz6 végtelen sz6, ha barmely j € N esetén w; egyér-
telmtien meghatarozott. Végtelen szavakat megadhatunk példéul diszkrét
fliggvényekkel, melyek értelmezési tartoméanya N, értékkészletiik pedig egy
abécé.

A kovetkezs alfejezetben lathatjuk, hogy a periodus és a konjugalt fo-

10
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galmak hogyan kapcsolédnak egymashoz.

Szavak periodikus tulajdonsagai

Ebben a részben a szavak kombinatorikajaval kapcsolatos legfontosabb
eredményeket adjuk meg, melyek a periddusok és konjugaltak kozotti kap-
csolatot irjak le. Ezek olyan jol ismert tények, melyek Nathan J. Fine és
Herbert S. Wilf, valamint Marcel P. Schiitzengerber és tanitvanyai nevéhez
kotédnek. Ismertetésiikre azért tériink ki, mert a dolgozat tovabbi része is
hasonlé Osszefiiggéseken alapul. Forrasul szolgaltak a [31, 44] mtvek, me-
lyekben az alabb emlitésre keriil§ lemmak bizonyitasai is megtalalhatok,

ezért azokat nem is részletezziik.

Elgszor megadjuk Nathan J. Fine és Herbert S. Wilf ismert eredmé-
nyének szavak periddusaira altalanositott véaltozatat. Jelolje Inko(k,¢) a

k, ¢ € Ny szamok legnagyobb kozos osztdjat.

2.2. Lemma (Fine és Wilf periodicitasi lemmaja [31]). Legyen w € X*
tetszdleges. Ha w—nek létezik két olyan kiloénbozd p és q periodusa, hogy

p + q — Inko(p, q) < |w|, akkor Inko(p, q) is periodusa w—nek. O

Megjegyezziik, hogy a lemma egyik kovetkezménye az, hogy ha a w nem

unéris szénak a p és ¢ relativ primek periodusai, akkor |w| < p+ ¢ — 1.

A kovetkezd tény Friedrich W. Levi lemmajaként ismeretes [28|.

2.3. Lemma. Minden u,v,x,y € X% esetén, ha uwv = xy, akkor létezik

olyan t € X*, hogy

u=xt ¢és tv=uy, vagy rz=ut ¢és v=1ty. O

Egy sz6 és adott keretszava kozotti kapcsolatot a kovetkezs lemma irja

le, melyet Roger C. Lyndon és Marcel P. Schiitzenberger bizonyitott.
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2.4. Lemma. Legyenck w,v,s € X7 tetszéleges szavak. Ekkor us = sv
pontosan akkor teljesiil, ha léteznek olyan y € X7, z € X* szavak és egy

k € Ny egész, hogy uw = yz, v = zy, valamint s = (yz)fy = y(zy)*. O

Azaz egy szonak s pontosan akkor nem triviélis keretszava, ha teljesiil-

nek a fenti lemméaban megfogalmazott kivetelmények.

A kovetkez6 lemma — amely ugyancsak Roger C. Lyndon és Marcel
P. Schiitzenberger nevéhez kotédik — a konkatenacié6 kommutativitasanak

feltételét definialja.

2.5. Lemma. Legyenck w,v € X7 tetszéleges szavak. Ekkor a kévetkezd

allitasok ekvivalensek egymdssal:

1. uwv = vu,
2. u ésv eqy z € LT szonak egész hatvdinyai,

3. léteznek olyan k és € egészek, hogy u* = v*. O

2.2. Korszavak kombinatorikaja

A fejezet tovabbi részében ismertetjik a vizsgalt modellt és az azzal
kapcsolatos 1j eredményeket. Fzzel a témaval kapcsolatban f6 feladat a

korszavak periodicitasi tulajdonsagainak vizsgalata volt.

Az elébbiekben targyalt tgynevezett linearis szavakat egy-egy lancolt
listaként képzelhetjiik el (2.1. abra), melynek csomoépontjai a sz6 betiiit
tartalmazzak, a mutatok pedig a kdvetkezs betiit tartalmazéd csomoépontba
erednek.

Ezzel a megkozelitéssel linearis sz6bol korszot ugy kapunk, hogy felve-

szliink egy mutatot az utolsdé csomoépontbél az elsébe, ahogy a 2.2. abran
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w1 > W2 > W3

v

y Wp—1 ————— Wnp,

2.1. 4bra. Linearis sz6

—_—

w1 w2
Wy, w3
Wp—1 ..

2.2. 4bra. Korszo elGallitasa

is lathatjuk. Megfigyelhetjiik, hogy egy korszonak nem beszélhetiink ele-
jérdl, illetve végérsl, igy barmelyik poziciotol indulva meglatogathatjuk az
Osszes csomopontot. A mi értelmezésiinkben pontosan addig 1épiink egyik
csomoépontrol a masikra, amig meg nem tesziink egy teljes kort. A w sz6-
bol képzett korszot we jeloli és w Osszes konjugaltjanak halmazat értjiik

alatta. Formaélisan fogalmazva:

2.1. Definici6. Legyen w € ¥*. A wo C X* véges széhalmazt a w—bdl

képzett kirszonak nevezzik, ha wo = {v € £* | v ~ w}.

Megjegyezziik, hogy egy korszot barmelyik eleme egyértelmiien megha-

taroz, azaz tetszdleges u, v € wy esetén ue = v,.

2.1. Példa. Vegyiik az aababba szét. A belble képzett korszot a 2.3. abran
lathatéo moédon kapjuk.

Az abrarol leolvashatjuk, hogy

(aababba)s = {aababba,ababbaa,babbaaa, abbaaab,
bbaaaba, baaabab, aaababb}.
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I a
a \
aababba = 1 b = (aababba),
b /
AN a
b <«

2.3. abra. Az (aababba), korszo.

Eszrevehetjiik, hogy we pontosan a ww sz6 |w| hosszisagu faktorai-
nak halmaza. Korszavak esetén is értelmezziik a faktor fogalmat és azt
mondjuk, hogy az y sz6 a we korszo faktora, ha létezik olyan v € wq sz6,

melynek faktora y.

Hagyomanyos, linearis szavak esetén érdekes alosztalyt alkotnak a pa-
lindrom szavak. A w = w;---w, sz0 palindrom, ha w = w?®, ahol
wf = w, ---w;. Ennek a tulajdonsagnak koszonheten a belsliik képzett

korszavak is kiilonlegesek, ahogy azt a kovetkez§ allitasok is alatamasztjak.

2.1. Allitas (Palindrom korszavak elemei [2]). Legyen w € X* egy tetszd-
leges sz6. Ha létezik olyan v € wo, melyre v = v, akkor barmely u € we

esetén u* € w,, is teljestil.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik olyan v € we s20, melyre v = v¥

teljesiil, azaz v palindrom sz6. Ekkor v = z1 - Zmyxy, - - - x1, ahol xq,
coy T € X, y € B U{A} nem feltétlenil kiilonb6z6 betik. Azt kell
megmutatnunk, hogy barmely £ = 1, ..., 2m esetén o‘(v)? € w,. Ha
¢ < m, akkor of(v) = Ty TmyTm - 2121 - - Tp. Ennek a szonak a
tiikorképe pontosan az u = o f(v) = Ty T1T1 - Ty T - Tpgq SZO.

Végiil, mivel 0~¢(v) = ¢*I=¢(v), az £ > m pozicioval valo elforgatasokat
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is kezeltik. [ |

2.2. Allitas (Paratlan hosszi palindrom korszavakrol [2]). Legyen w € £*
eqy tetszdleges sz6, melynek hossza pdratlan. Ha mind w, mind u® eleme

wo—nek, akkor weo tartalmaz palindrom szot.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy u,v € w, ugy, hogy u = v. Legyen u =
1T, valamely zq, ..., z, € X nem feltétleniil kiillonb6z8 bettikre. Ha
u = v, akkor az allitas trivialis, ezért tegyiik fel, hogy w # wv. Ekkor
létezik £ € N, agy, hogy v = xpq41---xpx1---2p. Azaz, u = x1- -z, =

Ty T1%p - - - Ter1 Megligyelhetjiik, hogy
T1--Tp=1Tp T és T4l Ty = Ty v - Tyg1-

Mivel |w| paratlan, az xpq-- -z, és az x; --- x4 faktorok kozil az egyik
hossza péaros. Tegyiik fel, hogy |z1--- x| az, azaz ¢ paros. Ekkor a fen-
tiekbdl kovetkezik, hogy a Jg(u) = Lpgy BTy Tl Ty sz6 pa-
lindrom. Egyébként, ha |xpq - --x,| paros, akkor n — £ lesz paros. Az

. , _n—¢
elgbbi esethez hasonléan, a o~ 2 (u) = Tt g o Tpl1 o LgTegr Lot

+ =
sz6 palindrom. [ |

Ha a 2.1. allitasban csak a péaratlan hosszu korszavakkal foglalkozunk,
akkor a 2.2. allitas pontosan az ellenkez§ iranyu allitast fejezi ki, igy egytitt
egy elégséges és sziikséges feltételt képezve. Paros hosszu korszavak esetén
nem fogalmazhat6é meg ilyen feltétel. Ugyanis, ha vesziink egy ((ab)¥)o
alaki korszot, ahol k € N, akkor mind (ab)¥, mind ((ab)*)® = (ba)* eleme

((ab)*)o—nek, viszont nem tartalmaz egyetlen palindrom szot sem.

Azokat a korszavakat, melyek tartalmaznak palindrom szavakat, pa-
lindrom kérszavaknak nevezziikk. Legyen X egy tetszGleges dbécé. Je-

16]jiik Pal®(X*)—gal a X abécé feletti palindrom korszavak halmazat, azaz
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a Pal®(¥*) = {w, | w € £* és létezik u € w, gy, hogy w palindrom sz6}
halmazt. Lathato, hogy Pal®(X*) szavak halmazainak halmaza, melyeknek

az unidjat véve megkapjuk a kovetkezs nyelvet:
L(Pal®°(X%) U Pal®°(X2

U{'wo | w € ¥* és wo egy palindrom korszo},

amely a Y 4bécé feletti palindrom szavak Osszes konjugaltjainak nyelve,

azaz
L(Pal°(X*)) = {w € ¥* | o*(w) € L(Pal(X*)) valamely k € Ny esetén},

ahol L(Pal(X*)) jeloli a ¥ abécé feletti sszes palindrom sz6 altal alkotott

nyelvet.

Felmeriil a kérdés, hogy milyen bonyolult (a sz6 hosszéanak fiiggve-
nyében), eldonteni egy tetszéleges szorol, hogy az L(Pal®°(X*)) nyelvbe
tartozik-e vagy sem. Kiindulhatunk abbdl a ténybdl, hogy barmely v € wo
esetén, v a ww sz6 egy |w| hosszu faktora. Ha w € L£(Pal®(X*)), akkor

létezik wu—nak olyan v faktora, amely palindrom sz6 és |v| = |u|. Azaz,
L(Pal°(X")) = {u € ¥* | létezik v € L(Pal(X")) agy, hogy

|v| = |u| és v faktora uu — nak}.

Tehat egy u sz6 pontosan akkor eleme £(Pal®(X*))—nak, ha az uu—ban
1év6 leghosszabb palindrom faktor legalabb olyan hosszt, mint w. Mivel
egy adott szoban a leghosszabb palindrom faktort megtalalé algoritmus
bonyolultsaga linearis [22, 27|, ezért az £L(Pal®(¥*)) halmazba valo tartozas

is eldonthetd linearis idében.

A tovabbiakban altalanos korszavak targyalasaval foglalkozunk, kiilo-

nos tekintettel periodikus tulajdonsagaikra.

16



350

355

360

365

370

Korszavak peridodusainak tulajdonsagai

A szavak kombinatorikdjanak egyik alapvets fogalma a periodus. Kor-
szavakra torténg altaldnositasakor kiillonboz§ eseteket kiilonboztethetiink
meg attol fliggben, hogy feltételiink a korszo valamennyi elemére teljesiil,
vagy elég, ha csak az egyikre. A [6] miben foglalkoztunk el8szor ezzel a

kérdéskorrel. A megengedd eset formalis definicidja a kdvetkezs.

2.2. Definicio (Korszo gyenge periodusa [6]). A p pozitiv egész szam a wq

kirszo gyenge periodusa, ha p legaldbb eqy v € wo szonak a periddusa.

A szigorubb megkotést — melyben mindegyik konjugaltnak rendelkez-
nie kell a periddussal — teljesité pozitiv egészt nevezhetjiik erds perio-
dusnak. Nem trividlis erds peridodusai csak bizonyos specidlis osztaly-
ba tartoz6 korszavaknak lehetnek. Ezek azok a korszavak, amelyek vala-
mennyi eleme periodikus. Ebben a dolgozatban ezzel a fogalommal nem
foglalkozunk, mivel kevéshé segit a korszavak jellemzésében, mint a gyen-
ge periddus. Ez viszont nem jelenti azt, hogy szavaknak més relacidkkal
definialt ekvivalencia-osztéilyai esetén is elhanyagolhatd lenne az erds pe-
riodusok vizsgalata. Erdekes lehet a jovében azt is megvizsgalni, hogy
ezen periddusfogalom tovabbra is ilyen szigori marad-e, ha megengedjiik,
hogy korszavakat parciélis szavakbol (lasd [14]) kiindulva is képezhessiink,
hiszen azok tartalmazhatnak olyan specialis joker betiiket, melyek barme-
lyik mésik bettivel azonosak. Ebben a dolgozatban erre nem keriil sor, de

a jovGben felmeriilhet, mint lehetséges kutatési irény.

Az erds periddusokkal ellentétben, a gyenge periédusok egymassal va-
16 Osszevetése érdekes eredményekre vezet, melyeket az alabbi fejezetben

tekintjik at.
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Koérszavak gyenge periddusai

A tovabbiakban azokkal a periédusokkal foglalkozunk, melyek adott
wo korszo legaldbb egy elemének periddusai, mas szoval, wo gyenge pe-
riddusai. Ahogy a kovetkezs példa is mutatja, Fine és Wilf periodicitasi
lemmaja, azaz a 2.2. lemma nem teljesiil a gyenge periddusokra.

2.2. Példa. Vegylik az aabab szot. A 2.1. tablazatban lathatjuk ezen sz6
konjugaltjait és periddusaikat. Leolvashatjuk, hogy a 2 és a 3 is gyenge

aabab — 5
ababa — 2,4,5
babaa — 5
abaab — 3,5
baaba — 3,5

2.1. tablazat. Az aabab sz6 konjugéltjai és periddusaik.

periodusa az (aabab)e korszonak, tovabba 2+3—1 < 5, de az 1 nem gyenge

periddusa.

Tulajdonképpen barmely p > 2 esetén konstrualhaté olyan 2p—1 hosszu
w sz0, hogy wo—nek p és p — 1 is gyenge periddusa, viszont az 1 mar nem
az. Legyen példaul w = abP~lab?~2. Ekkor p nyilvanvaléan periédusa
w—nek és p — 1 periodusa o?(w) = bP~2abP~2ab—nek. Tehat wo—nek
mind p, mind p — 1 gyenge peridédusa.

A kovetkez§ allitas arra ad elégséges és sziikséges feltételt, hogy binaris
{a, b} abéce felett egy adott w, korszonak mikor lehet két egyméas melletti

egész szadm is a periddusa.

2.3. Allitas (Binaris 4bécé feletti korszavak szomszédos periodusairol [6]).

Legyen w € {a,b}" egy olyan szd, melyre |w| > 2. Pontosan akkor létezik

18



395

400

405

410

olyan p > 1 egész, hogy p és p — 1 is gyenge periddusa wo—nek, ha az
tartalmaz aa vagy bb faktort.

Bizonyitds. Ha aa faktora wo,—nek, akkor létezik egy aua alaki v € w,
melynek |w| — 1 periodusa. Tovabba, |w| minden wo—Dbeli elemnek peri-
6dusa, tehat |w| — 1 és |w| is gyenge periodusai w,—nek.

Az allitas sziikségességének bizonyitdsahoz legyen w € {a,b}T egy
olyan sz6, melynek hosszara teljesiil, hogy |w| > 2. Tovabba tegyiik fel,
hogy wo, nem tartalmaz sem aa, sem bb faktort. Ekkor |w| paros, kiilénben
vagy w, vagy o'(w) tartalmazna aa vagy bb faktort, amely ellentmond az
el6z6 feltevésiinknek. Tehat wo = {(ab)*, (ba)*}, ahol k = ‘%l Azaz wo
valamennyi gyenge periédusa 2m alaki, ahol m < @ Ebben az esetben

barmely két kiilonb6z6 gyenge periddus kiilonbsége legalabb kettd. |

A 2.3. allitas nem feltétleniil all fenn ketténél tobb kiillonbozé szimbo-

lumot tartalmazé szavak esetén, ahogy a kovetkezd példa is mutatja.

2.3. Példa. Vegyilkk a wo, = (abacbach)o korszot, melynek nem faktora
sem aa, sem bb, sem cc. A 2.2. tablazatban lathatjuk w valamennyi

konjugaltjat, azaz we elemeit a periddusaikkal egyiitt.

abacbach — 8 bacbabac — 5,8
bacbacba — 3,6, 8 acbabach — 5,8
acbacbab — 8 cbabacba — 5,8
cbacbaba — 8 babacbac — 8

2.2. tablazat. Az abacbacb sz konjugaltjai és periddusaik.

Ebbdl kideriil, hogy mind 5, mind 6 gyenge periddusa wo,—nek. Tehat

legalabb harombetis abécé esetén létezik olyan szd, amely nem teljesiti
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a 2.3. allitast.

Linearis szavaknal szoét ejtettiink a periddusok és keretszavak kapcso-
latarol. A két fogalom kozott fennallo kapcesolat alapjan megfelelGen kis
értékd gyenge periddusokbol kivetkeztethetiink tovabbi gyenge periédusok

létezésére, ahogy a kovetkezd allités is mutatja.

2.4. Allitas (Korszavak kis periodusairol [6]). Ha wo gyenge periddusa

p < h;—‘, akkor |w| — p is gyenge periddusa wo—nek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy p < % perivdusa valamely o*(w) € w,

szonak. Ekkor o (0% (w))—nek van egy p hosszi keretszava, azaz periodusa

|lw| — p, amely egyben gyenge periddusa is wo—nek. |

Hagyomaéanyos, linearis szavak esetén minden w € X* széhoz létezik
legalébb egy olyan 7 € £* sz6 amelyre w = 7 ¢, ahol n = |lw| és £ =|r|. A
legrévidebb ilyen r szot nevezziik a w sz6 gydkének, vagy generatoranak.
A linearis szavak gyoke valamennyi esetben egyértelmien meghatarozott
[46, 12-13. oldal|. Az r7 alaka felirdst szokas mormdl formdnak is

nevezni.

A korszavakat barmelyik elemiik egyértelmiien meghatarozza. Fzt ki-

hasznélva definialhatunk egy, a fentihez hasonlé fogalmat.

2.3. Definicié. Legyen w € X* eqy tetszdleges szo. Azt mondjuk, hogy
wo—nek az T € X 526 gydke, ha |lw| = n, |r| = és ri € wo, valamint

wo—nek nincs £—nél kisebb gyenge periddusa.

Tehét a legkisebb gyenge periédussal rendelkezé elembd] indulunk ki.
Itt a korsz6 gyoke nem mindig egyértelmiien meghatarozott, ez latszik

a 2.4. példabadl is.
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2.4. Példa. Az (abbabbb), korszo elemei periodusaikkal egyiitt a 2.3. tab-
lazatban lathatok.

abbabbb — 7, bbabbba — 4, 7,
babbbab — 4, 6, 7, abbbabb — 4, 7,
bbbabba — 7, bbabbab — 3, 6, 7,

babbabb — 3, 6, 7. -

2.3. tablazat. Az (abbabbb)o, korszo elemei periodusaikkal.

Lathato, hogy mind bbabbab—nek, mind babbabb—nek periddusa 3, igy

a korszo gyoke bba és bab is.

A korszo gyokeinek megtalaldsa egyike azon feladatoknak, melynek
megoldasahoz a gyenge peridbdusok kiszdmoléasa, egymashoz vald viszonyuk
vizsgalata sziikséges. A wo korszd gyenge peridodusainak felsoroldsa meg-
oldhato gy, hogy megkeressiik valamennyi elemének az 0sszes periddusat,
majd vessziik ezek unidjat. Ezzel az eljarassal az a probléma, hogy a korszé
belsS szerkezetét teljesen figyelmen kivil hagyja. Ezzel szemben mi arra
toreksziink, hogy a korsz6 struktiraja és a lehetséges periddusok kozotti
Osszefliggéseket feltarjuk.

A kovetkezs tételben megfogalmazunk elégséges és sziikséges feltétele-

ket ahhoz, hogy egy adott korszé rendelkezzen adott gyenge periddussal.

2.1. Tétel (Gyenge periodus létezésének sziikséges és elégséges feltétele
[2]). Legyen w € X* egy tetszdleges sz6. Ha p a wo egy gyenge periddusa,
akkor létezik olyan |w| — p hosszi x € L* 526 és £ € Ny, hogy o'(x)x a

ww eqgy faktora.
A kévetkezok is teljestilnek:

I. Ha ww tartalmaz egy olyan xx (x € X1) faktort, melyre |z| < |w],
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akkor p = |w| — || a wo egy gyenge periddusa.
II. Ha létezik olyan p > 0 egész, hogy a kovetkezd feltételek fenndllnak:
o lw|=k-p+r valamely k >0, 0 < r < p esetén, valamint

e Iétezik olyan p hosszi v € X* 520 és annak eqy v’ kezddsze-

lete, hogy valamely 0 < s < k esetén a ww sz0 egy faktora

O_s-p(,Uk—l,vl)o_(s—l)-p(,vk—lvl)’
akkor p a we korszo gyenge periodusa.

Bizonyitds. Ha w periddusa p, akkor létezik egy |w|—p hosszi x keretszava
is. Ekkor a ww sz6 nyilvanvaloan tartalmaz egy 2 - (|w| — p) hosszia xx
négyzetszot.

Természetesen a we, egy gyenge periddusa nem feltétleniil lesz a w
egy periddusa. Tegyiik fel, hogy p valamely u € w, sz6 periddusa. Ha

2
tartalmaz egy 2 - (Jw| — p) hosszt négyzetszot.

p > [MJ, akkor wu barmely ciklikus elforgatasa (beleértve ww—t is)

Abban az esetben, ha p < L‘%'J , az u sz0 felirhato u = v*v’ alakban,
ahol v, v’ € ¥* és k egy pozitiv egész, tovabba |v| = p és v’ a v kezdGsze-
lete. Kiilonbozd eseteket kell megvizsgalnunk attol fliggden, hogy uu—bol
milyen mértéki ciklikus forgatassal kaphaté meg ww. A bizonyitas tovab-
bi részében jeldlje j azt a nemnegativ egész szamot, melyre o/ (uu) = ww

teljesiil.

1. Ha j < p, akkor a o7 (uu) szo tartalmaz egy zx = (vF~1v’)? =
o (z)x négyzetszot. Itt £ = 0.

2. Ha p < j < kp, ahol k > 1, akkor legyen s = L%J Ekkor a o7 (uu)
szonak létezik egy v* s~ lv/vSvF~sv/v5~! faktora, azaz x—et va-
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k—s,Ul

lasszuk v v*~!—nek. Ebben az esetben ¢ pontosan |v| = p—vel

egyezik meg.

3. Abban az esetben, ha kp < j < |ul, a 0/ (uu) sz6 zv*v'vF2’ alaka,

ahol 2’z = v’. Lathato, hogy (v*~'v’)? faktora az o/ (uu) szonak.

Azaz 0 =0 és x = vF 1o,

Most lassuk be a forditott esetek helyességét. Az L. pont bizonyitasdhoz
tegyiik fel, hogy ww € X1 egy olyan sz6, melynek faktora xzx € X*.
Abban az esetben, ha x a w keretszava, vagy xax mar w—ben is eléfordul,
a tételben megfogalmazott tulajdonsag trividlis. Ezért tegyiik fel, hogy
ww = uxxv, valamely u,v € ¥* szavakra, melyek hossza egymaéstol
kiilonbozs. Ha |u| < |v|, akkor w = uxa’ = x'v, ahol z’z"” = x és
I| —

T v| — |u|. Vegyiik észre, hogy = keretszava a o~ 1%'l(w) = 2'ux =
| |v| — |u|. Vegy , hogy

'z v" szonak (ahol v’ a v sz6 megfelels kezdGszelete). Azaz p = |w|— |z
a o~ 1%'l(w) sz6 egy periodusa (igy wo egy gyenge periddusa). A masik
esetet, mikor is |u| > |v|, hasonlé6 moédon bizonyithatjuk. Ekkor w =
ux’ = &’ xv, ahol *’x” = x és 2’| = |u| — |v|. Ezittal is talalhatunk
a w szonak olyan elforgatésat, név szerint a U*W/‘(w) szot, amelynek

keretszava x, igy periédusa p.

A II. pontban leirt feltétel akkor allhat els, ha wo gyenge periddusa
p < [' |J de ww nem tartalmaz 2-(|w|—p) hosszt négyzetfaktort. Tegyiik
fel, hogy k,p,v,v’, u, s a feltételeket teljesitik. Ekkor

WWw = yO_Svp(,Uk—l,vl)o_(s—l)-p(,vk—l,vl)y/ _
k—s—1,1,.5, k—s,/,s—1,7

Yyv voivTT v v Ty =

yv k—s— lvlvkvlvs lyl

teljesiil valamilyen y,y’ € X* szavakra. Azaz

oW E=s=Dp V] () = pFp v Ty yob 5 1o
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Ennek a szonak pedig létezik egy |w| hosszu kezd@szelete, pontosan az

U € w, sz6, melynek periédusa p. Tehédt p a w, gyenge peridédusa. |

Nem trivialis, hogy léteznek a II. pont bizonyitdsaban targyalt szavak,
ezért most adunk egy példat. Vegyiik az (abbbaabaabbba), korszot, mely-
nek periédusa 5. Azonban, ahogy a 2.4. tablazatban megfigyelhets, az
abbbaabaabbbaabbbaabaabbba szoban nem taldlhatd 16 betiibdl allo négy-
zetsz6. Harombetis abécé feletti példaként emlithetnénk a (bcababea)o
korszot, melynek a 3 gyenge periddusa, de a bcababcabcababea szoénak nincs

10 hosszusagn négyzetfaktora.

abbbaaba - abbbaabb baabbbaa - bbbaabaa
bbbaabaa - bbbaabbb aabbbaab - bbaabaab
bbaabaab - bbaabbba abbbaabb - baabaabb
baabaabb - baabbbaa bbbaabbb - aabaabbb
aabaabbb - aabbbaab bbaabbba - abaabbba

abaabbba - abbbaaba

2.4. tablazat. Az abbbaabaabbbaabbbaabaabbba sz6 16 hosszusagu faktorai.

A tovabbiakban a kiilonb6z6 gyenge periddusok egymashoz vald viszo-
nyét vizsgaljuk. Tegyiik fel, hogy algoritmussal el szeretnénk donteni adott
n,q,p € N értékek esetén, hogy, ha létezik, akkor melyik az a lehetd leg-
nagyobb X dbécé, hogy létezik olyan w € X* sz6, melynek hossza n és ¢, p
a we gyenge periddusai. A kdvetkezd moho algoritmus segitségével meg-
konstrualhato valamennyi ilyen lehetséges w sz6. Az algoritmus feltételezi,
hogy ¢ < p < n, tovabba, az altalanossag csorbitésa nélkiil feltessziik, hogy

q a w sz6, p pedig w valamely konjugaltjdnak periédusa.
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1: function KORSZOKERESO(n, p, q)

2: fori+ 0 to n—1do

3: wli + 1] + (¢ mod ¢q) + 1

4: {1

5: azonosBetuk < [Iyxq]"

6: while / <n do

7: for i< 0 to n—pdo

8: a <+ wl[((i+¢—1) mod n) + 1]

9: b w[((i+f¢+p—1) modn)+1]

10: if azonosBetuk[l][a][b] = 0 then

11: azonosBetuk[l][a][b] < 1

12: azonosBetuk[l][b][a] < 1

13: for i <+ 1 to ¢ do

14: for j «+ 1to g do

15: if azonosBetuk[l][i][j] = 1 then
16: for k + 1to ¢q do

17: if azonosBetuk[(][i][k] = 1 then
18: azonosBetuk[l][j][k] < 1
19: C+—1+1

20: return azonosBetuk

Az algoritmus a 2.-3. sorokban feltolt egy m méreti tombot az 1,
..., q értékekkel. Ez reprezentalja azt, hogy a w szbénak ¢ a periédusa,
azaz w = (wy - -wq)%. Ezutédn az Osszes lehetséges elforgatashoz rendel
egy q X q dimenzios tombot, amely azt jeloli, hogy adott elforgatas esetén
a wi, ..., wy bettik koziil melyek sziikségszertien azonosak. A kezdeti
feltételezésiink az, hogy a wq, ..., wy bettik paronként kiilonboznek, ezért

valamennyi £ = 1, ..., n esetén az azonosBetuk[(] tomb a ¢ X g méretd
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535

540

egységmatrixszal egyezik meg. A while cikluson beliil egyenként frissiti
a tombot feltételezve azt, hogy of(w) periédusa p (7.-12. sor). A ciklus
végén 1évs 13.-18. sorok az egyenl@ség tranzitivitdsa miatt sziikségesek.
Az algoritmus végiil visszatér az azonosBetuk tombbel, ami az egyenlGségi

maéatrixokat tartalmazza.

Egy-egy azonosBetuk—beli matrix egy betiik feletti ekvivalenciarela-
ciot reprezental. Ha azt a matrixot valasztjuk, melyben a lehets legtobb
a kiilonboz6 ekvivalenciaosztalyok szama, akkor megkapjuk, hogy melyik
az a legnagyobb abécé, amelyik felett 1étezik a keresett tulajdonsigokkal

rendelkezd sz6.

2.5. Példa. Az algoritmust futtatva az n =7, p = 4, ¢ = 3 paraméterekkel

a kovetkez6 azonosBetuk—beli métrixokat kapjuk.

azonosBetuk[l] = azonosBetuk[6] =

1 1 11

1 1 11
azonosBetuk[7] =

1 111

1 1 11

1 0 00

01 11
azonosBetuk[2] =

0111

01 11

10 00

01 00
azonosBetuk[3] =

0 011

0 011
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1 001

01 00
azonosBetuk[4] =

0 010

1 0 01

1 1 01

11 01
azonosBetuk[5] =

0010

1 1 01

Az azonosBetuk[l], azonosBetuk|[6], vagy azonosBetuk[7] matrixok
barmelyikét valasztva a korszd valamennyi bettije megegyezik, azaz egybe-
tiis abécé feletti szot kapnank. Erdemes tehat valamelyik mésik matrixszal
dolgozni, ha olyan szot szeretnénk konstrualni, melyben nem minden be-
t azonos. Példaul az azonosBetuk[4] matrixot valasztva lathatjuk, hogy
egyetlen megszoritasunk az, hogy wy = wy. Tehédt wo és ws tetszGleges
betiik lehetnek. Valasszuk példaul a wy = wy = a, wy = b és wy = ¢
értékeket. Ekkor a w = abcaabe sz6t kapjuk, melynek periédusa 4, ahogy
a kiindulasnal is feltettiik, valamint a o*(w) = abcabca sz6 periédusa 3.

Tehat wo gyenge periddusa 3 és 4 is.

Nem véletleniil valasztottuk a 3 és 4 értékeket. Az egyméssal relativ
prim peridédusok nagy hatassal vannak a szavak szerkezetére. A hagyomé-
nyos, lineéris szavak esetében a 2.2. lemma igen erds megszoritdst mond
ki adott nem unéaris w sz6 hosszara, ha két olyan periddusa van, melyek
relativ primek. Pontosabban, ha p és ¢ relativ primek (azaz lnko(p, ¢) = 1)
a w szO periddusai, akkor a 2.2. lemma szerint |w| < p + ¢ — 1 vagy w
unaris szo.

Felmeriil a kérdés, hogy tudunk-e hasonl6 feltételt mondani korszavak
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relativ prim gyenge peridédusairél. Ezzel jellemezhetjiik, hogy egy adott sz6
elforgatasa esetén mennyire maradnak meg a periodikus tulajdonsagok. A

kovetkezo tétel irja le a relativ prim gyenge periédusok kapcsolatét.

2.2. Tétel (Relativ prim gyenge periodusok [2]). Legyenek p,q € N olya-
nok, hogy 2 < q < p. Tovdbbd, legyen w € X egy olyan sz0, hogy we
gyenge periddusa p és q. Jeldlje m a (p mod q) értéket. Ha Inko(p,q) =1
és w nem undris szd, akkor |w|—ra teljesil a kovetkezd egyenldtlenséy:

2p —m, ham =1,

jw| <

2p+q—m, ham > 1.
Bizonyitds. A két esettel kiilon foglalkozunk. Tegyiik fel, hogy p és ¢
relativ primek, valamint m = (p mod ¢) = 1. El6szér megmutatjuk, hogy
lehet olyan 2p — m hosszt w sz6t konstruélni, hogy w, gyenge peridédusai
kozott van p és ¢ is, majd belatjuk, hogy minden w—nél hosszabb sz6

csakis unéris lehet, ha a bel6le képzett korszonak gyenge periddusa p és q.

Megjegyezziik, hogy, ha ¢ < p és (p mod q) = m, akkor létezik olyan
k € N, hogy p = kq + m. Tehét a sz hosszanak felsg korlatjait 2p — m =
2kq + m, valamint 2p + ¢ — m = (2k 4+ 1)q + m forméban is megadhatjuk.

Legyen v € ¥* egy ¢ hosszi nem unaris sz és u = vi = UM V1.
Konnyen lathato, hogy a w = uw ﬁJ sz6 periodusa p, mivel |u| = p és UEJ
az u kezdGszelete. Tovabba a oP (w) = v EJ u = 'UEJ v EJ v1 sz6 periddusa
q. Tehat w, gyenge peridédusa p és ¢, hossza pedig q - BJ +4q- L%J +1=
2-(p—1)+1=2p—1. Be kell még latnunk, hogy nem létezik olyan nem
unaris z sz6, mely hosszabb, mint w és z, gyenge periédusa p, valamint
q is. Legyen z € ¥* ugy, hogy |z| = |wo| + r, ahol r € N. Azt kell
megmutatnunk, hogy tetszéleges r € N esetén z unéris sz6. Feltehetjiik,

.. 2kqtmAr Qfpt 1t
hogy ¢ periédusa z—nek, azaz z = (21---24) ¢ = (212 7
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Induljunk ki a

sz0bol, amely a z—nek egy elforgatasa, pontosabban 2z’ = o¥9(2). Ha z’—t
legalabb ¢ poziciéval jobbra vagy balra forgatjuk, akkor mindkét esetben
tartalmaz a sz6 egy (21 --- zq)kJrl faktort, melynek peridédusa g. Ha ennek
a faktornak p is periddusa lenne, akkor a 2.2. lemma értelmében z unaris.
Tehat csakis kisebb mértéki forgatasokat vehetiink szamitasba. Tovabba
azt is lathatjuk, hogy r < ¢ — 1 ugyancsak a fenti gondolatmenet alapjan.
Indirekt feltevésiink szerint p = kq + 1 periddusa a z’ egy elforgatasanak.

Legyen £ < q és vegyiik a 0~¢(2’) jobbra térténé elforgatast.

)kfl

k
Zqingl..-Zq(Zl..-zq) 21.--2T+1(21..-2q Zl"'zqfé

Ekkor a kovetkez§ Osszefiiggéseket figyelhetjiik meg:
e Ha k > 2, akkor

Zl PECEY ZT fr— 22 DTS ZT+1,
ZT+1 PR zq P Zl PR zq_r,
Zl DY Zr fr— Zq_r+1 .« e Zq,
melyekbdl kovetkezik, hogy z periddusa 1, azaz unaris szo.
e Ha k = 1, akkor a zg_pq1---2¢21 -+ 2¢21 "+ Zp4121 "+ * Zg—p 520101
megallapithatjuk a kovetkezdket:
Zqet41 " Zq—1%2q = Zq—04+2 " Zq1,
Zl PEEEEY ZT fr— 22 PEEEEY ZT+17
Zpyl vt Rqg =21 Zg—r, ha T > Y,

Zpglt Zg—tgr = 210 Zg—g, har <L
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Ezekbdl az Osszefiiggésekbdl is az kovetkezik, hogy z valamennyi

bettije azonos.

A balra valo forgatas esete ezzel analég modon belathato. Ezzel a tétel

teljesiilését az m = 1 esetben igazoltuk.

Most legyen m = (p mod q) > 1 és vegyiink olyan v € ¥* sz6t, melynek
hossza q és létezik egy ¢ — m hosszi keretszava, melyet s—sel jeloliink.

ko,

Legyen u = v*v’, ugy, hogy |u| = p és v/ = vy -+ - v, Megkonstrualjuk

aw = uvlil = vFu'vFtl = u2s szot. Mivel s a v keretszava, ezért az
u kezddszelete is. Ebbdl az kovetkezik, hogy w periodusa |u| = p. A w
s20 p pozicioval torténd balra forgatasaval megkapjuk a o (w) = v*+1ovkv’
szot, melynek |v| = ¢ nyilvanvaloéan periodusa. Tehat konstrualtunk olyan
w sz6t, hogy a w, korszo gyenge periddusa p és ¢ is, tovabba, w hossza
pontosan 2p + g — m. Itt is kifejezhetjiikk p—t a q—bodl, azaz p = kq + m,
igy a w sz6 hossza (2k + 1)q + m. Hasonléan az el6z6 gondolatmenethez,
tegyiik fel, hogy létezik olyan z sz6, melynek hossza |z| = |w| 4+ 7 és zo

gyenge peridodusai kézott szerepel p, q. Ebben az esetben is létezik egy

z = (Zl .. .Zq)kzl .. .zm_,’_r(zl . 'Zq)k+1

sz0. Most is feltehetjiik, hogy r < ¢ — 1, hiszen ellenkez6 esetben minden
elforgatas tartalmazna egy olyan (k + 1)g +m — 1 hosszu faktort, melynek
peridédusa p és q. Feltessziik, hogy valamely ¢ < ¢ esetén ag(z’ ) vagy
o~%(2') periodusa p. Vizsgaljuk most is a jobbra forgatast, azaz a o—¢(2’)
sz0t:
Zgts1-2g(z1 2 ¥ ez 2g) e 2
melynek az indirekt feltevésiink szerint periédusa p = kq+m. Az m =1
esethez hasonl6 Osszefiiggések irhatok fel.
e Ha k > 2, akkor

Zl"'ZT:zl+m"'zr+ma
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ZT‘+1"'zq:ZI"'Zq7T7
Zl"‘ZT:Zq—T+1"'ZQ7
ZT+1"'ZT'+m:zl"'zm7

melyekbdl kévetkezik, hogy z periddusa 1, azaz unéaris szo.

e Ha k=1, akkor a
Zq_£+1..-Zqzl.-.zqzl-..ZT+mZ1.-.qu1-..Zq_£

szOban teljesiil a k > 2 eset els6 harom Osszefiiggése, valamint, ha
m > ¢, akkor

Zg—t41° " Zq = Zm—t41" " Zms

m < £ esetén pedig
Zq—t41 " Zg—m = Zqtm—L """ Zq és Zg—m4lZg =217 Zm-

Tehat z valamennyi bettije azonos.

Azaz nem konstrudlhaté a megadott korlatoknél hosszabb olyan nem uné-

ris sz6, amelybdl p, ¢ peribdusokkal rendelkezé korszo képezhetd. |

A kovetkezo tétel pedig kétbettis dbécé feletti nem unaris korszavak kii-

16nb6z6 gyenge periddusainak maximélis szamara ad pontos fels§ korlatot.

2.3. Tétel (Kiilonboz6 gyenge periddusok maximalis szama [2]). Legyen
n > 3. Egy {a,b} dbécé feletti n hosszi nem undris szobdl képzett korszo

kiilonbozd gyenge periddusainak szama legfeljebb

—

5]+ L%J +1, ha n pdratlan,

+1, ha n pdros és (n mod 3) = 2,

|3

egyebként.

NI
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Bizonyitds. Legyen w € ¥* egy n > 3 hosszi nem unaris sz6 és jeloljiik
P,—vel a w, gyenge periddusainak halmazat. Tehat, P, az {1, ..., n}
halmaz egy részhalmaza. Mivel csakis nem unaris szavakbol képzett kor-
szavakkal foglalkozunk, hasznalhatjuk a 2.2 tételt a kiilonb6z6 periodusok
OsszeférhetGségnek ellendrzésére. A P, lehetséges elemeit pedig novekvs
sorrendben vizsgaljuk. Tegytik fel, hogy P, legkisebb eleme k € {1, ...,
n}. Ekkor t-k € P, is teljestil minden t =1, ..., L%J esetén. Igy pontosan
L%J darab olyan elemet kapunk, amely biztosan eleme P,—nek. Vegyiik
észre, hogy barmely ¢ € P, esetén, ha ¢ < L%L akkor ¢ a k tobbszorose,
kilonben a 2.2. tétel miatt we unéris lenne. Tehat a P,-beli kiilonb6zs
elemek szama legfeljebb L%J + L%J + 1. Ez az érték k = 2 esetén maxi-
maélis, azaz |Py| < L%J + L%J + 1. Tovabba, ha k osztja n—t, akkor a 2.4.
allitas szerint kikovetkeztethetd gyenge periddusok, valamint n, mér szere-
pelnek a k tobbszorosei kozott, ezért nem szamolhatjuk Sket djra. Tehat
a | Py| értékre ekkor teljesiil, hogy [Po| < |fx |+ 5 +1— || —1=|%].

A hatarérték tovabbi finomitésat kiillonbozé esetekre bontva targyaljuk.

1. Ha n paratlan, akkor |P,| < L%J + L%J + 1 pontos fels§ korlat,
mivel az ((abﬂ%J a)o alaku kdrszavaknak pontosan | %]+ |%] + 1
darab kiilénb6z6 gyenge periddusa van. Fzek forditott sorrendben
n, a ketts tobbszorosei és azok, melyeket a 2.4. allitas segitségével

kaphatunk az el6bbiekbdl.

2. Tegyiik fel, hogy n péaros és (n mod 3) = 2. Ha n paros, észreve-
hetjiik, hogy P, = {2,4, ..., n}—Dbdl az kovetkezik, hogy w,—nek
egyetlen paratlan gyenge periddusa sincs. Természetesen egy mésik
paros szamot valasztva legkisebb gyenge periédusnak csak tovabb
csokkentjiik a lehetséges gyenge periddusok szamat. Tehéat meg kell

vizsgalnunk, hogy paratlan k valasztasa esetén juthatunk-e tobb

32



gyenge periddushoz. Ahogy fentebb emlitettiik, ha k osztja n—t,

670 akkor |P,| < [%], tehét csak olyan k értékekkel kell foglalkoznunk,
melyek nem osztéi n—nek. Ekkor barmely p > L%J gyenge pe-
riédus esetén vagy p € {n — 1, n —2, ..., n — (n mod k) + 1},
vagy p = n —t -k valamely ¢ € {1, ..., [}]} esetén. Tehét
1Pyl < |36 + | 2] + (nmod k) —1 < |32] + (n mod k) — 1. Ek-

675 kor k = 3 valasztasaval maximalizalhatjuk az értéket, azaz | P, | <
2] +1=2+1

Ez a korlat pontos, mivel az ((aba) ] ab), alaku korszavak gyenge

peridédusai: n, n — 1, ¢t -3 minden t = 1, ..., L%J —ra, valamint
n—t-3mindent=1, ..., L%J esetén.

es0 3. A masodik ponthoz hasonléan, k—t valaszthatjuk kettének, vagy
egy olyan egész szamnak, amely nem osztja n—t. Ha k = 2, akkor
Py =1{2,4,...,n}, & |Py| < |32] 4+ (n mod k) — 1 minden més
lehetséges k érték esetén. Vegyiik észre, hogy, ha k > 2, akkor
L%J +(nmod k) —1 < 5. A w, legkisebb gyenge periodusa ebben

685 az esetben 2 (vagy valaszthat6 a 3, ha (n mod 3) = 1). Tehéat
[Pl <5
A korlat ebben az esetben is pontos, mivel az ((ab)% )o korszavaknak

pontosan ennyi kiilonb6z§ gyenge periédusuk van.

Ezzel megmutattuk, hogy a tétel allitisaban megadott korlat valamennyi

e0 esetben pontos. |
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2.3. Korszavak abrazolasa hierarchikus
adatszerkezettel

Ebben a fejezetben kiilonbozd korszavak vizualis dbrazolasaival foglal-
kozunk. FEzeket a modszereket alkalmazva szemléltethetiink egyes tulaj-
donsagokat, valamint foglalkozhatunk olyan kérdésekkel, melyek a leirasi

bonyolultsidgra irdnyulnak.

Szavak abrazolasa hierarchikus adatszerkezetekkel

Szamos szovegeken operald algoritmus esetén a miiveletek gyorsabb
végrehajtasa miatt szokds a nem valtoz6 szoveg vagy minta hierarchikus
adatszerkezetben val6 tarolasa. Ilyen adatszerkezet példaul a zaroszeletfa

(suffix trie) [15].

2.4. Definici6. Fa alatt olyan 7 = (V, E) hierarchikus adatszerkezetet

értiink, melyben

e V a fa csomopontjainak halmaza,

e L CV XV pedig a fa éleinek halmaza.
Tovabbd teljesiilnek a kévetkezdk:

o létezik eqy r € V csomdpont, a fa gydkere,

o (v,7)¢ E, (v,v) ¢ E barmely v € V—re teljesiil,

o tetszdleges u € V' csomdpont esetén létezik olyan uy, ..., up, € V
csomdpontok sorozata, hogy wy = 1, up, = u €s (uj,ui41) € E
(i=1, ..., n—1), valamint,

e ha (v,u) € E, akkor nem léteznek olyan uy, ..., u, € V csomd-
pontok, hogy w1 = u,u, = v és barmely i =1, ..., n — 1 esetén
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(ui,uiﬂ) e k.

A 7 = (V,E) fa kitintetett csomopontjait egy K C V halmazzal ad-
hatjuk meg. A w € ¥* sz6 zdrdszelet fdja egy olyan 1, fa, melyben
a gyokérbdl a kitiintetett csomoépontokba vezeté utak cimkéibdl elGéllo
szavak pontosan w zaroszeleteit adjak. Egy ilyen fa lathatd a 2.4 abrén.

Megjegyezziik, hogy minden levélelem és a gyokér is kitiintetett csomoépont.

2.4. abra. A Tupeap zaroszelet fa.

Ilyen fak hasznalatéval igen egyszerd eldonteni azt, hogy adott v sz6 a
w faktora-e, hiszen a megfelel§ éleken lépkedve ezt karakterenként ellen-
orizhetjiik. A szakirodalomban szamos olyan algoritmus talalhato, amelyek

zaroszeletfak elgallitasaval foglalkoznak, illetve azokat hasznaljak [15].

Korszavak abrazolasa fakkal

A fejezet tovabbi részében korszavak fakkal vald reprezentélassal fog-
lalkozunk, mellyel egy adott korszo kiillonb6zé elemeinek kozos kezdGszele-

teinek vizsgalatat alapozzuk meg. Korszavaknak az itt targyalt abrazolasi
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modja a [7] miben jelent meg el@szor. A korszohoz tartozo fa definicioja

a kovetkezg.

2.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy a Ty, a wo kiorszé fdja, ha v =
V1 Up € Wo pontosan akkor, ha léteznek Ty, —ben olyan to, ..., t, cso-

mdpontok, hogy

e ty a Tw, fa gyokere, t, levélelem, és

e minden i =1, ..., n esetén létezik a t;_1 csomdpontbdl t; csomd-

pontba vezetd él, melynek cimkéje v;.

Ez az abrazolési modszer a fentebb targyalt zéroszeletfa adatszerkezet-
hez erGsen kapcsolddik, mint az a 2.5. abran is lathato. Mivel a korszavak
faiban tetszéleges uton elGallo sz6 zaroszelete a korszo valamelyik elemé-

nek, ezért nem jeldljiik kiilon a kitiintetett csomoépontokat.

2.5. abra. Az (aabab)s és (aabbcac), korszavak fai.

A fanak beszélhetiink kiilonb6zd szintjeir6l. Az r € V csomépont a
nulladik szinten helyezkedik el, azaz h(r) = 0, ha r a fa gyokere, tovabbé,

ha u és v a fa csomodpontjai és létezik u—bol v—be vezets kozvetlen él,
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akkor h(v) = h(u) + 1.

Az, hogy a Ty, faban mely szinten fordulnak el elagazasok, wo ele-
meinek kozos kezddszeleteibdl kikovetkeztethets. Pontosabban, a k € Ny
szinten pontosan akkor van eldgazas, ha léteznek olyan w,v € w, szavak,
melyek leghosszabb kozos kezddszeletének hossza k. Ez teljesiil a nulla-
dik szintre is, mivel, ha w, tartalmaz két kiillonbozd betiit, akkor 1étezik
két olyan eleme, melyek mér a legels§ bettdjiikben kiilonboznek, igy leg-

hosszabb kozos kezd@szeletiik az liresszo.

Tovabbé azt is kimondhatjuk, hogy, ha a 7, fa a k£ € N szintjén elaga-
zik, akkor tartalmaz eldgazast a k — 1—edik szinten is. Ehhez kapcsol6dé
allitas, hogy, ha w € {a, b}* és a 7y, faban van egy elagazas |w|—2 magas-
sagban, akkor pontosan egy elagazast tartalmaz minden m =0, ..., |w|—2
szinten. Ugyanis, tegylik fel, hogy a szinteket egyesével sorra vessziik a
gyokérbdl indulva. Ha a gyokérnél van elagazés, akkor a lehetséges konju-
galtak (korszo elemeinek) szama legalabb ketts. Valamint minden tovabbi
szinten 1év§ eldgazas eggyel noveli a konjugaltak kiilonbozs kezddszelete-
inek szamét. Ha feltételezziik, hogy minden tovabbi szinten egy elagazas
van, akkor a |w| — 2 magassidgban 1év6 elagazast elérve a kiilonb6zs kez-
ddszeletek szama |w|, ami egy |w| hosszu korszo esetén maximalis, tehat
a fa sem a |w| — 1, sem a |w| szinteken nem tartalmazhat elagazast, de

minden fentebb 1év§ szinten pontosan egyet tartalmasz.

Ilyen fakat kapunk, ha tgynevezett Fibonacci szavakbdl [46] képzett

korszavakat abrazolunk (példaul a 2.5. abra bal oldala).

2.6. Definici6. Legyen fo =10, f1 = a és tetszdleges n > 2 esetén f, =
frno1fn_o A f; szt (i € Ng) az i—edik Fibonacci szonak, a beldle

képzett korszot pedig i—edik Fibonacct korszonak nevezziik.

Ezen szavak hossza pontosan a Fibonacci szamok sorozatat koveti. Az
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{f:}32, rekurziv sorozat hatarértékét szokas nevezni végtelen Fibonacct
szonak. Megjegyezziik, hogy végtelen szavakbol nem képziink korszava-
kat, mivel nem beszélhetiink utolsé betdjiikrél, de a faval valdé abrazolas
lehet&vé teszi, hogy a végtelen Fibonacci szét a véges Fibonacci szavakbol
kiindulva kezeljiik.

El6szor vegyiik az alabbi példat, amely szemlélteti a 75, s 7z, fak
kapcsolatét.
2.6. Példa. A 2.6. abran lathato, hogy 7z, ), gyokérbdl kiindulo részféja a
T(f)o fanak.

2.6. abra. A 7(z.), fa el6fordulasa 75 ), faban. Szaggatott vonal jelzi a
T(#.)o & hatarat.

Belatjuk a kovetkezé allitast, amely a kiilonb6zé Fibonacci korszavak-
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hoz tartozo6 fak koézotti kapcsolatot irja le.

2.5. Allitas (Fibonacci korszavakhoz tartozoé fik hierarchiaja [7]). Bir-
mely 2 <1 < j esetén, Tz, gyokérbol kiinduld részfdja a T(f,)o fanak.

Bizonyitds. A definici6 szerint f,, = f,,_1f,_o tetsz6leges n > 2 esetén.
Elég beldtni, hogy (f;)o—ben (f;_;)o minden eleme eléfordul valamelyik
sz0 kezdészeleteként. Tudjuk, hogy

fj—l = fj—2.fj—37 és
.fj = fj—lfj—Q = fj—2fj—3fj—27

azaz ak(fj) kezd&szelete O'k(fj_l) minden k = 0, ..., [f;_o| esetén. To-
vabba f; o= f; sf;_4és U‘fj_Q‘(fj) = fj_3fj_of j_3f j_4, melybdl lat-
hatjuk, hogy barmely £ =1, ..., |f;_5| — 1 esetén a”lfj*?l(_fj) kezddsze-

lete o t1f5-2 (fj—1). Tehat f;_; valamennyi ciklikus elforgatésa kezdésze-
lete (f;)o valamely elemének. Ebbdl kévetkezik, hogy 7 £,_1)0 8yOkérbdl
kiindulo részfaja a 7 Fi)o fanak, ami maga utan vonja az allitast. |

A fenti allitas azt is jelenti, hogy a véges Fibonacci korszavak fai olyan
sorozatot alkotnak, melynek beszélhetiink fixpontjarol, vagy hatarértéké-
r6l, amit jeloljiink 7¢_ —rel, mivel tekinthetiink ra gy, mintha a végtelen
Fibonacci ,korszohoz” tartozd fa lenne. Ebben a faban a gyokérben kez-
d6ds valamennyi ut az f sz6 egy faktorat adja. Ez a faktor természetesen
lehet f egy végtelen zéroszelete is, ha véges sok 1épés utan nem allunk

meg. Tehat levonhatjuk az alabbi kovetkeztetést.

2.1. Kovetkezmény (A végtelen Fibonacci sz6 bizonyos faktorairol [7]).
A wvégtelen Fibonacci szonak valamennyi (f;)o—beli szd faktora bdarmely

1 € Ny esetén. ]
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2.4. Osszefoglalas

A dolgozat els6 részét ezzel a rovid Osszefoglalassal zarjuk. Betekintést
nyerhettiink a szavak kombinatorikdjanak egy kis szeletébe és megismer-
hettiink egy olyan modellt, melyben elméleti és remélhetéleg gyakorlati
szempontbol is nagy lehetéségek rejlenek. A korszavak kombinatorikaja
nem tul sdrtin kutatott tertilet, de, ahogy a [17, 18, 45] mtvekbd] is kide-

riil, a szakirodalomban nem hagyjak teljesen figyelmen kiviil.

Ahogy a 2.2. fejezetbdl is latszik, sajat munkammal a korszavak peri-
odikus tulajdonsagainak meghatarozésahoz, annak egy 1j megkozelitésé-
hez jarultam hozza. A fejezet teljes mértékben sajat eredményeket tar-
talmaz, melyeket témavezetém iranyitédsa mellett szamoltam ki. Eredmé-
nyeim eddig két konferenciakiadvanyban, valamint egy folyodiratcikkben
jelentek meg [6, 7, 2]. A dolgozatban a legtobb bizonyitéast atdolgoztam,
bizonyos részeket jobban kifejtettem. A 2.3. és a 2.4. allitasok, valamint
a 2.2. ¢és a 2.3. tételek a [6] cikkben keriiltek kozlésre. Ezen kozlemény-
re épitve dolgoztam ki a 2.1. tételt, amely a 2.1. és a 2.2. Aallitdsokkal
a [2] folyoiratcikkben kapott helyet. A 2.3. fejezet pedig a [7] eredményein

alapul.

Tulajdonképpen a 2.2. és a 2.3. tételek egy 2.2. lemmahoz hasonlo
eredmény felé vezets ut alapkovei. Az el6bbi azt adja meg, hogy milyen
feltételek mellett lehet egy nem unaris korszénak két kiilonbozé relativ
prim szédm is periédusa, mig az utébbi egy nem unéris korszo kiilonbo-
76 lehetséges periddusainak maximaélis szamét adja meg a korszo hossza-
nak fiiggvényében. Eddigi révid munkalkodasom soran nem sikeriilt a 2.2.
lemmaval analog allitast bebizonyitani, de a kutatéas egyik széila abba az

iranyba mutat.

Egy maésik kutatasi iranyt jelent a fakkal vald abrézolasbol kiindulva
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a korszavakat elfogadé automaték vizsgalata. Ezen belil leginkabb az
automatak bonyolultsagara vonatkozo kérdések érdekesek. Példaul: Adott
w, korszd gyenge periddusai és a we nyelvet elfogadd véges automata
allapotainak szama kozott milyen Gsszefiiggés van? Ehhez kapcsoléddan a

palindrom korszavak esetén kétfejii automatéikkal is érdemes foglalkozni.

Jelen dolgozatban kozolt eredmények és a korszavak peridédusainak j
megkozelitése reményeink szerint késébbi eredményes kutatasokat alapoz-

hatnak meg.
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3 Automataelméleti vizsgalédasok

A dolgozat tovabbi részében egyallapotu szamlaldéautomatak egy rész-
osztalyarol lesz sz6, melyet egy révid bevezetés utan fogunk targyalni. Ezen
a teriileten a hangsilyt a kiilonb6z6 automaték altal elfogadott nyelvek ko-
zOtt1 hierarchia vizsgéalatara helyeztik. Ez az itt vizsgalt modell esetében

példanyelvek (ellenpéldak) szemléltetésével tiint a leghatékonyabbnak.

Kezdetben a szakirodalom kapcsolodd eredményeit, fogalmait tekintjiik
at mikozben egységesitett jelolést vezetiink be. A bevezetést a szamlaloau-
tomatéak targyaldsaval kezdjik a 3.1. alfejezetben, majd egy altalanositéa-
sukat, az egyallapotu szamléléautomatakat mutatjuk be. A t6bb olvasofej-
jel rendelkez6 automaték ismertetésével zarjuk az el6zmények attekintését.
A 3.2. fejezetben vizsgaljuk az egyallapotu 5 — 3’ Watson-Crick szdm-
ldlbautomatakat. Eredményeinket a lehetséges tovabbi kutatasi irdnyok
megemlitésével a 3.3. fejezetben foglaljuk Gssze. Feltételezziik a formalis
nyelvekkel kapcsolatos alapvet§ fogalmak, a Chomsky hierarchia és kii-
16nb6z6 nyelvosztalyok definicidinak ismeretét. Ezek mind megtalalhatok

a [19] miben.
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3.1. Egyallapotu szamlaléautomatak és tébb
olvasofejjel rendelkez6 automatak

Szamlaléautomatak

Az automataelmélet egyik legegyszertibb modellje a véges automata
(finite automaton), melynek véges sok belsé allapota van és miikodése az
automata aktualis belsd allapotatol, valamint az olvasott inputtol fiigg. Ha
az automatat nem algebrai modellként kezeljiik, hanem felismerd, elfogadé
eszkozként, akkor egyes allapotokat kitiintetiink. Ekkor az automatat ini-
cialis véges elfogaddautomatanak nevezziik. Az automata miikédése diszk-
rét idéskalan torténik, a szamitis megszamlalhato sok 1épésre bonthato. A
szamitas elején az automata kezdgallapotban van és az olvasofeje az input
els6 bettjén all. Az automata szamitasa pontosan akkor sikeres (azaz el-
fogado), ha az input minden bettje feldolgozasra keriilt és az automata
egy elfogado6 allapotban van. Egy automatanak kezddéallapotaibol és elfo-
gado allapotaibdl is lehet tobb, ugyanakkor, barmely tobb kezd&allapottal
rendelkezd automatahoz megadhat6 azzal ekvivalens (ugyanazt a nyelvet
elfogadod) egyetlen kezdsallapottal rendelkezd iniciélis véges elfogadoauto-
mata. A tovabbiakban jelolje P(X) az X halmaz Gsszes részhalmazanak
halmazat, azaz az X hatvanyhalmazat. Az inicialis véges elfogaddéautoma-

ta definici6ja ekkor a kovetkezd.

3.1. Definicio. Az A = (Q, X%, 9, qo, F') otdst inicidlis véges elfogado-

automatdnak nevezzik, ahol

e () eqy véges, nem tres halmaz, az dllapotok halmaza,
e X egy dbécé

e 0:X xQ — P(Q) az dtmenetfiiggvény,
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e qo € Q a kezdddllapot és
e FCQ az elfogado dllapotok halmaza.

A véges automaték részletesebb targyalasa megtalalhato példaul a [19]
jegyzetben. Leginkédbb olyan esetekben hasznalhatok, amikor a szamitas
soran csak véges sok kiilonboz6 esetet (allapotot) sziikséges megkiilonboz-
tetni. Nem képes példaul arra, hogy az inputban bizonyos bettik el6fordu-
lasainak szamét Gsszehasonlitsa. Ilyen esetekben hasznélhatok a szémlalo-
automatéak (counter machine), azaz olyan véges sok éallapottal rendelkezs
automatak, melyek fel vannak szerelve véges sok szamlaloval. Egy-egy
szamlaloban pontosan egy nem negativ egész értéket lehet tarolni és az
eggyel valo novelés, illetve csokkentés miiveletek értelmezettek rajta. Utob-
bi csak akkor, ha a szamlalé értéke nem nulla. A szamlalon értelmezett

egy sign : N — {0, 1} fiiggvény a kovetkezSképpen:

o 0 haj=0,
sign(j) =
1 egyébként.
A sign fliggvényt kiterjesztjiik érték n—esekre, azaz sign(si, ..., sp) =
(sign(s1), ..., sign(sy)), hogy n—szamlalos automatékat tudjunk kezelni.

A szamlaléautomata a szamitas egyes lépéseiben az olvasott input szim-
bélum, az aktualis allapot és a szamlalok értékébdl a sign fliggvény segit-
ségével szarmaztatott vektor alapjan dont a végrehajtandé utasitédsokrol,

melyek lehetnek:

1. bels6 allapot megvaltoztatésa,
2. olvasofej jobbra léptetése,

3. a szamlalok értékeinek megengedett modon torténd megvaltoztaté-

sa,

44



905

910

920

925

illetve ezek tetszdleges kombinacioi.

A széamlaléautomata formaélis definicioja a kovetkezd.

3.2. Definicié. Az A = (Q,X,m,d,qo, F') hatost inicidlis szamldléau-
tomatdnak nevezziik, ahol

o () egy véges halmaz, az automata belsé dllapotainak halmaza
e X egy véges abécé,
e m az automata szamldloinak darabszama

e d:Y xQx{0,1}" - P({0,1} x Q x {0,+,—}™) az dtmenet-
fliggvény, tovdbbd megkiveteljiik, hogy tetszdleges a € %, q € Q
valamint s = (s1, ..., sm) € {0,1}"™ esetén, ha 6(a,q,s) értel-
mezett (azaz nem az tres halmazt adja eredményiil), akkor nem
létezik olyan i € {1, ..., m}, hogy s; = 0 és t; = — wvalamely
(d,q,t1, ..., tm) € 0(a,q,s)—re, azaz nulla értékd szamldlé csok-

kentése mem megengedett,
e qo € Q a kezdddllapot,

e FC Q@ az elfogado dllapotok halmaza.

Az A = (Q,%,m,d,qo, F) inicidlis szamlaléautomata konfigurdcioit
C = (w,q,s) alaka parokkal irjuk le, ahol w € ¥*, ¢ € @, valamint
s=(s1, ..., sm) € NJ".

Azt mondjuk, hogy a C; = (w, ¢, s) konfiguraciobol a Cy = (w’, ¢/, s')

/

(ahol s = (81, ..., 8m), 8" = (s, ..., s),) € NJ') konfiguracié kozvetleniil

elérhetd (jeloléssel C 4 Ca), ha teljesiil a kovetkezd két feltétel:
1. az alabbiak koziil az egyik fennall:

e w=aw' aeXés(1,¢,t1,...,tm) € (a,q,sign(s)), vagy
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e w=w =au € X* ahol a € ¥ U {\} (mind u, mind a
lehet az {iresszo is) és (0,¢/,t1, ..., tm) € 0(a, g, sign(s)),

2. valamint, minden ¢ = 1, ..., m—re teljesiil, hogy
si+1, ha t; =+,
s;: si—1, ha s;>0¢ést; =—,

Si, egyébként.

Mas szoval a (d, ¢, t) € §(a, g, sign(s)) parok d tagja jeloli, hogy az olva-
sofej elmozdul-e jobbra az adott &tmenetben (d = 1 esetén), vagy helyben
marad (ha d = 0); ¢/ lesz az 4j bels§ allapot (¢’ = ¢ is megengedett); a
t miiveletvektor pedig megadja a szamlalokon elvégzendd miiveleteket (+:

novelés, —: csokkentés, 0: valtozatlanul hagyas).

Az igy definialt szamlaloautomata hasonl6 a Marvin L. Minsky altal
regiszter gépnek (program machine, register machine) nevezett modellhez
[35]. A regiszterek miikodése a szamlalokéval azonos, a programot pedig
az allapotatmenet fliggvény irja le. Marvin L. Minsky megmutatta, hogy
egy két szamlaloval rendelkezd regiszter gép (igy szamlaloautomata) kife-

jezGereje megegyezik a Turing gépekével.

3.1. Lemma (Szamlaloautomatak kifejezGerejérsl [35]). Bdarmely T Tu-
ring géphez létezik olyan Mt regiszter gép minddssze két regiszterrel, amely

T mikodését szimuldlja. ([l

A bizonyitas f6bb 1épései a kivetkezok:

1. Barmely T Turing gép esetén megadhaté olyan automata, amelynek
két verme van és 7' miikodését szimulalja. A vermek a {0, 1} binaris

abécé betdit tartalmazhatjak.

2. Egy binaris szamot, azaz binaris sz6 betit tartalmazo6 verem szi-

mulalhaté két szamlaloval. Feltessziik, hogy a verem tetején a leg-
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kisebb helyiértékd bit helyezkedik el. Ekkor, ha a verem tetejére
0 szimboélumot szurunk, az a kettével valo szorzasnak felel meg, a
verem tetejére szurt 1 pedig kettével vald szorzast és eggyel vald
novelést jeloli. A legfelsd szimbolum eltévolitasa pedig pontosan a
fenti két mivelet inverze. Ezen miiveletek két szamlaloval végre-
hajthatok, ugyanis az egyik szamlalo értéke a veremben 1év6 szam,

a masik szamlalot pedig ideiglenes tarhelynek hasznalhatjuk.

3. Négy szamlaldé miikodése szimuldlhato két szamlaloval. Az egyik
szamlalé ebben az esetben is ideiglenes tarhelyként szolgal, mig a
masik szamlalo a 20375570 érteket tartalmazza, ahol i, j, k, ¢ € Ny
a szimuldlandé négy szamlalo értéke. A szamlald értékének 2—vel,
3—mal, 5—tel, illetve 7—tel vald szorzasa rendre az i, j, k, £ szamla-
16k eggyel valé novelését reprezentalja, mig az osztéas az eggyel vald

csokkentést.

Tehat a két szdmlaloval rendelkezd inicidlis szamléloautomatak kifejezd-
ereje megegyezik a Turing gépekével. A tovabbiakban olyan szamlaloau-

tomatakkal foglalkozunk, melyeknek pontosan egy allapota van.

Egyallapotu szamlaléautomatak

Automatak ezen részosztalyat Omer Egecioglu és Oscar H. Ibarra vizs-
galta [20, 21]|. Kozos miveikre épiil a dolgozat tovabbi részében targyalt

modell.

Az elgbbiekre épitve az egyallapott szamlaloautomata (stateless mul-

ticounter machine) formaélis definicioja a kovetkezs:

3.3. Definicié. Az A= (%, ¢,$,m,d) dtost egydllapoti szamldléauto-

matdnak nevezziik, ahol
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e X egy véges dbécé,

¢,$ ¢ X rendre a kezdd és zdro jelek,

e m € Ny a szamldlok darabszdma és

§: (BU{e$}) x{0,1}™ — P({0,1} x {0,4,—}"™) az dtmenet-
fliggvény, tovdbbd megkiveteljiik, hogy barmely a € (X U {¢,$}),
valamint s = (s1, ..., Sm) € {0,1}™ esetén, ha 6(a,s) értel-

mezett (azaz nem az tres halmazt adja eredményiil), akkor nem

létezik olyan i € {1, ..., m}, hogy s; = 0 és t; = —, ahol
(t1, ..., tm) € 0(a, s), azaz nulla értéki szamlald csokkentése nem
megengedett.

A 3.3. definicibban megadott automataban az egyallapoti jelzé a belsé
allapot allando voltat jelzi. Ezért azt az dtmeneteknél nem is kell figye-
lembe venniink. A szakirodalomban szokés az ilyen automatakat allapot-
nélkiili automatéknak (stateless automata) is nevezni. Az inicialis jelz6t is
elhagytuk, mivel ebben a modellben nem beszélhetiink szigora értelemben

vett kezd&allapotrol.

A tovabbiakban, ha 3 egy abécé és w € ¥*, akkor wX* jeloli azon
szavak halmazat, melyek kezd@szelete w. A Y*w halmaz pedig azokbol
a szavakbol all, melyeknek zaroszelete w. Ha pedig A és B szohalmazok,
akkor

AB={zy |z € A,y € B}.

Az A = (X,¢,8,m,0) egyallapotu szamlaloautomata konfigurdcio-
it C = (w,s) alaku parokkal jeloljiik, ahol w € {¢, A\}X*$, valamint

s=(s1,..., sm) € Nj"

Azt mondjuk, hogy a C; = (w,s) konfiguraciohol a Cy = (w’,s)
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(ahol s = (81, ..., sm), 8" = (s, ..., s5,) € N§") konfiguracioé kozvetleniil

1000 elérhetd (jeloléssel Cq 4 Co), ha teljesiil a kovetkezd két feltétel:
1. az alabbiak koziil az egyik fennall:

e w=oaw és (1,t1, ..., ty) € d(a,sign(s)), vagy

e w=w =au € X*$ (ahol u lehet iiresszo is, ekkor a = §)

és (0,t1, ..., ty) € 0(a,sign(s)),
1005 ahol a € Y U {¢,$},
2. valamint, minden ¢ = 1, ..., m—re teljesiil, hogy

S’Ii: Si_17 ha SZ>0éStz:_7

Si egyébként.

Mas szoval a (d,t) € d(a,sign(s)) parok d tagja jeloli, hogy az olvasofe;
elmozdul-e jobbra az adott &tmenetben (d = 1 esetén), vagy helyben marad
(ha d = 0); a t miveletvektor pedig megadja a szamlalokon elvégzendd

1010 miiveleteket (4: novelés, —: csokkentés, 0: véaltozatlanul hagyés).

Az atmenetfiiggvény egy alkalmazasat sokszor az automata egy lépé-

sének nevezzik.

Ha a szovegkornyezetbdl kideriil, hogy melyik automatarél van szo,
akkor 4 helyett egyszerdien csak a I jeldlést hasznaljuk. Tovabbéa legyen
1015 F* a b reflexiv és tranzitiv lezértja.
Az A= (%,¢,$,m,d) automata kezdSkonfiguracidja a w € ¥* inputon
(¢cw$, 0™), elfogado konfiguracioja pedig ($,0™). Az A automata elfogadja
a w € X* sz6t, ha a kezdSkonfiguraciobodl kiindulva véges sok 1épés utan
az elfogado6 konfiguraciohoz jutunk, azaz, ha (¢cw$,0™) H* ($,0™). Az A
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automata altal elfogadott nyelv pedig
LA) = {w e = | (¢w$,0™) 7 (8,07)}.

Azokat a nem elfogad6 konfiguraciokat, melyekben az atmenetfiiggvény
nem alkalmazhato, azaz melyekbdl nem lehet tovabbi konfiguracidkba 1ép-

ni, elutasité konfiguracioknak nevezziik.

Legyen r egy szamlalo és vizsgaljuk a Cy ... Cy konfiguraciok so-
rozatat, amelyet szamitdsnak is neveziink. Minden szamitéas soran figye-
lemmel lehet kévetni, hogy az egyes szamlalok hanyszor keriilnek nemcsok-
kend (novelések és valtozatlanul hagyasok sorozata) allapotbol csokkendbe
(legalabb egy csokkentés miivelet utan). Ha ez adott r szamlaloval tetszo-
leges szamités soran legfeljebb k—szor torténik, akkor azt mondjuk, hogy
r k—szor fordul, vagy r egy k—fordulé szdmldlé (k—reversal counter).
Ha nem létezik ilyen k egész, akkor r forduldsainak szama korlatlan és
korldtlanul fordulénak nevezziikk. Megjegyezzik, hogy az elfogadd és
nem elfogad6 szamitasokat is figyelembe vessziik r forduldsainak megha-
tarozésanal. Sokszor egyes szamlalok csak arra szolgalnak, hogy szamon
tartsak mas szamlalok fordulasait. Igy oldhaté meg az, hogy, ha példaul az
r szamlal6 fordulasainak szama elérte a k hatarértéket, akkor az automata

elutasité konfiguracioba keriiljon.

A szamlalokhoz hasonléan, ha létezik egy olyan k egész, hogy adott A
automaténak minden szamléaloja (legfeljebb) k—fordulé, akkor az A auto-
matat is k—fordulé automatdnak nevezziik. Ellenkezs esetben A kor-
ldtlanul fordulo automata.

3.1. Megjegyzés. A fordulasokba néha a nemnévekvs éllapotbol névekvébe
valo valtast is beleszdmoljak, viszont ekkor minden elfogad6 szamitasban
nulla vagy péaratlan fordulas torténik, mivel csokkend fazisba paratlan for-

dulés utan keriil a szamlalo és csak ekkor nullazédhat le. Az elfogadott
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nyelvek hierarchiajat tekintve viszont ez és a fentebb definialt megkozelités

lényegét tekintve azonos.

Azt mondjuk, hogy az A automata valds-ideji (realtime), ha

6(a,sign(s)) < ({1} x {0, 4+, =}")

minden a € ¥ U {¢, 3} és s € N’ esetén. Azaz a valos-ideji automatak
olvasofeje minden lépésben elmozdul, kivéve ha az atmenetfiiggvény az
iires halmazt adja eredményiil. Ezen korlatozas nélkiil az automata nem
valés-ideji. Utobbi jelz6t megengedd esetben fogjuk hasznalni, azaz a
nem valés-idejii automatak halmaza tartalmazza a valés-ideji automatakat
is.

Megjegyezziik, hogy valos-idejii automaték esetén valamennyi szami-
tas elfogad6 vagy elutasité konfiguracidban ér véget, hiszen tetszGleges w
input esetén az automata szamitasa véges sok konfiguraciobol allo6 soro-
zattal lefirhatd, mivel az input feldolgozasra var6 része minden lépésben
legalabb egy karakterrel csokken. Azaz a valos-idejd automatak véges sok
lépés utan megallnak tetszdleges inputon. Ez nem feltétleniil teljesiil nem
valos-idejil automatak esetén, ugyanis a szamlalok értéke valtoztathato az
olvasofejek elmozditasa nélkiil. Jelenlegi ismereteink szerint nyitott kér-
dés, hogy milyen feltételek mellett donthetd el, hogy adott nem valés-ideji
automata adott inputon véges sok 1épés utan megall-e vagy sem.

Ha [0(a,sign(s))| < 1 valamennyi a € ¥U{¢, $} és s € NJ* esetén, akkor
az automata determinisztikus. Azaz egy szamléléautomata pontosan
akkor determinisztikus, ha minden konfiguracié esetén, amennyiben létezik

lehetséges 1épés, akkor az egyértelmiien meghatarozott.

3.2. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy szokas a nemdeterminisztikus jelz&t

is hasznélni automaték esetében, viszont altalanos esetben a definicié sze-
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rint ilyen automatékrol beszéliink, ezért ezt a jelz6t legtobbszor elhagyjuk.

Csak akkor hasznaljuk, amikor a két tipust szembeallitjuk egymaéssal.

A kovetkezékben megadunk néhany fontosabb lemmat, melyek Omer
Egecioglu és Oscar H. Ibarra nevéhez fliz6dnek. Valamennyi megtalalhato
a |20, 21] mtivekben. Jeldlje |w|, a w € ¥* széban 1évs a € 3 bet eléfor-
dulasainak szamat. Megjegyezziik, hogy a konnyebb olvashatosag kedvéért
az m szamlaloval rendelkez§ automatikat m—szdmldlos automatiknak

hivjuk.

Egyallapotu szamlaléautomatak tulajdonsagai

3.2. Lemma. Legyen L = {w € {a,b}* | |w|, = |w|p}. Ekkor létezik
olyan nem valds-ideji 1— fordulo 2—szamldlds egydllapoti szdmldldautoma-
ta, amely elfogadja L—t, de bdrmely k,m € N értéket is véve, nem létezik
olyan valds-idejii k—forduld m—szamldlds automata, amely elfogadnd. [
3.3. Lemma. Ha egy L nyelvet egy nem valds-idejd k—fordulé m—szdm-
lalos egydllapotu szdmldloautomata elfogad, akkor azt elfogadja egy nem
valds-idejt 1—fordulé (2k — 1)m—szdmldlos egydllapoti szdmldléautomata
is. U
3.4. Lemma. Ha A = ({a}, ¢,$,m,d), akkor L(A) = {a"T*" | i € Np}

valamely n,{ € Ny egészekre. O

3.5. Lemma. Ha A = ({a}, ¢,$,m,0), akkor L(A) vagy végtelen, vagy

egyelemd nyelv. O

3.6. Lemma. Ha az A = ({a}, ¢,$,m,0) egydllapoti szamldlsautomata
1—forduls, valamint az dltala elfogadott nyelv egyelemd, azaz L(A) = {a"}

valamely n € Ng esetén, akkor

n<(m—1)2"+m.
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O

Azaz egy 1—forduldé m—szamlélés egyallapotu szamlaléautomata min-
den szamitas soran legfeljebb (m — 1)2™ + m értékig tud "elszamolni".
A 3.6. lemma k—fordul6 egyallapotu szamlaléautomatakra altalanositott

valtozata a kovetkezd:

3.7. Lemma. Ha az A = ({a}, ¢,$,m,0) egydllapoti szamldlsautomata
k— forduls, valamint az dltala elfogadott nyelv egyelemi, azaz L(A) = {a™},
akkor

n < ((2k —1)m — 1)2%=D™ L 2k — 1)m.

O

m—1 )3 p3 -
27 esetén létezik

3.8. Lemma. Legyen m € N. FEkkor birmely k <
olyan L nyelv, melyet elfogad egy (k + 1)—fordulé m—szdmlalds egydllapo-
ti szamldldautomata, ellenben nem létezik olyan k—forduld m—szdmldlds

egydllapoti szdmldloautomata, amely azt elfogadnd. O

A k-ra vonatkozo korlat az el6zé tételben arra utal, hogy az automa-
tanak bizonyos mennyiségi szamlalora van sziiksége ahhoz, hogy a fordu-
lasok szaméat kovetni tudja, mivel az automatanak implicit tulajdonsaga
az, hogy szamlaléi hanyszor fordulnak. Tehat & > % esetén nem lehet
garantélni, hogy nincs olyan szamitas, mely soran az automata nem fordul
k—nal tobbet. Ezért a dolgozat tovabbi részében, ha altalanossagban be-
széliink k—forduldé m—szamlalos egyallapotu szamlaloautomatéakrol, akkor
feltessziik, hogy k < %

Ahhoz, hogy ratérhessiink a vizsgalt modell ismertetésére, el6bb a tébb

olvasoéfejjel rendelkez6 automatéakkal kell foglalkoznunk.
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Tobb olvasofejjel rendelkez6 automatak

Az el6z6 alfejezetben lathattuk, hogyan lehet a véges elfogaddautoma-

1120 takbol kiindulva egy egészen kiilonbozé tulajdonsidgokkal biré automata-
osztalyhoz jutni. A szamlaléautomatéik mellett igen elterjedt a tobb olva-
sofejjel rendelkezd automaték vizsgalata is [24, 26]. Minket a modelliink
szempontjabol a két olvasofejes elfogaddautomatak érdekelnek, melyeket a

kovetkezo altalanos definicié specialis eseteként tudunk értelmezni.

125 3.4. Definicio. Legyen ¢ € N. Az A = (Q,%,¢,$,¢,0,q0, F) nyolcast

{—olvasdfejes automatdnak nevezzik, ahol

e () dllapotok egy nem iires, véges halmaza,

e > eqy nem tires, véges input dbéceé,

¢,$ ¢ X a kezdd- és zdro jelek,

1130 { az olvasofejek szdma,

§:Qx (2U{¢,$}) = PQ x {0,1}) az dtmenetfiiggvény,

qo € Q a kezdddllapot,

F C Q az elfogads dllapotok halmaza.

Egy ilyen automata miik6dése vazlatosan a kovetkezSképpen zajlik a
135w € X* input feldolgozasa esetén, melyet a szalagon a ¢w$ karaktersorozat

reprezental:

o A szamitas elején valamennyi olvasofej a ¢ szimboélumon all és az

automata a qg kezdGallapotban van.

e A § atmenetfiiggvény segitségével, az aktualis allapot és az olvaso-

1140 fejek altal latott szimbolumok alapjan eldonti az automata, hogy
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melyik allapotba menjen 4t és mely olvasofejeket 1éptesse. Egy ol-
vasofej vagy helyben marad (0), vagy jobbra lép (1), amennyiben
lehetséges (ha a szalagon van még nem olvasott szimbolum a $—on

kiviil).

e Az automata allapotot valt és az olvasofejeket ezzel parhuzamosan

lépteti az el6z6 pontban leirtaknak megfelelGen.

e Ha az automata valamennyi olvasofeje a $ szimbolumon all és az

aktudlis allapot elfogadé allapot, akkor az input elfogadasra keriil.

e Ha az automata nem elfogad6 allapotban van és az dtmenetfiigg-
vény az lires halmazt adja, azaz nem lehetséges a tovabblépés, akkor
az inputot elutasitja.
A kovetkezSkben targyaljuk a Watson-Crick automatékat [16], melyek a

2—olvasofejes automatak egy valtozatanak felelnek meg.

Watson-Crick automatak

Ahogy a dolgozat bevezetésében emlitettiik, a Watson-Crick automa-
tak a bioinspiralt szamitasi modellek kozé tartoznak és neviik James D.
Watson és Francis H. C. Crick kutatok DNS lancok szerkezetével kapcso-
latos munkéssagara utal.

A Watson-Crick automatak inputként DNS lancokat, illetve azokat rep-
rezentalo szoparokat varnak. Ennek megfelel6en a matematikai modelljiik-
ben definidlva van egy ugynevezett Watson-Crick komplementaritdsi

reldcio, melyet o—val jeloliink és a természetes megkozelitésben a
ODNS = {(A7 T)a (Tv A)a (Ga 0)7 (Ca G)}

szimmetrikus relaciot értjiik alatta, amely pontosan a biolégiai motiva-
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ciobodl szérmazo DNS lancokat alkotdé molekuldk kozotti relaciot irja le.
A matematikai modellben megengediink tetszéleges szimmetrikus relaci-
ot. A Watson-Crick komplementaritéasi relacio segitségével definidljuk a
megengedett szoparokat. Legyen X egy tetszGleges dbécé és o : X — X
egy rajta értelmezett Watson-Crick komplementaritasi relaci6. Ekkor a
(u,v) € ¥* x ¥* pontosan akkor megengedett szopdr, ha |u| = |v| és
valamennyi i € {1, ..., |u|} esetén (u;,v;) € p. Szokas az ilyen szoparokat
[:ﬂ alakban is irni, ezzel is szemléltetve, hogy a Watson-Crick automatak
DNS lancokat dolgoznak fel.

A Watson-Crick automatak formalis definicidja tehat a kdvetkezd.

3.5. Definicié. Az A = (Q, X, 0,9, qo, F') hatost Watson-Crick auto-

matdnak nevezziik, ahol

e () dllapotok egy nem fires, véges halmaza,

e X egy mem tres, véges input dbécé,

0 C X x X eqy Watson-Crick komplementaritdsi reldcio

J:Q xX*x X" = P(Q) az dtmenetfiiggvény, amely csak véges

sok @ x X* x X*—beli hdrmas esetén nem az tres halmaz,

qo € Q a kezdddllapot,

F C Q az elfogado dllapotok halmaza.

Vegyiik észre, hogy megengedjiik, hogy az olvasofejek egy-egy beti he-
lyett véges hossza szavakat olvassanak, ezzel is kiemelve, hogy egyes enzi-
mek a DNS lancok egy-egy tobb molekulaboél &ll6 részét érzékelik. Tehat
a szamitas soran az automata kovetkezd lépése az aktuédlis belss allapot-
bél, valamint az olvasoéfejek altal olvasott szavakboél hatarozhaté meg az

atmenetfiiggvény segitségével.
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Megjegyezziik, hogy a megengedett szoparokat szokas csak az egyik
taggal reprezentalni, mivel barmely Watson-Crick automatahoz létezik ve-
le ekvivalens olyan Watson-Crick automata, amelyben a g relaci6é az iden-
titas [30]. Ezért a kifejez8ers csorbulasa nélkiil az egyszeriiség kedvéeért

feltessziik, hogy o C ¥ x ¥ csak (a, a) alaku parokat tartalmaz, ahol a € 3.

A 3.4. definicidhoz képest — azon til, hogy az olvasofejek szavakat
olvashatnak — elhagytuk az atmenetfiiggvény képébdl az olvasofejek 1épte-
tésére vonatkozo informaciot, mivel ugy vessziik, hogy az adott olvasofej at
is 1épi az inputnak azt a faktorat, amit elolvas. Ez a faktor természetesen

lehet az tiresszo is az egyik, vagy akar mindkét fej esetén.

Az atmenetfiiggvény szerint a két olvasodfej az input valamely véges
hosszt részét 1latja. Az ilyen (u,v) € ¥* x ¥* parok és az allapotok kiilon-
bozd tulajdonsigai alapjan a Watson-Crick automatakat csoportosithat-

juk. Az A= (Q, %, 0,9, q, F) Watson-Crick automata

e dltaldnos, ha nincs ra semmilyen megszoritas,

e egydllapoti, ha |Q| = |F| = 1, mely esetben ez az egy allapot a

kezdéallapot is,
e teljes-elfogado, ha Q = F,

e egyszerid, ha minden §(q, u,v) (u,v € ¥*, ¢ € Q) atmenet esetén

vagy u = A\, vagy v = A,

e l-korldtozott, ha |uv| = 1 minden §(q, (u,v)) dtmenet esetén.

Adott Watson-Crick automata miikdését konfiguraciok sorozatéaval irhat-
juk le. Mivel az automatanak két olvasofeje van, ezért mindkét fej esetében
szamon kell tartani, hogy az input mely részét kell még feldolgoznia. Tehat

egy altalanos konfiguraciot (x,y, q) € ¥* x ¥* x @ alakban adhatunk meg,
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ami azt irja le, hogy a két olvasofej altal feldolgozasra vard részszavak az
x, és y, valamint az automata a ¢ allapotban van. Koévetkezésképpen az
automata kezddkonfiguracidja a w € ¥* input esetén (w,w, qp), az auto-
mata elfogadd befejezd konfiguracioi pedig (A, A, ¢,) alakaak, ahol ¢, € F
elfogadd allapot.

Legyen A egy tetsz6leges Watson-Crick automata és vegyiik annak ket-
t6 lehetséges konfiguraciojat. Ezeket jelolje C7 = (x1,y1,q1) és Co =
(z2,y2,q2). Azt mondjuk, hogy a C} konfiguraciobol kozvetleniil elérhetd
a Cy konfiguracio (jeloléssel C F4 Cy), ha léteznek olyan u, v € ¥* szavak,
hogy ®1 = uxa, y1 = vy2 és @2 € 6(q1,u,v). Az igy definialt F4 rela-
cio reflexiv, tranzitiv lezartjat =% —gal jeloljiik. Ezen relacio segitségével

definidlhatjuk az A4 automata altal elfogadott nyelvet a kdvetkezéképpen:

L(A) ={w e X" | (w,w,q) Fy (A, A\, ), ahol ¢, € F}.

Az Altalanos, egyéllapoti, teljes-elfogadd, egyszert, és 1-korlatozott
Watson-Crick automaték altal elfogadott nyelvek osztalyait rendre alta-
lanos, egyallapoti, teljes-elfogadd, egyszert, valamint 1-korlatozott nyelv-

osztalyoknak nevezziik.

A Watson-Crick automaték egy érdekes osztalyat képezik az 5 — 3/
Watson-Crick automatdk [36, 37|, melyek esetében a két olvasofej a
szamitas elején az input két végén helyezkedik el, szemben a hagyomé-
nyos Watson-Crick automatakkal, melyeknél mindkét fej az input elejérsl
indul. Az altalam vizsgalt automatamodell alapjat olyan 5 — 3’ Watson-
Crick automaték képezik, melyeknél a szamitds addig tart, amig a két
olvasofej nem talalkozik (ekkor mar a teljes input feldolgozasra keriilt).
Ezeket az 5 — 3’ Watson-Crick automatakat szokas érzékels (sensing)

Watson-Crick automataknak nevezni.
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Ezen automatakkal kapcsolatban az alabbi lemmakat emelnénk ki. A

modell mélyrehato targyalasa megtaldlhato a [38] miben.

3.9. Lemma. Az érzékel6 5 — 3’ Watson-Crick automatdk dltal elfogadott

nyelvek osztdlya megegyezik a linedris nyelvek osztdlydval. O

Az A=(Q,%,0,0,q, F) 5 — 3 Watson-Crick automata determinisz-
tikus, ha tetszbleges u, v € ¥* és g € Q esetén [6(q, u,v)| < 1, azaz, ha a
0 atmenetfiiggvény egy helyen értelmezett, akkor ott egyelemi halmazt ad

eredményiil.

3.10. Lemma. A determinisztikus érzékeld 5’ — 3' Watson-Crick auto-
matdk dltal elfogadott nyelvek osztdlya valddi részhalmaza a linedris nyelvek

osztdlyanak. O

A tovabbiakban a dolgozat masik f6 vizsgalati targyat képezd egyéal-
lapotu 5 — 3’ Watson-Crick szamlaloautomatak targyalasara tériink At.
Hivatkozni fogunk az tigynevezett regularis, kornyezetfiiggetlen, illetve kor-
nyezetfiiggs nyelvek osztalyara, melyek szdmos, a témaval foglalkozd szak-
irodalomban ismertetésre keriilnek (példaul [19]), igy ezek definidlasara

nem tériink ki.

3.2. Egyallapotu 5’ — 3’ Watson-Crick
szamlaléautomatak

A fenti bevezetés és az alapfogalmak lefektetése utan ebben a fejezet-
ben elkezdhetjiik az egyallapoti 5 — 3’ Watson-Crick szamlaloautomatak

vizsgalatat.

3.6. Definicio. Egydllapoti 5 — 3 Watson-Crick szdmldléauto-

matdnak nevezzik az A= (X, ¢,$,m,d) tost, ahol
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e XY egy mem tres, véges abéce,

¢,$ ¢ X rendre kezdd és zdro jelek,

e m € Ny az automata szamldloinak darabszdma,

0 = 61 U do az dtmenetfiiggvény, ahol
011 (ZU{e,8})% x {0,1}™ = P({0,1}* x {0, +,-}™)

g : {A}% x {0,1}™ — P({0}? x {0, +, —}™),

tovdabba megkdveteljiik, hogy tetszdleges a,b € (X U{¢, $}), valamint

s= (81, ..., Sm) € {0,1}"™ esetén, ha §(a,b, s) értelmezett (nem az
tires halmaz), akkor nem létezik olyan i € {1, ..., m}, hogy s; =0
ésti =—, ahol (t1, ..., tm) € 0(a,b,s), azaz nulla értékd szamldlo

csokkentése nem megengedett.

Ez a modell az egyéllapotii szamlaloautomataktol csak az olvasdfejek
szamaban kilonbozik. A szamités elején a két olvasodfej az input két végé-
r6l indul, ahogy az 5 — 3’ Watson-Crick automatak esetében is. Ezért a
két olvasofejet hivhatjuk jobb és bal olvasofejnek is. Altalanos esetben ,ér-
zékelik” egymést, azaz nem lehetséges, hogy az olvasas soran keresztezzék
egymas utjat. Mindkét olvasodfej pontosan egy-egy szimbolumot olvashat,
kivéve, ha a teljes input feldolgozésra keriilt, mikor is mindkét olvasodfej
A—t olvas.

A dolgozat tovabbi részében kizarolag egyallapotu 5 — 3’ Watson-
Crick szamlaloautomatéakrol lesz szo, ezért az egyszertibb olvashatosig ked-
véért legtobbszor a rovidebb automata megnevezést fogjuk hasznélni, ha

nem vezet félreértésre.

Megjegyezzik, hogy az atmenetfiiggvény 0o része megengedi, hogy a

szamlalok értékét megvaltoztassuk miutan a teljes input feldolgozésra ke-
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riillt. Ebben az esetben az olvaséfejek nem mozdulhatnak, mivel méar nincs
feldolgozandd szimbélum. Azt is megkoveteljiik, hogy az atmenetfiigg-
vény 0y része csak akkor keriilhessen alkalmazasra, ha az input ,elfogyott”.
Késtbb ezt formalisan is leirjuk. Az atmenetfiiggvény ilyen felbontéséra
azért van sziikség, hogy a hagyoményos szamlaléautomatiknal ismerte-
tett valos-idejd és nem valés-ideji miikodési modok itt is megvalosithatok

legyenek.
A C = (w,s) € {¢, \}X*{$,\} x NJ* part az A automata egy konfi-

s sz

ezért w nem feltétleniil végzddik $ szimboélumra.

Az egy olvasotfejjel rendelkezG automatikhoz hasonléan a

Co=(w',s)=(ws),....s)

konfiguraci6 kozvetleniil elérhets a
C = (w,s) = (w,s1,...,5m)

konfiguraciobol (jeloléssel: Cy 4 C3), ha az alabbiak koziil az egyik telje-

sul:

e w=oaw'b, |lw|>2és (1,1,t1, ..., tym) € d(a, b, sign(s)),

e w = aw’ = wb valamely u € ¥* esetén, |w| > 1 és (1,0,t1, ..
tm) € 6(a,b,sign(s)),

)

e w = w'b = au valamely u € ¥* esetén, |w| > 1 és (0,1,¢, ..
tm) € 6(a,b,sign(s)),

)
e w=au = vb = w’ valamely u,v € ¥* szavak esetén, |w| > 1 és

(0,0,t1, ..., tm) € 6(a,b,sign(s)),

e w=X=w és(0,0,t1, ..., ty) € 0(X, A, sign(s)),
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tovabba
s;+1, ha t; =+,

s'i: s;i—1, ha s; >0ést; =—,
i, egyébként (azaz, ha t; = 0),
minden i =1, ..., m—re.

Tehét az olvasofejek latjék az input feldolgozatlan részének elsd és utol-
80 szimboluméat. Eléfordulhat, hogy mindkét fej ugyanazt a szimboélumot
olvassa, vagy akar az iresszot is, ha a teljes input feldolgozasra keriilt.
Az atmenetfiiggvény alapjan az automata eldonti, hogy melyik olvasofej
lép (az is lehetséges, hogy mindketts, vagy egyik sem lép). Az olvasofejek
mozgasa az input feldolgozatlan részének hosszatoél is fligg. A definicio
alapjan a két olvasofej egyszerre nem lépheti 4t ugyanazt a szimbolumot.
A szamlalok aktualizalasa az egy olvasofejjel rendelkezs automatak eseté-

hez hasonléan zajlik.

Megjegyezziik, hogy, ha a szovegkornyezetbdl kideriil, hogy melyik au-
tomatarsl van szo, akkor -4 helyett az egyszertibb F jeldlést hasznéljuk és
annak reflexiv, tranzitiv lezartjat, H* —ot. Legyen A = (X,¢,$,m,d) egy
tetszoleges 5 — 3’ Watson-Crick szamlaloautomata, valamint w € X* egy
lehetséges input sz6. Ekkor a C' = (¢w$,0™) konfiguraciot az A automa-
ta w inputon torténd szamitasahoz tartozo kezdskonfiguracionak (réviden
csak kezdgkonfiguracionak) nevezziik. A C, = (\,0™) konfiguraciot pedig
elfogadd konfiguracionak hivjuk. Az A4 automata altal elfogadott nyelv
pedig

L(A) ={w e X" | (cw$,0™) " (A,0™)}.

Azokat a nem elfogad6 konfigurécidkat, melyekben az atmenetfiiggvény
nem alkalmazhaté, azaz melyekbdl nem lehet tovabbi konfiguracidkba 1ép-

ni, elutasité konfiguracivknak nevezziik.
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Watson-Crick szamlaléautomatik kozott is megkiilonboztetiink valos-

idejd és nem valds-idejd automatakat az alabbi definicié szerint.

3.7. Definici6. Egy egydllapoti 5 — 3’ Watson-Crick szdmldléautomata
valds-ideji, ha minden a, b € (XU {¢,$}), s € {0,1}"™ esetén

§(a,b,sign(s)) C {(d1,da,t) € {0,1}% x {0, +,—}" | dy +da > 1}.

Azaz, ha minden értelmezett dtmenet esetén legaldbb az egyik olvasdfej el-
mozdul. Ha ez a korldtozds nincs eldirva, akkor az automatdt nem valds-

tdejinek nevezzik.

3.3. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy valds-ideji automatak esetén a § at-
menetfiiggvény 3.6. definici6 szerinti felbontasaban §, iires. Tovabba min-

den valés-idejii automata egyben nem valds-idejd is.

Egy egyallapotu 5 — 3’ Watson-Crick szamlaloautomata determi-
nisztikus, ha valamennyi a, b € (X U {¢,8}) és s € {0,1}"" esetén
|0(a,b,sign(s))| < 1. Azaz egy egyallapotu 5 — 3’ Watson-Crick szamlalo-
automata pontosan akkor determinisztikus, ha minden konfiguracio6 esetén,
amennyiben létezik lehetséges 1épés (azaz az atmenetfliiggvény nem az iires
halmazt adja eredményiil), akkor az egyértelmtien meghatarozott. Itt is

megjegyezziik, hogy a nemdeterminisztikus jelz6t altalaban elhagyjuk.

A konnyebb olvashatosag érdekében, ha egy példaban az automata at-
menetfiiggvénye csak kevés paraméter esetén nem az iires halmaz, akkor

egyszeriibb jelolésmoédot haszndlunk annak definidlasara. Ekkor barmely
(dl, do,tq,. .. ,tm) € (5(@, b,et,..., em)
lehetséges dtmenetet egy szabalyként adunk meg, melynek alakja

(a,b,[e1,...,em]) = (di,da, [t1,. .., tm]).
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Ez nem vezet félreértésre sem a determinisztikus, sem a nemdeterminisz-

tikus automatak esetén.

A kovetkezs példaban az el6bb bevezetett jelolést felhaszndlva meg-

adunk egy olyan automatat, amely az
L={d"V"c"d" | n>1}

nyelvet fogadja el.

3.1. Példa. Legyen Agpeq = ({a,b,c,d}, ¢, $,2,9) a kovetkezs dtmenetfiigg-

vénnyel

(¢,8,[0,0]) = (LL,[0,+]), (b, [1,1]) = (1, L[, =),
(a,d,[0,1]) — (1,1,[+,0]), (b, ¢, [1,0]) — (1,1,[—,0]),
(a,d,[1,1]) — (1,1, [+,0]).

Lathato, hogy ennek az automaténak kettd szamlaloja van. Nevezziik eze-
ket r1—nek és ro—nek. A szamitas elején, azaz, amikor az olvasofejek a
(¢, $) part latjak, az automata ro—t noveli, amellyel jelzi, hogy (a,d) pa-
rokat kell olvasnia. Minden elolvasott (a,d) par esetén az r szamlalot
eggyel noveli, igy n—ig szamol. Egyértelmt, hogy az a és d szimbo6lumok
szama megegyezik, mivel ezeket csak egyszerre tudja elolvasni az automa-
ta. Ellenkezd esetben az automata ,zsakutcaba” jutna, egyetlen szabalyt
sem lehetne alkalmazni. Az els6 (b, ¢) par utan az ro szamlalo értéke jra
nullara csokken, ezzel jelezve, hogy most mar csak (b, ¢) parok olvasasara
van lehetdség. Ezzel egy id6ben az rp szamlalo értéke is csokken eggyel,
mivel egy (b, ¢) par elolvasasra keriilt. Valamint a tovabbi (b, ¢) parok elol-
vasasa esetén is csokken r; értéke. Ha az Gsszes (b, ¢) par szama pontosan
n, akkor mindkét szamlalo értéke 0 lesz, miutan a teljes input feldolgozésra

keriilt. Ha a (b, ¢) parok szdma nem n, akkor vagy az ry értéke lesz pozitiv
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a szamitas végén, vagy a szamlalo kiiirtil miel6tt az osszes (b, ¢) par feldol-
gozasra keriilne. Ekkor az input nyilvinvaléan nem a™b"c"d" alaki, tehat
az automata nem fogadja el, mert nem alkalmazhaté az dtmenetfiiggvény.
Ezekbdl kovetkezik, hogy az automata pontosan az a™b™c*d™ (n > 1) alaku
szavakat fogadja el. Azaz L(Agpeq) = {a™0"cd™ | n > 1}. <

A 3.1. példaban bemutatott automata 1—forduld, mivel minden szam-
l1al6ja 1—fordulo. Azt is elmondhatjuk réla, hogy valos-idejd, mivel minden
atmenetnél elmozdul legalabb az egyik olvaséfej. Valojaban mindkét olva-
sofej 1ép valamennyi atmenet esetén.

Az L = {a"b™c"d™ | n,m > 1} nyelv is elfogadhaté 1—fordulo auto-
matéval, ahogy a kovetkez§ példa is mutatja:

3.2. Példa. Legyen Agped, = ({a,b,c,d}, ¢, $,2,9) az alabbi dtmenetfiigg-

vénnyel.

=z
o
o
e
~—
—~
—_
=
|
=
~—

Ekkor Agped, pontosan az L = {a™b™c"d™ | n,m > 1} nyelvet fogadja
el. Hasonlbéan az el6z6 példahoz, ry itt is csak binaris szamlélo, azt jelzi,
hogy az a szimbolumok megszamlalasa folyik. Minden egyes elolvasott a
esetén az 11 szamlalo értéke eggyel ns. Az elsd (b, d) par megjelenésekor
az ry értéke nullara allitédik, ami azt jelzi, hogy a b és d szimboélumok
szaménak ellendrzése kovetkezik és az input tobbi része nem tartalmazhat
a—t. Ha a b—k és d—k szdma megegyezik, akkor az automatédnak mar
csak azt kell ellenériznie, hogy n darab ¢ maradt-e az inputbdél. Ez az
r1 szamléalo segitségével konnyedén elvégezhets, mivel r1 értéke pontosan

n. |
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A fenti automata is valds-idejii, de a 3.1. példabelivel szemben van

olyan atmenete, amelyben az egyik olvasofej helyben marad.

Determinisztikus egyallapotu 5 — 3’ Watson-Crick
szamlaléautomatak

A kovetkezSkben a targyalt automatak determinisztikus valtozataval
foglalkozunk, kiilonos tekintettel az altaluk elfogadott nyelvekre. Meg-
jegyezziik, hogy mar a 3.1. és a 3.2. példédkban szerepl§ automatak is

determinisztikusak.

3.1. Tétel (Determinisztikus szamlaloautomatak korlatai [3]). Az Lgy =
{(ab)™ | n € N} nyelvet egyetlen determinisztikus valds-ideji egydllapoti

k—fordulé m—szdmldlés automata sem fogadja el (k,m >1).

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan determinisztikus valds-
ideji k—fordulé m—szamlalos automata, amely az Ly, nyelv elemeit elfo-
gadja. Csak valos idejd automatakat tekintiink, tehat a nyelv szavainak
feldolgozasa koézben minden 1épésben legalabb az egyik olvasofej elmozdul.
Tudjuk, hogy valamennyi szamitas végén minden szamlalé értéke nulla és
az utolsod 1épés el6tt egy-egy olvasofej az a,b, ¢, $ szimboélumok valame-
lyikét latja. Jeloljiik az utolsd el6tti konfiguraciéban a bal, illetve jobb
olvasofej altal latott szimbolumot x—szel, illetve y—nal. Mivel a szami-
tas soran legalabb az egyik olvaséfej 1ép, nem teljesiilhet egyszerre, hogy
x=¢é y=29, valamint az x = y = ¢ és * = y = $ esetek azonosnak
tekinthetsk (legalabbis az L, nyelv feldolgozéasakor), abbdl a szempont-
bol, hogy ekkor csak az egyik olvasodfej mozdul el a szamitas soran. Most
tegyiik fel, hogy csakis a bal olvasofej 1ép, azaz a szamitas utolsd 1épése

eltt x = y = $. Mivel valos-ideji automatarol beszéliink, képesnek kell
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lennie valamennyi szamlalot kinullazni, ha a bal olvasofej $—t 1at. Tehat
egy-egy szamlalo értéke legfeljebb 1 lehet és legfeljebb k—szor valtakozhat
0 és 1 kozott. Tovabba minden lépés sordn legalabb az egyik szamlélod
értékét kell valtoztatni (0-rol 1-re, vagy forditva), kiilonben a szoban az
adott 1épésben elolvasott szimbélum megkettézésével kapnank egy olyan
szot, amely nem eleme L,,—nek, de az automata mégis elfogadja. Ezen
megszoritasok mellett a szamlalok legfeljebb 2™ kiilonb6zd szamitasi alla-
potot jelolhetnek. Eltekintve attél a ténytdsl, hogy a fordulasok nyomon
kovetésére is szamlélokat kell igénybe venni, feltehetjiik, hogy a 2" darab
szamitasi allapot legfeljebb k—szor fordulhat el (mivel k—fordulé az auto-
mata). Azaz n > k- 2™ esetén (ab)™ (mivel csak egy fej 1ép, akér az (ab)z
szot is elég venni) feldolgozasa soran legalabb egy tovabbi fordulas, vagy
szamlalo sziikséges. Azaz nem létezik olyan determinisztikus valos-ideji
k—fordul6 m—szamléilos automata, amely az L., nyelvet elfogadné tugy,

hogy csakis az egyik olvasofejet hasznéalja.

Tegyiik fel, hogy a szamitas soran mindkét olvasofej 1ép (nem feltétleniil
mindig egyszerre). Ebben az esetben is igaz, hogy az automatanak képes-
nek kell lennie arra, hogy minden szamlalo értékét lenulldzza a szamitas
utolsé 1épésében. Ha mindkét fej elmozdul valamennyi 1épésben, akkor a
fejek altal olvasott szimbolumparok véltakozva (a,b) és (b,a). A fenti gon-
dolatmenetet kovetve Gjra arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy n > k- 2™
esetén (ab)" feldolgozasa soran nem elégséges az m darab k—szor fordulo
szamlalo. Fzért tegyiik fel, hogy léteznek olyan 1épések, amikor valamelyik
olvasofej nem mozdul el. Ekkor sem léphet egyik fej sem tgy, hogy kézben
egyetlen nem nulla szamlalo értéke sem valtozik, hiszen az altala atlépett
betd megsokszorozasaval olyan szot is elfogadhatna az automata, amely
nem eleme az L nyelvnek. Egy szamlélo értéke pedig nem lehet t6bb, mint

ketts, mivel elfogadas esetén az utolsd 1épésnél valamennyi szamlalot le
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kell nullazni. A fenti esettel ellentétben azért lehet egy szamlalo értéke
kettd is, mivel el6fordulhat, hogy két egymas utani lépésben a bal, majd
a jobb olvasofej azonos betiit 1ép at (példaul a—t) és igy megjegyezheti,
hogy a soron kovetkezd 1épés semmiképpen sem lehet az utols6. Hasonléan
az el6z6 esetekhez, n > k- 3" bé felsd korlatot hasznalva, (ab)™ elfogadésa

nem lehetséges m darab k—forduld szdmlaloval.

Tehéat belattuk, hogy nem létezik olyan determinisztikus valds-ideji

k—fordulé m—szamléalés automata, amely az Ly, nyelvet elfogadné. |

3.1. Kovetkezmény. Létezik olyan reguldris nyelv, amelyet egyetlen de-
terminisztikus valds-ideji egydllapoti k—forduld m—szdmldlos automata

sem fogad el, fiiggetleniil a k, m értékektdl.

Bizonyitds. A 3.1. tételben emlitett Ly, = {(ab)™ | n € N} nyelv pontosan

egy ilyen regularis nyelv. |

Lathattuk, hogy a valés-idejii automaték esetén a szamlalokban tarol-
hato értékek az input hosszatol fiiggnek, melyeknek a szémitas végére ki
kell iirtilnitik. Ez megneheziti (sok esetben lehetetlenné teszi) két szamlalo
tartalmanak Gsszehasonlitasit, vagy, ami még fontosabb, a szamlélokban

1évs értékekkel torténs miiveletek elvégzését.

A 3.2 tételben megmutatjuk, hogy a valds-idejii megkotés elhagyasé-
val, kevés korlatlanul forduld szamlaloval mire képesek ezek az automaték.

Elstte definialjuk a Parikh vektor és a szemilinearis nyelv fogalmat [39].

Legyen ¥ = {ay, ..., a,} egy rendezett n bettibsl allo abécé és w € X*.
Ekkor a w sz6 Parikh vektora ®(w) = (|wlq,, ..., |w|g,) egy olyan n

dimenziés vektor, amely azt mutatja, hogy a w szbéban az abécé adott be-

tli hanyszor szerepelnek. Adott L nyelv Parikh halmazdt pedig a benne
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1évE szavak Parikh vektorai alkotjak, azaz
(L) ={P(w) | weL}.

Ha léteznek olyan vy, ..., v € Nj vektorok, hogy barmely u € ®(L)
esetén léteznek olyan £y, ..., £, € N egészek, hogy u = vg + l1v1 + ... +
lpvy, akkor azt mondjuk, hogy az L nyelv (Parikh értelemben) linearis.
Ha ®(L) véges sok linearis halmaz uni6ja, akkor azt mondjuk, hogy L
(Parikh értelemben) szemilinearis. Valamennyi kornyezetfiiggetlen nyelv
szemilineéris [39]. Egy jol ismert kornyezetfiiggs, nem szemilineéaris nyelv
L = {a" | n > 0}, amelyrdl a kovetkez6 tételben megmutatjuk, hogy

viszonylag kevés szamlaloval elfogadhato.

3.2. Tétel (Egy szemilinearis, nem kornyezetfiiggd nyelvet elfogadd au-
tomata [4]). Létezik olyan determinisztikus nem wvalds-ideji egydllapoti
5 — 3’ Watson-Crick szamldldautomata, amely az L = {a™ | n > 0}

nyelvet fogadja el.

Bizonyitds. A bizonyitas konstruktiv és azon a tényen alapul, hogy az
n—edik négyzetszdm pontosan az elsé n darab péaratlan szam Osszegeként
all el6, a paratlan szamok pedig pontosan 2k + 1 alakuak, ahol & € N.
Olyan szamlaléautomatat konstruélunk, amely miikodése sordn egy bi-
zonyos miiveletsorozatot ismétel. Egy teljes miiveletsorozatot nevezziink
iteracionak. A legelss lépésben a ¢ és $ szimbolumok atlépésre keriilnek,
ez nem tartozik bele egyik iterdcioba sem. Az els§ iteracidban pontosan
egy darab a szimbolumot olvasunk. Ha mar az i—edik (i € N) iteraciéban
k darab a—t olvastunk, akkor az ¢ + 1—edikben k 4 2 darabot fogunk.
Az értékek szamon tartdsahoz négy szamlalora lesz sziikségiink, ezeket C,
Ca, Oy, és Cp—vel jeloljiik. A C, szamlalo azért felelés, hogy az aktuélis

iterdciéban paratlan darabszami a—t olvassunk. Az aktuélisat megel$zs

69



1505

1510

1515

1520

iteracidoban elolvasott a—k szaméanak tarolasara pedig a Cy és Co szamlé-

lokat fogjuk hasznalni. Most nézziik az automata részletes miikodését.

Az els iteracioban a bal olvasofej elolvas egyetlen a—t és az automata
a (), szamlalot noveli eggyel. Ekkor, ha mar nincs tobb a az inputban, a
szamlalok (azaz csak Cjp) lenullazhatok, mivel 1 négyzetszam. Az Gsszes

tobbi iteracidban két eset lehetséges:

e (), = 0: Ekkor az automata C),—t csokkenti, C;—et noveli, mikoz-
ben mindkét olvasofejjel atlép egy-egy szimbolumot. Ha C), = 0,
akkor az automata a kdvetkezs ciklust hajtja végre: amig Cy # 0,
az olvasofejek egy-egy a—t olvasnak, Co értéke csokken, C értéke
pedig né (azaz Cy tartalma is C1—be keriil). Ezutan C; tartalma

pontosan eggyel nagyobb, mint Cy—¢é volt, Cy pedig iires.

e (), = 1: Hasonlbéan az el6z8 esethez, viszont itt Cy—be torténik
masolas, azaz Cy értéke lesz eggyel nagyobb, mint C;—é volt.
Az iteraci6 végén pedig, mivel C}, = 0, azaz paros szamu a—t olvastunk, az
automata a jobb oldali olvasofejjel elolvas egy a szimbolumot mikézben C),
értékét noveli és Cy, —et noveli vagy csokkenti, attol fiiggden, hogy Cp, =0
vagy Cp, = 1.
Ha pedig nem maradt tobb a az inputban, akkor a nem valds-idejd

szabélyok szerint a szamlélok lenullazhatok.

Az igy megkonstruélt automata a kovetkezd:
A = ({a}7 ¢7 $7 47 5)7

ahol § a kovetkezd:
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(¢,$,[0,0,0,0]) — (1,1,[0,0,0,0])

(a,a,[0,0,0,0]) — (1,0,[0,0,0,+])

(a,a,[0,0,0,1]) — (1,1,[+,0,0,—])
(a,a,[0,1,0,1]) — (1,1, [+,0,0,—])
(a,a,[1,1,0,0]) — (1,1, [+, —,0,0])
(a,a,[1,0,0,0]) — (0,1,[0,0,+, +])
(a,a,[1,0,1,1]) — (1,1,[0,4,0,—])
(a,a,[1,1,1,0]) — (1,1, [—,+,0,0])
(a,a,[0,1,1,0]) — (0,1,[0,0, —, +])
(A A, ]0,1,0,1]) — (0,0,[0,—,0,—])
(A, A, 0,1,0,0]) — (0,0,[0,—,0,0])
(AN [1,0,1,1]) — (0,0, [—,0,—,—])
(A A, [1,0,0,0]) — (0,0,[—,0,0,0])

Lathato, hogy 6t részre osztva adtuk meg a szabélyokat. Ezek rendre
a legelss 1épést, elsd iteraciot, Cp, = 0, Cp, = 1 esetet, valamint a befejezd

nem valos-idejl szabalyokat tartalmazzék. |

16

3.3. Példa. Az el6z6 automata miikodése az a'° = aaaaaaaaaaaaaaaa

inputon:
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(¢aaaaaaaaaaaaaaaa$, [0,0,0,0]) -
( aaaaaaaaaaaaaaaa , 0,0,0,0])
( aaaaaaaaaaaaaaa , [0,0,0,1])
( aaaaaaaaaaaca , [1,0,0,0])
(  aeaaaaaaaaaa , [1,0,1,1])F
( aaaaaaaaad . [1,1,1,0) F
( aaaaaaaa , 10,2,1,0])
( aaaaaaa , 10,2,0,1]) F
( aaaaa , [1,2,0,0])
( aaa , [2,1,0,0])
( a . [3,0,0,0)) F
( | BOLIE
( | , [2,0,0,0]) F
( | , [1,0,0,0) F
( | , [0,0,0,0))

Az egyes lépésekben lathato az input feldolgozasra vard része, amely az
olvasofejek mozgasat is mutatja. A | szimbolumot csak annak a pontnak
a szemléltetésre hasznéljuk, ahol a két olvasdfej talalkozott. Ez pontosan
az utoljara feldolgozott a elGtt torténik, mivel azt a jobb olvasofej 1épi at.

Onnantél kezdve mindkét olvasofej csak A—t l4t. |

3.2. Kovetkezmény. A determinisztikus nem valds-ideji egydllapoti 5 —
3" Watson-Crick szdmldloautomatdk dltal elfogadott nyelvek osztdlya tartal-

maz nem szemilinedris, igy nem kérnyezetfiiggetlen nyelvet.

Nemdeterminisztikus egyallapotu 5" — 3’ Watson-Crick
szamlaléautomatak

Eddigi eredményeink determinisztikus automatéakra vonatkoztak. Meg-
mutatjuk, hogy a nemdeterminisztikus automatéak kifejezGereje nagyobb,

mint a megfelel§ determinisztikus valtozatoké. Legyen n € N és definialjuk
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a kovetkez6 paraméterezett nyelvet:
L, :{aicbjlcbj2-~-cbj” | i€ N,j1,...,5n € Ny és

i = jo valamely £ € {1,...,n} esetén}.

Tehét L,, olyan szavakat tartalmaz, melyek valahédny darab a—val kez-
dédnek, ami utan n darab, b—kbdl all6 blokk kovetkezik egy-egy c—vel
elvilasztva. Megengedjiik a nulla hosszu blokkokat, azaz akar tobb c is
lehet egymas mellett. Az egyik ilyen blokk mérete pontosan akkora, mint

1545 a sz0 elején 1évé a—kbol 4llo blokk.
Vegyliik valamennyi L, nyelv uni6jat, azaz az
L'=J L.
neN

nyelvet, melyet a kovetkezs tétel bizonyitasaban fogunk hasznélni.

3.3. Tétel (Nemdeterminisztikus automaték kifejezGereje [1]). Létezik olyan
nyelv, melyet elfogad egy nemdeterminisztikus valds-ideji egydllapoti 1— fordulo
1550 1—szdmldlos automata, de egyetlen k,m € N esetén sem fogadja el eqy de-

terminisztikus valds-idejd egydllapoti k—fordulé m—szdmldlds automata.

Bizonyitds. Vegyiik azt a nemdeterminisztikus automatat, melyet az alab-

bi szabalyokkal adunk meg.

7$7 ) 9y
(¢,$,[0]) — (0,1, [0]) (a.b.1]) — (1,1, [0])
(¢,$,[0]) = (1,1, [+])
(67 G [1]) - (07 L, [_])
(¢,6,[0]) — (0,1,[0])
(¢,0,[0]) = (0,1, [0])
e 0 = (010D (e, [0)) > (0.1.[0)
(¢, ¢, [0]) = (1,1, [+]) . o
1555 Ez az automata pontosan a fentebb emlitett L’ nyelvet fogadja el. A

szabalyokat két nagy csoportra bonthatjuk. A baloldalon 1évSk segitsé-

gével az automata a jobb olvaséfejet mozgatja és nemdeterminisztikusan
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valaszt egy b—kbdl 4llo blokkot, amit vagy egy c ,el6z” meg jobbroél, vagy
a $ szimbolum (mikor is a sz6 végén 1évé blokkra esik a valasztés). A
szamlalo binaris, az értéke pontosan akkor egy, ha megtortént a valasz-
tds. A jobboldali szabalyok alapjan pedig az automata addig olvassa az
(a,b) parokat, amig azok mind el nem fogynak. Ekkor mindkét olvasofej
sziikségszertien c—t lat (lehet, hogy ugyanazt a bettit, ha példaul L;—beli
szot dolgoz fel az automata). Ezt a c—t a jobb olvasofej atlépi és innentdl
kezdve tovabbi (a, b) parok olvasisa nem lehetséges, mivel a szamlalo érté-
ke is nullazodik. A sz6 tovabbi részében csak b és ¢ betiik szerepelhetnek,

ezeket a jobb olvasofej atlépi, amig az input el nem fogy.

Adott szamitas soran egy valds idejd szamlaloautomata véges sok ér-
téket tud tarolni a szamlaléiban, mivel a szamitas végére ki kell tiritenie
azokat. Determinisztikus automatéak esetén a sz6 elején 1év6 a—k szaméat
pedig valamennyi b—kbdl allo6 blokkal Gssze kell tudni hasonlitani. Ehhez
ketts vagy tobb blokk esetén mindenképpen sziikséges az a—k szdmanak
letarolasa. Mivel két olvasdfej all rendelkezésre, megoldhato, hogy az a—k
megszamolasa kozben elvégezziik az egyik blokkal valé Gsszehasonlitést.
Tovabba, ha az a—k szadma méar ismert, egyszerre két blokkot lehet vizs-
galni (szintén a két olvasofejnek koszonhetSen). Azaz n € N darab blokk
esetén ["T_l] alkalommal lesz sziikség az a—k szamara. Igen optimalis mi-
kodést feltételezve egy k—fordulé automata valamennyi fordulaskor mind
az m darab szdmlaloéban le tudja tarolni ezt az értéket, azaz Gsszesen k- m

Osszehasonlitést tud végezni. Tehat egy k—fordulé m—szamlalos automata

legfeljebb n = 2(k-m) + 1 blokkot tartalmazo szavak feldolgozasara képes.

Igy barmely k,m € N esetén létezik olyan n € N, hogy az L,, nyelvet
egyetlen determinisztikus valés idejii egyallapoti k—forduld m—szamlélos
automata sem fogadja el. Tehat nem létezik az L' nyelvet elfogado deter-

minisztikus automata. [ |
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Kiilonb6zo paraméterekre vonatkozo hierarchiak

Az el6bbiekben példanyelvekkel megmutattuk, hogy az automatak bi-
zonyos paraméterei kozotti kiilonbségek hogyan mutatkoznak meg az el-
fogadott nyelvekben. Automata alatt tovabbra is egyallapota 5 — 3/
Watson-Crick szamlaloautomatat értiink. ElGszor a kiilonbozé paraméte-
rekkel rendelkezd automaték altal elfogadott nyelvek osztalyainak jelolését

ismertetjiik.

Legyenek k,m € Nés k < % a 3.8. lemma teljesiilése végett, ugyan-
is az automata implicite oldja meg a szamlalok fordulasainak korlatoza-
sat. Jelolje WKfn a (nemdeterminisztikus) nem valos-idejii egyéllapoti
k—fordul6 m—szamlalos automatak osztélyéat, DWKfn pedig az azonos pa-
raméterekkel rendelkezé determinisztikus automatakbol all6 osztalyt. Ha-
sonléan, rendre WKVﬁI és DWKV’% jeloli a val6s-idejti, valamint a de-
terminisztikus valés-idejd részhalmazokat. Tovabba bevezetjiik a WK®
jelolést, amely a korlatozas nélkiil fordulé m—szamlalés automatak hal-
mazat jeloli.

Ha K egy automataosztaly, akkor £(K)—val jeloljiik az osztalyba tar-

toz6 automatak altal elfogadott nyelveket, azaz
LIK)={L(A) | Ae K}.

Eredményeink a 3.1. abran lathaté hierarchiat tamasztjak ala, me-
lyen a nyilak valodi tartalmazast jelentenek, az dthtizott vonalak pedig azt
jelzik, hogy a két nyelvosztaly halmazelméleti tartalmazéast tekintve nem
Osszehasonlithato, azaz mindkét osztalyban vannak olyan nyelvek, amelyek
a masikban nem szerepelnek. Ha két osztaly kozott az dbrédn nem jeloltiink
semmilyen relaciot, akkor annak teljes felderitése még megoldatlan feladat.

Tovabba a tartalmazasi relacié tranzitivitasa miatt a redundans nyilakat
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elhagytuk.

3.4. Tétel (Egyallapoti 5 — 3’ Watson-Crick szamlaloautomatak altal
elfogadott nyelvek). Legyenek k,m € N gy, hogy k < % ésm > 2. Ek-
kor az egydllapotu 5" — 3" Watson-Crick szamldléautomatdk dltal elfogadott

nyelvek osztdlyai kozott az aldbbi hierarchia dll fenn.

L(WK®) (= RE)

L(WKE ) e—— L(WKVF)

|

Reg ———~4 L(DWKV# ) —4— L(WKV?)

<

L(DWKV])

3.1. bra. Az 4bran Reg jeloli a reguléris, RE pedig a rekurziv felsorolhato

nyelvek osztalyat.

Bizonyitds. Az L(DWKV}Y) c LIDWKVE) és a L(WKV]) € L(WKVE)
relaciok a 3.7. lemma kovetkezményei. A 3.3. tétel alapjan L(WKV1) tar-
talmaz olyan nyelvet, melyet sem £(DWKV! ), sem £L(DWKVF¥ ), viszont

a 3.6. és 3.7. lemmaéak miatt

{a" | n = ((2k — 1)m — 1)2CF=V™ 4 9k — 1)m} € L(IDWKVF )
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és

{a" | n = (m —1)2™ +m} € LIDWKV,,),
mely nyelvek m > 2 esetén nem elemei £L(WKV])—nek. A 3.1. tétel
és annak kovetkezménye alapjan fennéll, hogy a reguléris nyelvek osz-
talyaval halmazelméleti tartalmazas szerint nem hasonlithaté Gssze sem
L(DWKV!), sem L(DWKVE).

Ahogy a 3.1. lemmaban kimondtuk, Marvin L. Minsky megmutat-
ta, hogy a két szamlaloval rendelkez6 véges automatdk altal elfogadott
nyelvek osztalya megegyezik a rekurziv felsorolhato nyelvekkel [35]. Mi-
vel allapotokat lehet szimulalni szamlalokkal, ezért L(WKS®) = RE, ahol
WK = U,en WKL, |

3.3. Osszefoglalas

A tarsszerz6immel publikalt cikkekben [1, 3, 8, 4] méashogy definialtuk
az egyallapotu 5’ — 3’ szamlaloautomaték atmenetfiiggvényét, de agy vé-
lem, hogy ezzel az tjabb, ekvivalens definicidval természetesebben sikeriilt
altalanositani a hagyomanyos szamlaléautomatak miikodését. Valamint az
atmenetek definidlasa is egyszertibb. Az 1j definici6 hasznélata és a részle-

tek kifejtése miatt jelentGsen atdolgoztam a tételek, allitasok bizonyitasait.

A 3.2. alfejezetben targyalt eredmények a [3| cikkben keriiltek kozlésre,
mely bévitett valtozata a [4] miinek. A 3.2. alfejezet paraméterezett nyelve
és a rd vonatkozo tétel hasonlé nyelvhierarchiadra vonatkozo eredményekkel
egylitt az [1, 8| cikkekben jelent meg.

Nyitott kérdés, hogy a 3.4. tételben talalhato L(WKS®) = RE reléacio
bal oldala finomithato-e, azaz létezik-e olyan m, melyre L(WK}) = RE.

A kiszamolt eredményekre épitve meghataroztunk bizonyos paraméte-
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rekre vonatkozo hierarchidkat. Tovabbi kutatasokkal lehetséges ezek b&vi-
tése, finomitésa. Egy megkezdett, de kevésbé kidolgozott irany az olyan
egyallapotu 5 — 3’ Watson-Crick szamlaloautomatak vizsgalata, melyek
olvasofejei nem csak egy szimbolumot tudnak elolvasni, hanem korlatos
hosszu szavakat, hasonloan a 3.1. fejezetben ismertetett altalanos Watson-
Crick automatakhoz [5]. Ekkor egy tjabb paraméter is megjelenik, az at-
menetek sugara, ami adott &tmenetben a fejek altal latott szavak hosszai-

nak Osszege. Ebbdl szarmaztathaté az automata sugara.

A val6s-idejti és nem valos-idejii automaték definidlasakor egy jelenleg
még megoldatlan probléméra hivtuk fel az olvas6 figyelmét. Még nem
ismert, hogy milyen feltételek mellett donthetd el, hogy adott nem valds-
idejli szamlaléautomata adott inputon véges sok 1épés utan megéll-e vagy

seml.

Tehét ezen a teriileten is vannak még olyan nyitott kérdések, melyek

megvéalaszolasra varnak.
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4 Osszefoglalas

A dolgozatban két 0j modell keriilt ismertetésre, melyek a formélis
nyelvek és automatak tudoményteriilet alapvet§ eszkozeinek kiilonbozs,
j6l meghatarozott modositasaival allnak el6. Ennek megfelelGen két egy-
ségre bontottuk a targyalast. Az els6 rész a korszavak kombinatorikajaval
foglalkozott, ezen beliil is a korszavak periodikus tulajdonsigaival, a méaso-
dik rész pedig az egyallapotu 5’ — 3’ Watson-Crick szamlaloautomatakkal
és az altaluk elfogadott nyelvek kozotti hierarchidval.

A 2.1. fejezet bevezetd jellegti, benne a szavak kombinatorikaja témakor
alapfogalmait ismertettiik, végiil a hagyomanyos (linearisan reprezentalt)
szavak periddusaival kapcsolatos néhany fontos eredmény felelevenitésével
zartuk. Ezutan két fejezetben targyaltuk a dolgozat egyik f6 modelljét, a
korszavakat. A 2.2. fejezet elején megadtuk a korszo definiciojat, amely a
hagyomanyos szavak egy altalanositaséanak felel meg. A 2.2 alfejezet elején
altalanositottuk a periédus fogalmat korszavakra, ezzel megadva a gyenge
periddus definiciojat. A fejezet tovabbi részében a hagyomaényos szavak
esetén ismert legfontosabb eredményekkel analog allitasokat bizonyitot-
tunk be korszavakra. Megadtuk annak sziikséges és elégséges feltételét,
hogy adott korszo mikor rendelkezik adott gyenge periodussal (2.1. tétel),
majd az egy korszéhoz tartozoé kiilonbozé gyenge periddusok egyméshoz
valo viszonyat vizsgaltuk. Itt elgszor megadtunk egy moho algoritmust,

mely alapjan elgallithato olyan adott hosszisaga korszo, amelynek gyenge
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periodusai kozott szerepel két adott egész szam. Egy példaval szemléltet-
tiik ezen algoritmus alkalmazasat. Ezutan a 2.2. tételben kimondtuk, hogy
egy nem unéris korszo milyen feltételek teljesiilése mellett rendelkezhet két
olyan adott periddussal, melyek relativ primek. Ez a 2.2. lemma egy speci-
alis esetének felel meg. Itt megjegyezziik, hogy Nathan J. Fine és Herbert
S. Wilf teljes lemmajanak korszavak gyenge periddusaira valo altalanosi-
tasa még nyitott probléma, mivel az eredeti lemma két tetszéleges (nem
feltétlentil relativ prim) periddus esetére fogalmaz meg feltételt. Ennek
ellenére tugy véljiik, hogy eredményiink egy nagy lépést jelent a problé-
ma megoldasanak iranyaba. A fejezetben megmutattuk azt is, hogy adott
hossz esetén legfeljebb hany kiilonb6z6 gyenge periédussal rendelkezhet
egy nem unéris korszo (2.3. tétel). Korszavak fakkal torténs abrazolasaval
foglalkoztunk a 2.3. fejezetben, melyben leginkdbb Fibonacci szavakbol
képzett korszavakra helyeztiik a hangsilyt, ugyanis a hozzajuk tartozo fak
szerkezete igen érdekes. Az ismertetett megkozelités alkalmazhato példaul
a végtelen Fibonacci sz6 egyes tulajdonsigainak vizualizidlasdhoz is. To-
vabbi kutatési irdny lehet, hogy a fejezetben emlitett tulajdonsigokat fel
lehet-e hasznélni méas, a Fibonacci sz6hoz hasonlé végtelen szavak jellem-

zéséhez.

A dolgozat méasodik része a szamlaloautomaték egy specilis osztalyaval
foglalkozik, az egyéllapotu 5 — 3’ Watson-Crick szamlaléautomatakkal.
Ennek a résznek sajatossaga, hogy tobb kiilonb6z6 modell jel6lésrendsze-
rét is egységesiti, amely megkonnyiti a targyalédst. Bevezetésként a 3.1.
fejezetben ismertetésre keriiltek az egyallapotu szamlaléautomatak és né-
hany veliik kapcsolatos fontosabb eredmény. A tobb olvasofejjel rendelkezd
automatak, kiilonos tekintettel a Watson-Crick automaték is itt keriilnek
definialasra. A két modell kombinalasaval jutunk el az egyallapotia 5" — 3’

Watson-Crick szamlaléautomatakhoz, amelynek vizsgalataval a dolgozat
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tovabbi része foglalkozik. ElGszor is a 3.2. fejezetben megadtuk a mo-
dell altaldnos definicidjat és a szamités leirdsara hasznalhato konfiguraci-
Okat, amely a megjelent cikkekben targyalt modellel ekvivalens, de annal
konnyebben kezelhet6. Az ilyen automaték kifejezGerejét mér a fejezet
elején két nem kornyezetfiiggetlen, kdrnyezetfiiges nyelvet elfogado egysze-
rii példaval szemléltettiik. A 3.2. alfejezetben a modell determinisztikus
valtozatainak vizsgélatara keriilt a hangstuly. Mutattunk olyan kérnyezet-
fliggetlen és regularis nyelvet, amelyek elfogadésa véges sok szamlaloval
sem lehetséges, ha megkoveteljiik, hogy az automata olvasofejei koziil leg-
alabb az egyik elmozdul minden 1épésben. Ezutan a megengedébb modell
kifejezGerejét szemléltettiik egy ismert kornyezetfliggs, nem szemilineéris
nyelvet elfogadd szabalyokkal. A 3.2. alfejezetben pedig megmutattuk,
hogy a determinisztikussag elhagyasaval a modell kifejezGereje tovabb no-
velhetd. A dolgozat ezen részét a bebizonyitott tételekre és szemléltetett

példakra alapozott nyelvhierarchidk szemléltetésével zartuk.

Mindkét rész esetében ismertettiink lehetséges tovabbi kutatasi iranyo-
kat, melyeket az adott részhez tartoz6 Osszefoglaldsokban kiilon kiemel-
tliink. Véleményiink szerint a két vizsgalt modellel kapcsolatos szakmai
érdeklédés sem elhanyagolhato, amelyet a megjelent publikaciok is alata-

masztanak.
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5 Summary

During the last decades we can observe a growing interest in uncon-
ventional models of computation. The field is vast, since it consists of all
models that are different in one way or another from the ones described
in classical technical literature [25]. Biology proved to be a major source
of ideas. The central element of the field is bioinspired computing which
deals with the practical and theoretical applications of biological and che-
mical processes observed inside living things. My research is based on two

models.

In nature we can find rings formed from DNA strands (e.g., mito-
chondrial DNA) that can be considered as a motivation for analyzing the
properties of circular words. Nevertheless, my approach to circular words
is purely mathematical and independent of the biological motivation. The
notion of circular word is not new, other researchers investigated certain
properties of them [17, 18, 45|, but I introduced a new notion of perio-
dicity which lead to the discovery of brand new results. The analysis of
periodic properties of words goes back to the beginning of the 1900s when
Axel Thue published his articles about square-free words [47, 48]. The first
compilation of results in this area was written by a group of people under
the pen name M. Lothaire [31]. Most of them were students of Marcel P.
Schiitzenberger who is well known for his contributions to this field. All

of the work mentioned above deals with ordinary (linear) words and rarely
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mention circular words, even though the field has great potential and many

interesting open questions.

I assume that the reader is familiar with the basic notions and notation
of the theory of formal languages and automata [25|. The results of my
work on periodic properties of circular words can be summarized as follows.
We consider a circular word as a set that contains exactly those words that
are conjugates (cyclic shifts) of each-other. Using the notion of period
for ordinary words I defined the weak period which is a period of at
least one element of a given circular word. That is, the integer p > 0
is a weak period of the circular word w, if and only if p is a period of
at least one v € wy [6]. I found and proved a necessary and sufficient
condition for a given integer p to be a weak period of a given circular word
wo [2]. For weak periods of circular words I proved a generalization of
the case of the Periodicity Lemma of Fine and Wilf where p and ¢ are
relatively prime. The complete generalization of the Lemma remains an
open problem, but I believe that my result covers a significant part of
the solution. In connection to this issue I stated and proved a strict upper
limit on the number of distinct weak periods of a non-unary circular word of
given length. Regarding the representation of circular words I analyzed the
potential in the tree data structure |2, 7]. Similarly to suffix tries I defined
the notion tree of a circular word. A tree of a circular word is a hierarchical
data structure such that there is a one-to-one correspondence between the
routes from the root to the leaf nodes and the elements of the circular
word. This representation proved to be useful when I considered circular
words obtained from Fibonacci words. I observed a recurring pattern in the
trees of circular Fibonacci words and discovered that the tree of a circular
Fibonacci word contains all trees of shorter circular Fibonacci words as

rooted subtrees. From this I concluded that all elements of all Fibonacci
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words are factors of the infinite Fibonacci word. This confirms that the
analysis of this model should not be neglected even from the point of
view of classical models. Supplementing the results above, my dissertation
contains the necessary lemmas with their proofs that build the foundation

on which these results were based.

The other topic of my research is the stateless multicounter 5 — 3’
Watson-Crick automaton which is a special variation of the well known
Watson-Crick automaton of DNA computing. The model is new and it has
several parameters that affect the expressing power significantly. Therefore
my research targeted the hierarchy of accepted languages based on these

parameters.

The counter machine as a basis of computation can be found in classical
literature. One of the most influential works in this area were written by
Marvin L. Minsky who proved that the solution of any algorithmic problem
can be simulated by counter machines that have only two counters [35].
Some articles of Omer Egecioglu and Oscar H. Ibarra deal with a special ca-
se of these automata, namely stateless multicounter machines [20, 21]. My
advisor, Benedek Nagy have done research on 5 — 3’ Watson-Crick auto-
mata which is a bioinspired computational model. Based on the previous
research we started working together with Omer Egecioglu on stateless
multicounter 5" — 3’ Watson-Crick automata. After unifying the notation
of stateless multicounter machines and mutlihead automata I gave the for-
mal definition of stateless multicounter 5 — 3’ Watson-Crick automata [4].
I defined the configurations and a relation over configurations that descri-
be the computation of an automaton in a way that prohibits the reading
heads to cross each-other. I proved that there exists a regular language
that cannot be accepted by any finite number of counters by a determinis-

tic stateless multicounter 5" — 3’ Watson-Crick automaton [3]. T also defi-
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ned a deterministic stateless multicounter 5" — 3’ Watson-Crick automata
with four counters that accepts a non-context-free semilinear language [3].
Thus I showed that the class of languages accepted by deterministic non-
realtime stateless multicounter 5 — 3’ Watson-Crick automata contains a
semilinear non-context-free language. I proved that the expressive power
of nondeterministic stateless multicounter 5 — 3’ Watson-Crick automata

is greater than that of their deterministic counterparts|8].

I provided constructive proofs for my claims wherever it was possible.
There remain several open questions regarding the two models that I have

investigated, thus I can continue working on this area in the future.
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