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1. BEVEZETES

1.1. Témavalasztas indoklasa

A tanitds-tanulds folyamatdban hdrom évtizede veszek részt
aktivan, mint matematika-fizika szakos tanar. Tanitdsi tapasztalataimat az
oktatds minden szintjén gyijtottem: tanitottam &ltaldnos iskoldban,
szakkozépiskolaban és jelenleg a Kaposvari Egyetem
Gazdasagtudomanyi Kardn a megalakuldsa (2004) 6ta. Intézményiinkbe
beiratkoz6, jelentkezd hallgatok szdma csokken és a merités
szempontjabol inkdbb a kozepes, vagy gyengébb képességli didkok
valasztjadk képzéseinket. Matematikai elOképzettségiitkre a kétszintll
érettségi bevezetése nincs jO hatdssal, mert a kozépszinten kozepesre
teljesitd didkok felkésziiltsége nem elégséges a kozgazdasigtan
tantargyainak matematikai modszertani megalapozasdhoz.

Beiskoldzas utdn felmérjiik didkjaink matematikai ismereteit,
kifejezetten az analizis fogalmainak elsajatitdsdhoz  sziikséges
ismeretetekre koncentrdlva, ugymint szdmfogalom kialakuldsa, algebrai
azonossagok, egyenletek és egyenlotlenségek megoldasanak 1épései,
logaritmus fogalma, fiiggvénytulajdonsagok felismerése a fiiggvény
grafikonjanak megrajzolasa alapjan. Ezeken a szintfelmér6kon nyujtott
teljesitmények nem érik el a kozE€p szintl érettségi als6 hatarat.

A Bolognai-rendszerli képzés bevezetésével a kontaktordk szama
csokkent, ezért meghirdettiink hallgatéinknak egy szabadon valaszthatd
tantargyat Szamit6gépes matematika mdodszertan cimmel, amely hirmas
célt hivatott szolgalni:

e matematikai hidnyossagok potldsa illetve miiveletek
automatizaldsa

e analizis fogalmainak alapozésa kisebb 1épésekben

* szamitégépes moddszerek, alkalmazdsok, szadmitogépes
rendszerek megismertetése

A tantdrgy oktatdsa sordn pozitiv tapasztalatokat szereztiink,
hallgatéink nagyobb létszdmmal teljesitik az elsd féléves matematikat, az
analizist.

Hat évfolyam tanulta irdnyitdsom alatt az adott tantargyat, szinte
minden évben bevontam valami 14j szdmitégépes programot a tananyagba.
Figyelembe kellett venni, hogy didkjaink tobbsége anyagilag hatranyos
helyzetli, igy olyan szoftvereket kellett keresni, amelyek nyilt
forraskoduak, igy esett a vdlasztds az elsé évben az Excelre, és mivel azt
mar kozépiskoldban is megismerték. Miutdn ,,megtaldltam™ a GeoGebrat,
megmutattam a didkoknak is, az6ta a haszndlata a tananyag szerves részét



képezi. A 2012-2013 oktatdsi évben a TAMOP- 4.1.2.A/1-11/1-2011-
0098 azonosité szdmu ,Miiszaki és gazdasdgi szakok alapozd
matematikai ismereteinek e—learning alapd tananyag- és mddszertani
fejlesztése” cimili palyazatanak keretében egyetemiink a professziondlis
Maple szoftverrel szerelt fel 2 tantermet, valamint megvasarolta a Maple
TA terméket, amelynek segitségével gyakorld feladatsorokat oldhatnak
meg a tanulok.

Ugy gondolom, hogy a felsoktatdsban a gyakorlatokon,
szemindriumokon a matematika tanitdsat is didaktikai alapokra kell
helyezni, nem elégséges ,,csak” dtadni a tananyagot. Még tiz évvel ezelott
is az volt a gyakorlat, hogy eldaddason tétel, definici6 hangzott el;
gyakorlatokon az eldadds anyagdhoz kapcsolédd feladatokat oldottak
meg a didkok. Az ,otthoni” tanulds szerves részét képezte az Srakon
megoldott feladatok begyakorldsa. Tanitvanyaink tobbsége hidnyos
alapokkal keriil a felsdoktatdsba, emiatt ez a ,,begyakorldsi szakasz” sok
esetben el is marad, nincs sikerélmény a matematika tanuldsiaban.
Tanitdsi ordinkat moddszertanilag, pedagégiai szempontok szerint kell
megtervezniink: be kell iktatnunk a ,,folyamatos gyakorldst” és az uj
ismereteket O0sszegzd részt minden egyes szemindriumi ora esetében.
Szamitégépes Ordk, szemléltetések alkalmazdsaval sikerélményhez
juttathatjuk hallgatéinkat

Didkjaink egyre tobb idot toltenek el az interneten, igy a
szamitogép és kozosségi halok adta lehetdségeket be kell vonni a tanités-
tanulas folyamatéba.

Pénziigy-szamvitel szakos hallgatéink kikeriilve az intézménybdl
munkahelyiikon kiilonféle konyvelési programokkal ismerkednek meg
illetve dolgoznak veliik. Ezt a tipusd ismeretszerzést is segithetjiik, ha
tanul6ink matematika 6rdkon is tanulnak szdmitégép algebrai
rendszereket haszndlni. A Maple haszndlata segiti az algoritmikus
gondolkodds kialakitasat. A szoftverek alkalmazdsa sordn rdmutathatunk
a feladathoz kapcsolhaté matematikai modell tulajdonsigaira.

1.2. Kutatasi célok

A kutatds {6 vizsgalati targyat képezi, hogy a matematikai ismeretszerzés
folyamatdban az analizis fogalmainak, alkalmazdsainak elsajdtitasat
mennyire segitik a szamitogépes eljarasok.
Ennek érdekében a kdvetkezd célokat tiiztiik ki vizsgalédasunkban:
e Megismerni a kognitiv pszicholdégia nézeteit a matematikai
ismeretszerzés folyamatarol.



A fiiggvényfogalom kialakuldsdnak szintjei a tanitds-tanulds
folyamatdban az életkori sajatossagoknak megfelelden fejlodtek-
e?

Megtalélni azokat a szamitogépes mddszereket, komputeralgebrai
rendszereket, amelyek az analizis fogalmainak elsajatitasat
hatékonyabba teszik.

Bemutatni az analizis alkalmazdsai teriileteit, kapcsolddasi
pontjait a szaktargyakhoz. Példdkat mutatni az iizleti életbdl.
Megkeresni az alap €s kozépfoku oktatds azon tananyagtartalmait,
melyek sériilése okozhatja a hallgatok kudarcait az analizis
tanuldsa soran.

1.3. Kutatasi kérdések

Melyek azok a hidnyossdgok, amelyek az oktatds alsébb szintjein
alakultak ki? Fel tudjuk-e zarkdztatni a felsdoktatasban ezeket a
tanuldkat?

Hatékonyan befolydsolja-e a szamit6gép haszndlata az analizis
tanuldsat? Helyettesitheti-e a hagyoméanyos médszereket?
Viltozik-e a didkok hozzddlldsa a matematikdhoz a szamit6gépes
mddszerek bevondsaval?

Rendszeres tanuldsra szoktathatjuk-e hallgatéinkat a szamitégépes
modszerek hasznélatdval?

1.4. Kutatasi modszerek

Kutatdsi céljaink elérése érdekében a kovetkezd6 modszereket
alkalmaztuk:

Tanulmanyoztuk a matematikai ismeretszerzés folyamatarol sz6l6
kognitiv  pszicholdgiai nézeteket, az analizis tanitdsahoz
kapcsol6do didaktikai elméleteket.

Megismertiik a Galois-grafokat, mint a fogalmak hierarchikus
rendszerét bemutato reprezentacios eszkozt.

Induktiv kutatdsi stratégiat vélasztva eloidézett kisérletet
végeztiink, esetenként egycsoportos illetve  kétcsoportos
formaban, mddszere az irasbeli kikérdezés volt.

Megismertettiik a hallgatokat a GeoGebraval Maple-vel, Maple
TA-val mint szdmit6gép algebrai rendszerekkel.



Tanitdsi o6rdkon megfigyeltik hogyan valtozik a tanuldk
hozzéélldsa a matematikdhoz.

1.5. Hipotézisek

IL.

III.

IV.

VL

A felsdoktatdsban 1s hatékonyak az oktatds alsobb szintjein
tanitasi modszerek.

A kognitiv pszicholdgiai vizsgdlddas alapjan definidltunk
univerzalis kognitiv kategéridkat, amelyeket a Bruner-féle
reprezentdcids szintekkel Galois-graffal hierarchikus rendszerbe
foglaltunk. A graf alsébb szintjein jelenik meg az a kategoria,
amely azt a fdzist mutatja, amikor a szamit6gép bevonhaté a
tanit4s-tanulds folyamataba.

A szamitdgépes rendszerek fejlesztik a szimbolikus sikon vald
jartassagot, 0sszekapcsoljdk a materidlis, ikonikus és szimbolikus
reprezentdcids szinteket, ezzel hatékonyabba teszik a matematikai
ismeretszerzés folyamatat.

Pozitiv irdnyban véltoznak a tanul6i attitidok a matematika
tanuldsa soran.

A matematikdban gyengébb jartassagot mutaté tanuldk
teljesitményén javitanak a szamitdgéppel elvégezhetd feladatok,
mig a jobb képességliek a szamitogépes megolddsban gyengébben
teljesitenek.

Az analizisben és alkalmazdsaiban nem egyforma hatékonysédgtak
a tanult szoftverek, illetve a tanuldk az adott feladattipushoz mas-
mas szamitogép algebrai rendszert preferdlnak.



2. ELMELETI HATTER

2.1. Kognitiv pszicholégiai kitekintés

2.1.1. Matematikai ismeretszerzés folyamata

Kutatdsunk a matematikai ismeretszerzés folyamatarél Bruner elméletét
fogadja el. Bruner tobbedmagdval a Harvard Egyetem Kognitiv Kutatasi
Ko6zpontjabol megirtdk a Tanulmdnyok a kognitiv fejlodésrol cimii konyvet
[10]. Ebben amellett érvelnek, hogy a kiilvilagbol érkezd informécidkat az
emberi elme hogyan reprezentdlja, milyen kédok segitségével tarolja. Bruner
szerint minden gondolkoddsi folyamat hidromféle sikon mehet végbe. Az
ismereteket, a tudast az ember haromféle médon tudja reprezentalni.
1. Materidlis (enaktiv) sik
Az ismeretszerzés egy cél elérésére konkrét targyi cselekvések,
tevékenységek, manipuldciok révén megy végbe.
2. [Ikonikus sik
Az ismeretszerz€s szemléletes képek, ill. elképzelt szitudcidok
révén torténik.
Példaul fadiagram, algebrai problémdk geometriai szemléltetése.
3. Szimbolikus sik
Ezen a sikon az ismeretszerzés matematikai szimbélumok €s a
nyelv segitségével megy végbe.
A hédrom reprezenticidés mod az oktatdsi folyamat minden fazisdban szerepet
jatszik. Az egyik médrdl a masikra valé attérés noveli a rugalmassagot, €s a
problémamegoldé gondolkodds hatékonysidgit [6]. Az ikonikus sik
(szemléltetés) végig jelentds szerepet jatszik a matematika oktatdsdban.
A reprezentdciés moédok kapcsolatit szemléltetjiik a kovetkezd példaban:
A didkok fizika 6rdn megismerik a rezgd mozgast, meg is tapasztaljdk azt, ha
a rugora akasztott és megnyujtott test mozgdsat megfigyelik. Megmutathatjuk
a kormozgéssal val6 kapcsolatat is, innen mar csak egy 1épés a szogfiiggvény
definici6jdnak altaldnositdsa a matematika Ordn. A szinusz fiiggvény
megrajzoldsaval a fizikdbol megismert mozgas matematikai reprezentacidjat,
szemléltetését sajatithatjak el. A matematika szimbdlumaival kifejezhetjiik a
fliggvény ,nevét”. A matematika szaknyelvének megtanuldsa utdn, a
haromfajta reprezenticids moddnak kell beépiilnie az ismeretszerzés
folyamatéba.
A legtobb tanuldi aktivitdsndl a reprezentdciés médok nem kiiloniilnek el,
egymésba mennek at, ezért is fontos, hogy a tanitds-tanulds folyamatdban
mindhdrom mdéd jelenjék meg, tudatosan alkalmazzuk a tananyag
megismertetéséhez a megfeleld modokat.



Bruner fejlodéselméletében a cselekvés-képzet-nyelv hdrmassigaval
reprezentdcids rendszerek egymasutdnjaként képzelte el a gyermeki fejlodést.
Az oktatas kultirdja cimi konyvében [9] tovdbb gondolta a harom
reprezenticiés modot, de mar nem fejlodési alapon gondolja a hdrmas
tagolddast.
® Procedurdlis reprezentdcio vagy ,,lizemmod”
A fent nevezett méd a cselekvés vezetésében nagyon lényeges az altalunk
begyakorolt viselkedésnek nevezett aktivitds szempontjabol. Erre a
reprezenticidra épiilnek a vildgra irdnyulé cél-, eszkoz-, vagy
instrumentdlis struktirdk. A motoros készséggel, ligyességgel van kozeli
kapcsolatban. Munka vagy célirdnyos aktivitds van benne.
o [konikus reprezentdcio
Bruner el6szor nem érezte annyira fontosnak, jelentésnek ezt a
reprezentidciés modot, azdta beldtta ez irdnyd tévedését. Azt mondja,
hogy a képek nem csak a beldliik sziiletd €s osztilyok prototipusaiként
szolgdlé események és targyak sajatossdgat ragadjak meg. Mércévé is
valnak, amelyhez azokat a példanyokat lehet hasonlitani, melyek az adott
osztaly jeldltjei. Tehdt nagyon kordn képesek lesziink arra, hogy a vildgot
tipikus képekre ,forditsuk”, és a hasonlésdgok egyfajta fogalom elotti
struktdrat kindlnak, amelynek segitségével miikodni tudunk a vildgban.
Az emberi cselekvés szavakban reprezentdlddik, nem univerzdlis és
id6tlen formula, amit kimondunk, hanem torténet. Megjelenik a
narrativum gondolata e mondataban. Késobb ki is fejti, hogy a képek
nem csak kategdridk prototipusai, hanem a folyamatos narrativa
megallitott kockai.
Oktatdsi tapasztalataink szerint az ikonikus reprezenticidonak, a
szemléltetésnek a tanitds-tanulds folyamatdban minden oktatdsi szinten,
legyen az alapfoku, kozépfoku vagy felséfoku, mindvégig nagyon fontos
szerepe van. E reprezenticié sériilése okozhatja, a fiiggvényjellemzésben
kapott tulajdonsdgok alapjan a fiiggvény grafikonjanak 4brazoldsdban a
sikertelenséget hallgatéink szamara.
e Szimbolikus reprezentdcio
Errdl a reprezentaciés médrdl nem valtozott az dlldsfoglaldsa, tovédbbra is
az ismeretszerzé€s legfontosabb formdjanak a matematikai szimbdélumokat
€s a nyelvet tartja.

2.1.2. A kognitiv pszichologia nézetei az informaciofeldolgozas
folyamatarol
A masodik kognitiv pszicholdgiai forradalom 6ta, mely a kilencvenes
évekre tehetd, folyamatosan moédosulnak az elgondoldsok az emberi elme
természetérdl. Ezek az elgondoldsok a kognitiv miikodésrdl sz6l6 két élesen



eltéré elgondoldsbol néttek ki. Ezek kozil az elsé az a feltevés volt, mely
szerint az elmét el lehet képzelni komputacios szerkezetként is. A madsik
feltevés szerint az emberi kultdra egyfeldl alkotéeleme az elmének, masfeldl
az elme az emberi kultdra hasznélata sordn valosul meg. [16]

Az elsO, komputdcios nézet az informécidfeldolgozassal foglalkozik,
azzal, hogy a vildgrdl sz6l6 véges, kddolt, egyértelmli informdciét hogyan
vési be, sziiri, tarolja, kapcsolja Ossze, éllitja helyre, és altaldban kezeli egy
komputaciés szerkezet. Az informdciét ugy veszi, ahogy kapja,
olyasvalamiként, ami mar bedgyazddott valamiféle eleve 1étezd, szabalyok
altal korlatozott kodba, amely a vilag dllapotait fedi le. [9]

A masodik megkozelités ihletéje a kulturalizmus, vagyis az az
evoldciés tény, hogy az elme nem tudna létezni, ha nem lenne kultdra.
Hiszen az emberszabdsi elme evolicidja egy olyan életmdd kialakuldsahoz
kapcsolddik, ahol a valdsagot egy olyan szimbdlumrendszer képviseli, melyet
az adott kulturdlis k6z6sség minden tagja ismer. Ebben a kozosségben ez a
szimbdlumrendszer egyszerre szervezdje €s létrehozdja a technikai-szocialis
életnek. [9],[11]

A narrativ tétel: Milyen gondolkoddsmdd, illetve érzések segitenek a
gyerekeknek vagy akar az embereknek abban, hogy a vildgnak egy olyan
verzidjat hozzdk 1étre, amelyben szamolhatnak majdani helyiikkel- ez a sajat
vildguk. Bruner ugy véli, hogy a torténetmesélés, a narrativum sziikséges
ehhez. A narrativum mint gondolkoddsméd és a jelentésalkotds
kozvetitdkozegeként jelenik meg nala. Ugy gondolja, hogy két nagy ttja van
annak, ahogyan az emberi 1ények kezelik és szervezik a vilagrol vald
tudasukat, ahogyan kozvetlen élményeiket strukturdljdk. Az egyik inkabb a
fizikai ,,dolgok” kezelésére szakosodott, a mdasik pedig az emberek és
allapotuk kezelésére. Az egyiket a szaknyelv logikai-tudomanyos, a masikat
pedig narrativ gondolkodédsnak nevezi. Egyik kultirdbol sem hidnyoznak, de
a kettot a kiillonboz6 kultirak masképpen részesitik elonyben. [9],[11]

Szemindriumokon egyardnt megjelenik mindkét fajta gondolkodas,
nevezhetjiik oket elméleti hozzddllasnak és a narrativ hozzddlldsnak [47] is.
A narrativumok alkalmazdasat fontosnak tartjuk, mivel a tanitési tapasztalatok
azt mutatjdk, ha a fogalmakat, definiciékat valamilyen torténethez vagy
szokatlan asszocidciéhoz  kotjik, akkor a didkok emlékezetébdl
,,konnyebben” el6hivhatok a tanult ismeretek.

Sajatos fejlodéselméletet dolgozott ki Gergely Gyorgy és Csibra
Gergely, mely a természetes pedagogiai koncepcio cimet viseli [22].
Elméletiikben kifejtik, hogy haromféle elsajatitasi kontextus van:

* Innat, eleve adott tanuldsi médok
¢ Egyéni szokdstanuldsok



e Pedagdgiai rendszerek
Mindharomnak megvan a sajatos biologiai alapja, de az egyik viszonylag
korédn fixdlodik, a mésik egész életiinkben nyitva levd, az utolsé pedig nem
csak nyitva levO, hanem sajitos szocidlis instrukcidkat var6 eldkészitett
rendszer. A biologizalttdl az individualizélton keresztiil a szocidlis elsajatitds
lesz a tanulasi médok menete. [49]

Allan Newell és Herb Simon a Human problem solving [44] cimi
munkdjukban fejtik ki a problémamegoldasra vonatkoz6é problématér-
elméletiiket, mely szerint azt feltételezték, hogy egy probléma objektiv
szerkezetét allapotsorozatok formdjaban jellemezhetjiik. A kezdeti allapotbdl,
mikdzben a célallapotba érkeziink, cselekvéseket végezhetiink, operdtorokat
alkalmazhatunk a megoldds sordn. Newell és Simon kutatdsaik nagy részét
komputaciés modellekben fogalmaztdk meg, ezekben a kiillonbozo
tudasallapotokat a munkamemdria tartalmazza, és a hosszi tdvd memdoridban
levd produkciok vagy operatorok modosithatjak ezeket az édllapotokat. Elsd
modelljiiket Altaldnos Problémamegoldénak (General Problem Solver,
G.P.S.) nevezték.

2.1.3. Kognitiv képességek, készségek a matematikaban

A képességeket a mai dllasfoglalds szerint nem a targyi tudds
ellenpélusanak  vagy  alternativdjanak  tekintik, hanem a tudés
megszerzésében, szervezésében €s felhasznaldsdban kozponti szerepet jatszo
eszkozoknek. A képességek kutatdsaban megfigyelheté néhany jellemzd
tendencia, amit kiilondsen a kilencvenes évtizedben valt jol megfigyelhetové.
Példaul egyre inkdbb a komplex képességek vizsgdlata keriil el6térbe. A
formalizélt, kontextusdtol megfosztott képességek helyett a kontextusba
agyazott, konkrét tartalommal biré képességek, véltanak ki nagyobb
figyelmet. Az iskolai kontextus helyett egyre nagyobb szerepet jatszik a
redlis élethelyzet. [16]

A matematikai képességek problémdja a pszicholégusokat mar az
évszazad eleje 6ta foglalkoztatja. A legalaposabb és legsokoldaliibb elemzést
Krutetki végezte [37]. Feltarta azokat a sajatossdgokat, amelyekkel a
matematikdban jo teljesitményt nyudjté tanulék gondolkoddsa jellemezhetd:
(a) 4ltalanositds képessége (adatokra és reldciokra vonatkozéan); (b) a
matematikai kovetkeztetések és az adatokkal kapcsolatos cselekvés-
mozzanatok Osszevondsanak, roviditésének képessége; (c) a gondolkodasi
folyamatok flexibilitdsa; (d) érthetd kifejezésre, egyszeriisitésre és
gazdasagossagra vald torekvés; (e) a matematikai kovetkeztetések
megforditdsanak képessége (inverzio); (f) onkontroll. [65]

Gullasch [22] konstrudlt egy hatszintli sémét, melynek minden egyes
szintje egy-egy fejlodési szint képviseldje. Ennek a hatszinti sémdnak a
felépitésében a szemléletesség, mint kulcsfontossagu kategoria jelenik meg:



(1) a megismerd tevékenység verbdlis-logikus szintjén megnyilvanul6
tokéletes absztrahalas; (2) foként az absztrakt-verbdlis szinten, részben pedig
a kozvetlen szemléletesség fokdn megvaldsuld tokéletes absztrahdlds; (3) a
kozvetett szemléletesség szintjén megvaldosuld tokéletes absztrahdlas; (4)
tilnyoméan a kozvetett és részben a kozvetlen szemléletesség fokan
megvaldsuld tokéletes absztrahdlds; (5) tokéletes absztrahdlds a tulnyomdan
kozvetlen szemléletesség szintjén; (6) egyetlen szinten sem Iép fel teljes
absztrahalas. Ezt a skalat nemcsak az absztrahdlasra, de a masik harom
képességre is lehet alkalmazni: az altaldnositdsra, az inverzidra, valamint a
stiritésre. Specidlis probdk segitségével meg lehet éllapitani, hogy a vizsgélt
személy teljesitménye a fenti skdla melyik szintjének felel meg, s az igy
kapott eredményekbdl kovetkeztetni lehet az egyén matematikai képesség-
struktdrdjanak vondsaira.[67]

Carroll [13][12] ezen kutatdsok szintézisként egy hierarchikus hirom-
szintli modellt allitott fel, amelyben a kognitiv képességeket dltalanos, atfogd
€s sziik hatokorli faktorokba sorolta be. A hierarchia csicsédn, a legfels
szinten, az altalanos ,,g” faktor van. Ezt az dltalanos faktort intelligencidval
kapcsolatos kutatdsai sordn méar Spearman is feltételezte [55][56], és ©
nevezte ezt el ,,g”-nek. Ugy gondolta, hogy ez az 4ltaldnos faktor olyan
kognitiv miiveletekben van jelen, ahol meg kell érteni valamit; kiilonb6zd
ingerek kozotti kapcsolatot illetve dolgok kozotti Osszefiiggéseket kell
megtaldlni; illetve ki kell kovetkeztetni. Altaldnosan elmondhatd, hogy
mindenféle kognitiv aktivitds feltétele, alapja ez a komponens. A
matematikai tudds szintmérd tesztek eredményei szoros Osszefiiggést
mutatnak a ,,g”’-vel. Az alacsony IQ-ju (alacsony ,,g”-jii) embereknek mar az
egyszerli matematikai miiveletek is nehézséget jelentenek [21]. A mdsodik
szinten taldlhatéak az atfogd képességek [12]: (1) folyékony (fluid)
intelligencia, (2) kristalyos intelligencia, (3) tanulds €s memoria altaldnos
faktora, (4) vizualis észlelés, (5) auditiv észlelés, (6) a visszaidézés
képessége, (7) tagabb értelemben vett kognitiv sebesség, (8) az
informdciéfeldolgozéds sebessége. Az elsd szinten taldlhatok a sziik hatokora
faktorok (kb. 65 db), amelyek mér meglehetdsen specidlis képességeket
reprezentdlnak. A kognitiv képességek ezen rendszerébe beilleszthetd a
matematikai képességek struktirdja [13]. Carroll szerint szdmos elemi szintli
képesség 0sszefiiggésbe hozhat6é a magas szintli matematikai teljesitménnyel,
ezért a matematikai képesség 0sszetevoinek tekinthetok. [67]

Nagy a modelljében négy csoportba osztja a készségeket: (1) merev
kognitiv készség (pl. szé szerint betanult szovegek); (2) ciklikus kognitiv
készség (pl. szortirozas, sorképzés, szamlalas); (3) rugalmas kognitiv készség
(pl. besorolas, szelektalas); (4) komplex kognitiv készség (pl. kovetkeztetéses
gondolkodds, mértékvaltas). Modelljében ezek a kognitiv készségek
meghatédrozott rendszert alkotnak. A kognitiv rutinok egyszerii készségekké,



az egyszeri készségek komplex készségekké szervezddnek. A legatfogdbb
rendszer a kognitiv kompetencia, amely hierarchikus komponensrendszerként
képzelhet6 el. A jelenleg korvonalazédé uj elméletek alapjan a matematikai
gondolkoddsban (is) szerepet jatszé képességek tobbszintli, hierarchikus
komponensrendszereknek tekintenddk [43].

Niss [45] nyolc osztidlyba sorolta a készségeket: (1) matematikai
gondolkodds és kovetkeztetés; (2) matematikai érvelés; (3) matematikai
kommunikécié; (4) modellezés; (5) a feladat megfogalmazasa és megoldasa;
(6) 4abréazolas, megjelenitések értelmezése; (7) szimbolikus, formalis,
technikai nyelv- és miivelethasznalat; (8) eszk6zhaszndlat.

2.1.4. Didaktikai kitekintés

A matematikatanitds kognitiv célrendszerérol

A tanitdsi célok kategéridkba vald besoroldsat és szintek szerinti rendezését
taxondmidknak nevezziik. Bloom [8] miden tantargy szdmdra haszndlhat6
taxondémiat 4llitott Ossze. A tanuldsi célokat harom csoportra osztotta:
kognitiv (tudati)- pszichomotorikus (mozgdsos) —affektiv (hozz44llas hajlam,
motivaltsdg) tanuldsi célok.

Varga Tamas [66] kidolgozott egy matematikai célrendszert a Bloom-féle
taxonémidk alapjan, ennek elemei:

- Megértés  (gondolatmenetek  kovetése, kijelentések  megértése,
kiilonbségtétel, ismétlés, szimbdlumok, dbrdk egymadsba transzformalasa)

- Tudas, cselekvés, alkalmazas (szimbolumok haszndlata, rutinfeladatok
megolddsa, manudlis készségek birtokldsa, matematikai kijelentések
alkalmazdsai)

- Konstrudldas (probléma megfogalmazdsa, megolddsi terv készitése,
definicidalkotds, bizonyitds megtaldldsa, dltalanositas)

- Ertékelés (kifejezés igaz-e, értelemszerii-e,, felesleges ellentmondd adatok
kisziirése,az otlet, definicié megfelel6-e,gondolatmenet korrekt-e, a megoldas
megfelel-e a feltételeknek, ésszerii-e, gyakorlatias-e)

Zech [67] szintén kidolgozott egy célrendszert, melynek elemei:

- Megértés

- Tényallasok ismerete

- Tartalmi és formalis eljarasok birtokldsa

- Analizis (elemzé€s) €s egyszerii alkalmazéasok

- Szintézis. Problémamegoldés [6]

A szamfogalom kialakitdsa, a helyes miveletvégzés elengedhetetlen
ahhoz, hogy algebrai azonossagokat is helyesen kezeljenek a tanuldk, de
ahhoz is, hogy képesek legyenek az absztrakciéra. A j6 szamfogalom az
alapja a fiiggvényfogalom kialakitasanak is.

Peller J6zsef szerint [46] a szamfogalom kialakitdsdnak ot szintje van:
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1. a természetes szamfogalom kialakitdsa (diszkrét mennyiségek
mérése)- dvoda, alsé tagozat

2. atortek fogalmanak kialakitdsa (folytonos mennyiségek mérése)- alsé
tagozat

3. a tortek rendezése, a valos szdmok megkozelitése — felsd tagozat,
kozépiskola

4. axiomak megjelenése — kozépiskola emelt szint, tagozat ¢és
felsdoktatds

5. a megfeleld szamhalmazok specidlis realizacidi (algebrai struktirdk)-
felsdoktatds

A fiiggvényfogalom kialakitdasdnak (tanitdsdnak) szintén ot szintje
van:
1. Mozgésok, folyamatok, valtozasok, relacidk mennyiségi
kapcsolatainak kozvetlen kialakitdsa — 6voda, alsé tagozat
2. Mozgésok, folyamatok, valtozasok, relacidk mennyiségi
kapcsolatainak matematikai lefrdsa — alsé és felsé tagozat
3. Fiiggvények elemi vizsgélata - kozépiskola
4. Az elemi analizis fogalmai — kozépiskola emelt szint, tagozat,
felsdoktatds
5. Struktdrdk vizsgdlata fiiggvényekkel, mint objektumokkal -
felsdoktatds
Az egyes szintek az oktatds szintjei szerint vannak csoportositva, és
az egyes szintek feltételezik a megel6zd szint pontos kialakitdsit. Mégis a
tanulds-tanitds folyamatdban un. sériilések, lyukak keletkeznek, amelyek a
felsdoktatasban csapddnak le.

Marcus Witt (Bath Spa University) fejtette ki véleményét, amikor Erasmus
program keretében egyetemiinkon jart 2009-ben: ha olyan tanitdkat
képeziink, akik félnek a matematikétdl, ezt a félelmet tovdbb adjdk a
tanitvanyaiknak, amikor kikeriilnek a kozoktatdsba. Igy megint csak olyan
didkjaink lesznek, akik tartanak a matematikat6l. Egyetemiikon kutatdsok
folynak ebben a témaban.

2.2. Szamitogép a matematika oktatasaban

Az utébbi években konferencidkon tobb eldadast is hallhattunk arrél, hogy a
szamitoégép bekapcsoldsa a matematika oktatdsdba pozitivan befolydsolja a
tanuldk tantargyhoz valé viszonyat.

A szamitogép haszndlata az egyes reprezenticiokat kiilonb6zé mértékben
segiti, a szemléltetésben fontos szerepe van. Segiti matematikai gondolkodési
sikok kozotti dtmenet rugalmassagat [62].
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Hazai matematikadidaktikai kutatdsok is bizonyitjdk, hogy a CAS illetve
CAD rendszerek mind vizualizicids lehetdségei, mind numerikus szamoldsi
képességei valamint szimbolikus szamitasok elvégzésére alkalmas eszkozei
segitik az uj fogalmaknak a régiekhez valé kapcsoldsat, az analdgia,
Osszehasonlitds és altalanositds jol fejleszthetd segitségiikkel. Az absztrakcid
képességének kialakitdsaban is elsddleges szerepet kaphatnak. [47]

A Maple szamit6gép algebrai rendszer megtanuldsa nem konnyt feladat, de
ez késObb megtériil, mert felgyorsul a feladat megolddsa. Minden egyes
fogalom, eljards, algoritmus tanitdsandl, megalkotdsdndl iigyelni kell arra,
hogy azt értsék a tanuléink. At kell lassdk a feladat egészét. A reprezenticids
szintekbe kell épiilniiik a fogalmaknak, algoritmusoknak [53].

A szamitdégépes mddszerek alkalmazdsaval megvaltozik a tanar szerepe is,
irdnyitova valik, viszont tobb eldkészitést igényel, de késObb a mar elkészitett
munkalapok hasznélhatok, igy egy nagy “reprezentdciés bankkal” fogunk
rendelkezni. A hallgatok szivesebben oldanak meg szamitogéppel feladatokat
igy a tantdrgyhoz valé viszonyuk pozitiv irdnyultsagu lesz [47]. Lehetdségiik
nyilik a kisérletezésre, probalgatasokra, a heuréka élmény megtapasztalasara.
Ugyanakkor a szamitogép nem poétolhatja a matematikai ismeretszerzést, a
hagyomanyos, nem kirdlyi tton val6 tapasztalatszerzést. Ha a didk megakad a
megoldds sordn a szamitégépet segitségiil hivhatja. Segitheti a probléma
megoldast abbdl a szempontbdl, hogy energidjukat nem a miiveletek helyes
elvégzésének helyességére kell forditaniuk, hiszen ezt a gép elvégzi
helyettiik, hanem a probléma megtaldldsdra, a megoldds menetének
megtervezésére koncentralhatnak.

Lavicza Zsolt [38] tanulmédnydban arrél ir, hogy interjut készitett 22
matematikussal és 6sszegytijtott 1103 db kérddivet 3 orszagbdl matematikat
tanité tandroktdl (Magyarorszdg, Egyesiilt Kirdlysdg, Egyesiilt Allamok). A
tanulmany eredményei azt mutatjdk, hogy 1) a matematikusok szélesebb
korben hasznaljadk a technoldgidkat a matematika oktatdsdban, mint a
tandrok, 2) a matematikusok pozitivan itélik meg a technolégidk szerepét a
matematika tantervekben 3) szdmos matematikus nyitott arra a kérdésre,
hogy alkalmazzdk a matematika oktatds sordn a szamitégépes modszereket,
valamint nyitottak a kisérletezésre €s az innovdciéra a matematika
oktatdsdban. Tanulmanydban amellett érvel, hogy a pedagégiai kutatdék
nagyobb  figyelmet forditsanak, a  technoldgia-orientdlt tanitdsi
gyakorlatoknak a matematika oktatds minden szintjén.

A Longwood Egyetemen készitettek egy sajat interaktiv matematika tanuldsi
eszkozt (Interactive Computer-Based Math Teaching Tools Download Page),
amelyhez programozasi ismeretek nem sziikségesek. Az Excel téblazat-
kezel® program az alapja és step-by-step oktatds és animdciok vezetik a
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hasznalot. Célkozonségnek a matematikat oktatd tandrokat ttizték ki. Fo
témakorként a fliggvényédbrazolasi technikdkat mutatjak be [42].

Frank Quinn [51] arrdl ir, hogy tiz éven &t figyelte a tanfolyamokon valé
oktatdst, ahol a szamitogépet tgy kezelték mint egy ,.elektronikus tanart”.
Véleménye szerint ezen a felfogdson valtoztatni kell, a didkoknak aktiv
szerepet kell kapniuk a szamitogép-alapui tanuldsban, 4t kell élniiilk az
Ujrafelfedezés 6romét.

3. MATEMATIKA TANTARGYI STRUKTURA, HALLGATOI
FELKESZULTSEG EGYETEMUNKON

3.1. Tantargyi struktira

Karunkon osztatlan képzésben Gazdalkodas-kozgazdasz szakon hallgat6ink 4
féléven at tanultak matematikat. Els6 félévben Analizist heti 3 6ra el6adéds +4
ora gyakorlat keretében, majd Linedris algebrat, Valdsziniiségszamitast,
Operdcidkutatdst egyarant heti 2 6ra eldadds + 2 d6ra gyakorlat felosztisban.
A gazdasagi és vidékfejlesztési szakon analizist, valdszintiségszamitast,
operdciOkutatast heti 2+2 éraban oktattunk.
A Bolognai rendszer bevezetése utidn az elsd szak helyett a Pénziigy-
szamvitel szakot akkreditdltuk. A matematika kontakt 6rdk analizisbol 2+2-re
csokkentek €s Matematikai alapok 1 néven tanitjuk, a Linedris algebra és
Valészinliségszamitas egy féléves tantargy lett, Matematikai alapok 2
cimmel, heti 2+2 o6rdaval. Az Operdcidkutatds tantargyat felvaltotta az
Optimumszamitds 2 ora eldadas és 2 Ora gyakorlattal; igy harom félévig
tanulnak matematikat hallgatéink. A  kozgazdasigtan moddszertani
megalapozdsdhoz az analizis 6rdk szdma kevésnek bizonyult. Az érahidnyt a
hallgatéi felkésziiltség visszaesése tovabb fokozta, igy hirdettiink
tanul6inknak 2007-ben egy szabadon vélaszthaté tantargyat ,,Szamitogépes
matematika modszertan” cimmel, amely a hidnyz6 érakat pétolja, és eldsegiti
a felzarko6zast is. A tantargy beinditdsdnak ,,hdrmas” célkitlizése:

e matematikai hidnyossagok pétlasa illetve miiveletek automatizélasa

¢ analizis fogalmainak alapozdsa kisebb 1épésekben

e szamitogépes modszerek, alkalmazdsok, szamitogépes rendszerek

megismertetése

A ,,Szamitogépes matematika médszertan” tantargyat heti 3 6rdban tanuljik.

3.2. Hallgatoi felkésziiltség elemzése

Az egyetemi tanulmanyok megkezdése eldtt, az elsé matematika 6ran
felmérjiik hallgatéink matematikai ismereteit. A szintfelmérd feladatainak
Osszedllitdsi szempont rendszerét és kiértékelését mutatjuk be ebben a
fejezetben.
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Golyataborban, vagy az elsé eléaddson szintfelmérdt irnak a didkok,
amelyet szdzalékosan értékeliink. A Matematikai alapok 1 tantirgy esetében
a vizsgara bocsatas feltétele, hogy a szintfelmérdt legalabb 80%-osra irjak
meg. Akiknek a teljesitménye elsOre legaldbb 80%, azok az alairds
teljesitésének feltételei (zarthelyi dolgozatok legaldbb elégségesek) mellett
mehetnek vizsgdzni. Ha szeretnék, felvehetik a ,,Szamit6gépes matematika
modszertan” tantargyat. Akiknek a teljesitménye 80% alatt marad,
hatdrozottan ajanljuk a ,,Szdmitégépes matematika modszertan” tantirgy
felvételét, melynek keretein beliil djabb szintfelmérot irhatnak ismétlés utan,
amig a 80%-ot el nem érik. Nemegyszer volt mar olyan hallgatonk, aki
hatodszorra érte el a kivant szintet.

Az alébbi tdblazatban a felmérot irt hallgatok 1étszamat lathatjuk szakonként,
tanévekre lebontva.

Résztvevok 1étszama tanévenként

2006- | 2007- |2008-|2009- [2010- |[2011- |2012-
2007 2008 2009 [2010 [2011 |2012 2013
Gazdasagi és Vidékfejlesztési
agrarmérnok 84 38 30 27 27 20 25
Kozgazdasz Pénziigy és
szamvitel 70 42 37 33 26 25 12
Kereskedelem és Marketing 19 15
Felsofoki Szakképzések 25 69 50 0

Az utols6 tanévben fels6foki szakképzésre 12 tanuldt iskoldztunk be, veliik
nem f{rattuk meg a felmérét. Minden évben volt olyan hallgatd, aki nem az
elsé alkalommal irta meg a szintfelmérét, az 6 eredményiik nem szerepel a
tdblazatban és a statisztikdban.

Az utébbi harom oktatési évben a szintfelmérod feladatsor ugyanaz volt:

1.feladat
Szamitsa ki a kovetkezo kifejezés pontos értékét! A részmiiveletek eredményeit is irja

Ki!
4 (1Y
2log, 36 ——-| —
8o 3(3) 1

(V5-Val54+3) Vo1
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2.feladat
Oldja meg a kovetkez6 egyenleteket!

a) (x> +3)x—4)2x+5)=0
b) 2" =8
o log, x=2

3. feladat
Valassza ki a masodfoku fiiggvényeket és abrazolja!

10)=(43) 8= =3 W)= k()=5 1(x)==3|x*~1+1

2
D, =R D, =R D, =R

$ D, = R/{0} D, =R

4.feladat
Hatarozza meg a kiovetkezé Kifejezés elojelét, ha x e ]— 2;7]! Adja meg a nevezé
négyzetgyokének az értelmezési tartomanyat!

x=5

2x+3

S.feladat
Fejezze ki a Kkovetkezé Kifejezésekb6l az x ismeretlent! Végezzen értelmezési
tartomany vizsgalatot!

a) ax’+b=0

b) 3'-k=1

6.feladat
Jellemezze a kovetkezoé fiiggvényt, adja meg tulajdonsagait! Szempontok: értelmezési
tartomany, értékkészlet, sz€ls6érték, monotonitas, zérushely, folytonossag.

”J\

Y
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A feladatonkénti helyes megolddsok ardnyat lathatjuk a kovetkezo
oszlopdiagramon (1. dbra):

Tanuléi teljesitmények feladat tipusonként
70,0
60,0
R 50,0
>
400
£ 30,0 -
D
£ 200 | |
10,0 - |
0,0 -

m2010
m2011
2012

1 2 3 4 5 6
feladat sorszama

1. dbra
A legjobb teljesitményt a 3. feladatb6l (madasodfokd fiiggvény ¢és
transzforméacidjanak dbrdzoldsabol) érik el a didkok, ezt a 2. feladat (az
egyenlet megoldasi stratégidk) koveti, majd az 1. (miiveletvégzéshez
kapcsolddo) feladat kovetkezik. A fiiggvény tulajdonsidgok leolvasdsa 30%
koriil ingadozik, nagyon hidnyos az egyenlGtlenség megolddsa és a
paraméteres egyenlet megoldds. Utébbi eredmény mutatja, hogy a
szimb6lumok haszndlata még nem készség szintll, fejlesztésre szorul. Az
aldbbiakban részletezziikk feladattipusonként a kitlizott célokat és az
eredményeket.
1. feladat
A kitlizott feladatban a szamfogalom kialakuldsat kivantuk vizsgédlni. Tudjak-
e tanulok a miivelet végzés sorrendjét, mivel erre a készségre majd a
derivélési szabdlyok alkalmazdsandl sziikség lesz, valamint a negativ kitevd
fogalmanak ismeretét mérjiik fel, mivel a mértani sorozatndl, hatarértéknél,
derivalasndl ezzel az ismerettel is készség szinten kell banniuk. Megjelenik
az egyik leggyakrabban haszndlt algebrai azonossdg, és a tortek miiveletei,
melynek a sorozat hatarértékének analdgidn alapulé tanitdsdban van szerepe.
A megolddsokban megfigyelhetjiik, hogy az elsd tort nevezOjének algebrai
azonossag alapjan torténd megolddsa évenként 2-3 tanuléndl fordul eld,
leggyakrabban a zsebszdmol6géppel hatdrozzdk meg a kifejezés értékét. A
logaritmus meghatdrozdsa jé szintli, de a konstanssal torténd szorzdsa mér
hibat eredményez. A szamldl6 meghatarozasdban a miveletvégzés sorrendjét
tévesztik a leggyakrabban. A masodik tortet helyesen hatdrozzdk meg és a
reciprok megéllapitdsa is helyes, ez a sikeres része a feladatnak. Az, hogy a
helyes megolddsok ardnya mégis csokkend tendenciat mutat, azzal
magyardzhat6, hogy tanuldink egyre inkdbb rabizzdk a szamitdsok végzését a
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zsebszamologépekre, ezek kozott is egyre tobb az olyan tipusu, amelybe csak
sorba kell beirni a miiveleteket, nem kell figyelni a miiveleti sorrendre. Azon
kiviil azt is megfigyeltiik, hogy hattérbe szorult a becslések végzése, igy
sokszor ellendrzés nélkiil fogadjak el a szamolt eredményeket.

2. feladat

A 2006-2009 tanévekben mértiikk az a),b),c) tipusi egyenletek megoldasa
mellett a linedris egyenlOtlenség €s az abszolut értékes egyenlOtlenség
megolddsat is. Mivel az utébbi sziikséges a sorozatok hatarértékének
meghatdrozdsa utdn a kiiszobindex megtaldlasdhoz. A szakmai tantdrgyak
feliilvizsgalatakor lattuk, hogy ezt nem haszndljdk, igy a kiiszobindex
hagyomédnyos mdodon torténd szamonkérését kivettiik a ,,Matematikai alapok
1.” tantdrgy kovetelményrendszerébdl 2010-t8]1 és a , Szdmitogépes
matematika modszertan” tantargy keretein beliill kérjilk szdmon, Excel
hasznélattal.

A fenti harom egyenlet tipus viszont hangstlyos szerepet kap az analizisben.
Az exponencidlis és logaritmikus egyenleteket oldjdk meg nagyobb sikerrel.
Az egyszerli exponencidlis egyenlet megolddsa 78%-os teljesitményt mutat, a
logaritmusndl felcserélik az alapot €s a kitevot, mégis 43%-os a teljesitmény.
A szorzatalakot tartalmaz6 egyenletet tanévenként 2-3 tanulé oldja meg
helyesen, a tobbség rogton zéardjelet bont, azutdn félbehagyja a megoldast.
Az, hogy a szorzat elsO tényezOje 0, hidnyos madasodfoku egyenletet ad,
melynek nincs valés megolddsa — ezt az egyenletet, ha a megoldé képlettel
oldjdk meg, j6 eredményre jutnak, kiilonben automatikusan firjak, a
megoldasban ,,+”-t. Ebbdl kovetkeztethetiink arra, hogy tipus feladatok
megolddsat gyakoroltdk be, és a hidnyos masodfoku egyenletnél alkalmazott
eljarasok csorbat szenvednek.

Ertékelésnél a tanult médszert eld tudjuk hivni (a szorzatrdl tanultakat), de
feladatok megolddsa sordn kiilon fel kell hivni rd a figyelmiiket. Azért is
tarjuk fontosnak az ilyen tipusi egyenlet megolddst, mert a derivalt
z€rushelyének meghatarozdsakor gyakran alkalmazzuk. Miutdn taldlkoznak
ilyen feladattal, mar odafigyelnek az alkalmazdsaira.

3. feladat

A fiiggvény transzformdciok ismeretét mérjilkk a feladattal, nevezetesen
tudjak-e az alapfiiggvény x tengely és y tengely mentén torténd eltolasat. A
masodfoku fliggvény definicidjdnak ismeretét is feltérképezhetjiik a megadott
fliggvényekkel. Azért a masodfoku fiiggvényre esett a vdlasztds, mert az a
tapasztalat, hogy a paraboldt szeretik rajzolni a leginkdbb.

A legjobb teljesitményt itt nyujtjdk a hallgatok. Elvétve akad olyan, aki
felcseréli a tengelyek mentén az eltoldsokat. A leggyakoribb hibadt a
megfeleld fliggvény kivdlasztdsaban kovetik el, tipus hiba a h(x) fiiggvény
kivalasztdsa. Erdekes, hogy azt viszont j6l é&brizoljak, taldin mert a
figgvénytablaban is taldlkozhatnak a grafikonjaval. Ami még hibaként eld
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szokott fordulni, hogy mindegyik fiiggvényt abrizoljak, gy gondoljuk, hogy
az utasitist nem figyelmesen olvassdk el.

4. feladat

A feladatban egyardnt megjelenik a szdmfogalom, a tort fogalmanak
ismerete, és az egyenldtlenség megoldasi 1épéseinek alkalmazdsa is. Ebben a
feladatban nydjtjadk a leggyengébb teljesitményt didkjaink. Az eldjel
megdllapitdsa az egyes tartomdnyokon azért is fontos, mert a
fliggvényvizsgdlatndl, szélsoérték keresésnél is a derivalt eldjelét kell
megallapitaniuk. Ezzel a célzattal keriilt a feladat a szintfelmérdbe.

A nevezd négyzetgyokét egyrészt azért vizsgaltattuk, hogy tudja-e melyik a

szamlalo és a nevezd, illetve mi az értelmezési tartomdnya a Jx fliggvény
transzformécidjaval keletkez0 fiiggvénynek.

A ,legsikeresebb” megolddsokat az adott intervallum egész elemeinek
behelyettesitése jelentette.

5. feladat

A paraméteres egyenletek megolddsiban valé jartassagot mérjik ezzel a
feladattal. A felsobb matematikdban a fiiggvényeket, definicidkat gyakran
csak szimbolikusan adjuk meg, fontos, hogy ismerjiik azt, mennyire tudnak
tanuldink elvonatkoztatni a szamokt6l, mennyire képesek az absztrakciora.
Ismerik-e az alapfiiggvények értelmezési tartomdnyat.

Hasonléan 10% koriili teljesitményt kapunk, mint az eldz6 feladatban. A
szimbolikus sikon val6 jartassdg nem megfelelden fejlodott a tanitdsi-tanuldsi
folyamatban. A NAT szerint az Algebra tananyagrészre kevesebb 6raszdm
jut, véleményliink szerint ez okozhatja a paraméteres feladatokban nyujtott
sikertelenséget. Ugy gondoljuk, hogy az algebrai kifejezésekkel torténd
»cselekvések™ segitik legjobban a szimbolikus sikon torténd gondolkodést.

\/7
x=%/-—
A leggyakoribb hiba a mdésodfoki kifejezésben, hogy az a
kifejezést nem értelmezik, mondvan negativ szdm van a gyok alatt, holott
lehet a paramétereknek olyan értékeket adni, hogy a valds szdmok halmazan
értelmezett legyen a kifejezés.

A logaritmikus kifejezésben a leggyakrabban lehagyjédk a zargjelet.

6. feladat

A feladatban a fiiggvénytulajdonsdgok szemlélet alapjan torténd felismerését
mérjiik. Fontos, hogy tudjdk-e, balrél-jobbra haladva olvassuk le a
grafikonrél a tulajdonsdgokat? Tudjdk-e melyik tengely mutatja a helyet a
illetve melyik az értéket.

Didkjaink 30% koriili teljesitményt mutatnak a faladat megolddsdban.
Tipushibdnak mondhatd, hogy tgy gondoljdk, hogy két fiiggvény van az
abrdn és kiilon-kiillon jellemzik Oket. A monotonitdsi szakaszokndl az
intervallumos irdsmodban felcserélik a bal és jobb oldali végpontot. A
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szélsOértékek megaddsdn nem a maximumot €s minimumot értik, hanem azt
a két pontot, ami a fiiggvény grafikonjénak ,,bal szélén” illetve ,,jobb szélén”
van. Keverik az értelmezési tartomdny, ért€kkészlet fogalmakat.

A kovetkezd (2. dbra) grafikon mutatja a hallgatéi teljesitményeket:

Szintfelméro teljesitmények

50

40
® Gazdasdgi és Vidékfejlesztési mérnok
W Pénziigy és szamvitel

20 | Kereskedelem és Marketing
m Fels6foku Szakképzések

10 —

0 B

2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012
oktatasi év/szam

teljesitmény (%)
{3
(=)

2. abra

A 2011. évi kiugré adatot, a Gazdasagi és Vidékfejlesztési mérnok szakos
hallgaték esetében az okozta, hogy nem az elsd, hanem a masodik 6ran irtdk
a felmérot.

Az utébbi 4 tanévben hallgatdink teljesitménye 30 % koriil mozog, de 2009-
ben és 2011-ben 20% alattiakat is taldlunk. Azt is l4thatjuk az adatokbdl,

hogy a Pénziigy és szdmvitel szakra jobb képességili tanuldk keriilnek
beiskoldzasra.

2008 ota a fenti felépitést kovetik a szintfelmérd feladatsorok. A kordbbi
években kamatszamitds, szamtani, mértani sorozat tagjainak meghatdrozasa,
szoveges feladat is szerepelt.

A. Egy ing ara 4500 Ft. Mivel kicsi a kereslet, ezért lecsokkentik az arat 15 %-
kal. Mennyibe keriil most az ing? Hany szazaléka ez az eredeti arnak?

B. Betesziink a takarékpénztirba 150000 Ft-ot, évi 8%-os kamatra. Mennyi
pénziink lesz 1 év milva? Hany szazaléka ez az eredeti 6sszegnek?

A. Andreanak 500 Ft zsebpénze van. Ugy takarékoskodik, hogy minden
hénapban rak még mellé 300 Ft-ot. Antalnak 5 Ft-ja van, 6 minden hénapban
megduplazza az el6zé havi pénzmennyiségét. 1 év milva Kinek lesz tobb
pénze, Andreanak vagy Antalnak?

B. Egy Kkisvarosban két pizzéria miikodik. Egyik azt a reklamfogast alkalmazza,
hogy ha hétfon veszel egy pizzat és utana minden hétkoznap 1-gyel tobbet
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rendelsz, mint el6z6 nap, akkor hétvégén ingyen adja a pizzat (szombatra és
vasarnapra is 1-1 db-ot). A masik erre ugy dont, hogy hétfén veszel egy fél
pizzat és utana kovetkezé hétkoznapokon mindig kétszer annyit mint el6z6
nap, akkor hétvégén 6 is ingyen adja a pizzat ugyanigy mint a masik. Melyik
vendéglé dontott hasznosabb reklamfogas mellett, ha a pizzak mindkét
vendéglében egy arban vannak?

A. Miklds a fiaval és Péter a fiaval kimentek horgaszni. Miklés ugyanannyi halat
fogott mint a fia, Péter haromszor annyit mint a fia. Osszesen 35 halat fogtak.
Miklés elmondta, hogy a fiat Gergelynek hivjak. Hogy hivjak Péter fiat?

B. Andras és Béla nem vartak tovabb a villamosra és elindultak a kivetkezd
megallohoz. Amikor az Gt harmadaig értek, feltiint mogottiikk a villamos.
Andras visszafordult, és a villamossal egy idében érkezett a megalléba. Béla
tovabb ment, és a villamos a kiovetkezé megalloban érte utol. Hanyszor
nagyobb a villamos sebessége, mint a gyalogosoké? ( Andras és Béla sebessége
megegyezik.)

A szoveges problémdkkal a matematikai modell megtalédldsat, illetve logikai
gondolkoddst mértiikk. A modell édltaldban a szdmtani vagy mértani sorozatra
épiilt.

A 2007-es szintfelméré 7,8,9 feladatanak teljesitményei
100

80 -

60 -
40 - m "A" feladatsor

m "B" feladatsor

teljesitmény (%)

20 -

7 8 9
feladat sorszama

3. abra

A széazalékszamitast 80% feletti teljesitménnyel oldjdk meg a didkok, a
sorozatos feladatot is 70% feletti eredménnyel. Megfigyelhetjiik, hogy a ,,B”
tesztben alacsonyabb a teljesitményiik e két feladatban, holott a problémdk
egyforma nehézségiiek voltak. A logikai vagy szoveges feladatban az
atlagteljesitmény 29%, érdekes, hogy a mozgdsos feladattipus megolddsa
sikeriilt jobban, ezzel a feladattipussal gyakrabban taldlkoznak matematika és
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fizika 6rdkon egyarant. A hetedik feladathoz hasonlé problémat analizisbol
nem kell megoldaniuk, igy a fenti 5,6, és 7 szamu feladatok helyett a
figgvényjellemzés keriilt be. Ezt az is indokolja, hogy az Analizis alapjainak
tanuldsa utan, az elsd féléves vizsgdkon azt tapasztaljuk, hogy elvégzik a
tanulok a fiiggvényjellemzést, de a tulajdonsdgok alapjan a grafikon
megrajzoldsa mindossze 10%-uknak sikeriil. Ezért fontos tudni, hogy a
grafikonrél le tudjdk-e olvasni a fiiggvény tulajdonsédgait. A 30% koriili
teljesitmény nem megfeleld szintli. Kerestem az okait a sikertelenségnek.
Megkérdeztem didkjainkat, mikor rajzoltak utoljara. A vélaszuk, hogy alsé
tagozatban. Kivdncsi voltam az olvasdsi szokdsaikra is. Néhanyan a kotelezo
olvasmanyoknak is csak a roviditett valtozatat olvastdk, mas kedvenc regény
olvasdsa 3-4 tanul6ndl fordult eld, filmet viszont internetr6l is gyakran
toltenek le és néznek. Ugy gondolom, hogy a rajzkészség, mivel nem
haszndljdk, nem fejlddik, csorbat szenved. Igaz ez a képzeletiik fejlettségére
is, a film készen adja a képeket; mig olvasasndl nekik kell elképzelni a
helyszineket, szereploket. Ezek mind meghatarozhatjdk azt, hogy a
tulajdonsagok ismeretében a fiiggvény képét ,,nehezebben hivjdk eld”, és a
reprezentdci6 hidnyos lesz. ( A szintfelmérd dolgozatok a Kaposvéri Egyetem
Matematika és Fizika Tanszékén attekinthetok.)

Magyarorszdgon, 2009 0G6szén a Budapesti Miszaki Egyetem
kezdeményezésében lezajlott egy reprezentativ felmérés, melyben tobb
felsdoktatdsi intézmény is bekapcsolddott. ,,Az eredmény lehangold” volt,
mondtédk a szervezok.

A felséoktatdsi intézmények arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy
felzarkoztatd, szintemeld, fejleszté kurzusokat sziikséges inditaniuk.
Alatamasztja azt a véleményiinket, hogy a matematikai alapok elsajatitdsa
nem zdarul le a kozépfoku oktatas befejeztével, athuzddik a felsGoktatdsba. Az
egyetemeken, fdiskoldn matematikat oktatoknak a szakdidaktikdban

valamilyen szinten jartasnak kell lennitik.[14][15][37]

4. MIKOR HASZNALJUNK SZAMITOGEPES MODSZEREKET?

A szamitégép haszndlatit a matematika oktatdsdnak nem minden
teriiletén részesitjiik eldnyben. A geometria oktatdsidban olyan dinamikus
geometriai programokat haszndlunk, amelyek a szemléltetést kivaldan
segitik. Az analizisben komputeralgebrai rendszereket haszndlunk a grafikai
megjelenitésre, szimbolikus, numerikus szdmoldsok elvégzésére. [65] A
matematikat tanité tanaroknak eltérd a véleménye abbdl a szempontbdl, hogy
a szamitogép alkalmazdsa segiti-e a matematika oktatds hatékonysagéit illetve
mikor vonjuk be a tanitds-megismerés folyamatdba: bevezetése megeldzze-e
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a fogalmak kialakitdsat, parhuzamosan torténjék-e a fogalomkialakitds és a
szamit6gép haszndalata vagy ellendrzésre hasznaljik.
Skemp [53] megfogalmazta a matematika tanulds alapelveit:

® Definicio segitségével senkinek nem kozvetithetiink az dltala
ismerteknél magasabb rendii fogalmakat, hanem csakis oly modon,
hogy megfelelo példdk sokasdgdt nyjtjuk.

® A matematikdban az elobb emlitett példdk is mind kiilonbozo
fogalmak, ezért meg kell gyozodniink arrol, hogy a tanulo mdr
rendelkezik ezekkel a fogalmakkal.

Egyik fontos kovetkezménye az alapelveknek, hogy ha felépitiink egy
fogalmat, mint az egyre fokozd6dd szintli absztrakciok struktirdjat, és
ekozben a tanulé egy bizonyos szintet nem ért meg tokéletesen, az egész
épiilet tobbi része ettdl a szinttdl kezdve veszedelemben van. [53]

A fogalmi struktirdk hierarchikus rendszerét vizsgalta Fatalin [20] Galois-
grafokkal, melyek felhivtdk a figyelmet néhany feladattipus fontossagéara. A
konvex négyszogek témakorében konkrétan ramutatott arra, hogy a feladatok
jelentds része a fogalomazonositis kiillonbozé reprezentaciéi  kozti
atjarhatésdga alapjan kivanja a tuddshdléban kiépitendé kapcsolatokat
megerdsiteni.

4.1. Az Excel és a GeoGebra

A személyi szamitogépek tomeges elterjedésével parhuzamosan a
lehetséges alkalmazasok kore is rohamosan boviilt. A szamitégépek kezdeti
feladata a nagytomegli matematikai szamitdsok nagyon révid idon beliil vald
elvégzése volt. A személyi szadmitdégép kilépve a matematikai szdmitdsok
korébdl eldszor az irdgépet szoritotta ki. A szoftver, amely ezt lehetové tette
a szovegszerkesztd volt. A mdsik teriilet, ahol a személyi szamitogép tért
héditott, a tdblazatkezelés. Tobbféle tdblazatkezeld 1étezik, jelenleg
legnagyobb elterjedtsége a Microsoft dltal fejlesztett Excel-nek van, ennek
tobb verzidjat is haszndljdk. Az Excel altal nydjtott lehetdségek koziil
néhéany:

e tiblazatkészités, fliggvények haszndlata, grafikon készités moddja,
lehetOségei

e statisztikai feladatok, statisztikai programcsomagok

® Jogikai fiiggvények

e pénziigyi fliiggvények haszndlata, érzékenységi vizsgilat egyvaltozos,
kétvéltozos tabldk haszndlataval

* matrix miuveletek, optimum szdmitasi feladatok Excel adta
lehetdségekkel

e gszovegfiiggvények alkalmazdsa

22



o adatbazisként definialt tablazatok, adatlistak kezelése, szurések,
kimutatdsok készitése, lirlapok készitése

A felsoroltak koziil az elsé 6t tipust haszndljuk matematika vagy statisztika
ordinkon.

A GeoGebra egy olyan, a matematika oktatdsat segitd eszkdz, amely
témdjat tekintve az analizishez, az algebrdhoz, a geometridhoz és a beépitett
tdblazatkezelonek koszonhetéen a statisztikdhoz is kapcsolddik. Nevét a
geometria és az algebra szavakbdl kapta. Dinamikus matematikai rendszer,
mellyel nemcsak szakaszokat, egyeneseket, vektorokat, kupszeleteket
abrazolhatunk, hanem fiiggvényeket is, és ezen alakzatokat dinamikusan
véaltoztathatjuk. A program segitségével barki konnyen -elkészitheti a
figgvények grafikonjait, st a GeoGebra képes fliggvények derivaltjanak és
integraljanak meghatérozasara is [25]. Igy minden korosztily oktatdsiban
haszndlhat6, hiszen csak alapvetd szamitégépes ismereteket igényel.
Kiemelked6 a tobbi szoftver koziil, mivel ingyenesen letoltheto.
Miikodéséhez sziikség van egy korszerli operdcids rendszerre és egy
feltelepitett Java programra. A szoftver magyar forditasban is elérheto.

A programot Markus Hohenwarter kezdte el fejleszteni a Salzburgi
Egyetemen. Az els6 verzié 2002 januarjidban jelent meg, azéta minden
foldrészen GeoGebra intézetek alakultak. Hazdnkban elsOként a Miskolci
Egyetemen alakult intézet, mdsodikként a Kaposvari Egyetemen. A
GeoGebra Kozosségben aktivan vesziink részt workshopok, eldadasok
tartasdval.

4.2. Tapasztalatok a Maple TA alkalmazasarol a felkésziiléshben

A Maple komputer algebrai rendszert hasznédljuk matematika 6rakon
szemléltetésre, kiilonféle problémdk megolddsahoz. Tobb, a matematika
kiilonboz6 teriileteinek megfeleld ,,csomaggal” rendelkezik, az aktudlis
eszkoztart valaszthatjuk ki az éppen megoldand6 feladat besoroldsanak
megfeleléen. A Maple TA, azaz Maple Testing and Assessment, egy az
oktatasban tesztelésre, vizsgaztatasra hasznédlhat6 termék.

A matematika targyd kurzusokhoz tervezték az elsOdleges hasznalatat. A
Maple TA egy konnyen haszndlhaté web-alapu rendszer, amelyben teszteket
és feladatokat, feladatsorokat készithetiink. A rendszer automatikusan
értékeli a tanuldk vélaszait és a teljesitményeit. Tamogatja a web alapu
komplex, szabad formdji belépést, a matematikai képletek, egyenletek és
abrdk megjelenitését, megoldasat. Intelligens kiértékeld valaszokat nyujt, igy
idedlis minden olyan természettudomanyos, technoldgia, mérnoki tudomany,
matematika (STEM), vagy matematika targyd kurzus szamara.

University of Guelph Ontario (Kanada) régéta felhaszndldéja a Maplesoft
termékeknek. A kozelmultban végeztek egy kisérletet, hogy statisztikailag is
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meghatdroztdk a Maple TA hatdsat a didkok teljesitményére. Az egyetemi
matematikai kdzgazdasagtan szakos hallgatokat valasztottdk a kisérlethez. A
didkok egyik fele véletlenszeriien haszndlta Maple TA-t, a didkok maésik fele
a hagyomadnyos eszkozoket hasznélta. A zardvizsgdk letétele utdn a didkok
20%-a mondta, hogy haszndlta a felkésziiléshez a TA-t. Az oktaték azt
tapasztaltdk, a Maple TA haszndlok csoportjdban kisebb volt a
lemorzsol6das, mint a hagyomanyosan tanulé csoportban. [63]

Amellett, hogy kivaloé tanuldsi eszkdz a didkok szdmdra, a Maple TA
csoddlatos segitd eszkoz a tandrok szdmdra is - mondta Dr. Sadanand, az
egyetem kozgazdasagtan tanszékének tandra. Felszabaditja az oktatok és
tanarsegédek idejét, hatékonyabba teszi a munkat. Tobb személyes figyelmet
fordithatunk a didkokra, aminek csak az id6 szab hatart. A Maple TA segit
abban, hogy elmélyitsiik a didkok gondolkodési folyamatait, a probléma és
feladat megoldas teriiletén. Algoritmikusan generdlt kérdéseket készithetiink
a Maple TA-ban.[39] Egy kérdés sablon tobb szdz vagy tobb ezer kérdést
generdlhat a didkok szamdra. Egyéni hézi feladatokat és rengeteg gyakorlati
kérdést tehetiink fel a tanuldknak. "Ez a Maple TA egyik legnagyobb
erOssége," kommentélta Dr. Sadanand. "Ez sok 1ddt takarithat meg, és ezért
rendkiviil hasznos eszkoz a didkok és a tandrok szamara egyarant." [63]

Az University of Waterloo intézménye szembesiilt egy tilsdgosan is ismerds
problémaval: novekvd hallgatéi 1€tszam €s csokkend koltségvetés. Ezért
matematikdbol a didkokat gyakran tesztekkel kérték szdmon a tuddsukrol,
mivel az osztdlyozds nagy megterhelést jelentett az oktatoknak. Az egyetem a
hallgatéi 1étszdmot nem akarta csokkenteni, a koltségvetési timogatds viszont
csokkent, nem jutottak kompromisszumra, mas megoldast kellett keresniiik.
Ugy dontottek, hogy automatizdljak a matematika alapi kurzusokat, igy
bevezették a Maple TA-t. Ma mar 9000 didk hasznélja évente az eszkozt, van
olyan iddszak, amikor 800 hallgaté van egyszerre a rendszerben. Javult az
oktatds mindsége a haszndlatdval, a didkok mindjart visszajelzést kapnak a
megvilaszolt kérdések utan. [62]

A 2012-2013 oktatdsi évben a TAMOP- 4.1.2.A/1-11/1-2011-0098 azonosité
szamu ,,Miszaki €s gazdasdgi szakok alapoz6 matematikai ismereteinek e—
learning alapi tananyag- €s modszertani fejlesztése” cimii palydzatanak
keretében szerezte be egyetemiink a professziondlis Maple komputer algebrai
rendszert és a Maple TA web-alapu teszt €s vizsgarendszert.

A Maple TA bevezetése nagy kihivast jelentett, eleinte sok id0 raforditast
jelentett egy-egy feladat elkészitése. A tavaszi szemeszterben ,egyiitt
tanultunk™ a hallgatékkal, 6k a feladatmegoldast, mi a készitést. A didkokkal
a kapcsolattartds a facebookon tortént, a coospace nydujtotta forum €és chat
funkci6 nem valt be, nem haszndltdk. Az aldbbiakban lathatjuk a
kapcsolatrendszert a tandr, a didkok és a Maple TA rendszer kozott (4. dbra).
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4. abra

A kapcsolatrendszer legfontosabb eleme, hogy a Maple TA nem oldja meg a
feladatokat, hanem elkiildi az egyetemi szerverre a Maple-nek, az kiszdmolja
és kiildi kiértékelésre a TA-nak, ezt a kiértékelt vilaszt 1atja a hallgats. Ezért
neki nem is kell rendelkeznie a Maple szoftverrel, csak belépési koddal a TA
szerverre. A szintaxist szemindriumokon megmutatjuk a didkoknak, igy a
helyes vélasz beirdsa kevesebb problémét okoz. Az oktaté munkdjat segiti a
Maple a kérdések megszerkesztésénél, a parancsok egy dimenzidba torténd
konvertdlasdndl. A kapcsolattartds facebookon tortént a didkokkal, ha
megakadtak egy-egy feladattipusndl, hasznéltuk a chat funkciot.

4.3. Galois-graf

A vizsgalati médszert Darmstadt miiszaki egyetemén -hdléelméleti iskola -
Rudolf Wille és Bernard Ganter a fogalomanalizis megalkot6i dolgoztdk ki,
nevezetesen a fogalomanalizis a fogalmak hierarchidjanak matematizalasat
jelenti. Alkalmazdsi teriiletei példaul: személygépkocsik meghajtds szerinti
mindségi csoportositdsa vagy a Forum Romanum nevezetes épiileteinek
kiilonboz6 ttikalauzokban valé szerepeltetése.

A Galos-grafoknak tobb tipusat kiilonboztetjiilk meg, attél fiiggden, hogy a
pedagdgiai munka mely teriiletén hasznaljuk Oket:

. objektumok és tulajdonsagaik

. individudlis grafok: lehet szaktudomanyi, lehet tanul6i graf
. kollektiv grafok: tanulék-feladatok graf

. szociometriai grafok
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. kutatdsi alkalmazasokat jellemzo grafok

Hogyan késziilnek a Galois-grdfok?

Van két alaphalmaz, melynek elemei kozott tobb-tobbértelmii kapcsolat van.
Ugyanakkor az elsé és masodik halmaz részhalmazai kozott tudunk egy egy-
egyértelmil kapcsolatot 1étesiteni. Az ilyen részhalmazt zartnak nevezziik, ha
elemeinek a szdma nem bdvithetd anélkiill, hogy a madsik részhalmaz
elemeinek szdma ne csokkenne, ugyanigy igaz ez a mdsik részhalmazra is.
Ha taldlunk olyan reldciot, mely kétértékli az adott két alaphalmaz elemparjai
kozott, gondolhatunk Galois-graf hasznalatara.

A Galois-graifok a fogalomanalizis sok moddszere koziil egynek a
kovetkezetes alkalmazdsa pedagdgiai teriileteken. [61]

A graf megrajzoldsanak elemei:

Graf szogpontjai legyenek a zart részhalmazpdrok. Majd a szdgpontokat
egymds f6lé rajzoljuk, aszerint hogy hdny elemiiek . fgy lesznek egyelemiiek,
ezeket rajzoljuk egymas mellé majd a kételemiieket az egyelemiiek f6l€, mig
a kételemiiek egy sorban lesznek és igy tovabb. Az egyes szinteket nevezziik
a graf emeleteinek.

Osszekotés szabalya: vélasszunk ki egy tetszleges szogpontot, ezt
0sszekotjiilk minden olyan alatta fekvd ponttal, amely a széban forgénak
legnagyobb részhalmazat jeloli. Az eljardst minden szogpontra nézve
elvégezziik.

A graf megrajzoldsa kézzel nehézkes, ezért a Szigeti Marton [60] 4ltal
készitett Galois-graf rajzol6 programot hasznéaltuk.

44. Fiiggvényjellemzés vizsgalata a kognitiv kategoriakkal

Az elmilt tanévekben végeztink egy kutatdst, amelyben szdveges
matematikafeladatok megoldasat vizsgaltuk nyelvészeti €s matematikai
szempontb6l [35]. A kivdlasztott korosztily az daltalanos iskola felsd
tagozatos didkjai koziil keriilt ki. Hosszd éves tanitdsi tapasztalataink azt
mutatjak, hogy tanuléinknak a szoveges feladatok megolddsa matematikdbol
nehézséget okoz. Ennek okait keresve arra a kérdésre probéltunk vdlaszt adni,
hogy az anyanyelvi és a matematikai készségek adott korcsoportban,
Osszhangban vannak-e egymdssal. Az elvégzett felmérések eredményeit
Galois-grafokkal értékeltiik ki. Osszehasonlitottuk a matematika és nyelvtan
tantargyak szaktudomdnyi grafjait adott feladattipusokban, elkészitettiik a
tanul6i ismeretgrafokat, majd azokat Osszevetettik a vizsgalt tantdrgyi
struktdrakkal. Az A&ltalunk definidlt univerzédlis kognitiv kategéridk a
kovetkezOk voltak:

. Tér (tajékozddas, alatt, folott)
. 1do (egymésutdnisag)
. Tulajdonsdgok (mennyiséget kifejezd szavak)
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. Cselekvést kifejezo szavak

. Tdrgy, fogalom (szakkifejezések ismerete, haszndlata)

. Cselekvés koriilményei (feladatmegoldds mddja, helyessége)

A fenti kategodridk alkalmasnak bizonyultak arra, hogy mind nyelvészeti mind
matematikai szempontb6l elemezziik a tanuldk ismereteit.

A Galois-grafok alkalmasnak bizonyultak értékelésre is az analizisben, a
kapott szintek megfeleltek €s 0sszhangban voltak a hallgatok vizsgan elért
szamszerll eredményeivel, osztilyzatukkal. [33]

A tovabbiakban a fent megnevezett univerzdlis kognitiv kategdridk
viszonylatdban végziink elemzést a fliggvényjellemzésben megjelend
fogalmak és a Bruner altal meghatarozott reprezenticiés sikok kozott. Ezt
azért is tartjuk fontosnak, mert hallgatéinknak a kozgazdasdgtanban tanult
figgvények szélséértékét meg kell tudni hatdrozni az analizisben tanult
eszkozzel.

A kategdridk és szintek kapcsolat rendszerét Galois-graffal dbrazoljuk.

Az egyik halmaz elemei tehat a kovetkezOk lesznek: materialis sik, ikonikus
sik szimbolikus sik, tér, id6, tulajdonsdg, cselekvést kifejezo, targy-fogalom,
cselekvés koriilményei. A masik halmazban legyenek a fiiggvények
jellemzésében alkalmazott, analizisben tanult ,,lépés sorozatok™: értelmezési
tartomdany, paritds, zérushely, szélsOérték-monotonitds, inflexidés pont-
konvexitas, hatarértékek, grafikon, értékkészlet.

A halmazok elemei kozotti kapcesolat relaciotablazatanak elkészitése utan
megrajzoltuk a Galois-gréfot.

A megrajzolt grafnak 9 szintje van, feliilrdl lefele haladva az elsO szinten egy
szogpont helyezkedik el, amelybdl azt tudjuk kiolvasni, hogy a
fiiggvényjellemzés elvégzésekor a szimbolikus sik, a cselekvés
koriilményeiben pedig a miiveletek pontos elvégzése mindvégig jelen
vannak. Utobbi kategoria illetve a szimbdlumokkal t6rténd banasmod
sériilése okozza a hallgatok szamara sikertelenséget a tantargy tanuldsa soran.
Az alatta levd szinten megjelenik a targy-fogalom kategdéria, ami a
szakszavak, a szaktdrgyi sajatossagok ismeretét igényli. A kovetkezd szinten
a tér, mint altaldnos kategéria a filiggvényjellemzés 6 részfeladatdban is
eléfordul, ez is felhivja a figyelmiinket arra, hogy mennyire fontos a
kornyezd vildg szerkezetének megismerése, a kisgyermekkorban megszerzett
tapasztalatok konnyithetik a térbeli tdjékozdédast. A kovetkezd szinten
egyforma fontossdggal jelenik meg a tér és tulajdonsig fogalma. A
tulajdonsdg, ami megint csak a megismerés fontossdgat hangsilyozza,
valamint az ezekhez rendelt fogalmak elsajatitasat is.
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A cselekvést kifejezd kategéria az alsobb szinteken lathaté a grafban (5.
abra). Elhelyezkedését indokolja, hogy a matematikdban a tanuldkat
problémamegoldasra 0sztonozziik, gondolkoddsra neveljilk. Ez az egyik
sarkalatos pont a matematikaoktatdsunkban, mert az utébb évek tapasztalatai
azt mutatjdk, hogy didkjaink tobbsége nem részesiti elébnyben az effajta
feladat megoldasokat. A konkrét cselekvésre felszolité feladatokat oldjak
meg nagyobb pontossidggal, mint példaul: hatdrozza meg, végezze el, rajzolja
meg. Ezekben a tipusu feladatokban konkrétan megmondjuk, mely
miveleteket végezzék el, de itt is vigydzni kell a megfogalmazdssal. Az
aldbbiakban egy példdn mutatom ezt be.

A didk feladata: Rajzolja meg a kovetkezd fiiggvény grafikonjat! Itt
kovetkezett a hozzarendelés megadédsa. A didk elvégezte - szerinte joOl - a
feladatot, a vizsga mégsem sikeriilt. Kérdésiinkre, hogy hogyan végezte el ezt
vélaszolta: ,,Behelyettesitettem néhdny pontot és megrajzoltam. Oriiltem,
mert még sohasem sikeriilt megrajzolnom igy egy fiiggvényt sem.” A
hallgat6 végrehajtotta az utasitdst, de az nem tudatosodott benne, hogy a
megrajzolés csak a fiiggvényvizsgélat elemeinek elvégzése utdn lehet sikeres.
A nyelv, mint szimbolikus gondolkoddsi méd igen nagy szerepet jatszik a
feladatok kitlizésében, miszerint a feladatot kitliz6é és a megoldd ugyanazt
végrehajtandé tevékenység lancolat elvégzését értik-e alatta. Ebben a
példaban jol megfigyelhetjiik az id6beliséget is, ami indokolja, hogy bekeriilt
a vizsgalt kategoridk kozé. A sz€lséérték €s inflexids pont meghatarozasiban,
mint egymasutanisag jatszik szerepet az idd. Ezért van az, hogy a megrajzolt
Galois-grafban a két utols6 szinten helyezkedik el, mert kifejezetten a feladat
elvégzése soran kell csak figyelni r4, hiszen el0szor az elsd derivaltat
képezziik, s csak utdna a masodikat, ezt a két 1épést nem cserélhetjiik fel. Ugy
véljik, hogy az értékkészlet meghatdrozdsa a filiggvény grafikonjanak
megrajzoldsa utin —szemléletre hagyatkozva — egyszeriibb. Ezért van e két
részfeladat a graf legals6 szintjén is, hiszen ezeken a pontokon fejezziik be a
fiiggvényjellemzést. A legals6 szogpont a graf gyokere (a kategdridk vannak
itt az iires halmazzal), ezt a program minden esetben megrajzolja

A Galois-graf €s az univerzdlis kategoridk lehetOséget adnak arra, hogy a
figgvényjellemzést mas szemszogbdl is megvildgitsuk. A szimbolikus sikon
val6 jartassdgot kell erdsiteniink didkjainkban, hiszen ez a feladat megoldasat
végig kiséri, ehhez azonban Bruner elmélete szerint a materidlis sikon és
ikonikus sikon is jol kell boldogulniuk, a problémamegoldast segiti a sikok
kozotti atjarhatésag. Ennek lehet egyik eszkoze a szamitogép. Bekapcsoldsa a
munkafolyamatba a grafban kapott alsé szinteken célszeri, miutin
,cselekvést kifejezd” kategéria megjelenik, a szamitogép is utasitast, konkrét
miveletet hajt végre, ezért indokolt itt a bevezethetosége.

Varga matematika tanitds kognitiv célrendszerében is az utolsé fazisban, az
értékelésben indokolt a szamitégép bevondsa. Ezt segiti a GeoGebra
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alkalmazdsa; ezzel a derivalds miiveletének helyességét tudjak ellendrizni. A
tér kognitiv kategéria sériilése esetenként el6bbi pontra helyezheti a gép
hasznalatit (4brdzolds), a cselekvés koriilményeinek feltérképezése soran
tapasztalt hidnyossdgok szintén erre hivjdk fel a figyelmet. Didkjainknak
Excel haszndlatdval tanitjuk a hidnyossdgok kikiiszobolhetdségét:
értéktablazat elkészitése, diagram készitése értéktdblazat alapjan, amit a
valaszthat6 tantargy keretében oktatunk. Ahhoz, hogy ezeket jol alkalmazza a
didk, el kell sajdtitania az analizisben tanult fogalmakat, miiveleteket, mert
ezek segitségével dllapitja meg jol, hogy mely intervallumon készitse el az
értéktablizatot rajzolja meg a diagramot. Megértheti a folytonossdg fogalmat,
ami az Excelben torténd alkalmazds alapja. Amennyiben az dbrazoldssal még
mindig nem tud megbirkdzni a didk, a GeoGebra programmal erre is
lehetésége nyilik. (Azért volt fontos e programok hasznélata, mert ezek
mindenki szdméra elérhetdk, a GeoGebra haszndlata is ingyenes.)

Pozitiv tapasztalatokat szereztiink a Szamitégépes matematika mddszertan
véalaszthat6 tantargy bevezetésével, a hallgatok mintegy 6tddrészével megnott
a vizsgan is jol teljesitok ardnya, akédrcsak a tantdrgyhoz val6 viszonyukban is
pozitiv iranyultsag figyelhetd meg.

4.5. Gazdasagi feladat vizsgalata Kognitiv kategoriakkal

Pénziigy-szdmvitel szakos hallgatéink Mikrookonomia tantirgy tanuldsa
sordn gazdasdgi problémdkat oldanak meg, bevétel-, haszon- és
koltségfiiggvényekkel szélsOértékeket hataroznak meg. A  gazdasigi
feladatok megolddsa a fiiggvényvizsgdlat 1épéseinek elsajatitdsa alapjan
torténik. Ezért is gondoltuk, hogy a mar definidlt univerzdlis kognitiv
kategoridk, mint objektumok, és a gazdasagi feladat 1épéseinek hierarchikus
rendszerét vizsgaljuk Galois-graffal. A gazdasigi feladatban azonban a
matematikai modell megtaldldsa is megjelenik. Azt feltételeztiik, hogy a graf
legfelsd szintjén, mint legfontosabb fogalom, a matematikai modell jelenik
meg. A graf megrajzolasaval lathatjuk, hogy feltevésiink igazolddott.
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{matematikai model}

[Entelmezési tatomany,
paritds,zérushely,
szélsiérték-monotonitas,
inflexids pont-konvesitas,
hataréntékek,
grafikon, éntékkészlet]

{szimbalkus sik,
Largpfogalom,
maternatikal modell}

[paritas, zéushely,
szélstiérték-monatonitas,
inflexids pont-konvesitas;

hatérémtékek, ™,
grafikon értékkészlet

{tér.matematikai model}

[Entelmezési tatomany,
arités inflexids pont-konvesitis,

A hatérértékek s,

graf\knn,értékkészlet}\
{szimbalikus sik,

tér targy-fogalom,

{tulajdonsag,
matematikai madell}

matematikai madell}

[paritds.inflexids pont-korvesitas,
™., hatérértékek,
grafikan, értékkészlet]

[Ertelmezési tartomany,
paritaz, zémishely,
szélstiérték-monotonitas,
inflexids pont-korvesitas

{szimbalkus sik,
tulajdonsag,
Largpfogalom,
matematikal model|

[paritas, z&énishely,
szelstierték-monotonitas,
inflexids pont-konvesitas]

{tulajdonsan, {szimbalikus sik,

{ikorikus ik, {tértulajdonsag, ceelekvést kifejezd, idd targp-fagalonn,
térmatematik.al modell; matematikai madell}: matematikai madell} matematikai madell}
[Ertelmezési tarlomény,‘\—-__\_\h [Enelmezési tartomany, _ | értelmezési tartomany, [z2élstérntek -monatonitas,

grafikon értékkészlet] paritas.inflexids pont-konvesitas] paiitas, szélsBénték-monotanitas] gralikon,élltékkészlel]

{szimbolikus sik, {matenidlis ik,

{szimbalikus sik, tulajdonség, ikonikus sik,
{tér tulajdonsag, tér tulajdons4g. cselekvést kifejezd, szimbolikus =ik,
ceelekvést kifejezd targy-fogalom, targy-fogalom, tér,idd targy-fogalom,
matematikai model| maternatikai modell} matematikai modell} maternatik.ai modell}
[Ertelmezési tartomany, [paritéz inflexids pont-konvexitas] [parités szélzdértek-monatonitas] larafikon,
paritas] /értékkészlet]
{szimbalkus sik. {szimbolikus sik,
{ikarikus ik, Lér tulajdonzag, idd tulajdonsag,
tér ulajdonsag, celekvést kifejezt, caelekvést kifejezd,
ceelekvést kifejezd, térgy-fogalom, térgy-fogalom,
matematikai modell} matematika madel} matematikai modell}

Traritdel [szélstiénték-monatonitas]
{materidlis sik,
ikonikus sik,
szimbolikus sik,
Léridd tulajdonzag.
ceelekvést kifgjezd,

Largpfogalom,,
matematika model}

[Ertelmezési tartomany]

i

6. abra

A gazdasagi feladat grafjanak (6. dbra) is 9 szintje van, ugyanigy, mint a
figgvényjellemzés esetében. Legfelsd szinten, mint legfontosabb kategéria a
matematikai modell, hiszen az adott feladatban a gazdasagi fogalmaknak meg
kell taldlni a matematikai megfeleldjét. A kovetkezd szinten a szimbolikus
sik, targy-fogalom kategoria jelenik meg. Ezek a kategoéridk megerdsitik azt,
hogy mennyire fontos a szaknyelv és a fogalmak helyes ismerete. Az
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ismeretszerzés folyamatdban oda kell figyelniink a fogalomalkotés oktatdsa
sordn. A tér kategoria jelenik meg a kovetkezo szinten, mely bizonyitja, hogy
a tér fogalmanak, tulajdonsdgainak megfigyelése, megfigyeltetése fejlodés-
elméleti alapon is mennyire fontos. A cselekvést kifejez6 kategoria itt is
alulrdl a harmadik szinten jelenik meg. A gazdasagi feladatban ritkdn adunk
ilyen jellegli utasitdst probléma megoldasban, fontos a szovegértés, ezt a
szimbolikus sik hierarchidban elfoglalt helye is mutatja. A cselekvést kifejezd
kategoria (oldja meg, hatdrozza meg) elhelyezkedése indokolja, hogy a
gazdasagi feladatok megolddsanal is részesitsilk eldnyben a hagyomanyos
modszert, a szdmitégépet az ellendrzési fazisban vonjuk be a probléma
megoldasi folyamatba. A matematikai modell megtaldldsa a szamitogépes,
GeoGebraval torténd megoldds esetén szerepet jatszik.

4.6. Sorozatok jellemzésének vizsgalata kognitiv kategériakkal

Tobb tipusu sorozatot is vizsgdlunk hallgatéinkkal a gyakorlatokon: linedris
tort tipusu, raciondlis tort alakd, mértani sorozatra visszavezethetd, Euler-
sorozatra visszavezetheto, ,»ZyO0kos” sorozatok. A hatarérték
meghatdrozasakor tobb algebrai moddszert is alkalmazunk, ezért nagyon
fontos a szimbolikus sikon valé jartassig fejlesztése. Vizsgaltuk a sorozatok
jellemzésének elemeit Galois-graffal. Objektumok a mar definidlt univerzélis
kognitiv kategéridk: Tér (tdjékozodas, alatt, folott); Id0 (egymdsutinisag);
Tulajdonsagok (mennyiséget kifejezd szavak); Cselekvést kifejezd szavak;
Targy, fogalom (szakkifejezések ismerete, haszndlata); Cselekvés
koriilményei  (feladatmegoldds moddja, helyessége). A  sorozatok
jellemzéseinek 1épéseit az aldbbi szammal jelolt tulajdonsdgok illetve
modszerek veszik at: 1-tagok kiszamitdsa; 2-monotonitds; 3-korlatossag; 4-
konvergencia tulajdonsag alapjan; S-konvergencia hatdrdtmenet szabdélyaival;
6-konvergencia rendor elvvel; 7-kiiszobindex meghatdrozasa; 8-sorozat
abrazolésa.
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Sorozat jellemzésének elemei

1-tagok kiszamitasa

2-monotonitas

3-korlatossag

4-konvergencia
tulajdonsag alapjan

5-konvergencia
hataratmenet szabalyaival

6-konvergencia rendér
elvvel

7-kiiszobindex
meghatarozasa

8-sorozat abrazolasa

{szimbolikus sik,
tér,id6,cselekvés kiriméiyei)

7. abra (M2 melléklet)

Lathatjuk, hogy a sorozatok vizsgalatinak Galois-grifjanak is 9 szintje van
(7. abra). Legfelso szinten a cselekvés koriilményei kategoria helyezkedik el,
ami aldtdmasztja, hogy j6 szdmfogalommal, az algebrai 4talakitdsokban
jartasnak kell lennie didkjainknak. Az alatta lev szinten a szimbolikus sik és
a tdrgy-fogalom kategoéria jelenik meg, mely a szakszavak, a fogalmak
ismeretét tdmasztja ald, valamint az absztrakcié fontossidgat emeli ki. Két
szinttel a targy-fogalom kategoéria alatt taldlhatjuk a tulajdonsdg, tér
kategoridt, ami a kialakult szdmfogalom ismeretet helyezi eltérbe. A tér
kategdria fejlettsége a tort fogalom esetében is nagyon fontos, hiszen a
raciondlis tort alaku sorozatokndl a szamlalo és nevezd fogalmandl ez a
kategéria megjelenik. Kozéptdjon, az 6todik szinten olvashatjuk a cselekvést
kifejezo kategoriat, amely a szamitogép bevondsara utalhat. Ez egy szinttel
feljebb van, mint a fiiggvény jellemzés €s gazdasagi feladat esetében, ez is
mutatja, hogy a sorozatok esetében az algebrai ismeretek €s a szdmolasi
készség elotérbe keriilnek. Ezen a szinten kiszélesedik a graf, 8 zart
halmazpart taldlunk itt. A sorozat hatarértékének meghatarozasdhoz hasznalt
minden 1épés megjelenik a zart halmazparok elemeként, a kategéridk koziil
pedig a szimbolikus sik. A tér, id6, targy-fogalom, cselekvés koriilményei
szinte minden 1épésben meghatarozo jelentdségii.
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4.7. Folytonos valésziniiségi valtozéval kapcsolatos feladatok Galois-
grafja

A Matematikai alapok 2 tantargy keretein beliill tanulnak hallgatdink,
valoszinliségszamitast, melynek egyik legfontosabb tananyagrészét képezik a
folytonos valdszinliségi valtozdval kapcsolatos ismeretek.
Vizsgaljuk az e témakorben el6fordulé legfontosabb  fogalmak
kapcsolatrendszerét a mar definidlt univerzalis kognitiv kategdridkkal.
Objektumok a madr definidlt wuniverzalis kognitiv kategoéridk: Tér
(tajékozodds, alatt, folott); Id6  (egymdsutdnisdg); Tulajdonsagok
(mennyiséget kifejezd szavak); Cselekvést kifejezé szavak; Targy, fogalom
(szakkifejezések ismerete, hasznalata); Cselekvés koriilményei
(feladatmegoldds modja, helyessége). Fogalmaink: striiségfiiggvény,
eloszlasfiiggvény, varhat6 érték, szoras, valdszinliség.
A kognitiv matematikai ismeretszerzés folyamata szerint vizsgalva a feladat
megoldashoz sziikséges készségeket, képességeket, majd hierarchikus
rendszerben dbrdzolva Galois-gréffal, a kovetkezd abrat kapjuk (8. dbra):

{eselelvés kirilményei}

ftulajdonsis,
e}

8. abra (M3 melléklet)
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A kapott grafnak 9 szintje van, a rangsor legfontosabb eleme a ,,cselekvés
koriilményei” kategéria, amely a milveletvégzés, feladat-értés, szovegértésre
hivja fel a figyelmet. Nemcsak a folytonos és diszkrét, hanem a klasszikus
val6szinlis€gszamitasban is nagyon fontos a szovegértés, foleg a kedvezd és
Osszes kimenetelek Osszeszdmldldsakor. Ezek utin a miveletvégzés
fontossdga keriil el6térbe. Az alatta levdé szinten mér a ,,tdrgy-fogalom”
illetve a ,,szimbolikus sik” kategoridk kovetkeznek. A szakszavakat,
fogalmakat j6l el kell sajatitaniuk a didkoknak, érteniiik kell azokat. Jartassag
szintjén kell kezelniiik a valdszintiséggel kapcsolatos szimbdlumok irdsat,
haszndlatit. Majd a ,,tér” és a ,,tulajdonsdg” kategoéria jelenik meg. A ,,tér”
kategéria azért is fontos, mert a geometriai valdszintiséggel j6l meg lehet
alapozni a folytonos valdszinliségi valtoz6 fogalmét. A gazdasagtudoményi
teriileten tovdbbtanul6 didkjaink kevésbé jartasak a geometridban,
kozépiskoldban is inkdbb az algebrai, fliggvénytani fogalmak oktatdsa keriil
elotérbe. Ezt aldtdmasztja a teriiletszdmitdsos és integralszamitassal
kapcsolatos felmérésiink is. A ,, tulajdonsdg” kategoria felhivja a figyelmet
arra, hogy a tanult fogalmak, tgymint striiségfiiggvény, eloszlasfiiggvény,
tulajdonsagait ismerni kell. A ,, cselekvést kifejezo” kategoria itt is az alsobb
szinteken jelenik meg. Aldtdmasztja azt az allaspontunkat, hogy a tanitds-
nevelés folyamatdba itt sem szabad til kordn bevezetni a szamitégépet.
Ellendrzésre is csak akkor tudtdk jol haszndlni a GeoGebrat hallgatéink, ha
tudtdk a definicidkat. Gyakorldsra a Maple TA rendszert hasznaéltuk.

Osszegzésképpen elmondhatjuk, hogy a cselekvést kifejezd kategéria
mind a négy graf esetében az alsébb szinteken jelenik meg, amelybdl arra
kovetkeztethetiink, hogy a szamitégépet az analizis illetve a folytonos
val6szinliségi valtozo tanitdsdban, az ellendrzési fazisban célszeri bevonni.
Nem helyettesitheti a fogalmak, definicidk pontos ismeretét. A gondolkodds,
ismeretszerzés folyamatdban a szdmoldsi készségek, vagy mds analizisbeli
operaciok elvégzése utdn, ezek ellendrzésére hasznaljuk a komputeralgebrai
rendszereket, szoftvereket.

4.8. ,,A félelmi toplista” avagy Miért hasznaljunk szamitogépes
modszereket?

A didkok tOobbsége tart a matematikatol, ugy gondoljdk, nem
tehetségesek a matematikdban. Anglidban folynak kutatisok arra
vonatkozdan, hogy mi lehet az oka annak, hogy a tanulék félnek a
matematikatél. Ugy gondoljdk, el8szor a tanitoképzést kell megnyugtatd
alapokra helyezniiik. Mert ha olyan tanitokat képeznek, akik tartanak a
matematikatol, akkor 6k a félelmet tovabb adjdk didkjaiknak a tanitds soran.
Hazankban is elmondhaté ez a tapasztalat. A televizioban miiveltségi
vetélkedOkben is gyakran halljuk a versenyzoktdl ,,csak matek ne legyen”.
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Mikor alakulhat ki a tanulékban a matematika irdnti félelem? Ovodas és
kisiskolas korban kifejezetten szeretik a szdmokat, szeretnek gondolkodni
problémdkon. Ezen az oktatdsi szinten még jatékosan tanulnak, a tanitok is
igyekeznek a tanitdsi Ordkat szinesebbé tenni. A hirtelen valtds a felsd
tagozatra keriiléssel kovetkezik be. Tobb tandrral kell megismerkedniiik,
megjelenik a szaknyelv haszndlata, kevesebb a jaték, a sikerélmény. Felso
tagozaton kevesebben tanulnak délutin napkoziben, az otthoni tanulds
sokszor csak az firasbeli elkészitését jelenti. Ha a szaknyelv elsajatitdsa
hidnyos, egyre tobb kudarc éri a gyerekeket ordkon, a sok kudarc
eredményezheti a matematika irdnti félelem kialakuldsit. A szaknyelv
elsajatitasa kozosségben a leghatékonyabb.

Napjainkban az intézmények kiilonféle projektek keretében interaktiv
tdblakat szereztek be. Ezek haszndlata aktivabb4 teszi a didkokat az 6rdkon.
Kozépiskoldban is szeretnek dolgozni az interaktiv tdblandl, még azok a
didkok is bevonhatok az 6rai munkdba, akik inkdbb a helyiikon a fiizetben
szeretnek feladatmegolddst végezni. A szadmit6gép, az interaktiv tabla
haszndlatdval Gjra eldkeriil a jaték, a sikerélmény az 6rdkon.

Ugy gondoljék didkjaink is, hogy a matematika kodds, elvont tantirgy, amit
nem lehet megérteni. Sokat beszélgetek didkjaimmal, sziinetekben,
facebookon. Igy nem csak a matematika tanart latjak bennem, megnyilnak,
Oszintén beszélnek problémadikrél. Egy ilyen beszélgetés alkalmaval keriilt
szoba a félelmi toplista. Kérdeztem, mi az? Azok a tipusu feladatok, amiktdl
a legjobban tartunk a vizsgén, valaszoltdk. Vizsgaiddszak végén megkértem
Oket: rangsoroljdk az analizis vizsgafeladatokat aszerint, hogy melyik
feladattdl tartottak a legjobban! Elég az elsé harmat felsorolni. fgy elkésziilt
az évfolyam félelmi toplistdja:

Integralds 70%
Teriilet meghatdrozdsa integraldssal 63%
Figgvényvizsgalat 60%
Térfogatszamitds integralassal 17%
Tobbvaltozos szE€lséérték 13%
Hatarérték 10%
Derivélas 10%
Cotangens, tangens 3%
Erintdsik 3%
Monotonitas vizsgdlat 3%
Sorok 3%
Teleszkopikus sor 3%
Fiiggvény atlaga integralszamitdssal 3%
Fiiggvényédbrazolas 3%
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A hallgaték 3%-a mondta azt, hogy nem volt nehéz a vizsgafeladatsor. A
toplista els6 harom helyén pontosan azok a teriiletek szerepelnek, amelyeket
kiemelten kezeliink a ,,Szamit6gépes matematika moddszertan” tantargy
keretein beliil. Az integralas helyezését indokolhatja az is, hogy a szorgalmi
idoszak vége fele tanitjuk, igy kevésbé tudjuk gyakorolni, ezért is fontos,
hogy le tudjdk ellendrizni a megoldédsaikat, ha 6ndlléan gyakorolnak. A
GeoGebra alkalmas erre, mert nyilt forraskédud, és az 14j 4.2. verzidval az
egyszertibb tort alaku fiiggvényeket is tudjék integrdlni, ahogyan ezt az el6z6
fejezetrészben is lattuk.

A fliggvényvizsgdlatban a fiiggvény grafikonjanak megrajzolédsa sikeriilt a
legkevésbé. (Hallgatéink a gazdasdgtudomanyi teriileten tanulnak, igy
feliilvizsgaltuk a kovetelményrendszeriinket matematikdbol, abbdl a
szempontbdl, hogy a kozgazdasigtani tantdrgyak tanuldsa sordn melyik
tipust fiiggvényeket kell ismerniiik a didkjainknak. Igy az alapképzésben a
trigonometrikus fliggvényeket érintdlegesen tanitjuk, hangstlyos szerepet
kapnak az exponencidlis, logaritmus fiiggvények.) Errdl is kérdeztem Oket:
Véleménye szerint miért nehéz megrajzolni a fliggvény grafikonjat?
Vilaszok:

Nem tudom elképzelni. 43%
Régen rajzoltam. 13%
Keveset gyakoroltuk. 10%
Kétbalkezes vagyok. 7%
Ha nem logaritmus fiiggvényrdl van sz6, akkor megy. 7%

A hallgaték 14%-a mondta azt, hogyha sikeriil a fliggvényjellemzés, akkor
nem nehéz megrajzolni.

A vizsgdlatban kérdbéives kikérdezést alkalmaztunk, melyben az
Allattudoményi Kar hallgatdi is részt vettek. Osszesen 85 hallgaté toltotte ki.

A fiiggvényjellemzés Galois-grafjan a ,,tér”, mint kognitiv kategdria a
masodik szinten jelenik meg, ez Osszhangban azzal, hogy a toplistan is a
teriilet meghatdrozasa a masodik helyen van. Ha a tér fogalom sériil, a hozza
kapcsolodé feladatok megolddasa is problémat okoz. A fiiggvény
grafikonjanak megrajzoldasdban a tér kategéria hangsilyos szerepet kap, ugy
mint tdjékozodéds a koordindta rendszerben, a szélsd értékek tipusdnak értése,
mind-mind megjelennek ebben a feladat fazisban.

Az integralas ,.elokeld” helyezése elérevetiti, hogy Valdszintiségszamitasban,
a folytonos valdszinliségi valtozo fogalmanak kialakitdsanal figyelniink kell.

A félelmi toplista felhivja a figyelmiinket arra, hogy nem mehetiink el a
probléma mellett észrevétleniil. A felsOoktatasban 1is figyelniink kell
tanitvanyainkat, sikerélményhez kell juttatni Oket. Ehhez az egyik
legegyszerlibb ut a szamitogép bevondsa a tanitds-tanulds folyamataba. A
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GeoGebraval, mint dinamikus programmal, tudnak kisérletezni. A
figgvényabrazolast is segiti, nemegyszer 6rommel djsagoljak: Ugy jeleniti
meg a fliggvényeket, ahogy rajzolni szoktuk. A szadmit6gép bevondsa a
matematika oktatdsaba pozitiv élményhez juttatja hallgatdinkat.

5. AZ ANALIZIS ES ALKALMAZASAINAK TANITASA

5.1. Az analizis alapjainak tanitasa Excellel és hagyomanyosan

A 2007/2008-as tanévben hirdettiik meg elsd alkalommal didkjainknak a
»Szamitégépes matematika modszertan” tantdrgyat. Elmondhatjuk, hogy
azota is teljes létszdmmal felveszik hallgatéink. Az oktatdsi cél a
hidnyossagok poétldsa, az analizis elemeinek részletesebb végig gondoldsa
volt, valamint az Excel haszndlatdnak kiterjesztése sorozatok jellemzésére,
figgvények dbrazoldsara. A tanitdsi 6rdk szdma 3 ora/hét. A tematika a
kovetkezd volt:

1. Felmérés

2. Tortes egyenl6tlenség és abszolut értékes egyenldtlenségek megoldasa
(algebrai ut, fiiggvényekkel), itt mar tanultak 2-4 éran analizisb6l sorozatokat,
igy érzékelték, hogy miért kell j61 alkalmazni a fenti egyenldtlenségeket
Monotonitds vizsgdlata, kiiszobindex
Egyenlétlenségek tovabbi gyakorldsa-monotonitds, kiiszobindex keresés
Sorozatok jellemzése Excel program segitségével
Felmérés a sorozatokbdl, csak szamitégépen
Fiiggvénydbrazolds Excelben (fliggvény reciproka, filiggvények szorzata,
hanyadosa)

8. Analizisben tanultak gyakorldsa (lassan, kirészletezve)

9. Erint6 és szeld rajzoldsa Excelben

10. Felmérés figgvények jellemzésébdl, csak szamitogépen

11. Ev eleji felmérés tjboli megirdsa

12. Vizsgafeladatok megoldasa
A tematika az Excellel torténd ellenorzési formakat emeli ki, ezek
megismertetése volt az egyik fo feladata a tantargynak, ezt indokolja az is,
hogy a Pénziigytan tantirgy keretein beliil is szdmolnak Excellel, igy annak
haszndlata rutin jellegtivé valhat.
Sorozatok monotonitds vizsgdlatdnal az (n+1)-edik tag felirdsa a tipushiba. A
kovetkez0 moddszerrel elértiik, hogy ezt mar nem hibdzzdk el hallgatdink.
Asszocidcioként a zdrdjelezést, csomagoldsnak szoktuk nevezni. Feladat:
Vizsgdljuk meg monotonitds szempontjabél a kovetkezd sorozatot:

3n-2
a,= !
" 2n+1

Nownkw
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. . ) -2
Mivel a sorozat fliggvény, hozzarendeléssel is megadhatjuk: n - 3n

2n+1
Ertelmezhetjiik {gy is: 1H3.1_2 , 293'2_2 , 93.3_2,
2-1+1 2-2+1 2-3+1
3472 T A 3n—2. Mivel a véltozéra madsfajta jelolést is
2-4+1 2n+1
) ) 3.( )-2
alkalmazhatunk, legyen a hozzdrendelés  ( ) W Most a
: +

3-(n+1)-2

zarGjeleket megtoltjiik tartalommal: (n+1) , igy all el az

2-(n+1)+1
(n+1)-edik tag. Animdéciot is készitettiink a szemléltetéshez (9.4bra).
2-1-3 2.2-3 2.3-3
1
i 5-1 2l 5-2 3 5-3
2-n-3
2.-4-3 . . .
4+ s_4 ne 5—n
n :( )
2-( 4 -3
( ﬁ» (; )
54( \ )
n+1 r;+1 n+1

9. abra

Ezek utdn a monotonitds vizsgdlatdba a sorozat (n+1)-edik tagjat jol
helyettesitik be. A monotonitds vizsgélatot egyenldtlenség bizonyitdsdan
vezetjiilk vissza. Excelben a sorozat tagjainak dbrdzoldsa utdn szemlélet
alapjdn hatdrozzuk meg a sorozat csokkenését, novekedését.
Sorozatok hatarértékének meghatarozdsanal legtobbszor az analdgidn
alapulo modszert haszndljuk a hagyomdnyos papir-ceruza alapu
megolddsban, miutdin mar megismerték a hatdratmenet szabdlyait. Az
analdgidval vigyaznunk kell, az aktudlis feladatban az egyes részmegoldasok
eltérhetnek. Az aldbbi néhany példin mutatjuk be, azokkal a
megjegyzésekkel, narrativumokkal, amelyeket a gyakorlatokon is
hasznalunk.

3n—-2

2n+1

1. Mi a hatéarértéke a kovetkezd sorozatnak? a, =
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13 /0

3n _ 2 3/_ 2 Felhasznéltuk, hogy az l —0.
311 - 2 _n n _ 3 n
x = -
2n+17 2n 1 24t 2
n n n

|
: N\,

,-mindenki megkapja a magiét”

A

narrativum!

3
A hatarérték tehat E .

R T
5-2n n—eo

2..a

Megkeressiik, hogy hol rejtézkodik a jol ismert — sorozat, mert annak a hatarértékét
n

ismerjiik, ez a 0. Otlet: Tort értéke nem valtozik, ha a szaml4lét és nevezot is ugyanazzal a
nem 0 szdmmal osztjuk vagy szorozzuk. J6 lesz, ha egyszertiisitiink n-nel:

6n 4 1
6 P I A
n—4 __n_ n_ n_, -0 -3 Tehat a hatarérték -3. Kihasznaltuk a
5-2n 5 2n 1 0-2

=2 5.-_9

n n n

megoldds sordn a hatdrdtmenet szabdlyait.

2
= 6”—? limb, =?
5-2n n—ee
Az el6z6 sorozatndl j6l miikddott az egyszertiisités, most is j6 ez az 6tlet? Ha n-nel leosztunk,
még mindig marad benne n-es tag. Még egyszer alkalmazhatjuk? Igen! Azonban miért ne

3.b

. e s 2 <
tennénk egyszerre? Osztunk n-nel és még egyszer n-nel = osztunk 7~ -tel. Levezetés:

6n® 4 11
6n’ —4 y T 64 6-0 p " P
__n n__ nn_. = _3 Tehét a hatarérték -3. A szamldléban
5-2n? 2n® 1 0-2
o 5.-.-_92
n® n’ nn

1
kiilon is megmutattuk, hogy hol ismerhetjiik fel az — sorozatot.
n

Mit tehetiink, ha a szdmldléban és a nevezdben a nem ugyanazon a hatvanyon szerepel az n?
(Azaz a szamldlo és nevezd fokszdma nem egyenld.)

_ o3 lime, =?

4. ¢, = 5
2n° +n n—se

n
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0 0
3 1
n/(S+j 5+30/
5r12+3 _ n) (I n_>0%_0
2n”+n 7/2-(2+ j 2+Q4
v
0

Vizsgéljuk meg a reciproksorozatot!
1 2n°+n .
5r,=—=———limr, =7

n

cn_ S5n+3 noe T oo 0
4 Ay
2n2+n_7£ [ +’/ ,2 n %m_%:m

= / =n
Sn+3 /,_(5_'_3) 5+3.@\
n
0

3 2
6. dn:5”+23—”6 limd, =?
Tn”+9 n—se
3n° 6
, , n - S5+——— 5.,.3.1_6.1.1.1
5n” +3n" -6 n n n nnon 5
T’ +9 oy 1 7T
n-+ nz‘(7+2] 74+9.—.—
n n n
i . . . POLINOM .
Osszefoglalva: TORT ALAKU SOROZATOKNAL,HA AZ ——— ALAKU,
POLINOM

MEGHATAROZHATJUK A HATARERTEKET OLY MODON, HOGY A
NEVEZOBOL KIVALASZTJUK A LEGNAGYOBB FOKSZAMU TAGOT ES
AZZAL ,EGYSZERUSITJUK” A TORTET!

NARRATIVUM=Ki a f6nok?=A szamlalé vagy a nevezd a magasabb fokszdmu?
Ha a szamldlo, akkor a sorozat a +o vagy -oo-be tart, nem konvergens.
Ha a nevezd a magasabb fokszamu, akkor a sorozat 0-hoz konvergal.

n—-1 n+2 n
_oT 2 =TS lime, =7

C” n—1
5-12" +2e n—yeo
El8szor hozzuk egy kicsit szdmunkra kezelhetbb alakra, alkalmazzuk a hatvanyozas
azonossdgait és a milveletvégzés szabdlyait:
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6" n 2 n 4 n n i_7 i ' 4
. _6n—1.2n+2_7.5n_z'2 2°=7-5 _812 -7-5 ~ 6 (12 %g 8
n n—1 - " = = - =~ =
iz s 1200 4 2a2ii2e S, (1) 203

12 12 12 12 \12

n n _An A tortvonal zdréjelet
6— 2" 22 = 6"-2" -4 = 12" -4 = i 12" helyettesit, ezért minden
6 6 6 6 tagot osztunk!

Szorzatnak viszont csak
az egyik tényezgjét kell
osztanunk!

Felhaszndljuk, hogy ¢" — 0, halg| <1.

Analogia alapii megoldds esetén vigydznunk kell: Kivilasztjuk a nevezdben a legnagyobb
hatvanyt és azzal egyszerisitiink.

4. d, =4n—+16n*>—5n-2 limd, =

n—o0

CSINALJUNK TORTET! Emléksziink a jél megtanult gyoktelenitésre? Most tortet
bévitéssel kapunk!

2_ p— p— p— p—
(4n— 16n2—5n—2)- 4n++1l6n" -5n-2 \/16n 5n— L 16n° 16n 5n— 2)
4n+\/16n2—5n—2 4n+\/16n —5n— 4n++16n* —5n—

5+Z Haa, 20,ésa, 5>a=>

Sn+2 _ n 5 2@—)&

an+r16n’—sn-2 \/ 5 TN 8

16-2-2
n n2 \

Egyszertsitiink n-nel. azonossag!
dn+\16n’ —Sn—2 _ l6n’ —5n-2 _ (a=b)a+b)=a’-b’
n n (\/E—\/Z\K\/E+\/Z\’=a—b
2 —_— —_—
_4+,/M =4+ /16—§—i2
n n n
Ha az n-t bevissziik a ,,gyok”
ald, négyzetre kell emelniink!
3
2n+7\" :
5. e = lime, =?
3+2n n—see

A zéréjelen beliil all6 tortkifejezést egyszertisitsiik 2n-nel!
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[2n+7j3n: 2n | _
3+2n i+l (3

Nézziik kiilon a szamlalo atalakitasat!

n n n

n 7 3 7 i
(H?f:lﬁ .22

—| e?

Hasonl6 a levezetés a nevezdben is. Haszndltuk még a hatvadnyozds azonossagait is a

hatarérték megdllapitdsanal.

A példakban bemutatott sorozatokat Excellel is megvizsgaltuk. Az Excel
kiszamolja a sorozat tagjait, ezeket dbrdzoljuk. Itt kell tudniuk, hogy a
sorozat specidlis fliggvény, a kiszdmolt értékeket nem kotjiik dssze folytonos
vonallal. A diagram megrajzoldsa utdn, a grafikon alapjan hatdrozzuk meg a

monotonitast, korldtossagot, sejtjiik meg a hatarértéket.
A negyedik feladatban megadott sorozat grafikonjat lathatjuk:

A téblazat ,,A” oszlopdban a futdindexek, a ,,B”-ben a kiszamolt tagok, a
,C’-ben a sorozat tagjainak a hatarértéktdl vald eltérése lathatd, az eltérés
alapjan keressiik meg a kiiszobindexet. A tulajdonsdgokat a grafikon alatt

soroljuk fel (10. dbra).

Fontos, hogy a sorozatok hatdrérték fogalmat jol megalapozzuk, mert a
fliggvény hatarértékét, a differencidlhanyados fogalmat sorozat hatarértékére

vezetjiik vissza.

o ; &
c24 - *® & f | =ABS(B24-0,625)

T4 A B [eCES D E E G H J K L M N
2] 24] 0.637534] 0.017534),
25 25 0,637029 0,012029
26 26 0636564 0,011564
27 27 0,636133 0,011133 i
28 28 0635733 0010733
29 29 0635361 0,010361 14
30 30 0.635014 0.010014 d.=4nﬂﬁﬁu’fin72
3 31 0,634689 0,009689 05 1+
32 32 0,634385 0,009385 .
EE] 33 0,634099 0,009099 S
E7 34 063383 000883 05
35 35 0,633576 0,003576
36 36 0,633337 0,008337 04
37 37 0633111 0008111 £=10"2
36 38 0,632897 0,007897 S
39 39 0632693 0,007693
40 40 06325 00075
41 41 0.632317 0.007317 e '
42 42 0632142 0,007142 A o 20 20 il = o)
43 43 0,631975 0,006975
44 44 0631816 0,006816 szig. mon. csbkken
45 45 0631664 0006664 korlstos k=02 K=1
46 46 0,631519 0,006519 hatérték  A=0,625=5/8
47 47 0631379 0,006379 kilszobszam N=30
43 43 0631246 0,006246
49 49 0.631118 0.006118
50 50 0,630995 0.005995
51 51 0,630877 0,005877
52 52 0630764 0005764

P

10. 4bra
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Fiiggvények d4brazoldsakor az Excel haszndlatdhoz meg szoktuk adni az
intervallumot, amelyen abrdzolni kivanjuk a fliggvényt. Itt tériink ki arra,
hogy ha fiiggvény grafja folytonos, akkor kozeli értékeket kell valasztanunk
az abrdzolasndl, kiilonben ,,szogletes” lesz a fiiggvényiink. Ezért a 1épéskozt
az intervallumban ,kicsire” kell valasztanunk. A reciprok filiggvény

.
. zam
abrazoldsa segiti a hatarérték fogalom megértését, nevezetesen: =0
(o ]
s+
. szam_ _ Lok .
illetve = oo alaku hataratmeneteket. (11. dbra)
AN F H [ 1 K | [ m ]
| 4 | 2.2 3.84 0.260417
| 5 | 2.1 341 0.293255
[ 6 | 2 3 0333333 )= -1
(| -1.9 2,61 0383142
| 8 | 18 2,24 0446429
| 9| -1,7] 1,89 0529101
| 10 | -16 1,56 0.641026 =
[11] 15 125 08
| 12 | -14 0,96 1.041667
13 13 0,69 1,449275
| 14 | 1.2 044 2272727
115 11 021 4,761905 = = = = Tz = 9 & W 3
16 A 0 :
| 17 | 0.9 -0.19 -5.26316
| 18 | 08 -0,36 277778
119 07 051 196078
| 20 06 064 -1,5625
[21] 05 075 133333
| 22 | 0.4 -0.84 -1.19043
123 03 091 -1.0989
| 24 | 0.2 0,96 -1.04167
25| 0.1 099 -1,0101
26 0 -1 -1
[ 27| 0.1 099 -1.0101
| 28 | 02 -0,96 -1,04167
2] 03 o5t 1oms S0 s e e
30 04 0,84 -1,19048 B o e S = o
| 31| 05 -0,756 -1.33333 /EL__E
[32] 06 064 -1,5625
| 33 | 0.7 -0.51 -1.96078
34 08 036 277778 f v \
| 35 | 0.9 -0.19 -5.26316
36 1 0 s
| 37 | 1.1 0,21 4761905
M« » nMunkal { Munka2 / Munka3 /' |«

11. 4dbra

Logaritmus fiiggvény, illetve a reciprok fiiggvények dbrazoldsakor az Excel
figyelmeztette Oket az értelmezési tartomdny vizsgdlatira is: nemegyszer
megjelent a ,,zérooszto” felirat. Tandcstalanul nézték a képernyot. Segitd
kérdésként elhangzott: Mi okozza a problémat? Mit teszel ilyenkor, ha a
papiron oldod meg a feladatot? Vélasz: ,,Kikotom, hogy a nevezd nem lehet
0.” Tanar: Tedd meg az Excelben is! Egyszerlien torold ezt a
fliggvényértéket, hiszen az, hogy ezen a helyen nincs értelmezve a fiiggvény,
azt jelenti, hogy fliggvény érték sincs.

Hasonl6 meggondoldsokkal, hogy a hagyomdnyosan megoldédsra keriild
problémat 4tfogalmaztuk az Excellel torténd alkalmazdsra, segitette a
fogalom pontositasat, megértését. Tudatosodott, hogy a helyenként csak
rutinszerlien elvégzett vizsgalat mit is jelent, miért fontos.

Fiiggvény hatarértékének meghatdrozdsit a sorozatok hatarértékének
meghatdrozasira vezettilk vissza. Excelben a véges helyen vett hatarérték
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esetében a fiiggvényértékek kiszdmitdsanal az adott helyre szimmetrikus
intervallumon dolgoztunk, ,,slirlin” vélasztva a behelyettesitendd értékeket,
azaz a lépéskozt 0,01 vagy 0,001 értéknek vdlasztva. A végtelenben vett
hatarértéknél a 1épéskozt ,nagynak™ kellett vélasztani, 1000 vagy akér
10000-es 1épéskozzel is dolgoztunk.

A 12. abran véges helyen vett véges hatdrérték Excel munkalapjat lathatjuk.
Ebben a feladatban elég volt a 1épéskozt 0,1-nek vélasztani.

031 - &

A B C D E F G H J K L M
1 41,2857
2 41 -1,28169
TR 1 e |
5 44 127027 LN SN SN I N S S S
6 45 126667 1.2
7 46 -1.26316
8 47 125974 122
9 48 -1,26641
10 49 12536 24
11 5
12 51 124691 <>/
13 52 12439 -1.26
14 53 -1.2409 -
15 54 12381 1,28 257,
16 55 123529 =3 x? _2x—15
17 56 123256 13
18 57 122989
19 58 122727
20 59 122472
21 6 -1.22292 hatarérték -1.25
22

.
12. abra

B4 - Je | =(HATVANY(3;A4)-4*A4)/(6%A4*A4+3)
4 A BT C D E F G H T K T
4| 300[25E137]
5 400 7.3E+184
6 500 2,4E+232
7 600 8,7E+279
8 700 #SZAMI
9 B00 #SZAMI
10 900 #SZAMI 1E+280
11 1000 #SZAMI
12) 1100 #S57ZAM! i = /
13 1200 #SZAMI 8E+279 lm 3F—dx /
14 1300 #SZAMI TE+279 12 6 +3
15 1400 #SZ{QM! EE+279 //
16 1500 #SZAMI
17 1600 #SZAM! R /
18 1700 #SZAMI 4E+279 /
19 1800 #SZAMI 3E+279
20 1900 #SZAMI 2E4279 /
21 2000 #SZAMI
22| 2100 #SZAMI 1E+273 /
23 2200 #SZAMI 0 ' ' ' ' ' '
24 2300 HSZAMI 0 100 200 300 400 500 600
25 2400 #SZAMI
26 2500 #SZAMI
27 2600 #SZ{QM! hatarértéke vegtelen

P
13. abra
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A 13. abran a végtelen helyen vett végtelen tipusi hatarérték Excel
munkalapjat lathatjuk. A 1€péskozt 100-nak vdlasztottuk, igy is ,,rohamosan
nének” a fiiggvényértékek. A munkalap B oszlopdban 4 értéket latunk kiirva,
a tobbi cellaban figyelmeztetd iizenet van. Errdl kellett a hallgatdkkal is

beszélniink. Az elsé 4 érték normadlalakot fejez ki: 2,5E+137=2,5- 1077, a
#SZAM! iizenet azt fejezi ki, hogy a kiszamolt érték ,,nagyon nagy”.

Az egész féléves munka annak szellemében folyt, hogy majd sikeres
vizsgit tegyenek a hallgatok, az alapokat megerdsitsiik, automatizaljunk
megoldasi sémadkat. Az mehetett vizsgdzni, aki az év eleji felmérést
megismételve, azt 80%-osra megirta. Bizony volt olyan tanitvany, akinek
hatodszorra sikeriilt elérni az elvart teljesitményt.

5.2. A hagyomanyos médszer, az Excel és a GeoGebra kapcsolata

Ugy gondoljuk, hogy matematikatanitdsunk tobbnyire a szimbolikus
sikon zajlik. Hogyan lehet bevonni az oktatasba a tobbi gondolkodasi sikot?
A szamitégép segitségével mindhdarom gondolkoddsi szint megjelenik a
tanitasban. Ez az egyik oka, annak, hogy szamitégépes modszereket
haszndlunk a szemléltetéshez, és a tananyag megértéséhez. Elsé feladatunk
volt, hogy olyan programokat keressiink, amelyek mindenki szdmara
elérhetok, és a haszndlatuk kiilonosebb elOképzettséget nem igényel. A
masodik, hogy olyan szinteret kindljunk hallgatéinknak, ahol a tanuldsi
moddszereket megtanithatjuk, majd hallgatéink ezeket gyakorolni tudjik.
Ezért a meghirdetett egy szabadon valaszthat6 ,,Szamit6gépes matematika
modszertan”tantargy oktatdsdban mind Varga Tamds [65], mind Zech [67]
altal kidolgozott matematikatanitds kognitiv célrendszerének atgondoldsa
alapjan potoljuk a hidnyossigokat, atismételve azokat, majd megmutatjuk,
hogyan kapcsolddnak az uj ismeretekhez.

A kihivést abban latjuk, hogy a tanulds-tanitds folyamatiban a fogalmak
megalapozédsa athuzdédik a felsdoktatds szintjére, igy viszont sériil a tobbi
tantargy elsajatitdsa is, mert a fundamentdlis alapok ,lerakdsa” még nem
zérult le. Erdsiteni kell a materidlis és ikonikus reprezentdcids sikok
alkalmazdsat a szimbolikus sik rovdsédra, mert azon a hallgatok gondolkodési
folyamata bizonytalan.

A szamitogép haszndlata egy lehetdség arra, hogy a felsorolt gondolkodasi
szintek kozotti atjarast erdsitsiik. Ez is indokolja a Szamitégépes matematika
modszertan  tantdrgy bevezetését. Az elmult tanévekben pozitiv
tapasztalatokat gyujtottiink e tantargy tanitdsa sordn. Az Excel és GeoGebra
programok haszndlata hatékonynak bizonyult, és segitette a sorozat és
figgvényfogalom kialakitdsat.
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A 2009-2010-es tanévben az Excel és a GeoGebra program dsszekapcsoldsat
thztiik ki célul. A tanitasi 6rdk szama 3 d6ra/hét. A tematika a kovetkezo volt:

1. Algebrai kifejezések Aattekintése (azonossdgok), egyenletek, egyenl6tlenségek
megolddsa

2. Tortes egyenlétlenség és abszolit értékes egyenldtlenségek megolddsa (algebrai tt,

fuggvényekkel), ekkorra mdr tanultak analizisbdl sorozatokat, igy érzékelték, hogy

miért kell j61 alkalmazni a fenti egyenl6tlenségeket

Hatvanyozas és azonossagai. Exponencidlis és logaritmus fiiggvények, egyenletek

Sorozatok jellemzése Excel program segitségével

Sorozatok hatarértékének meghatdrozasa Excellel, kiiszobszam keresés Excellel

Felmérés a sorozatokbdl, csak szadmitégépen

Fiiggvényabrizolds Excelben és GeoGebraval

Analizisben tanultak gyakorldsa a differencidlhdnyados és differenciahdnyados

kapcsolata (lassan, kirészletezve)

9. Erintd és szel6 rajzoldsa Excelben, GeoGebraval

10. Felmérés fiiggvények jellemzésébdl, csak szamitogépen

11. Ev eleji felmérés tjboli megirdsa

12. Vizsgafeladatok megoldasa

NN kW

Az oktatasi cél az volt, hogy minél tobb hallgaté szerezze meg az alairdst és
tegyen sikeres vizsgat analizisbol.

Az alkalmazott médszerek kozott a hagyomédnyos papir-ceruza médszer volt
az elsddleges, hiszen a vizsga formdja is ez volt. Bar az analizis elemeit
elsajatitottdk, mégis a fliggvényvizsgalat 1épéseinek elvégzése utin sem
tudtdk felvdzolni a fiiggvény grafikonjat. Ez volt az a pont, amikor
szamitégépet haszndltunk a megjelenitéshez. A hagyomdanyos uton kapott
pontok (zérushely, sz&ls6érték, inflexids pont) segiti megvalasztani a hallgatd
szdmdra azt az intervallumot, amelyen az Excelben érdemes dbrdzolni a
fliggvényt. A eldjeltablazatok kitoltésénél is segithet, ha elkészitik az
értéktablazatot. A GeoGebrdval valé megjelenitéshez nem kell meghatdrozni
az intervallumot, de azzal tetszetdsebb fiiggvényabrat kapunk, ugyanakkor jol
haszndlhatd az analizisbeli miveletek helyes elvégzésének ellenOrzésére,
hiszen ezt az algebrai ablakban nyomon kévethetik.

(AL (PO (L] [8] mes os sass o g
A Szahad alakzatok x 4 8
/ 14. dbra
; A GeoGebra feliilete
(az abra bal oldalan az
algebrai ablak, jobb
oldaldn a  grafikai
ablak)
@ Parancs: | |/ sarteo :";n v parancs B
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A megfogalmazott kognitiv célok koziil itt elsddlegesen a tudas, cselekvés,
alkalmazas célok sériiltek hallgatdink esetében a tanitds-tanulds folyamatdban
az alsébb szinteken. A cselekvés helyességét potolhatja az Excel az
értéktablazatok elkészitésével.

A GeoGebra nagyon jol hasznédlhat6 ellendrzésre [32], ugyanakkor ramutat
arra is, hogy a szimbd6lumok megfeleld haszndlata, alkalmazdsa mennyire
fontos a matematikdban.

Az aldbbiakban egy fiiggvényvizsgédlatban mutatom be az alkalmazott
moddszert, mivel ilyen tipust feladatban mindharom reprezentéacids sik jelen
van, a kognitiv célkategdridk koziil a cselekvés mindvégig jelen van, ennek
hidnyossagai miatt nytdlunk a szamit6géphez, mint fejlesztési eszkozhoz.

Tekintsiik a kovetkezd formuldval adott fiiggvényt! Végezziink
fliggvényvizsgalatot, majd rajzoljuk meg a grafikonjat!
2
x“+x-1

Fla)= et
A matematikai analizisben tanult eszk6zokkel meghatdrozzuk a fiiggvény
abrazolasahoz sziikséges pontokat:

~1£45

2
SzEIs6érték lehetséges helyei: sziikséges feltételhez meghatarozzuk az elsd

derivéltat: f'(x)= (2x+1)-¢* (_ E);j tx— 1)‘ e’
e

Hogyan segit a GeoGebra? Az algebrai ablakban megjelenik az elsd derivalt,
linedris irdsmddban, igy tigyelni kell a helyes értelmezésre. (15. dbra)

- zérushely:  f(x)=0 & x? tx-1=0ex, =

4 Gzabad alakzatok
e Ty = (xR - 1) ety
i Fllgod alakzatok
LD T = (e (2R - (e x- Detw) et — | AT isszefilggés {oy értendd!

; $

—
L

15. dbra
A tort derivaldsi szabalydnak attekintése a GeoGebra algebrai ablakdban
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Ellendrizheté a derivdldas muveletének helyessége az algebrai ablakban,
amelyben a nem egyszeriisitett derivalt fliggvényt kapjuk meg a GeoGebra
segitségével.

, —x +x+2
- tovabb egyszeriisitett alakban: f’(x)= A e

X

e

X, =
- az els6 derivalt zérushelyei: f'(x)=0o —x*+x+2=0<

A tovabbiakban az eldjeltablazat és a fiiggvény elso derivéltjanak kapcsolatat
tekintjiik at a 16. dbran, megmutatva az Excel és a GeoGebra bekapcsolddasi
pontjit a hagyomdnyos fiiggvényelemzésbe. Mivel az f(x) fiiggvény és
derivéltjai az értelmezési tartomdnyan folytonosak, készithetjiik az
értéktablazatot Excellel megfeleld 1épéskozt védlasztva. Az eldjel tdblazat a
GeoGebraval megrajzolt fliggvények ismeretében is ellendrizhetd.

GeoGebra grafikal ablak Inter- i)
Exrel vallum
Ertelitablazat
-1,2)-2,12
f
-08| 1,24
-041 2,14
o 0 2
|
04 1,50
¥
08| 0,57
] e il wlanmn g Py
i - 0 + 0
Sl : I : ___ 12| 053
Fixi | ceclkkensd helyi névekwd o | helyi cadldeend
| minimum maKimumn b
1.6] 0,20
Hagyomanyoes eldjeltablazat 2 0
241-012
16. dbra

A hagyomdényos megoldasi tt, az Excel és a GeoGebra dsszekapcsolésa a fiiggvény
sz€ls6értékeinek és monotonitdsdnak meghatdrozdsaban

Az elemzés kovetkezd fazisai:
- inflexi6s pont lehetséges helyei: az f”(x)=0 egyenlet megoldasai.
_(=2x+1)-e” —(—x2 +x+2)-e"

fx)= o]
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x*=3x-1

X

e
3+4/13

2

oz

- tovabb egyszeriisitett alakban: f”(x)=

- a masodik derivalt zérushelyei: x,, =

1 Szabad alakzatok
el Y=+ 5 - 1) /ey
_i Filggd alakzatok
el Pl = (et 2 x v 1) - (7 +x - 1) efx) fetx®
i T ={eft (2 et ref X2 Do rx-Detx v (2x+ D efx)) - (et @ x+ 1)- (X7 + 2. 1) etx) 2 ety [ ehnd

17. abra
GeoGebra algebrai ablaka a masodik derivalttal

A masodik derivéltat az elsé nem egyszeriisitett alakjabol hatdrozta meg a
GeoGebra, ami hdnyados esetében bonyolultabbd teszi a derivélt fliggvény
algebrai alakjat. Ellenben, ha hallgat6inktdl csak a derivélast akarjuk szamon
kérni, annak 1é€péseit az egyszersitett alakok nélkiil, akkor jol tudjak
haszndlni ellen6rzésre. Az algebrai alak ilyen bonyolult form4janak
megmutatdsa viszont indokolttd teszi az azonossagok ismeretét, alkalmazasat,
mert egyszerlibb tton is eljuthatunk a derivalt fliggvényhez.

A gyakorlatokon parhuzamosan alkalmazott hdrom mddszer kapcsolatat
szemlélteti a 18. dbra, hasznélatdval magabiztosabban dolgoztak, végezték a
fliggvényvizsgalatot.

3-.13 3-413 | 3-.f13 3413 3+413 | 3+4/13
x< x= <x< x= <%
2 2 2 2 2 2
f il |+ ] - ] =
Flz) | kenvex inflexids konkaw inflexids konvex
L pont ] pont W
intervallum )
) -1.2 13,41
Ertéktablazat -0,8 4,54
Excellel -0.4 033
a -1
0.4 -1,34
0.8 1,24
1.2 0,25
16 0,65
2 -0,40
24 0,22
28 0,09
3,2 -0,01 A filggvény és a masodik derivalt GeoGebraval
16 0,03

18. dbra
A hagyoményos mddszer, az Excel és a GeoGebra dsszekapcsoldsa a fliggvény
inflexiés pontjainak és konvexitdsinak meghatarozasaban
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Az elgjeltablat ellendrizni tudja a hallgaté a GeoGebraval dbrazolt masodik
derivélt fiiggvény €s az eredeti fliggvény megrajzoldsdnak osszevetésével, az
Excellel készitett értéktablazat is segiti az eldjelek eldontését. [28][30]

Ertékelés

A kurzus oktatdsa sordn pozitiv tapasztalatokat gyiijtottiink. Vizsgira
bocsatott hallgatéink szdma ndétt mintegy 15 %-kal. Mivel minden
kollokviumi feladatsorban volt fiiggvényvizsgdlat, ennek megoldasat
vizsgéltam hallgatéink munkdiban. A fiiggvényvizsgélat 1épéseit helyesen
végezték, a grafikon megjelenitése még mindig elmarad a varttdl, bar a ,,j6
rajzok” szama nott.

Szamitégépen bonyolultabb problémak megolddsara is vallalkoztak. Egy-egy
gondolkodtatébb feladat megolddsa kapcsan batran kérdeztek, ha elakadtak a
levezetésben.

A tantargyhoz valé viszonyuk megvaltozott, szivesen vettek részt az érdkon,
szinte mindig teljes 1étszammal voltak jelen.

Néhany hallgatéi vélemény (a kurzus végén 49 hallgatét kérdeztem meg a
tantarggyal kapcsolatban):

- Kellemes hangulatban teltek az ordk, segitett megérteni az uj ismereteket és
tovdabb bovitette a régi ismereteimet.

- Tanulsdagos volt. Megérte.

- Nagy segitség volt a hidnyossdgaim pétldsdban. Ertékeltem a lassabb
tempot, illetve a lépésrol lépésre valo megolddsokat.

- A kozépiskolai tananyag rendszerezettebbé vdlt a targynak koszonhetoen.

- Sokat segitett az eloaddson tanultak megértésében.

- Véleményem szerint hozzdsegitett a matematika gyakorlati elsajdtitdsdhoz.
-A fiiggvények Excelben valo dbrdzoldsa segitette az algebrailag megoldott
feladatok elképzelését.

- Hasznos volt, segitett a tanuldsban.

Igényként meriilt fel, hogy a tobbi matematika targyunkhoz is kapcsoljunk
szamitégépes kurzust. Mar mdésodik évben vélasztottdk a targy folytatdsit,
ahol szamitégépes modellezéssel oldunk meg valdszinliségszamitasi
feladatokat.

5.3. Gazdasagi feladatok megoldasanak vizsgalata

5.3.1. A gazdasagi feladat kozgazdasagtani megalapozasa

A differencidlszamitdst a gazdasagi élet sok teriiletén hasznalhatjuk
fel. A kozgazdaszok ezt az eljarast hatdrelemzésnek nevezték el. Ennek
alkalmazdsa természetes médon vetddik fel a véllalatok, fogyasztok és mas
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gazdasagi egységek dontéseinek elemzésében. Ezalatt értjiikk azt, hogy ezek
az egységek céljaik kovetése kozben a teljesitmény valamilyen mérészamat —
a nyereséget, jovedelmet vagy valami mds ilyen valtozét — kivanjik
maximalizélni. Felsoroljuk azokat a funkciondlis Osszefiiggéseket, amelyek a
leggyakrabban fordulnak el6 a kozgazd4dsz munkdjaban:

1. A termelési fiiggvény, Q=f(z), kifejezi, hogyan véltozik a munka vagy
valamely nyersanyag mennyisége bizonyos termék Q termelési
szintjével ( Q jelentheti példaul a cipdgyarban hetente eldallitott cipok
szamat)

2. A koltségfiiggvény, C=g(Q), kifejezi a Q termelési szinttel
kapcsolatban felmeriilé C 6sszes koltséget.

3. A keresleti fiiggvény, P=F(Q), megmutatja, milyen magas P drat lehet
egységnyi termékért kérni, ha Q mennyiséget akarnak eladni e
termékbol. Mas szavakkal, megmutatja: mekkora lesz a fogyasztok
termék irdnti kereslete kiilonb6z6 arszinteken.

4. A bevételi fiiggvény, P-Q=QF(Q), megmutatja a véllalat Osszes
bevételét, amikor Q egységet ad el egy termékbdl P egységaron.

5. A haszonfiiggvény, U(Q), azt az élvezetet méri, amelyet az egyén
valamely aru Q mennyiségének birtoklasabol merit.

A kozgazdaszok a kovetkezd terminoldgiat vezették be:
dU dQ dc d(PQ)

dQ a hatarhaszon, 92 a hatartermék, dQ a hatarkoltség, do a
hatarbevétel.

Tegyiik fel, hogy egy lizletember a lehetd legnagyobb R 0sszes nyereséget
akarja elérni. Ez azt jelenti, hogy a lehetd legnagyobba akarja tenni a
kiilonbséget a PQ 0Osszes bevétele és C 0Osszes koltsége kozott, azaz
maximalizdlni kivdnja az R=PQ-C fiiggvényt. Megkereshetjiik, hogy milyen
Q termelési szint adja a legtobb nyereséget. Rendes koriilmények kozott R
akkor lesz maximalis, amikor differencidlhanyadosa zérus lesz, vagyis

dR _d(PQ) _dC _ d(PQ)_dC

dQ~ dQ  dQ .y dO O

Ugy is fogalmazhatjuk, hogy a hatarkoltség egyenlé a hatirbevétellel. Ez a
véllalat kozgazdasédgi elméletének egyik alapvetd tétele.

A kereslet rugalmassidga azt fejezi ki, hogy hogyan valtozik a kereslet
mennyisége az arvaltozdsok folytdn. A kovetkezo Osszefiiggés irja le:

lOOd—Q
A kereslet mennyiségének szdzalékos valtozasa Q P do
Az ar szédzalékos valtozdsa - 1009F T Q dP
p [71.
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A derivalt definicidja feltételezi, hogy a fiiggetlen véltozénak tetszdlegesen
kicsi megvéltozdsai is lehetségesek. Gyakorlati feladatokndl azonban
altaldban nem lehetséges a véltozé tetszdlegesen Kkicsiny véltozasait
megmérni. A kozgazdasagi mennyiségeket, mint példaul egy termék arat,
vagy egy vallalat bevételét csak bizonyos id6ko6zonként, naponta, hetente
vagy akar évente hatarozzdk meg, igy az egyes fliggvények (koltség, haszon,
bevétel...) a véltozénak csak egész értékeire van definidlva, igy a valtozé
csak diszkrét értékeket vehet fel. llyen fiiggvények grafikonja is csak diszkrét
pontokbdl 4ll, s ezekre a derivdlt nem definidlhat6. Ezen a nehézségen
altaldban ugy segithetiink, hogy a tényleges fiiggvényt egy differencidlhat6
figgvénnyel helyettesitjiik, amely eredeti fiiggvényiinket ,,j61 kozeliti”. [58]

5.3.2. Gazdasagi feladatok megoldasanak elemzése

Hallgatéinkkal harom tipust gazdasédgi feladatot szoktunk megoldani:
irraciondlis, exponencidlis és hatvanyfiiggvények linedris kombinacidjabol
alkotott in. polinomidlis fiiggvényekkel kapcsolatos problémék.
Kutatdsunkban a hagyomdnyos papir-ceruza mddszer mellett sorozatokat
vizsgéltunk és jellemeztiink, abrazoltunk Excellel és GeoGebraval is.
Analizis eszkozeivel kerestiik meg a fiiggvények szélso értékeit, szamoltunk
elaszticitdst, meghataroztuk a fedezeti pontot. Ezeket GeoGebra program
alkalmazdsdval is kiszdmitottuk. Felmérésiinkben 4 feladatot tiztiink ki.

A kutatdsban a csoport 22 hallgatéja vett részt a 2011/2012-es tanévben.
Ennek eredményeit mutatjuk be az aldbbiakban.
Hipotéziseink a kovetkezOk voltak:

e Sorozat vizsgdlatdndl a tanulok elonyben részesitik az Excelt a

GeoGebrdval szemben.

® Ha a gazdasdgi feladatban hatvdanyfiiggvényekkel kell dolgozniuk, azt
hagyomdnyosan és GeoGebrdval is nagyobb sikerrel oldjik meg, mint
az osszetett fiiggvényt tartalmazo feladatokat. Ezen beliil is az
exponencidlis fiiggvény alapui dsszetett fiiggvényt tobben oldjdik meg,
mint az irraciondlis fiiggvényt tartalmazo feladatot.
® Pszichikai tényezok is befolydsoljdk a feladatmegolddst.
A feladatsort kétszer két tanitasi oran oldottdk meg a hallgatdk, az egyiken
hagyomanyosan, a masikon haszndlhattdk a szamitégépet, igy az Excelt és a
GeoGebriat is. A GeoGebrdval torténd megoldds utdn javithatta a
hagyomanyosan is megoldott feladatot.

A feladatok a kovetkezok voltak:
A csoport:

1. Egy termék dérbevételének alakuldsit (ezer Ft-ban) a B(x)= x2. /1()()()_5
2

fiiggvény adja meg, ahol x az eladott termékek darabszdmat jelenti.
a. Milyen értékeket vehet fel az eladott termék darabszdma?
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b. Milyen x érték mellett lesz maximadlis az arbevétel?
c. Szdmitsa ki az arbevétel-fiiggvény pontelaszticitdsdt x = 1000-ben, és a
kapott eredményt értékelje!

Ismeretes, hogy egy cég valamely termékének B(x) arbevételi, illetve K(x) koltség
figgvénye, a kovetkezé: B(x) =200x — O,l)c2 , illetve K(x) = 10x + 6000, ahol
x(> 0) a termék darabszdmban kifejezett mennyisége.
a. Irja fel a hatdrkoltség fiiggvényt, a profit fiiggvényt és a hatdrprofit
figgvényt!
b. Hatdrozza meg a termék azon darabszdmat, amelynek értékesitése esetén a
cég nyeresége maximalis lesz. Szdmitsa ki a maximalis profit értékét is!
c. A fedezeti pont a nulla veszteséghez és profithoz tartozik. Hatdrozza meg,
hogy fedezeti pont milyen termelési mennyiséghez tartozik!

Egy villalat termékének db-ban kifejezett keresletét f(x)= e * ¢ fiiggvény irja le,
ahol x az egységar és f(x) a termék irdnti kereslet.
a. Irjafel a bevételi fiiggvényt és hatdrbevételi fiiggvényt!
b. Milyen egységar mellett maximalis a bevétel és mekkora az ehhez tartozé
arbevétel és kereslet?
c. Ha az drat 1%-kal novelem, hogyan véltozik a kereslet x =10
kornyezetében? Szoveggel magyardzza, hogy mit jelent a kapott
eredmény!

B. csoport:

1.

Ismeretes, hogy egy cég valamely termékének B(x) drbevételi, illetve K(x) koltség
figgvénye, a kovetkezé: B(x) =200x — O,l)c2 , illetve K(x) = 10x + 6000, ahol
x(> 0) a termék darabszdmban kifejezett mennyisége.
a. Irja fel a hatdrkoltség fiiggvényt, a profit fiiggvényt és a hatdrprofit
figgvényt!
b. Hatdrozza meg a termék azon darabszamat, amelynek értékesitése esetén a
cég nyeresége maximalis lesz. Szamitsa ki a maximalis profit értékét is!
c. A fedezeti pont a nulla veszteséghez és profithoz tartozik. Hatdrozza meg,
hogy fedezeti pont milyen termelési mennyiséghez tartozik!

Egy villalat termékének db-ban kifejezett keresletét f(x)= e * ® fiiggvény irja le,
ahol x az egységar és f(x) a termék irdnti kereslet.
a. Irjafel a bevételi fiiggvényt és hatdrbevételi fiiggvényt!
b. Milyen egységar mellett maximalis a bevétel és mekkora az ehhez tartozé
arbevétel és kereslet?
c. Ha az drat 1%-kal novelem, hogyan vdltozik a kereslet x =10
kornyezetében? Szoveggel magyardzza, hogy mit jelent a kapott
eredmény!

Egy termék drbevételének alakuldsdt (ezer Ft-ban) a B(x)= x2. /1()()()_5
2

fiiggvény adja meg, ahol x az eladott termékek darabszdmat jelenti.
a. Milyen értékeket vehet fel az eladott termék darabszdma?
b. Milyen x érték mellett lesz maximadlis az arbevétel?
c. Szdmitsa ki az arbevétel-fiiggvény pontelaszticitdsdt x = 1000-ben, és a
kapott eredményt értékelje!
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A sorozat vizsgélata mindkét csoportnak ugyanaz volt:

Jellemezze a kovetkezd sorozatot monotonitds, korldtossdg, konvergencia szempontjabol!

Abrizolja az els6 150 tagot! Ha konvergens, adjon meg kiiszobst € = 107 esetén!
3n—-10
a, =
2n-3

Felmérési eredmények:

A sorozatos feladatot 1 tanulé hagyomdnyosan, a tobbi Excelben oldotta
meg. GeoGebrat egydltalan nem haszndltak hozza. Szokatlannak taldltdk az
Excellel szemben. Az Excellel torténd vizsgalatot a mar leirt médon végezték
el. Szinte hibatlanul dolgoztak ebben a feladatban a szamitégéppel.
Megfigyeltiikk, hogy dolgozat {rdsakor, amikor a feladatlapot osztjuk ki, a
didkok mindig A feladatsort kérnek, merthogy az mindig koénnyebb. Ugy
gondoljdk, hogy a tanér azt éllitja Ossze eldszor, igy az biztosan egyszerlibb.
Ezért készitettiik el igy a B feladatsort, hogy az A jelii feladatai voltak
benne,de mas sorrendben.

Tanuléi teljesitmények a két modszerrel

o]
o

D
o

W Hagyomanyos modszer

N
o

M GeoGebrdval

Teljesitmény (%)
B
o

o
I

A B

Feladasor betiijele

19. abra

Ha 0Osszehasonlitjuk a két feladatsor megolddsandl kapott eredményt,
lathatjuk, hogy a didkok a B zarthelyi dolgozatban 20%-kal kisebb
teljesitményt értek el, holott abban a csoportban is voltak jobb képességii
hallgatok. Erdekes, hogy a GeoGebrdval torténd megoldds sordn is
megmaradt ez a kiilonbség a csoportok kozott. A dolgozat megirdsa utidn
szoban is kifejtették, hogy a B feladatsor ,,nehezebb” volt. Ezek utdn
megmutattam, hogy ugyanazok a feladatok voltak, mint az A feladatsorban
csak mds sorrendben, ,csodilkozva” néztek. Ugy gondolom, hogy ha
,»eldontik magukban”, hogy a B bonyolultabb, ez befolydsolja a feladat
megoldést. Ezt a tovdbbiakban ugy kiiszobdlom ki, hogy nem igy nevezem el
a feladatsorokat, hanem K vagy M csoport, vagy szinek szerint, és Ugy is
nyomtatom ki (vélaszthatnak kedvenc sziniik szerint).
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Tanuléi teljesitmények feladatonkét a mddszerek

fliggvényében

120,0 - ggveny
g 100,0
> 80,0
S
E 60,0 - M Hagyomanyos
i 40,0 - moédszer
[}
L 20,0 M GeoGebraval

0,0

la 1 1c 2a 2b 2¢ 3a 3b
Feladat sorszama (A)

20. abra

Legjobb teljesitményt nyujtottak hallgatéink a mdasodik feladatban, ami a
»polinomidlis” fiiggvénnyel kapcsolatos, majd az exponencidlis fiiggvényes
feladatban és a leggyengébb eredményt az irraciondlis fiiggvényt tartalmazo
példaban irtdk. Gazdasiagi feladat megolddsdnak vizsgdloddsaban
hipotéziseként is ezt fogalmaztuk meg.

Az elsé feladat a) részében a Milyen értékeket vehet fel az eladott termék darabszdma?
kérdésre mindosszesen 3 tanuld adott valaszt, a tobbiek semmit nem irtak ra.
Kett6 jo vélasz sziiletett, egy tanulé pedig a gyok alatti kifejezésre a
,Kikotést” felirta. A dolgozatok értékelésekor elmondtdk, hogy nem értették a
kérdést. Amikor 4tfogalmaztuk, hogy az értelmezési tartomanyt, mint
matematikai modellt kellett megtaldlni, mar azt valaszoltdk, hogy ezek utdn
meg tudtdk volna oldani. Ez is mutatja, hogy a szakszavak, a szimbdlum
rendszer ismerete mennyire fontos. A GeoGebraval torténd megoldasoknal
altaldnos hiba volt, hogy nem vették figyelembe azt, hogy a darabszdm nem
lehet negativ. A legtobbjiik igy itélte meg a helyes megoldast:

—_—— B>
2 gyok Magb —

Fil Szerkesziés Nézet Bedlitasok Eszkozok Ablak Sugd

ZBEOBEIN

»_Algebra ablak » Rajzlap
= Fiiggvény

A
e

ABC

.
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i
7]

&) & ¥

Ftban) a BK=v/1000:42  fiiggveny adja meg, ahol

it x=1000-ben, és a kapott eredményt éré kelje!
= Pont

D A=(1600, 36203867.2)
= szim

) a=15
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A fiiggvény negativ tartomdnyon valé megjelenitése a hiba, a darabszdm
termékek esetében nem negativ. Ezt az itemet tévesztették a legtobben. Az
elaszticitds kiszamitds az elaszticitds fiiggvény jo felvétele utén
behelyettesitési érték meghatarozasaval GeoGebrdaval 94%-os teljesitményt
mutat. Itt a parancssorba torténd pontos fiiggvénybeirdsra kellett csak
figyelniiik. Hagyomanyos mddszer mellett értékeltiik a definici6 helyes
felirdsat is.

A polinommal definialt bevételi és koltség fiiggvényt tartalmazo feladatban a
szakszavak, szimbdolumok ismerete szintén el6térbe keriilt: hatarfiiggvény
meghatarozasa a derivalas miiveletének elvégzését jelenti. Miutdn ez
gyakorlatokon hangsilyosan is eldkeriilt- didaktikailag a szemindrium
folyamatos gyakorlds szakaszdban- minden hallgaté elsajatitotta ezt az
ismeretet. A feladat harmadik része ment nehezebben. Tanitdsi 6rdn tobbszor
is vettiik a gondolatmenetet, mégis a teljesitményiik itt csak a 38,6%-ot éri el.
A szamitégépes megoldasban a GeoGebra régebbi verzidjaval (a mostani 4.2.
mar tudja) dolgozva a kritikus pontot az jelentette a megolddsban, hogy a
veszteség = negativ nyereség, illetve a matematikai modell megtaldldsa a
fedezeti pont fogalmanak. Ennek 1épései: profit fliggvény felirdsa; O profit, O
vesztes€g = profit fiiggvényt egyenlové kell tenni O-val, ez a fiiggvény
zérushelye, ami szemléletesen azt jelenti, hogy hol metszi a fiiggvény az x
tengelyt. Ennek végig gondoldsa azért volt fontos, mert zérushely parancs
nem volt a GeoGebra parancsai kozott. Az x tengely €s a profit fliggvény
metszéspontjaként kaphatjuk meg a fedezeti pontot. Az alakzatok
metszéspontja paranccsal azonban nem tudtuk kijeldlni az x tengelyt, ezért
kiilon fiiggvényként kellett bevinni (f(x)=0). A GeoGebras helyes megoldast
l4thatjuk:

£ break-even point Magb (==
Fajl Seerkesatés Nézet Bedlitdsok Eszkdzok Ablak Sig
A ) [N ) AL \ E Mozgatas D
> & a asc | a2 X I
’/7 | ®,, )L\ i || e 'i',, Alaizatok mozgatdsa vagy kivélasztésa (Esc) D &
> Algebra ablak & | » Rajziap &
= Figgvény
3 B(x) = 200x—0.1x% Ismeretes, hogy eqy c4g valamely teimakéne k B() dbevételi lletve K() kiltség figavénye, a kovetkezd
1@ K(x) = 10x 4 6000 B(9 =200x- 0,1, illetve K(x =10x+ 00D, ahol x (> 0) a termék darabszamban kifsjezstt mennyisége
L5 K(x) = 10 R0 a) ija fel @ hatérks Itség figavényt, a profitfaggvényt és a hatdrprofit fugavényt!
3 b) Hatérozza meg a teim k azon darabszamat, amelynek énékesitése esetén a céa nyeresége maximalis lesz.
13 P(x) = 200% — 0.1 %% — (10 x + 6000) 1 a8 Sl i AR
! Szamitsa ki a madmslis proft &t két s
5 P'(x) = x (—0.2) + 190 ©) A fedezeti pont a nulla veszieséghez és profithoz tartozik. Hatérozza meg, hogy fedezeti pont
sg(x) =0 100000 milyen termelési mennyiséghsz tartozikl
Pont
5 A= (250, 84250)
>
>
uuuuu
0000
40000
20000
—
ET
3
Parancssor. =)

22? abra

57



Az exponencidlis keresleti fliggvény és a termék arabol eldallitott bevételi
fliggvényt helyesen derivaltdk, mint szorzat fliggvényt, 45%-os teljesitményt
értek el ebben a feladatrészben. A széls6érték megtaldldsa volt bonyolultabb
szamukra, bar 6rdkon elég sokszor eldtérbe keriilt, hogy derivalds utén is
alakitsanak szorzattd és szorzat fiiggvény zérushelyét kellett meghatarozni,
hagyomanyos modszerrel 22%-o0s a teljesitmény ebben a feladatrészben.
GeoGebraval 61%, illetve 54%-osra oldottdk meg.

£ e Mggb - =
Fajl Szerkesztés Nézet Bedllitdsok Eszkozok Ablak Sigd

& T O[] lnec ] =22 Worgatas @
'/7 Bl "/‘7| ®,, e NS = 4'7 Alalzatok mozgatésa vagy kivdlasztésa (Esc) D %
» Algebra ablak » Rajzlap

= Flggvény
@ B(x) = xe™®

5 B'(x)

! a ) Allapits:
@ E(x)=x. ot
@ f(x) = e

= Pont
@ A=(10,10)
SzAm

23. abra
A tanév végén kérdoives kikérdezést alkalmaztunk a hallgatéi vélemények
Osszegyljtésére. Az aldbbiakban a kérdéseket és a kérdésekre kapott
valaszokat mutatjuk be.

Okozott-e problémat a GeoGebra feliiletének megismerése?
Nem 73% eleinte 16% igen 11%
A tandri segitség segitette-e a GGB feliiletének megismerését? Egyediil
boldogult volna-e?
tandri segitség kellett 63%  ment volna egyediil 37%
Letoltotte-e otthoni hasznélatra?

igen 84% nem 16%

Segitette-e a tananyag megértését vagy csak a szdmoldsokat konnyitette-e
meg?

csak a szamoldst 58% megértés 36% mindkettot 6%
Gyakorlas kozben ellendrzésre hasznalta-e a GeoGebrat?

igen 47% nem 47% feladatmegolddsra 6%
Zh-irdsakor segiti-e feladatok megolddsit? Vagy inkdbb a hagyomanyos
uton oldand meg a feladatokat?

inkdbb hagyomdnyosan 22 % GGB-val 78%
Ahhoz, hogy a GGB-val oldjon meg feladatokat, sziikséges-e az elméleti

58



anyag ismerete ( tudja mi a sz€lséérték pl) vagy anélkiil is megoldhatdk a
problémak?

sziikséges 68% nem sziikséges 26 % keveset 6%
Irja le mi tetszett a programban és mi okozott problémat a hasznilata
sordn?
Megoldja helyettem a feladatot csak sok benne a matematikai irdsjel 16%
Konnyti eligazodni a meniijében, konnyen kezelheto a feliilete 42%
Gyorsabb a feladatmegoldds és a fiiggvénydbrdzolds 26%
Nem vdlaszolt 16%
Vélemény ( hasznaljuk a tananyag elsajatitidsa sordn vagy inkdbb
mellozziik, szokatlan stb...)
Haszndljuk 82% szokatlan 12% nem feltétleniil 6%

Néhany részletesebb tanuloi vélemény:

e [nkdbb ezt kéne nyomatékosabban haszndlni, mint a hagyomdnyos
titon valo kiszdmitdst. Valosziniileg jobb jegyek lennének ebbol.

e Jo modszernek tartom, hogy ezzel a programmal oldjuk meg a
feladatokat. Problémdt inkdbb a tilbonyolitott feladatszovegek
okoztak szamomra. Szerintem a GeoGebra egy modern és egyszeri
megoldds. Joval gyorsabban végezhetoek el vele feladatok, mint
hagyomdnyos modszerrel.

o Véleményem szerint igy jo, hogy kozben szdamolunk is és nem csak a
gépre bizzuk, mert igy jobban dtldttam a dolgokat.

Didkjaink véleménye is azt tiikkrozi, hogy haszndljunk szamitégépes
modszereket feladatmegolddshoz, de nem helyettesitheti a hagyomanyos
modszert. A fogalmak, definiciok a tananyagtartalmak elsajatitdisa nem
helyettesithetd a szamitogéppel. A harmadik véleményt emelném ki:
»atlattam a dolgokat”, ami azt jelentette, hogy a matematikai fogalmakat
milyen médon tudta 6sszekapcsolni a kozgazdasagtanban tanultakkal.

A 2012/2013-as tanévben Maple programmal [26] is tudtunk dolgozni a
Szamitégépes matematika 6rdkon pénziigy-szamvitel szakos hallgatéinkkal.
A Maple haszndlata teljesen mds gondolkoddst jelentett a problémaék
megolddsdban. Mivel a gazdasidgi szakokon inkdbb csak felhasznél6i
ismeretekkel rendelkeznek a tanuldk, dgy gondoljuk, hogy programozasi
ismeretekkel nem terhelhetjiik Oket a szaktargyak oktatdsa mellett. A Maple
bevondsa a tanitdsi tanuldsi folyamatba mddszertanilag azt az elgondoldst
koveti, hogy eldre elkészitett mapleteket haszndlunk, és azt alkalmazzuk az
adott feladatra. Ezt az is aldtdmasztja, hogy konyvelési programokat is
megismernek, és ott is alkalmazni kell tudni a szoftvereket.

A gyokfiiggvényt tartalmazé gazdasdgi feladat maple munkalapja a
kovetkezd:
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= restart 1 with(plois)

» Bi=x —b_\:z~u|,| 1000 — %

= grafikon = plot( Bix),x=0.3000) : grafikon

= deriviltB = x—‘% B(x) : derivdlt = deriviliB(x)

_= derivilt_zérushelyei = solve|deriviliB(x) =0, x);

*  rajzderivdlt = plot{derivaltB(x), x = 0.4000, color = blue) :
rajzderivilt

> maximum_hely = derivilt_zérushelvei| 2|

= plot(signum( derivdltB(x) ), x = 0..1800, title = A derivilt elijele, colo
= green)

= maximum_értéke == B{maximum_hely); evalf| %)

X
Bix)
Az drbevérel elaszticitdsa = elaszticitas(x)

elaszticitds == unapp[y[ -den'va'h.ﬁ'{x}l,.r] :

= elascticitis_értéke = elasztivitas| 1000 )
= fuggoleges == plot{[ [ LO00, 0], [ 1000, 1.5]], linestyle= [ dash ], color
= blue) :

rajz_elaszticitis = plot| | elaszticitds(x), elassticitis_ériéke], x =10
LATO, color = [ green, red|, linestyle = solid, longdash]) :
display( [ fuggoleges, rajz_elassticitis])

Ennek alapjan a madésik két feladat is megoldhat6, aktualizdlni kell a
fliggvényeket benne, illetve értelmezni a kitlizott kérdéseket.

A fenti feladat Maple megoldasa:

> restart : with(plots) :

> B:=x—>x2. / 1000_%
Bi=x—x | IOOO—%x

> grafikon = plot(B(x),x=0..3000) : grafikon

3% 107 4
2. %1074

1. %1074

T T 1
] 1000 2000 3000
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> derivdltB = xﬁ% B(x) : derivdlt = derivaltB(x)

2
1 X
derivalt=x 4000 —2x — — ———
2 [4000 —2x

(A Maple kiirja, ha a derivalt nem létezik.) [24]
> derivdlt zérushelyei = solve(derivaltB(x) =0, x);
derivalt_zérushelyei :== 0, 1600

> rajzderivdlt = plot(derivaltB(x),x = 0..4000, color = blue) :
rajzderivalt

30000 4

20000 4

10000 4

T T T T T T T 1
200 400 @00 E00 1000 1200 1400 1600 1800
x

-10000 4

> maximum_hely = derivailt zérushelyei[2]
maximum_hely == 1600

A derivilt eldjelet valt 1600-ndl, pozitivrél negativra, tehat B(x)-nek helyi
maximuma van x=1600-ban.

> plot(signum(derivaltB(x) ), x =0 ..1800, title = A derivdlt eldjele, color
= green)

A AT digtaia
1

> maximum_értéke == B(maximum_hely); evalf (%)
maximum_értéke == 25600000/ 2

3.620386719 107
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A bevétel maximalis értéke 25600000y 2
X
B(x)
Az drbevétel elaszticitdsa = elaszticitas(x)

>

elaszticitas = unapply( 'derivdltB(x),xJ :

2

1 X
2 [x\/ 4000 —2x — — ———
2 —
Az darbevétel elaszticitdisa = 4000 — 2x
x+ 4000 —2x

> elaszticitds _értéke == elaszticitdas(1000)
o 3
elaszticitas_ertéke := >
> fuggoleges := plot([[1000, 0], [ 1000, 1.5]], linestyle= [ dash], color
= blue) :
> rajz_elaszticitds = plot(| elaszticitds(x), elaszticitds_értéke],x =0

..1700, color = [ green, red], linestyle= [ solid, longdash]) :
display([ fuggoleges, rajz_elaszticitds|)

2

0.5

200 400 00 E00 1000 1200 1400 1400
x

-035

Igy, hogy a kész munkalap mindenki szdmdra elérhetd volt, a Maple-t is
szivesen haszndltdk. Hatrdnya volt azonban, hogy ezt csak a két tanteremben
€s a szamitégépes matematika 6ran tudtdk hasznélni.

Nem csak gazdasédgi feladatot oldottunk meg, hanem sorozat hatarértékét is
meghatédroztuk, valamint fiiggvény hatarértéket, derivaltakat, integralokat is.
Ezen miiveletek végzéséhez a Maple eszkoztérat, ,.kifejezések” paletta,
hasznaltuk. Héatranyként nevezték meg a tanuldk, hogy csak végeredményt
latnak, a megoldds modjat nem. A Geogebra 3.2.2. régebbi verzidjaban, az
algebrai ablakban nyomon kovethetdk voltak a derivalds 1épései, igaz linedris
irdsmddban, ezért az értelmezésre oda kellett figyelni. Az 0 verzidban ez a

62



funkcié ,elveszik”, a szép {irdasmdédra torekedtek a programozok a
megjelenitésben, valamint a negativ kitevOk elkeriilésére, ezaltal
bonyolultabb kifejezéseket ir ki a megoldasban. Az ellendrzés elvégzéséhez
igen csak otthon kell lenniiik a didkoknak az algebrai azonos atalakitdsok
terén, holott pontosan ez az egyik teriilet az, amelyben tobb hidnyossaggal
rendelkeznek. Ezért nem minden tipusu feladatnél célszer(i a hasznélata, mert
van olyan, hogy a tanul6 meglatja a megoldas képletét és ezek utan feladja a
feladatmegoldast, vagy az ellendrzést, holott ez lett volna az egyik cél, hogy
erre hasznélja a programot.

5.4. Taylor-polinom tanitasanak elemei hagyomanyosan és
GeoGebraval

Gyakori feladat szemindriumon a Taylor-polinom meghatirozasa.
Eleinte kevésbé irtdk fel helyesen a hallgatok a Taylor-polinomot, két-harom
év tapasztalata utdn a legjobban a ,tdbldzatos” mddszer vélt be. Az
aldbbiakban ezt mutatjuk be, kiegészitve az alkalmazott narrativummal.

Definicio: Ha az f(x) fiiggvény az a valés szam valamely
kornyezetében n-szer differencidlhatd, akkor minden ebbe a kornyezetbe esd
x helyen az f{x) fliggvény n-ed foku az a-hoz tartozé Taylor —polinomjdn a
kovetkezo kifejezést értjiik [40]:

S,

2D (x—a) + x—a) +
1! 2! 3! 4! 5! n!

Legyen f (x)ze_"2 ! Irjuk fel a harmad, negyed és itéd rendii Taylor-
polinomjat a 0 hely kornyezetében!

Narrativum alkalmazdsa: Miért erre a fliggvényre esett a vélasztds?
Mert a ,,Matematikai alapok 27 tantargyban, valdsziniiségszamitasban,
fontos szerepe lesz, ennek a fliggvénynek, melynek a grafikonja haranggorbe.
,Hogyan sz6l a harang vagy csengd? Kling.”
A feladatot ,,LLidas Matyi”- feladatnak is szoktuk nevezni: a derivélas jelérol
a vesszOzésre asszocidlva; gyakran mondjuk a derivalas helyett a ,,jol
megvesszO0zzik” kifejezést. A Taylor-polinomot legtobbszor a harmadfoku
tagig szoktuk felirni, innen a ,,LLidas Matyi” kifejezés: ,,Haromszor veri ezt
kenden Liudas Matyi vissza.” Mivel hdaromszor derivdlunk, az hdrom
vesszdzést jelent.
Hagyomaényos analizisben tanult eszkozokkel, tdblazatos médszerrel tanitom.
Séma: derivéalok-helyettesitek, derivéalok-helyettesitek, derivalok-
helyettesitek.
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Fiiggvény | fiiggveny algebrai alakja helvettesités | helvettesites
eértéke

fx) | e r0) 1
f'(x) —2xe™ f'0) 0
)| e (4x2 -2) £(0) 2
£ x] e [:—Ex: +12x?] ) 0
FP) | e 16" — 4857 +12) £#(0) 12
£ | e (-32: +1002° —120¢)|  F7(0) 0

. . . 2 12
Definici6 alapjan: T, (x)=1- o x* + o x*

Hogyan ellendrizhetjiik GeoGebraval? El6szor a derivaltakat tekintsiik at:

_1 Szabad alalzatok

(0 (R = M%)

_A Fligyd alakzatok

o PiX) = 2% eM-X)

o P{R) =2 MR+ 2R 2 K eMKT)

o TURY = 4% e - (B X BA(XT) + 4 X 2K eM-K)

o PE) = 4 e - 4 R 2 X AR - (B AR+ B R 2X (%) - (-8 1 - 16 X7 ek + BT R 2K e MK

PR = B K MK - (16 % 2K - B R 2K ek - (16 % e - (32X et (X + 16 %7 2% ek - (16 % - 32 %) M%) - (B X7 - 16 %9 2% eA(X) - (16 ¢ X + 2(-B X

24. abra
Latjuk, hogy nem egyszerisitett formdban kapjuk meg a derivalt
fliggvényeket, az utolsé derivalt fiiggvény ,képlete” ki sem fér az algebrai
ablakban. A GeoGebra 3.0.0. verziéjaval késziilt algebrai ablakot lathatjuk.
A polinom felirdsdhoz a ,,TaylorPolinom” parancsot kell vdlasztanunk a
programbdl, az egyiitthatok értékei kiolvashaték az algebrai ablakboél, a
polinomok grafikonjait is megfigyelhetjiik a grafikai ablakban.

4l Sretkestiss Nézet Bedlitasok Eszkizok Ablak Stud
e St [C el e | ) Alakzatok mazgatisa vagy kivalasatasa (Esc)
|1 Szabad alakzatok x q
2 1) = )
[ Fuggé alakzatok
-9 g =1
2 hig)=1-28 12
3 pix)=1-2x121
2 ai)=1-28 (20 125814
3 ri=1.2% 2 2% 18

[Fugaveény r: TaylarF alinomii, 0, 5]

B
IS

. 25. ébra

[€) Parancs e v |lc v |Parancs v
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Az algebrai ablakban jelennek meg a polinom egyiitthatéi (25. abra),
amelyeket nem az egyszerisitett alakban ad meg a program. A grafikonokat
szemlélve latjuk, hogy minél tobb tagot irunk fel a polinombdl, anndl jobban
megkozeliti a 0 hely kornyékén az eredeti fiiggvényt. Kihaszndlva a
Geogebra dinamikus rendszerét, csuiszka haszndlataval, tobb Taylor-
polinomot is kirajzoltathatunk, minél magasabb fokszdmu Taylor-polinomot
rajzoltatunk ki, anndl jobban megkozeliti az adott hely kornyékén a
fliggvényt. Ha hasznéljuk a ,,nyomvonal” parancsot a megjelenitésnél, egész
Taylor-polinom-sereget kapunk (25. dbra), a csiszkaval interaktivva valik az
abrazolds. Megjelenik a jaték orome matematika 6rdn, sikerélményhez jutnak
a didkok.

A kovetkezO 26. abra a GeoGebra 4.2. verzidval késziilt, bal oldalan a
grafikai ablakkal, amelyben a Taylor-polinom egyiitthat6éit mar nem linedris
forméban, hanem a matematikdban szokdsos tort alakban lathatjuk.

[ GeoGebra - p (o= T o]
Fijl Szerkesztés Nézet Bedlltasok Eszkozok Ablak Sigd
A vl e 4 . a2 @
LY Bl el B 1 (O 16871 [E: N il ) @
> Algebra ablak » Rajziap
jvén)

n=11

o 10
- 30240 7

@ 1)(}*172—)(:4»12 2 120.% 4 1680
Bl = 2 a 6! 8 1o

= Seam
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.
.
5
3
M
@
&
-
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26. abra

Narrativum: Most mér csak arra a kérdésre kell valaszolnunk, hogy miért illik
ismerni a Taylor-polinomot? Erre azt a minden napi példat szoktam
ismertetni, hogy kozelitésre hasznédljuk. Elgondolkodtak-e mar azon, hogy a
zsebszamologépiik hogyan szamolja ki a szogfiiggvények, irraciondlis
szamok értékeit? A gépben integralt dramkorok vannak. Amikor én
egyetemista voltam, ,, Elektronika gyakorlaton” 0Osszeadd dramkoroket
allitottunk 0Ossze. Na, marmost, ha végig gondoljuk, hogy a szorzds tobb
ugyanakkora tag Osszeaddsdara vezethet® vissza, a hatvdnyozds pedig az
azonos nagysagu tényezOk szorzataira, akkor ilyen médon az Osszeaddsra
tudjuk visszavezetni a kozelitést. Tehat a szamitdgépek, zsebszamologépek is
a Taylor-polinomos kozelités alapjan szdmolhatjak ki a raciondlis szamokat,
a szogfiiggvények értékeit. Csak gyorsabban szdmolnak, mint mi.
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A GeoGebra megismerése elott Excelben is rajzoltunk Taylor polinomot a
definicié alapjdn. Idében sok raforditdst igényelt és csak a hely
kornyezetében tudtuk kirajzolni mind a fiiggvényt, mind a kozelitd
polinomot, igy felvdltotta a csak GeoGebraval torténd szemléltetés.

A 27. abran az Excelben megrajzolt Taylor-polinomos kozelitést latjuk.

s . Slolx ]
I oo | beunis | Lperendesese  Kepletek  Adatok  KoreRdra  Nezet c@o @ 4
L OE R D P ol e Sl : Q B L | Q2

Kimutatis Téblzat | Kép ClpArt Alakaatok Smartit Képernykép | Osclop Vonsl Torts  Siu Terlet Pont  Egyéd ithozts | Sisvegdobor B0t b L Egpenet Sambilun
Tiblizatok Abrik Diagramok Entékgomek Saiirs_| Hivatiozasok szoveg Szimbélumok

ua2 - 3 v
A B G D E F G H I 1 K L ] N o P a R s R

13 0.2 1095846 01 0005 0000 11 1095 1,095 il

14 0.3 1140176 015 001125 0,001688 116 113875 1,140438

15 04 1133216 02 002 0004 12 A8 1184

16 0.5 1224745 025 003125 0,007813 125 121875 1226563 -

17 0.6 1264911 03 0045 00135 13 1255 12685 —

18 0.7 130384 035 -0.06125 0021436 135 128675 1310186 f(v‘f): x+1

19 0.6 1341641 04 008 0032 14 32 1352 25

20 0.9 1378406 045 010125 0045563 145 134875 1394313

21 11414214 05 0125 00626 16 1376 14375

2 1.1 1449138 055 015125 0,083188 165 139875 1481938 2

2 12148324 06 018 0108 16 42 1528

2 1.3 1516575 065 021125 0137313 165 143875 1576063 ~

25 14 1549193 07 0245 04715 17 1455 16265 15 e

26 15 1581139 0.75 028125 0210936 175 146875 1679685 =

21 1.6 1612452 06 032 0256 18 148 1736

2 1.7 1643168 085 036125 0307063 185 148675 1795613 3

29 18 167332 09 0405 03645 19 1495 18595

30 1.9 1702939 095 045125 0428688 195 149875 1927438 >

31 2 1732051 1 05 05 2 15 2 4 E

2 2.1 1760682 106 -0.55125 0578813 205 149875 2,077563 08

3 22 1738854 11 0605  0.6655 21 1435 21605

7] 23 131659 115 -0.66125 0760438 215 148675 2249188

35 24 1,643909 12 072 0864 22 148 2344 e

36 25 1.670829 125 078125 0976563 225 146875 2445313 G R== = s = == e S

37 26 1.897367 13 0845 1,098 23 1485 25636

38 27 1,923538 136 091125 1230188 236 143875 2668938

39 28 1,949359 14 098 1372 24 142 2792

40 29 1974842 145 105125 1524313 245 139975 2923063

4 3 2 15 125 16675 25 1375 3062 |

2 ~

W » | Munkal . Munka2 | Munka3 -~ ¥J [« [ ] Y[

sz | [Eom 1% O ) O)

27. abra

5.5. Az integralszamitas tanitasa a fels6foka szakképzésben

Az elsd tanitdsi 6rdn mindig megkérdezem tanitvanyaimat, hogy melyik
intézményben érettségiztek, melyik telepiilésrdl szdrmaznak, igy kozvetlen
hangnemmel feltérképezem kultirdjukat. Tobbéves tanitdsi tapasztalataim
alapjan a feladatokhoz ,hivészavakat”, torténeteket rendeliink, igy
alkalmazzuk a narrativumokat az anyag elsajatittatasaban.

A 2010/2011-as tanév tavaszi szemeszterének sordn lehetdségiink adddott
szamitégépes Ordk bevondsdra. Igy bekeriilt a tananyagba sorozatok
vizsgalata, hatarértékek meghatdrozdsa, kiiszobindex keresés, Excel
segitségével. Az integralszamitds tanuldsdhoz a GeoGebra 3.0.0.0. programot
haszndltuk. A tanérdkon egyardnt alkalmaztuk a frontdlis osztdlymunkat,
differencialast is, csoportmunka kialakitisara is volt lehetdség. A csoportom
25 hallgatgja vett részt a felmérésben, mivel szdmitégépes teremben voltak
az Ordk, mindenki rendelkezett szamitogéppel. Az O6rai anyagot mindig
feltettik a Coospace-re, hogy otthon &dttanulmdnyozhassdk a megoldott
feladatokat. Felmérésem arra irdnyult, hogy a hagyomdnyos mddszert
Osszehasonlitsam a GeoGebrdval torténd megolddssal. A szdmonkérés
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eldszor papir alapu volt, majd ugyanazokat a feladatokat kellett megoldaniuk
GeoGebra hasznélatival.

A feladatok a kovetkezok voltak:

1. Végezze el a kovetkezd integraldsokat!

, 3 2x+4Jx -5 2x° =57
-—+7\d b || ——— —d.
Y I(x x j ’ : I[ x jdx ¥ j o5

e) I(Sx—7)2dx f) I«/6x—7dx

A GeoGebra 3.0.0.0. verziéval a ,,b” €s ,,c” feladatot nem tudtdk megoldani a
didkok. Alabb az 1j, 4.2.0. verzidé mar tudja kezelni ezeket a feladatokat is,
elegendo az algebrai ablakot haszndlni. Lathatjuk, hogy az 1j irasméd mell6zi
a negativ kitev0 haszndlatat, a linedris irdsmoédot felvdltja a tort alakban
megadott eredmény. Ezzel viszont elveszik az a funkcid, amiért ellendrzésre
Ol tudtak haszndlni a programot. A ,,b” feladatot két alakban is megoldottuk,
hogy az ellendrzést megkonnyitsiik.

A gyokfiiggvény integraldsa is bonyolultabb alakot 6lt az Uj szdmolassal. Az
algebrai atalakitdsokban nagy jartassaggal kell rendelkezniiik, a GeoGebra 1j
verzidjaval kapott megolddsok és a sajat eredményiik Osszehasonlitdsanak
elvégzéséhez.

» Algebra ablak [x]
- Filiggvény

..... ] fl{*} — 33- 4

----- 9 g(x) = -3 |n{x}+; X4 Tx
1 _33
..... . 12288
@ gilx) = In(8)
_____ 3 h(x) 2x+44/x—5

..... P q(x) =2+4x —:

_ 2x5 5%

5.5 x

..... @ r(x) = Bvx—5In(x)+2x

2.5 % + L In(5)
In(5) x*

28. dbra
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Az eldz6 algebrai ablakban (28. dbra) az 1j, 4.2.0. verzidju feladatmegoldast
l4thatjuk.

4
3
2. Adja meg a kivetkezd integrél értékét! J(— —5x+3x [dx
X
|

Megoldas GeoGebréval:

> Algebra ablak » Raizlap
= Fuggvény o0
3

DR = S -5x 3V

= Logikal érték Y o
@ c=te
szam w0 V! Hatérozottinte gral meghatérozasa
@ a=-19.34

29. abra

A GeoGebra stgdja mindig megmutatja a felhaszndlonak, hogy az adott
parancs argumentuméba hogyan kell a véltozékat, értékeket megadni. fgy, ha
JOl értelmezik az utasitist a definicié ismeretében a didkok helyesen oldjak
meg a feladatot.

3. Szdmitsa az f(x)=3x—4sin x fiiggvény dtlagdt a [— V5.1 ] intervallumban!

Az atlagot a definici6 ismeretében tudtdk helyesen meghatdrozni; ezt a
parancssorba kellett begépelniiik. Utmutatét kaptak a feladat megoldédsa
soran

> Rajzlap &

[V Ahatarozottintegral kiszamitasa

¥ Atlag (oszunk az ntevallum hosszéval

30. abra
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A megoldast az algebrai ablakbdl tudtdk leolvasni.

4. Abrézolja a kovetkezd fiiggvényeket, majd hatdrozza meg a két fiiggvénygorbe 4ltal
kozrezart teriilet mértékszamat! A sziikséges adatokat szdmitdssal hatdrozza meg!

f(x): —(x—l)2 +1 és g(x)z x°

A negyedik feladatban GeoGebraval is ugy kellett eljarni, hogy dbrizolni
kellett a két fiiggvényt, majd az ,,alakzatok metszéspontja” lenyilo ,,fiillel”
meghatdrozni az integrdldsi hatdrokat és ezek utdn vélasztani a hatdrozott
integrdl alkalmazdsaibdl a fliggvénygorbék kozotti teriilet meghatdrozasa
parancsot. Ezek utdn az algebrai és geometriai ablakban egyarant megjelent a
megoldand¢ feladat eredménye.

|0 Szabad alakzatok x [
@ T =X -1 1 a4
G gy =K

3 Fuggd alakzatok
@ A=(1,1)
@ B=(0,0)
@ a=033

a Szam: Integrallf, g, 0,1]

azA.33

-4 -3 -2 -1 o 1 )\ 3 4

31. abra

A hagyomdnyos és GeoGebras megoldds menete ugyanaz. A GeoGebrds
megoldds a tér, mint kognitiv kategéria helyes megismerésén alapul,
gondolunk itt arra, hogy ,latniuk kell”, hogy melyik fiiggvény van a mdsik
felett, vagy azt, hogy hogyan tdjékozdédnak a koordinéta rendszerben.

5. Mekkora annak a forgéstestnek a térfogata, amely az f (x) =4/2x—5 fiiggvény x

tengely koriili megforgatdsaval keletkezik az [3;6] intervallumon?

Az 5. feladatot szintén csak akkor oldotta meg a hallgaté helyesen GeoGebra
alkalmazdssal, ha tudta a térfogatszamitds képletét [39]. A helyes eredményt
az algebrai ablakbdl tudta leolvasni, ahogy ezt az dbrén is lathatjuk.
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|0 Szahad alakzatok * E
s i) =sart(3x-5)
|0 Figad alakzatok
@ a=8.64
s O h=80.11

b Szam. 1 Integral[3 x- 5, 3, 6]

a=864

32. abra

A két mddszert Osszehasonlitva, elmondhatjuk, hogy a sikeres megolddsok
szama a GeoGebra programmal mintegy 4-5 %-kal magasabb.

Ez véarhaté volt, a hallgaték szivesen haszndljdk a szamitégépet feladatok
megolddsara. Tapasztalataink alapjan, a nehezebb feladatok megoldédsdba is
batrabban belefognak €s hatékonyabb a szamitogépes feladatok megoldésa,
ha péarban vagy kiscsoportosan dolgoznak.

Erdekes 6sszehasonlitanunk feladatonként is a j6 megolddsok teljesitményeit
a kétféle modszer esetében. A negyvenharmadik dbra szerint hagyomédnyos
moddszerrel nem volt olyan feladat, amelyet mindegyik didk hibatlanul oldott
meg, mig GeoGebrdval ilyen 3 is volt. Ugyanakkor, az 1b és 1c feladatokat
GeoGebréval (régebbi verzié volt még) egydltalin nem tudtdk megoldani,
elOtte algebrai 4talakitdsokat kellett végezni, mely mutatja, hogy a
szimbdlumok haszndlata még nem teljes, kreativ gondolkodds nem minden
esetben fordul eld.

Feladatonkénti tanuléi teljesitmények a médszerek
fliggvényében

120

100

80

60 -
m Hagyomanyos maédszerrel

40 1 M GeoGebraval

teljesitmény (%)

20

la 1b 1c 1d 1e 1f 2 3 4 5
feladat sorszama

33. abra

A GeoGebra haszndlata a szimbolikus sikon vald jartassidgot feltételezi a
tanul6tdl, mert van olyan eset a linedris {rdsméd miatt, hogy a helyes
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eredmény ellenOrzéséhez szintén az algebrai atalakitdsok utdn jut csak el a
felhaszndl6. A parancsok helyes alkalmazdsdhoz egyardnt jol kell tudni
boldogulni a tér és 1d0 kognitiv kategéridkkal, azaz a koordinatarendszerben
val6 tdjékozodds, valamint az alatt-felett hatdroz6szok helyes alkalmazaséval.
Megjelenik az iddbeliség is, a negyedik feladat megoldasa akkor sikeres csak,
ha megfeleld sorrendben végzik el a parancsokat.

Tanuléi teljesitmények a médszer fiiggvényében az integralasban
120

100

60

m Hagyomanyos modszerrel

teljesitmény (%)

I [ | B GeoGebraval

40
i I:I:i:i:l:i:
0 4

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
tanulé sorszama

34. abra

Az ébra szerint a 25 tanulé kozott 10 olyan van, aki a hagyomadanyos
modszerrel magasabb eredményt ért el, megfigyelhetjiik, hogy ezek a jobb
képességli tanulokbol (a jobb képességlieket az alapjan tudjuk azonositani,
hogy a hagyomdanyos mddszerrel magasabb teljesitményt értek el; az dbran az
egyes tanulok csak sorszdmmal jelennek meg) keriiltek ki, mig a gyengébb
képességliecknek a GeoGebra programmal valé megoldds ment jobban. Ebbdl
kovetkeztethetiink arra, hogy a kreativ gondolkodast a szdmitégép esetenként
akaddlyozza. A gyengébb képességli tanuldk jobban szeretik a gondolkodast
kevésbé igényld feladatokat, ez azt jelenti, hogy ndluk a ,konkrét
cselekvések™ kognitiv kategéria a domindns, Ok a tipus feladatokat GeoGebra
alkalmazdssal nagyobb ardnyban oldjak meg sikeresen. Ez is indokolja a
szamitogép ezen a szinten torténd bevondsat az oktatds folyamatdba. A jobb
képességliek a feladatok szamitégéppel torténd megolddsa kozben kifejtették,
hogy 0k nem szivesen dolgoznak komputerrel, mert hagyoméanyosan is jol
tudjak megoldani a feladatokat.

Pozitivumok és negativumok egyardnt szélnak a szdmitégépes modszerek
mellett illetve ellen. A helyes utat az egyén ismerete, kultdrdja erGsen
befolydsolja. Ennek ismeretében kell donteniink a megfeleld médszer mellett.
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5.6. Folytonos valdszintiségi valtozé tanitasa

A ,Matematikai alapok 2 tantidrgyban Valdszinliségszamitast és linedris
algebrat tanitunk hallgatéinknak, melynek szerves részét képezi a folytonos
val6szinliségi  valtoz6. Oktatdsi tapasztalataink szerint a  zdrthelyi
dolgozatokban és a vizsgdn is a folytonos valdszinliségi valtozdval
kapcsolatos feladatokat oldjak meg legkevésbé.

A 2012/2013-as tanévben ennek javitasat tliztiikk ki célul. Ehhez a Maple
Corporation TA termékét hasznaltuk a hagyomédnyos mddszer mellett.

5.6.1. Folytonos valésziniiségi valtozéval kapcsolatos
alapfogalmak és feladatok a ,,Matematikai alapok 2”
tantargyban

Valamely kisérlethez tartoz6 H eseménytér minden lehetséges h
eseményéhez egyértelmilen rendeljiink hozzd egy &£(h) valés szdmot, ezéltal
egy & fiiggvényt értelmeztiink, amelynek a fiiggvényértékei valds szamok.
Az igy értelmezett & fiiggvényt valdsziniiségi valtozénak nevezziik.

A folytonos valdszinliségi valtozot (amelynek értékei mindig végtelen
halmazt alkotnak és egy intervallumot véges szamui pont kivételével
folytonosan kitdltenek) az eloszlasfiiggvénnyel definialjuk.

Egy kisérlethez tartozé & valGszinliségi valtozé eloszlasfiiggvénye az F
fiiggvény, ha minden xe Resetén: F(x)=P(E<x). (tt E<x jeloli a h
események halmazit, amelyekre &(h)< x teljesiil.)

A & val6sziniiségi valtozot folytonosnak nevezziik, ha van olyan véges

szamd pont kivételével folytonos f fiiggvény, amelyre F(x)= j flr)ar .

Folytonos valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye tehét folytonos és véges
sok pont kivételével differencialhato.
Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai:

1. Haa & val6sziniiségi valtozé eloszldsfiggvénye F(x), akkora & a
és b hatdrok kozé esésének valdsziniisége az eloszlasfiiggvénnyel
kiszdmolhat6: P(a < & <b)= F(b)— F(a), ahol a<b.

2. Az F(x) eloszlasfiiggvény monoton ndvekvo.

3. lim F(x)=0 és limF(x)=1

X—>—00
2

4. Minden eloszlasfiiggvény balrél folytonos, azaz tetszoleges ,.a
helyen: F(a)= lirr_loF (x).
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5. Ha az eloszlasfiiggvény az x, helyen folytonos, akkor P(&= X, )=0.
[17]
Ha a & val6szinliségi valtozé eloszlasfiiggvénye F, akkor a F fiiggvény
derivéltjat & strliségfiiggvénynek nevezziik. f: f(x)= F’(x). f véges szdmi
pont kivételével értelmezett és folytonos R-en.
Kovetkezésképpen a stirliségfiiggvénybdl az eloszlasfiiggvényt integralassal

kapjuk: F(x)= I f(£)dr, ahol az eloszlasfiiggvény, mint a felsé hatdr

fiiggvénye jelenik meg.
A stirliségfiiggvény jellemzdit az eloszlasfiiggvény tulajdonsdgaibol kapjuk:
1. f(x)=0, xe D,.

2. A slrliségfiiggvény grafikonja alatti teriilet mindig 1: j fx)dx =1

—o0

3. A & valbészinliségi viltozé az a és b hatdrok kozé esésének
val6szinlisége a stirtiségfiiggvénnyel is szamolhato6:

b
Pla < &< b)= j f(x)dx = F(b)— F(a) (Newton-Leibniz- formuldval)

A & folytonos valdsziniiségi valtozé vdrhaté értékét és szordasnégyzetét a
stirtiségfiiggvénnyel az aldbbiak szerint ~ hatdrozhatjuk  meg:

M(&)= jx- f(x)dx illetve D*(&)= sz f(x)dx—M*(E).
Nevezete;s folytonos eloszldsok: _

1. Egyenletes eloszlasu a & val6szinliségi véltozo, ha

yo e . 1
stiriségfiiggvénye: Fy=ipog a<x<b
0, egyébként

. . 0, hax<a,
Eloszlasfiiggvénye: F =129 haa<x<h
b—a
1, ha x > b.
Virhat6 értéke, szordsa: s = ¢ b, 5= b-a
N
2. Exponencidlis eloszldsi a & valészintiségi valtozo, ha
stiriségfuggvénye: f(x)= 0, hax< O’, ahol A az eloszlas
Ade™ haO<ux,

paramétere.
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Eloszlasfiiggvénye: Fx) = 0, hax<0,
l1-e™, haO<u,

Varhato értéke €s szordsa: p (&)= 1 D(¢)= 1

A 2
3. Normidlis eloszldsi a & valészinliségi valtozo, ha siirliségfiiggvénye:

(x=m)*

f)=—L_.c 2 (xe€R), ahol m tetszéleges val6s szdm, 0< 0.
o2m
Jellegzetes képe Gauss-gorbe. Eloszlasfiiggvénye:
X (t=m)®
1 - 2 . .
F (x) = . je 20" dt, melyben az integral elemi fiiggvényekkel
oN2w =,

nem fejezhetd ki, értékeit tablazatbdl keressiik ki, miutdn
visszavezettiik a fliggvényt a standard normalis eloszlésra.
A normilis eloszlds vérhaté értéke M(E)=m, szérisaD(E)=0. [17]
Az elméleti alapok Osszefoglaldsa utdn gyakorlati feladatokat oldunk meg
a szemindriumokon. Coospace-re kidolgozott feladatok keriiltek fel,
illetve tovabbi gyakorlasra szant feladatok tliztiink ki hallgatéinknak.
Az aldbbiakban néhdny tipust sorolunk fel megolddsukkal egyiitt a
leggyakrabban eléfordul6 problémdk koziil:

FVV1. Ellendrizze, hogy lehet-e folytonos valdszinliségi valtozé siirliség fiiggvénye a

.« . 2 4 L
kovetkezd f)=19""3 ha 6 <x <9 fiiggvény!
0, kiilonben

Megoldas:

A fiiggvény grafikonjanak
megrajzolasabol lathatjuk, hogy

fx)=o0.

A stiriség fiiggvény tulajdonsdgai szerint

.[f(x )dx = 1kellene, hogy teljesiiljon:

344 :/ | | =

o 6 92 4 =
If(x)dx= Ide+I§x—§dx+Ide=
— —o 6 9

35. abra

f(x) lehet siirtiség fiiggvény.
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FVV2. Lehet-e folytonos valdszintiségi valtozo siirliség fiiggvénye a kovetkezd
utasitdssal adott fiiggvény?
5x—-2,ha2<x<4
f(x)=
0, egyébként

Megoldas:

A strliség fiiggvény tulajdonsédgai szerint If(x hx =1 kellene, hogy teljesiiljon, de:

)

o 4 X2 4 42 2
[£(x)x = [ (5x —2)dx 2[5-—2)(} =(5-—2~4j—(5.—2-2j =261
w 2 2 ) 2 2
= nem slriiség fiiggvény.

Mis moédszerrel: Abban a szerencsés helyzetben vagyunk, hogy az adott fiiggvény
linedris szakaszokbdl épiil fel, igy geometriai ismereteinkkel is konnyen
meghatarozhatjuk a fliggvény gorbéje alatti teriiletet.

b
1
b — ———

B e ——— —— — — ———— —— ——

36. abra

A fiiggvénygorbe alatti teriiletet a trapéz teriiletének meghatarozasaval kaphatjuk, melynek

alapjai 8 és 18 egység, magassaga 2, igy: T =

8+18

=26

Tehat az f(x) fliggvény nem lehet folytonos valoszinliségi valtozo stirtiség fiiggvénye.

FVV3. Hatdrozzuk meg az a paraméter lehetséges értékét, hogy az alabbi f(x) fliggvény
folytonos valdszinliségi valtoz6 siirliség fiiggvénye legyen!

ax—3,had<x<6
flx)=
0, kiilonben
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Megoldas:

oo ] (0 ot )

=18a—-18-8a+12=10a-6=1
Kell, hogy teljesiiljon, de 10¢—6=1< a = 7
10

Mivel a stiriiségfiiggvény nem lehet negativ(!!!!), ezt még meg kell vizsgélni:

f@="la-3=-2

10 10 | ezért a fenti paraméter érték mellett nem lehet slirliség-fiiggvény az
f{x). Nincs olyan val6s szam, amely értéket az a paraméternek adva, a fenti f{x) fiiggvény
striségfiiggvény lenne a megadott intervallumon.

FVV4. Egy folytonos valészintiségi valtoz6 a kovetkez6 eloszlés fliiggvénnyel van megadva:
0, hax<?2

F(x)={(x-2)’, ha 2<x<3

1, ha3<x
Adjuk meg a stiriségfiiggvényt! Adjuk meg a kovetkez6 val6szintiségeket!

3 5
Plg22— Pl &<—
[5 4] [5 2]
Megoldas:

f(x): F’(x) - F'(x): ((x—2)3), =3(x—2)2 - f(x):{3(X—2)2, ha 2<x<3

0, egyébként

Val6szintiségek meghatarozdsa:

fosofo e 5
fed -4

FVVS. Adja meg a b paraméter értékét, hogy a megadott ( [ 2 ha 2<x<b

x)=| (x-1)° '
0, egyébként

fiiggvény siiriiség fiiggvény legyen!

Abrézolja az eloszlés fiiggvényt, majd adja meg a kdvetkezd valdsziniiségeket!
P(E>25), P(E<27), P25<E<27)

Szamoljunk varhat6 értéket!

Megoldas:

Nyilvan f(x)>0 Vxe R.

b b -17°

J'%dxz.[Z(x—l)’de: zAﬂ :(_i}.z = (_L}.z =1 = b=3
2 (x—-1) ! -1 b-1 b-1

Az eloszlas fliggvény meghatdrozasa:
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F(x)= jf(x)dx = [0dx =0, hax<2.

F(x)= j;f(x)dxz j‘de+j|£(x_21)2dx={2. (x_l)l}x = 21+2, ha xe [2:3]

X —

2
(x—1)°
0, hax<?2

F(x)= —il+2, ha 2<x<3
e
1, ha 3<x

oo -1 3
d“;ofzx{z.(x—l) } e
. , 2-1

F(x)= If(x)dx= JZ.de+i

ha x>3, igy

37. abra

A valészinliségek meghatdrozasa:

P(£<27)=F(2,7)=- 5 72

N +2=0,8235

2

P(E>25)=1-P(E<2,5)=1-F(2,5)= 1—(— 5t 2] =0,3333

P(2,5<&<2,7)=F(2,7)-F(2,5)=0,8235-0,3333 = 0,4902

A fenti ot feladat tipus valamelyike vagy zarthelyi dolgozatban, vagy
vizsgafeladatként mindig el6fordul.

A FVV2 tipusu feladatot azért is szeretnénk kiemelni, mert a Maple TA-ban
is készitettiink ilyen gyakorl6 feladatot.
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5.6.2. Kérdésszerkesztés a Maple TA-ban

Az FVV2 vagy FVV3 tipusfeladat zarthelyi dolgozatban és vizsga
feladatsorban szinte minden alkalommal eléfordul. Hallgatéink tobbsége
hidanyosan, hibdsan vagy egydltalan nem oldja meg ezt a tipust. Ezért is esett
a vélasztas a probléma Maple TA-ba torténd kitlizésére.
A Maple TA nagy er0ssége, hogy egy feladatb6l valtozok és véletlen
generdlédssal eldallitott paraméterekkel akar 100 feladatot is eléallithatunk. A
mar meglévo kérdésbankokban kutatva nem taldltam valdszinliségszamitassal
kapcsolatos feladatokat, igy nekiink kellett kitaldlni a témakorhoz illeszkedd
kérdéseket.
A tesztfeladatok készitésekor mads didaktikai szempontok szerint kell
gondolkodnunk, mint a hagyoményos tton. Didkjaink tobbsége hozzaszokott,
hogy kérddives felmérésekkor csak kattintania kell, ha kivalasztotta az dltala
helyesnek {télt valaszt. Igy a kisérlet sordn végig kellett gondolni, hogy
milyen tipust feladatokat adhatunk, amelyek megolddsa viszonylag kevés
1dot igényel, de mégis méri az adott tananyag elsajatitasat.
A mir emlitett FVV3 feladat a nehezek kozé tartozott. Altaldnositdsa a Maple
TA szamadra:
Hatdrozzuk meg a ¢ paraméter lehetséges értékét, hogy az

cx—d,haa<x<b
W=

0, kiilonben

fiiggvénye legyen!

fiiggvény folytonos valosziniiségi vdltozo stiriiség

Négy paraméter is szerepel a feladatban, amelyekbdl hirom, az a,b és d
véletlenszdm generaldssal all eld, mig a c-t kell meghatdrozni a didknak. Az
integraldsi hatarokat jelenté a és b paraméterek értelmezési tartomdnyéra
olyan egész szamokat tartalmaz6 halmazokat adtunk meg, melyek metszete
ires, és az a paraméter értelmezési tartomanya halmazdnak minden eleme
kisebb a b értelmezési tartomanyanak elemeinél. A megoldas egyik kulcsa a
stiriiségfiiggvény azon tulajdonsiga, hogy f improprius integrdlja a —oo-tdl a
+ o0 -ig 1. E tulajdonsag felhasznaldsaval kapunk c-re egy kiszdmitdsi sémat:

[1-$d - ($b—$a)-2]

Cc =
(86)° ~(8a)’

karakterrel kezdddik.) Sokszor a didkok 1is csak erre a feltételre
koncentralnak, elvégzik az integralast, felirjdk az egyenletet és ellendrzés
nélkiil elfogadjdk az eredményt. El0szor mi is elkovettiik ezt a hibat, de aztan
a raépiil6 feladatban, amikor szérasnégyzetet kellett szamolni negativ szamot
kaptunk, ami figyelmeztetetett a hibara. Igy plusz feltételt kellett beiktatni a
paraméterekre, hogy a stiriségfiiggvény nem-negativ értékii legyen.
Ezek utdn a feladat algoritmusa:

. (Az algoritmikus valtozok neve Maple TA-ban $
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$a=range(-3,4);

$b=range(5,10);

$d=range(-5,0);

$felt=maple("($d)*(($b)-($a))"2+2*($a)");

condition:gt($felt,0);

$da=maple("abs($d)");

$f=maple("f(x)=piecewise(($a <= x) and (x <= $b), c*x+($d), 0)");
$fszep=maple("MathML:-ExportPresentation($f)");
$c=maple("2*(($d)*(($a-$b))+1)/($b*$b-($a)*2)");

I _
(@ Maple T.A - 777Question Editor??? - Mozilla Fi TN | L= |

‘ & srv-maplll kehu:8080/mapleta/modules/dbEdit. AddQuestionTid=0&actionlD=Edit algorithm&gqType=InlineéshowTab=algarithm |

-

| Cancel || Clear H Show Designer || Refresh || Save | —

Edit the code for your algorithm in the text box below, or click "Show Designer” to use the algorithm
designer. The algorithm designer tool allows you to define algorithms for your question by completing
a form.

Sa=range (-3,4);

Sb=range (5,10);

Sd=range (-5,0);

sfelt=maple (" ($d)* ( (k) - (Sa) ) ~2+2* ($a) ") ;

condition:gt ($felt,0);

Sda=maple ("abs (5d) ") ;

Sf-maple ("f (x) —piecewise ((§a <= x) and (x <= §b), c¥x+(§d), 0)™);
Sfszep—maple ("MathML:-ExportPresentation (§£)");

Sc=maple ("2% ( (§d) * ( (Sa-Sb) ) +1) / (5b*5b- (Sa) *2) ") ;

m

Variable Value
a 3
b 5
d 1
felt 2

fix) = PIECEWISE([c*x-1, 3 <= x and x <= 5] [0,
otherwise])

ex—1 3<xandx<5
fszep flx)=
0 atherwise

c 38

38. dbra
A 38. abran lathatjuk a kérdésszerkesztd ablakat az algoritmussal és a
kiszdmolt ¢ értékkel.
Tanul6inknak még mindig nem sikeriilt j6l megoldani a feladatot, igy
ugynevezett Hint-eket, ttmutatdkat illesztettiink be (39. dbra). Ezek utdn
sziilettek j6 megoldasok.
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Hints Edit
Hint 1: o

|ﬂmdx=1

-
Hint 2: X2
a-x+bdx=a-7+b-x+c

39. abra

Az alabbi kérdés (40. dbra) példaul nem nehéz, de az elméletet kell
alkalmazni a megoldéshoz.

Question:

Adja meg a szorasnégyzet értékét az alabbi eloszlas fuggvényével
adott folytonos valosziniségi valiozonakl

1

0,3
0,6
04
0,2

0 \3 3I T T T T 1

5 4 45 5 55 &6

A varhaté érték % tért alakban= 5]
40. abra

Volt olyan hallgatd, akit a facebook chat-en vezettem végig a megoldason

(T = tandr, D = didk):

T: Melyik eloszldsnak ilyen az eloszlés fiiggvénye? Ha ez meg van, hogyan
szamoljuk a szérasnégyzetét?

D: Egyenletes eloszlas?

T: Igen!!! Egyenletesnél hogy szdmolod a szérdsnégyzetet? Rajta van a
képlettaron is.

D: D"2=(b-a)"2/gydk 12

T: Gyok nélkiil, csak /12

D: Igen-igen a gyok nem kell

T: Olvasd le mennyi a b és a és szamolj. Jonak kell lenni.

D: Most jo.

A kérdésekbdl Assignments-eket, feladatlapokat dllitottunk 0Ossze. A
kérdéseket jeloltiik csak ki, megengedve azok permutédlasat is. A feladatlap
megoldadsa utdn mindjart visszajelzést kap a hallgat6 a j6 és az esetleges hibas
megoldasairdl.
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A Gradebook-ban az oktaté lathatja a feladatlapok megoldasair6l a
statisztikdkat, hanyszor oldotta meg a feladatlapot, sOt azt is, hogy az adott
tanul6 a kérdéses feladatra mit vélaszolt.

szt, amelyik egy folytonos
valdszinlsegi valtozd slrlség
figgwenyenek grafikonja lehet!

azt, amelyik egy folytonos
walészinlségi valtozd slrliség
fiiggvenyenek grafikonja lehet!

Vour rasponss (Carreod responss
Valassza ki az alabbi dbrak kbzll  Valassza ki az alabbi abrak kozil “
art, amelyik egy folytonos art, amelyik egy folytonos —
valoszinliségi valtozd strliseg valaszinlisegi valtozo slnliseg
flggvényének grafitonja lehet! figgvényének grafikonja lehet!
o)
Commment.
Your responss Correod responss
Valassza ki az alabbi abrak kbzal  Valssszs ki az alabbi abrak kozol x

morrasd

Toial grade: 0.0x1H = 0%

Comment:

41. 4bra

Sajnos a 2012/2013-as tanévben a Kereskedelem és marketinges
csoportomban csak 15 hallgaté volt, 6ket vontam be a Maple TA-val végzett
kisérletbe, a csoportbdl 8 tanulé vallalta, hogy gyakorolja a feladatmegoldast
a TA-ban. A 2. zarthelyi dolgozat megirdsa utdn a kovetkezoket mondhatjuk
el az eredményeikrol:

3 tanul6 egy jeggyel jobbat irt, mint az el6z6 dolgozata, 4 tanuld ugyanolyat,
1 tanul6 rosszabbat.

Kideriilt, hogy az a 3 didk, aki a jobbat irta, rendszeresen heti 3-4 alkalommal
gyakorolt a TA-ban, a masik 4 néha-néha, 1 tanulé egyéltalain nem tudott
belépni ,,nem engedte a gépe”. A jobb dolgozatot ir6k a vizsgin is elsdre
atmentek, holott elsé félévben kétszer is potvizsgaztak. Elmondédsuk alapjan
segitette Oket a Maple TA, szivesen tanultak a haszndlatdval.

A kis 1étszam ellenére hasznosnak és eredményesnek itéljiik meg a kisérletet.
Jo egylittmlikodési kapcsolat alakult ki a tandr és a didk kozott. A tandr
tanulta a kérdésszerkesztést, a didk mindjart visszajelzett a feladat
kiprobaléasa soran, igy lehetett javitani a kérdéseken.
A kovetkez0 tanévben mar az analizis alapjainak tanuldsdhoz is
hasznalhatjuk és kiprobalhatjuk vizsgaszituacioban is a Maple TA-t.
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6. OSSZEFOGLALAS

A kutatdsunk sordn vizsgédltuk, hogy a szamitogépes moddszerek
bevezetése hatékonyabbd teszi-e az analizis fogalmainak és alkalmazasi
terlileteinek elsajatitasat a tanitds-tanulds folyamatdban.

Célul tliztiik ki a tanul6i hidnyossagok feltérképezését, valamint megkeresni-

megtaldlni az oktatds folyamatiban azt a legoptimdlisabbnak vélt pontot,

amikor a szamit6gép bevondsa segitheti a tanulok készségszintjének emelését

a feladatok megoldédsa soran.

A kutatds részét képezte a kognitiv pszicholdgiai nézetek megismerése a

matematikai  ismeretszerzés folyamatar6l valamint a fogalomhdlok

matematikai alapjainak megismerése. A kutatds sordn kérddives
kikérdezéssel, megfigyeléssel vizsgdltuk az alkalmazott mddszerek
hatékonysagat.

A kutatas a kovetkezo kérdésekre kereste a valaszt:

1. Melyek azok a hidnyossdgok, amelyek az oktatds alsobb szintjein
alakultak ki? Tudjuk-e a felsOoktatdsban felzarkdztatni ezeket a
tanulokat?

2. Hatékonyan befolyédsolja-e a szamitégép haszndlata az analizis
tanuldsat? Helyettesitheti-e a hagyoméanyos médszereket?

3. Vailtozik-e a didkok hozzddlldsa a matematikdhoz a szdmitégépes
modszerek bevondsadval?

4. Rendszeres tanuldsra szoktathatjuk-e hallgatéinkat a szamitogépes
modszerek haszndlataval?

A kérdésekhez tartozo hipotézisek a kovetkezOk voltak:

I. A fels6oktatasban is hatékonyak az oktatds alsébb szintjein alkalmazott
didaktikai modszerek.

IT. A kognitiv pszicholdgiai vizsgdlédds alapjan definidltunk univerzalis
kognitiv  kategdridkat, amelyeket a Bruner-féle reprezentacios
szintekkel Galois-graffal hierarchikus rendszerbe foglaltunk. A graf
alsébb szintjein jelenik meg az a kategdria, amely azt a fazist mutatja,
amikor a szamitdgép bevonhaté a tanitds-tanulds folyamatdba.

III. A szamitégépes rendszerek fejlesztik a szimbolikus sikon valé
jartassagot, Osszekapcsoljdk a materidlis, ikonikus és szimbolikus
reprezenticids szinteket, ezzel hatékonyabbd teszik a matematikai
ismeretszerzés folyamatat.

IV. Pozitiv irdnyban valtoznak a tanul6i attitidok a matematika tanuldsa
soran.

V. A matematikdban gyengébb jartassdgot mutatd tanuldk teljesitményén
javitanak a szdmitégéppel elvégezhetd feladatok, mig a jo
képességlieket helyenként gatolja a teljesitésben.
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VI. Az analizis és alkalmazdsaiban nem egyforma hatékonysdgiak a tanult
szoftverek, illetve a tanulok az adott feladattipushoz mas-mas
szamitogép algebrai rendszert preferdlnak.

Az 1. kérdés és az 1. hipotézis:

Hallgatéink korében végzett tobbéves szintfelmérOk eredményei alapjan
elmondhatjuk, hogy az egyenlétlenségek megolddsa, a paraméteres feladatok
megolddsa mutatja a legalacsonyabb 10-12% koriili a teljesitményt. A
fliggvényabrazolas, fliggvénytulajdonsagok alapos ismerete is elmarad a
varttol, 30% koriili a didkok teljesitménye. Hazai reprezentativ mérések is
igazoljadk (Miuszaki Egyetem, BGF) az egyenl6tlenségek megoldési
folyamatédnak sériilését. Azokban a feladatokban, amelyekben a ,,#ér”, mint
univerzalis kognitiv kategéria megjelenik szintén alacsonyabb a hallgatéi
teljesitmény.

Intézményiinkben a ,,Szdmitégépes matematika modszertan” tantargy
keretében ujra atismételtiik tematikusan a megoldasi stratégidkat az
egyenlOtlenségek vonatkozdsdban (M1 melléklet), minimadlisra csokkent a
lemorzsolddas.

Az oktatds alsébb szintjein alkalmazott moddszerekkel jelentésen nétt a
kifejezések eldjelének, sorozatok monotonitasdnak vizsgalata tekintetében a
sikeres megolddsok szama.

Elfogadhatjuk a hipotézist.

Azon hallgaték esetében nem szdmolhatunk be sikeres teljesitésrol, akik nem
jartak rendszeresen az Orédkra.

A tanitdsi 6rak megtervezésénél a harmas tagolddast (folyamatos gyakorlas-
Uj anyag feldolgozasa-0sszefoglalds, rendszerezés) alkalmaztuk, kiemelten az
elsé részben a folyamatos gyakorldsra koncentraltunk.

A 2. kérdés és a Il. és III. hipotézis:

A kérdésre a hallgatok is megadtdk a vdlaszt, a szamitogép nem
helyettesitheti az elméleti alapok elsajatitasat. J6 problémavalasztdssal,
szamitogépes megoldas folyamatdban a tanult fogalmak megértése el6térbe
keriilhet, igy hatékonyabb a fogalom elsajatitasa.

A definidlt univerzalis kognitiv kategdridk viszonylatdban vizsgéltuk a
figgvényjellemzés folyamatat, gazdasigi feladat megoldadsat, sorozatok
vizsgédlatit és a folytonos valészintiségi véltozéval kapcsolatos
feladatmegoldést. A kategoridk, mint objektumok jelentek meg a megrajzolt
Galois-grafokban, mint hierarchikus rendszerben. A , cselekvést kifejezo”
kategéria az, amely a szamitogép alkalmazasara utalhat a fent nevezett
vizsgédldodasokban. A kategdria a graf alsébb szintjein jelenik meg, ez utal
arra, hogy a tanitds-tanulds folyamatdba az ellenOrzési fazisban célszerl
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bevonni a szamitéogépet, ami nem helyettesitheti, de segitheti a fogalmak
elsajatitasat.

Az alkalmazott szamitégépes szoftverek koziil a GeoGebra és a Maple
egyardnt erdsiti a szimbolikus gondolkodast, az ellendrzéshez hasznélva
fejlesztette  hallgatéink  matematikai ~ szimb6lumrendszerben  elért
készségszintjét.

A Maple ugyanakkor az algoritmikus gondolkodast is fejlesztette.

A 3. kérdés és a IV. hipotézis:

Perjésiné Hamori Ildiké vizsgdlata [46], hogy a Maple bevezetése a miiszaki
mérnok hallgatok oktatdsiaba hatékonynak bizonyult, a tanul6i attitidok
pozitiv irdnyu eltolodast mutatnak.

Stéka Gyorgy [56] ,,Az informatika alkalmazdsi lehetdségei a tanité szakos
hallgatok matematikai tantirgypedagdgiai képzésében” cimil értekézésében
szintén arra a kovetkeztetésre jut, hogy az informatika, a szamitégépes
modszerek bevezetése, alkalmazdsa ugy szintén pozitiv irdnyba befolyésoljak
a matematikai ismeretszerzés folyamatat.

A szeminariumokon megfigyeltiik hallgatéinkat, akik elmondasuk szerint
szivesen dolgoztak a szoftverekkel, kiilonos tekintettel a GeoGebrara. Az
alkalmazott kikérdezéses kérddivekben kifejtették, hogy segitette a
tanuldsukat, néhany részletesebb véleménybdl a pozitiv élmények atélését is
kiolvashatjuk, igy a hipotézist elfogadhatjuk.

A 4. kérdés:

A kérdés vizsgdlatdhoz a Maple TA web-alapu teszteld €s vizsgaztatoi
rendszert haszndltuk. Mivel a kisérlet elvégzésére kevés id6 allt
rendelkezésre, igy megalapozott véleményt nem alakithatunk ki. Az
elmondhat6, hogy a kisérletben résztvevd hallgatok 30%-a rendszeresen
hasznalta a rendszert, hetente 3-4 alkalommal, 6k elsOre atmentek a
~Matematikai alapok 2” vizsgin €s egy jeggyel jobb eredményt értek el, mint
a ,, Matematikai alapok 1” tantargybol, amely az Analizis alapjait oleli fel.

Az V. hipotézis:

A hipotézist az integralszdmitds tananyagtartalom kapcsolatdban mértiik fel.
Lattuk, hogy a jobb képességii didkok hagyomanyos mddszerrel magasabb
teljesitményt értek el, mint a szamitogéppel. Megfigyelésiink soran is
tapasztaltuk ezt, személyes beszélgetésekben is kifejtették, hogy Ok nem
szivesen dolgoznak a szamitogéppel, mert hagyoméanyosan is boldogulnak.
Ok voltak kisebb szamban.

A gyengébb képességlieket segitették a szamitogépes mddszerek, mintegy 4-
5%-kal jobb teljesitményt értek el haszndlatukkal, de ez mar nem csak az

84



integralszamitdsban mondhaté el, hanem a gazdasagi feladatok megolddsa
esetében is.

A VI. hipotézis:

Sorozatok vizsgalatanal mértiik az Excellel és GeoGebraval torténd megoldas
hatékonysdgat. Egyértelmlien az Excellel torténd megoldast részesitik
eldnyben a didkok a sorozatok vizsgélatandl. A fliggvénydbrazolas esetében
inkdbb a GeoGebrat haszndljadk. A GeoGebra algebrai ablakdban a derivalt
fliggvény, és a primitiv fliggvény kiolvashatd, az ellendrzési fazisban
algebrai atalakitdsok utdn lathatjak, hogy j6-e a megoldasuk. Az 1j verzié
hasznalatdval az ellendrzési fazisban az eszkoztiron vdlaszthatjdk az
alakzatok egyenl6sége ,,gombot”, {igy algebrai 4talakitdas nélkiil is
ellendrizhetik megolddsukat. A GeoGebra derivalds, integrdlds esetében,
Taylor-polinom felirdsakor az ellendrzési fazisban nagyon jol hasznalhato.

A Maple TA bevondsa a folytonos valészinliségi valtozé fogalmanak
kialakitdsdban hasznos volt. A hallgaték elmonddsa szerint: ,,nagy kihivds
volt megoldani a feladatokat, de megérte”.

Tovadbbi kutatdsi lehetoségek:

A Maple TA tovabbi megismerése utan, analizis kérdésbank és feladatlapok
készitése, diszkrét valdszinliségi valtozé esetében is.

A Maple TA rendszer bevezetése a vizsgdztatisban milyen hatdssal van a
hallgatéi teljesitményekre?

Tovéabbi narrativumok keresése az adott tananyagtartalmakhoz, amelyekkel
eldsegithetjiik a fogalmak bevésését.
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6 SUMMARY

During our research we examined whether the introduction of
computer methods makes the acquirement of concepts and application of
Calculus more efficient in the course of teaching-learning.

In the light of this we aimed at surveying students’ deficiencies as
well as finding the optimum point of time in the course of teaching when
introduction of computers can help improving students’ abilities in problem
solving.

Part of the research was to get acquainted with the cognitive
psychological views on the course of mathematical acquisition of knowledge
as well as with the mathematical bases of word nets. During the research we
examined the efficiency of the applied methods with the help of
questionnaires and observation.

The research looked for answers for the following questions:

1. Which are the deficiencies that emerge at the lower levels of
education? Is it possible to close these students up in higher
education?

2. Does the use of computers have a positive effect on learning
Calculus? Can it substitute traditional methods?

3. Does students’ attitude towards mathematics change by involving
computer methods?

4. Can we accustom students to regular work by using computer
methods?

Relating hypotheses were the following:
I. Didactic methods used at lower levels are efficient at higher education
as well.

II. On the basis of cognitive psychological investigation we defined
universal cognitive categories, which, together with Bruner’s
representational levels, were included into a hierarchical system using
Galois-graphs. The category, where computers can be involved in the
process of teaching-learning, appears on the lower levels of the graph.

III. Computer systems develop proficiency on the symbolic level, connect
the material, iconic and symbolic representational levels, thus make the
acquisition of mathematical knowledge more efficient.

IV. Students’ attitude towards mathematics change in a positive direction.

V. The performance of students showing weaker skills in mathematics is
improved by the use of computers, while students with better abilities
may be hindered at some cases.

VI. The different software products are not of the same efficiency in
Calculus and its applications; students prefer different computer algebra
systems in case of different types of problems.
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Question 1 and hypothesis I:

According to several years’ results of the level assessment tests it can be
asserted that solution of inequalities and solution of problems with
parameters show the weakest, 10-12% performance. Students also
underachieve in the areas of curve sketching and the knowledge of properties
of functions, their performance is 30% at these areas. Hungarian
representative measures (Budapest University of Technology and Economics,
BGF) also support the defect at the solution process of inequalities. In case of
problems, where “space”, as a universal cognitive category appears,
students’ performance is also weaker.

In our institute we made a thematic revision of the solution strategies in case
of inequalities in the framework of course “Mathematics Methodology with
Computers”, and dropout decreased to minimal.

The hypothesis can be accepted, the number of successful solutions was
increased significantly by the examination of the sign of formulae, the
monotonicity of sequences with the applied methods.

We cannot report on successful performance in case of students who did not
regularly attend lessons.

When planning lessons we used the threefold division, we concentrated on
the continuous practice of high priority in the first part.

Question 2 and hypotheses Il and I11:

Students also answered the question; computers cannot substitute the
acquisition of theoretical bases. In case of a good problem choice, the
comprehension of learned concepts may be emphasised during the process of
solution by computer, thus acquisition of concepts is more efficient.

In the relation of the defined universal cognitive categories we examined the
process of function analysis, solution of economic problems, analysis of
sequences, and problem solving concerning continuous random variables.
Categories, as objects appeared in the Galois-graphs, as in hierarchical
systems. “Words expressing action” is the category which can refer to the use
of computers in the examinations mentioned above. This category appears at
the lower levels of the graph, thus showing that computers are practical to be
involved in the teaching-learning process at the stage of checking, they
cannot replace, but help acquiring concepts.

Among the applied computer software products, both GeoGebra and Maple
strengthen symbolic thinking; when they were used at the checking stage,
they developed students’ competency in the mathematical symbol system.
Maple also developed algorithmic thinking.
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Question 3 and hypothesis IV:

[ldik6 Perjésiné Hamori examined that introducing Maple in educating
technical engineer students proved to be efficient and students’ attitude show
a positive trend.

In his dissertation ‘“Possible Applications of Informatics Studies in the
Education of Trainee Teachers in the Methodology of Mathematics” Gyorgy
Stéka arrives at the conclusion, that Information Technology, introduction
and application of computer methods influence the process of mathematical
acquisition in a positive direction.

We observed our students at seminars, who told us that they liked working
with the software products, especially with GeoGebra. In the applied
questionnaires they explained, that it helped their studies, in some more
detailed opinion they describe their positive experiences, thus the hypothesis
can be accepted.

Question 4:

To examine the question we used the web-based testing and assessment
system Maple TA. As we had little time to carry out the experiment, we
cannot draw a well-established conclusion concerning the question. It can be
stated that 30% of the students who took part in the experiment, used the
system regularly, 3-4 times a week and they passed the exam “Elements of
Mathematics II” for the first time, and they received one mark better than in
subject “Elements of Mathematics I’, which consists of the bases of Calculus.

Hypothesis V:

We surveyed the hypothesis in connection with integral calculus. It has been
found that students with better abilities achieved a higher performance with
the traditional method than by computers. We experienced this and they also
explained personally that they did not like working with computers, because
they got along traditionally. They were the minority.

Students with weaker abilities were helped by computers, they achieved 10%
better results by the use of them, and this is not only true for integral calculus
problems but for economic problems as well.

Hypothesis VI:

We measured the efficiency of solutions with Excel and GeoGebra at
investigating sequences. Students prefer solutions with Excel unanimously.
In case of curve sketching they prefer GeoGebra. With the new version they
fail getting it in the phase of checking, as their skill in the mathematical
symbol system needs further development in case of differential-, integral
calculus. When writing up Taylor-polynomials, it can be well used in the
phase of checking.
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Maple TA proved to be useful in forming the concept of continuous random
variables. According to the students, “it was a great challenge to solve the
problems, but it was worth it”.

Further research possibilities:

After getting more familiar with Maple TA, a Calculus question bank can be
produced and test papers can be made in case of discrete random variables as
well.

What is the effect of introducing the system mentioned above on students’
performance?

Further narratives can be searched that are connected to the given subjects,
which may help the inculcation of concepts.
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MELLEKLETEK

M1
A, Szdmitogépes matematika modszertan” tantargy Kkeretein beliill 3
mddszert is mutatunk a helyes megoldédshoz:
e Algebrai megoldds — egyenldtlenségen alapul6
Vizsgéljuk, hogy hol pozitiv a kifejezés, masutt negativ vagy 0.

x—5
/2x+3 \

+ -

+ —
0<x—5 x—5<0
0<2x+3 i“ko
y
S5<x X <5

3 X< ——
-=<x

2 3
ha 5<x hax<—§

Osszevetve a feladatban adott értelmezési tartomannyal, kapjuk, hogy -2
és -3/2 kozott pozitiv, -3/2 és 5 kozott negativ, 5 és 7 kozott pozitiv
eldjelli. Nincs eldjele az 5-ben, -3/2-ben nem értelmezziik.

o Fliiggvénytani alapu megoldds

A szamlalo és a nevezd is elsOfoku fiiggvény, &dbrazoljuk kozos
koordinatarendszerben GeoGebraval:
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Szemléltetés utdn az egyes tartomdnyokon leolvasva a fliggvények
elgjelét: 1 tartomdnyon negativ/negativ=pozitiv, Il tartomdnyon
pozitiv/negativ=negativ, Il tartomdnyon pozitiv/pozitiv=pozitiv

e Tdbldazatos modszer

El6szor keressiik meg a szamldlé és nevezd zérushelyét, majd nézziik
meg ezek hany részre osztjdk a megadott intervallumot, ennek alapjin
késziil a tablazat, mivel a zérushelyek ,, kiilonleges helyek”, ezért Oket is
be kell irni a tabl4zatba:

) 3 3 3 5
-2<X<— E X=— E — E <X< X= 5<x<7
szamlal6=x-5 - + 0 +
nevez0=2x+3 - >< - + +
kifejezés + - nincs +

Ezt a fajta megoldast preferaljuk a majdani eldjeltablazat készitése miatt.
Azok a tanuldk is, akik ujra irjdk a szintfelmérdt, inkdbb ezzel a
modszerrel oldjak meg a feladatot.
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M3

Folytonos valdszinliségi valtozé Galois-grafja

{eselekvés kiriilményei}
-
" |surusegliiggveny,
eloszlasfiigevény,
varhato értéle,

szoras,valészindség,

{szimbolikus sik,
targy-fi
cselekvés

alom,
tilményei}
[eloszlasfiigevény,
varhatd értéle,.
szoras,raldszinuség,

{tér,cselakvés kiriilményei}

[suriségfiiggvény,
eloszlasfiigevény,
valdszinuség,

o \
\ {szimbolilus sik,

tér tirgy-fogalom,
eselelovés kiriilményei}

{tulajdonsag,
eselekorés kiriilményei}

[saraségfiigevény,
eloszlasfiiggvény,

warhatd érték,.
szoras,valdszinuség]

eloszlasfiigevény,
valdszinuség,

{szimbolikus sik,
tulajdonsag,

targy-fogalom,

eselekvés kirilményei}

[eloszlasfiigevény,
varhatd érté

szoras,valésziniség]

{ikonikus sik,

tér,cselekovés tilményei}

o

[suraségfiizgvény,

eselekovas kb'jliflnflé vel)
[suraségfiiggvény,
eloszlasfiiggvény]

{ikonikus silk,
tér,tulajdonsag,

{tér,tulajdonsag,
eselekovés kiriilményei}

targy-fogalom,

cselekovés kiriilményei}

cs
[eloszlasfiigevény,
valdsziniség]

{szimbolikus sik,
tér,tulajdonsag,

{tulajdonsig,
cselekvést kifajeza,
eselelovés kiriilményei}

[suraségfiiggvény, [sdraségfiiggvény,
eloszlasfiiggvény, eloszlasfiipevény,
valdszinisé szoras]
| {szimbolikus sik,
{szimbolikus sik,
{tér,tulajdonsag, tér,tulajdonsag,
eselelovést kifajezd,

tulajdonsag,
cselekvést kifajeza,
targy-fogalom,

elekvés k'i'riilmén;i;\\\

[eloszlasfiiggvény,
szoras]

cselekve:
cselekovés

cselakvést kifajeza,
targy-
cselekvés

{szimbolikus sik,
idd,tulajdonsig,
cselekovést kifajeza,

{szimbolikus sik,
idg,targy-fogalom,
eselekovés kiriilményei}

[szoris..]

{materialis sik,
ikonikus sik,
szimbolikus sik,
tér,ida,targy-fogalom,
eselekovés kiriilményei}

8]

[suriségfiiggvény]

ikonikus silz,
szimbolikus sil,

tirgy—fﬂgalum,f
eselelovés kirilményei}

i

tér,ldu,tulqdnlsi;,/
cselakvést kifajeza,

[szdras]
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