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1. Bevezetés

A szamitogéppel segitett geometriai tervezés (Computer-
Aided Geometric Design - CAGD) alapvetd eszkoztérat a gor-
bék és feliiletek adjak, melyek pontos matematikai leirasan
tilmenden a hozzajuk kapcsolodd geometriai problémak meg-
oldasa is a témakor része. A sikbeli tervezés kdzponti elemei
a modellez6 gorbék, példaul a kiilonb6z6 CAD/CG (Compu-
ter Aided Design/Computer Graphics) szoftverekben standard
Bézier-, B-spline vagy NURBS gorbék. A sikbeli objektumok
tervezésén feliil, barmely sikgérbébdl kiillonb6zé egyéb gorbé-
ket is le lehet vezetni: evolvensek csalddjat (lefejtési gorbék),
evolutdt (normélsereg burkoldja), parhuzamos (offszet) gor-
béket, illetve az izooptikus gorbéket, amelyekkel kutatasunk
soran foglalkoztunk.

Az izooptikus gorbe minden pontjaban az adott gérbe érin-
t6egyenesei egy megadott szogben metszik egymaést. Ez a szog
a latészog. Az izooptikus gorbe elnevezést Taylor javasolta
1884-ben [12], habar ennél kordbbi eredményekre utalé hi-
vatkozédsokat taldlhatunk példaul Yates munkédjaban [14], s6t
egyes klasszikus eseteket (példdul a parabola izooptikusa hi-
perbola) mar az 6kori gérog matematikusok is ismertek.



Térbeli izooptikus definidlasa és hasznalata kiemelkedd je-
lentGségli lehet olyan ipari vagy kutatdsi teriileteken, melyek
a lathatosagot érintik. Példaul a kiilonb6z6 modellezd szoftve-
rekben egy adott objektum alakjatol fiiggd feltételeknek eleget
tevé nézépontok, illetve kamerapozicidk meghatarozasara je-
lenleg csak kezdetleges eszkdzok allnak rendelkezésre. Gyakran
el6fordulé probléma ugyanis, hogy egy vizsgalt haromdimenzi-
0s modell valamelyik tengely koriil elforgatva vagy mas szem-
szOghol nézve ,kildg a képernyodrdl”, egyes részei nincsenek
megjelenitve. Ezért egy megfelelé haromdimenziés izooptikus
gorbe vagy feliilet segitségével olyan pontok definidlhatok, me-
lyekbol, mint kamerapozicidkbdl a modell az adott szog alatt
latszik. Ezt a latészoget meghatarozhatjuk oly mdédon, hogy
a feliiletiink barmely szemszogbol nézve elférjen a képernyon,
illetve egy ilyen moédon valasztott izooptikus gorbével kame-
rapalyat hozhatunk létre a feliilet koriil, melyen végighaladva
a feliiletet teljes terjedelmével és a lehet legkozelebbrol szem-
lélhetjiik az adott 1latészog figyelembevételével.

Az ehhez kapcsolédd algoritmust egy specialis helyzetben
1év6 Bézier-feliiletre terveztitk meg. Az eljaras megkeresi azon
izooptikus pontokat, amelyek a kameranak a feliilethez a le-
het6 legkozelebbi helyzetét adjik meg az adott szog figyelem-
bevétele mellett. Ezek a pontok egy zart izooptikus gorbét
képeznek a feliilet koriil. Ezen eredményeket a tézis 2.1. és a
disszertacio 1.2. fejezetében részletezziik, illetve [9]-ben publi-
kaltuk.



Izooptikusok haromdimenzids altalanositasanak egy masik
lehet8ségét irja le Csima és Szirmai [1] a lat6szog térbeli értel-
mezésének segitségével, mely alapjan a szerzdk egy zart, ha-
romdimenzids tartomany izooptikus feliiletét definidljak, to-
vabba egy analitikus szamolasi modszert is leirnak poliéderek
izooptikus feliiletének meghatarozasara. Sajnos a médszer csak
konvex alakzatok esetén miikodik és az izooptikus feliilet kisza-
mitasa akar 10-20 percet is igénybe vehet, mar egyszerti, sza-
balyos poliéderek esetén is. Ezért a kutatasunk célja az volt,
hogy egy olyan 1j, hatékony izooptikus feliiletet keresd elja-
rast irjunk le, amely konkav alakzatokra is miikodik. Emellett
egy Uj megkozelitéssel egy alternativ izooptikus feliiletet is de-
finidltunk. Ezen eredményeket a tézis 2.2.1. és a disszertacid
2.2.1-2 fejezetében részletezzik, illetve [10]-ben publikaltuk.

Habér az altalunk fejlesztett algoritmus képes konkav alak-
zatok izooptikus feliiletét is meghatarozni, bonyolultabb, akar
tobbszaz poligonbdl 4ll6 modell esetén a folyamat még mindig
tobb percet vehet igénybe. Ezért a kovetkezd célunk az volt,
hogy felgyorsitsuk az \j eljarast, hogy ésszerii idén beliil meg-
talaljuk az izooptikus feliiletet Gsszetettebb objektumok esetén
is. A gyorsitast grafikus processzorokra optimalizalt algorit-
mus fejlesztésével értiik el. Ezen eredményeket a tézis 2.2.2.
és a disszertacié 2.2.3. fejezetében részletezziik, illetve [7]-ben
publikaltuk.



A féleg térbeli izooptikusokkal kapcsolatos kutatasok mel-
lett egy, a szamitogéppel segitett tervezésben fontos gorbe, az
ugynevezett log-aesthetic (logaritmikus gorbiileti sugar, esz-
tétikus) gorbével és annak izooptikus gorbéjének kapcsolaté-
val is foglalkoztunk. A kutatdsunk soran meghataroztuk az
irdnyszog szerint paraméterezett gorbék izooptikusanak expli-
cit egyenletét, illetve megvizsgaltuk a log-aesthetic gérbe au-
toizooptikus tulajdonsagat. Ezen eredményeket a tézis 2.3.1.
és a disszertacié 3.2.1. fejezetében részletezzik, illetve [8]-ban
publikaltuk.

A log-aesthetic gorbével torténé modellezés egyik alapve-
t6 modszere a Yoshida és Saito altal felirt interaktiv algorit-
mus [15], mely bizonyos, esetenként szigoru feltételek mellett
megadott geometriai adatokra valés idében interpolal egy log-
aesthetic gorbét. Kutatasunkban tovabbfejlesztettiik az algo-
ritmust, enyhitve a geometriai adatok megadasanak feltétele-
it, illetve egy 1ij eljardssal kiegészitettiik, mely a G Hermite-
interpolacié mellett log-aesthetic gorbék G? folytonos csatla-
koztatasat is lehetové teszi. Ezen eredményeket a tézis 2.3.2.
és a disszertacio 3.2.2. fejezetében részletezziik, illetve [11]-ben
publikaltuk.



2. Az értekezés 11j tudomanyos eredmé-
nyei

2.1. Izooptikus gorbék

Egy specidlis helyzetben 1év6 Bézier-feliiletre definial-
tunk egy térbeli izooptikus gorbét. Az izooptikus gorbe
haromféle szamitasi médjat irtuk le.

Kapcsolédé publikacié: [9]

Az 1. abra mutatja be ezt a specidlis helyzetet. Feltételez-
ziik, hogy a Bézier-feliilet konvex és az Y = 0 egyenlet altal
megadott alapsik felett, de ahhoz a lehet6 legkdzelebb helyez-
kedik el. Tovabba, hogy a koordindta-rendszer origdja a feliilet
alapsikra vetitett merdleges vetiiletére esik.

Egy izooptikus pontra igaz, hogy a hozza tartozé m (mely
parhuzamos az X tengellyel) és ¥ (mely az X tengely kortil a
megadott a szoggel el van forgatva) vektor merdleges a feliilet
egyik normalvektorara. Ezzel a feltétellel tobb poziciét tala-
lunk az Y = 0 egyenlet@i sikon és ezen pontok halmaza egy
izooptikus gorbét alkot a vizsgalt feliilet koriil.

Egy izooptikus pont a Bézier-feliilet azon érintésikja, amely-
nek normélvektora meréleges az m és v vektorra, és az Y =0
egyenletii alapsik metszésvonalan van. Ez az egyenes az X ten-
gellyel parhuzamos, igy X = 0-val megoldva megkapjuk az ori-
g6tol vald tavolsagot, azaz az izooptikus pont Z koordinatajat
(az X és'Y koordinata értéke nulla):



1. &bra. A Bézier-felilet izooptikus pontjainak megtalé-

lasara szolgdlé specidlis helyzet (m = [1 0 O] , U =

[O sin o —cosa]T).

Ny(u,v)Yy — Ny(u,v) Xy
NZ (u’ U)
Tovabbi izooptikus pontokat tobbféleképpen allithatunk eld.

I, = + 7. (2.1)

1. A feliilet kontrollpontjainak forgatasa
Az Y tengely koriili forgatas sordan a kovetkezo feltéte-
leknek kell teljestilnie: (N (u,v),m) = 0és (N (u,v),v) = 0.

Ez felbontva a kovetkezo:
Nz (u,v) =0

sin(a)-Ny(u, v) = cos(a)-N.(u,v). (2.2)
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2. Az m és vV vektorok forgatasa

Ebben az esetben a vektorok koordinatai a kovetkezok
lesznek:

m = (COS(ﬁ),O, sin(f3))
v = (—sin(B): cos(a), sin(a), — cos(f)- cos(a)),
ahol 8 az Y tengely koriili forgatds szoge a [0,27] inter-

vallumon. A keresési feltételeknek tovabbra is teljesiilniiik
kell. Ebbdl a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

(2.3)

Ny (u,v) = tan(B)-N,(u,v)

[S—
—
N
W
SN—

Ny(u,v) = cot(oz)-C

3. Szamolas linearis kombinaciéval

Ha a felillet normalvektora az U(u,v) és V(u,v), az u
és v paraméterek szerinti parcidlis derivaltjanak vektorialis
szorzata, akkor az m, U, U(u,v) és a m, ¥, V (u,v) vektorok
linearisan fiiggék. Azaz, U(u,v) és V(u,v) felirhaté az m
és U vektor linearis kombindciéjabdl. Ebbdl a kovetkezo
egyenletrendszert irhatjuk fel:

sin(a) - U, (u, v) + cos(a) - Uy(u,v) =0

sin(a) - V(u, v) 4+ cos(a) - Vi (u,v) =0 (2:5)



Ha a felirt egyenletrendszereket meg tudjuk oldani wu-ra
és v-re, akkor a megfelel6 normalvektorokat kapjuk, amibol
az izooptikus pontok pontosan kiszamithatoéak. Sajnos a felirt
szamolasokkal az izooptikus gorbe egzakt képletét n = 2 eset-
ben sem tudjuk meghatdrozni, még komputeralgebrai prog-
ramok segitségével sem. Ezért az izooptikus pontok el6allita-
sa csak a felirt egyenletek alapjan implementalt keres6algorit-

c sz

gorbét allithatunk elé a feliilet koriil (2. abra).

2. dbra. Bézier-feliilet izooptikus gorbéje.



2.2. Izooptikus feliiletek

Az izooptikus feliiletet Csima és Szirmai definialta a tér-
sz0g [2] segitségével, a kovetkezOképpen: egy haromdimenzi-
6s zart D tartomany HE izooptikus feliilete azon P pontok
halmaza, melyek esetén a D tartomény P kozépponti egység-
gombre vetitett térszoge o (0 < a < 27) [1].

2.2.1. Izooptikus feliiletek keresése

Hatékony keresbalgoritmusokat fejlesztettiink ki zart
hiaromdimenziés modellek izooptikus feliiletének megha-
tarozasara, mely alkalmazhat6 konvex és konkav alakza-
tok esetén is.

Felirtunk tovabba egy eljarast kamera poziciok keze-
lése izooptikus modellek valés idoben torténd bejarasa-
val és definidltunk egy alternativ izooptikus feliiletet a
sikbeli 14t6sz6g fogalmanak 14j térbeli dltalanositasaval.
Kapcsol6dé publikacié: [10]



Els6 1épésként meghatarozzuk az alakzat Sy(P) sziluett-
jét, majd az Q(P) térszog a P kozépponti egységgombre ve-
titett azon sokszog teriilete lesz, melyet az Sy((P) élhalmaz
lefed. Konvex modellek esetén a szamoldshoz a modell tény-
leges vetitése az egységgdmbre nem sziikséges, mivel a gbmbi
poligon szogeit kdzvetleniil szamolhatjuk a vetitendo lapok se-
gitségével:

= (ﬁ}inﬁ}i,P-‘}iHXﬁ/i)
Q(P) = Zarccos — — —— | —(n—2)7.
p |PV;_1 x PV,||PVip1 x PV
(2.6)

Ezutan az M modell izooptikus feliiletének meghataroza-
sahoz meg kell keresni azokat a hdromdimenziés pontokat, ahol
az Q(P) térszog megegyezik az elére megadott o értékkel. A
kereséshez harom modszert hasznalhatunk: nyers er6é (brute-
force), feliilet-kitoltés, illetve gdmbi keresés.

A gdmbi keresés médszere hasznalhaté a kamera pozicid-
janak kezelésére. A mobdszert tgy képzelhetjiik el, mintha az
adott modell egy iiveggémbbe lenne zarva. Egy pontot megje-
16lve rajta, a kamera az adott poziciéba megy és a modell abbol
az irdnybol lathaté [3]. A bejaré algoritmus soran a kamera f6-
kuszpontja az iiveggdmb kozéppontja, illetve a kamerapoziciék
a gbmbi kereséssel megtaldlt izooptikus pontok. A médszerrel
a megtalalt izooptikus feliilet valds idOben bejarhaté a vizsgalt
modell koril.

10



Konkav modellek esetén egy 4j algoritmust kell hasznalni
az adott modell P pontbdl lathat6 korvonalanak meghataroza-
sdhoz, mert a modell gdmbi képének részei fedhetik egymast.
Ezen Caq(P) kontir meghatirozasa gyakorlatilag gdmbi sok-
szogek Osszegének kiszamitasat jelenti. A feladat elvégzéséhez
a Martinez és tarsai altal fejlesztett algoritmus [6] gombi imp-
lementacigjat készitettiik el. A Cpq(P) meghatarozasa utén az
Q(P) térszog kiszdmoldsa és a pontkeresés a konvex esetnél
targyalthoz hasonléan végezendo.

A keresOalgoritmusok eredménye az adott modell izoopti-
kus feliiletének pontfelhdje, melybdl standard feliilet-rekonst-
rukciés algoritmusok segitségével (példaul [5]) az izooptikus
feliilet poligonhaléként el6allithaté (3. abra).

3. abra. Dragon és Armadillo modell pontfelhébol rekonstrudlt
izooptikus felillete o = % esetén.

Egy haromdimenzids alakzat izooptikus feliiletét a kovet-
kezéképpen is megadhatjuk:

11



1. Definicié. Egy hdromdimenzios zdrt D tartomdny H$ izo-
optikus feliilete azon P pontok halmaza, melyek esetén az egy-
séggombre vetitett D-t alkoté pontok legnagyobb gombi tavolsa-
ga megegyezik a megadott o értékkel.

A Csima és Szirmai altal megadott [1] és az 1Gj értelmezés
alapjan meghatarozott izooptikus feliilet lathat6 a 4. abréan.

4. abra. Stanford Bunny eredeti (bal oldal) és 1j (jobb oldal)
definici6 alapjan meghatdrozott izooptikus feliilete a = 7 eset-
ben.

12



2.2.2. Izooptikus feliiletek keresésének parhuzamosi-
tasa

Parhuzamositottuk a Csima és Szirmai-féle definicio-
val megadott izooptikus feliiletet keresd algoritmusaink
szekvencialis 1épéseit és elkészitettiik a keresdmddszerek
GPU-ra tervezett implementéciéit.

Kapcsolédé publikacié: [7]

A Csima és Szirmai definiciéjdval [1] megadott izooptikus
feliilet meghatarozasakor a térszoget szamité eljaras és a meg-
felel6 haromdimenziés pontok keresésére hasznélt mddszer is
felgyorsithaté parhuzamos feldolgozassal. Ez tobbszintli pa-
rallel feldolgozas, amit az altalunk a parallel 1épéssorozatok
implementalasdhoz hasznalt NVIDIA Compute Unified Device
Architecture-ben (CUDA) dinamikus parhuzamossagnak hiv-
nak [4].

A térszogszamolast a kdvetkezé 1épésekkel végezhetjiik el:

1. Elek vetitése az egységgémbre (parhuzamos).

2. Gombi szogek kiszamitdsa a metszéspontokban (parhu-
Zamos).

3. Kezd6 él megtalalasa (szekvencialis).

4. Térszogek osszegének kiszamoldsa (szekvenciélis).

Tovabba egyszerre tobb P € E? pontot hatdrozhatunk meg
egyidejtileg a nyers er6 (brute-force), illetve gémbi keresés par-
huzamositdsa altal. Az j algoritmus akar 100-szoros sebes-
ségnovekedést érhet el a dinamikus parhuzamositési eljarasok
alkalmazasa révén.

13



2.3. Log-aesthetic gorbék

2.3.1. Log-aesthetic gorbe és izooptikusanak kapcso-
lata

Meghataroztuk az irdnyszog szerint paraméterezett
gorbék, koztiik a log-aesthetic gorbe izooptikus gorbéjé-
nek explicit egyenletét.

Megvizsgaltuk tovabba kiilénb6z6 o alakparaméter-
rel megadott log-aesthetic gorbék autoizooptikus tulaj-
donsagat és bebizonyitottuk, hogy a gorbe izooptikus
gbrbéje nem minden esetben log-aesthetic gorbe.
Kapcsol6dé publikacié: [8]

Béarmely irdnyszog szerint paraméterezett sikgorbe 6 (=
=7 — ) szoggel definidlt izooptikus gorbéje a megfelel§ érin-
t6egyenesek metszésponjaként a kovetkezdképpen felirhato:

I5(0) = P(0)

+ esc(d) (V2 (0) sin(0 + 8) — V2 (6) cos(6 + 9)) [ZTEZ] L (27)

A képlet atalakithat6 a harmonikus sszeadas tétele [13], illet-
ve az arctan2 fiiggvény segitségével:

I5(0) = P(0)+
csc(é)HV‘S(G)H sin (9 + § — arctan2 (Vy‘s(ﬁ), Vf(@))) [Z?ﬁg] .
(2.8)
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Az autoizooptikus tulajdonsig megvizsgalasahoz megha-
taroztuk a log-aesthetic gorbe izooptikusdnak LCG-jét (loga-
ritmic curvature graph), melynek egzakt kiszdmoldsa kompu-
teralgebrai szoftverekkel is csak bizonyos a alakparaméterek
esetén lehetséges, amikor a log-aesthetic gorbe felirhaté tri-
gonometrikus fiiggvények [16], vagy Fresnel-integralok segitsé-
gével. Ez alapjan belattuk, hogy tetszbleges o € R esetén a
log-aesthetic gorbe nem autoizooptikus.

Tovéabba a (2.8) egyenletet megvizsgalva, gy gondoljuk,
hogy a gorbe izooptikusa csak az o = 1 és az o = +00 esetben
log-aesthetic goérbe, mert ezekben az esetekben a 6 és a 175(9), a
P(0) gorbepontbeli érintévektor irdnyszoge egyenesen aranyos,
azaz a

¢ = sin (e 15— arctan2 (V}(6), V2 (9))) (2.9)
érték konstans.

2.3.2. Tovabbfejlesztett modellez6 algoritmus

Tovabbfejlesztettiik a Yoshida és Saito interaktiv mo-
dellezé algoritmusat, enyhitve a geometriai adatok meg-
adasdnak feltételeit, illetve egy 1j eljarassal kiegészitet-
tiik, mely log-aesthetic gérbék G2 folytonos csatlakozta-
tasat is lehetévé teszi.

Kapcsol6dé publikacié: [11]
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A log-aesthetic gorbét kiterjesztettitk a 0, illetve s para-
méterének teljes tartomanyara tgy, hogy a gorbét tiikroztik
ezen paraméterek hatarponjaiban (5. abra).

®_—
&/

_

5. dbra. A 6, illetve s paraméterek korlatjaiban tiikrozott log-
aesthetic gorbék (a > 1 és av < —1 esetben).

A tovébbfejlesztett algoritmus az eredetihez [15] hasonl6an
egy felez6 médszert alkalmaz a A paraméterre és a megadott
geometriai adatokra (A és C' végpont, illetve v} kezd6- és v
végpontbeli érintévektor) egy kiterjesztett log-aesthetic gor-
beszegmenst interpoldl (6. abra). Ezen feliil, egy ujabb felezd
modszer segitéségével meghatirozza a megfelel6 o alakpara-
métert gy, hogy az eldallitott gorbe kezdépontbeli érintovek-
tora és a megadott v4 vektor hossza is megegyezzen. Mivel a
log-aesthetic gorbe tetszéleges P(0) pontja esetén a tangens
vektor hossza megegyezik a gorbiileti sugarral, ezért, ha két
log-aesthetic gorbe csatlakozasi pontjaban a két érintévektor
irdnya és hossza is egyenld, akkor az illeszkedd log-aesthetic
gorbék gorbiilete is megegyezik. Tehat az 1j algoritmus log-
aesthetic gérbék G? folytonos csatlakozasét is lehetévé teszi.
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vA

6. abra. Az 1j algoritmussal interpolalt kiterjesztett log-
aesthetic gorbeszegmens.
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4 Introduction

In the field of computer-aided geometric design, the mod-
eling curves and surfaces are elementary tools. Beyond their
mathematical description, the belonging geometrical problems
are also part of the subject. The central components of the
planar design are the modeling curves, e.g. Bézier, B-spline or
NURBS, that are well-known from various CAD/CG (Computer-
Aided Design/Computer Graphics) software. They can be
used to construct two-dimensional shapes but we can derive
other curves from them: involutes (or evolvent), evolutes (en-
velope of the curve normals), parallel (offset) curves or the
isoptic curves, which was the focus of our research.

The isoptic curve is the locus of those points of the plane
from where the given curve can be seen under a predefined
angle. This angle is the viewing angle. The name of the curve
is given by Taylor in 1884 [12], but there are older references for
the curve in [14]. Moreover, isoptics of several classical curves
have been studied from ancient Greek time (e.g. isoptic of the
parabola is hyperbola).

The extension of the two-dimensional principle to three-
dimensional space could be important for those industrial or
academic fields that are related to vision. In terms of recent
applications, there are only limited tools available to determine
camera positions based on the shape of an examined object.
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It often happens, for example when we are using a modeling
software, that the object we would like to rotate or edit from
another point of view, is partly out of the screen, and thus
some parts are not visible. Therefore, the points of an isoptic
curve or surface can be used as camera positions from where
the model can be seen under a specified angle. This angle can
be chosen in such a way that the model can fit on the screen.
Moreover, an isoptic curve can be used to generate a camera
path, from where the whole model can be seen from various
directions as close as possible with the specified viewing angle.
We have developed such an algorithm for Bézier surfaces in a
special case. The method finds spatial isoptic points that are
the closest positions to the surface, using a predefined viewing
angle. These points form a closed isoptic curve around the
surface. These results are discussed in Section 5.1 of the thesis
and Section 1.2 of the dissertation and also published in [9].
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Another generalization of the two-dimensional notion of
isoptics of curves into the three-dimensional space is given by
Csima and Szirmai [1]. The authors defined the isoptic sur-
face of a three-dimensional closed domain and presented an
algorithm to determine the isoptic surfaces of convex polyhe-
dra. Unfortunately, the method cannot be extended to con-
cave shapes and the computation of the isoptic surface re-
quires around 10-20 minutes, even for simple regular polyhe-
dra. Therefore, we aimed to present a new, efficient searching
algorithm to find points of the isoptic surface of a triangulated
model in E3, which works for convex and concave polyhedral
meshes as well. Moreover, we have presented an alternative
definition of the isoptic surface of a shape. These results are
discussed in Section 5.2.1 of the thesis and Section 2.2.1-2 of
the dissertation and also published in [10].

However, our new algorithm is able to find and render the
isoptic surface in case of concave objects as well, but for a
mesh with a few hundred polygons, the process still takes sev-
eral minutes. Therefore, our aim was to accelerate this algo-
rithm to find the isoptic surface within a reasonable time for
more complex shapes as well. The new, parallel algorithm is
designed to take advantage of the computing capabilities of
the high-performance graphics cards. These results are dis-
cussed in Section 5.2.2 of the thesis and Section 2.2.3 of the
dissertation and also published in [7].
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Besides the spacial isoptic research, we have investigated
the relationship between an important modeling curve, the
log-aesthetic curve (log refers to logarithmic curvature) and
its isoptic. We have determined the explicit equation of the
isoptic curve of the tangential angle parametrized curves and
we have studied the autoisoptic property of the log-aesthetic
curve. These results are discussed in Section 5.3.1 of the thesis
and Section 3.2.1 of the dissertation, and also published in [8].

The algorithm developed by Yoshida és Saito [15] is one of
the essential approaches in log-aesthetic design, which is able
to interpolate a log-aesthetic curve segment in real-time for a
given geometric data, under strict conditions. In our research,
we have improved this algorithm to ease the conditions for pro-
viding the geometric data and extended it with a new method
that makes the approach capable of joining log-aesthetic curve
segments with G continuity besides the G! Hermite interpola-
tion. These results are discussed in Section 5.3.2 of the thesis
and Section 3.2.2 of the dissertation, and also published in
[11].
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5 New scientific results of the thesis

5.1 Isoptic curves

We have developed an algorithm to find spacial isop-
tic curve of Bézier surfaces in a special case. We have
given three different calculations of the isoptic curve.
Published in: [9]

Figure 7 shows the special circumstances. We suppose that
the surface is convex and it is entirely above (but as close as
possible to) the base plane which is given by the equation Y =
0 in the coordinate system. Moreover, we suppose that the
origin of the coordinate system is in the orthogonal projection
of the surface.
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Figure 7: The special case for finding isoptic points of Bézier
T T
surface (M = [1 0 0} , U= [O sina — cos oz] )

For an isoptic point, the following is satisfied: the vector
m (that is parallel to the X-axis) and the vector ¢' (that is
rotated around the X-axis by a given angle ) and a normal
vector of the Bézier surface is orthogonal. With this condition,
we can find several points on the plane Y = 0 that form an
isoptic curve around the surface.

We can write the equation of a plane that touches the
Bézier surface in the point from where the normal vector per-
pendicular to vectors m and . The isoptic point is lying on
the line, in which this plane and the base plane intersect each
other. By solving the equation of this line with X = 0, we
obtain the distance from the origin. This will be the Z coor-
dinate of the isoptic point (the X and Y coordinates are equal

to zero):
Ny(u,v)Yy - Na(u,v)Xo

N.(u, v)




Additional isoptic points can be generated as follows
1.

Rotating the control points of the surface

While we rotate the control points around the Y -axis
the following conditions need to be satisfied: (
0 and (N

i s (N (u,v),m)
(u,v),7) = 0, that is:

NI(U’ U) = 0

sin(a)- Ny (u, v) = cos(a)-Nz(u, v) (5:2)

Rotating vectors m and v

In this case, the coordinates of the vectors will be the
following;:

m = (cos(/3),0, —sin(p))

(—sin(B)- cos(a), sin(), — cos(3)- cos(c)) (5:3)

where [ is the angle of rotation around the Y-axis, in the
9

interval [0,27]. A similar condition of the search has to be
met as above. From these, we obtain the following
Ny (U, /U) = tan(ﬂ)'Nz(ua U)

N, (u,v) = cot(a).cosl(m N.(u,v) (5.4)
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3. Calculation by linear combination

If the normal vector of the surface is the cross product
of the vector U(u,v) and V (u,v), the partial derivatives of
the surface, with respect to the parameters v and v, then
m, U, U(u,v) and m, ¢, V(u,v) are linearly dependent.
Thus U(u,v) and V(u,v) can be obtained by the linear
combination of vectors m and ¢. From this, we obtain the
following equations:

sin(a) - U, (u, v) + cos(a) - Uy(u,v) =0 .
sin(a) - V(u, v) 4+ cos(a) - Vi (u,v) =0 (5:5)

If we can solve these equations for v and v, we obtain an
exact formula to compute the normal vector and we can also
calculate exactly the position of each isoptic point. Unfortu-
nately, the solution cannot be given in closed form in most of
the cases, even for n = 2, using computer algebra systems.
Therefore, we can only generate the isoptic points using nu-
merical methods based on the given formulas and we can pro-
duce a curve around the surface interpolating these points by
a closed B-spline curve. (Figure 8).

5.2 Isoptic surfaces

The isoptic surface is defined by Csima and Szirmai using
the solid angle [2] as follows: the isoptic hypersurface 1% of
a 3-dimensional compact domain D is the locus of points P
where the measure of the projection of D onto the unit sphere
around P is equal to a given fixed solid angle value o (0 <
a < 2m) [1].
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Figure 8: The isoptic curve of the Bézier surface.

5.2.1 Searching isoptic surfaces

We have developed searching algorithms to find isop-
tic surface of three-dimensional models which works for
convex and concave polyhedral shapes as well.

We have developed a method for managing camera
positions by traversing the isoptic surfaces in real-time
and we have presented an alternative definition of the
isoptic surface by generalizing the 2D notion of angle in
a different way.

Published in: [10]
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First, we determine the spatial silhouette Sx((P) of the
given model M, then the solid angle Q(P) is the area of the
spherical polygon on the unit sphere around P that the Sy(P)
covers. In case of convex meshes, the actual projection of
the mesh to the unit sphere is not necessary since the angles
of the spherical polygon can be calculated directly from the
projecting planes:

= (ﬁ}inﬁ}i,P-‘}iHXﬁ/i)
Q(P) = Zarccos — — —— | —(n—2)7.
p |PV;_1 x PV,||PVip1 x PV
(5.6)

To determine the isoptic surface of M with a given value
a, we need to find the appropriate 3-dimensional points, where
the calculated Q(P) is equal to the given value a. To do this
search, the following methods can be used: brute-force, flood-
fill, spherical search.

The spherical search method can be used for managing
camera positions. For better understanding, let us imagine
the given object as being encased in a spherical block of glass.
By tagging a point on this sphere, the camera goes to that
point, and the model is visible from that specified direction
[3]. During the algorithm, the center of the sphere will be
the focus of the camera and the desired camera positions are
the appropriate isoptic points found by the third searching
method, instead of using the spherical points. This way, the
isoptic surface can be traversed in real time around the given
model.
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In case of concave meshes, a corresponding algorithm has
to be used to determine the contour Cyq(P) of the given mesh
M because the projection of a concave model onto the unit
sphere can partially cover itself. It means that one needs
to calculate the union of the spherical polygon to determine
Cam(P). For this, we have developed the spherical implemen-
tation of the polygon union algorithm by Martinez et al. [6].
The computation of the solid angle Q(P) and the search for the
appropriate three-dimensional points are similar to the case of
convex meshes.

The result of the searching algorithm is a point cloud,
from which the isoptic surface can be constructed as a polygon
model using standard mesh reconstruction algorithms (e.g. [5],
Figure 9).

Figure 9: Isoptic surface of the Dragon and Armadillo model

with a = %, constructed from point cloud.

The definition of isoptic surface of a three-dimension model
can also be given as the following;:
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Definition 1. The isoptic hypersurface Hp® in E? of an arbi-
trary 3-dimensional compact domain D is the locus of points P
where the maximum spherical distance of the projected points
of D onto the unit sphere around P is equal to a given fized
value «.

Figure 10 shows the difference between the isoptic surface
based on the new and the definition of Csima és Szirmai [1].

Figure 10: Isoptic surface of the Stanford Bunny model with
the original definition (left) and with the new definition (right),

with o = 7.
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5.2.2 Parallel algorithm to search isoptic surfaces

We have parallelised the sequential steps of our al-
gorithm to find the isoptic surfaces given by the defini-
tion of Csima és Szirmai and we have implemented the
searching algorithms for GPU.

Published in: [7]

In the algorithm to determine the isoptic surface given by
the definition of Csima és Szirmai [1] the calculation of the
solid angle and the used searching method can also be acceler-
ated using parallel processing. In NVIDIA’s Compute Unified
Device Architecture (CUDA), which we used to implement the
new algorithm, these multiple levels of parallelism are called
dynamic parallelism [4].

The solid angle is computed using the following steps:

1. Projecting edges to the unit sphere (parallel).

2. Calculating spherical angles at the intersections (paral-
lel).

3. Finding the first edge (sequential).

4. Calculating the sum of the spherical angles (sequential).

Furthermore, one can determine multiple P € E? points
at the same time, using the parallel version of the brute-force
and the spherical searching method. The new algorithm shows
speedups up to 100 times by the dynamic parallelism.
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5.3 Log-aesthetic curves

5.3.1 Relationship between the log-aesthetic curve
and its isoptic

We have determined the explicit equation of the isop-
tic curve of the tangential angle parametrized curves.
We have studied the autoisoptic property of the log-
aesthetic curve with different shape parameters o and
proved that the isoptic is not log-aesthetic curve in all
the cases.
Published in: [8]

The isoptic curve of all the tangential angle parametrized
curves with a given angle § (= m — ) can be calculated as the
intersection of the appropriate tangent lines:

I5(0) = P(0)

cos

+ esc(d) (17; () sin(6 + 8) — V.2 () cos(6 + 5)) Lin 0] . (5.7)

The equation can be altered using the harmonic addition the-
orem [13] and the arctan2 function:

I5(0) = P(0)+

sin 0

csc(é)HV‘S(G)H sin (9 + 0 — arctan2 (V;(@), Vf(&))) [COS 9] .
(5.8)
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To study the autoisoptic property, we have determined the
LCG (logarithmic curvature graph) of the isoptic curve, which
is possible to compute explicitly using computer algebra soft-
ware only in specific a cases when the log-aesthetic curve can
be represented in terms of trigonometric functions or using
Fresnel integrals. Based on this, we have proven that the log-
aesthetic curve with arbitrary o € R is not autoisoptic.

Moreover, by analyzing Eq. (5.8), we believe that the log-
aesthetic curve coincides with its isoptic only in the cases of
a = 1 and o = +00 because in this instances the tangential
angle # and the tangential angle of the vector ‘7‘5(0) are in a
relation of proportionality. It means that the following

¢ = sin (9 + 0 — arctan2 (Vy‘s(Q), Vx‘s(ﬁ))) (5.9)
is constant.

5.3.2 New modeling algorithm

We have improved the algorithm of Yoshida and Saito
[15] to ease the conditions for providing the geometric
data and extended with a new method that makes the
approach capable of joining log-aesthetic curve segments
with G? continuity.

Published in: [11]
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Figure 11: Mirrored log-aesthetic curves at the bound of the
parameters 6 and s (in case of & > 1 and a < —1).

We have extended the log-aesthetic curve for the entire
domain of the parameters 8 and s by mirroring the curve at
the original bounds (Figure 11).

In the new approach, a similar A bisection method is used
as in [15] to interpolate an extended log-aesthetic curve seg-
ment for the given geometric data (two endpoints A and C, and
the vectors v and v¢ of the first and last points,Figure 12).
Moreover, we use another bisection method to determine the
appropriate value of the shape parameter « such that the first
vector of the generated curve matches also the length of ;.

For an arbitrary curve point P(6), the length of the tangent
vector equals the radius of curvature. This means that two log-
aesthetic curves with equal tangent lengths share the same
radius of curvature at the coincident point. This makes the
method capable of joining log-aesthetic curve segments with
G? continuity.
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Figure 12: The interpolated extended log-aesthetic curve seg-
ment using the new algorithm.
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