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0
	�
� G 
	� ������� �� F 
	� �
��� �
���

 �� 
	���	
�
�
 1� ,
���(�

FG��
� �� ����
�

∑
g∈G αgg ���
% !������� ����
	

 ��������� ���� ���
 ��	
�

��
 αg ∈ F 
	�������� �
� � ���� #������ FG �

������ �� F �
�� !
�
���
��
���

 G � ������ �� � G ������� ��������$�
�
�
 ��" 
�� 
	� �������� ��
FG ��������� 1����
� �
�������� ��	� FG ��	
��� �� F �
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�
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�
����������	
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�
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�
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�� �� F 
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�"$ 
�
�
�� ��������� ����������	
����� �
������
�

*��� �
	
������
 
	� ���������� ��
�� +�	������ �� 2�������� �����
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� �������� ����	
� �

� ��������	
���
� �
���
����� U(FG) ��	���� ��������� �	���� �� �

V (FG) =
{ ∑

g∈G

αgg ∈ U(FG)
∣∣∣ ∑

g∈G

αg = 1
}

������	���� ����
	�� ������������ ��	��� ����������	 
��
���
����	��� �����
����� ������� ��
� U(FG) = V (FG)×U(F)� ���	 U(F) �� F ���� �
���
����
������� �
� � ��	��� �
���
������� ����

	��� ��	���� ����� V (FG) �����	��
	�
�
���
��������
� ����

	�� ��������� ������
�� ���� �� �
���
�������� 	� !�
�� �	��	�� 
�������" ��		�

�	 ��
��	
	��� ��������� �� # $� %&'� # $� %&&'
���������� ��	����� # $� %��' �(��������

� G ������� )������� ������������
� Φ(G)� � �������
� ��$�
 ζ(G) ��	(	��
* 	 ������� ��
� � )������� ����������� ��
�� G p���������� ������ �
�������
� G′Gp �������������	� ���	 Gp = 〈 gp | g ∈ G 〉� �� G′ � G �������
������
��� ��������������

�� �� ������	
��

�� ��������� ���
�� � ��������	
���� ��	���	������ +	��
�� � �
���
���
����	�
����
��� �� �� �
���
������� �
��� ��	��$���

����� � ����

	����

,�
��� G ��
�� p�������� �� Fp � p �	��- ����� !���� ��

A(FpG) =
{ ∑

g∈G

αgg ∈ FpG
∣∣∣ ∑

g∈G

αg = 0
}

���$�����
	�� �$�
	 ��	������� �� � V (FpG) �����	��
	� �
���
������� �
��
������ 1+A(FpG)���	� .��
� �� FpG ��������	
����

∑
g∈G αgg �	��� ����� ��

���� ����� �������� � �����	��
	� �
���
����������� ��
∑

g∈G αg = 1� !�����

� V (FpG) �����	��
	� �
���
������� ���$�� p|G|−1�
/���	 � ��
�� �
�����- ��������� 	���
�� ��
� � ��
�� p���������� �������

���� ����	� � ��������	��	��� ����

	���� �(��������
��� �
� ����
	���
 �
	�
� ��
�� p���������� ��������	
���� �
���
��������
��� ����	�
����
���

� $�������
�� �	�" �������� � V (F2G) �����	��
	� �
���
������� ������
�0�
�
� ����

	���� �� G �
� 2n����$- ��1��
	�� ����
	�0 �������� ���� �
G ������� ��	�������� ����
	�� n − 1� ������� ��
� � ��1��
	�� ����
	�0
2���������� � C = 〈 a | a2n

= 1 〉 ���	���� ������� �(������" �"�������2

Q2n+1 = 〈 a, b1 | a2n

= 1, b2
1 = a2n−1

, (a, b1) = a−2〉 �� n ≥ 2;

D2n+1 = 〈 a, b2 | a2n

= 1, b2
2 = 1, (a, b2) = a−2〉 �� n ≥ 2;

SD2n+1 = 〈 a, b3 | a2n

= 1, b2
3 = 1, (a, b3) = a−2+2n−1〉 �� n ≥ 3.



� �������� ����	
� �

���������	
� �
�� �� FpG ��
�
��������� x �→ xσ ��
�������� ����������

�	
 ������	
� ��

(x + y)σ = xσ + yσ, (xy)σ = yσxσ, �� (xσ)σ = x.

��� ��
�� σ ���
������� �

Vσ(FpC) =
{

x ∈ V (FpC)
∣∣ x−1 = xσ

}
������ � �
��������� ��������
�
�� ������
�
���� ����� ������ σ�����
� �
���

��������	
 �����	�
 

!� F2C ������� 
��
��
"� ���
������� � C ��
�
�� ai �→ a−i �"�
�
��

#��"����
 x �→ x∗ �������� 
������������ �� F2C ��
�
����������� !� F2C
��
�
�����������
 ��� ��� ����
 x �→ x� ���
�������� ����� � C ��
�
��

ai �→ a(2n−1−1)i �"�
�
�#��"����
 �������� 
������������ �� F2C ��
�
�����

������� 

! ���
��
 $��������� � V (F2G) �
��������� ��������
�
�� ���
�����%

��������
 ���"
������� �����
��"
 ��� ��&������ 
������� 2���
�
��

 ����

��� ����"����"
� �
�� ��
�
� '����$	���� ��� � V (F2G) ��
�
�� ���
��

����% ������ �� � V (F2C) ��
�
�� "����� ������
�
����� 
'�'��� �� G ��&��

����� 
������� 2���
�
�� ! $������ $(��������
 ���
��������
� ��	
���	�


��� � V�(F2C) ��
�
�� ��������� �� � 
'���
��( $���
�������)

������ � V�(F2C) ����
� �
��������� ������ 2
|C|
2 
�

V�(F2C) = W�(C) × 〈 1 + Ĉ〉,
	��� Ĉ 	 C ������� ��������
 	� �������� W�(C) ����� 	 ϕ(x) = x�x−1(
x ∈ V (F2C)

)
������������ 

���

! 
��
��
"� ���
����� ����� ��������
�
�� "����� ������
�
�� �� � $���

��#����� � ���
����� "����� ������
�
������
 ������ 
'�'�� $������ � 
'���
��(

'����$	����)

�����	�
���
� ������ C ��
��
�� �������� �

��

∣∣V�(F2C)
∣∣ =

|V∗(F2C)|
2

.

!� ��(�( ���������
 $��������������� �����
�����"
 � $������ $(�������)

������ ������� ΘG(2) 	 � �������! �����
 �� � � 	 V (F2G) ����	��� ��

����
��������"	�� #

��

ΘD2n+1 (2) = 22n+n−1 + 22n

;

ΘSD2n+1 (2) = 22n+n−1;

ΘQ2n+1 (2) = 22n+n−1 − 22n

.
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� �

����������� 	� 	 
������ 	��
� ����	� ������� ������
� �� 	��
��� 	 ����
�	
���
� ������������� �������	 ����
������	
 ����� �
! "	��� 	 V (FpG)
������� �������
���� �	������	�� ��� 	 G ���������# ����	� $%& ��	��
�	�
���� ����� G '��
 p���������
 ������ 	 V (FpG) ������� �������
���� ����
�	������	 	 G ��������� �������	 �������! ' ������
 
(���
�������
��� 	����
�	
 	�)��
 	 ����	
���
� ������������� �������	 ����
������	
 ����
���	
�	*���
�� �����
�+ 2���������
�	,

����������	
� ������ G �� H ��	
���
� 
������� 2���
�
��� ���
� V (F2G)

�
�
�� � V (F2H) �
����
���� ��������
�
����� ���
� �� ���� ���
�� �� G ��

� H 
�
�
�����

-��������� 
� ���� �� 	 
(���
������ �	����
� $.& �����������
 	�
�
�	
����/���	!

-���
 �������� ����
��	 	 ����� p���������
 �
��
������ 	 p��	������
���0
�+�	 
�/���	! '� ���
��
 �����	�) ���������
 ��
 ����
 ������/�����
�����
 
������� 	 ����� p���������
 �
��
������! ' �������	
����	 V (FpG)
����	
���
� ����������������	 �
��� ������
	��
 ��� ��������
 
�!

' �	��	��
 ���������� 	 ����	
���
� ������������� p��	��������0
�+���
���	
 �0
	�������	�� ������
�0
� �	 	 V (FpG) ������� ��
�������	 �����
�	
p! �	����
� $1&� 2�	
�� �� -	�� $.%� �.& ��������/�����
� ���� 	 V (FpG)
��
�������	 �����
�	 	

�� �� ��	
 	

�� p� �	 	 G′ 
���0����� �����������
������ p!

����
� ������ G 
���� p���
�
��� ������� � �
������
� ������
�
���� p
����������  V (FpG)p ��
�
�� ������
�
���� � ζ

(
V (FpG)

)
�����������

3�
(
�� Cg1 , Cg2 , . . . , Cgt 	 G ������� (����� 
 
(��(��� 
��	
��� 
���
���


���0��
� �����
���� �� 
����� Ĉgi
	 Cgi


���0��
� �����
� �
������
 	� (������!

����
� ������ G !���� ���  "�� p���
�
�� �
��
��� p������ #����
�
 �����

��
�
������ �� N =
t∏

i=1

〈1 + Ĉgi
〉� ���
� � V (FpG)p �������
� ������
�
�� �

V
(
FpG

p
)
�� �� N ��
�
��
� �
���� ��
������

3������ $.4& ��

���� �	
�
�	�) 	 
(���
��� ����
�� 
�����, 5�	��� ����
Gp = V (FpG)p ∩G# '� �
��� ���������
 
(���
�������
��� ��������/��0
,

����������	
� ������ p > 2 �� $ p���
�
��� p������ #����
�
 ������
�
���
���� ���
�

Gp = V (FpG)p ∩ G.



� �������� ����	
� �

������� ���	
� �� 
����� ��� �����	� ������ � G ����� p�
�����������
������ �������� ����
�������� 
����� �! "� �� � ��������	�� ������
������
��� ��#�	�	�� ��������$ �%%��� ���%�������� ��&��'�� ������ � �(������' ���
��� )�������	�	�*

������ ������ G �� H p���	
	�� (p > 2) �
��
��� �����
�
 ������	
	������

���	� V (FpG) 
�	�	�� V (FpH) ���	� �� ���� ���	�� �� G �� � H 
�	�	�����

+� ��������� �����%�� ,�������)�� � 
����������)�� � ����������� -���	�

�$� )	���	� �����	�� � p ��������������	�# F ������ ,������ ������ 1965�)��
� ���
& �������� )�!

.����� A ��� ����� %������$� ����)�� �� F ���� ,������ ������� rad(A) �
/�
�)��� ��%��	���� �� B �� ����)�� F ���� ,������ )	����! 0���1� ,��� &��� �
B )	��� � �(������' � ���%���	���� ���%�������*

2! &� u, v ∈ B� ����� ���� u · v = 0 ���� u · v ∈ B�

3! B ∩ rad(A) � rad(A) ��%��	� ��� F�)	����!

+� ����� B )	���� �� A ����)�� ����

�
����� ������
�� F����
����� ������1�!
+ � ����������� -���	
�$� )	��� ������'����� �� ������ 4�)����� 5������ ��

6������� �7� ���������	
�$�������� �����	����� �%�	� ���! ��)����������	��
&��� &� ��� ����)������ �	�� F ���� ,����� �� A ����)�	��� 
��� ����� ���
,��)���&������� ���������	
�$�� ���� ����� A���� ��� � ����������� -���	
�$�
F�)	����! + ���)���	�� &��� �� FG 
����������)�	��� ����� ������� � �����
������� -���	
�$� )	����� �� ������ 4�)����� 5������ �� 6������� �������� ,��
�7� 
���1�)��!

8����������)�	� �����)�� 9����� �:;� )�)������������ &��� �� FG 
���
��������)�� ����� ���������	
�$ ��� �# ����� �� 
��� ������ &� �� F ����
��������������	�� p� �� G 6���� p�
��������� 
����� ���!

.��%��
� �� <�
&��� �:�� 1978�)�� ���� ����	�� &��� � �������)) /�����

������ 
����������)�	�� 2 ��������������	�# ���� ,����� ��� ��������� � �����
������� -���	
�$� F�)	����! 1987�)�� =������� �>;� �����1�� ���%	� �%��� �����
��� ���� ����� FG 
����������)�	��� ������� ��� � ����������� -���	
�$�
F�)	����!

+ � ����������� -���	
�$� )	��� ������������ � ��� ��	����	�� �$%� %���
�������)�� ���	�&��$ ���! + �2?� �� �27� 
�����)�� ����%�� �� (����� ����
���
��� � 
��������� ����� 
����������)�	�� ��������� � ����������� -���	
�$� )	�
����� ���	))	 �� (����� ����� pm����%@ 
��������� ����� ��������� pm−2�
���%@ 
����� � ����
��������� �� � 
����������)�	�� ��������� � �����������
-���	
�$� )	����! ��)����������� ���	))	� &��� � &���	��������� ���� ������
, � 
�������� 
����������)�	� ��� ������������ ����� )	����!
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�
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��

����� p5���� ��
��� ����� p��
�
������ ����� �
�
���������	�	��� ��� ����
��
����� � !���	���
 F��	��
�� �
 �������� � �	��
� �
"

������ ������ G ��� ��� ���� p	
��
���� ������� � ������ ������ ����

������� ���� p4� �� F ��� p ����������������� ����� �� FG 
��
�������������

����� �� 
��� ����� ��� �����
������� �����
� � F	������� !� G ��������� �

�"������� 
��
����� ���������#

1� 8	�� ���� 16	�� ����$ Dn ������
��
����

2� Q8 ����
������$ �������� 
��
��� ���� Q8 �� � C2 ���������$ 
�������


��
��� ������ �������� �� F ��������� 
������� !������� ��������"�"��

3� D8 ����
������$ ������
��
��� �� � C2 ���������$ 
������� 
��
��� ��	

���� ��������� ���� D8 �� � C4 ����������$ 
������� 
��
��� 
��������

���������

4�

H16 = 〈 a, c | a4 = b2 = c2 = 1, (a, b) = 1, (a, c) = b,

(b, c) = 1 〉.

����� � �������������� ���� FG����� ���� G �����
 �� �� ��#�# �����
������������ !���	���
 �	��
 �
�� ����� �������� �� p = 2$

%����
 �� �	
� ����� �� �

��
 25������ �
�
����� �
�
���������	����� ����
���� ������������ �����
����� � !���	���
 �	��
�$ & ���
�	������ �����
��	��
��� � '&( )*+, ���
���� �������� ����
���� �
 � -&'./& )0+, �
�����	�$
& �������� � �
�
����� ���
����	
	��� 
����
�# ����1�� ����������� � '&(
�
�
��������
 �� 
��
�	�	���$

������ ������ G ��� 25	����$ ��� ���� 2	
��
���� �� F ��� 2 �������������	

���� ����� %���� �� FG 
��
������������� ����� �� 
��� ����� ��� �����
��	

����� �����
� � F	������� !� G � �"������� 
��
����� �����������#

&� G25 = D8×C4� G46 = D8×C2×C2� G39 = D16×C2 ���� G18 = D32'

(� G26 = Q8 × C4� ���� G47 = Q8 × C2 × C2 �� F ��������� 
�������

!������� ��������"�"�'

)� G22 = H16 × C2� �!�� H16 �� ����� �������� ��������'

*� G48 = (D8 � C4) × C2� �!�� � 
�������� �������� ���"�'

+�



� �������� ����	
� �

G2 =〈 a, b | a4 = b4 = c2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = 1, (b, c) = 1 〉;
G5 =〈 a, b | a8 = b2 = c2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = (b, c) = 1 〉;
G7 =〈 a, b, c | a8 = b2 = c2 = 1, (a, c) = a4,

(a, b) = a4c, (b, c) = 1 〉;
G8 =〈 a, b, c | a8 = c2 = 1, b2 = a4, (a, c) = a4,

(a, b) = a4c, (b, c) = 1 〉;
G9 =〈 a, b, c | a2 = b8 = c2 = 1, (b, c) = ab6, (a, c) = (a, b) = 1 〉;

G10 =〈 a, b, c | a8 = b4 = c2 = 1, a4 = b2, (a, b) = a6c,

(a, c) = (b, c) = 1 〉;
G11 =〈 a, b, c | a4 = b4 = c2 = 1, (b, c) = ab2, (a, c) = (a, b) = 1 〉;
G49 =〈 a, b, c, d | a4 = 1, b2 = c2 = d2 = a2, (a, b) = a2, (c, d) = a2,

(a, c) = (a, d) = (b, c) = (b, d) = 1 〉.
��������	 
�
����
������� 2������������ � ��������� ����	��

������ ������ F 2 ��������	
��	��
� ��
��

�� ��

G = 〈 a, b | a2n

= b2 =c2 = d2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = d,

(a, d) = (b, c) = (b, d) = (c, d) = 1 〉,
���� n > 1� ����� �� FG �
��������������� �	��
 ����	��	����� ������	�


F����	
��

 � ��

G = 〈 a, b | a2n

= b2m

= c2 = 1, (a, b) = c,

(a, c) = 1, (b, c) = 1 〉,
���� n,m ≥ 2� ����� �� FG �
��������������� ��� ����	��	����� ������

�	�
 F����	
��
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���	 ����� ���� ��������
��� ����� �� 
���� 	

���	� ��	���� 	� ��� ��
����
 �� ��� ��� �� ���

�	�� �������� �	��
� ���� ��� ����
�� �� ���������� ������  	
���� ��������
!�
�	� 	�� "�����
�� ��� ���� ����	����	
 ��	�	�����#	���� ��������
���� ������ �����
 ��� $%&�� 	�� ����� ���� ������� ��
�� �� ����	��� �	��
����
����� ���	� ��� �	'�� ���������� �� ����	��� ���
���� ������� ��� �����
�� ���
 ���������	
 ���������� �� ��� 
���� 	

���	�� ��� �(	���	���� �� 
�����
�� ����� �� 
���� 	

���	� 	�� ����� 	�����	��� )�� 	

���	��

�� �
��
�
��� ��� �����
���

)�� G �� 	 
����� 	�� F 	 ��
� ���� ����� 1� *����� �� FG ��� 	

 ����	

����

∑
g∈G αgg� ����� ��
� ����� ���+����� αg ∈ F �� ��� #���� ,������
��

FG �� 	 ������ ��	�� ���� F ���� �	��� G� ��� ��
���
��	���� �� ��� 
���� G
������� 	 ��
���
��	���� �� FG� ���� FG �� 	� 	

���	 ���� ��� ��
� F �����
�� �	

�� ����� �������� �� ��� �����	
 �	�� ���� F �� 	 ��
� �� ��	�	���������
p 	�� G ����	��� 	� �
����� �� ����� p� FG �� �	

�� 	�
���� ����� ��������
��� 
�� �� ������� 	 ����
�� ���
��	���
 ���� !�
�	� 	�� ���	

� 	��

����� �(����� 	 
��	� ��-����� �� ��� ����� �� ��� ��������� �� 
���� 	

���	�
	�� ����� 
����� �� ������

�� 
�� ����� �������� FG ��
 FH ��� ���	������ �� �������� ���� 
��

���
 F 
��� ���
 �� 
�� ����
��� ��
���� 
�� ������ G ��
 H� ��
 ��
��

���
 ���
�
���� ��� � ��
 � ���	�������

*��.��� /0&1 
	�� 	 �������� 	����� �� ���� ����������� ����
�� ��� �����
	��
�	� p�
������ �������� 	������ �	�� �������
	��� ���� 2������� ����
���	��
�	� 
����� ����� �	� ��� ���� ��
��� �� �	�� 3	
���.� /�1 ��
��� ���
����
�� 	���� ��� 
���� 	

���	� �� 2�
����� �� �	(��	
 �
	�� ���� ��� ��
�
�� �
������ ���� 4�������	
 ����
�� �	� �� ����� �� ��� ������ 	����
� ��
�	��
��
 /501�
��� ��� �� ����� U(FG) �� ��� 
���� 	

���	 FG ����� 	 
���� 	�� ���

������
V (FG) =

{ ∑
g∈G

αgg ∈ U(FG)
∣∣∣ ∑

g∈G

αg = 1
}



� �������� ����	
� �

�� � ������ �	
���	�
 ����� �� ������ ���������	 
���� �
 ������ �� �� ����
����� ���� ���� U(FG) �� ���������� �� ��� ������ ����	�� V (FG) × U(F)

����� U(F) �� ��� ���	� �� 	���� �� ��� ���� F� �� ��� ����������� �� ���
���	� �� 	���� U(FG) �� �� ���	�� �� ������� ��� ���������� ���	� �� 	����
V (FG) ������� �� ��� ����������� �� ��� �	�� ���	� �� 	���� U(FG)� � ����
�	���� �� ���� ������ ��� 
� ��	�� �� ��������� ��� �����  !" ��� �����
 !!"
  ##"�

$�� 	� ������� ���� ������� ������� ����� ���� 
� 	���� ��� %�������
�	
���	� ��� ��� ������ �� G ���� 
� ������� 
� Φ(G) ��� ζ(G)
 ������&
������� �� �� ���� ����� ���� ��� ����� p&���	�� G ��� %������� �	
���	� Φ(G)
��������� ���� G′Gp
 ����� Gp = 〈 gp | g ∈ G 〉 ��� G′ �� ��� ����	�����
�	
���	� �� G� $�� γ1(G) = G ���

γi+1(G) =
(
γi(G), G

)
.

��� ������ �� �	
���	�� �� G ���� ��� ��������

γ1(G) ⊇ γ2(G) ⊇ · · · ⊇ γi(G) ⊇ · · ·

�� ������ ����� ������� ������� '��������
 γ2(G) ��������� ���� ��� ����	�����
�	
���	� G′�

��� �������

��� �	
(��� �� ��� ������ �� ��� ����������� �� ������� �	������������ 
����
��� ���	�� �� 	���� �� ���	� ����
����

$�� G 
� � ����� p&���	� ��� Fp ��� ���� �� p ��������� ���� ��� �	�&
�������� �����

A(FpG) =
{ ∑

g∈G

αgg ∈ FpG
∣∣∣ ∑

g∈G

αg = 0
}

�� ���������
 ��� ��� ���������� ���	� �� 	���� V (FpG) ��������� ����
1 + A(FpG)� ���������
 ��� �������

∑
g∈G αgg �� ���	� ����
�� FpG �� ��

������� �� ��� ���������� ���	� �� 	���� �� ��� ���� ��
∑

g∈G αg = 1� ����

�� ��� ��� ����� �� ��� ���������� ���	� �� 	���� V (FpG) �� p|G|−1�
����� ��� ������ ���	�� ��� 
��� ������
��
 ��� ���	��	�� �� ����� p&

���	�� 
����� ��� ���	� �� ��	���� �� ���	� ������
 ��� ��	�� �� ���	�� ��
	���� �� ���	� ����
��� �� ����� p&���	�� ��� 
����� ��������

�� ��� ���� ���� �� ���� ������ �� ����������� ��� ���	��	�� �� V (F2G)

����� G �� � ���	� �� ������� ����� �� ����� 2n
 ���� ��
 ��� ���������� �����



� �������� ����	
� ��

�� n−1� �� �� ��		 
���� �
�� �
� 2������� �� ������	 �	��� ��� �
� ��		�����
���������� �� C = 〈 a | a2n

= 1 〉�

Q2n+1 = 〈 a, b1 | a2n

= 1, b2
1 = a2n−1

, (a, b1) = a−2〉 ���
 n ≥ 2;

D2n+1 = 〈 a, b2 | a2n

= 1, b2
2 = 1, (a, b2) = a−2〉 ���
 n ≥ 2;

SD2n+1 = 〈 a, b3 | a2n

= 1, b2
3 = 1, (a, b3) = a−2+2n−1〉 ���
 n ≥ 3.

��� �� ������� �
�� �
� ������� x �→ xσ �� �
� ����� �	����� FpG �� ��		��
����������� ��

(x + y)σ = xσ + yσ, (xy)σ = yσxσ, ��� (xσ)σ = x.

�
� ���

Vσ(FpG) =
{

x ∈ V (FpG)
∣∣ x−1 = xσ

}
�� � �������� �� �
� ����� V (FpG)� �
��
 �� ��		�� σ������	
 ���
	����

�
� 	����� ��������� x �→ x∗ �� �
� ��������
��� ai �→ a−i �� �
� �����

C �� �
� ����� �	����� F2C �� �
� ��������� ���������� �� F2C� �
��� �� ��
��
�� ����	����� �� F2C �
��
 �� �
� 	����� ��������� �� �
� ��������
���
ai �→ a(2n−1−1)i �� �
� ����� C �� �
� �	����� F2C�
�� �
� ������ �
����� �
� ��������� �� �	������ �� ����� ��� �� �
� �����	�

���� ����� �� ����� V (F2G) �� ����������� �
��� G �� � 2������ �� ������	
�	����  � �
�� �
�� �
��� �� � ������ �����	����� ������� �	������ �� �����

��� �� �
� �����	���� ����� �� ����� V (F2G)� �
��� G �� � 2������ �� �����
��	 �	��� ��� �
� ������! ��������� �� V (F2C)� �� ����� �
� ���� �
�����
�� �
� �
����� �� ���� �
� ����� �� �
� ����� V�(F2C) ��� �
� ��		�����
��������������

�������� ��� �	��	 �� ��� �������	
 ���
	��� V�(F2C) �� 2
|C|
2 ���

V�(F2C) = W�(C) × 〈 1 + Ĉ〉,

���	� Ĉ �� ��� ��� �� ��� �������� �� ��� 
	��� C ��� W�(C) = ϕ
(
V (F2C)

)
��� ��� ������	����� ϕ : V (F2C) → V (F2C) �� ������ �
 ϕ(x) = x�x−1�

�
� ��		����� ��	����� ��� �� �����	��
�� ������� �
� ����� �� �
� ������!

�������� ���������� �! �
� ��������	 ����	����� ��� �
� ����� �� �
� ��
������! ���������

������	�
� ��� C �� � �
���� 
	���� ����

|V�(F2C)| =
|V∗(F2C)|

2
.
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��� �� 	
��� ��� ���� ����
�� �� ��� ���	��
�

�������� ������ �� ΘG(2) ��� ��	��
 �� ��� ���	���
 �� �
��
 ��� �� ���

��
	������ �
��� �� ����
 V (F2G)� ����

ΘD2n+1 (2) = 22n+n−1 + 22n

;

ΘSD2n+1 (2) = 22n+n−1;

ΘQ2n+1 (2) = 22n+n−1 − 22n

.
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���� ������� ����� �� ������ ��� ����
��
	���� 	
����� �� ��� ��
������� �
�
	 �� 
����� ��� 	
����� ���

�
������
 ��� ��
������� �
�
	 �� 
���� V (FpG) 
���
��� ����
����� ��� �
�
	
G� �� 1967 ��
��� � ! 	
���� ���� ��� ��
������� �
�
	 �� 
���� V (FpG)

���
��� ����
����� �
�
	 G ��
 "���� ������� p��
�
	 G� #� � ������
����
�� ��� ���� ����
�� ���� ��� ��
���$� �
������ �� �

� ��
 2��
�
	� ��
��%���� ������

������	�
� ��� F2 �� ��� ���� �� ��� ���	���
� ��� ��� G ��� H �� �����

2��
���
 �� 	���	�� ���

� ���� V (F2G) �
 �
�	�
���� �� V (F2H) �� ���

���� �� G ��� H �
� �
�	�
�����

&�� 
� ������� ���� ���� ��
����
� �� � ����
��������� �� ������'�$� 
��
�� �(!�
#� ����
 ��	���� 	
����� �� ��� ����
� �� "���� p��
�
	� �� ��� ����
�	����

�� ��� p �� 	���
 ��

��

�� ��� 
��
��� �������� �

��� ����� ���
�
��� ����
�� 	������� �� 	
��� ���� ����
��� �� ��� ����
� �� "���� p��
�
	�� �����
���
�
��� ���� ��� ���� �%������ �� ��
������� �
�
	 �� 
���� V (FpG) ��
�
�
	 �����
��

�� ��� ���
� ������� �� �%����� ��� 	
�	�
���� �� ��� p th 	���
 ��

��
�

� �� ��� ��
������� �
�
	 �� 
���� �� ��� ���	������ ����� �� V (FpG) ��
p� ������'� �)!* +����� ,� -��� �( * .(! 	
���� ���� ��� ���	������ ����� ��
V (FpG) �� p �� ��� ���� �� ��� ����
����
 �
��
�
	 �� G �� �� �
��
 p�

�������� ��� G �� � p��
��� ���� ��		�����
 
���
��� �� �
��
 p > 2�
���� ��� �
��� V (FpG)p �
 � 
���
��� �� ��� �����
 ζ

(
V (FpG)

)
�

&�� Cg1 , Cg2 , . . . , Cgt �� ��� ��� ���/
���� ������� �� G* ����� �������� ��

�� ����� ��� ��������* ��� Ĉgi
�� ��� �
� �� ��� �������� �� Cgi

�

�������� ��� G �� � ����� ���������� p��
��� ���� ������ �
������ 
���
���

�� �
��
 p ��� N =
t∏

i=1

〈1 + Ĉgi
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Gp = V (FpG)p ∩ G?

 �	
� ��� ���!	�
� ���
��� �� ���!� ����"

���������� ��� G �� � p����	
 ���
 �������� �	����	
 �� ����� p ��� p > 2�
�
��

Gp = V (FpG)p ∩ G.
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��	��	
� ��� G ��� H �� ����� ���������� p����	
� ���
 ������ ��������

�	����	
 ��� p > 2� �
�� V (FpG) �� ������

�� �� V (FpH) �� ��� ���� ��

G ��� H ��� ������
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��� ������� �� ��	� ����	� �� 	
!���	���� ��� �.	���
�� �� *������
�
��	��	���	!� F+���	� �� ��� ������� FG �!�� � *��� �� ���������	��	� p� �

1960� %
�	��� 	
����
��� ��� ��
���� �� ��� *������ �
��	��	���	!� ���	� ��
��������� /�� A �� � *
	��+�	��
�	�
�� ������� �!�� � *��� F �	�� ��� ��+
�����
 ���	��� rad (A) �
� F+���	� B� 0��
�� ���� B$ �
 F+���	�$ ��� ���
������	
� �������	��"

�� 	� u, v ∈ B ���
 �	���� u · v = 0 �� u · v ∈ B1

�� B ∩ rad (A) 	� �
 F+���	� ��� rad (A)�

���
 B 	� ������ � ������� �	���
�������� F������ �� ��� ������� A�
��� �	�
	*��
�� �� ��� *������ �
��	��	���	!� ���	� ��� �������� �	�� *
	���,

��
, 	
������������ �������
���	�
� ��� ���
 �	!�
 �, ��� �������� ��
#�
�	���$ 2���	��$ 3�	���$ �
� 4������
 �5�� ���, ������ ���� 	� ����� ���
�
�, *
	���, ��
, 	�������	�� ������� �� 	
������������ A+���
��� �!��
�
 �������	����, ������ *��� F$ ���
 A ��� � *������ �
��	��	���	!� F+���	��
���� ������� ���
 ��� ���
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 �5��
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 � ��$�� �� ��$� ��� ��������� ������� �� ���
� % &�� G 
� 	 �����
���	�"���� p������ 	� F 	 ��� �� ��	�	��������� p� !��� ��� ����� 	���
�	
FG ��������� 	 ������ ���������	��
� F�
	��� �� 	� ���" �� p = 2 	� ������ G
�� 	  ��� �	� 2������ �� G �� ��� '�	������� ����� �� �� �� 8 	� F ����	���
	 �������
� ��
� ���� �� ��� ����"�

�� ��(� 	� �������� ���� �� 	�� p������� G �� �� �� pm ���� 	 �"���� ��
�
����� �� �� �� pm−2 �� ��
��� ���� ��	� ��� ����� 	���
�	 FG �
�� 	 ��� F

�� ��	�	��������� p �	� 	 ������ ���������	��
� F�
	���� )������ #�
 � ��(�
���
� ��	� ��� ����� 	���
�	� �� ��� �������� ������  ��� ��� �	
� 	 ������ 
���������	��
� F�
	����

����	����� �� ���� ����	��� �� ��
� 	 �������� ���� �� 	�� p������� G ��
�� �� ���� ��	� p5� ���� ��	� ��� ����� 	���
�	 FG �	� 	 ������ ���������	��
�
F�
	���� 	� �� ��
� ����� 
	��� 	� �����

�������� ��� FG �� ��� ����	 
�����
 �� 
 
���� ���
����
� p�����	 G ��

����� pn ���� 
 
��� F �� ��
�
��������� p� ����� n < 5� ���� FG 	�������� 
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��� �� 
�� ���� �� p = 2 
�� G �� ��� �� ��� ���������
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1. ������
� ����	 Dn �� ����� n� ����� n ���
�� ������ 8 �� 16�

2. ������ ��� ��
������� ����	 Q8 �� ����� 8 �� Q8 × C2� 
�� F ����
���


 	�������� ���� ���� �� ��� ������

3. ������ D8 × C2� �� ��� �����
� 	������ D8 � C4 �� D8 ���� ��� ������

����	 C4 �� ����� 4�

4.

H16 = 〈 a, c | a4 = b2 = c2 = 1, (a, b) = 1, (a, c) = b,

(b, c) = 1 〉.

&�� �� ������� ��	� ���� ������ �������� ��	� 	 ����� 	���
�	 FG �	� 	
������ ���������	��
� F�
	��� ���" �� p = 2�
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� F�
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� 2�����	 G
�� ����� 25 ���� 
 
��� F �� ��
�
��������� 2� ���� FG 	�������� 
 
������

�����	���
���� F��
��� �� 
�� ���� �� G �� ��� �� ��� ��������� ����	��

1. G18 = D32� G25 = D8 × C4� G39 = D16 × C2 ��

G46 = D8 × C2 × C2�

2. G26 = Q8×C4� �� G47 = Q8×C2×C2 
�� F ����
��� 
 	�������� ����

���� �� ��� ������

3. G22 = H16 × C2� G48 = (D8 � C4) × C2�

4.

G2 =〈 a, b | a4 = b4 = c2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = 1, (b, c) = 1 〉;
G5 =〈 a, b | a8 = b2 = c2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = (b, c) = 1 〉;
G7 =〈 a, b, c | a8 = b2 = c2 = 1, (a, c) = a4,

(a, b) = a4c, (b, c) = 1 〉;
G8 =〈 a, b, c | a8 = c2 = 1, b2 = a4, (a, c) = a4,

(a, b) = a4c, (b, c) = 1 〉;
G9 =〈 a, b, c | a2 = b8 = c2 = 1, (b, c) = ab6, (a, c) = (a, b) = 1 〉;

G10 =〈 a, b, c | a8 = b4 = c2 = 1, a4 = b2, (a, b) = a6c,

(a, c) = (b, c) = 1 〉;
G11 =〈 a, b, c | a4 = b4 = c2 = 1, (b, c) = ab2, (a, c) = (a, b) = 1 〉;
G49 =〈 a, b, c, d | a4 = 1, b2 = c2 = d2 = a2, (a, b) = a2, (c, d) = a2,

(a, c) = (a, d) = (b, c) = (b, d) = 1 〉.
����� ���	 �
���
 �� ������ �
� ��������� �
����	�

�������� ��� char(F) = 2�

1. ��

G = 〈 a, b | a2n

= b2 =c2 = d2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = d,

(a, d) = (b, c) = (b, d) = (c, d) = 1 〉,
����� n > 1� ���� ��� ����	 
�����
 FG ���� ��� �
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2. ��

G = 〈 a, b | a2n

= b2m

= c2 = 1, (a, b) = c,

(a, c) = 1, (b, c) = 1 〉,
����� n,m ≥ 2� ���� ��� 	�
�� 
�	���
 FG �
�� 
 ������� ���������
����

�
����
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