1. Bevezetés

A csoportalgebrak a csoportok reprezentacioinak vizsgalata soran ke-
letkeztek, azonban a matematika szamos teriiletén, igy a homologia és a
kohomologia elméletben, valamint az algebrai topolégiaban is alkalmazzak
Gket. ElGszor Frobenius hasznélta ezt a testekbdl és csoportokbol felépiilé
érdekes algebrai konstrukciot, mely segitségével a véges csoportok reprezen-
tacioit tanulmanyozta. A csoportalgebra elnevezés azonban Noether névéhez
fliz6dik.

A csoportalgebrak kutatasa a milt szazad 30-as éveinek elején kezd6dott
foleg Frobenius, Schur, Magnus, Noether, Higman és Jennings eredményeivel.
Alapvetd strukturatételek az 1960-as évektdl sziiletnek, és azota a csoport-
algebrédk elméletén beliil nagy kutatési teriiletek alakultak ki. Ma ilyen
meghatarozé kutatasi iranyok a gytirtielméleti tulajdonsagok vizsgalata mel-
lett a csoportalgebrak egységesoportjanak, valamint asszocialt Lie algebraja-
nak a tanulmanyozasa.

2. Alapfogalmak és jelolések

Legyen G egy csoport és F egy test, melynek az egységeleme 1. Jeloljiik
FG-vel az 6sszes ) gea g9 alakt formalis 6sszegek halmazat, ahol csak véges
sok a, € F egyiitthato nem nulla. Nyilvan FG vektortér az I test felett,
amelynek G a bazisa és a G csoport szorzasmiivelete indukal egy szorzést az
FG halmazon. Konnyen beldthato, hogy FG algebra az F test felett, melyet
csoportalgebrdnak neveziink. Abban az esetben, ha [F egy p karakterisztikaja
test, és GG tartalmaz p-rendd elemet, moduldris csoportalgebrdrdl beszéliink.

Most megemlitiink egy problémat, amely Higmantol és Thralltol szar-
mazik, és nagy hatast gyakorolt a csoportalgebrak szerkezetének a tanul-
manyozasara, és az egységcsoport vizsgalatara.

Legyenek az FG és FH csoportalgebrdk izmorfak mint algebrdk az F test
felett. Milyen dsszefiiggés van a G és a H csoportok kozott, milyen feltételek
kellenek a G és a H csoportok izomorfidjihoz?

Deskins [26] véges Abel p-csoportok esetén pozitiv valaszt adott erre
az izomorfia kérdésre, azaz ha az algebrak izomorfak, akkor a csoportok is
izomorfak. Nem Abel-csoportokra sok szerzd vizsgalta ezt a kérdést, amely
maig sem megoldott. Baginski |3]| bebizonyitotta, hogy maximalis osztalya 2-
csoportok csoportalgebrai a két elem test felett egyértelmien meghatarozzak
a csoportokat. A tovabbi ide vonatkozé eredmények Sandling [42] attekint6
cikkében megtalalhatoak.
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A csoportalgebrak egységeinek U(FG) halmaza csoportot alkot, és a

V(EG) = { 3 ayg € UFG) ] >ay=1}

geG geG

részhalmaza normélis részcsoport, melyet normalizalt egységcsoportnak neve-
ziink. Ismert, hogy U(FG) = V(FG) x U(F), ahol U(F) az F test egységcso-
portja, igy a teljes egységesoport vizsgalata helyett annak V (FG) normalizalt
egységcsoportjat vizsgalva juthatunk informaciokhoz az egységcsoportrol. Ez
az elmélet attekintd jelleggel megtalalhato Artamonov és Bodi 1], Bodi [11]
cikkeiben, valamint Bodi [22] konyvében.

A G csoport Frattini részcsoportjat ®(G), a centrumét pedig ((G) jeloli.
Jol ismert, hogy a Frattini részcsoport véges G p-csoportok esetén egybeesik
a G'GP részcsoporttal, ahol G» = ( ¢? | g € G ), és G' a G csoport
kommutator részcsoportja.

3. Uj eredmények

Az értekezés témaja a csoportalgebra multiplikativ filtracids béazisanak
tanulmanyozésa, és az egységcsoport egyes tulajdonsigainak a vizsgalata.
Legyen G véges p-csoport és I, a p elemi test. Ekkor az

A(F,G) = { QXE;%QEIFPG ‘ gze(:;ag:O}

fundamentalis ideal nilpotens, és a V(F,G) normalizalt egységcsoport egy-
beesik 1+ A(F,G)-vel. Tehét az F,G csoportalgebra ) ., a9 eleme akkor és
csak akkor tartozik a normalizalt egységcsoporthoz, ha dec ay = 1. Emiatt
a V(F,G) normalizalt egységcsoport rendje pl¢—t,

Mivel a véges egyszert csoportok leirdsa utan a véges p-csoportok szerke-
zete keriilt a csoportelméleti vizsgalatok kozéppontjaba, igy aktuélissa valt
a véges p-csoportok csoportalgebra egységcesoportjanak tanulmanyozasa.

A disszertéacio els6 részében a V(FoG) normalizalt egységcsoport struk-
turajat vizsgaljuk, ha G egy 2"-rendd maximalis osztalyu csoport, azaz a
G csoport nilpotencia osztialya n — 1. Ismert, hogy a maximalis osztalyu
2-csoportok a C' = ( a | a®*" =1 ) ciklikus csoport kdvetkezs bovitései:

Qan+1 = < a,b | a” = l,b% = a2"*17 (avbl) = (l_2> es n =2

Donir = { a,by | a* =1,03=1,(a,by) =a ) és n>2;
SDQn-H = < a, b3 | a2n = 1,b§ = 1, (CL, bg) = a,2+2n*1> és n > 3.
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Megemlitjiik, hogy az F,G csoportalgebra x +— x7 leképezését involicio-
nak nevezziik, ha

(x+y)” =27 +y7, (wy)” =y°2%, & (27) =
Egy adott o involacidra a
Vo(F,C)={zeV(EFC) | 27" ="}

halmaz a normalizalt egységcsoport részcsoportja lesz, melyet o-unitér rész-
csoportnak neveziink.

Az Fy,C algebra kanonikus involtcidja a C csoport a’ — a~* automor-
fizmusanak x — x* linedris kiterjesztése az FyC' csoportalgebrara. Az FyC
csoportalgebranak van egy masik z — z® involtci6ja, amely a C csoport
2" =Di automorfizmusénak linearis kiterjesztése az FoC' csoportal-

7

a — a
gebrara.

A masodik fejezetben a V(FyG) normalizéalt egységesoport méasodrendii
elemeinek strukturajat hatarozzuk meg maximalis osztalyu 2-csoportok ese-
tén. Megmutatjuk, hogy szoros dsszefiiggés van a V(FoG) csoport méasod-
rendi elemei és a V(FoC') csoport unitér részcsoportjai kozott, ha G maxi-
malis osztalyd 2-csoport. A fejezet fGtételének bizonyitasahoz sziikségiink
van a Vg(IFoC') csoport rendjére, és a kovetkezs felbontésara:

Tétel. A Vg(FoC) unitér részesoport rendje 25 és

Ve (F2C) = We(C) x (14 C),
ahol C' a C csoport elemeinek az Gsszege, We(C) pedig a o(x) = ®z~!
(z € V(F5C)) homomorfizmus képe.

A kanonikus involici6é altal meghatarozott unitér részcsoport és a fent
definialt ® involicié unitér részcsoportjanak rendje kozott fenndll a kovetkezd
Osszefiiggés:

Kovetkezmény. Legyen C ciklikus csoport, ekkor

Va0 = B

Az el6z6 eredmények felhasznalasaval bebizonyitjuk a fejezet fotételét:

Tétel. Jelilje ©¢(2) a mdsodrendi elemek szamdt a V(FoG) normalizdlt
eqységesoportban. Ekkor

@D2n+1 (2) = 22n+n_1 + 22”;
@SD2n+1 (2) = 22"“1‘71—1;

®Q2n+1 (2) = 2%l 9%,
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Termeészetes az a kérdés, amely Berman nevéhez fiiz6dik, és amelyet a nor-
malizalt egységcsoport izomorfia problémajanak neveziink. Vajon a V(F,G)
csoport egyértelmiien hatarozza-e meg a G csoportot? Berman [9] igazolta,
hogy véges G Abel p-csoportok esetén a V(F,G) csoport egyértelmiien meg-
hatérozza a G csoportot izomorfia erejéig. A f6tétel kovetkezményeként azon-
nal adodik a normalizalt egységcsoport izomorfia problémajanak megoldéasa
maximalis osztalyu 2-csoportokra:

Kovetkezmény. Legyen G és H mazimdlis osztdlyi 2-csoport. Ekkor V (FoQ)
izomorf a V(FoH) normalizdlt eqységcsoporttal akkor és csak akkor, ha G és
a H izomorfak.

Megjegyezziik, hogy ez a kovetkezmény Baginski [3| eredményének az
altaldnositasa.

Masik idGszert probléma a véges p-csoportok elméletében a p-hatvany-
struktira leirdsa. Az ezekbdl szarmaz6 eredmények sok tétel bizonyitését
tették lehetGvé a véges p-csoportok elméletében. A csoportalgebra V (F,G)
normalizalt egységcsoportjara ilyen vizsgalatok nem terjedtek ki.

A harmadik fejezetben a normalizalt egységcsoport p-hatvanystruktira-
janak tulajdonsagait vizsgaljuk, ha a V(F,G) csoport nilpotencia osztalya
p. Baginski [2], Shalev és Mann [39, 43| bebizonyitottak, hogy a V(F,G)
nilpotencia osztalya akkor és csak akkor p, ha a G’ kommutéator részcsoport
rendje p.

Tétel. Legyen G olyan p-csoport, melynek a kommutdtor részcsoportja p
primrendid. A V(F,G)P csoport részesoportja a ((V (F,G)) centrumnak.

Jelolje Cy,, Cy,, ..., Cy, a G csoport Osszes kiilonbozs, legalabb kételem
konjugalt osztalyat, és legyen Cy, a C,, konjugalt osztaly elemeinek az Osszege.

Tétel. Legyen G wvéges mem Abel p-csoport ciklikus p-rendd Frattini rész-
t —~

csoporttal, és N = [[(1 + C,,). Ekkor a V(F,G)P centrdlis részcsoport a
i=1

V(F,GP) és az N csoportok direkt szorzata.

Johnson [35] cikkében talalhato a kiovetkezs érdekes kérdés: Igaz-e hogy
G? = V(F,G)PNG? Az el6z6 eredmények kovetkezményeként bebizonyitjuk:

Ko6vetkezmény. Legyen p > 2 és G p-csoport, p-rendd Frattini részcsoport-
tal. Ekkor
G =V(F,G)PNG.
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Berger, Kovacs és Newman [8] leirtak azokat a G véges p-csoportokat,
melyek Frattini részcsoportja ciklikus. Ez és a normalizalt egységcsoport
struktirajara vonatkozo eddigi eredményeink lehetévé tették a kovetkezo té-
tel bizonyitasat:

Tétel. Legyen G és H p-csoport (p > 2) ciklikus Frattini részcsoporttal.
Ekkor V(F,G) izomorf V(F,H) akkor és csak akkor, ha G és a H izomorfak.

Az értekezés negyedik fejezetében a csoportalgebra multiplikativ filtra-
cios bazisat vizsgaljuk p karakterisztikaju I testek felett, melyet 1965-ben
Kupisch vezetett be.

Legyen A egy véges dimenzios algebra az F test felett, melynek rad(A) a
Jacobson radikalja, és B az algebra [ test feletti bazisa. Tegyiik fel, hogy a
B bazis a kovetkezd tulajdonséggal rendelkezik:

1. ha u,v € B, akkor vagy u-v =0 vagy u-v € B,
2. BNrad(A) a rad(A) radikal egy F-bazisa.

Az ilyen B bazist az A algebra multiplikativ filtrdcios F-bazisdnak nevezziik.

A multiplikativ filtracios bazis jelent&ségét Bautista, Gabriel, Roiter, és
Salmeron [7] reprezentacidelméleti vizsgalatai adtak meg. Bebizonyitottak,
hogy ha egy algebrailag zart F test felett az A algebranak csak véges sok
felbonthatatlan reprezentacidja van, akkor A-nak van multiplikativ filtracios
F-bazisa. A probléméat, hogy az FG csoportalgebranak mikor létezik multip-
likativ filtracios bazisa, Bautista, Gabriel, Roiter, és Salmeron vetették fel
[7] cikkiikben.

Csoportalgebrik esetében Higman [30] bebizonyitotta, hogy az FG cso-
portalgebra véges reprezentacio tipusu akkor és csak akkor, ha az F test
karakterisztikaja p, és G Sylow p-csoportjai ciklikusak.

Landrock és Michler [38] 1978-ban megmutattak, hogy a legkisebb Janko-
csoport csoportalgebraja 2 karakterisztikaju test felett nem tartalmaz multip-
likativ filtracios F-bazist. 1987-ben Parisnak [40] sikeriilt példat adnia olyan
nem kommutativ FG csoportalgebrara, melynek van multiplikativ filtracios
F-bazisa.

A multiplikativ filtraciés bazis szisztematikus tanulmanyozasa Bodi dol-
gozataiban talalhato meg. A [16] és [17] cikkekben megadta az 6sszes metacik-
likus csoportot, amely csoportalgebraja tartalmaz multiplikativ filtracios ba-
zist, tovabba az Osszes olyan p™-rendii csoportot, amely tartalmaz p™ 2-
rendd ciklikus részcsoportot, és a csoportalgebraja tartalmaz multiplikativ
filtracios béazist. Bebizonyitotta tovabbé, hogy a hatvanyteljes, azaz power-
ful csoportok csoportalgebrai nem tartalmaznak ilyen bézist.
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Ezen kutatasokhoz kapcsolodva a negyedik fejezetben megadjuk az Osszes
olyan p°-nél kisebb rendi p-csoportot, amely csoportalgebrijanak van mul-
tiplikativ filtracios F-bazisa, és megadjuk a béazist is:

Tétel. Legyen G egy nem Abel p-csoport, melynek a rendje kisebb vagy
eqyenld mint p*, és F eqy p karakterisztikdji test. Az FG csoportalgebrdanak
akkor és csak akkor van multiplikativ filtracios F-bdzisa, ha G egybeesik a
kovetkezd csoportok eqyikével:

1. 8-ad vagy 16-od rendid D, diédercsoport,

2. Qg nyolcadrendi kvaternidcsoport vagy Qg és a Cy mdsodrendi ciklikus
csoport direkt szorzata és F tartalmaz primitiv harmadik eqységqyokdt,

3. Dg nyolcadrendd diédercsoport és a Cy mdsodrendd ciklikus csoport di-
rekt szorzata, vagy Dg és a Cy negyedrendid ciklikus csoport centrdlis
szorzata,

Hig=(ac|a =0=c=1, (a,0) =1, (a,¢) =D,
(b,e) =1 ).

Ennek a kovetkezménye, hogy FG-ben, ahol G teljesiti az eléz6 tétel
feltételeit, filtracios bazis csak akkor létezik, ha p = 2.

Teljes leirast adunk az 6sszes 2°-rendii csoportok csoportalgebrairél, ame-
lyek tartalmaznak multiplikativ filtracios bazist. A vizsgalathoz felhasznal-
tuk a GAP [28] computer algebrai rendszert és a LAGUNA [18| csomagjat.
A tételben a csoportok felsoroldsaban szerepls indexek megegyeznek a GAP
csoportazonosito sorszamaval.

Tétel. Legyen G eqy 2°-rendid nem Abel 2-csoport, és F eqy 2 karakteriszti-
kdju test. Ekkor az FG csoportalgebranak akkor és csak akkor van multipli-
kativ filtracios F-bdzisa, ha G a kivetkezd csoportok valamelyike:

1. Gos = Dgx Cly, G = Dgx CyxCy, Ggg = Digx Cy vagy Gig = Ds3a;

2. Gog = Qg x Cy, vagy Gy = Qg x Cy x Cy és F tartalmaz primitiv
harmadik eqyséqqyokot;

3. Gao = Hig X Cy, ahol Hig az elézd tételben definidlt;

4. Gag = (Dg v Cy) x Cy, ahol v centrdlis szorzdst jelol;
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Gy={ab|a*=b=c=1, (a,b) =c, (a,c) =1, (byc)=1);
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(a,c) = (a,d) = (b,c) = (b,d) =1 ).
Ezenkiviil bebizonyitottuk 2-csoportokra a kovetkezd tételt:
Tétel. Legyen F 2 karakterisztikdji test.
1. Ha
G={(ab|d" =b=C=d*=1, (a,b)=c, (a,c)=d,
(a,d) = (b;¢) = (b,d) = (¢,d) = 1),

aholn > 1, akkor az FG csoportalgebranak nincs multiplikativ filtracids
F-bazisa.

2. Ha
G={(ab|d =" =c2=1, (a,b) =c,
(a,c) =1, (byc)=1),

ahol n,m > 2, akkor az FG csoportalgebranak van multiplikativ filtrd-
cios F-bdzisa.



1. Introduction

The concept of a group algebra was introduced during the study of repre-
sentation of groups. They are, however applied in numerous fields of mathe-
matics as well, such as homology, cohomology and algebraic topology. It was
Frobenius who first used this interesting algebraic construction consisting of
fields and groups, by the help of it he studied representations of finite groups.
The coinage group algebra comes from Noether.

The study of group algebras started at the begining of the 30s of the
past century, mainly with the results of Frobenius, Schur, Magnus, Noether,
Higman and Jennings. The most fundamental characterization theorems
were proved during the 1960s and since then diverse fields of research have
developed. Today the major directions of research include, besides the study
of ring theoretical properties of the group algebras, the examination of groups
of units of group algebras and their associated Lie algebras.

2. Definitions and notations

Let G be a group, and F a field with unity 1. Denote by FG the all formal
sums deG a,g, where only finite coefficient oy, € F is not zero. Evidently,
FG is a vector space over F with basis G. The multiplication of the group G
induces a multiplication on FG. Then FG is an algebra over the field F which
is called group algebra. In the special case when F is a field of characteristic
p and G contains an element of order p, FG is called modular group algebra.

Now let us mention a problem originating from Higman and Thrall, and
which exerted a great influence on the study of the structure of group algebras
and their groups of units.

If the group algebras FG and FH are isomorphic as algebras over the
field F then what is the relation between the groups G and H, and under
what conditions are G and H isomorphic?

Deskins [26]| gave a positive answer to this isomorphism problem for finite
abelian p-groups. Numerous authors have investigated this question with
nonabelian groups which has not been solved so far. Baginski [3] solved the
problem above for group algebras of 2-groups of maximal class over the field
of elements two. Additional results can be found in the survey article of
Sandling [42].

The set of units U(FG) of the group algebra FG forms a group and its

subse
t VIEG) ={ > a9 UFG) | Doy =1}

geG geqG
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is a normal subgroup, which is called normalized group of units. It is well
known fact that U(FG) is isomorphic to the direct product V(FG) x U(F),
where U(F) is the group of units of the field F. To get information on the
group of units U(FG) it is enough to examine the normalized group of units
V(FG) instead of the examination of the full group of units U(FG). A good
survey of this theory can be found in Artamonov and Bovdi [1] and Bovdi
[11], [22].

Let us mention some general remarks which will be used. The Frattini
subgroup and the center of G will be denoted by ®(G) and ((G), respec-
tively. It is well known that for finite p-groups G the Frattini subgroup ®(G)
coincides with G'GP, where GP = ( ¢ | g€ G ) and G’ is the commutator
subgroup of G. Let v1(G) = G and

Vi+1(G) = (’Yi(G)>G)-
The series of subgroups of G with the property

1(G) 27%(G) 2 2%(G) 2 -

is called lower central series. Evidently, v2(G) coincides with the commutator
subgroup G'.

New results

The subject of the thesis is the examination of filtered multiplicative bases
and groups of units of group algebras.

Let G be a finite p-group and F, the field of p elements. Then the fun-
damental ideal

A(F,G) = { gze(:;aggeleG ‘ gez;ag:O}

is nilpotent, and the normalized group of units V(F,G) coincides with

1 + A(F,G). Therefore, the element ) ., a,g of group algebra F,G is an
element of the normalized group of units if and only if deG ag = 1. That
is why the order of the normalized group of units V (F,G) is p/¢—L.

After the simple groups had been described, the structure of finite p-
groups became the focus of studies on group theory, the study of groups of
units of group algebras of finite p-groups has become topical.

In the first part of this thesis we investigate the structure of V(FyG),
where G is a group of maximal class of order 2", that is, its nilpotency class
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is n—1. It is well known that the 2-groups of maximal class are the following
extensions of C = ( a | a* =1 ):

2n71

Qo1 = ( a,by | a® =1, =a*" ,(a,b1) = a?) with n > 2;
Doni1 = { a,by | a® =1,02=1,(a,by) = a™?) with n > 2;
SDynir = { a,by | a® =1,02=1,(a,bs) =a ***""") with n > 3.

Let us mention that the mapping x — z7 of the group algebra F,G is called
involution, if

(x+y)” =27 +y", (2y)” =y’2%, and (27)7 = 2.

The set,
V,(F,G)={zeV({F,G) | z7' =2}

is a subgroup of the group V(F,G), which is called o-unitary subgroup.

The linear extension x — x* of the automorphism a’ — a™* of the group
C to the group algebra FoC' is the canonical involution of FoC. There is an
other involution of FyC' which is the linear extension of the automorphism
at — a7 =i of the group C' to the algebra FyC.

In the second chapter the structure of elements of order two of the normal-
ized group of units V(FyG) is determined, where G is a 2-group of maximal
class. We show that there is a strong correlation between elements of order
two of the normalized group of units V(FyG), where G is a 2-group of maxi-
mal class and the unitary subgroups of V(F2C'). To prove the main theorem
of the chapter we need the order of the group Vig(F2C') and the following
decomposition:

Theorem. The order of the ®-unitary subgroup Vg (FoC') is 2'%" and

Ve (FoC) = We(C) x {1+ C),
where C is the sum of the elements of the group C and We(C) = ¢(V(F20))
and the homomorphism ¢ : V (FoC) — V(FyC) is defined by p(x) = 2®z71,

The following relation can be established between the order of the unitary
subgroup determined by the canonical involution and the order of the ®-
unitary subgroup:

Corollary. Let C be a cyclic group. Then

_Mmo)|

Va(FaC)| = 25
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Using the previous results we prove the main theorem of the chapter:

Theorem. Denote by Og(2) the number of the elements of order two of the
normalized group of units V(FoG). Then
@D (2) _ 22”+TL—1 + 22";
@SD2n+1 (2) = 22”“1‘71—1;

@Q2n+1 (2) = 2%l 9%,

on—+1

The question raised by Berman naturally follows which is called the iso-
morphism problem of the normalized group of units. The problem occurs
whether the normalized group of units V (F,G) uniquely determines the group
G. In 1967 Berman [9] proved that the normalized group of units V(F,G)
uniquely determines group G for finite abelian p-group G. As a consequence
of the main Theorem that the Berman’s question is true for 2-groups of
maximal class:

Corollary. Let Ty be the field of two elements, and let G and H be finite
2-groups of mazimal class. Then V(FoG) is isomorphic to V(FyH) if and
only if G and H are isomorphic.

Let us mention that this corollary is a generalization of Baginski’s result [3].

An other topical problem in the theory of finite p-groups is the description
of the pth power structure. The results achieved during these inquiries made
it possible to prove many theorems in the theory of finite p-groups. These
inquiries have not been extended to normalized group of units V(F,G) of
group algebra.

In the third section we examine the properties of the pth power struc-
ture of the normalized group of units if the nilpotency class of V(F,G) is
p. Baginski [2], Shalev és Mann [39, 43] proved that the nilpotency class of
V(F,G) is p if and only if the commutator subgroup of G is of order p.

Theorem. Let G be a p-group with commutator subgroup of order p > 2.
Then the group V(F,G)? is a subgroup of the center C(V(IFI,G)).

Let Cy,,Cy,,...,Cy, be the all conjugacy classes of G, which consists of
at least two elements, and Cj, is the sum of all elements of Cj,.

Theorem. Let G be a finite nonabelian p-group with cyclic Frattini subgroup
t —
of order p and N = [[(1+ C,,). Then V(F,G)? is the direct product of the
i=1
groups V (F,GP) and N.
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The following question which is also attached to the power structure of
normalized group of units can be found in Johnson’s paper [35]. Is it true
that

G? =V (F,G)PNG?

Using the previous results we prove that:

Corollary. Let G be a p-group with Frattini subgroup of order p and p > 2.
Then
G =V(F,G)PNG.

Berger, Kovéacs és Newman [8] described the finite p-groups G with cyclic
Frattini subgroup. This result and the results obtained so far on the structure
of normalized group of units enable us to prove of the following theorem:

Theorem. Let G and H be finite nonabelian p-groups with cyclic Frattini
subgroup and p > 2. Then V (F,G) is isomorphic to V(F,H) if and only if
G and H are isomorphic.

The fourth chapter of this thesis we investigate the existence of filtered
multiplicative F-basis of the algebra FG over a field of characteristic p. In
1960s Kupisch introduced the concept of the filtered multiplicative basis of
algebras. Let A be a finite-dimensional algebra over a field F with the Ja-
cobson radical rad (A) and F-basis B. Assume that B, an F-basis, has the
following properties:

1. if u,v € B then either u-v=0o0r u-v € B;
2. BNrad(A) is an F-basis for rad (A).

Then B is called a filtered multiplicative F-basis of the algebra A.

The significance of the filtered multiplicative basis for algebras with finitely
many indecomposable representations has been given by the research of
Bautista, Gabriel, Roiter, and Salmeron [7]. They showed that if there are
only finitely many isomorphism classes of indecomposable A-modules over
an algebraically closed field I, then A has a filtered multiplicative F-basis.
That problem when the group algebra FG has a filtered multiplicative basis
was raised by the paper of Bautista, Gabriel, Roiter, and Salmeron [7].

Higman [30] proved that the group algebra FG has only finitely many
isomorphism classes of indecomposable FG-modules if and only if all the
Sylow p-subgroups of G are cyclic.

In 1978, Landrock and Michler [38| proved that the group algebra of the
smallest Janko group over a field of characteristic 2 does not have a filtered



A DOLGOZAT TEZISEI 13

multiplicative F-basis. In 1987, Paris [40] gave an example for nonabelian
group algebra FG which has a filtered multiplicative F-basis.

The systematic study of filtered multiplicative [F-basis has been begun
by Bovdi [16]. In [16] the following theorem is proved: Let G be a finite
metacyclic p-group and F a field of characteristic p. Then the group algebra
FG possesses a filtered multiplicative F-basis if and only if p = 2 and either G
is a dihedral 2-group or G is the quaternion group of order 8 and F contains
a primitive cube root of the unity.

In [17] an explicit list of all p-groups G of order p™ with a cyclic sub-
group of order p™~2 is given, such that the group algebra FG over a field F
of characteristic p has a filtered multiplicative F-basis. Further Bovdi [17]
proved that the group algebras of the powerful groups does not have a filtered
multiplicative F-basis.

Pertaining to this research we give a complete list of all p-groups G of
order less than p°, such that the group algebra FG has a filtered multiplicative
F-basis, and we give these bases as well.

Theorem. Let FG be the group algebra of a finite nonabelian p-group G of
order p™ over a field F of characteristic p, where n < 5. Then FG possesses a
filtered multiplicative F-basis if and only if p = 2 and G is one of the following
groups:

1. dihedral group D, of order n, where n equals either 8 or 16;

2. either the quaternion group Qs of order 8 or Qs x Cy, and F contains
a primitive cube root of the unity;

3. either Dg x Cy, or the central product Dg v Cy of Dg with the cyclic
group Cy of order 4;

Hg={(ac|a'="=c"=1, (a,b) =1, (a,c) = b,
(be)=1).

Let us mention that this result suggests that a group algebra FG has a
filtered multiplicative F-basis only if p = 2.

Group algebras of all groups of order 2° which contain filtered multiplica-
tive [F-basis are also described. For the inquiry we used the computer algebra
system GAP [28] and its package LAGUNA [18]. In the theorem, indices that
appear in the list of groups are identical with the GAP numbers identifying
the groups.
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Theorem. Let FG be the group algebra of a finite nonabelian 2-group G
of order 2° over a field F of characteristic 2. Then FG possesses a filtered
multiplicative F-basis if and only if G is one of the following groups:

1. Gis = D32, Gos = Dg x Cy, Gsg = D1 x Cy or
G46 = D8 X CQ X CQ,'

2. Gag = Qg X Cy, or Gyr = Qg X Cy x Cy and F contains a primitive cube
root of the unity;

3. G22 = H16 X CQ, G48 = (Dg Y 04) X CQ;

Gr=(abc| ad®=bV=c=1, (a,c) =a,
(a,b) = a'c, (b,c)=1);
Gs=(abc| a®=c*=1, ¥ =d", (a,c) = a*,
(a,b) = a'c, (b,c)=1);

Go={ a,bc| a*>=0"=c*=1, (byc)=ab’, (a,c)=(a,b)=1);
Gio=( a,bc| a®=0b"=c*=1,a* =0 (a,b) = d’c,

(avc): b,C): >7
Gu=(abcl|a=b=c=1, (bc)=ab? (a,c)=(a,b)=1);

2

G =( a,b,c,d|a4:1, V= =d*=d’ (a,b) =a® (c,d)=d’,
(a,c) = (a,d) = (b,c) = (b,;d) =1 ).

Apart from these, we proved the following theorem:

Theorem. Let char(F) = 2.

1. If

G={(ab|d" =b=C=d*=1, (a,b)=c¢, (a,c)=d,
(a’d):(b70):(bvd):(cvd)zl >7

where n > 1, then the group algebra FG does not have filtered multi-
plicative F-basis.
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2. If

G={(ab|d =" =c2=1, (a,b) =c,
(a,c) =1, (byc)=1),

where n,m > 2, then the group algebra FG have a filtered multiplicative
basis.
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