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1. Bevezetés

1.1. A közelítő konvexitásra vonatkozó korábbi
eredmények rövid áttekintése

Egy valós értékű f függvényt, mely egy valós lineáris tér egy konvex

részhalmazán van értelmezve, konvexnek nevezzük, ha teljesíti az

(1.1) f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y)

egyenlőtlenséget minden t ∈ [0, 1] és minden, az f értelmezési tartományából

vett x , y esetén. Azt mondjuk, hogy f Jensen-konvex, ha az (1.1) egyenlőtlen-

ség igaz t = 1/2 esetén. Jensen cikkét [Jen06], melyben a szerző bizonyí-

totta, hogy bármely Jensen-konvex f függvény teljesíti az (1.1) egyenlőtlen-

séget minden t ∈ [0, 1] racionális számra, a konvex függvényekkel kapcsolatos

eredmények kezdeteként is tekinthetjük. Néhány évvel később Bernstein és

Doetsch [BD15] bizonyította, hogy ha feltesszük, hogy az értelmezési tar-

tomány egy véges dimenziós euklideszi tér konvex részhalmaza, akkor egy

nemüres nyílt halmazon értelmezett felülről korlátos Jensen-konvex függvény

folytonos, és így konvex. Azóta a témával kapcsolatban számos publikáció
1
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született. Ebből következően mi csak néhány, a vizsgálatainkat motiváló cikket

és monográfiát sorolunk fel.

Ha az értelmezési tartomány egy nyílt intervallum, akkor egy függvény

konvexitása jellemezhető egyrészt bizonyos differenciahányadosokra teljesülő

egyenlőtlenségek segítségével, másrészt az értelmezési tartomány minden

egyes pontjában a függvény gráfja alatti tartóegyenesek létezésével. Ezek a

megfigyelések a konvex valós függvények egyoldali differenciálhatóságához

és folytonosságához vezetnek. Az eredmények kiterjeszthetők a konvex

függvények még általánosabb értelmezési tartományokon értelmezett [RV73,

Roc70], valamint a résztestre vonatkozó konvexitás vizsgálataira [BP06] (ami

Jensen eredményei és a nemfolytonos Jensen-konvex függvények létezése

alapján jól motivált).

Számos publikációban foglalkoztak olyan közelítőleg konvex f függ-

vények vizsgálatával, melyek teljesítik az

(1.2)
f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y)

+ CΦ (t , 1 − t)ψ (‖x − y‖) ,

alakú függvényegyenlőtlenséget, ahol f : D→ R az X normált tér egy D kon-

vex, nyílt részhalmazán van értelmezve, ‖u‖ pedig az u ∈ X normáját jelöli,

C egy (általában nemnegatív) rögzített valós szám, Φ : [0, 1] × [0, 1]→ R és

ψ : [0,+∞[→ R adott függvények, míg az (1.2) egyenlőtlenségről feltesszük,

hogy minden t ∈ [0, 1] és x, y ∈ D esetén teljesül. (Alapértelmezésben ezek

lesznek x, y és t értékeli, illetve külön kihangsúlyozzuk, ha további megszorítá-

sokkal élünk.) A kutatások gyakran az X = R esetre szorítkoznak, ahol f egy

nyílt intervallumon van értelmezve és ‖u‖ helyett u abszolút értéke, |u| írható.



1.1. KORÁBBI EREDMÉNYEK KÖZELÍTŐ KONVEXITÁSRA 3

A C = 0 esetben az (1.2) egyenlőtlenség a konvex függvények definíciójá-

val egyenértékű. Ha C ≥ 0 és Φ (t, 1 − t) = ψ (‖x − y‖) = 1 minden t ∈ [0, 1],

x, y ∈ D esetén egy f : D→ R függvény teljesíti az (1.2) egyenlőtlenséget, C-

konvexnek nevezzük. A C-konvex függvények első vizsgálata Hyers és Ulam

[HU52] nevéhez köthető. Eredményeik szerint ha az értelmezési tartomány

egy véges n dimenziós X tér egy D részhalmaza és az f függvény C-konvex,

akkor létezik egy olyan g : D → R konvex függvény, hogy minden x ∈ D

esetén

| f (x) − g(x)| ≤ knC.

A kn konstansra vonatkozóan belátták, hogy

kn ≤
n (n + 3)
4(n + 1)

.

A C-konvexitással Green [Gre52] is foglalkozott, és erősebb állításokat is

sikerült bizonyítania. Másrészt Laczkovich [Lac99] megmutatta, hogy

kn ≥
1
4

log2(n/2) .

Ez az alsó becslés megmutatja, hogy az állítás nem terjeszthető ki végtelen

dimenziós terekre. Casini és Papini [CP93] korábban egy példát konstruált

erre vonatkozóan.

Luc, Ngai és Théra [LNT00] az (1.2) egyenlőtlenség f megoldásait abban

az esetben vizsgálták, mikor X Banach-tér, Φ(t, s) = ts és ψ(h) = h. Ezeken

felül feltették f -ről, hogy alulról félig folytonos.
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A ψ-parakonvex és erősen ψ-parakonvex függvények fogalmát Rolewicz

vezette be, és számos publikációjában vizsgálta az (1.2) egyenlőtlenséget azok-

ban az esetekben, amikor Φ(t, s) = min {t, s} vagy Φ(t, s) = 1. Az X-re vonat-

kozó feltételeknek és a ψ függvény origó közeli viselkedésének különböző ese-

teit vizsgálva számos eredménye született. Ha X = R , ψ(h) = hp valamely

rögzített p > 2 kitevővel, C ≥ 0 és Φ(t, s) = 1, Rolewicz a [Rol79] pub-

likációjában bizonyította, hogy az (1.2) egyenlőtlenség minden f : D → R

abszolút folytonos megoldása konvex. Későbbi publikációjában [Rol00] ezen

eredményét kiterjesztette arra az általánosabb esetre, mikor X Banach-tér és

ψ : [0,+∞[→ R teljesíti a

lim
h→0

ψ(h)
h2 = 0

feltételt. Eredményeiben megmutatja, hogy a ψ-re vonatkozó feltétel nem

hagyható el. Például könnyen megmutatható, hogy az f (x) = −Cx2 (x ∈ R)

valós függvény erősen ψ-parakonvex ψ(h) = h2 esetén, de f nem konvex,

ha C > 0. Hasonló számításokkal belátható a következő állítás: ha X = R,

Φ(t, s) = ts, ψ(h) = h2 és f megoldja minden t ∈ [0, 1] és x, y ∈ D esetén

az (1.2) egyenlőtlenséget, akkor a g(x) = f (x) + Cx2 (x ∈ D) függvény kon-

vex. Az állítás negatív C értékek esetén is igaz marad. Ebben az esetben azt

mondjuk, hogy f erősen konvex (lásd: [HUL01, 1.1.2. Állítás] és [MN10]).

Megjegyezzük, hogy Φ(t, s) = min{t, s} és Φ(t, s) = ts az (1.2) egyenlőtlenség

esetében lényegében ekvivalens, ugyanis minden t ∈ [0, 1] érték esetén

1
2

min{t, 1 − t} ≤ t(1 − t) ≤ min{t, 1 − t}.
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Luc, Ngai és Théra szellemében, valamint a C-konvex függvények és

vizsgálatuk során kapott eredmények által motiválva Páles [Pál03] belátta a

következő tételt: Legyen I az R egy nyílt részintervalluma, ε, δ nemnegatív

valós számok. Egy f : I → R függvény pontosan akkor oldja meg az

(1.3) f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + εt(1 − t)|x − y| + δ

egyenlőtlenséget, ha f előáll f = g + α + β alakban, ahol g : I → R konvex,

α : I → R egy Lipschitz-függvény és β : I → R korlátos.

A Jensen-konvex (vagy 1/2-konvex) függvény fogalma olyan f : D→ R

függvényekre vonatkozik, melyek megoldásai az (1.2) függvényegyenletnek

t = 1/2 és C = 0 mellett. A nevezetes Bernstein-Doetsch tétel [BD15] sze-

rint ha f Jensen-konvex és felülről lokálisan korlátos, akkor az f függvény

konvex. Hasonlóan, ha f megoldása minden x, y ∈ D esetén az (1.2) egyen-

lőtlenségnek t = 1/2, C ≥ 0 és Φ(1/2, 1/2) = ψ(‖x − y‖) = 1 választása mel-

lett és f felülről lokálisan korlátos, akkor az f függvény 2C-konvex [NN93].

Házy és Páles [HP04] egy p ∈ [0, 1] hatványkitevőt bevezetve az (1.2) egyen-

lőtlenség olyan alakjának megoldásai közötti kapcsolatokat vizsgálták, ahol

Φ(t, s) = (ts)p, ψ(h) = hp. Továbbá azon speciális esetekben, amikor t = 1/2,

hasonló eredményeket kaptak.

Makó és Páles [MP12] a témában ismert számos korábbi eredmény egy

közös általánosítása érdekében az

(1.4)
f (tx + (1 − t)y) ≤t f (x) + (1 − t) f (y)

+ tϕ ((1 − t)|x − y|) + (1 − t)ϕ (t|x − y|)
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egyenlőtlenséget vizsgálta. Több eredményt kaptak a t = 1/2 és a t ∈ [0, 1]

esetekben a nemnegatív ϕ hibafüggvényre vonatkozó különböző feltételek mel-

lett. Ez a megközelítés többek között lehetővé tette, hogy az (1.4) egyenlőtlen-

séget jellemezzük módosított differenciahányadosokat tartalmazó egyenlőtlen-

ségeken keresztül, valamint a módosított tartótulajdonság segítségével.

Az erős konvexitás fogalma az (1.1) egyenlőtlenségnél erősebb egyen-

lőtlenséget teljesítő függvényekre vonatkozik. Az erősen konvex függvények

néhány alaptulajdonságát Merentes és Nikodem [MN10] vizsgálta. Együtt

tekintve ezt a vizsgálatot a fentebb említettekkel, Makó, Nikodem és Páles

[MNP12] az

(1.5)
f (tx + (1 − t)y) ≤t f (x) + (1 − t) f (y)

− tα ((1 − t)(x − y)) − (1 − t)α (t(y − x))

egyenlőtlenséggel foglalkozott abban az esetben, amikor α egy nemnegatív,

szimmetrikus függvény és t ∈ [0, 1] a valós számok egy résztestének eleme.

Az ilyen értelemben vett erős konvexitás számos jellemzését bizonyították.

Ezeknek és Rolewicz eredményeinek összehasonlítását Jacek Tabor és

Józef Tabor [TT09a] dolgozta ki.

1.2. Rolewicz néhány tételének bemutatása

Amint arra az előbbi áttekintésben már utaltunk, 1979-ben Rolewicz bi-

zonyította [Rol79, 4. Lemma], hogy ha C ≥ 0 és p > 0, akkor az

(1.6) f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + C|x − y|2+p
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függvényegyenlőtlenség minden abszolút folytonos f : R→ R megoldása

konvex.

Később számos publikációjában ([Rol05] és annak irodalomjegyzékében

szereplő cikkei) Rolewicz az

(1.7) f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + Ct(1 − t)α(‖x − y‖)

vagy

(1.8) f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + Cα(‖x − y‖)

függvényegyenlőtlenség folytonos f : D→ R megoldásait vizsgálta abban az

esetben, amikor D egy X valós Banach-tér konvex, nyílt részhalmaza, C egy

nemnegatív konstans és α : [0,+∞[→ [0,+∞[ egy nemcsökkenő függvény,

amely teljesíti a

lim
t→0+

α(t)
t

= 0

feltételt (illetve korlátos D esetén α : [0, diam(D)[→ [0,K], ahol diam(D)

jelöli D átmérőjét és K ∈ [0,+∞[ ). Rolewicz [Rol02] bebizonyította, hogy ha

az X∗ duális tér szeparábilis, akkor az (1.7) egyenlőtlenség minden f : D→ R

megoldásához létezik a D-nek egy első kategóriájú A f részhalmaza úgy, hogy

a D \A f halmaz pontjaiban f Fréchet-differenciálható. Ez az eredmény többek

között azért is érdekes, mert az α hibafüggvényre felírt feltétel mellett nem

következik, hogy az (1.7) egyenlőtlenség minden f : D → R folytonos

megoldása konvex lenne (példa: f (x) = −x2 (x ∈ R)).

Általánosságban az (1.8) egyenlőtlenségnek lehet olyan megoldása, ami

nem teljesíti az (1.7) egyenlőtlenség egyetlen speciális esetét sem, még abban

az esetben sem, ha megengedjük a C és α különbözőségét (lásd még: [TT12]).
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A szakasz elején említett tétel általánosításaként Rolewicz bizonyította,

hogy a további

(1.9) lim
t→0+

α(t)
t2 = 0 ,

feltétel mellett az (1.8) vagy (1.7) egyenlőtlenség minden folytonos megoldása

konvex.

1.3. Az értekezés felépítése

Az értekezésben olyan függvények vizsgálatával foglalkozunk, amelyek

bizonyos megengedett hibával teljesítik a konvexitási egyenlőtlenségét a sú-

lyokra vonatkozó megszorítások mellett (pl. Jensen-konvexitás, résztestre

vonatkozó konvexitás). Először a hibatagot tartalmazó tartófüggvényeket

(szubgradienseket) határozzuk meg, majd ennek felhasználásával a hibatagra

vonatkozó feltevések mellett egyfajta differenciálhatóságot igazolunk. Ezt

követően alkalmas kontrollfüggvényekre nézve közelítőleg (résztest felett)

konvex függvényekkel történő szeparálhatóságot karakterizálunk, amiből sta-

bilitási tételt is nyerünk. Végül hiperstabilitás jellegű (Rolewicz fentebb

említett tételeivel analóg vagy azokat általánosító) eredményeket igazolunk

résztest feletti, illetve magasabb rendű (Jensen-)konvexitásra.

Legyen F az R egy részteste és X lineáris tér F felett. Legyen továbbá

D ⊆ X egy nemüres F-konvex halmaz, D∗ := D − D := {x − y : x, y ∈ D}

és α : D∗ → R egy nemnegatív páros függvény. Az f : D → R függvényt
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(α,F)-konvexnek nevezzük, ha teljesíti az

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y)

+ tα ((1 − t)(x − y)) + (1 − t)α (t(y − x))

egyenlőtlenséget minden x, y ∈ D és minden t ∈ [0, 1] ∩ F esetén. A

2. fejezetben jellemezzük az (α,F)-konvex függvényeket, összehasonlítva

a módosított differenciahányadossal és kapcsolódó tulajdonságaival. Ha α

eleget tesz néhány további feltételnek, az (α,F)-konvex függvények bizonyos

értelemben vett differenciálhatóságára kapunk eredményt.

Baron, Matkowski és Nikodem [BMN94] bizonyították, hogy az I inter-

vallumon értelmezett, valós értékű f és g függvények akkor és csak akkor tel-

jesítik az

f
(
tx + (1 − t)y

)
≤ tg(x) + (1 − t)g(y)

egyenlőtlenséget, ha létezik olyan h : I → R konvex függvény, amelyre

f (x) ≤ h(x) ≤ g(x) teljesül minden x ∈ I pontban. Dolgozatukban meg-

jegyezték, hogy az általuk alkalmazott gondolatmenet szerint egy n − 1 di-

menziós tér konvex D részhalmazán értelmezett függvények esetében a konvex

szeparátor létezésének szükséges és elegendő feltétele az

f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

tig(xi)

egyenlőtlenség teljesülése minden x1, . . . , xn ∈ D, t1, . . . , tn ∈ [0, 1] esetén,

ahol t1 + . . . + tn = 1 .

A 3. fejezet első szakaszában megfogalmazzuk és igazoljuk ennek a tétel-

nek azt a változatát, amikor a szeparátor a valós számok egy F résztestére nézve

konvex függvény.
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Merentes és Nikodem [MN16] (Baron, Matkowski és Nikodem fent em-

lített tételének felhasználásával) szükséges és elegendő feltételt adtak erősen

konvex szeparátor létezésére. Ezt az eredményt Adamek [Ada16] általánosí-

totta affin differenciaként előálló kontrollfüggvényre nézve konvex szeparátor

esetére.

A 3. fejezet második szakaszában azzal foglalkozunk, miként lehet

Adamek eredményét kiterjeszteni az első szakaszban vizsgált absztrakt esetre.

Boros Zoltánnal a [BN13] publikációban a

(1.10) f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + c
(
t(1 − t) ‖x − y‖

)p

egyenlőtlenséget vizsgáltuk. Feltettük, hogy az f egy lineáris normált tér egy D

konvex, nyílt részhalmazán értelmezett függvény, c rögzített valós szám, p > 1

rögzített. Az F-differenciálhatóság és F-konvexitás tulajdonságait, illetve ezek

kapcsolatát Boros és Páles a [BP06] publikációban írták le. Ezen eredmények

alapján bármely, az (1.10) egyenlőtlenséget teljesítő f függvényről a t ∈ F

megszorító feltétel mellett megmutatható, hogy F-konvex. Ezek az ered-

mények a 4. fejezet első szakaszában találhatók. Nevezetesen, a 4.1. sza-

kaszban belátjuk, hogy ha F az R egy részteste és f egy F feletti X vektortér

F-algebrailag nyílt, F-konvex D részhalmazán értelmezett valós függvény, ami

megoldja az (1.10) egyenlőtlenséget minden x, y ∈ D és t ∈ [0, 1]∩F esetén egy

nemnegatív valós c és egy rögzített p > 1 kitevő mellett (ahol ‖ · ‖ : X → R egy

pozitív definit, abszolút F-homogén, szubadditív leképezés, egyfajta norma),

akkor F-konvex, azaz f megoldja a fenti egyenlőtlenséget c = 0 mellett is.

Amikor F = Q, a Jensen-konvex függvények egyfajta jellemzését kapjuk.
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A 4. fejezet második szakaszában megmutatjuk, hogy ha egy függvény tel-

jesíti a Jensen-egyenlőtlenséget (vagy a Q-konvexitást leíró egyenlőtlenséget)

egy megfelelő hibataggal, akkor a függvény Jensen-konvex (hibatag nélkül) is.

E célból tekintsünk egy f függvényt, ami az R egy I nyílt intervallumán van

értelmezve. Megmutatjuk, hogy ha f : I → R teljesíti az

f
( x + y

2

)
≤

f (x) + f (y)
2

+ ψ(|x − y|)

egyenlőtlenséget, továbbá

lim
t→0+

ψ(t)
t2 = 0

teljesül, akkor f Jensen-konvex.

Az n-edrendben konvex függvény definíciója tetszőleges I valós inter-

vallumon értelmezett függvény osztott differenciájából származtatható olyan

módon, hogy az osztott differencia értéke nemnegatív bármely x0 < x1 <

. . . < xn < xn+1 (n ∈ N) I-beli pontok esetén ([Hop26, Pop45]). Hason-

lóan definiálható a magasabb rendben Jensen-konvex függvény fogalma a dif-

ferencia operátor segítségével ([Pop34, Pop45]). Mivel a rögzített lépésközű

magasabb rendű differenciák kifejezhetők az osztáspontok által meghatáro-

zott osztott differenciák felhasználásával, így az n-edrendben konvex függ-

vények n-edrendben Jensen-konvexek is. A magasabb rendben konvex és

Jensen-konvex függvényeket széles körben vizsgálták ([BW40, Bul71, Cie59,

GP01, GP08, Kuc09, PW05, RV73, Was06, Was07]). Az n-edrendű Jensen-

konvexitás magasabb dimenzióba történő általánosításaival R. Ger foglalkozott

([Ger72, Ger74]).
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Az 5. fejezetben az (1.7) egyenlőtlenséggel analóg magasabb rendben

közelítőleg konvex függvényeket vizsgálunk. A fejezet első szakaszában át-

tekintjük azokat az eszközöket és állításokat, amelyek tételünk bizonyításában

szerepet játszanak. Ezt követően ismertetjük és bizonyítjuk tételeinket, melyek

regularitási feltételek bevezetése nélkül mondják ki, hogy a vizsgált közelítőleg

n-edrendben Jensen-konvex illetve közelítőleg n-edrendben konvex függvény

esetében a hibatag elhagyható, azaz a függvény n-edrendben Jensen-konvex

illetve n-edrendben konvex is. A fejezet második szakaszában az utóbbi ered-

ményt véges dimenziós vektortereken értelmezett függvényekre terjesztjük ki.



2. Közelítő F-konvexitás összetett hibatagra

2.1. Közelítőleg F-konvex függvények szubdifferenciálja

A közelítőleg konvex függvényekre vonatkozó korábbi vizsgálatok ál-

talánosításaként Makó és Páles [MP12] a bevezetőben leírt (1.4) függvénye-

gyenlőtlenség megoldásaira igazoltak módosított differencia-egyenlőtlenséget

és tartótulajdonságot. Az erős konvexitás és a résztestre vonatkozó konvexitás

fogalmait ötvözve Makó, Nikodem és Páles [MNP12] az (1.5) egyenlőtlenséget

tárgyalták, ahol t ∈ [0, 1] a valós számok egy résztestének eleme. Ebben a fe-

jezetben ezeket a koncepciókat összekombinálva jellemezzük a valós számok

valamely résztestére vonatkozóan közelítőleg konvex függvényeket, valamint

azok regularitási tulajdonságait.

Ebben és a további fejezetekben jelölje F a valós számok R testének egy

résztestét és X legyen egy lineáris tér F felett, F+ az F pozitív elemeinek hal-

maza, R+ pedig a nemnegatív valós számok halmaza.

Elsőként definiáljuk az F-konvex és az F-algebrailag nyílt halmazok,

valamint az F-konvex függvény fogalmát, a [BP06] definícióit idézve.

13
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2.1.1. Definíció. Az X tér egy D részhalmazát F-konvexnek hívjuk, ha

tx + (1 − t)y ∈ D minden x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] ∩ F esetén.

2.1.2. Definíció. Az X tér egy D részhalmazát F-algebrailag nyíltnak nevez-

zük, ha minden x ∈ D és u ∈ X esetén létezik olyan δ > 0, hogy x + ru ∈ D

teljesül minden r ∈ ] − δ, δ[∩F számra.

2.1.3. Definíció. Legyen D ⊆ X egy nemüres F-konvex halmaz. Egy

f : D→ R függvényt F-konvexnek nevezünk, ha

(2.1) f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y)

teljesül minden x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] ∩ F esetén.

A következőkben bevezetjük a jelen fejezetben vizsgált és a bevezetésben

említett (α,F)-konvexitás fogalmát, majd elvégezzük ennek karakterizációját a

módosított differenciahányadosok összehasonlításával, valamint egy megfelelő

tartótulajdonság segítségével.

2.1.4. Definíció. Legyen D ⊆ X egy nemüres F-konvex halmaz,

D∗ := D − D := {x − y : x, y ∈ D}

és α : D∗ → R+ egy páros függvény. Az f : D→ R függvényt (α,F)-konvexnek

nevezzük, ha megoldja az

(2.2)
f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y)

+ tα ((1 − t)(x − y)) + (1 − t)α (t(y − x))

egyenlőtlenséget minden x, y ∈ D és minden t ∈ [0, 1] ∩ F esetén.



2.1. KÖZELÍTŐLEG F-KONVEX FÜGGVÉNYEK SZUBDIFFERENCIÁLJA 15

2.1.5. Tétel. Legyen D ⊆ X nemüres, F-algebrailag nyílt, F-konvex halmaz,

α : D∗ → R+ egy páros leképezés és f : D→ R egy függvény. Ekkor az alábbi

három állítás ekvivalens:

(i) f (α,F)-konvex D-n;

(ii) minden olyan r, s ∈ F+, u ∈ D és h ∈ X esetén, ahol u − sh, u + rh ∈ D,

az

(2.3)
f (u) − f (u − sh) − α(−sh)

s
≤

f (u + rh) − f (u) + α(rh)
r

egyenlőtlenség teljesül;

(iii) létezik egy A : D × X → R leképezés, amelyre fennáll az

(2.4) f (u + rh) − f (u) ≥ rA(u, h) − α(rh)

egyenlőtlenség minden u ∈ D, r ∈ F és h ∈ X esetén, ahol u + rh ∈ D.

Bizonyítás. (i) ⇒ (ii): Tegyük fel, hogy az f függvény (α,F)-konvex és

vezessük be az u ∈ D, h ∈ X és r, s ∈ F+ elemeket úgy, hogy u − sh,

u + rh ∈ D. Írjuk x helyére az u − sh, y helyére az u + rh értékeket és legyen

t = r
r+s . Ekkor t ∈ F, 0 < t < 1, 1 − t = s

r+s , tx + (1 − t)y = u, és a (2.2)

egyenlőtlenségből kapjuk, hogy

f (u) ≤
r

r + s
f (u − sh) +

s
r + s

f (u + rh)

+
r

r + s
α
( s
r + s

((u − sh) − (u + rh))
)

+
s

r + s
α
( r
r + s

((u + rh) − (u − sh))
)
,

vagyis,

f (u) ≤
r

r + s
f (u − sh) +

s
r + s

f (u + rh) +
r

r + s
α(−sh) +

s
r + s

α(rh).
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Ebből az egyenlőtlenségből

(2.5) (r + s) f (u) ≤ r f (u − sh) + s f (u + rh) + rα(−sh) + sα(rh)

következik, és így

r
[
f (u) − f (u − sh) − α(−sh)

]
≤ s

[
f (u + rh) − f (u) + α(rh)

]
.

Tehát a (2.3) egyenlőtlenség teljesül.

(ii)⇒ (iii): Tegyük fel, hogy (ii) igaz és u ∈ D , h ∈ X esetén definiáljuk az

R(u, h) =

{
f (u + rh) − f (u) + α(rh)

r
: r ∈ F+ úgy, hogy u + rh ∈ D

}
halmazt. A D-re vonatkozó feltétel következtében az R(u, h) halmaz nemüres

és a (2.3) egyenlőtlenség alkalmazásával megmutatható, hogy R(u, h) alulról

korlátos. Legyen A(u, h) := inf R(u, h). Ha a (2.3) egyenlőtlenség bal oldalát

átírjuk, azt kapjuk, hogy

f (u − sh) − f (u) + α(−sh)
−s

≤
f (u + rh) − f (u) + α(rh)

r
.

Itt s helyére −s-et írva (ekkor s < 0 < r és s, r ∈ F), az adódik, hogy

f (u + sh) − f (u) + α(sh)
s

≤
f (u + rh) − f (u) + α(rh)

r
.

Így

f (u + sh) − f (u) + α(sh)
s

≤ A(u, h) ≤
f (u + rh) − f (u) + α(rh)

r
.

A bal oldali egyenlőtlenség miatt minden s < 0 (s ∈ F) esetén azt kapjuk, hogy

f (u + sh) − f (u) + α(sh) ≥ sA(u, h),

így

f (u + sh) − f (u) ≥ sA(u, h) − α(sh),
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a jobb oldali egyenlőtlenség miatt pedig minden 0 < r (r ∈ F) esetén

f (u + rh) − f (u) ≥ rA(u, h) − α(rh)

adódik. Ebből következik hogy a (2.4) egyenlőtlenség fennáll, valamint nyil-

vánvalóan r = 0 esetén is teljesül.

(iii)⇒ (i): Tegyük fel, hogy (iii) fennáll és legyen u ∈ D, r ∈ F és h ∈ X.

Ekkor az r < 0 esetben írjuk az r helyére a −s számot (ekkor s > 0), így

(2.6) f (u − sh) − f (u) ≥ −sA(u, h) − α(−sh)

minden olyan esetben, amikor u − sh ∈ D. Másrészt ha 0 ≤ r úgy, hogy

u + rh ∈ D, a (2.4) egyenlőtlenség teljesül.

Ha a (2.6) egyenlőtlenséget az r
r+s hányadossal, a (2.4) egyenlőtlenséget

pedig az s
r+s értékkel szorozzuk és ezt a kettőt összeadjuk, akkor a

−rs
r + s

A(u, h) −
r

r + s
α(−sh) +

rs
r + s

A(u, h) −
s

r + s
α(rh)

≤
r

r + s
f (u − sh) −

r
r + s

f (u) +
s

r + s
f (u + rh) −

s
r + s

f (u)

egyenlőtlenséghez jutunk, ami könnyen az

(2.7)
f (u) ≤

r
r + s

f (u − sh) +
s

r + s
f (u + rh)

+
r

r + s
α(−sh) +

s
r + s

α(rh)

alakra egyszerűsíthető. Legyen most x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] ∩ F. Elvégezve az

u := tx + (1 − t)y , r := t , s := 1 − t és h := y − x helyettesítéseket, a (2.7)

egyenlőtlenség

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y)+

tα((1 − t)(x − y)) + (1 − t)α(t(y − x)).

alakba írható. Ezzel beláttuk a tételt. �
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2.2. Közelítőleg F-konvex függvények differenciálhatósága

Ebben a szakaszban a Rolewicz [Rol00, Rol05] dolgozataiban szereplő

differenciálhatósági tételekkel analóg módon bizonyos regularitási tulajdonsá-

gokat igazolunk, alkalmazva az előző részben bizonyított tartótulajdonságot a

megfelelően kis hibataggal rendelkező közelítően F-konvex függvényekre.

2.2.1. Tétel. Legyen D ⊆ X egy nemüres, F-algebrailag nyílt, F-konvex

halmaz és α : D∗ → R+ egy olyan páros függvény, hogy minden h ∈ X esetén

az r 7→ α(rh) leképezés (mely minden olyan r ∈ F+ esetén értelmezett, amikor

rh ∈ D∗) folytonos és teljesíti a

(2.8) lim
F+ 3r→0

α(rh)
r

= 0

feltételt. Ha f : D→ R (α,F)-konvex és A : D × X → R a 2.1.5. Tétel (iii) ál-

lításában és bizonyításában leírt leképezés, akkor minden u ∈ D és h ∈ X

esetén

A(u, h) = lim
s→0, s∈F+

f (u + sh) − f (u)
s

.

Továbbá a h 7→ A(u, h) (h ∈ X) leképezés pozitív F-homogén és szubadditív

minden u ∈ D-re.

Bizonyítás. A (2.5) egyenlőtlenségből, ami ekvivalens az (α,F)-konvexi-

tással, kapjuk minden olyan u ∈ D, h ∈ X és r, s ∈ F+ esetén, amire u − sh,

u + rh ∈ D, hogy

f (u) − f (u − sh)
s

≤
f (u + rh) − f (u − sh)

r + s

+
r

s(r + s)
α(−sh) +

1
r + s

α(rh).
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Ha beírjuk u − sh helyére az a értéket, azt kapjuk, hogy

f (a + sh) − f (a)
s

≤
f (a + (r + s)h) − f (a)

r + s

+
r

s(r + s)
α(−sh) +

1
r + s

α(rh)

minden a ∈ D, h ∈ X és r, s ∈ F+ esetén, amelyekre a + (r + s)h ∈ D. Végül az

a helyére u, az r + s helyére pedig q írásával megkapjuk, hogy

f (u + sh) − f (u)
s

≤
f (u + qh) − f (u)

q
+

q − s
sq

α(−sh) +
1
q
α((q − s)h)

teljesül minden olyan u ∈ D, h ∈ X és q, s ∈ F esetén, ahol 0 < s < q és

u + qh ∈ D.

A (2.8) feltételből azt kapjuk, hogy minden ε > 0 esetén létezik egy

rε ∈ F+, hogy

α(rh)
r

<
ε

3

minden r ∈ ] 0, rε[∩F esetén, valamint az A(u, h) definíciójából adódóan

létezik egy olyan q ∈ F+, hogy u + qh ∈ D és

f (u + qh) − f (u) + α(qh)
q

< A(u, h) +
ε

3
,

továbbá van olyan δ > 0, hogy |t − q| < δ (t ∈ F+) esetén

|α(th) − α(qh)| <
εq
3
.
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Ha egy s ∈ F+ számra teljesül, hogy s < min {rε, q, δ}, akkor, mivel α páros,

A(u, h) −
ε

3
< A(u, h) −

α(sh)
s
≤

f (u + sh) − f (u)
s

≤
f (u + qh) − f (u)

q
+

(q − s)
qs

α(−sh) +
1
q
α((q − s)h)

=
f (u + qh) − f (u) + α(qh)

q
+

1
q
(
α((q − s)h) − α(qh)

)
+

(
1 −

s
q

)
α(sh)

s

< A(u, h) +
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= A(u, h) + ε.

Így azt kapjuk, hogy

(2.9) A(u, h) = lim
s→0, s∈F+

f (u + sh) − f (u)
s

.

Felhasználva a (2.9) eredményt, megmutatható, hogy a h 7→ A(u, h)

leképetés pozitív F-homogén. Ehhez legyen λ ∈ F+. Ekkor minden u ∈ D,

h ∈ X esetén azt kapjuk, hogy

A(u, λh) = lim
s→0, s∈F+

f (u + sλh) − f (u)
s

= lim
s→0, s∈F+

λ
f (u + λsh) − f (u)

λs

= λ lim
r→0, r∈F+

f (u + rh) − f (u)
r

= λA(u, h).

Szintén belátható, hogy a h 7→ A(u, h) leképezés szubadditív is. Tetszőleges

u ∈ D és h, k ∈ X esetén azt kapjuk, hogy

A(u, h + k) = lim
s→0, s∈F+

f (u + s(h + k)) − f (u)
s

= lim
s→0, s∈F+

f (u + sh + sk) − f (u)
s



2.2. KÖZELÍTŐLEG F-KONVEX FÜGGVÉNYEK DIFFERENCIÁLHATÓSÁGA 21

= lim
s→0, s∈F+

f
(

1
2 (u + 2sh) + 1

2 (u + 2sk)
)
− f (u)

s

≤ lim
s→0, s∈F+

(
f (u + 2sh) + f (u + 2sk)

2s

+α (s(h − k)) + α (s(k − h)) − 2 f (u)
2s

)
= lim

s→0, s∈F+

f (u + 2sh) − f (u) + α (s(h − k))
2s

+ lim
s→0, s∈F+

f (u + 2sk) − f (u) + α (s(k − h))
2s

= A(u, h) + A(u, k).

Ezzel beláttuk a tételt. �

2.2.2. Példa. Jelöljön X egy valós normált teret, p > 1, c > 0 és

α(x) = c‖x‖p (x ∈ X). Ha D ⊆ X nyílt és konvex, akkor az α leképezés D∗-

ra való leszűkítése teljesíti a 2.2.1. Tétel feltételeit F = R esetén, hiszen az α

páros, folytonos és

lim
0<r→0

α(rh)
r

= lim
0<r→0

c‖rh‖p

r
= lim

0<r→0
c rp−1‖h‖p = 0.

Ekkor a hibatag a következő alakba írható:

E(t) := t α ((1 − t)(x − y)) + (1 − t)α (t(y − x))

= c t ‖(1 − t)(x − y)‖p + c (1 − t) ‖t(y − x)‖p ,

így azt kapjuk, hogy

c (min {t , 1 − t})p
‖x − y‖p ≤ E(t) ≤ 2 c t(1 − t)‖x − y‖p.

2.2.3. Megjegyzés. Jelöljön X egy valós normált teret, továbbá D ⊆ X

legyen egy nemüres F-konvex halmaz, d = diam (D∗) , ϕ : [0, d[→ R+ egy
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növekvő függvény és f : D→ R olyan, hogy

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + ϕ (t(1 − t)‖x − y‖)

teljesül minden x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] ∩ F esetén. Ekkor f (α,F)-konvex az

α(u) = ϕ(‖u‖) (u ∈ D∗)

leképezéssel, mivel

ϕ (t(1 − t)‖x − y‖) = [t + (1 − t)]ϕ (t(1 − t)‖x − y‖)

= tϕ (t(1 − t)‖x − y‖) + (1 − t)ϕ (t(1 − t)‖y − x‖)

≤ tϕ ((1 − t)‖x − y‖) + (1 − t)ϕ (t‖y − x‖) .



3. Szeparációs tételek

3.1. F-konvex szeparátor létezése

Ebben a szakaszban, a következő szakasz előkészítéseként, igazoljuk

Baron, Matkowski és Nikodem nevezetes szeparációs tételének ([BMN94])

egy absztraktabb változatát. Eredményünk az [NPW99] publikációban sze-

replő 1. Tétel egy speciális esete, de egyszerűbbnek tűnik közvetlenül iga-

zolni, mint a hivatkozott tételt a kimondásához szükséges fogalmakkal együtt

ismertetni, majd a tételben szereplő leképezések számunkra alkalmas speciális

eseteit bemutatni. A bizonyítás során Andrzej Olbryś [Olb15, 3. Tétel] (ha-

sonló, de az alábbival logikailag közvetlen kapcsolatban nem álló) tételének

levezetésében található gondolatmenetet követjük.

3.1.1. Tétel. Legyen X vektortér az F test felett, D az X egy F-konvex, F-

algebrailag nyílt részhalmaza, továbbá f és g a D halmazon értelmezett valós

függvények. Ekkor a következő állítások ekvivalensek:

(i) létezik egy F-konvex p : D→ R függvény, melyre f ≤ p ≤ g;

(ii) bármely n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ D, t1, . . . , tn ∈ [0, 1] ∩ F esetén, ahol t1 +

. . . + tn = 1 teljesül, igaz a következõ egyenlõtlenség:

23
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(3.1) f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

tig(xi).

Bizonyítás. Elsőként tegyük fel, hogy (i) teljesül. Ekkor a (ii)-beli

feltételek mellett

f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ p

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

ti p(xi) ≤
n∑

i=1

tig(xi) ,

azaz (3.1) adódik.

Tegyük fel most azt, hogy (ii) teljesül és definiáljuk a p : D→ R leképezést

a következőképpen:

p(x) := inf
{ n∑

i=1

tig(xi) : n ∈ N, x =

n∑
i=1

tixi, x1, . . . , xn ∈ D,

t1, . . . , tn ∈ [0, 1] ∩ F ,
n∑

i=1

ti = 1
}

A (3.1) egyenlőtlenségből következik, hogy a definíció korrekt és minden

x ∈ D esetén f (x) ≤ p(x).

Azt kell most megmutatnunk, hogy a p : D→ R függvény F-konvex.

Ehhez vegyük D tetszőleges x, y elemeit és egy t ∈ [0, 1] ∩ F, továbbá

egy ε > 0 számot. A p függvény definíciója alapján létezik olyan n ∈ N,

x1, . . . , xn ∈ D és r1, . . . , rn ∈ [0, 1] ∩ F, hogy r1 + . . . + rn = 1 és

x =

n∑
i=1

rixi,

valamint k ∈ N, y1, . . . , yk ∈ D, s1, . . . , sk ∈ [0, 1]∩F, hogy s1 + . . .+ sk = 1 és

y =

k∑
i=1

siyi
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úgy, hogy

p(x) + ε >

n∑
i=1

rig(xi)

és

p(y) + ε >

k∑
i=1

sig(yi).

Másrészt

tx + (1 − t)y = t
n∑

i=1

rixi + (1 − t)
k∑

i=1

siyi =

n∑
i=1

trixi +

k∑
i=1

(1 − t)siyi.

Itt a jobb oldal együtthatóinak összege 1, továbbá

tp(x) + (1 − t)p(y) + ε = t(p(x) + ε) + (1 − t)(p(y) + ε)

> t
n∑

i=1

rig(xi) + (1 − t)
k∑

i=1

sig(yi)

=

n∑
i=1

trig(xi) +

k∑
i=1

(1 − t)sig(yi)

≥ p(tx + (1 − t)y)

Ha a kapott egyenlőtlenségben ε tart 0-hoz, akkor ezzel beláttuk, hogy a p

leképezés F-konvex. �
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3.2. F-konvex szeparátor és stabilitás
kontrollfüggvény-sorozattal

A közelítő konvexitás és az erős konvexitás fogalmainak és az azokra

vonatkozó alaperedmények közös általánosításaként 2016-ban a Conference

on Inequalities and Applications 2016 elnevezésű konferencián Mirosław

Adamek bevezette a kontrollfüggvényre nézve konvex függvények fogalmát.

Ha I egy intervallum, és G : [0, 1] × I × I → R, az f : I → R függvényt a G

kontrollfüggvényre nézve konvexnek nevezzük, ha megoldása az

(3.2) f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + G(t, x, y)

függvényegyenlőtlenségnek. Abban az esetben, amikor a G kontrollfüggvény-

hez létezik ϕ : I → R megoldása a

(3.3) ϕ(tx + (1 − t)y) = tϕ(x) + (1 − t)ϕ(y) + G(t, x, y)

függvényegyenletnek, Adamek igazolta a konvex szeparátor létezésére

vonatkozó Baron-Matkowski-Nikodem-tétel [BMN94] megfelelőségét a G

kontrollfüggvényre nézve konvex szeparátor létezéséről:

3.2.1. Tétel. [M. Adamek] Legyen G : [0, 1]× I× I → R adott és tegyük fel,

hogy létezik ϕ : I → R megoldása a (3.3) egyenletnek. Ekkor az f , g : I → R

függvények pontosan akkor teljesítik az

f (tx + (1 − t)y) ≤ tg(x) + (1 − t)g(y) + G(t, x, y)

egyenlőtlenséget minden t ∈ [0, 1] és x, y ∈ I esetén, ha létezik olyan, a G kon-

trollfüggvényre nézve konvex h : I → R függvény, amelyre f (x) ≤ h(x) ≤ g(x)

teljesül minden x ∈ I esetén.
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Az alábbiakban ezt a tételt általánosítjuk az előző szakasz eredményeinek

felhasználásával. Az előző szakaszban megmutattuk, hogy a résztest feletti

konvexitás esetén a szeparációs tétel végtelen dimenziós változata jelenik meg,

ezért ez a megközelítés kontrollfüggvény-sorozattal írható le.

A továbbiakban legyen minden n ∈ N esetén

Tn =

(t1, . . . , tn) ∈ ([0, 1] ∩ F)n :
n∑

j=1

t j = 1


és

Gn : Tn × Dn → R.

3.2.2. Definíció. Legyen X vektortér F felett, D ⊂ X nemüres, F-algebrailag

nyílt, F-konvex halmaz. Azt mondjuk, hogy egy ϕ : D→ R függvény F-affin a

(Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve, ha megoldja a

(3.4) ϕ

 n∑
i=1

tixi

 =

n∑
i=1

tiϕ(xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn)

egyenletet minden n ∈ N , x1, . . . , xn ∈ D és (t1, . . . , tn) ∈ Tn esetén.

3.2.3. Definíció. Legyen X vektortér F felett, D ⊂ X nemüres, F-algebrailag

nyílt, F-konvex halmaz. Azt mondjuk, hogy egy ϕ : D → R függvény F-konvex

a (Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve, ha megoldja az

(3.5) f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

ti f (xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn)

egyenlőtlenséget minden minden n ∈ N , x1, . . . , xn ∈ D és (t1, . . . , tn) ∈ Tn es-

etén.

Definiáljuk a következő halmazt:

F := {ϕ : D→ R : ϕ F-affin a (Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve}
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A következőkben azokat az f és g valós értékű, a D halmazon értelmezett

függvényeket vizsgáljuk, melyek teljesítik az

(3.6) f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

tig(xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn)

függvényegyenlőtlenséget minden minden n ∈ N , x1, . . . , xn ∈ D és

(t1, . . . , tn) ∈ Tn esetén.

3.2.4. Megjegyzés. Ha a (3.6) egyenlőtlenségből kivonjuk a (3.4) egyen-

letet, akkor azt kapjuk, hogy

( f − ϕ)

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

ti(g − ϕ)(xi),

ami a g = f esetben azt jelenti, hogy az f − ϕ függvény F-konvex.

3.2.5. Állítás. Ha a p : D → R leképezés F-konvex és ϕ ∈ F , akkor a

h = p + ϕ függvény F-konvex a (Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve.

3.2.6. Tétel. Tegyük fel, hogy F , ∅. Ekkor f , g : D→ R akkor és csak

akkor teljesíti a (3.6) egyenlőtlenséget minden minden n ∈ N , x1, . . . , xn ∈ D

és (t1, . . . , tn) ∈ Tn esetén, ha létezik egy h : D → R valós értékű F-konvex

függvény a (Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve úgy, hogy az

f ≤ h ≤ g

teljesül a D halmazon.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy létezik olyan h : D → R valós értékű F-

konvex függvény a (Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve úgy, hogy f ≤ h ≤ g

fennáll a D halmazon. Ekkor
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f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ h

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

tih(xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn)

≤

n∑
i=1

tig(xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn).

Tegyük most fel, hogy az f és g függvények teljesítik a (3.6) egyenlőtlen-

séget, valamint ϕ ∈ F , vagyis (3.4) is teljesül. A kettőt egymásból kivonva

az

( f − ϕ)

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

ti(g − ϕ)(xi),

egyenlőtlenséghez jutunk, melyből 3.1.1. Tétel alapján következik, hogy

létezik olyan h∗ F-konvex függvény, amire

( f − ϕ)(x) ≤ h∗(x) ≤ (g − ϕ)(x) (x ∈ D).

Így a h = h∗+ϕ választással h a g és f függvények közé eső F-konvex függvény

a (Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve. �

3.2.7. Megjegyzés. Világos, hogy ha ϕ : D→ R tetszőleges függvény és

Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn) = ϕ

 n∑
i=1

tixi

 − n∑
i=1

tiϕ(xi)

teljesül minden n ∈ N , x1, . . . , xn ∈ D és (t1, . . . , tn) ∈ Tn esetén, melyből

következően F , ∅. Adott Gn : Tn × Dn → R (n ∈ N) sorozat esetén azonban

nem látszik egyszerűnek a kérdés, hogy teljesül-e az F halmaz nemüressége.

3.2.8. Példa. Amennyiben a ϕ(x) = exp(x), a következő egyszerű számítás-

sal megmutatható, hogy az x0-lal történő eltolás a kontrollfüggvény-sorozat
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elemeinek értékét úgy módosítja, hogy exp(x0) szorzótényezőt kapnak:

Gn(t1, . . . , tn, x1 + x0, . . . , xn + x0) = exp

 n∑
i=1

ti(xi + x0)

 − n∑
i=1

ti exp(xi + x0)

= exp

 n∑
i=1

tixi + x0

 − exp(x0)
n∑

i=1

ti exp(xi)

= exp(x0) exp

 n∑
i=1

tixi

 − exp(x0)
n∑

i=1

ti exp(xi)

= exp(x0) Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn)

3.2.9. Példa. A ϕ(x) = log(x) (x > 0) esetén azt kapjuk, hogy az x1, . . . , xn

pontok tetszőleges y > 0 számmal való szorzása a kontrollfüggvény-sorozat

elemeit nem változtatja meg:

Gn(t1, . . . , tn, x1y, . . . , xny) = log

 n∑
i=1

tixiy

 − n∑
i=1

ti log(xiy)

= log

y n∑
i=1

tixi

 − n∑
i=1

ti(log(xi) + log(y))

= log(y) + log

 n∑
i=1

tixi

 − n∑
i=1

ti log(xi) − log(y)

= Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn)

3.2.10. Következmény. Tegyük fel, hogy F , ∅ és f : D → R közelítőleg

F-konvex a (Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve, azaz

(3.7) f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

ti f (xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn) + ε
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minden n ∈ N , x1, . . . , xn ∈ D és (t1, . . . , tn) ∈ Tn és rögzített ε > 0 esetén.

Ekkor létezik olyan h, a D halmazon értelmezett valós értékű F-konvex függ-

vény a (Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve, hogy

| f (x) − h(x)| ≤
ε

2
(x ∈ D).

Bizonyítás. Első lépésként írjuk át a (3.7) egyenlőtlenséget olyan alakba,

ahol mindkét oldalból kivonjuk az ε
2 számot. Ekkor

f

 n∑
i=1

tixi

 − ε2 ≤
n∑

i=1

ti f (xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn) +
ε

2
,

melyet tovább alakítva

f

 n∑
i=1

tixi

 − ε2 ≤
n∑

i=1

ti

(
f (xi) +

ε

2

)
+ Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn).

Továbbá a (3.6) egyenlőtlenségben az f függvényt az f − ε
2 , a g függvényt

pedig az f + ε
2 leképezéssel helyettesítve és végül a 3.2.6. Tételt alkalmazva

kapjuk, hogy létezik olyan h függvény, ami F-konvex a (Gn) kontrollfüggvény-

sorozatra nézve, valamint

f (x) −
ε

2
≤ h(x) ≤ f (x) +

ε

2
(x ∈ D).

Innen következik az állítás. �





4. A Rolewicz-tétel variációi közelítőleg
Jensen-konvex függvényekre

4.1. Közelítő konvexitás egy résztestre vonatkozóan

Ebben a fejezetben Rolewicz tételéhez [Rol79, 4. Lemma] (lásd az 1.2. sza-

kaszban) hasonlóan olyan – bizonyos értelemben közelítőleg konvex függvé-

nyekre vonatkozó – függvényegyenlőtlenségeket vizsgálunk, amelyekben a hi-

batag végül elhagyhatónak bizonyul. Az ilyen jellegű eredményeket a szakiro-

dalomban hiperstabilitásnak nevezzük.

A [BP06] publikációban Boros Zoltán és Páles Zsolt által definiált, és a 2.

fejezet első szakaszában ismertetett F-algebrailag nyíltság és F-konvexitás fo-

galmát ebben a fejezetben is használni fogjuk. Elsőként azonban definiálnunk

kell, hogy mit értünk az X tér elemeinek F-normáján:

4.1.1. Definíció. Legyen F az R egy részteste és X egy vektortér F felett. Az

‖ · ‖ : X → R leképezést F-normának nevezzük, ha teljesülnek rá a következő

feltételek:

(i) bármely 0 , x ∈ X esetén ‖x‖ > 0, valamint ‖0‖ = 0;

(ii) bármely c ∈ F és x ∈ X mellett teljesül, hogy ‖cx‖ = |c| ‖x‖;

33
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(iii) bármely x, y ∈ X elemekre ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖.

A fejezet során legyen D az X tér egy F-algebrailag nyílt, F-konvex részhal-

maza, c ≥ 0 és p > 1. Abból a célból, hogy újrafogalmazzuk az (1.10) egyen-

lőtlenségben megjelenő f : D→ R függvényre vonatkozó feltételeket (minden

x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] ∩ F esetén), speciális differenciákat és differencia hánya-

dosokat vezetünk be. Az első észrevételünk, hogy az (1.10) egyenlőtlenség

nyilvánvalóan teljesül, ha t = 0, t = 1 vagy x = y, ezért elegendő az (1.10)

egyenlőtlenséget abban az esetben tekinteni, amikor x, y ∈ D és t ∈ ] 0, 1[∩F

úgy, hogy x , y.

A könnyebb számolás érdekében írjunk az (1.10) egyenlőtlenségben x

helyére z-t:

f (tz + (1 − t)y) ≤ t f (z) + (1 − t) f (y) + c
(
t(1 − t) ‖z − y‖

)p

Nyilván ha y, z ∈ D, y , z és t ∈ ]0, 1[∩F, valamint bevezetjük az

x = tz + (1 − t)y, u = y− z, s = t és q = 1− t helyettesítéseket, akkor s, q ∈ F+,

u ∈ X, z = x − qu és y = x + su, azaz

f (x) ≤ s f (x − qu) + q f (x + su) + c
(
qs ‖u‖

)p
.

Itt a q + s értékkel vagy annak p-edik hatványával a megfelelő helyeken osztva

a fejezetben vizsgált egyenlőtlenséghez jutunk:

(4.1) f (x) ≤
s

q + s
f (x − qu) +

q
q + s

f (x + su) + c
[

qs
q + s

]p

‖u‖p.

Mivel q + s = 1, ezért ez az átalakítás valójában érdemi változást nem okoz.

Megfordítva, ha a (4.1) egyenlőtlenségben x ∈ D, u ∈ X és q, s ∈ F+

úgy, hogy z = x − qu ∈ X és y = x + su ∈ X, akkor a t = s
q+s ∈ ] 0, 1[∩F
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és x = tz + (1 − t)y, továbbá ezen helyettesítésekkel visszakapjuk az (1.10)

egyenlőtlenséget. Így a következő állítás fogalmazható meg:

4.1.2. Állítás. Legyen D ⊂ X egy F-algebrailag nyílt, F-konvex halmaz,

c ≥ 0, p > 1. Egy f : D → R függvény pontosan akkor oldja meg az (1.10)

egyenlőtlenséget minden x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] ∩ F esetén, ha f teljesíti a (4.1)

egyenlőtlenséget minden olyan x ∈ D , s, q ∈ F+ és u ∈ X esetén, amelyekre

x − qu, x + su ∈ D .

Feltesszük, hogy D, c, p és f teljesíti az előző állítás feltételeit. Ekkor a

következő lemmák fogalmazhatók meg:

4.1.3. Lemma. Tegyük fel, hogy x ∈ D , s, q ∈ F+ és u ∈ X olyanok, hogy

x − qu , x + su ∈ D . Ekkor a következő két egyenlőtlenség ekvivalens a (4.1)

egyenlőtlenséggel:

(4.2) f (x) − f (x − qu)
q

≤
f (x + su) − f (x)

s
+ c

[
qs

q + s

]p−1

‖u‖p,

(4.3)
f (x) − f (x − qu)

q
≤

f (x + su) − f (x − qu)
q + s

+ c
[

s
q + s

]p

qp−1‖u‖p.

Bizonyítás. A (4.1) egyenlőtlenséget szorozzuk meg a q + s összeggel. Így

a következő alakhoz jutunk:

(4.4) (q + s) f (x) ≤ s f (x − qu) + q f (x + su) + c
(qs)p

(q + s)p−1 ‖u‖
p .

Ha itt a tagokat úgy csoportosítjuk, hogy

s( f (x) − f (x − qu)) ≤ q( f (x + su) − f (x)) + c
(qs)p

(q + s)p−1 ‖u‖
p ,
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majd osztunk s-sel és q-val, akkor a (4.2) egyenlőtlenség adódik. Ha pedig a

(4.4) egyenlőtlenséget a

(q + s)( f (x) − f (x − qu)) ≤ q( f (x + su) − f (x − qu)) + c
(qs)p

(q + s)p−1 ‖u‖
p

alakba írjuk és a q(q + s)-sel osztunk, akkor a (4.3) egyenlőtlenséget kapjuk

vissza. �

Ha a (4.3) egyenlőtlenségben x − qu helyére a kerül, az

(4.5)
f (a + qu) − f (a)

q
≤

f (a + (q + s)u) − f (a)
q + s

+ c
[

s
q + s

]p

qp−1‖u‖p

egyenlőtlenséghez jutunk. Így megfogalmazhatjuk a következő lemmát:

4.1.4. Lemma. A (4.1) egyenlőtlenség akkor és csak akkor áll fenn minden

x ∈ D, s, q ∈ F+ és u ∈ X esetén x− qu, x + su ∈ D mellett, akkor és csak akkor,

ha a (4.5) egyenlőtlenség teljesül minden olyan a ∈ D, q, s ∈ F+, u ∈ X esetén,

amelyekre a + (q + s)u ∈ D.

A fenti lemmák segítségével belátható a következő tétel:

4.1.5. Tétel. Legyen D ⊂ X egy F-algebrailag nyílt F-konvex halmaz,

c ≥ 0, p > 1 és f : D → R olyan leképezés, hogy f megoldása az (1.10)

egyenlőtlenségnek minden x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] ∩ F esetén. Ekkor f teljesíti az

(1.10) egyenlőtlenséget c = 0 esetén is, azaz az f függvény F-konvex.

Bizonyítás. Legyen x ∈ D és u ∈ X . Definiáljuk az S F f (x, u) halmazt a

következőképpen

S F f (x, u) :=
{

f (x + su) − f (x)
s

: s ∈ F+ úgy, hogy x + su ∈ D
}
.
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Megmutatjuk, hogy az S F f (x, u) halmaz alulról korlátos. Legyen s, q ∈ F+

olyan, hogy x + su , x − qu ∈ D. A (4.2) egyenlőtlenségből kapjuk, hogy

f (x + su) − f (x)
s

≥
f (x) − f (x − qu)

q
− c

[
qs

q + s

]p−1

‖u‖p

≥
f (x) − f (x − qu)

q
− cqp−1‖u‖p,

ami mutatja, hogy S F f (x, u) valóban alulról korlátos. Jelölje a bizonyítás

további részében dF f (x, u) az S F f (x, u) halmaz infimumát, vagyis dF f (x, u) :=

inf S F f (x, u) ∈ R és legyen ε > 0. Mivel

lim
d→0+

c‖u‖pdp−1 = 0,

létezik olyan δ > 0, hogy

c‖u‖pδp−1 <
ε

2
.

Továbbá van olyan r ∈ F+, hogy x + ru ∈ D és

f (x + ru) − f (x)
r

< dF f (x, u) +
ε

2
.

Legyen most δ := min{δ, r} > 0. Ha t ∈ F-re 0 < t < δ, akkor 0 < t < r és

a (4.5) egyenlőtlenségben q helyére t, s helyére r − t írásával, valamint az a

helyére x-et helyettesítve azt kapjuk, hogy

f (x + tu) − f (x)
t

≤
f (x + ru) − f (x)

r
+ c

[r − t
r

]p
tp−1‖u‖p

≤
f (x + ru) − f (x)

r
+ c‖u‖ptp−1

< dF f (x, u) +
ε

2
+
ε

2
= dF f (x, u) + ε.

Így

dF f (x, u) = lim
s→0, s∈F+

f (x + su) − f (x)
s

.
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A (4.2) egyenlőtlenségben az x + su , x− qu ∈ D feltételeket teljesítő q, s ∈ F+

számok esetén azt kapjuk, hogy

−
f (x + q(−u)) − f (x)

q
=

f (x) − f (x − qu)
q

≤
f (x + su) − f (x)

s
+ c

[
qs

q + s

]p−1

‖u‖p,

amiből következik, hogy

− lim
q→0, q∈F+

f (x + q(−u)) − f (x)
q

≤
f (x + su) − f (x)

s
+ csp−1‖u‖p,

ami azt adja, hogy

− dF f (x,−u) ≤ lim
s→0, s∈F+

[
f (x + su) − f (x)

s
+ csp−1‖u‖p

]
és így

(4.6) −dF f (x,−u) ≤ dF f (x, u).

A (4.6) egyenlőtlenségből minden q, s ∈ F+, u ∈ X és x ∈ D esetén, ahol

x − qu, x + su ∈ D, adódik a következő:

f (x) − f (x − qu)
q

= −
f (x + q(−u)) − f (x)

q

≤ − dK f (x,−u) ≤ dK f (x, u)

≤
f (x + su) − f (x)

s
.

Így beláttuk, hogy f megoldása a (4.1) egyenlőtlenségnek c = 0 mellett is

(azaz hibatag nélkül). A 4.1.2. Állításból pedig szintén c = 0 esetén kapjuk,

hogy f az (1.10) egyenlőtlenségnek is megoldása c = 0 esetén, ahogyan az a

tételben szerepelt. �
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4.1.6. Megjegyzés. Jensen [Jen06] megmutatta (lásd még: [Kuc09]), hogy

minden Jensen-konvex függvény Q-konvex. Így abban az esetben, amikor

F = Q, az utolsó tételünk azt mondja ki, hogy egy f függvény abban az

értelemben közelítőleg Jensen-konvex, hogy teljesíti az (1.10) egyenlőtlenséget

a 0 és 1 közötti t racionális számokra, akkor az f függvény valójában Jensen-

konvex.

4.2. Rolewicz-tétel közelítő Jensen-konvexitásra

A szakaszban szereplő tétel bizonyításához definiálnunk kell a ∆2
h differen-

cia operátort a következő rekurzióval. Ha I egy nyílt intervallum és f : I → R,

legyen

∆1
h f (x) = f (x + h) − f (x) (x ∈ I, h ∈ R : x + h ∈ I),

∆2
h f (x) = ∆1

h∆
1
h f (x) = f (x + 2h) − 2 f (x + h) + f (x)

(x ∈ I, h ∈ R : x + 2h ∈ I),

valamint az f : I → R másodrendű alsó Dinghas intervallum deriváltját egy

ξ ∈ I pontban, mint

D2 f (ξ) := lim inf
(x , h)→(ξ , 0)

x≤ξ≤x+2h

∆2
h f (x)
h2 .

A következő állítás Gilányi és Páles [GP01] 1. Következményének egy

speciális esete (lásd még [BN15] 2. Állítást megelőző bekezdés):

4.2.1. Állítás. Egy f : I → R függvény Jensen-konvex akkor és csak akkor,

ha D2 f (ξ) ≥ 0 bármely ξ ∈ I esetén.
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A következő eredmény megmutatja, hogy a közelítő Jensen-konvexitásból

következik a Jensen-konvexitás, ha a hibafüggvény kellően kicsi a nulla egy

környezetében.

4.2.2. Tétel. Legyen I ⊂ R egy nyílt intervallum, dI az I intervallum hossza

és JI = [0, dI[. Legyen ψ : JI → [0,+∞[ olyan, hogy

lim
t→0+

ψ(t)
t2 = 0.

Ha egy f : I → R függvény megoldja az

f
( x + y

2

)
≤

f (x) + f (y)
2

+ ψ(|x − y|)

egyenlőtlenséget bármely x, y ∈ I esetén, akkor f Jensen-konvex.

Bizonyítás. Vegyük az x ∈ I elemet és egy h pozitív valós számot úgy,

hogy y = x + 2h ∈ I. Ekkor x+y

2 = x + h, |x − y| = 2h , és azt kapjuk, hogy

(4.7) f (x + 2h) − 2 f (x + h) + f (x) ≥ −2ψ(2h).

Ennek mindkét oldalát elosztva h2-tel, a (4.7) egyenlőtlenséget átírhatjuk a

(4.8)
∆2

h f (x)
h2 ≥ −2

ψ(2h)
h2 .

alakba. Most legyen ξ ∈ I tetszőleges és vegyük a (4.8) egyenlőtlenség mindkét

oldalának limes inferiorját úgy, hogy h tart 0-hoz és x tart ξ-hez úgy, hogy

x ≤ ξ ≤ x + 2h. Azt kapjuk, hogy

D2 f (ξ) ≥ 0.

Így a 4.2.1. Állításból következik, hogy az f függvény Jensen-konvex. �
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Az előző tételhez hasonló eredményt bizonyított Makó és Páles is az

[MP11] publikáció 5. Tételében és annak következményében. Az ő tételük

valójában általánosabbnak tűnik, azonban a bizonyítása is sokkal összetet-

tebb. A tételünk rövid bizonyítása könnyen általánosítható a a magasabb rendű

Jensen-konvexitás esetére, ahogyan az a disszertáció következő fejezetében,

valamint a [BN15] 3. részében látható.





5. Magasabb rendben közelítőleg konvex
függvények

5.1. Eszközök és tételek valós változós
függvényekre

Legyen I ⊂ R egy intervallum, n ∈ N és x0, x1, . . . , xn, xn+1 az I páronként

különböző pontjai. Jelölje [x0, x1, . . . , xn, xn+1 ; f ] az f függvény osztott diffe-

renciáját az x0, x1, . . . , xn, xn+1 pontokban, melyet a[
x0 ; f

]
= f (x0) ,[

x0, x1, . . . , xn+1; f
]

=
[x1, x2, . . . , xn, xn+1 ; f ] − [x0, x1, . . . , xn ; f ]

xn+1 − x0

rekurzióval definiálhatunk, ahol n ∈ N. Hopf [Hop26] és Popoviciu [Pop45]

definíciója szerint egy f : I → R függvény n-edrendben konvex, ha

[
x0, x1, . . . , xn+1 ; f

]
≥ 0

teljesül minden x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 I-beli pont esetén. Jól ismert (és

könnyen belátható), hogy az elsőrendű konvexitás a hagyományos értelemben
43
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vett konvexitással egyezik meg. Számos eredményt fogalmaztak meg az n-

edrendben konvex függvényekre vonatkozóan. Többek között a [GP08, Kuc09,

PW05, Pop45, RV73, Was06, Was07] publikációkban.

Bevezetve az x0 = x, x2 = y és x1 = tx + (1 − t)y jelöléseket, könnyen

megkapható, hogy

t =
x2 − x1

x2 − x0
és 1 − t =

x1 − x0

x2 − x0
,

továbbá az (1.7) egyenlőtlenség átírható a következő alakba:

0 ≤ [x0, x1, x2 ; f ] + C
α( |x2 − x0| )
(x2 − x0)2 .

A fő eredményünk bizonyításához be kell vezetnünk a ∆n
h jelölést is, mivel

használni fogjuk a differencia operátorok fogalmát. Ezt a következő rekurzió-

val definiáljuk:

∆1
h f (x) = f (x + h) − f (x) (x ∈ I, h ∈ R : x + h ∈ I),

∆n+1
h f (x) = ∆1

h∆
n
h f (x) (x ∈ I, h ∈ R : x + (n + 1)h ∈ I),

A magasabb rendű Jensen-konvexitás fogalma T. Popoviciuhoz ([Pop34,

Pop45]) köthető: Egy f : I → R függvényt n-edrendben Jensen-konvexnek

hívunk (ahol n ∈ N), ha

∆n+1
h f (x) ≥ 0

minden x ∈ I, h ≥ 0 esetén úgy, hogy x + (n + 1) h ∈ I. A fenti egyenlőtlen-

séget teljesítő függvények tulajdonságait lásd például [BW40, Bul71, Pop45],

[Kuc09, XV. Fejezet], [RV73, VIII.83], és azok irodalomjegyzékében. Az

n-edrendű Jensen-konvexitást magasabb dimenzióba történő általánosításait

R. Ger [Ger72, Ger74] vizsgálta.
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Az világos, hogy a differenciák kifejezhetők az osztott differencia tag-

jaival, így az n-edrendben konvex függvények n-edrendben Jensen-konvexek

is. Popoviciu [Pop34] azt az eredményt kapta, hogy az állítás folytonos

függvények esetén megfordítható. Ciesielski [Cie59, 1. Tétel] bizonyította,

hogy az n-edrendben Jensen-konvex függvények folytonossága (egy nyílt in-

tervallumon) következik azok bármely pozitív mértékű halmazon való korlá-

tosságából. Ezt a két eredményt összekombinálva kimondható a következő

állítás:

5.1.1. Állítás. Legyen I egy nyílt intervallum, n ∈ N és tegyük fel, hogy

az f : I → R függvény n-edrendben Jensen-konvex. Ha f korlátos az E ⊂ I

pozitív mértékű halmazon, akkor az f leképezés n-edrendben konvex.

A magasabb rendű konvexitás egy lokális jellemzését Gilányi és Páles

végezte el egy valamivel általánosabb környezetben [GP01]. Legyen

t1 , . . . , tn+1 rögzített pozitív valós számok esetén T = (t1 , . . . , tn+1). Legyen

∆T
h f (x) := ∆t1h . . .∆tn+1h f (x)

olyan, hogy f : I → R, x ∈ I és h > 0 esetén x + (t1 + · · · + tn+1) h ∈ I. Azt

mondjuk, hogy az f : I → R függvény T -konvex, ha ∆T
h f (x) ≥ 0 minden x ∈ I

és h > 0 esetén úgy, hogy x+(t1 + · · ·+tn+1) h ∈ I. Világos, hogy a T -konvexitás

és cT -konvexitás minden c > 0 számra ekvivalens. Abban az esetben, ha t1 =

· · · = tn+1 = 1, a T -konvexitás fogalma megegyezik az n-edrendű Jensen-

konvexitás definíciójával.
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Az f : I → R függvény alsó T -Dinghas intervallum deriváltját egy ξ ∈ I

pontban a következő képlettel definiáljuk:

DT f (ξ) := lim inf
(x , h)→(ξ , 0)

x≤ξ≤x+(t1+···+tn+1)h

∆T
h f (x)

(t1h) . . . (tn+1h)
.

Ennek speciális eseteként kapjuk a magasabb rendű alsó Dinghas intervallum

derivált definícióját:

Dn+1 f (ξ) := lim inf
(x , h)→(ξ , 0)

x≤ξ≤x+(n+1)h

∆n+1
h f (x)
hn+1 .

Gilányi és Páles [GP01, 1. Következmény] szoros kapcsolatot bizonyítottak

a fenti két fogalom között. Nevezetesen megmutatták, hogy egy f : I → R

függvény pontosan akkor T -konvex, ha minden ξ ∈ I pont esetén DT f (ξ) ≥ 0.

Abban a speciális esetben, amikor t1 = · · · = tn+1 = 1 , a következő állítást

kapjuk:

5.1.2. Állítás. Egy f : I → R függvény pontosan akkor n-edrendben

Jensen-konvex, ha Dn+1 f (ξ) ≥ 0 minden ξ ∈ I -re.

Az állítás felhasználásával könnyen igazolható a következő Rolewicz-

típusú tétel:

5.1.3. Tétel. Ha f : I → R, n ∈ N, I∗n =
{

x−y
n+1 : x, y ∈ I, y < x

}
és

ψ : I∗n → R úgy, hogy limh→0+
ψ(h)
hn+1 = 0, továbbá tetszőleges x ∈ I és h > 0

olyanok, hogy x + (n + 1) h ∈ I esetén teljesül a

∆n+1
h f (x) + ψ(h) ≥ 0

egyenlőtlenség, akkor az f függvény n-edrendben Jensen-konvex.
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Bizonyítás. Legyen ξ ∈ I tetszőleges. Ekkor

Dn+1 f (ξ) = lim inf
(x , h)→(ξ , 0)

x≤ξ≤x+(n+1)h

∆n+1
h f (x)
hn+1 = lim inf

(x , h)→(ξ , 0)
x≤ξ≤x+(n+1)h

∆n+1
h f (x) + ψ(h)

hn+1 ≥ 0.

Így az 5.1.2. Állításból következik, hogy f n-edrendben Jensen-konvex. �

A szakasz hátralévő részében a következő tételt bizonyítjuk a fenti ered-

mények felhasználásával.

5.1.4. Tétel. Legyen I ⊂ R egy nyílt intervallum, jelölje ν(I) az I in-

tervallum hosszát, továbbá legyen n ∈ N és JI =]0, ν(I)[ , valamint legyen a

ϕ : JI → [0,+∞[ olyan függvény, amely teljesíti a

lim
t→0+

ϕ(t) = 0

feltételt. Ha egy f : I → R függvény minden olyan x j ∈ I ( j = 0, 1, . . . ,

n, n + 1) pontok esetén, amelyekre teljesül az x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 felté-

tel, megoldja az

(5.1)
[
x0, x1, . . . , xn, xn+1 ; f

]
+ ϕ(xn+1 − x0) ≥ 0

egyenlőtlenséget, akkor f n-edrendben konvex.

Bizonyítás. Tekintsünk egy x ∈ I pontot és egy h pozitív valós számot úgy,

hogy x + (n + 1) h ∈ I (n ∈ N). Az (5.1) feltételt az

xi = x + i · h (i = 0, 1, . . . , n, n + 1),

pontokra felírva kapjuk, hogy

(5.2)
[
x, x + h, . . . , x + (n + 1) h ; f

]
+ ϕ ((n + 1) h) ≥ 0 .
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Egy jól ismert azonosság [Kuc09, 15.2.5. Lemma] alapján a fenti egyenlőtlen-

ség első tagja teljesíti a[
x, x + h, . . . , x + (n + 1) h ; f

]
=

∆n+1
h f (x)

(n + 1)! hn+1

egyenletet. Az első tagot ebbe az alakba átírva a (5.2) egyenlőtlenség felírható

(5.3) ∆n+1
h f (x)
hn+1 ≥ −(n + 1)!ϕ ((n + 1) h)

formában. Most legyen ξ ∈ I tetszőleges és vegyük az (5.3) egyenlőtlenség

mindkét oldalának limes inferiorát úgy, hogy h a 0-hoz, x pedig a ξ értékhez

tartson, amikor x ≤ ξ ≤ x + (n + 1) h. Ekkor azt kapjuk, hogy

Dn+1 f (ξ) ≥ 0.

Az 5.1.2. Állításból ezáltal következik, hogy f n-edrendben Jensen-konvex.

Másrészt megmutatjuk, hogy f lokálisan korlátos. Ehhez legyen δ > 0

olyan, hogy a t ∈ ] 0, δ [ szám esetén ϕ(t) < 1, továbbá y0 ∈ I legyen tetszőlege-

sen rögzített és r > 0 olyan, hogy 2r < δ, valamint I0 := ] y0 − r , y0 + r [⊂ I .

Ekkor tetszőleges x j ∈ I0 ( j = 0, 1, . . . , n, n + 1) esetén, ami teljesíti az

x0 < x1 < . . . < xn < xn+1 feltételt, az (5.1) egyenlőtlenségből[
x0, . . . , xn+1 ; f

]
≥ −ϕ (xn+1 − x0) > −1 .

adódik. A g : I0 → R leképezést g(x) = f (x) + xn+1 alakban definiálva, és az

osztott differencia linearitását felhasználva (lásd: [GN11, 2. Lemma]) kapjuk,

hogy [
x0, . . . , xn+1 ; g

]
=

[
x0, . . . , xn+1 ; f

]
+

[
x0, . . . , xn+1 ; xn+1

]
.

Továbbá könnyen megmutatható (lásd: [GN11, 3. Lemma]), hogy

[x0, . . . , xn ; xn] = 1 minden n ∈ N és x0, . . . , xn ∈ R különböző pontok esetén,
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vagyis [
x0, . . . , xn+1 ; g

]
≥ −1 + 1 = 0 .

Így g : I0 → R n-edrendben konvex is.

Felhasználva a [Kuc09, 15.8.1. Tétel] állítását, azt mondhatjuk, hogy a

g függvény folytonos (n > 1 esetén folytonosan differenciálható is), így g,

és ebből adódóan f is korlátos az I0 bármely zárt részintervallumán. Az

5.1.1. Állítás segítségével így pedig azt kapjuk, hogy f n-edrendben kon-

vex. �

5.2. Magasabb rendben konvex függvények
vektortereken

Ebben az alfejezetben jelölje Rm
+ azon x ∈ Rm elemek halmazát, ame-

lyeknek első nemzérus koordinátája pozitív:

Rm
+ =

m⋃
i=1

{
x = (x1 , . . . , xm) ∈ Rm | x1 = . . . = xi−1 = 0 , xi > 0

}
.

Ekkor Rm = Rm
+ ∪

(
−Rm

+

)
∪ {0}. Az x, y ∈ Rm vektorokra azt mondjuk, hogy

x > y, ha x − y ∈ Rm
+ és x < y, ha y > x . Tehát bármely két x, y ∈ Rm vektorra

x = y, vagy x < y vagy x > y. Ha x > y és α ∈ R pozitív, akkor αx > αy , és ha

α < 0 , akkor αx < αy . Továbbá

sgn(x) =


1, ha x > 0,

0, ha x = 0,

−1, ha x < 0.
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Legyen D ⊂ Rm egy konvex halmaz és f : D → R egy függvény. Legyenek

x0, x1, . . . , xn, xn+1 ∈ D páronként különböző kollineáris pontok, valamint a h

értéke legyen

h :=
sgn (xn+1 − x0)
‖xn+1 − x0‖

(xn+1 − x0) .

Így h > 0. Mivel x0, x1, . . . , xn, xn+1 kollineárisak, felírhatók a következő alak-

ban:

xi = x0 + λih , i = 0 , 1 , . . . , n , n + 1

(nyilvánvalóan λ0 = 0). Az f függvény
[
x0, x1, . . . , xn, xn+1 ; f

]
osztott dif-

ferenciája az x0, x1, . . . , xn, xn+1 pontokban a következő rekurzióval definiált

(lásd: [Nör24], [Pop34] vagy [Ger72]):[
x0 ; f

]
= f (x0) ,[

x0, x1, . . . , xn, xn+1; f
]

=

[
x1, x2, . . . , xn+1 ; f

]
−

[
x0, x1, . . . , xn ; f

]
λn+1 − λ0

minden n ∈ N esetén. Ebből látszik, hogy az
[
x0, x1, . . . , xn+1 ; f

]
osztott dif-

ferencia inkább a λi értékek különbségtől, semmint maguktól a λi értékektől

függ (i = 0, 1, . . . , n + 1).

Legyenek n,m ∈ N és D ⊂ Rm egy nyílt konvex halmaz. Azt mondjuk,

hogy egy f : D→ R függvény n-edrendben konvex, ha f teljesíti az[
x0, x1, . . . , xn, xn+1 ; f

]
≥ 0

egyenlőtlenséget minden olyan x j ∈ D ( j = 0, 1, . . . , n, n + 1) esetén, ahol

x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 kollineáris pontok.

Ezen általánosítást felhasználva a következő tétel mondható ki:

5.2.1. Tétel. Legyen D ⊂ Rm egy nyílt konvex halmaz, ν(D) jelölje a D

halmaz átmérőjét, továbbá JD = ] 0, ν(D)[ és n,m ∈ N. Legyen a ϕ : JD →
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[0,+∞[ függvény olyan, ami teljesíti a

lim
t→0+

ϕ(t) = 0

feltételt. Ha egy f : D→ R függvény megoldja az

(5.4)
[
x0, x1, . . . , xn, xn+1 ; f

]
+ ϕ(‖xn+1 − x0‖) ≥ 0

egyenlőtlenséget minden olyan x j ∈ D ( j = 0, 1, . . . , n, n + 1) esetén, ahol

x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 kollineárisak, akkor f n-edrendben konvex.

Bizonyítás. Legyenek y0, y1, . . . , yn, yn+1 ∈ D tetszőleges kollineáris pon-

tok, amelyek között fennáll az y0 < y1 < · · · < yn < yn+1 kapcsolat. Most tek-

intsük a

h =
yn+1 − y0

‖yn+1 − y0‖
∈ Rm

egységvektort és λ0 , λ1 , . . . , λn , λn+1 ∈ R számokat úgy, hogy

yi = y0 + λi · h

teljesül minden i = 0, 1, . . . , n, n + 1 esetén. Mivel a Ψ : R → Rm leképezést

a Ψ(λ) = y0 + λ · h kifejezéssel definiáljuk (minden λ ∈ R mellett), ezért

Ψ folytonos és megőrzi a konvex kombinációkat. Ebből adódóan létezik egy

olyan I nyílt intervallum, hogy λi ∈ I (i = 0, 1, . . . , n, n+1) és Ψ(λ) ∈ D minden

λ ∈ I esetén. A fentiekből következik, hogy 0 = λ0 < λ1 < · · · < λn < λn+1 .

Továbbá definiáljuk a g : I → R függvényt a következőképpen:

g(λ) = f (y0 + λh) .

Felhasználva a pontok számára vonatkozó indukciót, megmutathatjuk, hogy

minden λ0 < λ1 < · · · < λn, ahol λi ∈ I és xi = y0 +λih (i = 0, 1, . . . , n) esetén a

(5.5) [λ0, λ1, . . . , λn−1, λn ; g] = [x0, x1, . . . , xn−1, xn ; f ]
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egyenlőség teljesül. Nevezetesen n = 0 esetén (ez az az eset, amikor egyetlen

pontunk van), azt kapjuk, hogy

[λ0 ; g] = g(λ0) = f (y0 + λ0h) = f (x0) = [x0 ; f ] .

Feltéve, hogy az (5.5) egyenlet teljesül minden n + 1 egymást követő pontra,

azt kapjuk, hogy

[λ0, λ1, . . . , λn, λn+1 ; g]

=
[λ1, λ2, . . . , λn, λn+1 ; g] − [λ0, λ1, . . . , λn−1, λn ; g]

λn+1 − λ0

=
[x1, x2, . . . , xn, xn+1 ; f ] − [x0, x1, . . . , xn−1, xn ; f ]

λn+1 − λ0

= [x0, x1, . . . , xn, xn+1 ; f ].

Most legyen λ0 < λ1 < · · · < λn < λn+1 olyan, hogy λi ∈ I

(i = 0, 1, . . . , n, n + 1), továbbá legyen xi = y0 + λi h minden

i = 0, 1, . . . , n, n + 1 számra. Ekkor x j ∈ D ( j = 0, 1, . . . , n, n + 1) úgy,

hogy x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 kollineáris pontok. Így az (5.4) egyenlőtlenség

fennáll. Vegyük észre, hogy

‖xn+1 − x0‖ = ‖(λn+1 − λ0)h‖ = (λn+1 − λ0) · ‖h‖ = λn+1 − λ0

és az (5.5) egyenlőtlenség segítségével azt kapjuk, hogy

0 ≤
[
x0 , x1 , . . . , xn , xn+1 ; f

]
+ ϕ(‖xn+1 − x0‖)

=
[
λ0 , λ1 , . . . , λn , λn+1 ; g

]
+ ϕ(λn+1 − λ0) .

Így felhasználva az 5.1.4. Tételt, látható, hogy a g leképezés n-edrendben kon-

vex. Speciálisan,

0 ≤
[
λ0, λ1, . . . , λn, λn+1 ; g

]
=

[
y0, y1, . . . , yn, yn+1 ; f

]
.
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Mivel y0, y1, . . . , yn, yn+1 ∈ D tetszőleges kollineáris pontok voltak, melyek

teljesítették az y0 < y1 < . . . < yn < yn+1 feltételt, sikerült megmutatnunk az f

függvény n-edrendű konvexitását. �





Összefoglaló

A disszertációban olyan függvények vizsgálatával foglalkoztunk, amelyek bi-

zonyos megengedett hibával teljesítik a konvexitási egyenlőtlenséget a sú-

lyokra vonatkozó megszorítások mellett, úgy mint közelítő Jensen-konvexitás,

résztestre vonatkozó közelítő konvexitás. Ennek megfelelően a továbbiakban

F a valós számok egy résztestét jelöli, X pedig egy vektorteret F felett.

Elsőként a hibatagot tartalmazó tartófüggvényeket, más néven szubgradi-

enseket határoztuk meg, majd ennek felhasználásával a hibatagra vonatkozó

feltevések mellett egyfajta differenciálhatóságot igazoltunk a második fe-

jezetben. Nevezetesen, az F-konvex és F-algebrailag nyílt halmazok, valamint

az F-konvex függvények fogalmának bevezetését követően ismertettük a fe-

jezetben vizsgált (α,F)-konvex függvény definícióját és kimondtunk egy tételt,

mely az (α,F)-konvex függvényre fogalmaz meg ekvivalens állításokat és egy-

fajta tartótulajdonságot:

Tétel. Legyen D ⊆ X nemüres, F-algebrailag nyílt, F-konvex halmaz,

α : D∗ → R+ egy páros leképezés (ahol D∗ = D − D) és f : D → R egy

függvény. Ekkor az alábbi három állítás ekvivalens:

(i) f (α,F)-konvex D-n, azaz

55
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f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y)

+ tα((1 − t)(x − y)) + (1 − t)α(t(y − x))

teljesül minden x, y ∈ D és minden t ∈ [0, 1] ∩ F esetén;

(ii) minden olyan r, s ∈ F+, u ∈ D és h ∈ X esetén, ahol u − sh, u + rh ∈ D,

teljesül az

f (u) − f (u − sh) − α(−sh)
s

≤
f (u + rh) − f (u) + α(rh)

r

egyenlőtlenség;

(iii) létezik egy A : D × X → R leképezés, amelyre fennáll az

f (u + rh) − f (u) ≥ rA(u, h) − α(rh)

egyenlőtlenség minden u ∈ D, r ∈ F és h ∈ X esetén, ahol u + rh ∈ D.

Ezen tétel felhasználásával Rolewicz differenciálhatósági tételeivel analóg

módon igazoltunk bizonyos regularitási tulajdonságokat a közelítően F-konvex

függvényekre:

Tétel. Legyen D ⊆ X egy nemüres, F-algebrailag nyílt, F-konvex halmaz

és α : D∗ → R+ egy olyan páros függvény, hogy minden h ∈ X esetén az

r 7→ α(rh) leképezés (mely minden olyan r ∈ F+ esetén értelmezett, amikor

rh ∈ D∗) folytonos és teljesíti a

lim
F+ 3r→0

α(rh)
r

= 0

feltételt. Ha f : D→ R (α,F)-konvex és A : D × X → R az előző tétel (iii) ál-

lításában és bizonyításában leírt leképezés, akkor minden u ∈ D és h ∈ X
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esetén

A(u, h) = lim
s→0, s∈F+

f (u + sh) − f (u)
s

.

Továbbá a h 7→ A(u, h) (h ∈ X) leképezés pozitív F-homogén és szubadditív

minden u ∈ D-re.

A fejezet végén egy egyszerű példán keresztül (α(x) = c‖x‖p esetén) szem-

léltettük, hogy a hibatag nem minden esetben tűnik el, majd egy megjegyzés

keretében megmutattuk, hogy az (α,F)-konvex függvények halmaza bővebb a

konvexitási egyenlőtlenséget ϕ(t(1 − t)‖x − y‖) hibataggal teljesítő függvények

halmazánál α(u) = ϕ(‖u‖) esetén.

A harmadik fejezetben alkalmas kontollfüggvényekre nézve közelítőleg

(résztest felett) konvex függvényekkel történő szeparálhatóságot karakterizál-

tunk, amiből stabilitási tételt nyertünk. Elsőként Baron, Matkowski és Niko-

dem szeparációs tételének egy absztraktabb változatát bizonyítottuk.

Tétel. Legyen X vektortér az F test felett, D az X egy F-konvex,

F-algebrailag nyílt részhalmaza, továbbá f és g a D halmazon értelmezett

valós függvények. Ekkor a következő állítások ekvivalensek:

(i) létezik egy F-konvex p : D→ R függvény, melyre f ≤ p ≤ g;

(ii) bármely n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ D, t1, . . . , tn ∈ [0, 1] ∩ F esetén, ahol

t1 + . . . + tn = 1 teljesül, igaz a következő egyenlőtlenség:

(6.1) f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

tig(xi).

Az előző tételben a résztest feletti konvexitás esetén a szeparációs tétel

végtelen dimenziós változata jelenik meg, ezért a (6.1) egyenlőtlenség hi-

batagot tartalmazó általánosítása kontrollfüggvény-sorozattal írható le. Ezért
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minden n ∈ N esetén definiáltuk a

Tn =

(t1, . . . , tn) ∈ ([0, 1] ∩ F)n :
n∑

j=1

t j = 1


halmazt és Gn : Tn × Dn → R kontrollfüggvényeket, továbbá a (Gn) kontroll-

függvény-sorozatra nézve F-affin és F-konvex valós függvényeket az F feletti

X vektortér D ⊂ X nemüres, F-algebrailag nyílt, F-konvex részhalmazán.

A későbbiekben definiáltuk a (Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve

F-affin és F-konvex leképezéseket és vizsgáltuk a

(6.2) f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

tig(xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn)

egyenlőtlenséget (n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ D, (t1, . . . , tn) ∈ Tn esetén). A fejezet fő

eredményeként elegendő feltételt adtunk arra, hogy az előző egyenlőtlenséget

teljesítő f és g függvények szeparálhatók legyenek:

Tétel. Tegyük fel, hogy létezik (Gn) kontrollfüggvény-sorozatra nézve

F-affin leképezés. Ekkor f , g : D → R akkor és csak akkor teljesíti a (6.2)

egyenlőtlenséget minden n ∈ N, (t1, . . . , tn) ∈ Tn és x1, . . . , xn ∈ D esetén, ha

létezik egy h : D→ R valós értékű F-konvex függvény a (Gn) kontrollfüggvény-

sorozatra nézve úgy, hogy

f ≤ h ≤ g

teljesül a D halmazon.

A tétel következményeként pedig stabilitási tételt is igazoltunk.

Végül hiperstabilitás jellegű (Rolewicz tételeivel analóg vagy azokat ál-

talánosító) eredményeket bizonyítottunk résztest felett, illetve magasabb rendű

(Jensen)-konvexitásra.
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A negyedik fejezetben a közelítő Jensen-konvexitással foglalkoztunk

eltűnő hibatagok esetén. Ehhez definiáltuk az F-norma fogalmát az F test feletti

X vektortéren, majd c ≥ 0, p > 1, f : D→ R esetén elvégeztük a vizsgált

(6.3) f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + c
(
t(1 − t) ‖x − y‖

)p

egyenlőtlenség ekvivalens átalakításait (ahol x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] ∩ F). A (6.3)

egyenlőtlenségből kapott, az eredetivel ekvivalens egyenlőtlenségre vonatkozó

lemmákat felhasználva pedig bizonyítottuk a következő tételt:

Tétel. Legyen D ⊂ X egy F-algebrailag nyílt F-konvex halmaz,

c ≥ 0, p > 1 és f : D → R olyan leképezés, hogy f megoldása a (6.3)

egyenlőtlenségnek minden x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] ∩ F esetén. Ekkor f megoldás

c = 0 esetén is, azaz az f függvény F-konvex.

Ezt követően ismertettük az alábbi tétel igazolásához szükséges eszközöket

és eredményeket, majd megfogalmaztuk tételünket, mely megmutatja, hogy a

közelítő Jensen-konvexitásból következik a Jensen-konvexitás, ha a hibafügg-

vény kellően kicsi a nulla egy környezetében.

Tétel. Legyen I ⊂ R egy nyílt intervallum, dI az I intervallum hossza és

JI = [0, dI[. Legyen ψ : JI → [0,+∞[ olyan, hogy

lim
t→0+

ψ(t)
t2 = 0.

Ha egy f : I → R függvény megoldja az

f
( x + y

2

)
≤

f (x) + f (y)
2

+ ψ(|x − y|)

egyenlőtlenséget bármely x, y ∈ I esetén, akkor f Jensen-konvex.
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A disszertáció a magasabb rendben közelítőleg konvex függvényekre

vonatkozó eredményeink leírásával zárul. Ehhez ismertettük az osztott dif-

ferencia fogalmát és ehhez kapcsolódóan az n-edrendű konvexitást. Majd

megmutattuk, hogyan jutottunk el a vizsgált függvényegyenlőtlenséghez. Ezt

követően bemutattuk a tételünk bizonyításához szükséges fogalmakat és ko-

rábbi eredményeket, úgy mint a differencia operátor, magasabb rendű Jensen-

konvexitás és a magasabb rendű alsó Dinghas intervallum derivált, valamint

Gilányi és Páles eredménye az n-edrendű Jensen-konvexitásra vonatkozóan.

Ezek felhasználásával igazoltuk a következő Rolewicz-típusú tételt:

Tétel. Ha f : I → R, n ∈ N, I∗n =
{

x−y
n+1 : x, y ∈ I, y < x

}
és

ψ : I∗n → R úgy, hogy limh→0+
ψ(h)
hn+1 = 0, továbbá tetszőleges x ∈ I és h > 0

olyanok, hogy x + (n + 1) h ∈ I esetén teljesül a

∆n+1
h f (x) + ψ(h) ≥ 0

egyenlőtlenség, akkor az f függvény n-edrendben Jensen-konvex.

Az előző tétel és ismert regularitási tételek segítségével beláttuk a

következő tételt:

Tétel. Legyen I ⊂ R egy nyílt intervallum, jelölje ν(I) az I intervallum

hosszát, továbbá legyen n ∈ N és JI =]0, ν(I)[ , valamint legyen a ϕ : JI →

[0,+∞[ olyan függvény, amely teljesíti a limt→0+ ϕ(t) = 0 feltételt. Ha egy

f : I → R függvény minden olyan x j ∈ I pontok esetén ( j = 0, 1, . . . , n, n + 1),

amelyekre teljesül az x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 feltétel, megoldja az[
x0, x1, . . . , xn, xn+1 ; f

]
+ ϕ(xn+1 − x0) ≥ 0

egyenlőtlenséget, akkor f n-edrendben konvex.
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Végül az előző tétel általánosításaként kiterjesztettük az eredményt nyílt

konvex halmazon értelmezett függvényekre is:

Tétel. Legyen D ⊂ Rm egy nyílt konvex halmaz, ν(D) jelölje a D halmaz

átmérőjét, továbbá JD = ] 0, ν(D)[ és n,m ∈ N. Legyen a ϕ : JD → [0,+∞[

függvény olyan, ami teljesíti a limt→0+ ϕ(t) = 0 feltételt. Ha egy f : D → R

függvény megoldja az[
x0, x1, . . . , xn, xn+1 ; f

]
+ ϕ(‖xn+1 − x0‖) ≥ 0

egyenlőtlenséget minden olyan x j ∈ D ( j = 0, 1, . . . , n, n + 1) esetén, ahol

x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 kollineárisak, akkor f n-edrendben konvex.





Summary

In the dissertation, we investigated functions that fulfill the inequality of con-

vexity with certain admissible error terms and restrictions on the weights

(e.g. approximate Jensen-convexity, approximate convexity with respect to a

subfield). For this prupose, let F denote a subdield of real numbers and X be a

linear space over F.

For the beginning, in the second chapter we determined the support func-

tions (subgradients) containing an error term, then using this we proved a dif-

ferentiability property under some assumptions on the error term. Namely,

we introduced the concepts of F-convex sets, F-algebraically open sets, and

F-convex functions. Then we described the concept of (α,F)-convex functions

and formulated a theorem which contained equivalent statements and a kind of

support property for (α,F)-convex functions:

Theorem. Let D ⊆ X be a nonempty, F-algebraically open, F-convex set,

α : D∗ → R+ be an even function (where D∗ = D − D), and let f : D→ R be a

function. Then the following statements are equivalent:

i) f is (α,F)-convex on D , i.e.,
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f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y)

+ tα((1 − t)(x − y)) + (1 − t)α(t(y − x))

holds for every x, y ∈ D and t ∈ [0, 1] ∩ F ;

ii) the inequality

f (u) − f (u − sh) − α(−sh)
s

≤
f (u + rh) − f (u) + α(rh)

r
is satisfied for all r, s ∈ F+, u ∈ D, h ∈ X, where u − sh, u + rh ∈ D;

iii) there exists a function A : D × X → R such that

f (u + rh) − f (u) ≥ rA(u, h) − α(rh)

for all u ∈ D, r ∈ F, h ∈ X, where u + rh ∈ D.

Using this theorem, we proved certain regularity properties for approx-

imately F-convex functions with sufficiently small errors, in the spirit of

Rolewicz.

Theorem. Let D ⊆ X be a nonempty, F-algebraically open, F-convex set

and α : D∗ → R+ be an even function such that, for every h ∈ X , the mapping

r 7→ α(rh) (defined for all r ∈ F+ that fulfill rh ∈ D∗) is continuous and satisfies

lim
F+ 3r→0

α(rh)
r

= 0 .

If f : D → R is (α,F)-convex and A : D × X → R is the mapping described in

statement (iii) and the proof of the previous Theorem, then

A(u, h) = lim
s→0, s∈F+

f (u + sh) − f (u)
s

for all u ∈ D and h ∈ X . Moreover, the mapping h 7→ A(u, h) (h ∈ X) is

positively F-homogeneous and subadditive for every u ∈ D.
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At the end of this chapter, we illustrated by a simple example (when

α(x) = c‖x‖p) that the error term does not disappear in every case. Then in

a remark we showed that the set of (α,F)-convex functions contains the set

of those functions which satisfied the convexity inequality with the error term

ϕ(t(1 − t)‖x − y‖) with α(u) = ϕ(‖u‖).

In the third chapter we characterized the separability with an approximately

convex function (over a subfield and with respect to appropriate control func-

tions) from which we obtained a stability theorem. First we proved a more

abstract version of a separation theorem of Baron, Matkowski and Nikodem.

Theorem. Let X be a vector space over F, D be an F-convex, F-algebrai-

cally open subfield of X, and f and g be real functions on D. Then the following

statements are equivalent:

(i) there exists an F-convex function p : D→ R such that f ≤ p ≤ g;

(ii) the inequality

f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

tig(xi)

is fulfilled for every n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ D, t1, . . . , tn ∈ [0, 1] ∩ F, if

t1 + . . . + tn = 1.

In the previous theorem, in the case of convexity over a subfield, an infinite

dimensional variation of the separation theorem appeared, hence this approach

could be described with a control function sequence. Hence we defined the set

Tn =

(t1, . . . , tn) ∈ ([0, 1] ∩ F)n :
n∑

j=1

t j = 1


and the control functions Gn : Tn × Dn → R for all n ∈ N, and the notion

of F-affine and F-convex real functions with a control function sequence (Gn)
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on an F-algebraically open, F-convex nonempty subset D of X (where X is

a vector space over F). After that we defined the set F := {ϕ : D → R :

ϕ is F-affine with a cotrol function sequence(Gn)} and investigated the func-

tional inequality

(7.1) f

 n∑
i=1

tixi

 ≤ n∑
i=1

tig(xi) + Gn(t1, . . . , tn, x1, . . . , xn)

fulfilled for all n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ D, (t1, . . . , tn) ∈ Tn .

As the main result of this chapter we proved that the condition F , ∅

implies the separability of functions f and g which solve the above inequality:

Theorem. Suppose that F , ∅. Then f , g : D → R satisfy inequality (7.1)

for every n ∈ N, (t1, . . . , tn) ∈ Tn and x1, . . . , xn ∈ D if and only if there exists

an F-convex function h : D → R with the control function sequence (Gn) such

that

f ≤ h ≤ g

is satisfied on D.

At the end of the third chapter we obtained a stability theorem from the

previous theorem.

Finally, we proved hiperstability-type results (analogue or more general

forms of Rolewicz’s theorems) over a subfield and for (Jensen-)convexity of

higher order.

In the fourth chapter we investigated approximately Jensen-convex func-

tions with vanishing error terms. For this we defined the F-norm of an element
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of X (where X is a vector space over F), then by performing appropriate sub-

stitutions we formulated equivalent versions of the inequality

(7.2) f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + c
(
t(1 − t) ‖x − y‖

)p

for all x, y ∈ D and t ∈ [0, 1] ∩ F (where c ≥ 0 and p > 1 are fixed, while

f : D→ R is arbitrary). Using the lemmas for the reformulated inequalities

we proved the following result:

Theorem. Let D ⊂ X be an F-algebraically open and F-convex set, c ≥ 0,

p > 1 and f : D → R such that f satisfies inequality (7.2) for every x, y ∈ D

and t ∈ [0, 1] ∩ F. Then f satisfies the inequality with c = 0 as well, thus f is

F-convex.

Then we described the tools and results necessary to verify the following

theorem which shows that approximately Jensen-convex functions are, in fact,

Jensen-convex if the error term is sufficiently small in a neighborhood of zero.

Theorem. Let I ⊂ R be an open interval, dI be the length of the interval I,

and JI = [0, dI[. Let the function ψ : JI → [0,+∞[ satisfy

lim
t→0+

ψ(t)
t2 = 0.

If a function f : I → R satisfies

f
( x + y

2

)
≤

f (x) + f (y)
2

+ ψ(|x − y|)

for all x, y ∈ I, then f is Jensen-convex.

The dissertation terminates with the results on approximately convex func-

tions in higher order. For this, we described the concept of divided differences

and this enabled us to introduce convexity of order n. Then we showed how to



68 Summary

get the functional inequality of approximate convexity of higher order. After

that we presented the required notations and earlier results, such as the notion

of difference operator, Jensen convexity of higher order, lower Dinghas inter-

val derivative of higher order, and the result for Jensen-convexity of order n

by Gilányi and Páles, which we used in the proof of our theorem. Hence we

proved the following Rolewicz-type result:

Theorem. If f : I → R, n ∈ N, I∗n =
{

x−y
n+1 : x, y ∈ I, y < x

}
and ψ : I∗n → R

such that limh→0+
ψ(h)
hn+1 = 0, and for all x ∈ I and h > 0 such that x+ (n+1) h ∈ I

the inequality

∆n+1
h f (x) + ψ(h) ≥ 0

is fulfilled, then the function f is Jensen-convex of order n.

These results helped us to prove the following theorem:

Theorem. Let I ⊂ R be an open interval, ν(I) denote the length of the

interval I , n ∈ N , and JI =]0, ν(I)[ . Let the function ϕ : JI → [0,+∞[ satisfy

limt→0+ ϕ(t) = 0. If a function f : I → R satisfies the inequality[
x0, x1, . . . , xn, xn+1 ; f

]
+ ϕ(xn+1 − x0) ≥ 0

for all x j ∈ I ( j = 0, 1, . . . , n, n + 1), such that x0 < x1 < · · · < xn < xn+1, then

f is convex of order n .

Finally, using some technical tools we could extend this theorem to the case

where the domain is an open convex set.

Theorem. Let D ⊂ Rm be an open and convex set, ν(D) denote the

diameter of the set D, n,m ∈ N, JD = ] 0, ν(D)[. Let the function
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ϕ : JD → [0,+∞[ satisfy limt→0+ ϕ(t) = 0. If a function f : D → R satis-

fies the inequality[
x0, x1, . . . , xn, xn+1 ; f

]
+ ϕ(‖xn+1 − x0‖) ≥ 0

for all x j ∈ D ( j = 0, 1, . . . , n, n + 1) such that x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 are

collinear points, then f is convex of order n.
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