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Bevezetés

Kombinatorikus hátterű problémák vizsgálata során, ami-

kor két végtelen halmaz közös értékeit keressük, gyakran ka-

punk diofantikus egyenleteket. Dolgozatunkban olyan f(x) =

g(y) t́ıpusú szeparábilis egyenletekkel foglalkozunk, amelyek-

ben az f és g polinomok speciális, kombinatorikus jelentéssel

b́ırnak.

A disszertáció a Bevezetés után öt fejezetre oszlik. Az első

fejezetben a felhasznált lemmákat mutatjuk be. A második,

harmadik és negyedik fejezetben a figurális számok vizsgálata

során nyert eredményeket közöljük, végül az ötödik fejezetben

az Erdős-Graham probléma speciális eseteivel foglalkozunk.

A disszertáció alapjául a [17], [12], [13], [20] és [21] cikkek

szolgáltak.

A második, harmadik és negyedik fejezetben a vizsgálat

tárgyát az alább definiált fk,m(X) polinom adja. Legyenek

k ≥ 2,m ≥ 3 egész paraméterek és jelölje az

fk,m(X) =
X(X + 1) · · · (X + (k − 2))((m− 2)X + k + 2−m)

k!
(1)

k-ad fokú, racionális együtthatós polinom az X-edik (k-dimen-

ziós, m-szög alapú) figurális számot. Az m = 3 esetben az

fk,3(X) = X(X+1)···(X+k−1)
k! kifejezésből az

(
X+k−1

k

)
binomiális

együtthatókat, a k = 2, illetve k = 3 esetekben a poligonális,

illetve a piramidális számokat kapjuk, amelyeket az f2,m(X)



2

és az f3,m(X) polinomokkal jelölünk, azaz

f2,m(X) = Polm(X) =
X((m− 2)X + 4−m)

2

és

f3,m(X) = Pyrm(X) =
X(X + 1)((m− 2)X + 5−m)

6
,

ahol m ≥ 3 egész paraméter.

Legyenek k,m és l, n rögźıtett egész számok, amelyekre

k > l ≥ 2,m ≥ 3, n ≥ 3 feltételek teljesülnek és tekintsük az

fk,m(x) = fl,n(y) (2)

egyenletet, ahol x, y ismeretlen egészek. Ekkor a (2) egyenletet

teljeśıtő (x, y) számpárok két figurális szám egyenlő értékeit

határozzák meg. A megoldás reménytelen ilyen általánosság-

ban vizsgálva, sőt rögźıtett (k,m, l, n) számnégyesekre effekt́ıv

vagy ineffekt́ıv végességi álĺıtásokat is nehéz nyerni. A második

és negyedk fejezetben a (2) egyenlet konkrét eseteit vizsgáljuk.

A harmadik fejezetben Mordell ismert egyenletét [16, 27.

fejezet] általánośıtjuk a figurális számok seǵıtségével, és ı́gy az

f3,m(x− 2) + f2,m(x− 1) + x + 1 = f2,n(y)

egyenlettel foglalkozunk.
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Az ötödik fejezet motivációját az alábbi általános

r∏
i=1

f(xi, ki, 1) = y2

egyenlet adta, rögźıtett r ≥ 1 és {k1, k2, . . . , kr} esetén, ahol

ki ≥ 4, i = 1, 2, . . . , r. Erdős és Graham [5] vizsgálata annak a

meghatározására irányult, hogy ennek az egyenletnek valóban

csak legfeljebb véges sok pozit́ıv egész (x1, x2, . . . , xr, y) meg-

oldása van-e, ha xi + ki ≤ xi+1 minden i-re teljesül, ahol

1 ≤ i ≤ r − 1 és f(X, k, 1) = X(X + 1) · · · (X + (k − 1)). A

fejezetben a fenti összefüggés speciális eseteivel foglalkozunk.

1. Segéderedmények

Az első fejezetben a bizonýıtásokhoz felhasznált segédered-

ményeket adjuk meg. A dolgozatban többször előfordul Ba-

ker egy elliptikus egyenletekre vonatkozó effekt́ıv végességi

álĺıtása [1], illetve annak egy Brindza [3] nevéhez fűződő általá-

nos változata. A lemmák között szerepel továbbá Grytzuk és

Schinzel eredménye [10], amely egy általános egyenletosztály

megoldásaira vonatkozó tétel speciális esete, nevezetesen Run-

ge módszerét [19] felhasználva ad effekt́ıv felső korlátot a meg-

oldások nagyságára. Végezetül, az ötödik fejezetben alkal-

mazott, Fujiwara [9] által kidolgozott eredményt ismertetjük,
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amely tetszőleges polinom gyökeire ad korlátot az együtthatók

függvényében.

2. Poligonális és piramidális számok egyenlő

értékei

A dolgozat második fejezetében a Brindza, Pintér és Tur-

jányi [4] cikkében szereplő sejtést igazoljuk, amely a pira-

midális és poligonális számok közös értékeit, azaz a (2) egyen-

letből k = 3 és l = 2 értékek mellett kapott

f3,m(x) = f2,n(y) (3)

egyenletet vizsgálja x és y ismeretlen egészekben. Dolgozatuk-

ban bebizonýıtották, hogy eltekintve véges sok (m,n) pártól,

az egyenletnek csak véges sok x, y megoldása van, amelyre

max(|x|, |y|) < C1 teljesül, ahol C1 az m-től és az n-től függő

effekt́ıven kiszámı́tható korlát, továbbá a kivételes (m,n) pá-

rokra teljesül, hogy max(m,n) < C2, ahol C2 effekt́ıven meg-

határozható abszolút konstans. Sejtésként fogalmazták meg,

hogy csak egy kivételes pár létezik, nevezetesen az (m,n) =

(5, 4). Dolgozatunkban bizonýıtani ḱıvánjuk ezt a sejtést, amit

az alábbi tétel mond ki.

1. Tétel. Ha (m,n) 6= (5, 4), akkor a (3) egyenletnek csak

véges sok x, y egész megoldása van, és ezekre a megoldásokra
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max(|x|, |y|) < C3 teljesül, ahol C3 effekt́ıven kiszámı́tható, az

m és n paraméterektől függő korlát.

Megjegyzés. Az (m,n) = (5, 4) számpárt behelyetteśıtve

a (3)-ba, az x2(x + 1)/2 = y2 egyenletet kapjuk, amelyről

könnyen belátható, hogy végtelen sok (x, y) megoldása van.

3. Mordell eredményének általánośıtása figurális

számokkal

A harmadik fejezetben bizonýıtott álĺıtás előzményeként

Mordell klasszikusnak számı́tó eredményét idézzük [16, 27.

fejezet], amely az(
x

3

)
+

(
x

2

)
+

(
x

1

)
+

(
x

0

)
= y2 (4)

diofantikus egyenlettel foglalkozik, választ keresve arra a kér-

désre, hogy valóban az x = −1, 0, 2, 7, 15, 74 számok alkotják-

e csupán a (4) egyenlet egész megoldásait. Ljunggren [14]

és Bremner [2] egymástól függetlenül meghatározta a 6y2 =

x3 +5x+6 alakban is feĺırható (4) egyenlet összes megoldását,

megmutatva, hogy csak egyetlen további x ∈ Z esetén tel-

jesül az egyenlőség, nevezetesen az x = 767 érték mellett. A

(4) egyenlet tekintettel az fk,m(X) polinomra, megadható az



6

alábbi módon is:

f3,3(x− 2) + f2,3(x− 1) + x + 1 = f2,4(y). (5)

A fejezet célja, hogy az (5) egyenletet általánośıtsuk a poli-

gonális és piramidális számok seǵıtségével. Még pontosabban

megfogalmazva, az

f3,m(x− 2) + f2,m(x− 1) + x + 1 = f2,n(y) (6)

diofantikus egyenletet vizsgáljuk és bizonýıtjuk, hogy a kivé-

teles pároktól eltekintve csak véges sok megoldás létezik. Álĺı-

tásunkat a következő tételben foglaltuk össze.

2. Tétel. Legyenek adottak m és n pozit́ıv egészek, ahol m ≥
3, n ≥ 3 és (m,n) 6= (50, 3), (50, 6). Ekkor a (6) egyenlet min-

den x és y megoldására teljesül, hogy max(x, y) < C4, ahol C4

egy effekt́ıven meghatározható konstans, amely csak az m és n

értékektől függ.

Megjegyzés. A kivételes esetekben, amikor (m,n) = (50, 3),

illetve (50, 6), a (16x + 1)(2x− 3)2 = (2y + 1)2, illetve (16x +

1)(2x−3)2 = (4y−1)2 egyenleteket kapjuk, amelyeknek látha-

tóan végtelen sok egész (x, y) megoldása van.
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4. Figurális számok egyenlő értékei

A negyedik fejezetben általánośıtjuk a második fejezetben

szereplő (3) egyenlet bal oldalát, vagyis az általános alakban

feĺırt figurális számok és poligonális számok közös értékeire

vonatkozó összefüggést, azaz az

fk,m(x) = f2,n(y) (7)

egyenletet vizsgáljuk. Adott feltételek mellett effekt́ıv véges-

ségi álĺıtásokat adunk a (7) egyenletre egész x és y értékek

esetén, meghatározva továbbá a kivételt képező eseteket. Fog-

lalkozunk az fk,k+2(X) = X2(X+1)···(X+k−2)
(k−1)! alakban feĺırt fi-

gurális számmal és bizonýıtjuk, hogy csak egyetlen esetben

lehet teljes négyzet.

3. Tétel. Legyenek m,n, k egész számok, amelyekre teljesül,

hogy k ≥ 3 és (m,n, k) 6= (5, 4, 3), (6, 4, 4). Ha k páros, akkor

tegyük fel továbbá, hogy k!D nem r2 vagy 2r2 alakú, ahol D =

gcd(k!(n − 4)2, 8d(n − 2)) és d = gcd(k,m − 2). Ekkor a (7)

egyenletnek csak véges sok x, y megoldása van, amelyek effekt́ıv

módon meghatározhatók.

Megjegyzés. Ha (m,n, k) = (5, 4, 3), (6, 4, 4), akkor könnyen

belátható, hogy a (7) egyenletnek végtelen sok x, y megoldása

van.
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1. Következmény. Legyenek m,n, k egészek és k ≥ 4. Ha k

páros, akkor tegyük fel továbbá, hogy létezik egy p pŕım, amely

k/2 < p < k, ahol p - n − 2. Ekkor a (7) egyenletnek csak

véges sok x, y megoldása van, amelyek effekt́ıv módon meg-

határozhatók.

Megjegyzés. Ha k > 2n, akkor a fenti Következmény tel-

jesül. A Bertrand-posztulátum garantálja a megfelelő p pŕım

létezését k/2 < p < k között. Mivel p > k/2 > n > n− 2, van

olyan pŕım, amelyre teljesül, hogy p - n− 2.

4. Tétel. Tegyük fel, hogy k ≥ 3,m ≥ 3, n ≥ 14 egészek,

amelyekre

10m− 26 ≤ n

teljesül. Ekkor a (7) egyenletnek csak véges sok x, y megoldása

van, amelyek effekt́ıv módon meghatározhatók.

5. Tétel. A k ≥ 5, x ≥ k − 2 és y ≥ 1 egészek körében az

egyetlen megoldása az

fk,k+2(x) = f2,4(y) (8)

egyenletnek a (k, x, y) = (5, 47, 3290) számhármas.

Megjegyzések. k = 5 esetén a tétel következik Meyl [15]

klasszikus eredményéből. Megjegyezzük továbbá, hogy a di-

ofantikus egyenletek körében az összes egész x, y és k meg-

oldása az
(
x+k−1

k

)
= fk,3(x) = f2,4(y) = y2 alakú parametrikus
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családnak Győry [11], binomiális együtthatók hatványösszegét

vizsgáló eredményére vezethető vissza.

5. Az Erdős-Graham probléma

Az ötödik fejezetben az Erdős-Graham probléma speciális

eseteivel foglalkozunk. Tekintsük az alábbi

f(x, k, d) = x(x + d) · · · (x + (k − 1)d)

szorzatot. Erdős [6] és Rigge [18] egymástól függetlenül bi-

zonýıtották, ha x ≥ 1 és k ≥ 2, akkor f(x, k, 1) nem lehet

teljes négyzet. Erdős és Selfridge [8] h́ıres eredményükben azt

álĺıtották, hogy az f(x, k, 1) sosem lehet egy egész szám teljes

hatványa, feltéve, hogy x ≥ 1 és k ≥ 2. Azaz, megoldották az

f(x, k, d) = yl diofantikus egyenletet d = 1 esetén. Tekintsük,

továbbá az alábbi egyenletet

r∏
i=1

f(xi, ki, 1) = y2

rögźıtett r ≥ 1 és {k1, k2, . . . , kr} esetén, ahol ki ≥ 4, i =

1, 2, . . . , r. Erdős és Graham [5] vizsgálata annak a meghatáro-

zására irányult, hogy ennek az egyenletnek valóban csak legfel-

jebb véges sok pozit́ıv egész (x1, x2, . . . , xr, y) megoldása van-e,

ha xi + ki ≤ xi+1 minden i-re teljesül, ahol 1 ≤ i ≤ r − 1. A
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fejezet első tétele az

x(x + 1)(x + 2)(x + 3)

(x + a)(x + b)
= y2 (9)

diofantikus egyenlettel foglalkozik, ahol a, b ∈ Z, a 6= b pa-

raméterek. Az álĺıtást és a hozzá kapcsolódó bizonýıtást is két

esetre bontottuk, attól függően, hogy a és b paritása megegyezik-

e vagy sem.

Kiterjesztve ezt az eredményt, a fejezet további részében

az
x(x + 1)(x + 2)(x + 3)(x + 4)(x + 5)

(x + a)(x + b)
= y2, (10)

x(x + 1)(x + 2)(x + 3)(x + 4)(x + 5)

(x + a)(x + b)(x + c)
= y3, (11)

x(x + 1)(x + 2)(x + 3)(x + 4)(x + 5)

(x + a)(x + b)(x + c)(x + d)
= y2 (12)

diofantikus egyenleteket vizsgáljuk, ahol a, b, c, d ∈ Z páronként

különböző egészek úgy, hogy a, b, c, d /∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Ezen

egyenletek megoldásaira sikerült korlátot nyernünk, amelyeket

az alábbi tételekben mutatunk be.

6. Tétel. (I) Legyen a ≡ b (mod 2). Ha (x, y) ∈ Z2 megoldása
a (9) diofantikus egyenletnek, akkor

|x| ≤ max{|A2|, |A1|1/2, |A0|1/3, |B2|, |B1|1/2, |B0|1/3, |
1

4
(a+ b− 6)2ab|},
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ahol

A2 =
3

4
a2 +

1

2
ab+

3

4
b2 − 2 a− 2 b+ 7

A1 = −1

4
a3 +

1

4
a2b+

1

4
ab2 + 2 a2 − 1

4
b3 + 2 b2 − 4 a− 4 b+ 6

A0 = −1

4
(a+ b− 4)2ab

B2 =
3

4
a2 +

1

2
ab+

3

4
b2 − 4 a− 4 b− 5

B1 = −1

4
a3 +

1

4
a2b+

1

4
ab2 + 4 a2 − 1

4
b3 + 4 b2 − 16 a− 16 b+ 6

B0 = −1

4
(a+ b− 8)2ab.

(II) Legyen a 6≡ b (mod 2). Ha (x, y) ∈ Z2 megoldása a (9)

diofantikus egyenletnek, akkor

|x| ≤ 2 max{|C2|, |C1|1/2, |C0|1/3, |D2|, |D1|1/2, |D0|1/3},

ahol

C2 =
3

4
a2 +

1

2
ab+

3

4
b2 − 7

2
a− 7

2
b− 5

4

C1 = −1

4
a3 +

1

4
a2b+

1

4
ab2 +

7

2
a2 − 1

4
b3 +

7

2
b2 − 49

4
a− 49

4
b+ 6

C0 = −1

4
(a+ b− 7)2ab

D2 =
3

4
a2 +

1

2
ab+

3

4
b2 − 5

2
a− 5

2
b+

19

4

D1 = −1

4
a3 +

1

4
a2b+

1

4
ab2 +

5

2
a2 − 1

4
b3 +

5

2
b2 − 25

4
a− 25

4
b+ 6

D0 = −1

4
(a+ b− 5)2ab.

A fenti tételt alkalmazva meghatározzuk a (9) egyenlet

összes egész megoldását a, b ∈ {−4,−3,−2,−1, 4, 5, 6, 7} és
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a 6= b esetén.

2. Következmény. Legyen a, b ∈ {−4,−3,−2,−1, 4, 5, 6, 7}
és a 6= b. Minden (x, y) ∈ Z2, y 6= 0 megoldását a (9) egyen-

letnek az alábbi táblázat tartalmazza:

(a, b) (−4,−3), (−4, 5) (−2, 7) (6, 7)

(x, y) (−6, 2), (1, 2) (−6, 6) (3, 6) (−4, 2), (3, 2)

3. Következmény. Legyen a ≡ b (mod 2) és t = max{|a|, |b|}.
Ha (x, y) ∈ Z2 megoldása a (9) egyenletnek, akkor

|x| ≤ max{2t2 + 13t, |14 (a + b− 6)2 ab|}.

4. Következmény. Legyen a 6≡ b (mod 2) és t = max{|a|, |b|}.
Ha (x, y) ∈ Z2 megoldása a (9) egyenletnek, akkor

|x| ≤ 4t2 + 20t.

7. Tétel. Legyen a, b /∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} és t = max{|a|, |b|}.
Ha (x, y) ∈ Z2 megoldása a (10) diofantikus egyenletnek, akkor

vagy

x |
(
3a2 + 2ab + 3b2 − 30a− 30b + 115

)2
ab vagy |x| ≤ 16t3+440t2.

8. Tétel. Legyen a, b, c /∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}, t = max{|a|, |b|, |c|}.
Ha (x, y) ∈ Z2 megoldása a (11) diofantikus egyenletnek, akkor

vagy

x | (a + b + c− 15)3abc vagy |x| ≤ 6t2 + 68t.
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9. Tétel. Legyen a, b, c, d /∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}, továbbá legyen

t = max{|a|, |b|, |c|, |d|}. Ha (x, y) ∈ Z2 megoldása a (12) dio-

fantikus egyenletnek, akkor vagy

x | (a + b + c + d− 15)2abcd vagy |x| ≤ 12t2 + 132t.
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Introduction

To consider equal values of two infinitely sets which has

combinatorial background, we can sometimes get Diophantine

equations. In our dissertation, we deal with separable equa-

tions f(x) = g(y), where the polynomials f and g have com-

binatorial meanings.

Our dissertation consists of five chapters. In the first chap-

ter we present auxiliary results. In the second, third and fourth

chapters we deal with the figurate numbers and the last, fifth

chapter we consider the special cases of the problem of Erdős

and Graham. The dissertation is based on the papers [17],

[12], [13], [20] and [21].

There are several results concerning arithmetical and Dio-

phantine properties of certain combinatorial numbers.

Let k,m be integers with k ≥ 3 and m ≥ 3, further, denote

by

fk,m(X) =
X(X + 1) . . . (X + k − 2)((m− 2)X + k + 2−m)

k!

the Xth figurate number with parameters k and m. The power

and equal values of fk,m(X) in special cases, including, for

instance, binomial coefficients (for m = 3), polygonal numbers

(for k = 2) and pyramidal numbers (for k = 3) have been

studied intensively. In the second, third and fourth chapter
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we will investigate the polygonal and pyramidal numbers, so

we have to introduce the concepts of them.

Let

f2,m(X) = Polm(X) =
X ((m− 2)X + 4−m)

2

and

f3,m(X) = Pyrm(X) =
X(X + 1) ((m− 2)X + 5−m)

6

be the polygonal and pyramidal numbers with integral param-

eter m ≥ 3.

Let k,m, l, n be fix integers, where k > l ≥ 2,m ≥ 3, n ≥ 3

and we deal with the equation

fk,m(x) = fl,n(y), (13)

where x, y are unknown integers. To examine the equation (13)

in general is hopeless, so we concentrate on special quadruples

(k,m, l, n).

In the second and fourth chapters we will investigate the

equation (13) in special cases.

In the third chapter we will study the generalization of a

classical equation of Mordell [16, Chapter 27]. We consider

the equation

f3,m(x− 2) + f2,m(x− 1) + x + 1 = f2,n(y). (14)
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Now, let f(x, k, d) = x(x+d) · · · (x+(k−1)d) and consider

the Diophantine equation

f(x, k, d) = yl. (15)

Erdős and Graham [5] examined the Diophantine equation

r∏
i=1

f(xi, ki, 1) = y2

for fixed r ≥ 1 and {k1, k2, . . . , kr} with ki ≥ 4 for i = 1, 2, . . . r.

In the last chapter we deal with the special case of Erdős and

Graham.

1 Auxiliary results

In the first chapter we show the lemmas concerning our

proofs. The first lemma is Baker’s classical result concerning

the solutions of elliptic equations [1]. Our second lemma is a

classical result from the modern theory of Diophantine equa-

tions, which is a consequence of the Theorem in Brindza [3].

We apply a special case of a Runge-type result due to Grytczuk

and Schinzel [10] and in the last chapter we will use the result

of Fujiwara [9] which gives a bound for roots of an arbitrary

polynomial to prove our statements.
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2 Equal values of polygonal and pyramidal

numbers

In the second chapter we solve a Diophantine conjecture

by Brindza, Pintér and Turjányi [4] without using any reduc-

tion methods. In [4], the authors proved that apart from an

effectively computable set of m and n, the equation

f3,m(x) = f2,n(y) (16)

possesses only finitely many solutions and max(x, y) < C1,

where C1 is an effectively computable constant depending only

on m and n. They conjectured that the cardinality of this

exceptional set is one, namely it consists of the pair (m,n) =

(5, 4). We obtain the following

Theorem 1 Apart from the pair (m,n) = (5, 4) all the solu-

tions x and y to (16) satisfy max(x, y) < C2 where C2 is an

effectively computable constant depending only on m and n.

Remark. In the special case, when (m,n) = (5, 4) we get the

equation x2(x + 1)/2 = y2. One can easily check that it has

infinitely many integer solutions.
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3 A generalization of a Mordell equation with

figurate numbers

Mordell, in his classical book [16, Chapter 27] proposed the

following Diophantine problem. Are the only integer solutions

of the equation(
x

3

)
+

(
x

2

)
+

(
x

1

)
+

(
x

0

)
= y2 (17)

given by x = −1, 0, 2, 7, 15, 74? Ljunggren [14] and Bremner

[2], independently, resolved this equation, showing that there

exists one additional solution, namely x = 767. We can rewrite

equation (17) by using figurate numbers as

f3,3(x− 2) + f2,3(x− 1) + x + 1 = f2,4(y). (18)

The aim of this part is to generalize equation (18) to poly-

gonal and pyramidal numbers. More precisely, we study the

Diophantine equation

f3,m(x− 2) + f2,m(x− 1) + x + 1 = f2,n(y). (19)

In this chapter we can prove

Theorem 2 For fixed positive integers m ≥ 3, n ≥ 3 with

(m,n) 6= (50, 3), (50, 6), all the solutions x and y to (19) satisfy

max(x, y) < C3, where C3 is an effectively computable constant
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depending only on m and n.

In the exceptional cases (m,n) = (50, 3) and (50, 6), we

have the curves (16x + 1)(2x − 3)2 = (2y + 1)2 and (16x +

1)(2x − 3)2 = (4y − 1)2, respectively. It is trivial that there

are infinitely many integer points (x, y) on these curves.

4 Equal values of figurate numbers

In the fourth chapter we will generalize the equation (16).

The purpose of this chapter is to give effective finiteness state-

ments for the more general equation

fk,m(x) = f2,n(y) (20)

in integers x and y. Furthermore, we will investigate the square

value of the polynomial fk,k+2(X) = X2(X+1)···(X+k−2)
(k−1)! and

provide that it can be a perfect square in only one case.

Theorem 3 Let m,n, k be integers with k ≥ 3 and where

(m,n, k) 6= (5, 4, 3), (6, 4, 4). If k is even, then assume fur-

ther that k!D is not of the form r2, 2r2, where D = gcd(k!(n−
4)2, 8d(n−2)) with d = gcd(k,m−2). Then equation (20) has

only finitely many solutions in x, y which can be effectively

determined.
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If (m,n, k) = (5, 4, 3), (6, 4, 4), then one can easily see that

equation (20) has infinitely many solutions in x, y. As an im-

mediate consequence, we obtain the following statement.

Corollary 1 Let m,n, k be integers with k ≥ 4. If k is even,

then assume further that there exists a prime p with k/2 <

p < k such that p - n− 2. Then equation (20) has only finitely

many solutions in x, y which can be effectively determined.

Remark. Note that if k > 2n, then the condition in Corol-

lary 1 is satisfied. Indeed, Bertrand’s postulate guarantees

the existence of a prime p with k/2 < p < k. Since now

p > k/2 > n > n− 2, we also have p - n− 2.

Theorem 4 Suppose that k ≥ 3,m ≥ 3, n ≥ 14 are integers

with

10m− 26 ≤ n.

Then equation (20) possesses only finitely many solutions in

x, y which can be effectively determined.

We closely follow arguments of Erdős [6, 7] and resolve an

infinite family of Diophantine equations.

Theorem 5 The only solution of the equation

fk,k+2(x) = f2,4(y) (21)

in integers k ≥ 5, x ≥ k−2 and y ≥ 1 is (k, x, y) = (5, 47, 3290).
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For k = 5, our theorem follows from a classical theorem

by Meyl [15]. The resolution of another parametric family of

Diophantine problems
(
x+k−1

k

)
= fk,3(x) = f2,4(y) = y2 in in-

tegers x, y and k follows from the result of Győry [11] on the

power values of binomial coefficients.

5 The problem of Erdős-Graham

Let us define

f(x, k, d) = x(x + d) · · · (x + (k − 1)d)

and consider the Diophantine equation

f(x, k, d) = yl. (22)

Erdős [6] and independently Rigge [18] proved that the equa-

tion f(x, k, 1) = y2 has no integer solution. Erdős and Selfridge

[8] extended this result when d = 1, x ≥ 1 and k ≥ 2 and they

stated that f(x, k, 1) is never a perfect power. This type of

Diophantine equations have been studied intensively. Erdős

and Graham [5] asked if for fixed r ≥ 1 and {k1, k2, . . . , kr}
with ki ≥ 4 for i = 1, 2, . . . , r the Diophantine equation

r∏
i=1

f(xi, ki, 1) = y2
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has at most finitely many solutions in positive integers y and

(x1, . . . , xr) with xi + ki ≤ xi+1 for 1 ≤ i ≤ r − 1.

In the fifth chapter we give bounds for the size of the so-

lutions of the Diophantine equation

x(x + 1)(x + 2)(x + 3)

(x + a)(x + b)
= y2, (23)

where a, b ∈ Z, a 6= b are parameters. We expand this re-

sult and provide bounds for the size of the solutions of the

Diophantine equations

x(x + 1)(x + 2)(x + 3)(x + 4)(x + 5)

(x + a)(x + b)
= y2, (24)

x(x + 1)(x + 2)(x + 3)(x + 4)(x + 5)

(x + a)(x + b)(x + c)
= y3, (25)

x(x + 1)(x + 2)(x + 3)(x + 4)(x + 5)

(x + a)(x + b)(x + c)(x + d)
= y2, (26)

where a, b, c, d ∈ Z are pairwise distinct integers.

Theorem 6 (I) Let a ≡ b (mod 2). If (x, y) ∈ Z2 is a solution
of (23), then

|x| ≤ max{|A2|, |A1|1/2, |A0|1/3, |B2|, |B1|1/2, |B0|1/3, |
1

4
(a+ b− 6)2 ab |},

where

A2 =
3

4
a2 +

1

2
ab+

3

4
b2 − 2 a− 2 b+ 7
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A1 = −1

4
a3 +

1

4
a2b+

1

4
ab2 + 2 a2 − 1

4
b3 + 2 b2 − 4 a− 4 b+ 6

A0 = −1

4
(a+ b− 4)2ab

B2 =
3

4
a2 +

1

2
ab+

3

4
b2 − 4 a− 4 b− 5

B1 = −1

4
a3 +

1

4
a2b+

1

4
ab2 + 4 a2 − 1

4
b3 + 4 b2 − 16 a− 16 b+ 6

B0 = −1

4
(a+ b− 8)2ab.

(II) Let a 6≡ b (mod 2). If (x, y) ∈ Z2 is a solution of (23),

then

|x| ≤ 2 max{|C2|, |C1|1/2, |C0|1/3, |D2|, |D1|1/2, |D0|1/3},

where

C2 =
3

4
a2 +

1

2
ab+

3

4
b2 − 7

2
a− 7

2
b− 5

4

C1 = −1

4
a3 +

1

4
a2b+

1

4
ab2 +

7

2
a2 − 1

4
b3 +

7

2
b2 − 49

4
a− 49

4
b+ 6

C0 = −1

4
(a+ b− 7)2ab

D2 =
3

4
a2 +

1

2
ab+

3

4
b2 − 5

2
a− 5

2
b+

19

4

D1 = −1

4
a3 +

1

4
a2b+

1

4
ab2 +

5

2
a2 − 1

4
b3 +

5

2
b2 − 25

4
a− 25

4
b+ 6

D0 = −1

4
(a+ b− 5)2ab.

We apply the above theorem to determine all integral solutions

of (23) with a, b ∈ {−4,−3,−2,−1, 4, 5, 6, 7}, a 6= b.

Corollary 2 Let a, b ∈ {−4,−3,−2,−1, 4, 5, 6, 7}, a 6= b. All

the solutions (x, y) ∈ Z2, y 6= 0 of (23) are as follows
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(a, b) (−4,−3), (−4, 5) (−2, 7) (6, 7)

(x, y) (−6, 2), (1, 2) (−6, 6) (3, 6) (−4, 2), (3, 2)

Corollary 3 Let a ≡ b (mod 2) and t = max{|a|, |b|}. If (x, y) ∈
Z2 is a solution of the equation (23) then

|x| ≤ max{2t2 + 13t, |14 (a + b− 6)2 ab|}.

Corollary 4 Let a 6≡ b (mod 2) and t = max{|a|, |b|}. If (x, y) ∈
Z2 is a solution of the equation (23) then

|x| ≤ 4t2 + 20t.

Theorem 7 Let a, b /∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} and t = max{|a|, |b|}.
If (x, y) ∈ Z2 is a solution of the Diophantine equation (24)

then either

x |
(
3a2 + 2ab + 3b2 − 30a− 30b + 115

)2
ab or |x| ≤ 16t3 + 440t2.

Theorem 8 Let a, b, c /∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} and denote by t =

max{|a|, |b|, |c|}. If (x, y) ∈ Z2 is a solution of the Diophantine

equation (25) then either

x | (a + b + c− 15)3abc or |x| ≤ 6t2 + 68t.

Theorem 9 Let a, b, c, d /∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} and denote by t =

max{|a|, |b|, |c|, |d|}. If (x, y) ∈ Z2 is a solution of the Dio-

phantine equation (26) then either

x | (a + b + c + d− 15)2abcd or |x| ≤ 12t2 + 132t.
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[9] M. Fujiwara. Über die obere Schranke des absoluten Be-

trages der Wurzeln einer algebraischen Gleichung. Tôhoku
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[17] Á. Pintér and N. Varga. Resolution of a nontrivial Diop-

hantine equation without reduction methods. Publ. Math.

Debrecen, 79(3-4):605–610, 2011.
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Erdős Centennial, Budapest, 2013. július 1-5.
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