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Bevezetés

Kombinatorikus hatterti problémék vizsgédlata sordn, ami-
kor két végtelen halmaz kozos értékeit keressiik, gyakran ka-
punk diofantikus egyenleteket. Dolgozatunkban olyan f(x) =
g(y) tipusi szepardbilis egyenletekkel foglalkozunk, amelyek-
ben az f és g polinomok specidlis, kombinatorikus jelentéssel
birnak.

A disszertacié a Bevezetés utan o6t fejezetre oszlik. Az els6
fejezetben a felhaszndlt lemmaékat mutatjuk be. A mésodik,
harmadik és negyedik fejezetben a figurdlis szamok vizsgalata
soran nyert eredményeket kozoljik, végiil az 6todik fejezetben
az Erd6s-Graham probléma specidlis eseteivel foglalkozunk.
A disszertacié alapjaul a [17], [12], [13], [20] és [21] cikkek
szolgaltak.

A mdésodik, harmadik és negyedik fejezetben a vizsgdlat
targyat az alabb definidlt fj,,,(X) polinom adja. Legyenek
k> 2,m > 3 egész paraméterek és jelolje az

fkm(X):X(X+1)"'(X+(’f—2))((m—2)X+k+2—m)

k!

(1)
k-ad foku, raciondlis egyiitthatés polinom az X-edik (k-dimen-
zi6s, m-sz0g alapi) figurdlis szdmot. Az m = 3 esetben az
fra(X) = XD ifoiesshdl az (¥1F71) binomidlis
egylitthatékat, a k = 2, illetve k = 3 esetekben a poligonalis,

illetve a piramidélis szdmokat kapjuk, amelyeket az fo ., (X)



és az f3,(X) polinomokkal jeloliink, azaz

X((m—-2)X+4—m)

fom(X) = Poly,(X) = 5

és

Fam(X) = Pyrm(X) = X(X +1)((m g 29X +5-m)

ahol m > 3 egész paraméter.

Legyenek k,m és I,n rogzitett egész szamok, amelyekre
k>1>2m2>3,n >3 feltételek teljesiilnek és tekintsiik az

fem () = fin(y) (2)

egyenletet, ahol x, y ismeretlen egészek. Ekkor a (2) egyenletet
teljesitdé (x,y) szampédrok két figurdlis szam egyenld értékeit
hatarozzak meg. A megoldds reménytelen ilyen altaldnossdg-
ban vizsgédlva, st rogzitett (k, m,l,n) szimnégyesekre effektiv
vagy ineffektiv végességi allitdsokat is nehéz nyerni. A masodik

és negyedk fejezetben a (2) egyenlet konkrét eseteit vizsgaljuk.

A harmadik fejezetben Mordell ismert egyenletét [16, 27.

fejezet] dltaldnositjuk a figuralis szamok segitségével, és igy az

f3,m(x - 2) + f2,m($ - 1) +z+1= f2,n(y)

egyenlettel foglalkozunk.



Az 6t6dik fejezet motivacidjat az alabbi altaldnos
T
H f(xh ki? 1) = y2
=1

egyenlet adta, rogzitett r > 1 és {ki,ko,...,k,} esetén, ahol
ki >4,i=1,2,...,r. Erd6s és Graham [5] vizsgalata annak a
meghatarozasara iranyult, hogy ennek az egyenletnek valéban
csak legfeljebb véges sok pozitiv egész (1, x2,. .., Ty, y) meg-
oldasa van-e, ha z; + k; < z;41 minden i-re teljesiil, ahol
1<i<r—16é f(X,k1)=XX+1)(X+(k—1). A

fejezetben a fenti Osszefiiggés specidlis eseteivel foglalkozunk.

1. Segéderedmények

Az elso fejezetben a bizonyitasokhoz felhasznalt segédered-
ményeket adjuk meg. A dolgozatban tobbszor eléfordul Ba-
ker egy elliptikus egyenletekre vonatkozé effektiv végességi
allitasa [1], illetve annak egy Brindza [3] nevéhez f{iz6dé altald-
nos valtozata. A lemmak kozott szerepel tovabba Grytzuk és
Schinzel eredménye [10], amely egy altalénos egyenletosztély
megoldésaira vonatkozoé tétel specidlis esete, nevezetesen Run-
ge modszerét [19] felhasznélva ad effektiv fels6 korlatot a meg-
oldasok nagysagara. Végezetiil, az 6todik fejezetben alkal-

mazott, Fujiwara [9] dltal kidolgozott eredményt ismertetjiik,



amely tetsz6leges polinom gyokeire ad korlatot az egyiitthatok

fliggvényében.

2. Poligonalis és piramidalis szamok egyenl6
értékei

A dolgozat méasodik fejezetében a Brindza, Pintér és Tur-
janyi [4] cikkében szerepld sejtést igazoljuk, amely a pira-
middlis és poligonédlis szdmok kozos értékeit, azaz a (2) egyen-
letbdl k = 3 és | = 2 értékek mellett kapott

fam() = fan(y) (3)

egyenletet vizsgalja x és y ismeretlen egészekben. Dolgozatuk-
ban bebizonyitottak, hogy eltekintve véges sok (m,n) partdl,
az egyenletnek csak véges sok x,y megolddsa van, amelyre
max(|z|, |y|) < Ci teljesiil, ahol C1 az m-t6l és az n-t6l fiiggd
effektiven kiszdmithaté korlat, tovabba a kivételes (m,n) pé-
rokra teljesiil, hogy max(m,n) < Cs, ahol Cy effektiven meg-
hatarozhaté abszolut konstans. Sejtésként fogalmaztak meg,
hogy csak egy kivételes par létezik, nevezetesen az (m,n) =
(5,4). Dolgozatunkban bizonyitani kivanjuk ezt a sejtést, amit

az aldbbi tétel mond ki.

1. Tétel. Ha (m,n) # (5,4), akkor a (3) egyenletnek csak

véges sok x,y egész megolddsa van, és ezekre a megolddsokra



max(|z|, |y|) < Cs teljesiil, ahol Cs3 effektiven kiszdmithatd, az

m €és n paraméterektdl fiiggd korldt.

Megjegyzés. Az (m,n) = (5,4) szdmpért behelyettesitve
a (3)-ba, az 2%(z + 1)/2 = y? egyenletet kapjuk, amelyrdl

konnyen belathatd, hogy végtelen sok (z,y) megoldasa van.

3. Mordell eredményének altalanositasa figuralis
szamokkal

A harmadik fejezetben bizonyitott allitas el6zményeként
Mordell klasszikusnak szamité eredményét idézzik [16, 27.

fejezet], amely az

)G W

diofantikus egyenlettel foglalkozik, valaszt keresve arra a kér-
désre, hogy valéban az r = —1,0,2,7, 15, 74 szamok alkotjak-
e csupan a (4) egyenlet egész megolddsait. Ljunggren [14]
és Bremner [2] egyméstdl fiiggetleniil meghatdrozta a 6y? =
234 5 + 6 alakban is felirhat6 (4) egyenlet 6sszes megoldasit,
megmutatva, hogy csak egyetlen tovabbi x € 7Z esetén tel-
jesill az egyenléség, nevezetesen az x = 767 érték mellett. A

(4) egyenlet tekintettel az f ,,(X) polinomra, megadhaté az



aldbbi médon is:

faz(@ —2)+ fas(z — 1) + 2+ 1= fau(y). (5)

A fejezet célja, hogy az (5) egyenletet dltaldnositsuk a poli-
gonalis és piramidalis szamok segitségével. Még pontosabban

megfogalmazva, az

fam(@ —=2)+ fom(z—1)+ 2+ 1= fon(y) (6)

diofantikus egyenletet vizsgédljuk és bizonyitjuk, hogy a kivé-
teles paroktol eltekintve csak véges sok megoldés 1étezik. Alli-

tasunkat a kovetkezd tételben foglaltuk Gssze.

2. Tétel. Legyenek adottak m és n pozitiv egészek, ahol m >
3,n >3 és (m,n) # (50,3),(50,6). Ekkor a (6) egyenlet min-
den x ésy megolddsdra teljesil, hogy max(z,y) < Cy, ahol Cy
eqy effektiven meghatdrozhato konstans, amely csak azm ésn
értékektdl fiigg.

Megjegyzés. A kivételes esetekben, amikor (m,n) = (50, 3),
illetve (50,6), a (162 + 1)(2x — 3)? = (2y + 1)?, illetve (16x +
1)(22—3)% = (4y—1)? egyenleteket kapjuk, amelyeknek latha-

téan végtelen sok egész (z,y) megoldasa van.



4. Figuralis szamok egyenlo értékei

A negyedik fejezetben dltalanositjuk a masodik fejezetben
szerepl6 (3) egyenlet bal oldalat, vagyis az altaldnos alakban
felirt figurdlis szamok és poligondlis szdmok kozos értékeire

vonatkozé Osszefliggést, azaz az

fem () = fan(y) (7)

egyenletet vizsgaljuk. Adott feltételek mellett effektiv véges-

ségi éllitdsokat adunk a (7) egyenletre egész x és y értékek

esetén, meghatarozva tovabba a kivételt képezd eseteket. Fog-
2

lalkozunk az f x42(X) = X (X+(1k);-1())!( +5-2) alakban felirt fi-

gurdlis szammal és bizonyitjuk, hogy csak egyetlen esetben

lehet teljes négyzet.

3. Tétel. Legyenek m,n,k egész szamok, amelyekre teljesiil,
hogy k > 3 és (m,n, k) # (5,4,3),(6,4,4). Ha k pdros, akkor
tegyiik fel tovdbbd, hogy k!D nem 12 vagy 2r? alaki, ahol D =
ged(k!(n — 4)2,8d(n — 2)) és d = ged(k,m — 2). Ekkor a (7)
egyenletnek csak véges sok x,y megolddsa van, amelyek effektiv

modon meghatdrozhatok.

Megjegyzés. Ha (m,n,k) = (5,4,3), (6,4,4), akkor kénnyen
beldthatd, hogy a (7) egyenletnek végtelen sok z,y megoldasa

varn.



1. K6ovetkezmény. Legyenek m,n,k egészek és k > 4. Ha k
pdros, akkor tegyik fel tovdbbd, hogy létezik eqy p prim, amely
k/2 < p < k, ahol p t n — 2. FEkkor a (7) egyenletnek csak
véges sok x,y megolddsa van, amelyek effektiv mddon meg-

hatdrozhatok.

Megjegyzés. Ha k > 2n, akkor a fenti Kovetkezmény tel-
jesiil. A Bertrand-posztulatum garantalja a megfelel6 p prim
létezését k/2 < p < k kozott. Mivel p > k/2 > n >n — 2, van
olyan prim, amelyre teljestil, hogy p{n — 2.

4. Tétel. Tegyiik fel, hogy k > 3,m > 3,n > 14 egészek,
amelyekre
10m —26<n

teljesil. Ekkor a (7) egyenletnek csak véges sok x,y megolddsa

van, amelyek effektiv mdodon meghatdrozhatdk.

5. Tétel. Ak >5 x>k—2¢éy > 1 egészek korében az

egyetlen megolddsa az

frpr2(®) = f24(y) (8)

egyenletnek a (k,x,y) = (5,47,3290) szdmhdrmas.

Megjegyzések. k = 5 esetén a tétel kovetkezik Meyl [15]
klasszikus eredményébol. Megjegyezziik tovabbé, hogy a di-
ofantikus egyenletek korében az Osszes egész x,y és k meg-

oldédsa az (x””]:_l) = fr3(x) = f24(y) = y? alakd parametrikus



csalddnak Gyéry [11], binomidlis egytitthatok hatvanyosszegét

vizsgdld eredményére vezethetd vissza.

5. Az Erd6s-Graham probléma

Az 6t6dik fejezetben az Erdés-Graham probléma specidlis

eseteivel foglalkozunk. Tekintsiik az alabbi
[k, d) =x(z+d)-- (z+ (k—1)d)

szorzatot. Erdds [6] és Rigge [18] egymdstdl fiiggetlentil bi-
zonyitottak, ha x > 1 és k > 2, akkor f(z,k,1) nem lehet
teljes négyzet. Erdés és Selfridge [8] hires eredményiikben azt
allitottak, hogy az f(z,k, 1) sosem lehet egy egész szam teljes
hatvanya, feltéve, hogy z > 1 és k > 2. Azaz, megoldottdk az
f(z, k,d) =y diofantikus egyenletet d = 1 esetén. Tekintsiik,
tovabba az alabbi egyenletet

H f(xl, ki) 1) = y2
=1

rogzitett r > 1 és {k1,ko,...,k -} esetén, ahol k; > 4, i =
1,2,...,r. Erdés és Graham [5] vizsgdlata annak a meghataro-
zasara iranyult, hogy ennek az egyenletnek valéban csak legfel-
jebb véges sok pozitiv egész (x1, zo, . . ., x,, y) megolddsa van-e,

ha z; + k; < x;41 minden i-re teljestil, ahol 1 <i <r —1. A
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fejezet els6 tétele az

oo+ 1)z + 2@ +3) _
Grawey Y 9)

diofantikus egyenlettel foglalkozik, ahol a,b € Z,a # b pa-
raméterek. Az allitast és a hozzd kapcsolédd bizonyitédst is két
esetre bontottuk, attol fliggden, hogy a és b paritdsa megegyezik-

e vagy sem.

Kiterjesztve ezt az eredményt, a fejezet tovabbi részében

az r(x+1)(x +2)(x + 3)(z +4)(x +5)
(@ +a) @ +b) =y, (10
r(x+1)(x+2)(x+3)(z +4)(x +5)
(z+a)(z+b)(z+c) =y, (11
v(x+1)(x+2)(x+3)(z+4)(z+5)
(@ +a)(x+b)(z+ )z +d) =y’ (12)

diofantikus egyenleteket vizsgaljuk, ahol a, b, ¢, d € Z paronként
kiilonboz6 egészek ugy, hogy a,b,c,d ¢ {0,1,2,3,4,5}. Ezen
egyenletek megoldésaira sikeriilt korlatot nyerniink, amelyeket

az alabbi tételekben mutatunk be.

6. Tétel. (I) Legyen a = b (mod?2). Ha (z,y) € Z* megolddsa
a (9) diofantikus egyenletnek, akkor

) 3 1
|.’]3| < maX{|A2|7 |A1‘1/25 |A0‘1/3a ‘B2‘7 |Bl|1/27 ‘B0‘1/37 |Z (a‘ +b— 6)2ab|}a
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ahol

3 .1 3 o
A2—4a +2ab+4b 2a—2b+7
1 1
A1:71a3+1
1

Ao = -1 (a+b—4)%ab

a2b+iab2+2a2f%b3+2b274a74b+6

3, 1 3 5
By=° = S _da—4b—
> 4a —|—2ab—|—4b a b—>5
1 1 1 1
31:—Zas—i—Za2b+1ab2+4a2—Zb3+4b2—16a—16b+6

By = —i (a+b— 8)%ab.

(II) Legyen a # b (mod?2). Ha (z,y) € Z* megolddsa a (9)
diofantikus egyenletnek, akkor

|| < 2max{|Cy|, |C1|Y2,|Co| /3, |Dy|, | D1 |2, | Do| '/},

ahol
_3,2.1 S 7. T, 5
sz4a —|—2ab+4b 2a 2b 1
_ L Lo 1 e T2 1y T 49 0 49
Ci = 4a+4ab+4ab—|—2a 4b—&-2b 4(1 4b—|—6
1
00:—1(a+b—7)2ab
_3,2.1 3p2_5,_5,.19
D2—4a +2ab+4b 2a 2b+4
1 Lo 12 5 2 13 5,0 256 25
Dy = 4a +4ab+4ab+2a 4b +2b 4a 4b+6

Dy = ’i (a+b—5)%ab.

A fenti tételt alkalmazva meghatdrozzuk a (9) egyenlet

Osszes egész megolddsat a,b € {—4,-3,-2,—1,4,5,6,7} és
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a # b esetén.

2. Kovetkezmény. Legyen a,b € {—4,-3,—2,—1,4,5,6,7}
és a # b. Minden (x,y) € Z2,y # 0 megolddsdt a (9) egyen-

letnek az aldabbi tabldazat tartalmazza:

(a»b) (_4’ _3); (_475) (_27 7) (677)
(xay) (_672)a (172) (_676) (376) (_472)7 (3a2)

3. Kovetkezmény. Legyen a =b (mod2) ést = max{|al, |b|}.
Ha (z,y) € Z? megolddsa a (9) egyenletnek, akkor

7| < max{2t? + 13t, |1 (a + b — 6)* ab|}.
4. Kovetkezmény. Legyen a # b (mod2) ést = max{|al, |b|}.
Ha (z,y) € Z? megolddsa a (9) egyenletnek, akkor
|z| < 4¢% + 20¢.

7. Tétel. Legyen a,b ¢ {0,1,2,3,4,5} és t = max{|al,|b|}.
Ha (z,y) € Z* megolddsa a (10) diofantikus egyenletnek, akkor
vagy

z | (3a® + 2ab + 3b%> — 30a — 30 + 115)2ab vagy |z| < 16t° 44402

8. Tétel. Legyena,b,c ¢ {0,1,2,3,4,5}, t = max{|al, |b],|c|}.
Ha (z,y) € 7Z? megolddsa a (11) diofantikus egyenletnek, akkor
vagy

z|(a+b+c—15)3%abe wagy |x| < 6t>+ 68t.
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9. Tétel. Legyen a,b,c,d ¢ {0,1,2,3,4,5}, tovdbbd legyen
t = max{|al, b, |c|, |d|}. Ha (z,y) € Z* megolddsa a (12) dio-
fantikus egyenletnek, akkor vagy

x| (a+b+c+d—15)%abed wvagy |x| < 12t* 4 132t.
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Introduction

To consider equal values of two infinitely sets which has
combinatorial background, we can sometimes get Diophantine
equations. In our dissertation, we deal with separable equa-
tions f(x) = ¢(y), where the polynomials f and g have com-
binatorial meanings.

Our dissertation consists of five chapters. In the first chap-
ter we present auxiliary results. In the second, third and fourth
chapters we deal with the figurate numbers and the last, fifth
chapter we consider the special cases of the problem of Erdds
and Graham. The dissertation is based on the papers [17],
[12], [13], [20] and [21].

There are several results concerning arithmetical and Dio-
phantine properties of certain combinatorial numbers.

Let k, m be integers with & > 3 and m > 3, further, denote
by

X(X+1) ... (X+k-2)((m—2)X+k+2—m)
k!

fk,m(X) -

the Xth figurate number with parameters k and m. The power
and equal values of fj,,(X) in special cases, including, for
instance, binomial coefficients (for m = 3), polygonal numbers
(for k£ = 2) and pyramidal numbers (for & = 3) have been
studied intensively. In the second, third and fourth chapter
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we will investigate the polygonal and pyramidal numbers, so
we have to introduce the concepts of them.
Let

X((m—-2)X+4—m)
2

fom(X) = Polp(X) =

and

X(X +1)((m—2)X +5—m)

f3,m(X) = Py'rm(X) = 6

be the polygonal and pyramidal numbers with integral param-
eter m > 3.
Let k,m, [, n be fix integers, where k >1>2,m >3,n >3

and we deal with the equation

Tem(®) = fin(y), (13)

where z, y are unknown integers. To examine the equation (13)
in general is hopeless, so we concentrate on special quadruples
(k,m,l,n).

In the second and fourth chapters we will investigate the
equation (13) in special cases.

In the third chapter we will study the generalization of a
classical equation of Mordell [16, Chapter 27]. We consider

the equation

fam(x =2) + fom(z — 1)+ 2+ 1= fon(y). (14)
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Now, let f(x,k,d) = x(x+d)--- (x4 (k—1)d) and consider

the Diophantine equation

fla,k,d) =y (15)

Erdés and Graham [5] examined the Diophantine equation

T
H f(xh ki? 1) = y2
i=1
for fixed r > 1 and {ki, ko, ...,k } with k; > 4fori=1,2,...7.
In the last chapter we deal with the special case of Erdés and

Graham.

1 Auxiliary results

In the first chapter we show the lemmas concerning our
proofs. The first lemma is Baker’s classical result concerning
the solutions of elliptic equations [1]. Our second lemma is a
classical result from the modern theory of Diophantine equa-
tions, which is a consequence of the Theorem in Brindza [3].
We apply a special case of a Runge-type result due to Grytczuk
and Schinzel [10] and in the last chapter we will use the result
of Fujiwara [9] which gives a bound for roots of an arbitrary

polynomial to prove our statements.
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2 Equal values of polygonal and pyramidal

numbers

In the second chapter we solve a Diophantine conjecture
by Brindza, Pintér and Turjanyi [4] without using any reduc-
tion methods. In [4], the authors proved that apart from an

effectively computable set of m and n, the equation

fam() = fan(y) (16)

possesses only finitely many solutions and max(z,y) < Cf,
where (' is an effectively computable constant depending only
on m and n. They conjectured that the cardinality of this
exceptional set is one, namely it consists of the pair (m,n) =
(5,4). We obtain the following

Theorem 1 Apart from the pair (m,n) = (5,4) all the solu-
tions x and y to (16) satisfy max(z,y) < Ca where Cy is an

effectively computable constant depending only on m and n.

Remark. In the special case, when (m,n) = (5,4) we get the
equation 2?(x + 1)/2 = y2. One can easily check that it has

infinitely many integer solutions.
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3 A generalization of a Mordell equation with
figurate numbers

Mordell, in his classical book [16, Chapter 27] proposed the
following Diophantine problem. Are the only integer solutions

of the equation

)G (D))= o

given by z = —1,0,2,7,15,747 Ljunggren [14] and Bremner
[2], independently, resolved this equation, showing that there
exists one additional solution, namely x = 767. We can rewrite

equation (17) by using figurate numbers as
fas(@ —=2)+ fas(z = 1) + 2+ 1= fra(y). (18)

The aim of this part is to generalize equation (18) to poly-
gonal and pyramidal numbers. More precisely, we study the

Diophantine equation

fam(@=2)+ fam(z —1) +2+1= fon(y).  (19)
In this chapter we can prove

Theorem 2 For fized positive integers m > 3,n > 3 with
(m,n) # (50,3), (50,6), all the solutions x and y to (19) satisfy

max(z,y) < C3, where C5 is an effectively computable constant
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depending only on m and n.

In the exceptional cases (m,n) = (50,3) and (50,6), we
have the curves (16x + 1)(2x — 3)2 = (2y + 1)? and (16z +
1)(2x — 3)? = (4y — 1)?, respectively. It is trivial that there

are infinitely many integer points (x,y) on these curves.

4 Equal values of figurate numbers

In the fourth chapter we will generalize the equation (16).
The purpose of this chapter is to give effective finiteness state-

ments for the more general equation

Tem(x) = fan(y) (20)

in integers x and y. Furthermore, we will investigate the square

value of the polynomial fj j42(X) = X2(X+(1]3:1())!(+k*2) and

provide that it can be a perfect square in only one case.

Theorem 3 Let m,n,k be integers with k > 3 and where
(m,n, k) # (5,4,3),(6,4,4). If k is even, then assume fur-
ther that k!D is not of the form r2,2r?, where D = ged(k!(n —
4)2,8d(n —2)) with d = ged(k,m —2). Then equation (20) has
only finitely many solutions in x,y which can be effectively

determined.
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If (m,n, k) = (5,4,3),(6,4,4), then one can easily see that
equation (20) has infinitely many solutions in z,y. As an im-

mediate consequence, we obtain the following statement.

Corollary 1 Let m,n,k be integers with k > 4. If k is even,
then assume further that there exists a prime p with k/2 <
p < k such that ptn—2. Then equation (20) has only finitely

many solutions in x,y which can be effectively determined.

Remark. Note that if k& > 2n, then the condition in Corol-
lary 1 is satisfied. Indeed, Bertrand’s postulate guarantees
the existence of a prime p with k/2 < p < k. Since now
p>k/2>n>n—2, we also have p{n — 2.

Theorem 4 Suppose that k > 3, m > 3,n > 14 are integers
with
10m — 26 < n.

Then equation (20) possesses only finitely many solutions in

x,y which can be effectively determined.

We closely follow arguments of Erdés [6, 7] and resolve an

infinite family of Diophantine equations.

Theorem 5 The only solution of the equation

ferr2(z) = f24(y) (21)

inintegersk > 5, x > k—2 andy > 1is (k,z,y) = (5,47,3290).
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For k = 5, our theorem follows from a classical theorem
by Meyl [15]. The resolution of another parametric family of
Diophantine problems (xﬂlffl) = fr3(®) = fou(y) = 9? in in-
tegers x,y and k follows from the result of Gy6ry [11] on the

power values of binomial coefficients.

5 The problem of Erd6s-Graham
Let us define
flz,k,d) =z(x+d)--- (z+ (k—1)d)
and consider the Diophantine equation

f(z, k,d) = Y. (22)

Erdés [6] and independently Rigge [18] proved that the equa-
tion f(z, k, 1) = y? has no integer solution. Erdés and Selfridge
[8] extended this result when d = 1, > 1 and k > 2 and they
stated that f(x,k,1) is never a perfect power. This type of
Diophantine equations have been studied intensively. Erdds
and Graham [5] asked if for fixed r > 1 and {ki,ka,..., kr}
with k; > 4 for i = 1,2,...,r the Diophantine equation

H f(xl, ki, 1) - 3/2

=1
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has at most finitely many solutions in positive integers y and
(x1,... @) with x; + k; < xiqq for 1 <i <r—1.
In the fifth chapter we give bounds for the size of the so-

lutions of the Diophantine equation

r(x+1)(r+2)(x+3)
(z+a) (z+b) v (23)

where a,b € Z,a # b are parameters. We expand this re-
sult and provide bounds for the size of the solutions of the

Diophantine equations

z(z+1)(z+2)(x+3)(x+4)(x+5) 9

(z+a)(z+b) =y, (24)
r(x+1)(x+2)(x +3)(z +4)(x +5)
(@ +a)(z +b)(z + ¢ =43, (25)
2+ 1)(z+2)(z+3)(z+4)(x+5)
(z+a)(z+b)(z+c)(z+d) =%, (26

where a,b, c,d € 7Z are pairwise distinct integers.

Theorem 6 (I) Let a = b (mod2). If (z,y) € Z? is a solution
of (23), then

, 1
|$‘ < max{|A2|, ‘A1|1/27 ‘A0|1/37 |BQ‘7 |Bl|1/27 |BU|1/37 ‘ Z (CL +b— 6)2 ab |}7

where

_ 32,1 312 o0,
A2f4a +2ab+4b 2a—2b+7
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13 1, 1 5 2 1.3 2
A = 4(1 +4ab+4ab +2a 4b +2b 4a—4b+6

Ag = —i(a—l—b—él)gab

3

BQ:§a2+%ab+ b —4a—4b—5

4 4
Bl:_la3+la2b+1a52+4a2_1b3—|—4b2—16a—16b+6
4 4 4 4
1 2
Boz—z(a—i-b—S) ab.

(II) Let a # b (mod?2). If (x,y) € Z? is a solution of (23),
then

’.’B‘ < 2ma‘x{‘02‘7 ’01’1/27 ’00‘1/37 ‘D2‘7 |D1|1/27 ’D0’1/3}7

where

3,1 3, 7 7. 5
Cg—4a +2ab+4b 2a 2b 1

_ L Lo 1o T oo 1 T 49 49
C1 = 4a+4ab+4ab+2a 4b+2b 4a 4b+6

1
00:—1(a+b—7)2ab

3 o 1 3.0 5 5 19
D:— - — —_ — —_ -

2= @ tgabt b mga-gbtg

o 13 12 1 2 52 13 52 25 25
Dy = 4a+4ab+4ab+2a 4b+26 411 4b—|-6

Dy = —% (a+b—5)%ab.

We apply the above theorem to determine all integral solutions
of (23) with a,b € {—4,-3,—-2,-1,4,5,6,7},a # b.

Corollary 2 Let a,b € {—4,-3,-2,—1,4,5,6,7},a # b. All
the solutions (x,y) € Z2,y # 0 of (23) are as follows
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(a,b) (—4,-3), (—4,5) | (=2,7) (6,7)
(xay) (_672)’ (152) (_676) (3’6) (_472>7 (3a2)

Corollary 3 Leta =b (mod?2) andt = max{|a|, |b|}. If (x,y) €
72 is a solution of the equation (23) then

|| < max{2t? + 13t, |1 (a + b — 6)*ab|}.

Corollary 4 Leta # b (mod2) andt = max{|al, |b|}. If (x,y) €
72 is a solution of the equation (23) then
2| < 4t + 20t.

Theorem 7 Let a,b ¢ {0,1,2,3,4,5} and t = max{|al, |b|}.
If (z,y) € Z* is a solution of the Diophantine equation (24)
then either

2 | (3a% + 2ab + 36> — 30a — 30b+ 115)°ab or |z| < 16¢* + 440¢>.

Theorem 8 Let a,b,c ¢ {0,1,2,3,4,5} and denote by t =
max{|al, |b,|c|}. If (z,y) € Z? is a solution of the Diophantine
equation (25) then either

z|(a+b+c—15)%abc or |z| <6t + 68t

Theorem 9 Let a,b,c,d ¢ {0,1,2,3,4,5} and denote by t =
max{|al, |b], |c|, |d|}. If (z,y) € Z? is a solution of the Dio-
phantine equation (26) then either

z|(a+b+c+d—15)2%abed or |z| <12t + 132t



26




Irodalomjegyzék

1]

2]

A. Baker. Bounds for the solutions of the hyperelliptic
equation. Proc. Cambridge Philos. Soc., 65:439-444, 1969.

A. Bremner. An equation of Mordell. Math. Comput.,
29:925-928, 1975.

B. Brindza. On S-integral solutions of the equation y™ =
f(z). Acta Math. Hungar., 44(1-2):133-139, 1984.

B. Brindza, A. Pintér, and S. Turjanyi. On equal values of
pyramidal and polygonal numbers. Indag. Math. (N.S.),
9(2):183-185, 1998.

P. Erd6s and R. L. Graham. Old and new problems and

results in combinatorial number theory. 1980.

P. Erdds. Note on the product of consecutive integers (II).
J. London Math. Soc., 14:245-249, 1939.

27



28

[7]

8]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

P. Erd6s. On a Diophantine equation. J. London Math.
Soc., 26:176-178, 1951.

P. Erd6s and J. L. Selfridge. The product of consecutive
integers is never a power. Illinois J. Math., 19:292-301,
1975.

M. Fujiwara. Uber die obere Schranke des absoluten Be-
trages der Wurzeln einer algebraischen Gleichung. T'6hoku
Math. J., 10:167-171, 1916.

A. Grytczuk and A. Schinzel. On Runge’s theorem abo-
ut Diophantine equations. In Sets, graphs and numbers
(Budapest, 1991), volume 60 of Collog. Math. Soc. Jdnos
Bolyai, pages 329-356. North-Holland, Amsterdam, 1992.

K. Gy6ry. On the Diophantine equation (Z) =zt Acta
Arith., 80(3):289-295, 1997.

L. Hajdu, A. Pintér, Sz. Tengely, and N. Varga. Equal
values of figurate numbers. J. Number Theory, 137:130—
141, 2014.

B. He, A Pintér, A. Togbe, and N. Varga. A generalizati-
on of a problem of Mordell. Glasnik Math., 50(1):35-41,
2015.

W. Ljunggren. A diophantine problem. J. London Math.
Soc. (2), 3:385-391, 1971.



29

[15]

[19]

[21]

A. J. J. Meyl. Solution de question 1194. Nouwv. Ann.
Math., 17:464-467, 1878.

L. J. Mordell. Diophantine equations. Pure and Applied
Mathematics, Vol. 30. Academic Press, London, 1969.

A. Pintér and N. Varga. Resolution of a nontrivial Diop-
hantine equation without reduction methods. Publ. Math.
Debrecen, 79(3-4):605-610, 2011.

O. Rigge. Uber ein diophantisches problem. In 9th Cong-
ress Math. Scand., pages 155-160. Mercator 1939, Hel-
singfors 1938.

C. Runge. Uber ganzzahlige Losungen von Gleichungen
zwischen zwei Verdnderlichen. J. Reine Angew. Math.,
100:425-435, 1887.

Sz. Tengely and N. Varga. On a generalization of a prob-
lem of Erd6és and Graham. Publ. Math. Debrecen, 84(3—
4):475-482, 2014.

Sz. Tengely and N. Varga. Rational function variant of a
problem of Erdés and Graham. Glasnik Math., 50(1):65—
76, 2015.



30

A szerzé publikaci6i/ Publications of the author

Akos Pintér, Néra Varga: Resolution of a Nontrivial Diop-
hantine Equation without Reduction Methods. Publicationes
Mathematicae Debrecen, 79/3-4 (2011), 605-610.

Tiinde Kovécs, Gyongyvér Péter, Néra Varga: On Some Poly-
nomial Values of Repdigit Numbers. Periodica Mathematica
Hungarica, 67/2 (2013), 221-230.

Tiinde Kovacs, Gyongyvér Péter, Nora Varga: On Some Poly-
nomial Values of Repdigit Numbers. Electronic Notes Discrete
Math., 43 (2013), 417-423.

Szabolcs Tengely, Nora Varga: On a Generalization of a Prob-
lem of Erdés and Graham. Publicationes Mathematicae Deb-
recen, 84/3-4 (2014), 475-482.

Lajos Hajdu, Akos Pintér, Szabolcs Tengely, Néra Varga: Equ-
al Values of Figurate Numbers. Journal of Number Theory,
137 (2014), 130-141.

Bo He, Akos Pintér, Alain Togbe, Néra Varga: A Generali-
zation of a Problem of Mordell Glasnik Mathematicki, 50/1
(2015), 35-41.

Szabolcs Tengely, Néra Varga: Rational Function Variant of
a Problem of Erdds and Graham. Glasnik Mathematicki, 50/1
(2015), 65-76.



31

A szerzé fontosabb eléadasai/ Talks held by the author

e Resolution of a Nontrivial Diophantine Equation without Re-
duction Methods, Paul Turdn Memorial Conference, Buda-
pest, 2011. augusztus 22-26.

e Resolution of a Nontrivial Diophantine Equation without Re-
duction Methods, 20th Czech and Slovak International Con-
ference on Number Theory, Stara Lesna (Szlovdkia), 2011.

szeptember 5-9.

o Fqual Values of Figurate Numbers, 28th Journées Arithmétiques,
Grenoble (Franciaorszdg), 2013. julius 1-5.

e On Some Polynomial Values of Repdigit Numbers (poszter),
Erdés Centennial, Budapest, 2013. julius 1-5.

o On a Generalization of a Problem of Erdés and Graham, 21th
Czech and Slovak International Conference on Number The-

ory, Ostravice (Csehorszég), 2013. szeptember 2-6.

o Figurate Numbers and Diophantine Equations, Recent Prog-

ress in Number Theory, Debrecen, 2014. aprilis 3.

e Figurdlis szimok és diofantikus egyenletek, A Magyar Tudomany

Unnepe. Debrecen, 2014. november 20.

e FEqual Values of Combinatorial Numbers, Computational As-
pects of Diophantine Equations, Salzburg (Ausztria), 2016.
februar 15-19.



0 DEBRECENI EGYETEM [I |
P, EGYETEMI ES NEMZETI KONYVTAR [_]DL

Nyilvantartasi szam:  DEENK/23/2016.PL
Targy: PhD Publikaciés Lista
Jeldlt: Varga Nora

Neptun kéd: BXEARG

Doktori Iskola: Matematika- és Szamitastudomanyok Doktori Iskola
MTMT azonosité: 10035211

A PhD értekezés alapjaul szolgal6 kdozlemények

Idegen nyelvi tudomanyos kdzlemény(ek) hazai folydiratban (2)

1. Tengely, S., Varga, N.: On a generalization of a problem of Erdés and Graham.
Publ. Math.-Debr. 84 (3-4), 475-482, 2014. ISSN: 0033-3883.
DOI: http://dx.doi.org/10.5486/PMD.2014.5862
IF:0.503

2. Pintér, A., Varga, N.: Resolution of a nontrivial Diophantine equation without reduction methods.
Publ. Math.-Debr. 79 (3-4), 605-610, 2011. ISSN: 0033-3883.
DOI: http://dx.doi.org/10.5486/PMD.2011.5149
IF:0.358

Idegen nyelvi tudomanyos kdézlemeény(ek) kilfoldi folydiratban (3)

3. He, B., Pintér, A., Togbé, A., Varga, N.: A generalization of a problem of Mordell.
Glasnik Mat. 50 (1), 35-41, 2015. ISSN: 0017-095X.
IF:0.333 (2014)

4. Tengely, S., Varga, N.: Rational function variant of a problem of Erd6s and Graham.
Glasnik Mat. 50 (1), 65-76, 2015. ISSN: 0017-095X.
IF:0.333 (2014)

5. Hajdu, L., Pintér, A., Tengely, S., Varga, N.: Equal values of figurate’numbers.
J. Number Theory. 137, 130-141, 2014. ISSN: 0022-314X:
DOI: http://dx.doi.org/10.1016/j.jnt.2013.10.017
IF:0.593

Cim: 4032 Debrecen, Egyetem tér 1. & Postacim: 4010 Debrecen, Pf. 39. & Tel.: (52) 410-443
E-mail: publikaciok@]lib.unideb.hu @ Honlap: www.lib.unideb.hu




0 DEBRECENI EGYETEM [I
P, EGYETEMI ES NEMZETI KONYVTAR [_]DL

Tovabbi Kozlemények

Idegen nyelvi kézlemény(ek) hazai folydiratban (1)

6. Kovacs, T., Péter, G., Varga, N.: On some polynomial values of repdigit numbers.
Period. Math. Hung. 67 (2), 221-230, 2013. ISSN: 0031-5303.
DOI: http://dx.doi.org/10.1007/s10998-013-1396-7

Idegen nyelvi kézlemény(ek) kiilfdldi folydiratban (1)

7. Varga, N., Kovacs, T., Péter, G.: On some polynomial values of repdigit numbers.
Electronic Notes in Discrete Mathematics. 43, 413-223, 2013. ISSN: 1571-0653.
DOI: http://dx.doi.org//10.1016/j.endm.2013.07.061

A kozl6 folyoiratok osszesitett impakt faktora: 2,12

A kozl6 folyoiratok dsszesitett impakt faktora (az értekezés alapjaul szolgalé kézleményekre):
2,12

A DEENK a Jeldlt altal az iDEa Tuddstérbe feltoltott adatok bibliografiai és tudomanymetriai
ellen6rzését a tudomanyos adatbazisok és a Journal Citation Reports Impact Factor lista alapjan

elvégezte.

Debrecen, 2016.02.04.

Cim: 4032 Debrecen, Egyetem tér 1. & Postacim: 4010 Debrecen, Pf. 39. & Tel.: (52) 410-443
E-mail: publikaciok@]lib.unideb.hu @ Honlap: www.lib.unideb.hu




fﬁ UNIVERSITY OF DEBRECEN [I |
D UNIVERSITY AND NATIONAL LIBRARY UD(

Registry number: DEENK/23/2016.PL
Subject: Ph.D. List of Publications

Candidate: No6ra Varga

Neptun ID: BXEARG

Doctoral School: Doctoral School of Mathematical and Computational Sciences
MTMT ID: 10035211

List of publications related to the dissertation

Foreign language scientific article(s) in Hungarian journal(s) (2)

1. Tengely, S., Varga, N.: On a generalization of a problem of Erdés and Graham.
Publ. Math.-Debr. 84 (3-4), 475-482, 2014. ISSN: 0033-3883.
DOI: http://dx.doi.org/10.5486/PMD.2014.5862
IF:0.503

2. Pintér, A., Varga, N.: Resolution of a nontrivial Diophantine equation without reduction methods.
Publ. Math.-Debr. 79 (3-4), 605-610, 2011. ISSN: 0033-3883.
DOI: http://dx.doi.org/10.5486/PMD.2011.5149
IF:0.358

Foreign language scientific article(s) in international journal(s) (3)

3. He, B., Pintér, A., Togbé, A., Varga, N.: A generalization of a problem of Mordell.
Glasnik Mat. 50 (1), 35-41, 2015. ISSN: 0017-095X.
IF:0.333 (2014)

4. Tengely, S., Varga, N.: Rational function variant of a problem of Erd6s and Graham.
Glasnik Mat. 50 (1), 65-76, 2015. ISSN: 0017-095X.
IF:0.333 (2014)

5. Hajdu, L., Pintér, A., Tengely, S., Varga, N.: Equal values of figurate’numbers.
J. Number Theory. 137, 130-141, 2014. ISSN: 0022-314X:
DOI: http://dx.doi.org/10.1016/j.jnt.2013.10.017
IF:0.593

Address: 1 Egyetem tér, Debrecen 4032, Hungary Postal address: Pf. 39. Debrecen 4010, Hungary
Tel.: +36 52 410 443 Fax: +36 52 512 900/63847 E-mail: publikaciok@lib.unideb.hu, & Web: www.lib.unideb.hu




F

[/ UNIVERSITY OF DEBRECEN [I |
D UNIVERSITY AND NATIONAL LIBRARY UDL

List of other publications

Foreign language scientific article(s) in Hungarian journal(s) (1)

6. Kovacs, T., Péter, G., Varga, N.: On some polynomial values of repdigit numbers.
Period. Math. Hung. 67 (2), 221-230, 2013. ISSN: 0031-5303.
DOI: http://dx.doi.org/10.1007/s10998-013-1396-7

Foreign language scientific article(s) in international journal(s) (1)

7. Varga, N., Kovacs, T., Péter, G.: On some polynomial values of repdigit numbers.
Electronic Notes in Discrete Mathematics. 43, 413-223, 2013. ISSN: 1571-0653.
DOI: http://dx.doi.org//10.1016/j.endm.2013.07.061

Total IF of journals (all publications): 2,12
Total IF of journals (publications related to the dissertation): 2,12

The Candidate's publication data submitted to the iDEa Tuddstér have been validated by DEENK on
the basis of Web of Science, Scopus and Journal Citation Report (Impact Factor) databases.

04 February, 2016

Address: 1 Egyetem tér, Debrecen 4032, Hungary Postal address: Pf. 39. Debrecen 4010, Hungary
Tel.: +36 52 410 443 Fax: +36 52 512 900/63847 E-mail: publikaciok@lib.unideb.hu, & Web: www.lib.unideb.hu




