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Bevezetés

Disszertaciom {6 vizsgalati targyai az algebrai szamtestek egész bazisai. Adott al-
gebrai szamtest egy egész bazisanak megkonstrualasa egyszerd dolog. Erdekesebb
a kérdés, ha nem egy bizonyos algebrai szamtestrdl van szd, hanem szamtestek egy
végtelen csalddjarol.

A disszertacioban szamtestek olyan végtelen parametrikus csaladjaival
foglalkozunk, melyeket polinomok végtelen parametrikus csaladjainak gyokei
generalnak. Erre jé példat szolgaltatnak a masodfoku szamtestek, melyeket az
m(X)=X 2 _ m polinomok gy6kei generalnak, ahol m négyzetmentes egész. Ezen
masodfokt testek esetén ismeretesek az egész bazisok, formajuk az m paraméter
4-el vald osztasi maradékatol fliggGen kétféle lehet. Ha m = 2,3 (mod 4), akkor

(1,4/m), ha pedig m =1 (mod 4), akkor (17 1+§/m) egész bazist alkot Q(y/m)-ben.

Ez a jelenség a méasodfoku testeken kiviil eddig csak nagyon kevés szamtestben
bukkant fel (pl. harmadfoku [12] és negyedfoka gyokbdvitések [19], legegyszeriibb
negyedfokd testek [49]). A dolgozatban harom végtelen parametrikus szamtestcsalad
esetén igazoljuk az egész bézis periodikussagat, rdadéasul tetszéleges fokszamokra,
ami azt jelenti, hogy val6jaban végtelen sok parametrikus szamtestcsalddot vizs-
galunk. A kapcsol6do eredmények a [26], 28], [58] és [59] cikkekben jelentek meg.

Algebrai szamtestek egész bazisai kozott kitiintetett szerepet toltenek be az
(1,a,...,a""") alakt hatvany egész bazisok. Ha az n-edfokt K algebrai szamtest-
ben létezik ilyen a algebrai egész szam, akkor az egészek gytirijét Z felett egyetlen
elem generalja, Zx = Z[a], azaz Zk mono-generalt, mas néven monogén gyird.

A szamtestek monogenitasanak vizsgalata és a hatvany egész bazisok
meghatarozasa az algebrai szdmelmélet klasszikus problémakore, mely Dedekind
[12] és Hasse [40] munkassagaig nyulik vissza.

A periodikus egész béazis tulajdonsag felhasznalaséval, végtelen parametrikus
szamtestcsaladok monogenitasdval kapcsolatban is nyerhetiink eredményeket.
Ezekhez az eredményekhez Dedekind [11] modszerét, a Newton poligonok elméletét
(Id. [33], Chapter 6.4), @. Ore [56] index-tételét és az indexforma faktorait
felhasznalva jutunk el.

A korabbi megkozelitésekhez képest ez az irdny egyfelsl kicsivel korlatozottabb,
més szempontbol viszont altalanosabb eredményekhez vezet. Szamitasaink soran
nem célunk meghatarozni az 6sszes hatvany egész bazis generatort, csupan azt igyek-
sziink eldénteni, hogy a mely paraméterek esetén lehet monogén a test. Arra torek-
szlink, hogy ha egy adott paraméter esetén a polinom gytke nem general hatvany
egész bazist, akkor megmutassuk, hogy a test nem monogén. Az utobbi években ez
a kutatasi irdny egyre nagyobb népszertiségnek orvend, tobb olyan cikk sziiletett,
ami végtelen parametrikus szdmtestek monogenitasaval foglalkozik (1d. [44], [43],
29], (32], [61], [46], [28], [45], [31], [27], [26], [39], [48], [62], [7], [55], [6])-




Ez a modszer a klasszikus megkozelitésnél annyiban éltalanosabb, hogy egyszerre
végtelen sok szamtesttel kapcsolatban fogalmazunk meg &llitasokat. Az altalunk
vizsgélt esetek tobbségében raadéasul ez igen hatékonyan miikodik. A hatodfoka
gyokbévitések esetében példaul sikeriilt megmutatnunk (1d. [26]), hogy ha az X®—m
polinom gyoke nem general hatvany egész bazist, akkor a test nem is lehet monogén.
Ez a feltétel pedig csupan m-nek a 36-os maradékatol fiigg, tehat négyzetmentes
m paraméterek esetén sikeriilt jellemezni az 6sszes monogén hatodfoku gyokbovitést.

Az értekezés 2. fejezetében a felhasznalt modszereket és allitasokat gytjtot-
tiik Ossze. Az els6 részben az egész béazis meghatarozasahoz, és a periodikus egész
bézis igazolasdhoz hasznalt eljarasokat foglaljuk Gssze, majd precizen definialjuk a
periodikus egész bazis tulajdonsidgot. A fejezet mésodik részében, az indexforma
kiszamitasdhoz, és az egész egyiitthatos faktorizacidjahoz kapcsolodd modszereket
ismertetjiik.

A 3. és 4. fejezetben talalhatoak a harom végtelen parametrikus szdmtestc-
saladhoz kapcsolodod eredmények, melyek részben a [26], [27], [28], [29], [58] és [59]
cikkekben jelentek meg.

A 3. fejezetben megmutatjuk, hogy az egész béazis mindharom csalad esetben
periodikusan ismétlédik. A megfelel6 paraméterekhez tartozé gyokbévitések esetén
megadjuk a legkisebb periédushosszt, a legegyszertibb testek kétféle altalanositésai
esetén fels§ korlatot adunk a periédushosszra, illetve bizonyos kis fokszamoku es-
etekben ezeknél is megadjuk a legkisebb periddushosszt. A legegyszertibb testek
altalanositasai esetén (Id. [59]), kiilon vizsgaljuk a felbontasi testet, mivel tapaszta-
lataink szerint az a tény, hogy az n-edfoku polinom felbontasi teste, egy résztestének
ciklikus n-edfoku bdévitése, szoros kapcsolatban &ll a periodikus egész bazis tulaj-
donsaggal, illetve a monogenitas vizsgalatakor hasznalt faktorok kozotti Osszefiig-
gésekkel. A gyokbovitések esetében ez a tulajdonsag nyilvanvaloan teljesiil. Ezek
utan igazoljuk, hogy a megfelel§ feltételek mellett a periodikus egész bazis tulaj-
donsag 6roklédik olyan testekre is, amelyek a mar vizsgalt szamtestcsaladok koziil
kikeriils testek kompozitumaként allnak els.

A 4. fejezetben, a periodikus egész béazis felhasznalasédval alacsonyabb fok-
szamok esetén megvizsgaljuk, hogy a harom végtelen parametrikus szdmtestcsalad
mely paraméterek mellett lehet monogén. Az esetek tObbségében, ezt néhany
maradékosztalytol eltekintve, minden megfelel§ paraméterre el tudjuk donteni (1d.
[26],[28]). Az utols6 részben alacsonyabb foku kompozit bévitések monogenitasat
vizsgéaljuk az el6z6 részben is hasznalt modszerek segitségével, és hasonlo atfogo
eredményeket nyeriink (1d. [29]). Kovetkezményként kapjuk, hogy az M.-L. Chang
[6] altal vizsgalt X 3 — m polinomhoz hasonléan, néhany meghatéarozott értéktsl
eltekintve az X* — m és az X® — m polinomok felbontasi testei sem lehetnek
monogének.



Az egész bazisokkal, és az indexformakkal kapcsolatos szamitasainkat a Maple
matematikai programcsomaggal végeztiik, amely kivaléan hasznalhatoé az ilyen
szimbolikus miiveletekhez (1d. [3]).

A 2. fejezet definiciéi koziil az alabbiakban réviden részletezem a periodikus
egész bazis, az index és az indexforma fogalmat, amelyek nélkiilzhetetlenek az
eredmények megfogalmazasahoz.

Definicié. Legyen f,(X) € Z[m|[X] egy n-edfokua polinom, ahol m € Z egy egész
paraméter. Legyen ., az fm,(X) egy gyoke és K = Q(aum). Azt mondjuk, hogy a K
testek egész bdzisa periodikusan ismétlddik modulo ng, ha minden r = 0,...,n0 — 1
esetén léteznek olyan h{"”(X) € Q[X] polinomok (i = 0,...,n — 1), hogy ha m = r
(mod no) és fm(X) irreducibilis, akkor

(B (), b7 (@m), - B (am))

egész bazist alkot K-ban.

A definici6ban kiemelt szerepet jatszik, hogy a K testeket egy parametrikus
polinomcsalad kiilonb6z§ paramétereihez tartozé gyokeivel generdljuk. Enélkiil
nem is lenne igazan értelme periodikus egész bazisrol beszélni. Azt is mondhat-
nank, hogy ez a tulajdonsiag val6jidban nem is a szamtesthez, hanem inkdbb a
parametrikus polinomcsaladhoz kéthetd.

Ha « egy primitiv algebrai egész K-ban, akkor (1, o, a?,...,a" ') algebrai egész
elemekbdl allo bazisa K-nak Q felett. Ekkor K-ban az 1,a,a?,...,a" ! elemek
altal generalt modulus megegyezik a Z[a] gytrtibsvités additiv csoportjaval, mint Z
feletti modulussal. A

(Zf; : Zla]")
modulus indexet az o indexének nevezziik, és I(a)-val jeloljiik. Megmutathato, hogy
Dk jg(a) = I(a)* - Dk,

ahol Dy /g(a) az o, Dk pedig a K diszkriminansa. Az index lényegében azt
mutatja meg, hogy az a hatvanyai altal generalt bazis mennyire tér el a test egy
egész bazisatol.
Legyen (w1 = 1,wa,...,wy) egész bazis K-ban. Ekkor az
L(X) :Xl —|—UJ2X2—|—...—|—0Jan

kifejezést az (1l,wa,...,wn) egész bdzishoz tartozd linedris formdnak nevezzik.
Legyenek

LO9OX) =X+ Xo + ...+ X,, (i=1,...,n)



az L(X) relativ konjugaltjai, és
. ) 2
Dip@X) = [] (27 -19w@)
1<i<j<n
az L(X) linearis forma diszkriminansa.
Lemma. A fenti jelolések mellett,

DK/Q(L(X)) = (I(X27 . 'aXn))2 : DK,

ahol D a K test diszkrimindnsa, és I(Xa, ..., Xn) egy (n—1) vdltozds %-fokd
egész egyltthatés homogén forma.

Ezt az I[(Xos,...,X,) format nevezzik az (1,ws,...,wy) egész bazishoz tartozo
indexformdnak. Az indexforma legfontosabb tulajdonsiga, hogy tetszéleges

(z1,22,...,2n) € Z"

szam n-es esetén, amelyre az o = x1 + Xow2 + ... + Tpwn € Zk elem primitiv,
teljesiil, hogy
I(a) = [I(z2,...,zs)]|.

Ez azt is jelenti, hogy a = 1 + zow2 + ... + Tpwy € Zk pontosan akkor general
hatvany egész bazist K-ban, ha (z2,...,2n) € Z" ! megoldasa az

I(Xs,...,X,) =+1

an. indexforma egyenletnek.



Végtelen parametrikus szimtestek egész bazisai

A fejezetben harom szamtestcsaladot vizsgalunk, a gyokbdévitéseket és a legegysz-
ertibb szamtestek kétféle altaldnositasaként kapott szamtesteket. Mindkét eset-
ben sikeriilt a fokszamtoél fiiggé olyan no konstanst taladlnunk, hogy a végtelen
parametrikus szamtest egész bazisa periodikusan ismétlgdik modulo ng. A hirom
szamtestcsaladban nyert eredmények Osszeftizésével, ezen szamtestek kompozitu-
maiban is lehet&ség nyilt az egész bazis periodikus tulajdonsaganak igazolasara.

Gyokbdvitések egész bazisai

A fejezet eredményei a [26] és [58] cikkekben jelentek meg. Legyen n > 2 és m #
0, %1 egészek. Ekkor a K = Q( {/m) szamtesteket gyokbovitéseknek nevezziik.

Tétel. Legyen m # 0,+1 négyzetmentes egész, n > 2 egész, melynek primtényezds
felbontdsa

—_ k1 k2 kj
n=py P2 - D5
és legyen
_ o ki+1l ko+l kj+1
no =P, - Py RS

Ekkor a K = Q( /m) gyokbévitések egész bdzisa periodikusan ismétlédik modulo ng.

A bizonyitas tobb lépésben torténik. Elgszér n = p* primhatvany kitevSkre
latjuk be az allitast. Megadunk n darab linearisan fiiggetlen algebrai egész szamot,
agy, hogy az altaluk generalt bazis diszkrimindnsa megegyezzen a test diszkrim-
inansaval. Ezek utan megmutatjuk, hogy hogyan lehet Gsszeftizni egy n1 és egy no
foku gyokbdvités egész bazisat, ahol ni és na relativ primek. Végiil megmutatjuk,
hogy a tételben szerepl§ no a legkisebb megfelel6 peribdushossz, amely szerint a
K = Q(/m) gyokbovitések egész bazisa periodikusan ismétlsdik.

Lemma. A kordbbi jelolések mellett, legyen v az m osztdsi maradéka p*+'-el osztva,
és legyen s := vp(mP —m) — 1. Legyen t € N esetén a hir)(X) € Z[X] polinom az
aldbbi modon adott

x?" —p'
Ekkor minden 0 < ¢t < min{s, k} esetén

A7 (X) = € Z[X].

(r)(n
V) ¢ g m)

pt

algebrai egész.



A Q(/m) egész bazisat ezeknek a

fogjuk megkonstrualni.

("

) algebrai egészeknek segitségével

Lemma. A kordbbi jelolések mellett legyen még oo = Y/m. Ekkor ha s < k, akkor

( h” (o)

h” (@)
ps

’

hs” (o)

2 1@

W@ e k()

hgr) (a) a2 ‘ hgv')(a)

’

ps

ha pedig k < s, akkor

k]

( h§” (a)
pO
(@)
pl
h” (@)
p?

I

hl(:—)l (@)
pr—1

h(@) 2 b (@)

o -
0 )
p

W) 5 B

o -
1 )
p

'@ 2 b (@)

p? p?
hg;)1(a) 2 hl(ci)1(0‘)
pkfl pkfl
hy (@)
pk

egész bdzis Q( /m)-ben.




Ennek kévetkezményeként kapjuk a periodikus egész bazis tulajdonségot.

Kovetkezmény. A kordbbi jelolések mellett, a Q(/m) testek egész bdzisa peri-
odikusan ismétlédik modulo p**+t.

A kovetkezs 1épés két, egyméshoz relativ prim foka gyokbgovités egész bazisanak
Osszeftizése. Ehhez el6szor vizsgaljuk meg, hogyan viselkednek a megfelel§ indexek
a kompozit test képzésekor.

Lemma. Legyen m # 0, £1 négyzetmentes egész, 2 < ni,ng relativ prim egészek és

n =mni-ns. Ekkor
I(¥fm) = I(/m)™ - 1("3fm)™.

Ezt a lemmaét felhasznalva most méar 6ssze tudjuk fiizni a két kisebb test egész
bézisat a nagyobb test egy egész bazisava. Tekintettel arra, hogy p* primhatvany
kitevs esetén a Q( P%) testek egész bézisa periodikusan ismétlsdik modulo p*+t,
és a kompozit testek képzésekor a megkonstrualt egész bazis csak a résztestek egész
bazisainak alakjatol fiigg, ezért primtényezsk szerinti teljes indukcioval adodik az
altalanos tétel bizonyitasa.

Ahhoz, hogy az igy kapott periodushossz a legkisebb, azt kell észrevegyiik,
hogy ha az egész bazis periodiksan ismétlédik modulo ng, akkor az {/m indexe is
periodikusan ismétlédik modulo ng. Tovabba egyszerii példaval igazolhato, hogy
n = p® primhatvanyfoka gyokbovitések esetén az ¥/m szam p-indexe periodiku-
san ismétlédik modulo p**', de nem ismétlsdik modulo p*. Az €l6z6 lemmat
felhasznalva ebbdl mar kovetkezik, hogy a tételben elsirt ng valoban a legkisebb
megfelel6 peribdushossz.

A periodikus egész bazis tulajdonsiag megjelenését eddig olyan n-edfoka polinom-
csaladok esetében tapasztaltuk, amelyek felbontési teste n-edfoku ciklikus bévitése
valamely mésik szamtestnek. Ez a gyckbovitések esetén természetesen teljesiil,
hiszen X" — m felbontéasi teste Q( /m,e,), ami ciklikus n-edfokd bévitése Q(en)-
nek, ahol e, egy n-edik primitiv egységgyok. Hasonlé tulajdonsiggal rendelkeznek
az ugynevezett legegyszeribb polinomok egy bizonyos &ltaldnositasaként kaphato
polinomcsaladok is. Ezeket targyaljuk a kovetkezs fejezetben.



Legegyszeriibb testek altalanositasai és egész bazisai

A fejezethez kapcsolodo eredmények a [28] és [59] cikkben jelentek meg. Két esetet
fogunk vizsgalni, az els6 a legegyszertibb harmadfoki illetve hatodfokd, és a Hoshi-
féle 12 foku csaladokat foglalja magaba, a masodik pedig a legegyszertibb negyedfoku
polinomokat. A fejezet tovabbi részében ¢ racionélis paraméter.

Legyenek g, h : N — Q az alabbi moédon értelmezett fliggvények

1, hai=0 (mod 6), 0, hai=0 (mod 6),

—t, hai=1 (mod 6), -1, hai=1 (mod 6),

~._ ) —t—1, hai=2 (mod6), ~._ ) -1, hai=2 (mod6),
9(i) := -1, hai=3 (mod 6), és h{i) = 0, hai=3 (mod 6),
t, hai=4 (mod 6), 1, hai=4 (mod 6),

t+1, hai=5 (mod 6), 1, hai=5 (mod 6).

Legyen n > 0 esetén

n n n i .
t( )(X) ::Z<¢>'X -g(n —1) € Qt, X],

i=0
és legyen (™ (X) ennek a t valtozo6 szerinti derivaltja, azaz

rM(X) = Xn: (’:) X' h(n—i)  €zZ[X).

Ezeknek a polinomoknak sok érdekes tulajdonsiga van. El§szor megmutatjuk,
hogy egy alkalmas M&bius transzforméacio tranzitiven permutalja ft(n)(X ) gyokeit.

Tétel. Legyenn > 2 egész szdm. Ekkor ha o az f(")( X)), B pedig azr™ (X) polinom

gyoke, akkor
Ba—1

a+pB+1
szintén gyoke f(")( X)-nek.

Ebbél kovetkezik az (") (X) polinomok felbontasi testére vonatkozd alabbi tu-
lajdonsag, amely sejteselnk szerint Osszefligg az egész bazisok periodicitasaval.

Tétel. Legyen n > 2 természetes szam,

1 —e3en

B=c¢s3- T e
ahol 53 mmztw harmadik egyseggyok en pedig primitiv n-edik egységgydk. Legyen
o az ft X) gyéke, ekkor az f" ( ) polinom felbontdsi teste Q(c, 8), ami ciklikus
bévitése Q(ﬁ) nak. Specidlisan, ha t € Q olyan paraméter, hogy az f(n)( X) polinom

wrreducibilis, akkor f(")( X)) felbontdsi teste ciklikus n-edfokiu bévitése Q(B)-nak.



Allitas. Han > 2, akkor ft(")(X) diszkrimindnsa
(n—1)(n—2)
Df(") =3 2 -n". (t2—|—t+1)n_1.
t
Ezutan belatjuk az alabbi kulcsfontossagu tételt.

Tétel. Ha p # 3 olyan prim, amelyre v, (t>+t+1) = 1, akkor f{™ (X) irreducibilis.
Tovdbbd, ha o az ft(")(X) gyoke, ahol a t paraméterre a fentieknek til még az is
teljesiil, hogy az ft(n) (X)) polinom egész egyiitthatds, akkor a Q(«) testben az o indexe
nem oszthato p-vel, vagyis vp(I(a)) = 0.

Innentdl kezdve legyen t olyan racionalis paraméter, amellyel az ft(") (X)) polinom
egész egylitthatos. Ez gyakorlatban azt jelenti, hogy
o _m
© 3ws(n)’

ahol m € Z. A tovabbiakban ft")(X) helyett az 7(,?)(X) jelolést fogjuk hasznélni,
ami a fenti helyettesitésre utal. Itt megjegyezziik, hogy n = 3 és n = 6 esetén
7(,? )(X ) megegyezik a legegyszertibb harmad- és hatodfoku polinomokkal, igy ez a
megkozelités valoban azok &altalanositasanak tekinthets. Tovabba n = 12 esetén a
Hoshi-féle 12-edfokt polinomcsaladot kapjuk specialis esetként (1d. A. Hoshi [42]).
Az allitasaink egyszertibb megfogalmazasa érdekében azt mondjuk, hogy m € Z
megfeleld paraméter, ha tetsz6leges p # 3 prim esetén teljesiil, hogy

m 2 m
Up ((3vs(n)) tamm T 1) <1

azaz t> + t 4+ 1-nek a 3-mentes része négyzetmentes. Megjegyezziik, hogy mivel
t2 + ¢t + 1 irreducibilis polinom Q[t]-ben, ezért T. Nagell [54] eredményei alapjan
végtelen sok megfelel§ m paraméter létezik.

Tétel. Legyen m € Z megfelelé paraméter, és o az f,(,?) (X) gydke. Ekkor

n(n—1)

I()? ’ 372 .
Mivel I(a) - Zx C Z[a], ezért ebbsl mar kovetkezik a periodikus egész bazis
tulajdonséag, valamint fels§ korlatot is kapunk a periédus hosszéra.

Ko6vetkezmény. Legyen m € Z megfeleld paraméter, és o az ffnn)(X) gyoke. Ekkor
a K = Q(a) testek egész bdzisa periodikusan ismétlédik modulo no, ahol no a leg-
nagyobb olyan egész szam, amelyre teljestil, hogy

n(n—1) n
na ‘ (3 2 n") .
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Ez a periédushossz mar kis fokszamok esetén is kifejezetten nagy, azonban a
dualis bazis modszerrel adott n fokszamok esetén javithatunk a becsléseken. Ezeket
a vizsgalatokat n = 2,3,...,12 fokszamok esetén végeztiik el, és az alabbi ered-
ményeket kaptuk.

Allitas. Legyen m € 7 megfelelé paraméter, és a az ,(TIL)(X) gyoke. Ekkor az
1, ..., a”_l) bdzishoz tartozo dudlis bdzis meghatdrozdsdval, majd alkalmazva a

m 2 m
v ((3v3(n>) HETON 1) =1

becslést, n = 2,3,...,12 esetén azt kapjuk, hogy Cy - Zx C Z[c], ahol

nHQ‘?)‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7 ‘ 8 ‘ 9 ‘ 10 ‘ 11 ‘ 12
cn\s

‘27‘32-4‘34-5‘35-6‘35-7‘36-8‘37-9‘36-10‘310-11‘310-12'

Ezeket a C) szamokat felhasznalva sokkal jobb korlatokat kaphatunk az egész
bazisok periddusanak hosszara. FEzek az 1) korlatok bizonyos kis fokszamok es-
etén mar lehetSséget adtak arra, hogy minden megfelel6 maradékosztalyba esé
paraméterre egyenként meghatarozzuk a a-hoz tartozé Hermite normal alaku egész
bazist, majd ranézésre megallapitsuk a tényleges legkisebb peridédushosszt. Ezt a
vizsgalatot n = 2,3,4,5,6,8,9 és 12 esetén végeztiik el, azzal a tovabbi megkotéssel,
hogy most vs(m? + 3vs(Mm 4 9”3(">) < 1 is teljesiiljon, azaz m? + 398(Mm 4+ gus(™)
legyen négyzetmentes. Ez a plusz feltétel egy 3 hatvannyal csokkenti a perio-
dushosszt, viszont igy a kés6bbiekben kdnnyebb lesz hasznélni az eredményt.

Ko6vetkezmény. Legyen m € 7 olyan paraméter, amelyre teljesiil, hogy m? +
3Us(M i 49U négyzetmentes, és legyen a az f,gl”(X) polinom gyoke. FEkkor
n=2,3,4,5,6,8,9,12 esetén a K = Q(«) testek egész bdzisa periodikusan ismétlédik
modulo ng, ahol

wlza]a]s o] s ]o] 2
noH4‘1‘24‘75‘36‘432‘243‘1944

Ezek az esetek tartalmazzak a harom korabban vizsgalt nevezetes polinomcsala-
dot.

e Legegyszertibb harmadfoku polinomok
X)) =X —mX? — (m+3)X — 1.

e Legegyszeriibb hatodfoki polinomok
FO(X) = X% —2mX® — 5(m + 3)X* — 20X° 4+ 5mX? + 2(m + 3)X + 1.
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e Hoshi-féle 12-edfokt polinomok [42]

OD(X) = X2 —4mX' —22(m+3)X'° — 220X° + 165mX® + 264(m + 3) X"+
+924X° — 264mX°® — 165(m + 3)X* — 220X° + 22mX? +4(m + 3)X + 1.

Most kovetkezik a maéasik altalanositas, ami a legegyszertibb negyedfoku poli-
nomokat foglalja magaba. A gondolatmenet teljesen hasonlé lesz, mint az elézd
altalanositéas esetén. Legyenek g, h : N — Q az aldbbi moédon értelmezett fliggvények

1, hai=0 (mod 4), 0, hat=0 (mod 4),

N —t, hai=1 (mod4), N —1, hai=1 (mod 4),
9(i) = —1, hai=2 (mod 4), és (i) = 0, hai=2 (mod 4),
t, hai=3 (mod 4), 1, ha:=3 (mod 4)

Legyen n > 0 esetén

n

fPX) =3 (”) X'egn—i)  €QltX],

i=0

és legyen r(™(X) ennek a ¢ valtozo szerinti derivéltja, azaz

rM(X) = f: <"> XU h(n—i)  €Z[X].

< (3
=0

Tétel. Legyenn > 2 egész szam. Ekkor ha « az ft(")(X), B pedig az r(")(X) polinom
gyoke, akkor

Ba—1

a+

szintén gyoke f™(X)-nek.
Tétel. Legyen n > 2 természetes szam,
T+ n

B= .

ahol e, primitiv n-edik egységgydk. Legyen o az ft(")(X) gyoke, ekkor az ft(")(X)
polinom felbontdsi teste Q(a, B), ami ciklikus bévitése Q(B)-nak. Specidlisan, ha t €
Q olyan paraméter, hogy az f™ (X) polinom irreducibilis, akkor f\™ (X) felbontdsi
teste ciklikus n-edfoku bovitése Q(B)-nak.

Allitas. Han > 2, akkor ff")(X) diszkrimindnsa

Df(n) _ 2(7171)(1172) . nn . (t2 + 1)77,71.
t
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Tétel. Ha p # 2 olyan prim, amelyre v,(t* + 1) = 1, akkor ft(")(X) irreducibilis.
Tovdbbd, ha o az ff")(X) gyoke, ahol a t paraméterre a fentieknek til még az is
teljestil, hogy az ft(n) (X) polinom egész egyiitthatds, akkor a Q(«) testben az o indexe
nem oszthatd p-vel, vagyis vp(I(a)) = 0.

Innentdl kezdve legyen ¢ olyan racionélis paraméter, amellyel az t(") (X) polinom
egész egylitthatos. Ez gyakorlatban azt jelenti, hogy

m
t= Smm
ahol m € Z. A tovabbiakban ff")(X) helyett az ,(,f)(X) jelolést fogjuk hasznélni,

ami a fenti helyettesitésre utal. Itt megjegyezziik, hogy n = 4 esetén £ )(X )

megegyezik a legegyszertibb negyedfoku polinomokkal, igy ez a megkdzelités valoban
azok altalanositasanak tekinthetd.

Az allitasaink egyszeriibb megfogalmazasa érdekében azt mondjuk, hogy m € Z
megfeleld paraméter, ha tetszoleges p # 2 esetén teljesiil, hogy

m 2
vy ((—zvz(n)) + 1) <1

Itt is megjegyezziik, hogy a t* + 1 € Q[t] polinom irreducibilitdsa miatt T. Nagell
[64] eredményeibdl ebben az esetben is kovetkezik, hogy végtelen sok megfelels m
paraméter létezik.

Tétel. Legyen m € Z megfeleld paraméter, és o az () (X) gyoke. Ekkor
I(a)? ‘ 9(n=1*

Ko6vetkezmény. Legyen m € Z megfeleld paraméter, és o az f,gll)(X) gyoke. Ekkor
a K = Q(a) testek egész bdazisa periodikusan ismétlédik modulo no, ahol no a leg-
nagyobb olyan egész szam, amelyre teljestil, hogy

ng ‘ (Q(n_l)z ~n")n.

Allitas. Legyen m € 7 megfelelé paraméter, és o az fy(,?)(X) gyoke. Ekkor az
1, .., a"fl) bdazishoz tartozo dudlis bdzis meghatdrozdsdval és a

m 2
v ((m) “) =t

becslés alkalmazdsdval, n = 2,3, ...,12 esetén azt kapjuk, hogy Cy - Zx C Z[a], ahol
n 2] 8 | 4
Cn

5‘6 7‘8‘9‘10‘11‘12
4‘22-3‘24-4‘25'5‘28~6‘29~7‘2“-8‘212~9‘216-10‘217'11‘219&2.
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Ezek kozil n = 2,3,4,5,6,8,9 és 12 esetén hataroztuk meg a legkisebb perio-
dushosszt.

Ko6vetkezmény. Legyen m € Z megfeleld paraméter, és o az f,gf)(X) gyoke. Ekkor
n=2,3,4,56,8,9,12 esetén a K = Q(«) testek egész bdzisa periodikusan ismétiédik
modulo ng, ahol

wllz]s|a] s |6]s] o | 2
noH4 18‘8‘100‘72‘16‘1728‘4608

Specialisan n = 4 esetén a legegyszeriibb negyedfoku polinomok
@ = X' mX® - 6XP+mX +1

gyokei altal generalt testek egész bazisa periodikusan ismétlédik modulo 8, ami
Gsszhangban van J. H. Lee [49] eredményeivel.
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Kompozitum testek egész bazisai

Ebben a fejezetben a korabban felmeriil6 nevezetes szamtestcsaladok kompozi-
cidjaként kapott szamtestekben vizsgaljuk az egész bazisokat. Megmutatjuk,
hogy megfelel feltételek mellett a résztestek periodikus egész bazis tulajdonséiga
bizonyos értelemben 6roklédik a kompozit testre is.

A kovetkezd tablazatban Osszefoglaljuk, hogy a vizsgalt harom polinomcsalad
altal definialt szamtest csaladokbol képzett kompozit testek paramétereire az eredeti
feltételek mellett még mit koveteliink meg, ahhoz, hogy az egész bazis periodikusan
ismétlédjon. Legyen az L test foka ni, a paramétere mi, az M test foka no, a
paramétere pedig maz, és legyenek

s(m,n) =m? + 3% ;4 gvs(™)

t(m,n) _ m2 + 4v2(n)‘

Ekkor a paraméterekre vonatkozo feltételek a kovetkezdk.

L M Feltétel

1. 1. Inko(my,m2) | n1-ne
I II. Inko (m1, s(m2,n2)) | n1-ne
I. II1. Inko (m1,t(mz,n2)) | n1-ne

II. I1. | Inko (s(mi,mn1

II. | II1. | Inko (s(m1,nq | n1-n2

)
)
)| ni-ne
)
)

— [~ [~
~
N
»

— | — |~ | —

II1. | II1. lnko(t(ml,n1 ,t ‘ ni - N2

1.: Gyokbdovitések
I1.: Legyegyszeriibb szamtestek elsd altalanositasai
I11.: Legyegyszeriibb szamtestek masodik altalanositasai

Ko6vetkezmény. A fenti tabldzat feltételei mellett a K = LM kompozit testek egész
bdzisai periodikusan ismétlédnek.

A kiilonbozé esetekben
h’lkO (D(Oé)[KL], D(/B)[KJM])

értékének fels§ becsléseivel megadhatd egy fels§ becslés a periédus hosszéra is, de
ezek a becslések messze nem optimaélisak. Néhany kis fokszamu esetben azonban meg
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tudtuk hatarozni a legkisebb periddushosszt. A kovetkezSkben ezeket az eseteket
foglalom Ossze.

A tablazat els6 oszlopaban az L = Q(«) testet, a masodik oszlopaban pedig az
M = Q(pB) testet generalé elem definialé polinomja taldlhat6. A harmadik illetve ne-
gyedik oszlopban pedig a paraméterekhez tartozé periédushosszak, amelyek szerint
a K = Q(«, B) egész bazisai ismétlgdni fognak.

L M mi1 | M2

X2 —my | X®—meX?—(ma+3)X—-11] 4 | 1

X% —my X3 —ma 12 | 18
X2 —my | Xt —meX®—6X*+meX+1| 8 | 16
X2 —my X% —my 8 8

X243 X6 —my — | 36

Lathato, hogy a masodfoku és a hatodfoku gyokbdvitések kompozicidja esetén
a maéasodfoku résztest fixen a hatodik egységgyokoket tartalmazo test. Ennek az
az oka, hogy mivel a kompozit test 12 foku, igy a bazis redukcié sorén minden
lepésben 2'2 vagy 3'2 darab algebrai szamrol kell parametrikusan eldénteni, hogy
algebrai egész-e, ami egy paraméter esetén még kivitelezhets, de két paraméter
esetén mar tulzottan idSigényes a szamités. Igy csak egy konkrét esetet volt
kapacitasunk vizsgalni, amihez az m; = —3 valasztas azért célszerd, mert ebben az
esetben a kompozit bévités Q-nak normalis b&vitése, ami a monogenitas szempon-
tjabol majd kiilsnosen jol kezelhets lesz. A szintén normalis Q(iv/3, ¢/mz2) testek
monogenitisat M.-L. Chang [6] vizsgélta, a Q(i, /mz2) testekkel kapcsolatos ered-
ményeink pedig a [27] cikkben jelentek meg, melyeket a [29] cikkben egészitettiink ki.
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Végtelen parametrikus szimtestek monogenitasa

Ebben a fejezetben a kordbban vizsgalt parametrikus szamtestek, illetve azok kom-
pozici6javal nyert testek monogenitasat vizsgaljuk. A fejezet eredményei a [26], [27],
[28] és [29] cikkekben jelentek meg.

A periodikus egész bazis tulajdonsagnak koészonhetSen, az indexformat fel tudjuk
irni paraméteresen, és ez a feliras csak az egész bézis Hermite normél alakjatol
fligg. Ebbdl adodoan, a periodikus esetben csak véges sok kiilonb6z§ paraméteres
indexforma egyenletet kell megoldani. A paraméterezés miatt, keriilni fogjuk az
indexforma egyenlet explicit megoldéasat. Ehelyett inkabb arra toreksziink, hogy ha
a testet generald elem nem general hatvany egész bazist, akkor belassuk, hogy az
indexforma egyenletnek nincs megoldésa.

Ehhez két médszert fogunk hasznalni. Az elsd, hogy ha lehetséges, megmutatjuk,
hogy valamilyen p prim estén az indexforma egyenletnek nincs megoldésa modulo
p. Ez leginkabb akkor fordul els, ha a testindex nem 1, vagyis létezik olyan p prim,
hogy tetszéleges algebrai egész indexe oszthato p-vel, azaz az indexforma tetszéleges
helyettesités esetén p-vel oszthatd értéket ad, specidlisan nem lehet +1. Ebben az
esetben mindharom szamtestcsaladnél csak véges sok primet kiprébalnunk, hiszen
mindegyiknél adtunk fels§ korlatot a testet generald elem indexére.

A masik megkozelités az indexforma faktorai kozotti kapcesolatra épiil, és akkor
bizonyul hatékonynak, amikor K-nak van valodi részteste. Azokban az esetekben,
amelyekben egyik modszer sem vezet eredményre, csupan sejtéseket tudunk megfo-
galmazni.

A kovetkezben sorra veszem a részletesen vizsgalt testeket, és a hozzajuk tartozo
eredményeket.

GyOkbdvitések monogenitasa

Ebben az fejezetben az n = 2,3,4,5,6,7,8 és 9 foka gyokbsvitések monogenitasaval
kapcsolatos eredményeket részletezem, melyek részben a [26] cikkben jelentek meg.

Harmadfoka gydkbévitések

Legyen m # 0,£1 négyzetmentes egész, a az X° —m gydke és K = Q(a). Az a-
hoz tartozé6 Hermite normél alaki egész bazis alakja csak m-nek a 9-es maradékatol
filgg, és 3 kiilonbozs esetet eredményez. Az elsG esetben, amikor vs(m® —m) = 1,
akkor a hatvany egész bazist general, a tobbi esetben megadhat6 végtelen sok oylan
paraméter, amellyel monogén testet kapunk, de azt sejtjiik, hogy végtelen sok olyan
paraméter is létezik, amelyekkel nem kapunk monogén testet.
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Negyedfoku gyokbévitések

Legyen m # 0,1 négyzetmentes egész, o« az X* — m gydke és K = Q(a). Az a-hoz
tartoz6 Hermite normal alakd egész bazis alakja csak m-nek a 8-as maradékatol
fligg, és 3 kiilonb6zo6 esetet eredményez.

Ebben az esetben ha m = 16k + r négyzetmentes, akkor a K = Q(3/m) test
r=2,3,6,7,10,11,14,15 esetén monogén, r = 1,5, 13 esetén csak akkor monogén,
ha m = —3, és végiil r = 9 esetén Arnoczki Timea és Nyul Gabor [1] megmutatték,
hogy ha igaz az ABC-sejtés, akkor létezik végtelen sok monogén és nem monogén
test is.

Otodfoka gybkbévitések

Az 6todfoku eset sokban hasonlit a harmadfokura. Az indexforma irreducibilis, és
a testindex semelyik esetben sem oszthaté 5-el, igy ha a testet generdld elem indexe
nem 1, akkor nem tudunk &ltalanos eredményt megfogalmazni a monogenitassal
kapcsolatban.

Legyen m # 0, =1 négyzetmentes egész, a az X° —m gydke és K = Q(a). Az a-
hoz tartoz6é Hermite normal alaki egész bézis alakja csak m-nek a 25-6s maradékatol
fligg, és 5 kiilonb6z6 esetet eredményez. Azokban az esetekben, amikor a nem
general hatvany egész bazist (azaz, ha vs(m® —m) > 1), azt sejtjiik, hogy létezik
végtelen sok monogén és végtelen sok nem monogén testet szolgaltatdé paraméter is.

Hatodfoku gytkbdvitések

Mind koziil ez a legjobban kezelhets eset. Most két valddi résztest is van, igy az
indexformanak mar 3 faktora lesz, melyek kozott tobb megfelels Osszefiiggést is
taldlhatunk.

Legyen m # 0, =1 négyzetmentes egész, a az X°® —m gydke és K = Q(a). Az a-
hoz tartozé Hermite normaél alakt egész bézis alakja csak m-nek a 36-os maradékatol
fligg, és 6 kiilonbo6z6 esetet eredményez. Ebben az esetben ha m = 36k + r né-
gyzetmentes, akkor a K = Q(¥/m) test r = 2,3,6,7,11,14, 15,22, 23,30, 31,34
esetén monogén, a tobbi esetben pedig nem monogén. Ez azt jelenti, hogy a
négyzetmentes paraméterekhez tartozé hatodfokt gySkbdvitések monogenitasa
csupan a paraméter 36-os maradékatol fligg.

A hetedfoku eset teljesen hasonlo a harmadfoku és 6todfoku esethez. A Hermite
normal alaka egész bazis alakja m-nek a 49-es maradékatol fiigg, és 7 kiilonb6z6
esetet eredményez. Az esetek t6bbségében (amikor vr(m” —m) = 1 teljesiil), ¥/m
hatvany egész bazist general, a tobbi esetben viszont nincs altalanos eredményiink,
ezért ezt az esetet nem részletezem.
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Nyolcadfoku gydkbdévitések

Ez az eset is majdnem olyan jol megfoghat6, mint a hatodfokd. Most is két valodi
résztest van, azonban ezek koziil most az egyik a mésik részteste.

Legyen m # 0, 1 négyzetmentes egész, o az X® —m gyoke és K = Q(c). Az a-hoz
tartoz6 Hermite normal alakt egész bazis alakja csak m-nek a 16-os maradékatol
fligg, és 4 kiilonbo6zo esetet eredményez. Ekkor, ha m = r+432k négyzetmentes, akkor
a K =Q(¥m)test r = 2,3,6,7,10, 11, 14, 15,18, 19, 22, 23, 26, 27, 30, 31, illetve m =
—3 esetén monogén, m # —3,5 és r = 1,5,9,13,21,25,29 esetén nem monogén.
A kimaradt maradékosztaly az m = 17 (mod 32), mely esetben azt sejtjiik, hogy
végtelen sok olyan paraméter 1étezik, amellyel a test monogén, és végtelen sok olyan
is, amellyel nem monogén.

Kilencedfoku gyokbévitések

Ez az eset sokban hasonlit a negyedfokt esethez, mivel itt is egy primnek a négyzete
a fokszam.

Legyen m # 0, £1 négyzetmentes egész, a az X° —m gydke és K = Q(a). Az a-
hoz tartoz6 Hermite normal alakd egész bazis alakja csak m-nek a 27-es maradékatol
figg, és 5 kiilonbozs esetet eredményez. Legyen m = 27k + r négyzetmentes, ekkor
har=23,4,5,6,7,11,12,13,14, 15,16, 20, 21,22,23,24, 25, akkor K monogén, ha
r = 8,10,17,19, akkor nem monogén, a tobbi esetben pedig a azt sejtjlik, hogy
végtelen sok monogén és végtelen sok nem monogén test 1étezik.

Legegyszeriibb testek monogenitasa

A legegyszertiibb testek altalanositasai teljesen hasonléan viselkednek, mint a gyok-
bévitések. Csak a nevezetes legegyszertibb 3, 4 és 6-od foku testeket fogom rés-
zletezni. A legegyszertibb harmadfoku testek monogenitasat mar D. Shanks [60] is
leirta, hiszen az m?+3m+9 négyzetmentessége esetén a polinom gySke hatvany egész
bazist general. Ezt ugy is szoktak mondani, hogy a polinom monogén. A legegysz-
ertibb negyedfoku testek esetén Gaal Istvan és Petranyi Gabor [25] a monogenitas
mellett még a minimalis indext elemeket is vizsgaltak. A legegyszertibb hatodfoku
szamtestek monogenitasaval kapcsolatos eredményeink a [28] cikkben jelentek meg.

Legegyszertibb harmadfoku testek

Ahogy azt mar megelGlegeztem, ez a legegyszeriibb eset mind koziil. Ezek a testek
az

f(X)=X?>—mX?*—(m+3)X -1
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ciklikus polinom egy tetszéleges a gytke altal generélt teljesen valds testek. Ha m
olyan paraméter, hogy m?+3m+9 négyzetmentes, akkor a hatvany egész bazist gen-
erdl a K = Q(«) legegyszertibb harmadfoku testben, tehat ezek a testek monogének.

Legegyszeriibb negyedfoku testek

Legyen a az
f(X)=X"—mX® - 6X>4+mX +1

polinom egy tetszdleges gyoke, ahol m # 0,+3. Ekkor a K = Q(«) testeket leg-
egyszeriibb negyedfoku testeknek nevezziik. Most tegyiik fel, hogy m megfelel6
paraméter, azaz tetszéleges p # 2 prim esetén v (m2 +16) < 2, vagyis m? + 16 nem
oszthaté semmilyen paratlan prim négyzetével.

Ezeknek a testeknek az a-hoz tartoz6 Hermite normal alaka egész bazisa csak
m-nek a 8-as maradékatol fiigg. Ez alapjan 4 kiillonbozs esetet kapunk. Az altalunk
alkalmazott modszerek segitségével megallapithatjuk, hogy a legegyszertibb negyed-
foku testek csak m = +2, +4, 48, +16 paraméterek esetén lehetnek monogének.

Legegyszeriibb hatodfoku testek

Ugyanugy, mint a gyokbdvitéseknél, itt is a hatodfoku eset lesz a legjobban kezel-
het6. Az egész bazissal és a monogenitassal kapcsolatos eredményeink a [28] cikkben
jelentek meg.

Legyen m € Z\ {—8,—-3,0,5} és a az

f(X)=X°%—2mX® —5(m +3)X" —20X° 4+ 5mX* +2(m +3)X + 1

polinom egy tetsz6leges gyoke. Ekkor a K = Q(«) testeket legegyszertibb hatodfoki
testeknek nevezziik. Most tegyiik fel, hogy m megfelel6 paraméter, azaz m? +
3m+9 négyzetmentes. Ezeknek a testeknek az a-hoz tartozé6 Hermite normaél alaki
egész bazisa csak m-nek a 36-os maradékatol fiigg. Ez alapjan 19 kiillonb6zé esetet
kapunk. Ha a megfelel6 egész béazisokhoz tartozé indexforma faktorai fi, fa, és
fs, akkor m? 4+ 3m 4+ 9 minden esetben kiemelhets 27 fs — fo-b6l. Ebbél pedig az
kovetkezik, hogy monogén esetben m? + 3m + 9 osztja 26-ot vagy 28-at, ami csak
m = —4,—2,—1, 1 esetén teljesiilhet. Ezekhez a paraméterekhez tartozoé testek pedig
valéban monogének, az Gsszes hatvany egész bazist generalo elem fel van sorolva Gaal
Istvan [20] cikkében.
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Kompozitum szamtestek monogenitasa

Ebben a fejezetben az el6z6 fejezetek eredményeit Osszedolgozva, kompozit
szamtestek monogenitasat fogom vizsgalni. A kompozit szamtest K = LM alaka
lesz, ahol az L = Q(«a) és M = Q(f) testeket general6 elemek definialé polinomjai
az alabbi tablazatbol keriilnek ki

L M
X2 —my | X —maX®— (ma+3)X -1
X% —my X3 —mo
X% —my | X' —maX®—6X2 4+ meX +1
X2 —m X4 —mo
X% +3 X6 —my

A megfelels feltételek mellett ezeknek a testeknek az egész bazisa mindkét
paraméterben periodikusan ismétlédik. A Hermite norméal alakt egész bazist az
« és a @ hatvanyai altal generalt bazisra vonatkozoan fogjuk megadni. A fejezet
eredményei a [29] cikkben jelentek meg.

Az altalunk vizsgalt Gsszes esetben olyan Gsszefiiggés all majd fenn az indexforma
faktorai kozott, ami monogén esetben az egyik paramétert korlatozza a mésikkal.
Ez azt fogja jelenteni, hogy ha az egyik paramétert rogzitjiik, akkor a masiknak csak
véges sok olyan értéke lehet, amellyel a kompozit test monogén.

Masodfoku és a legegyszertibb harmadfokiu testek kompozituma

Legyen o az X2 — m egy gyoke, ahol m; # 1 négyzetmentes, és legyen f az
X3 —mpX?— (m2+3)X — 1 egy gyodke, ahol m2 + 3ma + 9 négyzetmentes, valamint
Inko(m1, m3+3ma+9) = 1. Legyen K = Q(a, B), ekkor az (1, o, 8, af, 52, a?)-hez
tartoz6 Hermite normaél alaka egész bazis csak mi-nek a 4-es maradékatol fiigg, és
2 esetet eredményez. A két eset és a monogén testek paramétereihez kapcsolodd
feltételek az alabbi tablazatban szerepelnek.

m1  (mod 4) 1. feltétel 2. feltétel

2,3 dmy |m3+3m2+9+1 | m3+3ma+9]|64mi +1

1 mi|m3+3ma+9+1 | mi+3ma+9|mitil
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Masodfoku és harmadfoku gySkbévitések kompozituma

Legyen o az X2 — my és 8 az X® — ma gydke, ahol my # 0,1 és ma # 0,%1 olyan
négyzetmentes paraméterek, hogy Inko(mi,ms) | 6. Legyen K = Q(a, f8), ekkor
az (1,a, B, a8, 82, af?)-hez tartozo Hermite normal alaki egész béazis periodikusan
ismétlédik mi-ben modulo 12 és ms-ben modulo 18.

Az (1,4 B, B, B2, aff?)-hez tartozo indexforma faktorai kézott most az az Gssze-
fiiggés all fenn, hogy 4mi kiemelhets F3 — 27m2Fi-bél, illetve 9mso kiemelhetd
F3—64m3 F5-bél. Mivel I(a, 8) | Inko(D()?, D(8)?), ami pedig a feltételek alapjan
m1-t6l és meo-t6l fiiggetleniil korlatos, ezért a megfelels egész bazisokhoz tartozo
indexforma f1, fo és f3 faktoraira fennall6 Gsszefliggések csak konstans szorzéban
térnek el az F1, F> és Fz-ra vonatkozo Osszefliggésektsl. Monognén esetben az in-
dexforma egyenlet egy megoldésat helyettesitve fi, fa, f3-ba, azok értéke +1 kell
legyen, igy oszthatosagi Osszefiiggéseket nyerlink a paraméterek kozott. Ezeket a
paraméterek megfelel6 maradékai szerint az alabbi tablazat tartalmazza. Az oszt-
hatosagoknal a + jel azt jelenti, hogy az vagy + vagy — elGjellel kell teljesiiljon.

m1  (mod 12) | mz (mod 18) | 4mq | F3 — 2Tm3Fy | 9ma | F3 — 64m3F5
1,5 1,8,10,17 my | 3mi £1 ma | mi £1
1,5 21’2?”’1?51’46;’1271116 my | 27Tm3 + 1 9ma | m3 £ 1
2,7,10,11 1,17 4my | 3m3 1 ma | 64ms £ 1
2,7,10,11 3,5,7,11,13,15 | 4mq | 27Tm3 +1 9ms | 64ms +£1
2,7,10,11 2,4,6,12,14,16 | 4mq | Zmj3 £ 2 9my | 16m$ £2
2,7,10,11 8,10 dmy | Em3 £ 2 9my | 16m$ £ 2
3,6 1,17 ma | m3 +3 3mgy | &mi +3
3,6 3,5,7,11,13,15 | 4my | 9m3 + 3 Ims | §tmi +3
3,6 8,10 Ama| m3+6 3ma | Lemi+6
3,6 2,4,6,12,14,16 | 4m1 | $m5 £ 6 Imy | Bmi +6
9 1,10 Imy |m3+3 3my | mi£3
9 8,17 tmi|ms£3 ma | $mi +£3
9 2172?71%),’,?4?7175’,1116 ma | 9mf £ 3 Oms | gmi £3
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A tablazat alapjan vilagos, hogy ha my # +1 ésmy # £3, akkor a tablazat harmadik
és negyedik oszlopaban az osztanddék nem lehetnek egyenlGek O-val, igy az egyik
paraméter rogzitése utan, a masik paraméternek csak véges sok olyan értéke lehet,
amellyel a kompozit test monogén. A feltételeket is figyelembe véve, lathatjuk hogy
az my = £1 csak mq = 1,5 (mod 12) mellett okoz fennakadast, azaz csak az mq = 1
marad, mint problémas érték, amit viszont az elején kizartunk, mert az X2 — 1 nem
irreducibilis. Tehat marad az m; = —3 lehetéség, amibsl a Q(iv/3, ¢/mz2) normalis
testeket kapjuk. Ezekrél M.-L. Chang [6] megmutatta, hogy csak ma = 2 esetén
lehetnek monogének. Ezzel tehéit az 6sszes paraméter parra teljesiil, hogy az egyiket
rogzitve, csak véges sok monogén testet kaphatunk.

Masodfoku és legegyszeriibb negyedfokiu testek kompozituma

Legyen a az X2 — m; egy gydke, ahol m; # 1 négyzetmentes, és legyen § az
X* —maX® — 6X% + maX +1

egy gydke, ahol ma # 0, 3 és m3+16 négyzetmentes, valamint Inko(m1, m3+16) | 2.

Legyen K = Q(a, §), ekkor az (1, , 8, a8, 62, af?, B3, a?)-hoz tartozé Hermite
normal alakd egész béazis periodikusan ismétldik mi-ben modulo 8 és ma-ben mo-
dulo 16. Megmutattuk, hogy monogén testek esetén az mi = 1,3,5,7 (mod 8) és
ma = 4,12 (mod 16) paraméterektdl eltekintve,

Ima| < 64, és |mi| < 4m3 + 192

teljesiil. A fennmarad6é m, = 1,3,5,7 (mod 8) és m2 = 4,12 (mod 16) esetekben
pedig ha m; # —1, akkor a szokdsos modon, az egyik paramétert rogzitve, a masik
csak véges sok értéket vehet fel, gy, hogy a kompozit test monogén legyen. Most
az m1 = —1 eset a fejezetben kissé kilog a sorbdl, ilyenkor ugyanis az altalunk
alkalmazott modszerekkel nem tudtuk igazolni, hogy a csak véges sok olyan ma
paraméter 1étezik, amellyel a kompozit test monogén.

Masodfoku és negyedfokiu gyokbdvitések kompozituma

Legyen a az X2 —my egy gyoke, ahol my # 1 négyzetmentes, és legyen 3 az X* —ms
egy gyoke, ahol ma # 0,1 négyzetmentes, valamint m1 # mo és Inko(mq, m2) | 2.

Legyen K = Q(a, ), ekkor az (1,a, 8, aB, 82, aB?, 8% af®)-hoz tartozé Her-
mite normal alaki egész bazis periodikusan ismétlédik m-ben és ma-ben modulo 8.
Végigvizsgalva az egyes maradékosztalyokhoz tartozé indexformék faktorai kozotti
kapcsolatokat, azt talaltuk, hogy ha

e m; =1 (mod 4) és mg =5 (mod 8) vagy



23

e m; =2 (mod 4) vagy
e m; =3 (mod 4) és ma =1 (mod 2),

akkor a K csak olyan paraméterekkel lehet monogén, amelyekre teljesiil, hogy |ma| <
130 és |m1| < 32|m2| 4+ 32. Az Osszes tobbi esetben, ha mi # —1, akkor az egyik
paraméter rogzitése utan, a masik paraméternek csak véges sok értéke lehet, ugy,
hogy a K monogén legyen.

Maradt az mi1 = —1 eset. Ez azért kiilonosen érdekes, mert ekkor a kom-
pozit test K = Q(i, /mz2) normaélis bévitése Q-nak. Az indexforma ekkor még

tovabb bomlik, és az 1j faktorok kozott tovabbi hatékony Osszefiiggéseket talél-
hatunk. Osszességében azt kapjuk, hogy a monogén testekhez tartoz6 lehetséges
paraméterek: mo = +2,4+3, £5. Ezek koziil +2, 3 és —5 esetekrdl a [27] cikkben
megmutatjuk, hogy a kompozit test nem monogén, és ugyanezt sejtjiik a kimaradt
ma = —3 és ma = 5 esetén is kb. 10° darab kis egyiitthatoju elem indexének
kiszamitasa alapjan.

Ahogy azt lattuk az el6z6 fejezetekben, a Q(iv/3, &/m) és a Q(3, &/m) normélis
bévitések kiilon részletesebb vizsgalatok targyat képezték, igy teljessé téve ezt az
iranyt, a kovetkezékben a Q(iv/3, &/m) testek monogenitéasat fogjuk vizsgalni. Ezzel
véges sok paramétertdl eltekintve, az Osszes masodfoku test feletti normaélis gyok-
bévités monogenitasa le lesz irva.

A Q(iV3, ¢/m) testek monogenitasa

Legyen w harmadik primitiv egységgyok, 8 pedig az X® — m polinom gycke, ahol
m # £1, —3 négyzetmentes egész. Legyen K = Q(w, 8), ekkor az

(Lw, B,wB, B2,wB? B% wh, 8%, wh*, B°,wp’)

kompozit béazishoz tartozé Hermite normal alakt egész béazis periodikusan is-
métlédik m-ben modulo 36. Az indexforma faktorai kozotti Osszefiiggéseket
felhasznalva, megmutattuk, hogy ha a test monogén, akkor m lehetséges értékei
—15,-6,—3,—-2,1,2,3,5,6. Ezek kozil az 1 és a —3 eleve ki volt zarva, igy azt
kaptuk, hogy m # —15,—6,—2,2,3,5,6 esetén a K = Q(i/3, ¢m) testek nem
monogének.
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Introduction

The main topic of the dissertation is the integral bases of algebraic number fields.
The construction of an integral basis of a given number field is an easy task. The
problem is more fascinating in the case of infinite parametric families of number
fields.

In my thesis, we investigate infinite parametric families of number fields gener-
ated by roots of infinite parametric families of polynomials. The case of quadratic
number fields provides an excellent example. These fields are generated by a root of
fm(X) = X? —m, where m is a square-free integer. The integral bases of such fields
depend on the remainder of the parameter m modulo 4. If m = 2,3 (mod 4), then

(1,4/m), and if m =1 (mod 4), then (17 1+‘/E) form an integral basis of Q(v/m).

2

Similar phenomena occurs in some other parametric families of number fields
(e.g. pure cubic [12] and pure quartic fields [19], simplest quartic fields [49]). In
the dissertation we proved this so-called periodic integral basis property for three
infinite parametric families of number fields. We implicitly expanded our results to
arbitrary degrees, and determined integers no depending only on the degree of the
field, such that the integral bases of the fields are repeating periodically modulo ng.
The related results appeared in the papers [26], [28], [58] and [59].

The integral bases of the form (1,q,...,a™ '), called power integral bases, have
an important role among the integral bases. If there exists an algebraic intger
«a € Zk, such that flla generates a power integral basis, then Z g, the ring of integers
of K, is generated by a single element over Z, Zx = Z[a], i.e. Zx is mono-generated,
in other words, it is a monogenic ring.

The investigation of the monogenity of number fields is a classical topic of the
algebraic number theory, which goes back to the work of R. Dedekind [12] and H.
Hasse [40].

Using the periodic integral basis property, we obtained results in connection
with the monogenity of infinite parametric families of number fields. We utilize the
method of R. Dedekind [11], the theory of Newton polygons (see [33], Chapter 6.4),
the theorem of the index by @. Ore [56] and the factorization of the index form to
reach these result.

We do not intend to determine all of the generators of power integral bases, we
just try to decide for which parameters can the field be monogenic. Our aim is to
show that if the root of the polynomial does not generate a power integral basis for
a given parameter, then the field is not monogenic. Recently, this approach became
more popular, several articles deal with the monogenity of infinite parametric fami-
lies of number fields (see [44], [43], [29], [32], [61], [46], [28], [45], [31], [27], [26], [39],
[48], [62], [7], [55], [6])
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This method is more general than the classical approach in the sense that it
yields results for infinitely many number fields simultaneously. In most of the
cases we investigated, this approach works efficiently. For example, in the case of
pure sextic fields, we proved that if the root of the polynomial X% — m does not
generate power integral basis, then the field can not be monogenic (see [26]). This
condition depends only on the remainder of the parameter m modulo 36, thus we
described all of the monogenic pure sextic fields belonging to square-free parameters.

In the second chapter of the dissertation we collected the applied methods and
statements. The first part consists of the methods and procedures used for the
calculations of the integral basis and the proof of the periodicity of the integral
basis. In the second part of the chapter we briefly introduce the methods in
connection with the calculation of the index form and its factorization.

The third and fourth chapter of the dissertation contains the results about the
three infinite parametric families of number fields. These results are published in
papers [26], [27], [28], [29], [58] and [59].

In Chapter 3, we show that the integral bases of these fields are repeating pe-
riodically. In the case of pure number fields we give the smallest period length, in
the case of the two different generalizations of the simplest number fields we give
a general upper bound for the period length, and we calculate the smallest period
length for some cases of small degrees. We prove that the splitting fields of these
parametric polynomials are cyclic extensions of a certain algebraic number fields
(this is trivially true for the pure number fields), because we conjecture that it is
closely related to the periodic integral basis property and the connections between
the factors of the index form, used in the investigation of the monogenity. Finally,
we generalize the periodic integral basis property to composite fields, and we show
that, under certain assumptions, the composition of two families of number fields
investigated in the previous sections inherits the periodic integral basis property
from its subfields.

In Chapter 4, by using the periodic integral bases, we investigated the mono-
genity of some infinite parametric families of number fields of small degrees from
the previous chapter. These fields are the pure fields of degree at most 9, and the
simplest cubic, quartic and sextic fields. Except for some residue classes, in most of
the examples we could decide if the number fields belonging to the chosen param-
eter is monogenic or not (see [26], [27], [28]). In the last section, we investigated
the monogenity of composite fields of small degrees, using the same tools as in the
previous section, and we get similar general results (see [29]). As a special case, we
proved that similarly to the splitting field of X® — m investigated by M.-L. Chang
[6], the splitting field of X* —m and X® —m can not be monogenic, except for some
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specific parameters.
The corresponding calculations were implemented in the Maple computer
algebra software, which is very effective for these symbolic computations (see [3]).

We briefly recall some definitions from Chapter 2, which are necessary to formu-
late the results.

Definition. Let f,(X) € Z[m][X] be a polynomial of degree n, where m € Z is an
integer parameter. Let o, be a root of fr,(X) and K = Q(am). We say that the
integral bases of the fields K are repeating periodically modulo ng, if for any residue
class 7 = 0,...,n0 — 1 there are polynomials hY)(X) €QX], (¢t=0,...,n—1),
such that if m =r (mod no) and fmn(X) is irreducible, then the algebraic numbers

hér>(04m), hgT)(Oém), et hizrll(am)

form an integral basis of K.

It is very important in the definition that the fields are generated by the
roots of an infinite parametric family of polynomials. Without this construction,
it makes no sense to speak about periodic integral bases. We can say that this
property, in fact, belongs to a family of polynomials, not to a family of number fields.

If « is a primitive algebraic integer in K, then (1,a,a?,...,a™ ') is a basis of
K over QQ consisting of algebraic integers. Moreover, the Z-module generated by the
elements 1,a,a?,...,a™ ! coincides with the additive group of the ring extension
Z|a]. The module index

(Zi : Z[a] ™)

is called the index of «, and is denoted by I(«). It can be shown that
Di/g(a) = 1(a)* - Dk,

where Dy /g(a) is the discriminant of a and Dy is the discriminant of K. In fact,
the index tells us how far is the basis generated by the powers of « from an integral
basis of the field.

Let (w1 = 1,w2,...,wn) be an integral basis of K. Then
LX) =X14+weXo+ ...+ wnXn
is called the linear form corresponding to the integral basis above. Let

LO9OX) =X+ Xo + ...+ X,, (i=1,...,n)
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be the relative conjugates of the linear form L(X) and let

Drje(x) = [ (29 -19)°
1<i<j<n
be the discriminant of L(X).
Lemma. Using the notation above
Dijo(L(X)) = (I(Xz,..., Xn))* - Dx,

n(n—1)

where I(Xa,...,Xn) is a homogeneous linear from of degree in (n—1) vari-

ables with integer coefficients.

This I(X2,...,X,) form is called the index form corresponding to the integral
basis (1,ws,...,wn). The most important property of the index form is that for an
arbitrary n-touple

(z1,22,...,20) EZ",

where = 1 + Tow2 + .. . wn € Zx is a primitive element of K, the following holds,
I(a) = |I(z2,...,2x0)]|

This means that a = x1 + zow2 + ... wn € ZKk generates power integral basis in K,
if and only if (x2,...,2,) € Z" ' is a solution of the so-called index form equation
below,

I(Xa,...,Xn) = £1.
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Integral bases of infinite parametric families of number fields

In this section we investigate the integral bases of three infinite parametric families
of number fields, these are the pure fields and the two different generalizations of
the simplest number fields. In both cases, we found a constant ny depending on the
degree n, for which the integral bases of the infinite parametric families of number
fields repeating periodically. By combining the results of these sections, we proved
the periodic integral basis property for composition of these fields.

Integral bases of pure fields

The related results appeared in the papers [26] és [58]. Let n > 2 and m # 0,+1 be
integers. Then the fields K = Q( {/m) are called pure number fields.

Theorem. Let m # 0,+1 be a square-free integer, n > 2 be an integer, with prime
factorization

k k kj
n=py" - p’ e py
and let
_ kil kotl kj+1
no=p;" " pt ..oy

Then the integral bases of K = Q({/m) are repeating periodically modulo ng.

The proof consists of multiple steps. First we show that the statement is true
for degrees n = p”, where p is a prime. We give n linearly independent algebraic
integers, such that the discriminant of the basis generated by them coincides with
the discriminant of the field. After this, we show how to compose an integral basis
of pure number fields of coprime degrees n; and ng to obtain an integral basis of
the pure number field of degree n1 - n2. Finally, we show that the period length ng
given in the theorem is indeed the smallest appropriate period length.

Lemma. Using the notation above, let v be the reaminder of m modulo p**t! and let

s=nwp(m? —m) —1. Fort € N, let h{"(X) € Z[X] given by the following formula

x*" P

(r) ._ —

h(X) = . € Z[X].
Then

() n
h (Vim) € Q(¥/m)

ot
s an algebraic integer for any 0 < t < min{s, k}.

We will use these algebraic integers to construct an integral basis of Q( {/m).
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Lemma. Using the notation above, let « = Ym. If s < k, then

< (o) o hg” (o) o?- b () oL h” ()
o PO PO , o
by () a- m (@) a?- h” (@) Y i Lt h{”(a)
pl ’ pl ’ pl 9 e 5 pl ,
hgr) (a) hér) (a) 2 h;r) (a) pk72—pk*3—1 hg") (a)
2 a - > 5 a” - 5 s e , R RCRE
p V% P P
hgrjl(a) hgrf)l(a) 2 hgrj1(0‘) ph—st1_ph—s 4 hii)l(oz)
psi_ly - ps—l , Q- ps—l R , O ps—l s
: g v %
hg)(a)7 a- hg)(a)7 az. hg)(a)y 7apk_5‘,1.h37@ )7
ps ps ps ps
else
(e B e W)
pO ’ po ’ po ) 5 pO X
hY)(a) a h(lr)(a) o hY)(a) B hg”(Oa)
pl ’ pl ’ p1 I ) p1 N
) b)) sy ()
T “ p? @ p?
W) @), b () oo WD)
-1 0 @ —1 0 @ - P . , Qo . —
p p p P
hy (@)
pk‘

is an integral basis of Q( ¥/m).

This implies the periodic integral basis property for pure fields of prime power
degree.
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Corollary. Using the notation above, the integral bases of Q(/m) are repeating
periodically modulo p*+!.

The next step is to compose the integral bases of pure fields of coprime degrees.
In order to do this, we proved the following theorem on the indices of the generators.

Lemma. Let m # 0,%1 be a square-free integer, 2 < ni,ne be coprime integers,
and let n =n1 -na. Then

(/) = 1(/m)"™ - 1 "%/m)™.

Applying this lemma, we can compose the integral bases of two subfields of
coprime degrees. Moreover, since the integral bases are repeating periodically
modulo p**! for degree p*, and in the construction above we use these integral
bases, the main result arises by mathematical induction on prime factors.
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Integral bases of generalizations of simplest number fields

The related results are published in [59] and [28]. We introduce two different gen-
eralizations. The first contains the simplest cubic and sextic fields, and the family
of Hoshi of degree 12, and the second one involves the simplest quartic fields. From
now on, let ¢t be a rational parameter.

Let g, h : N +— Q be functions defined by

1, ifi=0 (mod 6), 0, ifi=0 (mod 6),

—t, ifi=1 (mod 6), -1, ifi=1 (mod 6),

N ) —t—1, ifi=2 (mod 6), L) -1, ifi=2 (mod6),
96) =19 _y, ifi=3 (mode), P PD=9 07 =3 (mode).
t, ifi=4 (mod 6), 1, ifi=4 (mod 6),

t+1, ifi=5 (mod 6), 1, ifi=5 (mod 6).

For n > 0, let

) = <’;>-X"-g(n—z’> € Qlt. XJ,

=0

and let ™) (X) be the derivative of £™(X) corresponding to the variable ¢, that is

rM(X) = i (”) X' h(n—i)  €zZ[X).

i=0 ¢

These polynomials have many interesting properties. Among others, we show
t}ga;c an appropriate Mobius-transformation transitively permutes the roots of
¢ (X).

Theorem. Let n > 2 be an integer, o be a root of ft(m(X) and B be a root of
" (X). Then

Ba—1

a+pB+1

is also a root of f™ (X).

By this theorem, the following property on the splitting fields of the polynomials
ft(")(X) holds, which is in connection with the periodic integral basis property by
our conjecture.

Theorem. Let n > 2 be an integer,

1 —e3¢en
1—e,

B=¢e3-

)
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where €3 is a primitive third and €, is a primitive n-th root of unity. Then the
splitting field of ft(n)(X) is a cyclic extension of Q(B). Moreover, if ft(")(X) is
irreducible, and o is one of its roots, then the splitting field of ft(n) (X) is Q(a, B),
which is a cyclic extension of Q(B) of degree n.

Proposition. Ifn > 2, then the discriminant of £ (X) is

(n—1)(n—2)

D,y=3 2 " (tP+t+1)""
t

After this, we prove the following significant theorem.

Theorem. If p # 3 is a prime, such that v,(t* +t 4+ 1) = 1, then f,f")(X) is
irreducible. Furthermore, if t is a rational parameter, such that ft(n)(X) has integer
coefficients, and o is a root of ft(n)(X), then p does not divide the index of a in the

field Q(a).

From now on, let ¢t be a rational parameter, such that ft")(X) has integer coor-

dinates. In fact, it means that
m

b= oty

where m, € Z. Hence, we write f{1") (X) instead of ft(n) (X) to refer to the substitution
above. With this notation, 4 (X) has integer coordinates, if and only if m € Z. We
remark, that for n = 3 and n = 6, f,(y:l) (X) is the family of simplest cubic and sextic
polynomials, thus we indeed obtained a generalization of these fields. Moreover, for
n = 12, we get the family of polynomials defined by A. Hoshi [42].

To simplify our statements, we say that m € Z is an appropriate parameter, if

for any prime p # 3,
m \2 n m 11) <1
U (3v3(n>) 3vs(n) =

That is, the 3-free part of t? +t + 1 is square-free. We remark, that since t* +¢ + 1
is an irreducible polynomial in Q[t], then by the results of T. Nagell [54], there exist
infinitely many appropriate parameters m.

Theorem. Let m € Z be an appropriate parameter and o be a root of fr(,?)(X).
Then

n(n—1)
I(a)® | 3 2 2,

Since I(«) - Zx C Z[c], then this theorem implies the periodic integral basis
property, and we can give an upper bound for the period length.
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Corollary. Let m € Z be an appropriate parameter and « be a root of fy(,:l)(X).
Then the integral bases of the fields K = Q(«) are repeating periodically modulo no,
where ng s the greatest integer such that

n(n—1) n
ng ‘ (3 2 nn) .

This period length can be huge even for small degrees, but using the dual basis
method, we can improve our estimates for some given degrees. We performed these

calculations for degrees n =2,3,...,12.
Proposition. Let m € Z be an appropriate parameter, « is a Toot of fy(,f)(X) and
K = Q(a). Then, by calculating the dual basis of (1,a,...,a" ") and by applying

the estimate
m \2 m
v3 <(73v3(n)) + Fus(n) + 1) <1,

we get that Cp, - Zx C Z[c], where

‘3‘ ‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12

n‘ 4
‘27‘32-4‘34-5‘35-6‘35-7‘36-8‘37-9‘36-10‘310-11‘310-12'

Cn

2
E

From these better C,, constants we can derive much better estimates for the
period length. In some cases, these better bounds allow us to calculate the Hermite
normal form integral basis belonging to « in each residue class, and to determine
the smallest period length. We did this task for degrees n = 2,3,4,5,6,8,9 and
12, under the additional condition vz(m? + 3'3(™m 4 9v3(™) < 1. This restriction
makes the result less general, but it decreases the period length with a power of 3,
and after it, there would be easier to use the result.

Corollary. Let m € Z be an integer, such that m? + 3%3(Mm 4 9% s square-free
and let a be a root of ff,ZL)(X)‘ Then the integral bases of the fields K = Q(«) are
repeating periodically modulo ng for n =2,3,4,5,6,8,9,12, where

3| a]s]e]s ||

n 4
‘1‘24‘75‘36‘432‘243‘1944’

|2
no H 4
These cases contain the three infinite parametric families investigated formerly.

e Simplest cubic polynomials

(X)) =X —mX? - (m+3)X — 1.
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e Simplest sextic polynomials
O(X) = X% —2mX® — 5(m + 3)X"* — 20X° + 5mX? + 2(m + 3)X + 1.

e Infinite family of A. Hoshi [42]

OD(X) = X2 —4mX" —22(m+3)X'0 — 220X° + 165mX® + 264(m + 3) X"+

+924X° — 264mX°® — 165(m + 3)X* — 220X° + 22mX? +4(m + 3)X + 1.

The next is the other generalization of simplest number fields, which contains the
simplest quartic fields. The method is the same as in the previous generalization.
Let g,h : N — Q be functions defined by

1, ifi=0 (mod 4), 0, ifi=0 (mod4),
N ) —t, ifi=1 (mod4), N ) -1, ifi=1 (mod4),
9) =9 | ifi=2 (mod 4), 2d hi) =19 0" ri=2 (mod 4),
t, ifi=3 (mod4), 1, ifi=3 (mod4).

For n > 0, let

n n n i .

CEDY () X'gln—i)  €QltX],
i=0

and let r™ (X) be the derivative of ft(">(X) corresponding to the variable ¢, that is

n

rM(x) =3 (C‘) X' h(n—i)  €Z[X).

=0

Theorem. Let n > 2 be an integer, o be a root of ft(">(X) and B be a root of
(" (X). Then

Ba—1
a+p
is also a root of f™ (X).
Theorem. Letn > 2 be an integer,
i41-©n
B="
— on

where €y, is a primitive n-th root of unity. Then the splitting field of ft(")(X) s a
cyclic extension of Q(B). Moreover, if ft(n>(X) is irreducible, and « is one of its
roots, then the splitting field of ft(n)(X) 1s Q(a, B), which is a cyclic extension of
Q(B) of degree n.
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Proposition. If n > 2, then the discriminant of ft(")(X) s

Df(n) _ 2(77,71)(7172) on". (t2 + 1)77,71.
t

Theorem. Ifp # 2 is a prime, such that v,(t>4+1) = 1, then ft")(X) is irreducible.
Furthermore, if t is a rational parameter, such that ff") (X)) has integer coefficients,

and « is a oot of ft(")(X), then p does not divide the index of « in the field Q(a).

From now on, let t be a rational parameter, such that ft(")(X) has integer coor-

dinates. In fact, it means that
m

t= Soatny?

where m € Z. Henceforth, we write f,gf)(X) instead of ffn) (X) to refer to the
substitution above. With this notation, £ (X) has integer coordinates, if and only
if m € Z. We remark, that for n = 4, f,(,?)(X) is the family of simplest quartic
polynomials, thus we indeed obtained a generalization of these fields.

To simplify our statements, we say that m € Z is an appropriate parameter, if

for any prime p # 2,
m 2
vy ((sz)) + 1) <1

That is, the 2-free part of t? + 1 is square-free. We remark, that since t2 + 1 is
an irreducible polynomial in Q[t], then by the results of T. Nagell [54], there exist
infinitely many appropriate parameters m.

Theorem. Let m € Z be an appropriate parameter and « be a root of f,gf)(X).
Then

I()? 2(n=D* pn,

Corollary. Let m € Z be an appropriate parameter and « be a root of ff(r?)(X).
Then the integral bases of the fields K = Q(«a) are repeating periodically modulo no,
where ng s the greatest integer such that

ng ’ (2(n71)2-n") .

Proposition. Let m € Z be an appropriate parameter, « is a Toot of f,(,f)(X) and
K = Q(a). Then by calculating the dual basis of (1,c,...,a™ "), and by applying

the estimate
m \2
v ((ﬁ) “) =1
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we get that Cp, - Zx C Z[c], where

allal s o s e v s | o | w0 | n| ow
Chn 4‘22~3‘24~4‘25-5‘28~6‘29~7‘2“‘8‘212~9‘216-10‘217~11‘219&2-

We calculated the smallest period length for degrees n = 2,3,4,5,6,8,9 and 12.

Corollary. Let m € Z be an appropriate parameter and let « be a oot of f,gf)(X).
Then the integral bases of the fields K = Q(«) are repeating periodically modulo no
form=23,4,5,6,8,9,12, where

|23 ]a] 5 o]s] 0|
no || 4|18 8] 10072 16] 1728 | 4608

As a special case, the integral bases of the simplest quartic number fields, gen-
erated by a root of

W = X mX® - 6X2+mX +1,

are repeating periodically modulo 8, which agrees with the results of J. H. Lee [49].

Integral bases of composite fields

In this section we generalize the periodic integral basis property to composite fields,
and we show that under certain assumptions, the composition of two families of
number fields investigated in the previous sections inherits the periodic integral
basis property from its subfields. The results appeared in the paper [29].

In the following table we summarize the additional conditions which are neces-
sary for the periodic integral basis property. Let ni,n2 and mi, m2 be the degrees
and the parameters belonging to the fields L and M respectively. Further, let

s(m,n) = m? + 3" .y 4 gus(m)

t(m,n) = m? 4 42"
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Then the additional conditions are listed in the following table based on the subfields.

L M Condition

1. 1. ged(ma,m2) | ni-ne
I. II. ged (ma, s(ma,n2)) | n1-ne
I. | III. ged (ma, t(ma,n2)) | n1-n2
II. | II. | gcd(s(mi,n1),s(ma2,n2)) | ni-n2
I1. | II1. | ged (s(ma,n1),t(me,n2))| ni-no
II1.| III. | ged (((ma,n1),t(ma,n2)) | n1-neo

I.: Pure number fields
1I.: First generalization of simplest fields
I11.: Second generalization of simplest fields.

Corollary. In the table above, the integral bases of the composite fields K = LM
are repeating periodically.

In each case, using an estimate for ged (D(a)[K:L], D(ﬂ)[K:M]) , we can give an
upper bound for the period length, but these bounds are far from the best. However,
in some cases of small degrees, we can compute the smallest period length. These
cases are contained in the following table.

The defining polynomials of the generators of the subfields are in the first and
the second columns. The period length of the integral bases for the corresponding
parameters are in the third and fourth columns.

L M mi1 | m2
X2—mi | X3—maX?—(ma+3)X—-1 | 4 | 1
X% —m X3 —ma 12 | 18
X2 —my | X' —maX®—6X?+meX +1| 8 | 16
X2 —my X4 —my 8 | 8

X243 X6 —my —— | 36

We can see, that in the last case the quadratic subfield is fixed. The calculations in
the general case would take too much time, so we have to choose a single example.
Then Q(iv/3) is a reasonable choice, because then the composite field is a Galois
extension.



41

Monogenity of infinite parametric families of number fields

In this section, we investigate the monogenity of some infinite parametric families
of number fields of small degrees from the previous chapter. The related results are
published in the papers [26], [27], [28] and [29].

By using the periodical integral basis property, we can compute the index form
with one parameter. We just need the Hermite normal form integral bases, which
have only finitely many different forms, thus we have to solve finitely many para-
metric index form equations. Because of the parametrization, we avoid solving the
index form equation explicitly. Instead, we try to show that if the primitive element
we use does not generate a power integral basis, then there is no solution of the
index form equation.

We use two different approaches for these investigations. The first is strongly
related to the method of R. Dedekind [12], which uses the ramification of rational
primes to prove the non-monogenity. This method is efficient if and only if the
field index is not equal to 1, i.e. there exists a prime number p such that p divides
the index of any algebraic integer. In this case, there is no solution of the index
from equation modulo p, thus there is no integer solution. We first compute the
index form, then we determine all of the possible prime divisors of the index of an
algebraic integer (there are only finitely many such primes, since we gave an upper
bound for the indices in these fields), and we solve the index form equations modulo
these primes.

The second approach uses the coherence between the factors of the index forms.
This requires reducible index forms, but if there are at least two factors, then in
almost all cases we obtain some non-trivial restrictions on the parameters belonging
to monogenic fields. We found these coherences by investigating the factorization
of certain linear combinations of the factors of the index form.

Monogenity of pure number fields

In this section we investigate the monogenity of pure fields of degrees
n=2,3,4,5,6,7,8,9. The related results appeared in [26].

Pure cubic fields

Let m # 0,41 be a square-free integer, a be a root of X* —m and K = Q(«). The
Hermite normal form of the integral basis belonging to o depends on the remainder of
m modulo 9, and there are 3 different cases. In the first case, when vz (m® —m) = 1,
« generates a power integral basis. In other cases we can give infinitely many
parameters belonging to monogenic fields, but we conjecture that there exist also
infinitely many parameters belonging to non-monogenic fields.
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Pure quartic fields

Let m # 0,1 be a square-free integer, a be a root of X* —m and K = Q(c). The
Hermite normal form of the integral basis belonging to « depends on the remainder
of m modulo 8, and there are 3 different cases. If m = 16k + r is square-free,
then K = Q({/m) is monogenic if r = 2,3,6,7,10,11,14, 15, non-monogenic if
r =1,5,13 (except m = —3), and for r = 9, T. Arnoczki and G. Nyul [1] showed
that by assuming the ABC-conjecture, there exists infinitely many monogenic and
infinitely many non monogenic fields with such parameters.

Pure quintic fields

This case is very similar to the cubic case. The index form is irreducible, 5 does not
divide the index of «, thus we can not get a general result other than the case when
« generates a power integral basis.

Let m # 0,41 be a square-free integer, a be a root of X°—m and K = Q(«). The
Hermite normal form of the integral basis belonging to « depends on the remainder of
m modulo 25, and there are 5 different cases. In the first case, when vs(m® —m) = 1,
a generates a power integral basis. In other cases we conjecture that there exist
infinitely many monogenic and infinitely many non-monogenic fields.

Pure sextic fields

This is the best case. Now we have two proper subfields, thus the index form
has 3 factors, which provide us efficient conditions on the parameters belonging to
monogenic fields.

Let m # 0,41 be a square-free integer, a be a root of X®—m and K = Q(c). The
Hermite normal form of the integral basis belonging to o depends on the remainder
of m modulo 36, and there are 6 different cases. If m = 36k + r is square-free, then
K = Q(¥m) is monogenic if and only if » = 2,3,6,7,11,14,15,22,23, 30, 31, 34.
This means that the monogenity of the pure sextic fields belonging to square-free
parameters depends on the remainder of the parameter modulo 36.

The septic case is similar to the cubic and quintic case. The Hermite normal
form of the integral basis belonging to o depends on the remainder of m modulo 49,
and there are 7 different cases. In most of the cases, when vr(m” —m) = 1, ¥/m
generates a power integral basis, in other cases we do not have any general result.

Pure octic fields

This case is almost as treatable as the sextic case. We have two proper subfields
again, but now either of them is a subfield of the other one.
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Let m # 0,1 be a square-free integer, o be a root of X® —m and K = Q(c). The
Hermite normal form of the integral basis belonging to o depends on the remainder
of m modulo 16, and there are 4 different cases. If m = 32k + r is square-free, then
K = Q({¥/m) is monogenic if r = 2,3,6,7,10,11,14, 15,18, 19, 22, 23, 26, 27, 30, 31
and m = —3, and not monogenic if m # —3,5 and r = 1,5,9,13,21,25,29. The
lacking residue class is m = 17 (mod 32), in which case we conjecture that there
are infinitely many monogenic and infinitely many non-monogenic fields.

Pure nonic fields

This case is similar to the quartic case, since the degree is a square of a prime. Let
m # 0,+1 be a square-free integer, & be a root of X° —m and K = Q(a). The
Hermite normal form of the integral basis belonging to o depends on the remainder
of m modulo 27, and there are 5 different cases. If m = 27k + r is square-free, then
K = Q(/m) is monogenic if v3(m>® —m) = 1, non-monogenic, if r = 8,10,17,19
and in the remaining cases, for = 1,26, we conjecture that there are infinitely
many monogenic and infinitely many non-monogenic fields.

Monogenity of simplest fields

The generalizations of the simplest number fields works very similar to the pure
fields. We just deal with the simplest cubic, quartic and sextic fields. The mono-
genity of the simplest cubic fields has already been investigated by D. Shanks [60]. If
m? 4 3m+9 is square-free, then the root of the simplest cubic polynomial generates
a power integral basis, in other words the polynomials are monogenic. In the case
of the simplest quartic fields, Istvan Gaél and Gabor Petranyi [25] investigated the
elements with minimal indices, which is a more general problem than the mono-
genity. The results in connection with the monogenity of simplest sextic fields are
published in the paper [28].

Simplest cubic fields

As we mentioned before, this is the simplest case. These fields are generated by a
root of the polynomial

f(X)=X*—mX? - (m+3)X —1.

If m is an integer parameter, such that m? +3m + 9 is square-free, then o generates
a power integral basis in the simplest cubic number fields K = Q(«), thus these are
monogenic.
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Simplest quartic fields

Let a be a root of the polynomial
f(X)=X*—mX® - 6X*>+mX +1,

where m # 0,£3. Then the fields K = Q(«) are called simplest quartic fields.
Assume that m is an appropriate parameter, i.e. for any prime p # 2, v, (m2 +16) <
2, in other words m? + 16 has no odd square factor.

The Hermite normal form of the integral basis belonging to o depends on the
remainder of m modulo 8, and there are 4 different cases. Our methods provides
that these fields can be monogenic only if m = +2, +4, £8, +16.

Simplest sextic fields

Similarly to the pure fields, the sextic case is the most treatable case again. Let
m € Z\ {-8,-3,0,5} and a be a root of

F(X)= X% —2mX® —5(m +3)X"* —20X® + 5mX> +2(m + 3)X + 1.

Then the fields K = Q(«) are called simplest sextic fields. Assume that m is an
appropriate parameter, which means that m? + 3m + 9 is square-free.

The Hermite normal form of the integral basis belonging to o depends on the
remainder of m modulo 36, and there are 19 different cases. If fi, fo and f3 denote
the factors of the index form, then in all of the cases we can pull out m? + 3m + 9
from 27fs — fo. This implies, that in the monogenic case, m? + 3m + 9 divides 26
or 28, thus these fields can be monogenic only if m = —4, -2, —1,1. Moreover, the
simplest sextic fields belonging to these parameters are indeed monogenic, and the
generators of the power integral bases are listed by Istvan Gaal [20].
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Monogenity of composite fields

In this section, we investigated the monogenity of some composite fields K = LM,
where L = Q(«) and M = Q(f), and the defining polynomials of o and 3 are listed
in the table below.

L M
X2 —my | X —meX?—(m2+3)X -1
X% —my X3 —mo
X% —my | X' —maX® —6X2 4+ meX +1
X2 —my X4 —mo
X% +3 X6 —my

Under the appropriate conditions, the integral bases of these fields are repeating
periodically in both variables. We give the Hermite normal form of the integral
basis corresponding to the composite basis generated by the powers of a and S.
The related results appeared in the paper [29].

In all of the cases, we obtained that by fixing one of the parameters, the other can
have only finitely many values for which the composite field is monogenic. Moreover,
for some residue classes, we got a universal upper bound for the parameters belonging
to monogenic fields.

Composition of quadratic and simplest cubic fields

Let a be a root of X2 — m;, where m; # 1 is square-free and let 3 be a root of
X2 —maX?— (m2+3)X — 1, where mg + 3ma2 + 9 is square-free. Moreover, assume
that ged(mi, m3 + 3ma +9) = 1. Let K = Q(«, 8), then the Hermite normal form
of the integral basis of K corresponding to the basis (1,, 3, a8, 5%, af?), depends
on the remainder of m; modulo 4. The cases and the conditions on the parameters
of the possibly monogenic fields are listed in the table below.

m1  (mod 4) Condition 1 Condition 2
2,3 4my |m3+3ma+9+1 | m3+3ma+9]64m3 £1
1 mi|m3+3ma+9+1 | mi+3me+9|mitil

Composition of quadratic and pure cubic fields

Let a be a root of X2 —m; and B be a root of X3 — mgy, where m; # 0,1 and
mao # 0,£1 are square-free integers such that, gcd(mi,mz) | 6. Let K = Q(a, 8),
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then the Hermite normal form of the integral basis of K corresponding to the
basis (1, a, 8,af, 8%, aB?), depends on the remainders of m; modulo 12 and ms
modulo 18. By investigating the factors of the index form belonging to the basis
(1,0, B, a8, 6%, af?), we found that we can pull out 4m; from F3 — 27m3F; and
9my from Fy — 64m3F3. Since I(a, ) | ged(D(a)?, D(8)?), which is bounded inde-
pendently from m; and ms, then the coherences between the factors of the index
forms corresponding to the integral bases in each cases, differ from the above by a
constant multiple. In the monogenic case, by substituting a solution of the index
from equation into the factors, their value should be +1, thus we obtain some di-
visibility relations for the parameters. These are listed in the table below based on
the remainders of the parameters. The + sign in the conditions means that it must
hold either with 4+ or —.

m1  (mod 12) | ma (mod 18) dm, | F3 — 2Tm2Fy | 9mos | F5 — 64m3 F2
1,5 1,8,10,17 my | 3m3 £ 1 mo |mi£1
1,5 2123143“? 467’175”1116 mi | 27m3 £ 1 9ma | mi £1
2,7,10,11 1,17 4m, | 3m3 +1 ma | 64ms £+ 1
2,7,10,11 3,5,7,11,13,15 | 4my | 27m3 £ 1 9mg | 64m3 £1
2,7,10,11 2,4,6,12,14,16 | 4my | Zmj £ 2 9my | 16m$ £ 2
2,7,10,11 8,10 4my | 3ms £2 9mo | 16m$ £ 2
3,6 1,17 imy | m3+3 3my | ©mi+3
3,6 3,5,7,11,13,15 | 4m1 | 9m3 £3 Imy | Lmi +3
3,6 8,10 Zma | ims£6 3ma | Bmi+6
3,6 2,4,6,12,14,16 | 4my | 2m5+6 Imy | Bmi +6
9 1,10 imi|ms£3 3mgy | gmi £3
9 8,17 Imy | m3+3 ma | +mi +£3
9 21’2?’1?3’751’2’175’7112 my | 9m3 £3 Imy | mi£3

We can see that if m1 # +1 and m; # 43, then in the third and fourth columns of
the table, the right hand sides of the relations can not be equal to 0, thus by fixing
one of the parameters, the other can have only finitely many values for which the
composite field is monogenic. Considering the first two columns of the table, we
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can see that there remains only one case which does not satisfy the property above,
Q(iV/3, ¢/mz). However, these normal extensions are investigated by M.-L. Chang
[6], who showed that they are monogenic if and only if ma = 2. Therefore, for any
pairs of parameters, if either of them is fixed, then the other can have only finitely
many values for which the composite field is monogenic.

Composition of quadratic and simplest quartic fields

Let a be a root of X? — my, where m1 # 1 is square-free and let 8 be a root
of X* —maX® —6X2 +meX + 1, where ma # 0,43 and m2 + 16 is square-free.
Moreover, assume that gcd(mi, m3 + 16) | 2.

Let K = Q(a,f), then the Hermite normal form of the integral basis of K
corresponding to the basis (1, , 8, a8, %, af?, %, a3?), depends on the remainders
of m1 modulo 8 and ms modulo 16. We showed that aside from the cases mi =
1,3,5,7 (mod 8) and m2 = 4,12 (mod 16), the parameters of the monogenic fields
satisfy

Ima| < 64, and |mq| < 4m3 + 192.

In the remaining cases, if m; # —1, then as usual, by fixing one of the param-
eters, the other can have only finitely many values for which the composite field
is monogenic. The case of m; = —1 is unlike to other cases, because we can not
prove that there are only finitely many values of ma, such that the composite field
is monogenic.

Composition of quadratic and pure quartic fields

Let a be a root of X2 — my and B be a root of X4 - ma, where m; # 0,1 and

mgo # 0,1 are square-free integers such that, ged(mi,m2) | 2. Let K = Q(a, §),

then the Hermite normal form of the integral basis of K corresponding to the basis

(1,a, B, aB, B2, aB?, 33, aﬂ3), depends on the remainders of m; and ms modulo 8.
We proved that if

e m; =1 (mod 4) and my =5 (mod 8) or
e m; =2 (mod 4) or
e m; =3 (mod 4) and mz =1 (mod 2),

then the parameters belonging to monogenic fields satisfy |m2| < 130 and |mi| <
32|m2|+32. In the other cases, if m1 # —1, then by fixing one of the parameters, the
other can have only finitely many values for which the composite field is monogenic.

Finally, if m; = —1, then the composite field K = Q(i, /mz) is a normal
extension of Q. The index form in this case has more factors than in the general
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case, and we can find some very useful connections among them. We can derive
from these coherences, that if K is monogenic, then the only possible values for me
are 2, +3 and £5. In the paper [27] we showed that if ms = £2,3 or —5, then K
is not monogenic, so there remains only 2 possibilities, m2 = —3 and mas = 5. We
conjecture that in these cases K is also not monogenic.

As we saw in the previous sections, the normal extensions Q(iv/3, &m) and
Q(4, &/m) were under more detailed examinations. To make this process complete,
we investigated the monogenity of Q(i+/3, ¢/m). Thus, all of the monogenic normal
pure extensions of quadratic fields are given, except some special parameters.

Monogenity of the fields Q(iv/3, &/m)

Let w be a third root of unity, 8 be a root of X% — m, where m # +1, —3 square-
free. Let K = Q(w, ), then the Hermite normal form of the integral basis of K
corresponding to the basis

(Lw, B,wB, B7,wB?, B% wh’, 8%, wh*, B°,wp’)

depends on the remainder of m modulo 36. By using the coherences between the
factors of the index form, we proved, that these fields can be monogenic only if
m = —15,-6,—-2,2,3,5,6.
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