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1. Alapfogalmak

1.1. Megjegyzés. Amennyiben mast nem mondunk, Ggy a tovabbiakban I egy
rogzitett nyilt intervallumot jelol.

1.2. Definicié. Differencidlegyenletnek neveziink egy olyan egyenletet, mely-
ben szerepel egy vagy tobb (fiiggetlen) valtozod, azoknak valamilyen ismeretlen
fiiggvénye s azok derivalt fliggvényei. Ha az ismeretlen fiiggvény egyvaltozos,
akkor kozonséges differencidlegyenletrdl, ha tobbvaltozés, akkor parcidlis dif-
ferencidlegyenletrdl beszEliink.

1.3. Példa. Az
Y (@) =2z y(z) =0
egyenlet kozonséges, mig a
Opu(z;y) + Oyu(x;y) =0
egyenlet parcidlis differencidlegyenlet.

1.4. Megjegyzés. Ezen jegyzet tovabbi fejezeteiben kozonséges differencidle-
gyenletekkel foglalkozunk.

1.5. Definicié. Egy differencidlegyenlet rendje az egyenletben el6fordulé leg-
magasabb renddi derivélt rendje. Ha a legmagasabb rend( derivélt ki van fe-
jezve a véltoz6 és a tobbi derivalt fiiggvényeként, akkor explicit egyenletrdl
beszéEliink, ellenkezd esetben implicit egyenletr6l sz6lunk.

1.6. Példa. Ha D C R™*! nyilt halmaz és f: D — R folytonos fiiggvény,

akkor az
y (@) = f(zy(@);y (@);. . ;9™ (@)

egyenlet n-edrendd, explicit, kozonséges differencidlegyenlet.

Specidlisan, ha D C R? nyilt halmaz és f: D — R folytonos fiiggvény, akkor
az
Y (z) = f(z;y(x))

differencidlegyenlet elsérendd, explicit, kozonséges differencidlegyenlet.

1.7. Példa. Az y'(z) = 2z - y(z) egyenlet elsSrendd, explicit, kozonséges
differencidlegyenlet.

1.8. Megjegyzés. Amennyiben egyértelm( a differencidlegyenletben szerepld
fiiggvény valtozdja, dgy azt elhagyhatjuk, igy az elébbi ¢/(z) = 2z - y(z)
egyenlet helyett az ¢y = 2z - y frdsmdd is szokdsos.
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1.9. Megjegyzés. Amennyiben a differencidlegyenletben szerepl$ fiiggvény
véaltozdja id6t jeldl, dgy a valtozot ¢-vel, a derivaltat ponttal szokds jeldlni. Pél-
ddul 5(t) = 2t+ 3 egy mozgas hely-idé fiiggvényére felirt differencidlegyenlet,
ahol $ a t — s(t) fuggvény derivaltjat jeloli.

1.10. Példa. Newton masodik torvénye szerint egy test tomegének és gyor-
suldsanak szorzata egyenld a ra hatd er6k ered6jével, ami altalanos esetben
fiigghet az 1d6tdl, a helytdl €s a sebességtdl, azaz felirhat6 az

F(t;s(t);v(t)) =m-a(t)
differencidlegyenlet.

Figyelembe véve, hogy a sebesség-ido fiiggvény a hely-idé fiiggvény derivaltja,
tovabba a gyorsulas-idé fiiggvény a hely-idé fliggvény masodik derivaltja, ezért
az el8bbi egyenletet az

F(t;s(t);5(t) =m-5(t)
alakban is felirhatjuk, amit m-el elosztva azt kapjuk, hogy
1
5(t) = — - F(t;s(t); 5(t
5(0) = — - F(65(2);5(0)),
ami egy kozonséges, masodrendi, explicit differencidlegyenlet.

1.11. Definicié. Legyen f: D C R™*! nyilt halmaz. Azt mondjuk, hogy a
p: I — R fliggvény megolddsfiiggvénye vagy megolddsa az

y"(z) = fa;y(z);y (2);. .y V()

n-edrendd, explicit differencidlegyenletnek, ha

e ¢ n-szer differencidlhaté fiiggvény az I intervallumon;

e minden z € I esetén (z; p(2); ¢ (2);...; 0" Y(2)) € D;

e minden z € I esetén (™ (z) = f(z;0(z); ¢ ();...; 0"V (2)).
Tehat azt mondjuk, hogy egy fiiggvény megolddsa a fenti differencidlegyen-

letnek, ha n-szer differencidlhat6 és behelyettesitve az eredeti egyenletbe igaz
egyenléséget kapunk (feltéve, hogy van értelme a behelyettesitésnek).

1.12. Megjegyzés. Legyen f: D C R? nyilt halmaz. A p: I — R fiiggvény
megoldasfiiggvénye (vagy roviden megoldésa) az

y'(z) = f(z;3y(2))

differencidlegyenletnek, ha
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o ¢ differencidlhaté fiiggvény az I intervallumon;

e minden z € [ esetén (z;¢(z)) € D;

e minden z € I esetén ¢ (z) = f(z; ¢(x)).
Ezen jegyzet tovabbi fejezeteiben elsérendd differencidlegyenletekkel foglal-
kozunk.

1.13. Példa. Az y'(x) = 2y(z) differencidlegyenletnek a
p(r) =C-e*

figgvény megoldasfiiggvénye, ugyanis minden C' € R konstans esetén
a bal oldal
¢ (x) = (C-e*) =20 - *;

a jobb oldal
2. p(x) = 2C - e*.

igy ¢'(z) = 2 ¢(z).

1.14. Definicié. Egy differencidlegyenlet dltaldnos megolddsan a differencial-
egyenlet 6sszes megoldasfiiggvényének halmazat értjiik.

1.15. Megjegyzés. Egy n-edrendi differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa n
darab tetszdleges, egymastdl fiiggetlen konstanst tartalmaz.

1.16. Definicié. Egy n-edrendi differencidlegyenlet partikuldris megolddsan
olyan megoldast értiink, amely legfeljebb n — 1 darab tetszSleges, egymastol
fiiggetlen konstanst tartalmaz.

1.17. Megjegyzés. Egy elsGrendti differencidlegyenlet altalanos megoldasa egy
tetszOleges konstanst tartalmaz.

Egy elsérendii differencidlegyenlet partikuldris megolddsa egy konkrét fiigg-
vény.

1.18. Példa. Az y/(x) = y(x) differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa az
y(z) = C - €%, ahol C tetszleges valés szam.

Az y'(x) = y(z) differencidlegyenlet egy partikuldris megolddsa y(z) = 2-e”.
1.19. Definici6. Egy differencidlegyenlet megoldasfiiggvényeinek grafikonjait
a differencialegyenlet integrdlgdrbéinek nevezziik.
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1.20. Definicié. Legyen D C R"™ nyilt halmaz és (zo; yo;...;Yn—1) € D. Az
y " (z) = f(z5y(@);y (@);...; 9" V(@)

differencidlegyenletre vonatkozo kezdetiérték problémdn, kezdetiérték feladat-
on, Cauchy-problémdn vagy Cauchy-feladaton azt a feladatot értjiik, amikor az
egyenlet azon ¢: I — R megoldasat keressiik, melyre

(1) zo € I

@) (z0) =0, ¢ (x0) = Y10, 9" (20) = yn1.
Ilyenkor a ¢ fiiggvényt a kezdetiérték probléma, vagy Cauchy-feladat megol-
ddsanak nevezziik. A kezdetiérték probléma megoldésa sordn tehat a differen-

cidlegyenlet olyan megoldéasat keressiik, amely eleget tesz tovabbi, igynevezett
kezdetiérték feltétel(ek)nek is.

1.21. Megjegyzés. A kezdetiérték feltételek szaima megegyezik a differencial-
egyenlet rendjével. Specidlisan egy elsérendii differencidlegyenlet esetén egy
kezdetiérték feltételt frunk eld.

1.22. Megjegyzés. Legyen D C R? nyilt halmaz és (z¢;y0) € D. Az
Y (z) = f(z;9(x))
differencidlegyenletre vonatkozé kezdetiérték probléman (kezdetiérték felada-
ton), vagy Cauchy-feladaton azt a feladatot értjiilk, amikor az egyenlet azon
@: I — R megoldésat keressiik, melyre
(1) zo € I
(2) »(x0) = yo.

Ezen jegyzet tovabbi fejezeteiben els6rendi differencidlegyenletekre vonatkozé
kezdetiérték problémakkal foglalkozunk.

1.23. Példa. Az y'(z) = 2y(x), y(0) = 1 feladat kezdetiérték feladat. En-
nek megoldésa y(z) = e**. Az el6bb littuk, hogy y(x) = e megolddsa az
y' = 2y differencidlegyenletnek, tovibba eleget tesz az y(0) = 1 feltételnek is,
ugyanis y(0) = e = 1, igy megoldésa a kezdetiérték probléméanak.

1.24. Definicio. Legyenek a;,b: I — R folytonos fiiggvények. A

n

S i) -y () = b(),

i=1
differencidlegyenletet n-edrendl kozonséges linedris differencidlegyenletnek
nevezziik. Ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy az egyenlet nem linedris.
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1.25. Megjegyzés. Egy differencidlegyenlet linedris, ha a differencidlegyen-
letben az ismeretlen fiiggvény és annak derivéltjainak linedris kombin4cidja,
valamint az ismeretlen fliggvényt nem tartalmazé kifejezés szerepel.

1.26. Példa. Az

egyenlet linedris, mig az
y'(z) = siny(z)
egyenlet nem linedris.

1.27. Definicié. Legyenek a;,b: I — R folytonos fiiggvények. A

n
> ailw) - y(@) = b(a),
i=1
lineéris differencidlegyenletet homogénnek nevezziik, ha b az azonosan z€rd
fiiggvény. Ellenkez6 esetben azt mondjuk, hogy az egyenlet inhomogén.

1.28. Megjegyzés. Egy linedris differencidlegyenletet homogén, ha minden tag
tartalmazza az ismeretlen fiiggvényt, vagy annak derivéltjit. Ellenkez6 esetben
az egyenlet inhomogén.

1.29. Definicio. Legyenek a;,b: I — R folytonos fiiggvények. A

n
S ailw) -y (@) = b(),
i=1
linedris differencidlegyenletet konstansegyiitthatésnak vagy mas széval dllando
egyiitthatdsnak nevezziik, ha minden i € {1;...;n} esetén az a; fiiggvények
konstans fiiggvények. Ellenkez6 esetben azt mondjuk, hogy az egyenlet fiigg-
vényegyiitthatos.

1.30. Megjegyzés. Ha egy linedris differencidlegyenletben minden ismeretlen
fliggvény egyiitthatdja és az ismeretlen fliggvény derivéltjainak egyiitthatéja is
konstans, igy az egyenletet konstansegyiitthatds, ellenkezd esetben fliggvény-
egyliitthatods.
1.31. Példa. Az

y' (@) +3y(z) =5
differencidlegyenlet konstansegyiitthatos, mig az

z-y' () +3y(z) =5

differencidlegyenlet fiiggvényegyiitthatos.
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1.32. Példa. Az
y'(z) — 2y(x) =0
differencidlegyenlet homogén, mig az

Y (@) - 2y(x) = o

differencidlegyenlet inhomogén.

1.33. Példa. Az
y"(z) = cosz — z0 - y'(z)
differencidlegyenlet
- kozonséges;
- harmadrendq;
- linearis;
- inhomogén;

fliggvényegyiitthatds;

explicit.
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2. Kozvetleniil integralhaté (elsorendii) differencialegyenletek

2.1. Definici6. Legyen f: I — R folytonos fiiggvény. Az ¢/'(z) = f(z)
alaku differencidlegyenletet kozvetleniil integrdlhato elsérendii differencidle-
gyenletnek nevezziik.

2.2. Tétel. Legyen f: I — R folytonos fiiggvény.
Egy differencidlhaté y: I — R fiiggvény pontosan akkor megolddsa az

y'(z) = f()

egyenletnek, ha y(x) = F(z) + ¢, ahol ¢ € R tetszGleges és F' az f fiiggvény
primitiv fiiggvénye.

Bizonyitds: Mivel f folytonos, ezért integralhato.

Az y'(z) = f(x) egyenlet mindkét oldalt x-szerint integralva
o) = [ fo)da

adodik, igy
y(z) = F(z) +c,

ahol ¢ € R. Ezzel igazoltuk az allit4st. m

2.3. Megjegyzés. A kozvetleniil integralhat6 differencidlegyenlet megoldasat
lényegében tgy kapjuk meg, hogy az explicit alakban megadott egyenlet jobb
oldalan szerepld f fliggvényt integraljuk.

2.4.Példa. Az y'(x) = sin x egyenlet kdzvetleniil integralhat6. Ennek megol-
dasa

y(zr) = /sinxd:p = —cosz + ¢,

ahol ¢ € R tetszbleges.

2.5. Tétel. Legyen f: I — R folytonos fiiggvény, z¢ € I. Az y/'(z) = f(x),
y(zo) = yo kezdetiérték feladat megolddsa

M@=m+/ﬂﬂ&
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Bizonyitds: Legyen az F fiiggvény az f fiiggvény azon primitiv fiiggvénye,
amelyre teljesiil, hogy F'(z¢) = yo. Ekkor

F(o)~ Flao) = [ 1),

tehat

x

mw—mz/}wa,

zo

amibdl azt kapjuk, hogy

xT

M@=m+/ﬂﬂ%

o
ami a bizonyitand6 allitds. m

2.6. Példa. Tekintsiik az y'(z) = 2z, y(0) = 1 kezdetiérték feladatot. A
feladatot kétféleképpen oldjuk meg.

1. Megoldas:

P

Az eldz6 tétel alapjin

xz
y(x):1+/2tdt:1+[t2]§:1+x2.
0

2. Megoldas:

Mivel i/ (x) = 2z, ezért
y(z) = /2:Ed:n =z’ +c
Mivel y(0) = 1, ezért
1=1y5(0)=0%+c,
igy ¢ = 1 adddik, tehat a kezdetiérték feladat megoldasa
y(x) =22 + 1.



12 DR. KEZI CSABA GABOR

2.7. Mozgas allandé gyorsulassal. Egy pontszerd test egyenes palydn mozog a
alland6 gyorsuldssal. Tudjuk tovabbd, hogy a ¢ = 0 id6pillanatban a sebessége
v(0) = wo, tovdbbd a ¢ = 0 idGpillanatban a megfigyelés helyén van, azaz
s(0) = sp. Meghatdrozzuk a sebesség-idS és a hely-idG fliiggvényeket.

Mivel 0(t) = a(t) = a, ezért ez egy kozvetlenill integralhaté differenciéle-
gyenlet. Tehat

v(t) :/adt:a-t—i-cl,
ahol ¢; € R. Mivel v(0) = v, ezért
v=a-0+c = €1 = Vo,

igy azt kaptuk, hogy a sebesség-id6 fiiggvény

v(t) =a-t+ .
Mivel §(t) = v(t) = a - t + vy, ezért ez egy kozvetleniil integralhaté differen-
cidlegyenlet. Tehat

£2
s(t) :/a-t+vgdt:a~2+vo-t+02,

ahol ¢ € R. Mivel s(0) = sg, ezért
2

S():CL'?-F’U()-O-FCQ = c2 = Sq,

igy azt kaptuk, hogy a hely-id6 fiiggvény

S(t):%-t2—|—1j0-t+80.

2.8. Példa. Egy gépkocsi 54 [kTm] sebességrdl 5 [S%] lassuldssal egyenletesen
fékez. Kiszamoljuk, hogy mekkora a fékuit.

Mivel
km m
0) = vo = 54 | = :15[{
v(0) =g [ h ] S
ésa=—5 [S%], ezért az el6bbi modell szerint

v(t):/adt:/—5dt:—5t—|—cl.

Mivel v(0) = 15, ezért ¢; = 15, igy
v(t) = =5t + 15.
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Azt az idGpillanatot keressiik, amikor a gépkocsi megéll, vagyis azt a t értéket,
melyre v(t) = 0, igy a

0=15-5¢
egyenletet kell megoldanunk, amelyre azt kapjuk, hogy ¢ = 3.
Ismételten felhasznélva az el6bbi modell eredményét a gépkocsi hely-idé fiigg-
vénye

5
s(t):/a-t—l—vodt:/—5-t+15dt:—2-t2—|—15t+02.

Mivel s(0) = 0, ezért co = 0, igy azt kapjuk, hogy a mozgds hely-idé fiiggvé-
nye
s(t) = —2, 5t + 15t.

Tehat

5(3)=—-2,5-324+15-3=22,5[m],
igy a fékit 22, 5 [m].
2.9. Szabadesés kozegellenallas nélkiil. Jelolje i(t) annak a testnek a magas-
sdgdt a ¢ idGpillanatban, melyet a t = 0 idGpillanatban h(0) = hy magassagrol,
v(0) = vy kezdGsebességgel ejtiink el.

Newton mésodik torvénye szerint egy test tomegének és gyorsuldsidnak szorzata
egyenld a testre hat6 erdl eredgjével. Jelen esetben a kozegellendlldstol eltekin-
tiink, igy a testre csak egy sulyerd hat, tehdt az m - a = —m - g egyenlethez
jutunk. Felhaszndlva, hogy a gyorsulds-id6 fiiggvény a sebesség-id6 fiiggvény
1d6 szerinti derivéltja azt kapjuk, hogy

m-0(t) =—-m-g, azaz  0(t) = —g.
Ez egy kozvetleniil integralhaté egyenlet, igy mindkét oldalt integrélva
v(t)=—g-t+c
adodik. Mivel v(0) = v, ezért ¢; = vy, igy
v(t)=—g-t+a

Felhasznalva, hogy a sebesség-idd fliggvény a hely-id6 fiiggvény derivéltja azt
kapjuk, hogy
0(t) = —g -t + vo.

Mindkét oldalt integralva

h(t):—%~t2+v0-t+02
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adodik. Mivel h(0) = hg, ezért ca = hy, igy
h(t) = —g 4% 4 v -t + ho.

2.10. Példa. Fiiggblegesen felfelé kiloviink egy nyilpuskabdl egy nyilvesszét.
Legyen a nyilvessz kezdGsebessége vy = 49 [2]. Meghatdrozzuk, hogy a
kilovés utan mennyi id6 milva tér vissza a nyilvesszd a kilovés helyére, ha a
kozegellenéllastdl eltekintiink.

A fiiggblegesen kil6tt nyilvesszd hely-id6 fiiggvénye az el6bbi modell szerint

h(t) = —g 2 gt = —4,9¢% + 49t

Azt az idGpillanatot keressiik, amikor h(t) = 0, igy a

—4,9t2 +49t =0

egyenletet kell megoldanunk. A bal oldalt szorzattd alakitva azt kapjuk, hogy
4,9t - (—t+10) =0,

amibdl az egyenlet megolddsaira t; = 0, illetve o = 10 adddik.

Tehat azt kaptuk, hogy a kilovés utan 10 masodperccel tér vissza a nyilvesszd a
kilovés helyére.

2.11. Megjegyzés. Ha a kozegellenallastol eltekintiink, akkor egy szabadon esé
test talajra érése nem fiigg a test tomegétdl. Ezzel kapcsolatban végeztek kisér-
leteket a Holdon, ahol igazoltdk, hogy ez valéban igy van.

A Holdnak nincs szdmottevd 1égkore és a nehézségi gyorsulds is 1ényegesen
kisebb, mint a Foldon, igy idedlis helyszin annak bemutatdsara, hogy az egy-
szerre elejtett, szabadon esé testek tomegiiktdl fiiggetleniil, azonosan mozog-
nak és egyszerre érnek a talajra. A kisérletet 1971. augusztus 2-an David Scott,
az Apollo 15 tirhajésa ténylegesen is elvégezte a Holdon.

2.12. Megjegyzés. Mivel a gyakorlatban az elhajitott (kilStt) test nem pont-
szerd, ezért tovabbi tényezdk is befolyasoljdk a test mozgasat. Ezek koziil az
egyik legjelent6sebb a kozegellendllas (1égellendllas). A kozegellenallasi erd
nagysaga fligg a test sebességére merdleges keresztmetszettdl, a test sebessé-
gének nagysagatol, a levegd stirliségétol és a test alakjatdl. Az ilyen tipusu
differencidlegyenletek azonban mar nem kozvetleniil integrdlhatdak, ezekkel a
késobbiekben fogunk foglalkozni.
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2.13. Adiabatikus allapotvaltozas altal végzett munka. Egy V| térfogatu
henger alaki edényben 1év6 normdl nyomadsu leveg6t adiabatikusan 6sszenyo-
munk V' térfogatira. Mekkora a végzett munka?

Egy gaz adiabatikus allapotvaltozdsandl a nyomds a térfogat fiiggvényében a
Poisson-egyenlet segitségével irhato le:

k k
P Vo Vo
— == = Vi=po- |+ ,
Po ( 4 ) PV} =po ( 4 )
ahol pp a normal nyomast jeloli és k a vizsgalt gazra jellemzd alland6. A végzett
munkara felirhat6 a

differencidlegyenlet, amibdl
W(V) = / _p(V)dV.

Tehat

- Vo k | h V—k-i—l
W(V)—/—p0'<v> dV'=—po-Vo'- 7 +o

ahol c € R.
Ha V' = V), akkor a végzett munka 0, ami a W (V) = 0 kezdetérték feltételt
jelenti. Ezt felhaszndlva
/A Po * Vo
= ==
k1 ¢ Tk
Tehat a végzett munka a térfogat fiiggvényében

VR poVo _mo- Vo Vot
W((V) = —pg-VE. = S :
Vy==po- Vo 53 T 7% = 1=k < <V >>

Oz_po‘/bk

2.14. Kotélhid kotelének alakjat leiré fiiggvény. Tegyiik fel, hogy egy kotél-
hid kotelének alakjat az y = f(x) fiiggvény grafikonja irja le. Tegyiik fel, hogy
a kotél sulyat elhanyagoljuk.

Legyen C a kotél legalsé pontja, D a kotélhid egy tetszbleges C'-t61 kiilonbozd
pontja.

Ekkor a kotél C'D szakasza egyenstlyban van a C' pontban haté vizszintes H
hizéerd, a D pontban hat6 kotél menti 7" feszitSers és a hidpalya C' és D pontja
kozotti része stlyanak hatasara.
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A hidpélya C és D pontok kozotti részének silya aranyos az x hosszdval, ezért
k - x-el egyenld, ahol k az egységnyi hosszisagu palya sulya.

Mivel a C'D iv nyugalomban van, ezért a rd haté er6k vizszintes és fiiggbleges
komponenseinek 6sszege zérus.

Legyen v a D pontbeli kotélerd szoge. Ekkor egyrészt
H=T:cosa,
masrészt
k-x=T sina
teljesiil.

A masodik egyenletet elosztva az elsdvel azt kapjuk, hogy

¢ k-x
o= —.
& 7]
Mivel tg o = (), ezért az
k-x
, J—

kozvetleniil integralhaté differencidlegyenlethez jutunk.

Az egyenlet megoldds
k-z k

— —_——— 2
y(z) = 7 dz 5H z“+c

ahol ¢ € R. Tehét a lanchid alakja parabola.
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3. Szeparabilis differencidlegyenletek

3.1. Definicié. Legyenek [ és J nyilt intervallumok, tovdbba g: I — R és
h: J — R folytonos fiiggvények. Az

Y (z) = g() - h(y(2))

egyenletet szétvdlaszthato vdltozdjii vagy szepardbilis differencidlegyenletnek
nevezziik.

3.2. Tétel. Legyenek I és J nyilt intervallumok, g: I — Rés h: J — R
folytonos fiiggvények. Az

y'(x) = g(x) - h(y(x))

egyenletnek y: I — R pontosan akkor megoldasa, ha

/h(ly)dy:/g@)dx,

azaz H (y(z)) = G(), ahol H az 1/h(z) és G a g(z) primitiv fiiggvénye.
Bizonyitds: Mivel

Y'(z) = g(x) - h(y(»)),
ezért h # 0 esetén

@ -y () = g(x).

Mindkét oldalt integralva azt kapjuk, hogy

/h(ly)d - [g()as.

amivel igazoltuk az 4llitast. m

3.3. Példa. Tekintsiik az y'(x) = y(x) differencidlegyenletet! Ez egy sze-
parébilis differencidlegyenlet, mert 3/ (x) = 1 - y(x). A kordbban tett megal-
lapoddsunk szerint az ismeretlen fiiggvény valtozoit elhagyhatjuk, igy 3/ = 1-y
adédik. Az y = 0 nyilvan megoldas. Masrészt az el6bbi tétel jeloléseit meg-
tartva g(x) = 1 és h(y) = y. Ekkor a tétel szerint az

1
/dy:/ldx
Yy

egyenletet kell megoldanunk y-ra. Elvégezve az integraldsokat

Inly| =z +c,
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adodik, azaz

ahol C' € R tetszGleges.

3.4. Példa. Tekintsiik az i (z) = y?(x) differencidlegyenletet! Ez egy szepa-
rabilis differencidlegyenlet, mert y'(x) = 1 - y?(z).

Az ismeretlen fiiggvény véltozoit elhagyva az

y/ — 1 . y2
egyenlet adédik. Azy =0 nyilvén megoldas. Masreszt az el6bbi tétel jeloléseit
megtartva azt kapjuk, hogy g(z) = 1 és h(y) = y>. A tétel szerint

/ —dy = / 1dz,
elvégezve az integralasokat
—— = +c,
Y
adddik, azaz a differencidlegyenlet megoldas
1
y(fl?) - _$ + C7

ahol c € R tetszbleges.

3.5. Radioaktiv anyagok bomlasa. Jelolje egy radioaktiv anyag mennyiségét
a t idépontban N ().

Az atomok szdmdnak 1d6 szerinti valtozasi gyorsasdga egyenes ardnyos a jelen
16v6 atomok N (t) szdméval (azaz minél tobb van belGle idGegység alatt annal
tobb bomlik el.)
Tehét az

N(t) = =X~ N(t),
szeparabilis differencidlegyenlethez jutunk, ahol A > 0 az anyag jellegétdl
fliggd aranyossagi tényezd, amelyet bomldsi dllandonak is neveziink.

Az N(t) = —\-N(t) differencidlegyenlet megoldédsahoz tekintsiik a g(t) = —\
és h(N) = N fiiggvényeket. Ekkor teljesiilnie kell az

/h(lN)dN:/g(t)dt
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egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
[Lave [

Elvégezve az integraldsokat

InN=-\-t+c
adédik, amibdl azt kapjuk, hogy
N(t) = e MHe = g™ M.t = 0. e,
Ha az atomok szdma a ¢t = 0 idGpillanatban N (0) = Ny, akkor
No=C-¢ = C = Ny,
igy a t id6pillanatban az atomok szdma
N(t)=Ng-e ' (t>0).

3.6. Megjegyzések a modellhez. A kovetkezGkben a radioaktivitas el6bbi mo-
delljéhez kapcsolédéan néhdany megjegyzést tesziink.

1) Az el6bbi modellben kapott N (t) fiiggvény szigordan monoton csokkend és
tlim N(t) = 0, ami azt jelenti, hogy az atomok szdma csokken és a nullahoz
—00

tart, ami 0sszhangban van azzal, amit elvdrunk.
2) Felezési idonek nevezziik azt az id8pillanatot, amikor a radioakitv atomok

szama a kiindulé atomok szdmdnak fele. (A felezési id6t szokds ugy is
jelolni, hogy t1.)
2

A felezési id6

by = In2
A
N,
ugyanis N (t) = 70, igy
N, 1
70 =Ny e M = 5 = e*’\'t,
tehat
A ln% B —In2 B In2
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3) Aktivitdasnak vagy radioaktivitdsnak nevezziik az
A(t) = A-N(t)

mennyiséget. Az aktivitds SI mértékegysége a becquerel (jele: Bq). Defini-
ci6 szerint egy becquerel az aktivitdsa annak a radioaktiv anyagnak, amely-
ben masodpercenként egy atom bomlik el. A becquerel mértékegysége [1] .

S

In 2
4) Az aktivitas kifejezhet6 a felezési id6 segitségével. Mivel t1 = HT ezért
2
In2
N\ = L, igy
t1
2
In2
A(t) = ? - N(t).

1
2

5) Az atomok szdma a felezési id6 segitségével is kifejezhets. A kdnnyebb
attekinthetdség érdekében jeldlje a felezési id6t T'. Ekkor

In2 t

N(t) = Np - e M =Ny-e T =
_t
=N - (em) TNy

3.7. Példa. Allapitsuk meg, hogy a radium hany szdzaléka bomlik el 100 év
alatt, ha tudjuk, hogy a rddium felezési ideje 1590 év, azaz ennyi id6 alatt
bomlik el a jelen 1év6 atomok szdmdnak a fele?

A t id6pillanatban jelen 1év6 atomok szama
N(t) = Ny-e .

A felezési id6 1590 év, igy t = 1590 esetén N (1590) = £ N (0). Ezt felhasz-
nélva

1
5]\7(0) — N(O) . 8_1590/\,
amibdl
1 In0,5
In- = —1590\ = \ = — "~ 0,00044.
D) 1590

Ezt felhasznalva 100 év mulva a jelen 1év6 atomok szdma

N(100) = N(0) - ¢~ 00044100 — n7(0) . 0, 957,

igy az atomok 4, 3%-a bomlik el 100 év alatt.
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3.8. Egyszeri szaporodasi folyamat. Tekintsiink egy populaciot. Jelentse a
populécié egyedeinek a szamadt a ¢ idGpillanatban N (¢). Tegyiik fel, hogy a
populdcidt egyetlen egyed sem hagyja el és senki nem hal meg, tovdbb4 a sza-
poroddsnak a kdrnyezet sem szab hatért.

Legyen az egyedek szdma kezdetben N (0) = Ny. Az egyedek szaménak (id6
szerinti) valtozasi gyorsasaga (derivaltja) egyenes aranyos a ¢t idépillanatban je-
len 1év6 egyedek szdmadval, azaz N (t)-vel. (Ez azt jelenti, hogy minél tobb van
bel6liik idéegység alatt annél nagyobb a szaporulat.)

Ezt a kapcsolatot az
N(t) =X N(t)
szepardbilis differencidlegyenlet fejezi ki.

A differencidlegyenlet megolddsahoz tekintsiik a g(t) = A ésa h(N) = N
fiiggvényeket. Ekkor teljesiilnie kell az

/h(lN)dN—/g(t)dt

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy
1
—dN = [ Adt.
=]

InN=MM+c¢

Elvégezve az integraldsokat

adddik, amibdl azt kapjuk, hogy
N(t) =eMte =M. = C - M.
Mivel N(0) = Ny, ezért Ny = C, igy a t idGpillanatban az egyedek szdma
N(t) = Ny - e,

Ez a modell elsdsorban a baktériumok szaporodasanak lefrasara alkalmazhat6.
Ebben a modellben a populicié egyedszdmanak nincs felsé korlatja. Ez azt je-
lenti, hogy korlétlan élelem, korl4tlan hely all rendelkezésre, ami a baktériumok
esetében ugy képzelhetd el, hogy olyan modellt vizsgalunk, amelyben a baktéri-
umok szeparalt kornyezetben vannak €s olyan iddintervallumban vizsgalodunk,
amely rovid az egyedek élethosszahoz képest, de elég hosszu a szaporodasi cik-
lushoz képest. Azaz gyorsan szaporodnak és sokdig élnek az egyedek.
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3.9. Példa. Egy adott baktériumtenyészetben a baktériumok szaménak valto-
z4si gyorsasdga egyenesen ardnyos a baktériumok szdmdval. Ha a baktériumok
szama 48 odra alatt 100-r61 1000-re nd, akkor hdny baktérium volt a 24. éra
végén?

Az el6bbi modell szerint a baktériumok szama a ¢ id6pillanatban

N(t) = Ny - e
A feltételek szerint N (0) = Ny = 100 és N (48) = 1000, igy egyrészt
100 = N(0) = C,
masrészt
1000 = N (48) = 100 - ¢,
tehat - 1010
10=e""= A= y

Ezt felhaszndlva
N(24) = 100 - €248 =100 - e2210 =
=100 - ™ V10 = 100 - v/10 ~ 316.
Tehét koriilbeliil 316 baktérium volt a 24. éra végén.

3.10. Sziiletési-halalozasi folyamat. Tegyiik fel, hogy egy populéci6 egyed-
szdmanak valtozdsa egyenld a sziiletések és haldlozdsok szamanak kiilonbsé-
gével. Tehat ‘ . .
N(t) = S(t) — H(2),

ahol N a populécié egyedszama, S a sziiletések szdma és H a haldlozasok
szdma.
A 3.8 modellben leirt megfontoldsokhoz hasonléan azt kapjuk, hogy

S(t) = \- N(t)

H(t) = p- N(2),
ahol A a mar kordabban emlitett szaporodasi allandé és p az dgynevezett hald-
lozdsi dllando.

A differencidlegyenlet megoldasahoz tekintsik a g(t) = A —pésah(N) =N
fiiggvényeket. Ekkor teljesiilnie kell az

/h(lN)dN:/g(t)dt
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egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
—dN = A — udt.
/N / H

Elvégezve az integrdldsokat

InN=M\—-p)-t+c

adddik, amibdl azt kapjuk, hogy
N(t) = eP—m)tte — (A=)t o o, o(A=p)t

Mivel N(0) = Ny, ezért Ny = C, igy a t idGpillanatban az egyedek szdma
N(t) = Ny - eA=#),

3.11. Szaporodasi folyamat Gjragondolva. A 3.8 sordn alkalmazott modell a
baktériumok szaporoddsdn kiviil mas populdcié egyedszdmadnak leirdsdra nem
alkalmas. Ha figyelembe vessziik, hogy példdul a tdplalékért folyhat kiizdelem,
vagy hogy a kornyezet eltartoképessége véges, akkor az egyedszdm ndvekedése
mellett az egyedek szdménak csokkenését is be kell épiteniink a modellbe. Erre
egy szokdsos stratégia példdul az, hogy az egyedek szdmdnak négyzetével ard-
nyos csokkenést alkalmaznak. Ekkor az

N(t)=a-N(t)—b- N%(t)

differencidlegyenlethez jutunk, ahol a a szaporodasi rdta, tovdbbd b = £, ahol
k a kornyezet eltartoképessége. Tegyiik fel, hogy a megfigyelés kezdetén a
populéci6 egyedszama N (0) = No.

A fenti differencidlegyenlet szepardbilis, megolddsahoz vezessiik be a g(t) = 1
ésah(N)=N-(a—b- N) fiiggvényeket! Ekkor teljesiilnie kell az

/h(lN)dN:/g(t)dt

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy

| s - 1

A bal oldalon szerepld integralt a parcidlis tortekre bontds médszerével tudjuk
elvégezni. Tekintsiik az

1 A B

N-(a—b-N) NtaoN
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felbontast! Az egyenletet a kdzos nevezbvel szorozva azt kapjuk, hogy
1=A-(a—b-N)+B-N.

Az egyenletet fokszdm szerint rendezve
1=N-(B-A-b)+A-a

adodik. Ebbdl azt kapjuk, hogy A-a =1,igy A = % Ezt felhaszndlva

B=Ap="

a

adodik. Tehat

1 1 1 . b
N-(a—b-N) a \N a—-b-N)’
Ezt felhasznalva

1 1 1 b
————dN = —- ——— | dN =
/N‘(a—b'N) a /(N+a—b-N>
1 1 —b
== — . _—— N:
a /(N a—b~N>d
1
:a-(ln|N|—ln|a—b-N|):
1 | N
=—-In|———|.
a a—b-N
Masrészt
/1dt-t—|—c,
igy az
1 1 L =t+
a Tla—b-N|T ¢

egyenlethez jutunk. Az egyenletet a-val szorozva azt kapjuk, hogy

| N =a-t+
na—b~N =a C1.
Ebbdl N
_ = CL-t‘
a—b-N ¢ ¢

adddik. A nevezdvel szorozva mindkét oldalt azt kapjuk, hogy
N=e""-C-(a—b-N).



KOZONSEGES ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK ES ALKALMAZASAIK 25

Az N-et kifejezve

a-e*t.C
N{i)=——7+—
®) 1+ert-C-b
adodik. Felhaszndlva, hogy N (0) = Ny azt kapjuk, hogy
a-C
No=——
Ty
fgy
C'(G_NO'b):NOa
tehat N
oMo
a — No b
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
No-a-e%t
N(t) = %
I+ a(lNi-b

A kapott kifejezést atalakitva
No-a-ett —No-b
N = T ,
a—Nop-b a—Ny-b-+Ny-b-evt

adodik, tehdt

N(t) = b

a—N()'b . o—at .
Nob € +1

A kapott fliggvényt logisztikus fiiggvénynek, magat a modellt logisztikus mo-
dellnek is szokds nevezni.

3.12. Példa. Egy populéci6 egyedszdma a megfigyelés kezdetén Ny = 500. A
szaporoddsi rata 0,2. Ekkor a logisztikus modell szerint a ¢ id6pillanatban a
populdcid egyedszama

500 B 500
©99.e 026 417

N(t) =
0= g
500

Fel fogjuk vazolni a fliggvény grafikonjat.

Az N fiiggvénynek nincs zérushelye, hiszen az
500 B
99-e702t 41

egyenletnek nincs megoldasa.

0
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Az N fiiggvény hatédrértéke a co-ben

lim N (t) = 500.

t—o00

Az N fiiggvény hatarértéke a O helyen

21551(1)]\7(75) =5.

Az N filiggvény derivaltja

. o L a—02t 2
N(t) = 500. —0-e " (=0.2)

19.8 - —0,2t
—500. — 22 ° .
(99 - e 0.2 4 1)2 (99 -6 02t +1)2

Mivel N (t) > 0, ezért a fiiggvény szigordan monoton ndvekva.

Az N fiiggvény mdsodik derivaltja
. 19,8 - e 02t . (_07 2) . (_99 .~ 0,2t + 1)2

N(t) =500 - TRy )
500 19,8702t . 2. ((99- e 02t 4 1)) .99 . =02t (—0,2) _
(99 - =02t 4 1)4
— 500 19,8 ¢ 026 . (—0,2) - (=99 - e 02t 4 1). (=99 . 02t 4 1).

(99 - e=0.2t 4 1)1

A N(t) = 0 egyenlet megoldésa

In &
t=—2 x93
—-0,2
t 10; 23 23 123; 00|
N(t) - 0 -
N(t) konvex | inflexids pont | konkav
N(t) 250

Az el6bbiek szerint a fiiggvény grafikonja:



KOZONSEGES ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK ES ALKALMAZASAIK 27

550
500
450|
400|
350|
300|
250
200|
150/
100/
50|

0
210 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52

3.13. Newton-féle lehiilési torvény. Tekintsiink egy pontszeri testet, amelyet
allandé hdmérsékletd kozeg vesz koriil. Hatdrozzuk meg a test hGmérsékletét
leir6 fiiggvényt, ha ismerjiik a test kezdeti hdmérsékletét!

Jeloljiik a kornyezet (dllandé) homérsékletét T -val, a test hdmérsékletét a ¢
id6pillanatban 7'(t)-vel és az ismert, ¢ = 0 idSpillanatbeli (kezdeti) h6mérsék-
letét Tp-lal!

A Newton-féle hiilési torvény szerint a test hmérsékletének T'(t) valtozasi
gyorsasdga ardnyos a test és kornyezete hémérsékletének kiillonbségével, azaz
T — Ty-val. Ezt felhaszndlva a

T(t) = —r - (T(t) — i)

differencidlegyenletet kapjuk, ahol x rogzitett, a test anyagdra és alakjara jel-
lemz6 pozitiv dllandé. A jobb oldalon szerepld x ardnyossagi tényezd pozi-
tiv, igy —k negativ, igy az egyenlet visszaadja a folyamatnak azt a tulajdon-
sagat, miszerint a test " hdmérséklete csokken (azaz derivaltja a negativ), ha a
kornyezet hidegebb (azaz T'—T}, > 0) és melegszik, ha a kornyezet a melegebb.

A T fiiggvény meghatarozasahoz rendelkezésiinkre 4ll az el6bbi differencidle-
gyenlet. Ezen kiviil a T' fliggvénynek ismerjilk még egy rogzitett pontjdban az
értékét, hiszen tudjuk, hogy kezdetben a test hdmérséklete Ty. Igy egy kezdeti-
érték feladatot kapunk.

A fenti differencidlegyenlet szeparabilis, amelynek megoldasahoz vezessiik be
ag(t)=—késah(T) =T — T} fuggvényeket. Ekkor teljesiilnie kell az

/h(lT)dT:/g(t)dt
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egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
/T_deT—/—/idt.

Elvégezve az integraldsokat
In(T'—Ty)=—k-t+c

adddik, amib6l azt kapjuk, hogy
Tt)=Tp+e " =T, +e . =T, +C-e "
Mivel T'(0) = Ty, ezért Ty — Ty, = C, igy a t idGpillanatban a test hGmérséklete
T(t) =Ty + (Ty —Tp) - e ™.

3.14. Példa. Egy frissen siilt kenyér 10 perc alatt 100°C-r6l 60°C-ra hiilt le.
A kornyezd levegd homérsékletét 20°C-on tartjak. Mennyi id6 alatt hil le a
kenyér 25°C hémérsékletre?

Jelolje T'(t) a kenyér hdmérsékletét a ¢ idGpillanatban. Ekkor 7°(0) = 100 és
T(10) = 60. A kiilsé kornyezet hdmérséklete T}, = 20. Azt a t idGpillanatot
keressiik, amikor 7'(t) = 25.

Az el6bbi modellben kapott eredmény szerint a test hdmérséklete a ¢ idopil-
lanatban
T(t) =Ty + (To —Ty) - e "t =20+80-e "
Mivel T'(10) = 60, ezért az eldbbi egyenletbdl azt kapjuk, hogy
60 =20 +80-e 0",
Ebbdl a x ismeretlent kifejezve azt kapjuk, hogy

— = = In-=-10 = =—=—
8 ° "2 " "TT0 10
Tehat a test h6mérséklete a ¢ iddpillanatban

In2,

1
T(t) =20 +-e 10" =20+80- (e"2) 10" =204 802 7.

Azt a t id6pillanatot keressiik, amikor 7'(t) = 25, igy megoldandé a
25 =20 4 802710

exponencidlis egyenlet. Mindkét oldalbdl kivonva 20-at, majd az egyenlet

mindkét oldalt elosztva 80-nal azt kapjuk, hogy
1 _t
— =927 10,

16
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A bal oldalt 2 hatvdanyaként felirva

9= — 910
adodik, igy az exponencidlis fliggvény szigord monotonitdsa miatt
t j—
10

amibdl azt kapjuk, hogy ¢ = 40. Tehat a frissen siilt kenyér 40 perc milva lesz
25°C homérsékletd.

3.15. Folyadékcesepp parolgasa. Egy folyadékcsepp a felszinével ardnyosan
parolog. Hatdrozzuk meg a 0 id6pillanatban R sugard gomb alakud folyadék-
csepp sugardt az id6 fiiggvényében!

Tapasztalatok szerint a folyadékcsepp sugardnak id6 szerinti véaltozasi gyorsa-
sdga a felszinével aranyosan csokken, igy felirhat6 az

F(t) = —k - 4r2(t) -
differencidlegyenlet. Ez egy szepardbilis egyenlet.

Legyen h(r) = r? és g(t) = —4k - 7. Meg kell oldanunk az

/h(lr)dr:/g(t)dt

egyenletet az r ismeretelen fiiggvényre. Az adatok behelyettesitése utan azt

kapjuk, hogy
1
/er:/—k‘-ﬂ'dt.
r

Az integraldsokat elvégezve

——=—k-m-t+c
r
adodik, amibdl
)=t
4k -m-t—c
Mivel r(0) = R, ezért
1 1
= = ¢=-7
igy a folyadékcsepp sugara az id6 fiiggvényében
1 R

t) = = .
= e dhm Rl
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3.16. Példa. Egy folyadékcsepp a felszinével ardnyosan parolog. Egy folya-
dékcsepp a megfigyelés kezdetekor 5 [mm]| sugard, gomb alaki. Ekkor az
elébbi modell szerint a folyadékcsepp sugara az id6 fiiggvényében

My=— % 0
C4dk-wm-R-t+1 20k-m-t+1°

Megfigyeltiik, hogy a folyadékcsepp 5 masodperc milva 3 mm sugard volt.
Ebbdl az informaciébdl kiszamolhatjuk a parolgasra jellemzé egyiitthatd érté-
két.

Mivel az el6bbi feltétel szerint 7(5) = 3, ezért
5

3=— >

100k - m+1

amibdl azt kapjuk, hogy a keresett dllando6 értéke

= 300k -7+3=5,

1
k=——.
1507
Felhaszndlva, hogy k = ﬁ, a folyadékcsepp sugara az id6 fliggvényében
5 5 75
r(t) = T — =

; = :
20 - t+1 Zt4+1 2t+15

At — r(t) fiiggvény grafikonja a [0; 60] idGintervallumban az alabbi lesz:

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

3.17. Szabadesés kozegellenallassal. Felirjuk egy szabadon esé test sebesség-
id6 fliggvényét, ha a kozegellenallastdl nem tekintiink el.

Jelolje h(t) egy szabadon esd testnek a Fold felszinétdl mért tavolsagat a ¢
iddpillanatban.

Newton masodik torvénye szerint egy test tomegének és gyorsuldsanak szorzata
egyenld a rd hat6 erdk ereddjével. A testre két er§ hat: egy m - g nagysagu

7 2z

gravitacios erd és egy kozegellenalldsi er, amely a mozgds irdnyéval ellentétes
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irdnyd és nagysdga (tapasztalatok szerint) a sebesség négyzetével ardnyos.

Tehat az alabbi differencidlegyenlet irhat6 fel:
m-a(t) =m-g—k-v(t),
ahol k az ugynevezett kozegellendlldsi egyiitthato.
Mivel a(t) = 0(t), ezért az
m-o(t) =m-g—k-v3(t) = o(t) =g — — - v3(t)

differencidlegyenlethet jutunk. Ez az egyenlet szeparabilis.

Tekintsiik a z(v) = g — % -v?ésag(t) =1 fiiggvényeket. Az

/Z(lv) dv:/g(t)dt

31

egyenletet kell megoldanunk a v ismeretelen fiiggvényre. Az adatok behelyet-

tesitése utan azt kapjuk, hogy

1
J
9—m-v

A bal oldalon szerepl6 integrélds:

1 1 1
/g—fl-qﬂdv:g‘/l_( k U)QZ

gm

‘arth< k -v)- g-m'
g-m k

A jobb oldalon szerepld integrélds:

/1dt:t+c.
1 .
.arth( k "U>‘ M:t_i_c
g \/g-m k

Q|+~

Tehat az

egyenletet kell megoldanunk az ismeretlen v fiiggvényre, amire azt kapjuk,

hogy
v(t) = mk'g~th< g'k-(t+c)>.

m
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Ha feltessziik, hogy a t = 0 idGpillanatban a sebesség v(0) = vy = 0, akkor
¢ = 0 adédik. Ekkor a sebesség-id6 fliggvény

(t) = mf-th( g,j‘t)

Mivel a th fiiggvény végtelenbeli hatarértéke 1, ezért a végsebesség

— 1 _ j9-m
vmax—tlggov(t)— -

3.18. Megjegyzések a modellhez. A kozegellenéllasi egytitthato értéke fiigg a
leveg? stirliségétdl (p), a kozegellendllasi tényez6tdl (C) €s a szabadon esd test
keresztmetszetének teriiletétdl (A), mégpedig az alabbi médon:

_p-A-C

-

3.19. Példa. Egy ping-pong labda sugara 2 [cm], tomege 3 [g], a kozegellendl-

k

lasi tényez6 értéke 0, 2. A levegd siirtisége 1 000 % . Mivel
A=0,022 7 =1,26-10"°[m?],

ezért a kozegellendllasi egyiitthatd értéke

k=1.,.0. 42012 {kg}

2 m

igy a (fiigg6leges iranyd) végsebesség

g-m  [9,81-0,003 m
- . = 0,4833 [7]
Umax \/ k \/ 0,126 s

3.20. Sebességgel aranyos ellenallas. Bizonyos esetekben egy targy mozgasa-
ndl olyan ellendlldst vesziink figyelembe, amely a targy sebességével ardnyos.
Ekkor a mozgisegyenlet

m-a(t) = —k-ov(t).
Mivel a(t) = 0(t), ezért az
m-o(t) = —k-ov(t)

egyenlethez jutunk. Az egyenletet explicit alakra {rva azt kapjuk, hogy

o) = — o),

m
Ez egy szeparabilis differencidlegyenlet.
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Vezessiik be a h(v) = vésag(t) = %“ fiiggvényeket. Az

/h(lv) dv:/g(t) at

egyenletet kell megoldanunk az v ismeretelen fiiggvényre. Az adatok behelyet-
tesitése utan azt kapjuk, hogy

1
/dv: fﬁdt.
v m

Az integralasok elvégzése utan azt kapjuk, hogy

k
Injv|=——-t+c
m

Ebbdl kifejezve a v ismeretlen fliggvényt
o(t)=C-e

adoédik. Ha a megfigyelés kezdetén a sebesség v(0) = v, akkor azt kapjuk,
hogy
vy = C s
a sebesség-idd fliggvény
v(t) = vp - e mt.
A kapott fiiggvényr6l latszik példaul az, hogy ha az m tomeg nagy, akkor sok

ideig tart, amig a sebesség nulla lesz, mert ¢-nek nagynak kell lennie ahhoz,
hogy a % hanyados nagy legyen. A hely-idé fiiggvény meghatarozasahoz az

5(t) = wo - emt s(0) = sp
kezdetiérték feladatot kell megoldanunk. A differencidlegyenlet kozvetleniil
integralhaté, megoldasa

s(t) = /vo eTmtdt = —UOI;:m cemmlte.

Legyen a megfigyelés kezdetén s(0) = so. Ekkor
Vop-m

k

S0 = — +c,

amibdl azt kapjuk, hogy

VoM
c=8g+ .
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Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa, azaz a hely-id6 fiiggvény

vo-m o _ k. vo-m  vg-m
s(t):—ok cemmt 450+ Ok = Ok

. (1 — e_%'t) + s¢.

3.21. Példa. Tegyiik fel, hogy egy 51 000 tonna tdmeg(i haj6 9 [2] sebességgel
halad, amikor ledll a motorja. Tegyiik fel, hogy az ellenéllds ardnyos a hajé
sebességével. Az ardnyossdgi tényezd legyen 59000 [kgs|. Meghatdrozzuk,

hogy milyen messzire jut a hajé, mire megall.

Mivel a hajé ellendllasa ardanyos a hajo sebességével, ezért az el6bbi modell
szerint a sebesség-ido fiiggvény
v(t) = vo - e mt,

Az adatok behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy

o) = 0. o~ SERSEet _ g =gl
Mivel
$(t) = v(t),
ezért
S(t) = /9 . 6_5157300"5 dt = _459 000 . e_515(?00 t + c.
59
Felhaszndlva, hogy s(0) = 0 azt kapjuk, hogy
459000
c= .
59

A haj6 hely-id6 fiiggvénye tehat
s(t) = 4595300 . (1 — e_%'t) .
A haj6 akkor 4ll meg, amikor a sebessége 0 lesz, azaz t — oo esetén. Ekkor
) 459000
t1i>nol<3 s(t) = 99

~ 7780 [m].

3.22. Tumorok novekedése. Az 1960-as években hasznaltak elGszor az dgy-
nevezett Gompertz-modellt a tumorok novekedésének leirdsdra. Ha y(t) jelenti
a tumor tomegét a ¢ idopillanatban, akkor felirhaté az

gty = —A-y(t) - In (y(t))

differencidlegyenlet.
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Tekintsiik a h(y) =y - Iny és a g(t) = — A fiiggvényeket. Az

/h(ly)dy:/g(t)dt

egyenletet kell megoldanunk a v ismeretelen fiiggvényre. Az adatok behelyet-
tesitése utan azt kapjuk, hogy

/ ! dy:/—Adt.
y-lny

A bal oldalon szerepl6 integrélas:

1
1 =
/ dy—/ydy—ln\lny|.
y-lny Iny

A jobb oldalon szerepld integralas:

/—Adt:—A-t+c.

Tehat az
In|lny|=—-A-t+c¢

egyenletet kell megoldanunk az ismeretlen y fiiggvényre:

Iny =C-e 47,

fgy

y(t) = e
3.23. Tartaly Kkiiiritése. Torricelli torvénye szerint egy tartilybdl a pillanatnyi
kifoly6 vizmennyiség, azaz a leengedés valtozasi gyorsasdga ardnyos a vizma-
gassag négyzetgyokével. Az ardnyossdgi tényezd fiigg a nyilds méretétsl és a
nehézségi gyorsuldstol.

Egy egyenes korhenger alaku tartdly alapkorének sugara r, a tartdly magassiaga
h. A tartaly aljan egy lyuk taldlhat6, amelyen kifolyik a viz. Megadjuk a tartaly-
ban 1évé viz térfogatat az id6 fiiggvényében és azt, hogy mennyi id6 alatt iiriil
ki a tartaly.

A tartdlyban 1év viz térfogata az id6 fliggvényében:
V() =77 2(t).
A tartdlyban 1€v6 viz térfogatdnak valtozasi gyorsasdga

V() =r?-7-2(t).
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A Torricelli térvény szerint a kifoly6 viz térfogatdnak valtozasi gyorsasdga

V'(t) = —k - x(t).
2w 2 (t) = —k - z(t)

szeparabilis differencidlegyenlethez jutunk. Az egyenletet dtrendezve azt kap-
juk, hogy

Tehat az

Vezessiik be a h(z) = \/z ésag(t) = % fiiggvényeket. Az

/h(lm)dx:/g(t)dt

egyenletet kell megoldanunk az x ismeretelen fiiggvényre. Az adatok behelyet-
tesitése utan azt kapjuk, hogy

1 k

A bal oldalon szerepl§ integralds:

/\;de:/x_%dx:%/i.

A jobb oldalon szerepl6 integralas:
—k —k
—,dt = -t .
/ r2.n’ 2o the
21 = — u
T

egyenletet kell megoldanunk az ismeretlen x fiiggvényre:

2
—k c

Mivel a hengerben kezdetben h magasségig volt a viz, ezért (0) = h, igy
2
(5 -
2

c:2-\/ﬁ.

Tehat a

‘t+c

amibdl azt kapjuk, hogy
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Tehat a hengerben 1év6 viz magassdga az id6 fliggvényében
2
—k Vh
t = —_— t — .
(1) <2r2 =T )

A hengerben 1év§ viz abban a ¢ idGpillanatban iiriil ki, amikor z(t) = 0 teljesiil,
vagyis meg kell oldanunk a

ko, VR

2r2 . 4"’
egyenletet. Az egyenlet megoldasara azt kapjuk, hogy
2vVhr?on

= #.

3.24. Légkori nyomas. A 1égkori nyomdst gyakran olyan modellel {rjik le,
ahol a p nyomdsnak a h tengerszint feletti magassdganak fiiggvényében vald
valtozési gyorsasdga p-vel ardnyos, azaz teljesiil a

p'(h) =k - p(h).

Ez egy szeparabilis differencidlegyenlet.

t

Vezessiik be a g(h) = k és a(p) = p fiiggvényeket. Ekkor teljesiilnie kell az

/a(lp)dp:/g(h)dh

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy
1
/ —dp = / kdh.
p

Inp=k-h+c

Elvégezve az integraldsokat

adddik, amibdl azt kapjuk, hogy
p(h) _ ek~h+c — ek~h et =C - ek:-h.
Ha a 0 magassdgban a nyomas pg, azaz p(0) = py, akkor
p=C- = C=p,

igy azt kapjuk, hogy a nyomas a tengerszint feletti magassag fiiggvényében

p(h) = po - "
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3.25. Példa. Tegyiik fel, hogy a tengerszinten a 1égkori nyomds 1013 [hPa] és
20 [km] magassdgban a nyomas 90 [hPa]. Ekkor az el6bbi modell szerint

p(h) =1013- ™",

Mivel p(20) = 90, ezért
90 = 1013 - €%,

Ebbdl azt kapjuk, hogy

= 1013 - 2 k= In—r0.
90 = 1013 - e = 50 ™ Tor3

Ebbdl azt kapjuk, hogy k£ = —0, 121. Tehat
p(h) = 1013 e 01210,

A fiiggvény grafikonja:

11007

1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100

0} !
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

3.26. Folytonos kamatozas. Legyen y > (0 valamely banki betét egyenlege a
t idGpillanatban és legyen r () a folytonosan alakul6 valtozé kamatlab. Ekkor
teljesiil az

y(t) = r(t) - y(t)
differencidlegyenlet, amely szepardbilis. A differencidlegyenlet y megoldds-

fiiggvényére teljesiil az
1
—dy = / r(t)dt
/s (t

egyenlet. Legyen a jobb oldalon szerepls r(t) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye
R(t). Elvégezve a bal oldalon 1év§ integraldst azt kapjuk, hogy

Iny = R(t) +c.

Az egyenlet megolddsa
y(t) = C - ef®).
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Tegyiik fel, hogy a nyité szdmla egyenlege y(0) = yo. Ekkor

Yo = C- eR(O)v
amibdl azt kapjuk, hogy
_ Y
¢= ef(0)

Ezt felhasznalva

¢
r(s)ds
y(t) = yo - OO =y . &

3.27. Reakciokinetika. A gyakorlati tapasztalatok azt mutatjak, hogy a ké-
miai reakcik sebessége és a reakcidkban részt vevé komponensek koncetrd-
cidja kozott osszefiiggés van.

A reakcidk sebessége az egymdsra hatd, kiinduldsi anyagok koncentracidjdval
ardnyos.

Az A anyag koncentracigjit C'y vagy [A] médon jeloljiik.

A fentiek szerint az

A1—|—A2+...+An—)Bl—{—BQ—I-...—i-Bm

reakcié esetén valamely
f:DCR"™ 4R

fiiggvény segitségével a reakcidsebességi egyenlet minden p € {1;2;...;m}
esetén

C'jgp(t) = —k- f(Ca;Cas;...:Ca,;Ch,;Chy; ... Cg,,)

alakban frhatd fel, ahol £ > 0 egy aranyossagi tényezd.

A legegyszertibb (de a gyakorlatban sokszor el6forduld) esetekben a reakcidse-
bességi egyenletben szerepl$ f fiiggvény

f(Ca;Cay;...:CA,;CBy;Chy; ... Cp,,) =
= —k‘-CAlrl 'CA2T2 -..‘-CAnT" -CBlsl -03282 -...-Cpg °m

m

alakd, vagyis ekkor a reakcidsebességi egyenlet

C/Bp(t) =0y, - Ca, .. - Cy,™

n

. 03181 . 03252 et CBmS’”.
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A reakcidsebességi egyenletben szerepl6 koncentracidk hatvanykitevGinek 6sz-
szegét a reakcid (kinetikus) rendjének nevezziik. Az el6z6 4ltaldnos egyenlet-
ben szerepld reakci6 kinetikus rendje

r+ro+...+r,+81+8+ ...+ Sn.

A k tényezdt (reakcio)sebességi egyiitthatonak hivjuk.

Az egy 1épésben lejatsz6dé reakcidkat elemi reakcioknak nevezziik, a tobb
1épésben lejatszoddkat dsszetett vagy sorozatos reakciéknak mondjuk.

Kémiai reakcidk szempontjabol egy reakcid lehet monomolekuldris (mas sz6-
val unimolekuldris), bimolekuldris vagy polimolekuldris aszerint, hogy a reak-

7z

cio lejatszédasahoz egy, kettd vagy ketténél tobb molekula iitkozése sziikséges.

A kovetkez6kben megadjuk a nulladrendd, elsérendli és masodrendli kémiai
reakcidk koncentridcié-idd fliggvényét.

Ha egy kémiai reakcié nulladrendd, akkor a reakcid sebessége dllandd, nem
fiigg a kiinduldsi anyag koncentracidjatol. Tekintsikk az A — B reakcidegyen-
letet. Ekkor a reakcidsebességi egyenlet

v(t) = Calt) = —k.
Ez egy kozvetleniil integrdlhaté differencidlegyenlet, melynek megoldédsa
Ca(t)=—k-t+c.

Ha feltessziik, hogy kezdetben a kiinduldsi anyag koncentréacidja C'4(0) = Cy,
volt, akkor
Cay=c

adodik, igy a kiinduldsi anyag koncentricidja az id6 fliggvényében

Ca(t) =Cay — k- t.

Természetesen ennek a megoldasfiiggvénynek csak akkor van értelme, ha az

] p C . . .
értékei nem negativak, azaz ha 0 < ¢t < %. Ha minden nem negativ valés

szam esetén szeretnénk értelmezni a koncentracié-id6 fiiggvényt, akkor az a-
1abbi médon adhatjuk meg

Cap—k-t,ha0 <t < o
Ca(t) = Ca
0,hat > —%

(A késébbiekben ettdl eltekintiink és a gyakorlat szempontjabdl 1ényeges eset-
tel foglalkozunk, vagyis a nemnegativ valés szimok halmazéan értelmezziik a

koncentrécio-id6 fiiggvényt.) A sebességi egyiitthaté mértékegysége [ dﬁ‘;l's] .
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A kiindul4si anyag és keletkezett anyag koncentraci6-idd fiiggvénye:

mol
o]
q(l
Ca
Cp
t[s]
A reakcio felezési idejét a
Ca,
5 C Ag — k-t 1
egyenlet megoldasa adja, amire azt kapjuk, hogy
Ca
t1 = 2,
: 2k

Ha egy kémiai reakci6 els6rendti, akkor a reakcidsebességi egyenlet
v(t) = Ca(t) = —k - Calt).

Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet.

Vezessiik be a g(t) = —k és h(C4) = C4 fiiggvényeket. Ekkor teljesiilnie kell

N /h(éA)ch _ /g(t) dt

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
—d = [ —kdt.
/CA Ca /

Elvégezve az integraldsokat
InCy=-k-t+c
adddik, amibdl azt kapjuk, hogy

Cat) =eFtte=C.c7F
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Ha feltessziik, hogy kezdetben a kiinduldsi anyag koncentracidja C'4(0) = Cy,
volt, akkor

Cay=0C
adodik, igy a kiindulési anyag koncentricidja az id6 fliggvényében
Ca(t) =Ca, - ek,

A koncentraci6-id6 fiiggvény grafikonja:

A b
dm?

Cy

0

t[s]

A sebességi egyiitthaté mértékegysége [%] .
Megjegyezziik, hogy a kinetikusan elsérendii reakcidéknal a molekuldk belsd
instabilitdsuk miatt bomlanak el. Tipikusan elsérenddi reakcié a radioaktiv
atomok bomlasa.
A reakcio felezési idejét a

Ca,

2
egyenlet megolddsa adja, amire azt kapjuk, hogy
_ 2

ik
Haaz A+ B — D (A # B, azaz a kiindul6 anyagok nem azonosak) kémiai

reakcié mdsodrendd €s a kiindul6 anyagok koncentracidja azonos (azaz tegylik
fel, hogy C4, = Cp,), akkor a reakcidsebességi egyenlet

v(t) = Ca(t) = —k - CA(1).

— CA() . e_kht

t
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Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet.

Vezessiik be a g(t) = —k és h(C4) = C? fiiggvényeket. Ekkor teljesiilnie kell

N /h(éA)ch _ /g(t) dt

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
—d = —kdt.
/ci Ca /

Elvégezve az integraldsokat

1
T =kt
C A +c
adddik, amibdl azt kapjuk, hogy
1
Ca(t) = .
alt) k-t—c

Tegyiik fel, hogy kezdetben a kiinduldsi anyagok koncentrdcidja C(0) = Cy,

volt, akkor
1 1
Cy, = —— = = —
5’ c ¢ Ca,

adédik, igy a kiindulési anyag koncentracidja az id6 fiiggvényében

1 Cy
Calt) = - I
a®) kot+ o Cay kot+1
0

A koncentracié-id6 fiiggvény grafikonja:

mol
%]

t[s]
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A sebességi egyiitthaté mértékegysége [1?1%11] .
A reakci6 felezési ideje a
Ca, Ca,

2  C Ao k-t+1
egyenlet megolddsa, vagyis
1
1 = .
2 k-C Ao
Haaz A+ A — D kémiai reakcié masodrendd, akkor a reakcidsebességi egyen-
let

t

v(t) = Ca(t) = —k - 2C%4(1).
Ez egy szeparabilis differencidlegyenlet.
Vezessiik be a g(t) = —2k és h(C4) = C? fiiggvényeket. Ekkor teljesiilnie

kell az )
/h(CA)dCA:/g(t)dt

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
—dC4 = —2k dt.
/ cz A /

Elvégezve az integralasokat

1
—— =2kt
Ca +c
adddik, amibdl azt kapjuk, hogy
1
Cap(t) = ——.
alt) 2k -t —c

Ha feltessziik, hogy kezdetben a kiinduldsi anyagok koncentraciéja C'4(0) =

C'a, volt, akkor

1 1
C = —— = = —
Ao c ¢ Ca,

adédik, igy a kiindulasi anyag koncentracidja az id6 fiiggvényében

1 Cy
Ca(t) = = 0 :
a®) 2k t+ g Cag-2k-t+1
0

A koncentracid-id6 fiiggvény grafikonja:
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mol
%

t[s]

A sebességi egyiitthaté mértékegysége [Iflgfs} .
A reakcio felezési ideje a
Ca, Ca,

2 Cuy k-t+1
egyenlet megolddsa, vagyis

1

t o
2k - Cy,

1
2
Haaz A + B — D kémiai reakcié masodrendi és a kiinduldsi anyagok kon-
centracidja nem azonos, akkor a reakcidsebességi egyenletek

Calt) = —k - Cu(t) - Cp(t)

OB(t) = —k-Cu(t) - Cp(t).

Valé6jaban itt egy differencidlegyenlet rendszert kellene megoldani, azonban a
probléma redukalhaté6 egy differencidlegyenletté.

Legyen z a kiindulasi anyagok elbomlott koncentraciéja. Ekkor egyrészt
Ca(t) = Cag — x(1),

masrészt
Cp(t) = Cp, — z(t).
Tovéabba
C(t) = S (Cay — (1)) = (1)
és

d

Cp(t) = a(

Cp, — z(t)) = —i(t).
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Ezeket az eredményeket felhaszndlva az

i(t) =k (Cay —z(t)) - (Cp, — z(t))
differencidlegyenlethez jutunk.
Vezessiik be a g(t) = k és h(z) = (Ca, — ) - (Cp, — ) fiiggvényeket. Ekkor

teljestilnie kell az
1
——dz = t)dt
[ o= o0

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

/(CAO_x)%(CBO—:C) de:/k:dt.

A bal oldalon szerepl6 integrildst parcidlis tortekre bontds médszerével végez-
hetjiik el.

Tekintsiik az
1 L M

= +
(CAO—.%')-(CBO—x) CAO*ZL‘ CBofx
elballitast. Az egyenlet mindkét oldaldt szorozva a k6zos nevezdvel, majd ren-
dezve a jobb oldalon szerepld tagokat azt kapjuk, hogy

1=L-(Cp,—x)+M-(Cyy, —x)
l=xz-(—L—M)+ L -Cp,+ M-Cly,.
A két oldalon a megfeleld fokszamu tagokat Osszehasonlitva az
—L-M=0
L-Cp,+M-Ca, :1}

egyenletrendszerhez jutunk. Azt els6é egyenletbdl azt kapjuk, hogy L = —M.
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe

—M -Cp, + M -Cy, =1,

igy
M - (CAO — CBO) =1,
tehat
M= 1
Ca, — Cp,
Ezt felhsznalva )
L —
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A kapott eredményeket felhaszndlva azt kapjuk, hogy

/ ! L1 L 4 /kdt
Cpy—Cay Cag—2  Cag—Cpy, Cpy—=

Elvégezve az integraldsokat

1
——— |y, —2| - ==——F— In|Cp, —z| =k -t+c
CBO _ CAO ’ 0 | CAO _ CBO | BO ‘
adodik, igy azt kapjuk, hogy
1 Cay —
In A "% _ptye

Cay—Cp, = Cpy—=
Felhasznélva, hogy x(0) = 0 azt kapjuk, hogy
1 Ca,

-In =c.
Ca, — Cg, Cg,
Tehat
1 CAO — X 1 CAO
-In = -In .
Ca, — Cg, Cp,—x Cyu, —Cg, Cg,
Az egyenletet dtrendezve
1 -(thAO_J:—lnCAO)_k't?
Ca, — Cg, Cp, — Cg,
vagyis
Cy, —z(t)) - C
1 (Ca—2(®)-Cr _,
Ca, — Ch, (CBOfx(t))-CAO
Felhaszndlva a
Cao — x(t) = Calt)
Cp, —x(t) = Cp(t)
osszefiiggéseket azt kapjuk, hogy
1 .
In Calt) - Cp, =k-t

Cay—Cp,  Cg(t)-Ca,

Az egyenletet dtrendezve
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adddik. Mivel ez az egyenlet az A és B anyag koncentriacidjat is tartalmazza és

ezért az alabbi atalakitassal €éliink:
CB(t) = OBO — m(t) = CBO — CAO + CAO — x(t) = CBO — CAO + CA(t).

Ezt felhasznalva

Ca(t) _ Ca | (Cay—Cny) et
CBO_CA0+CA(t) Cg,

Az egyenletet dtrendezve azt kapjuk, hogy

C
CA(t) — 0720 . e(cAo_CBU)-k-t ) CA(t) _
0
= (Cp, — Cay) - Cao o(Cag=Ciy)-it.
Cg,
igy az A anyag koncentricidja az id6 fiiggvényében
(C, — Ca,) - %o o(Cag=Cny ) ket
CA t) = 0 _
v 1 — Can . o(Cag=Cig) kit
Ch,
= (CBO CAQ)
Chp, e(CBU—CAO) Rt

t[s]

Az el6z6hoz hasonlé szdmoldssal adédik, hogy a B anyag koncentricidja az
1d6 fiiggvényében
(Cao = CBy)

G ocag-cm) w1y

Cp(t) =

3.28. Példa. A butadién mésodrendd reakcioban dimerizdlodik a kovetkezd
reakcidegyenlet szerint
204H6 — Cngg.
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A reakcidsebességi egyiitthatd

3
k—4,9-103[ dm }
mol - s

Meghatdrozzuk, hogy 30 perc alatt a butadién hany szazaléka dimerizal6dik, ha

a koncentracidja kezdetben 0, 05 [énn‘fé ] .

Mivel A + A — D tipusi masodrendd reakciérdl van sz6 (vagyis kiindulasi
anyagok azonosak, egyenld koncentracidban), ezért a reakciésebességi egyen-
let

v(t) = Ca(t) = —k - 2C4(1).
Ez egy szeparabilis differencidlegyenlet.

Vezessiik be a g(t) = —2k és h(C4) = C3 fiiggvényeket. Ekkor teljesiilnie

kell az )
[ i@y aca= [ o

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
—dC 4 = —2k dt.
/ cz A /

Elvégezve az integrdldsokat

_%A =-2k-t+c
adddik, amibdl azt kapjuk, hogy
Ca(t) = #
2k-t—c
A kiindulési anyagok koncentréacidja kezdetben C'4(0) = 0, 05 volt, akkor
1 1
0,05:—2 = c:—0705

adodik, igy a kiindulési anyag koncentricidja az id6 fliggvényében

0,05
Calt) = ’ .
alt) 0,05-2-4,9-103 -t +1

Ezt felhasznalva

0,05 mol
1800) = ’ ~ 0,0266 | — |.
Call800) = 5055 10 105 1800 11~ 0260 [dm3]
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Ez azt jelenti, hogy a kezdeti koncentraci6 53,2%-a van jelen fél 6ra mulva,
tehat 46, 8%-a dimerizalddott.

3.29. Példa. A metil acetat lugos hidrolizise j6 kozelitéssel mdsodrendt reakcié
szerint jatszodik le:

CH3COOCH3+ OH™ — CH3COO™ + CH30H.

mol
dm3

hat6 0, 599 [ dm’® } . Mennyi id6 alatt jétsz6dik le a folyamat? Tekintsiik lejét-

mol-s

Legyen mindkét reaktdns kezdeti koncentracidja 0, 5 [ ] , a sebességi egyiitt-

szdédottnak a reakciot, ha a jelenlév koncentrcio az eredeti koncentraci6 2%-a.

Az el6bbi modell szerint a masodrend( reakcidk koncetracié-ido fiiggvénye

Ca
Co(t) = —F2>—.
alt) Cap-k-t+1
Behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy
Ca
0,02Cy, = —F>——
) Ag CAO k-t + 1’
igy .
0,02

T 0,599-0,05 -+ 1’
amib6l ¢ = 1636 [s] adédik.
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4. Szeparabilis differencialegyenletre visszevezetheto egyenletek

4.1. Definicié. Tegyiik fel, hogy g: ]0; co[— R folytonos fiiggvény. Az

differencidlegyenletet vdltozoban homogén vagy homogén fokszdmii differen-
cidlegyenletnek nevezziik.

4.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy g: ]0; co[— R folytonos fiiggvény. Az

y'(z) =g (yf)>

differencidlegyenlet visszavezethetd szeparabilis differencidlegyenletre.

Bizonyitds: Vezessiik be az

_ y(z)
ufw) = 2
fiiggvényt! Ekkor
y(z) = = - u(z),

igy
Y (z) = u(z) + z - ().
Ezt felhaszndlva az eredeti differencidlegyenlet
u(z) +z - u'(z) = g(u(z)).

Az egyenletet explict alakban felirva azt kapjuk, hogy
1
W) =~ (g(ulx) — u(x)))

amely egy szepardbilis differencidlegyenlet az u fliggvényre vonatkozéan. m
4.3. Példa. Oldjuk meg az

(z)
y(@) =e+ + ygf)

differencidlegyenletet!
Megoldas:

Vezessiik be az
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fiiggvényt. Ekkor
y(x) = o - u(x).
Az y(x) fuggvény derivaltja
Y (x) = u(z) + 2 u'(x).
Ezt felhaszndlva az eredeti egyenlet atirhatd
u(x) + -/ (z) = @ 4 u(x) = z - (z) = @)
modon, amely egy szepardbilis egyenlet.

1
Legyen h(u) = e* és g(x) = —. Ekkor az
T

/h(lu)du:/g(x)dx

egyenletet kell megoldanunk az w ismeretlenre fiiggvényre.

Az megfeleld fiiggvények behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy

/ ei“ du = / % dzx.
Az integraldsok elvégzése utdn az
—e “=Ilnzx+c
egyenlet ad6dik, amibdl az u ismeretlen fiiggvényt kifejezve
u(z) = —In(—Inz + ¢).
Mivel y(z) = x - u(x), ezért
y(xr) = —z-In(—Inz + ¢),

ahol c tetsz6leges olyan valds szdm, amelyre az el6bbi fiiggvény értelmezve
van.

4.4. Tétel. Legyen f: I — R folytonos fiiggvény, a,b,c € R. Az
y(z)=fla-z+b-y(z)+c)

differencidlegyenlet szeparabilis differencidlegyenletre visszavezethetd egyen-
let.
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Bizonyitds: Vezessiik be az u(x) figgvényt az alabbi médon:
u(z)=a-z+b-y(r)+ec
Ekkor

Az eredeti egyenletbe behelyettesitve az y(x) és i (x) fiiggvényeket azt kapjuk,

hogy
u'(z) —a

= f(u(@)),
amit atrendezve az
u'(z) =b- f(u(z)) +a
szeparabilis differencidlegyenlethez jutunk. Az u(z) fliggvény meghatdrozasa
utdn az y(z) fiiggvényt az

Osszefiiggéssel hatarozzuk meg. m
4.5. Példa. Oldjuk meg az
y(x)=z+yx),  y(0)=2

kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
Vezessiik be az

u(z) =z + y(x)
fiiggvényt! Ekkor

u'(z) =1+ (x).
A helyettesités utdn az

u'(x) — 1 =u(z)
differencidlegyenletet kapjuk. Az egyenletet atrendezve

'(z) =1+ u(z)

adédik, amely egy szeparabilis differencidlegyenlet.
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Legyen h(u) = 1+ u és g(x) = 1. Ekkor az

/h(lu)du:/g(x)dx

egyenletet kell megoldanunk az u ismeretlenre fiiggvényre.

Az megfeleld fiiggvények behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy

1
/ du:/ldx.
1+u

Az integralasokat elvégezve azt kapjuk, hogy

In|l+ul=xz+c¢
adodik, igy
u(z) =C-e* —1.
Mivel y(z) = u(x) — z, ezért a differencidlegyenlet megolddsa
y(x)=C-e" —1—u.
Mivel y(0) = 2, ezért
2=C-1 = C =3.
Tehat az egyenlet megolddsa
ylx) =3-e"* —1—u.

4.6. Tétel. Legyen I egy nyilt intervallum és g: I — R folytonos fliggvény.
Legyenek tovabba a, ae, 51, 81, 71, Y2 valés szamok. Ekkor az

/(x) B (al x+51 y($)+"}/1>
> & az-x+ P2 y(x) + 72

differencidlegyenlet szepardbilis egyenletre visszavezethetd.

Bizonyitds: Ha
aq 51
det = - By —ag - 0,
e( ) 3,2> ay-fBy—ag- B #

akkor az

arr+ 1y +v1=0
o + foy +v2 =0
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linedris egyenletrendszer egyértelmlien megoldhat6. Legyen az egyenletrend-
szer megoldésa az (x; yo) szampar. Vezessiik be az u véltozot és a v(u) fugg-
vényt igy, hogy

r=u-+ xo

Yy=v+yo
teljesiiljon! Ezzel a transzforméacioval a differencidlegyenlet

oo = (2t

alaku lesz, amibdl azt kapjuk, hogy

vl(u) —_ ( 1 Bl UZ;) ’
Qg + B2 =~
amely egy homogén fokszamu differencidlegyenlet a v fiiggvényre nézve.
Ha

det(a1 g;)zal'ﬁ2_a2‘/81:07

a2
akkor
o _ By
az P2
Masrészt a fenti determindns nulla volta miatt az is teljesiil, hogy
a1z + By = A - (aez + Bay).
Vezessiik be a
v'(x) = ar-x+ B -y(x)
fiiggvényt! Ekkor
A-v(@) + 7
v :Oq—i-ﬁl‘lx :a1-|-IB1. <
(2) (@) (ST o

amely egy szepardbilis differencidlegyenlet. m
4.7. Példa. Oldjuk meg az

J () = dr —y(x)+ 7

S 2z +y(x) -1

differencidlegyenletet.
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4 -1
da(Q 1)26#&

de—y+7=0
2r+y—1=0

Mivel

ezért meg kell oldanunk a

egyenletrendszert. A két egyenletet 6sszeadva 6x + 6 = 0 adédik, igy x = —1.
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy y = 3.

Hajtsuk végre az
r=u—1
y(z) = v(u) +3
helyettesitést! Ekkor azt kapjuk, hogy
4-(u—1)—v(u) —=3+7  4u—v(u) 42w

2-(u—1)+v(w)+3-1 2u+ov(u) 94 2@

V' (u) =

Vezessiik be a

fiiggvényt! Ekkor

igy
v'(u) = z(u) +u- 2 (u).

Ezt felhasznalva a
4 — z(u)

T2+ 2(u)
differencidlegyenlethez jutunk. Az egyenletet explicit alakra hozva

—ZU—ZU—Z2'LL
= L. A2 = 250) — 22

u 2+ z(x)
adodik. Az 6sszevonds utdn azt kapju, hogy
1 4—-3z2(u) — 2% (u)

z(u) +u- 2 (u)

/
#lu) = u 2+ z(u)
Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet. Legyen
4—3z—22
h(z) =~ 22— %

24z
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mm:%.

/h(lz)dz:/g(u)du

egyenletet kell megoldanunk az z ismeretlenre fiiggvényre.

Ekkor az

Az megfeleld fiiggvények behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy

24z 1
———dz= | —du.
/—22—3z+4 : /u b

A bal oldalon szerepld integralt atalakitva azt kapjuk, hogy

/ 2+ 2z d
— | ————d=.
2243214

A kapott integralt a parcidlis tortekre bontds mddszerével végezhetjiik el.

El6szor szorzatta alakitjuk a tort nevez6jét. Ehhez keressiik a 22 + 3z — 4
polinom gyokeit. A mdsodfokud egyenlet megolddképletét felhasznélva

-3++v9+16 —3+£5

2 2

212 =

adodik, igy 1 = 1, illetve x5 = —4. Ezt felhaszndlva
P2 43z2—4=(2-1)-(z+4).

Tehat azt kapjuk, hogy

_/szz__/ 242 4,
22432—-4 (z—1)-(z+4)

A fenti tortet felbontjuk parcidlis tortek Osszegére:
24z A B

(z—1)-(2+4) z—1+z+4'

Meghatarozzuk az A és B egyiitthatokat. Mindkét oldalt szorozva a kzos ne-
vezdvel azt kapjuk, hogy

24+2=A-(2+4)+B-(2—1).
Felbontjuk a zaré6jelet, majd z hatvanyai szerint csoportositjuk a tagokat. Ekkor

azt kapjuk, hogy
2+2=2-(A+B)+4A-B
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adddik. A jobb oldal pontosan akkor egyezik meg a bal oldallal, ha az z egyiitt-
hatéja és a konstans tag megegyezik a két oldalon, azaz ha teljesiil az alabbi
egyenletrendszer:

1= A+ B
2=4A- B.

A két egyenletet Osszeadva A = % adddik, amelyet visszahelyettesitve az els6
egyenletbe azt kapjuk, hogy B = % Tehat

_/ 2+2 dz__s/ L2 1
(z=1)-(z+4) ~ 5 J z—1 5 z+4

3 2
:—g‘ln|z—1|—g-ln|z+4|+c1.

Masrészt

1
/duzln]u\ + co.
u
Tehat azt kaptuk, hogy

3 2
—g-ln]z—1|—g‘ln|z+4|zln]u\—FC.

A kapott egyenlet mindkét oldalat —5-tel szorozva és a logaritmus azonossigait
felhasznélva azt kapjuk, hogy

(z—1)3-(z—|—4)2:%.

3 2
G- (-5
u u u
A kapott egyenletet atalakitva azt kapjuk, hogy
(v —u)? - (v+ 4u)? _C

Mivel z = % ezért

ud ud’

s

18y
(v—u)® (v+4u)? = C.

Mivel v = y—3 ésu = x+1, ezért a differencidlegyenlet dltaldnos megoldédsara
(y(z) —z — 4)2 (y(z) + 4z + 1)2 =C

adédik, ahol C' € R tetszdleges.
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4.8. Példa. Tekintsiik az

/() = 2 + y(z) + 3
Y - dx +2y(z) + 2

differencidlegyenletet!

Mivel
2 1
det < 4 9 > =0,

u(z) = 2z 4+ y(x)

ezért be kell vezetniink az

fliggvényt. Ekkor
u'(z) =1 -2 (x),

s

12y
() = (z) - 2.
Ezt felhaszndlva a differencidlegyenlet
+3
w(e) 2u(x) + 2
alakdra frhat6 at. Az egyenletet explicit alakra hozva azt kapjuk, hogy

7 )7u(az)+3+4u(az)+4
R /S 2u(x) + 2 ’

12y
roy du(z)+ 7
u(z) = 2u(z) + 2

adddik, ami egy szeparabilis differencidlegyenlet.
Legyen h(u) = 3“tT és g(x) = 1. Ekkor az

= 2u+2
/h(lu)du:/g(x)da:

egyenletet kell megoldanunk az v ismeretlenre fiiggvényre.

A megfeleld fliggvények behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

/2u+2du:/1d$.
Su+7

59
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Mivel
2u+2 2 u+1 2 u—l—%—%
5u+7:g.u+%:5' u—l—% -
2 %= 2 4
5w+l 5 25u+35
ezért

2u+ 2 2 4
du=Zu——.In|2
/5u+7 u=gu— o n |25u + 35| + ¢,

igy a differencidlegyenlet megolddsa azon u fliggvény, amelyre teljesiil, hogy

2 4
Felhaszndlva, hogy v = 2x + y azt kapjuk, hogy
2
g~(2:U—|—y)—%-ln‘25-(2m+y)+35’ =z +C,

ahol C' € R tetszbleges.



KOZONSEGES ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK ES ALKALMAZASAIK 61

5. Elsorendii linearis homogén differencialegyenletek

5.1. Definicié. Legyen a: I — R folytonos fiiggvény. Az
y'(@) +a(@) y(@) =0

differencidlegyenletet elsdrendi, linedris, homogén differencidlegyenletnek ne-
vezzik.

5.2. Példa. Az
Y (z) —6y(z) =22 + 22 — 1

differencidlegyenlet els6rendd, linearis, konstansegyiitthatds, homogén egyen-
let.

5.3. Példa. Az
Y (z) —6x-ylx) =22 +2z -1

differencidlegyenlet elsérend, linedris, fiiggvényegyiitthatés, homogén egyen-
let.

5.4. Tétel. Az elGbbi definicioban szerepld differencidlegyenlet dltalinos meg-
oldésa

y(z) = C e Ja@de,

ahol C' € R tetszbleges.

Bizonyitds: Az y'(z)+a(x)-y(z) = 0 egyenletet dtrendezve azt kapjuk, hogy
Y () = —a(z) - y(2),

amely egy szeparabilis differencidlegyenlet.

Ennek megolddsat tigy kapjuk, hogy az

/;@Z/QM@M

egyenletbdl kifejezziik az ismeretlen y fliggvényt:

mm:/ﬁdmm.

Ebbdl y-t kifejezve
y(x) —C. effa(m)dz
adaddik, ahol C' € R tetsz6leges.
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A kapott y(x) fiiggvény valéban megolddsa az eredeti egyenletnek, ugyanis
(e—fa(x)dx)/ + CL(LE) . e—fa(:p)dx _

— o Ja@)dx ( _ a(x)) + a(x) Lo~ Ja@)dz _ 0.
Ezzel az allitast igazoltuk. m

5.5. Példa. Az
y'(z) + 2z - y(z) =0
egyenlet elsdrendd, linedris, homogén differencidlegyenlet. Az altaldnos elmé-

letben szerepld a fiiggvény jelen esetben a(x) = 2x. Az egyenlet éltaldnos
megoldasa

y(x) =C.e JTd 0.
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6. Elsorendii linearis inhomogén differencialegyenletek megoldasa
konstansvarialassal

6.1. Definicié. Legyenek a,b: I — R adott, folytonos fiiggvények. Az
y'(z) + a(z) - y(z) = b(x)

differencidlegyenletet elsdrendii linedris differencidlegyenletnek nevezziik. Ha
b(x) = 0, akkor az egyenletet homogénnek, ellenkezs esetben inhomogénnek
mondjuk. A b fiiggvényt szokas zavard fiiggvénynek is hivni.

6.2. Megjegyzés. Az, hogy egy differencidlegyenlet linedris azt jelenti, hogy
az ismeretlen fiiggvény és annak derivaltja els6foku vagy nulladfokd hatvanyon
van, tovabba az ismeretlen fiiggvénynek €s derivaltjanak valamilyen adott szam
vagy fliggvényszerese €s ezek 0sszege (kiillonbsége) szerepel.

6.3. Példa. Az y/'(z) = 2y(x) + Inz differencidlegyenlet elsSrendd fiiggvény-
egylitthatds linedris inhomogén.

6.4. Tétel. Legyenek a,b: I — R adott, folytonos fiiggvények. Az
y'(z) +a(z) - y(z) = b(=)
linedris differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa
y(@) = yn(x) + yp(z),

ahol y, a homogén linedris differencidlegyenlet éltaldnos megoldésa, és vy,
pedig az inhomogén linedris differencidlegyenlet egy partikuldris megolddsa.

Tehét egy elsérendi linedris inhomogén differencidlegyenlet dltalanos megol-
dasa a megfelel6 homogén egyenlet altalanos megolddsa, valamint az inho-
mogén egyenlet egy partikuldris megolddsanak osszegeként 4ll eld.

Bizonyitds: El6szor megmutatjuk azt, hogy az inhomogén egyenlet két par-
tikularis megolddsanak kiilonbsége megoldasa az inhomogén egyenlethez tar-
tozé homogén egyenletnek.

Ha y; és yo partikuldris megolddsai az
y'(z) +a(z) - y(z) = b(x)
differencidlegyenletnek, akkor egyrészt
vi(@) +a(@) -y (x) = b(x),

masrészt
yo(z) + a(x) - y2 () = b(x).
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Ha képezziik az el6bbi két egyenlet kiilonbségét, akkor azt kapjuk, hogy
V(@) = ya(@) + a(@) - (n1(2) — ya(w)) = 0.
A derivalt fiiggvény additiv tulajdonsdga miatt
/
Vi (@) —ya(z) = (v(2) — p2(2)) (2),
fgy /
(y1(2) = y2(2)) +alz) - (y1(2) — ya(2)) =0,

tehat az y; — yo fliggvény valéban megoldésa az

Y (x) +a(z) y(z) =0
homogén egyenletnek.
A homogén egyenlet megoldasfiiggvényét y,-val jelolve azt kapjuk, hogy

yn(x) = yi(x) = y2(x),
igy

y1(z) = yn(@) + y2(2),
tehdt az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa valéban a homogén egyenlet

dltaldnos megolddsdnak és az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldadsa-
nak Osszegeként all elS. m

6.5. Megjegyzés. Egy inhomogén linedris egyenlet megoldadsat tehat megha-
tarozhatjuk dgy, hogy el6szor megoldjuk a (megfelel6) homogén egyenletet,
majd megkeressiik az inhomogén egyenlet egy megolddsiat. Az inhomogén
egyenlet egy megolddsdnak megkeresésére tobb maddszer is létezik. Ezek ko-
ziil a kovetkez6kben els6ként az dgynevezett konstansvaridlds mddszerét is-
mertetjiik.

6.6. Eljaras. (konstansvarialas)
A modszer 1ényege az

y(@) = yn(r) + yp(z)
dltaldnos megolddsaban taldlhat6 yp, () és yp(z) fiiggvények megkeresése.
El6szor meghatarozzuk a homogén differencidlegyenlet dltalanos megoldaséat.
Legyen ez

yn(x) = C - y1(w),

ahol C' € R és y;(x) ahomogén egyenlet egy megoldédsa. Ezutdn az inhomogén
egyenlet egy megolddsat

yp(z) = C(z) - ()
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alakban keressiik (vagyis a homogén egyenlet dltaldnos megolddsdban szerepld
C konstanst kicseréljiik egy C'(x) fiiggvényre).

Ezutdn az y,(z) fliggvényt visszahelyettesitjiik az eredeti (inhomogén) differ-
encidlegyenletbe, majd abb6l meghatarozzuk a C'(x) fuggvényt.

6.7. Tétel. Legyenek a,b: I — R adott, folytonos fiiggvények és b(x) # 0.
Az

y'(z) +a(z) - y(z) = b(x)
linedris inhomogén differencidlegyenlet egyik partikuldris megolddsa mindig
megadhato konstansvaridlds segitségével.

Bizonyitds: Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat
yp(x) = C(z) - yn(z)
alakban keressiik, ahol y,, az
y'(z) +a(@) y(z) =0

egyenlet egy nem azonosan zérus megolddsa, vagyis

yn(@) + a(@) - ya(z) = 0.
Az y, fliggvény deriviltfiiggvénye

yp(x) = C'(z) - yn(x) + C(2) - yp(2)-
Ezt behelyettesitve az eredeti inhomogén differencidlegyenletbe a
C'(@) - yn(x) + C(2) yp(x) + a(x) - C(z) - yn(x) = b(x)
egyenlethez jutunk. Az egyenletet atalakitva
C'(z) - yn(x) + C(x) - (yp(@) + a(z) - yn(2)) = b(z)

adddik. Felhaszndlva, hogy vy, megolddsa a homogén egyenletnek azt kapjuk,

hogy
C'(x) - yn(z) = b(x).

Ebbdl kifejezve a C' () fiiggvényt

yn(x)
Mivel a kapott C'(z) fiiggvény folytonos fiiggvények hanyadosa, ezért & maga
is folytonos, igy létezik primitiv fiiggvénye. Elegendd egyetlen primitiv fiigg-
vényt magadni (példaul a O konstanshoz tartozot), mert csak egy megoldasat
szeretnénk megadni az inhomogén egyenletnek. m
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6.8. Megjegyzés. A konstansvaridlds modszere els6rendd linedris inhomogén
differencidlegyenletek esetén az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolda-
sdnak megkeresésére alkalmazhatd. Az algoritmus miikddik fliggvényegyiitt-
hatés €s konstansegyiitthat6s differencidlegyenletek esetén is. A kovetkezd
két fejezetben olyan moédszerekkel ismerkediink meg, amelyek csak édllandé
egylitthatés (inhomogén) linedris differencidlegyenletek partikuldris megolda-
sédnak megkeresésére haszndlhatdak.

6.9. Példa. Oldjuk meg az

differencidlegyenletet!
Els6 1épésben megoldjuk az 3/ (x) = y(x) homogén egyenletet.
Az y'(z) — y(z) = 0 egyenlet dltaldnos megolddsa
yp=C-e S 1 = . e,
Ezutan az inhomogén egyenlet egy megoldasat
yp = C(z) - €
alakban keressiik. Ezt visszhelyettesitve az eredeti differencidlegyenletbe azt
kapjuk, hogy
(C(z)-e®) = O(x) - e® +e".
Elvégezve a derivalast azt kapjuk, hogy
C'(x) e+ C(x)-e" = C(x) - e” +e”.
Vegyiik észre, hogy a C'(z)-et tartalmazé tag kiesik (ennek a tagnak mindig ki
kell esnie). Ha az e” kifejezéssel egyszerfisitiink, akkor a C’(z) = 1 egyen-
lethez jutunk. Ennek egy primitiv fiiggvénye (elegendd egy primitiv fiiggvény,
mert egy megolddst keresiink) C'(x) = x. Tehdt az inhomogén egyenlet egy
partikuldris megoldédsa
yp = - e”.

Az eredeti inhomogén differencidlegyenlet dltalinos megoldésa

y=yn+yp=0C-e"+zx-e"=(C+x)- e
6.10. Példa. Oldjuk meg az

2

y(x) =2z y(x) =e

differencidlegyenletet!
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Els6 1épésben megoldjuk az
Y (x) =2z y(z) =0

homogén egyenletet. Az egyenlet dltalinos megolddsa

yn = C - o= J—2wde _ C.ex2.
Ezutdn az inhomogén egyenlet egy megoldasat

yp = Cla) "

alakban keressiik. Ezt visszhelyettesitve az eredeti differencidlegyenletbe azt
kapjuk, hogy

2

(C(z)- emz), —22-C(z)-e"=¢e"".
Elvégezve a derivalast azt kapjuk, hogy
C'(z) - ™ C(x) - e 2 — 2z - C(z) - e =",
Vegyiik észre, hogy a C'(z)-et tartalmazé tag kiesik (ennek a tagnak mindig ki
kell esnie). Az egyenlet rendezése utdn azt kapjuk, hogy
C'(z) =1,
aminek egy primitiv fiiggvénye (elegendd egy primitiv fliggvény, mert egy

megoldast keresiink) C'(x) = x. Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris

megolddsa
1,2
Yp =T € .

Az eredeti inhomogén differencidlegyenlet dltalinos megolddsa

y:yh+yp:C-ex2—|—acex2:(C+x)~ex2.
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7. Elsorendii konstansegyiitthatos linearis inhomogén
differencialegyenletek megoldasa probafiiggvénnyel

7.1. Megjegyzés. Ebben a fejezetben els6rendli konstansegyiitthatés linedris
inhomogén differencidlegyenlet partikularis megoldasanak meghatarozasara is-
mertetiink egy mddszert, amelyet prébafiiggvény modszernek szokas nevezni.

7.2. Eljaras. (prébafiiggvény)

Abban az esetben, ha az els6rend{i linearis inhomogén differencidlegyenlet kon-
stansegylitthatds, tovdbba a zavard fiiggvény specidlis alakd, nevezetesen poli-
nom-, exponencialis-, szinusz-, vagy koszinuszfiiggvény, tovabba ezek 0sszege
(vagy kiilonbsége), akkor a differencidlegyenlet partikularis megoldasa a zavar6
fliggvényhez hasonlé szerkezetli lesz. Az aldbbi tablazatban Osszefoglaljuk,
hogy az egyes esetekben milyen tigynevezett probafiiggvényt hasznalhatunk a
partikuldris megoldds meghatarozasahoz.

Ha a partikuldris megolddsban nincs olyan tag, ami a homogén egyenlet meg-
oldésa lenne, akkor

zavar6 fliggvény a partikuldris megoldds 4ltaldnos alakja
ap -+ ... +a1-x+ ag Ay -2+ ...+ A - x+ Ag
a- eOé.Z’ A . eax
a - sin(ax) A -sin(ax) + B - cos(ax)
a - cos(ax) A -sin(ax) + B - cos(ax)

Ha a partikuldris megolddsban van olyan tag, ami a homogén egyenlet megol-
dasa lenne, akkor

zavaro fliggvény a partikuldris megold4s 4ltaldnos alakja
ap -+ ...+ a1 -z + ag z(Ap-a™+ ...+ Az + Ap)
a-e*® A-x-e*®
a - sin(ax) Az (sin(ax) + B - cos(ax))
a - cos(ax) Az (sin(ax) + B - cos(ax))

Ebben az esetben (vagyis ha a prébafiiggvény valamely tagja csak konstans
szorzdban tér el a homogén egyenlet dltalanos megoldasatol) igynevezett rezo-
nancidrol beszéliink.
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7.3. Példa. Tekintsiik az
y'(z) — 2y(x) = 62 + 2
differencidlegyenletet!
A megfelel6 homogén egyenlet
Y (x) —2y(z) = 0.
A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldédsa
yh:C-e_f_Zdl’:C-eQx.
A probafiiggvényt
yp(z) = Az + B

alakban keressiik. Ekkor
y;(x) = A.

Az y, és y; fliggvényeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt
kapjuk, hogy
A—-2-(Az+ B) =6z +2.

A tagokat fogszadm szerint rendezve
—2Ax+A—-2B=06x+2

—2A = 6
A - 2B = 2 |~
Az egyenletrendszer megolddsdra azt kapjuk, hogy A = —3és B = —2,5.

Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasa
yp(x) = =3z — 2, 5.

adodik. Tehat

Ezt felhaszndlva az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa
y(z) = yp(z) + yp(z) = C - e?® — 3z —2,5.

7.4. Példa. Tekintsiik az

Y () = 3y(z) = e**

differencidlegyenletet!

A megfelel6 homogén egyenlet

y' () = 3y(z) = 0.
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A homogén egyenlet 4ltaldnos megolddsa
yh:C‘effdex:C'e&v.

A prébafiiggvényt
hpl) = A%
alakban keressiik. Ekkor
yp(x) = 2A - e’

Az y, és y;) fliggvényeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt
kapjuk, hogy
24 e —3A4.e% =¥

Y

z

18y

—A. eQa; — eQx’
amibdl A = —1 adddik. Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megol-
déasa

Yp(x) = —e””.

Ezt felhaszndlva az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa
y(x) = yp(x) + yp(z) = C - 3% — .
7.5. Példa. Tekintsiik az
y'(x) — 6y(z) = 6 +€”
differencidlegyenletet!
A megfelel6 homogén egyenlet
Y () — 6y(z) = 0.
A homogén egyenlet dltaldnos megolddsa
yn = C.e ) 6dr — . b7
A prébafiiggvényt
yp(x) =Ax+ B+ D -e"
alakban keressiik. Ekkor
yn(x) = A+ De’.
Az y, és yz’) fliggvényeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt
kapjuk, hogy

A+De" —6-(Ax+ B+ D-e") =6z +e€”,
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s

18y
—6Ax +A—6B —5D -¢* =6z +¢”,

amibdl a megfeleld tagok Osszehasonlitasabol egyrészt —6A = 6, vagyis A =

—1 adédik, mdsrészt A — 6B = 0, igy B = —¢ és D = —1. Tehdt az
inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa
Yp() =675
Ezt felhaszndlva az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa
1 1 5,

7.6. Példa. Tekintsiik az

y'(z) = 3y(x) = &

differencidlegyenletet!
A megfelel6 homogén egyenlet
y'(z) = 3y(z) = 0.
A homogén egyenlet altaldnos megoldasa
yn = C .o f-3de _ 0. g3

A prébafiiggvényt

yp(x) = A- 2"

alakban keressiik. Ekkor
yp(x) =24 - e,
Az y, és y; figgvényeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt
kapjuk, hogy
24 €% — 34 ¥ =%,

z

18y

—A. eQx _ e2w7
amib8l A = —1 adddik. Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megol-
dédsa

Yp(x) = —e””.

Ezt felhaszndlva az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa

y(x) = yn(z) + yp(z) = C - Q3T _ o2
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8. Elsorendii konstansegyiitthatos linearis inhomogén
differencialegyenletek megoldasa Laplace-transzformacioval

8.1. Definicié. Az f: [0; 0o[— R figgvény Laplace-transzformdltjanak nevez-

ziik az
:/f(t)-estdt
0

figgvényt amennyiben az el6bbi improprius integral véges. Ilyenkor az f fiigg-
vényt generdtorfiiggvénynek is mondjuk. Az f fliggvény Laplace-transzfor-
maltjat £[f] médon is szokas jelolni.

Ha ismerjiik egy generatorfiiggvény Laplace-transzformaltjat, akkor a genera-
torfliggvényt inverz Laplace-transzformdcioval kapjuk meg a Laplace-transz-
formaltbSl. Az F fiiggvény inverz Laplace-transzformdltjat £~ [F] médon
jeloljiik.

8.2. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy a fenti integrdl s > 0 esetén lesz kon-

vergens, igy a fejezet tovabbi részeiben feltessziik, hogy s > 0.

8.3. Tétel. A Laplace-transzforméacié additiv tulajdonsagu. Ez azt jelenti, hogy
ha f,g: [0; co[— R esetén

L[f + g] = L[f] + L[g].

Bizonyitds: Felhasznalva a Laplace-transzformalt definicidjat és az integral
additiv tulajdonsagat azt kapjuk, hogy

[e.e]

E[f+g]=/(f+g) oot dt = /f et dts
0

0
+ [ g(t)-e™"dt = L[f] + L g,
[

amivel igazoltuk az allitast. m

8.4. Tétel. A Laplace-transzformacié homogén tulajdonsagu, ami azt jelenti,
hogy f: [0;00[— R és a € R esetén

Lla- f]=a- L[f].
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Bizonyitds: Felhaszndlva a Laplace-transzformalt definici6jit és az integrél
homogén tulajdonsdgat azt kapjuk, hogy

Lla- f] =/(a'f)(t)'e_Stdtza-/f(t)'e_“dtza-ﬁ[f],
0 0

amivel igazoltuk az 4llitast. m

8.5. Kovetkezmény. A Laplace-transzformacié linedris tulajdonsagud, ami azt
jelenti, hogy f,g: [0;00[— R és a, 5 € R esetén

Lla- f+B-g] = L[f]+ - L[g].
Bizonyitds: Mivel a Laplace-transzformalt additiv és homogén, ezért
Lla-f+5-9l=Lla-fl+L[B-gl = - L[f1+ B Llg],
amivel igazoltuk az allitast. m

8.6. Tétel. (Derivalt figgvény Laplace-transzformaltja)
Ha f: [0; oo[— R differenciélhat6 fiiggvény, akkor

LIf]=s-1f] = f(0).

Bizonyitds: Felhasznalva a Laplace-transzformalt definiciéjat és parcidlis in-
tegralas tételét azt kapjuk, hogy

L[f]= / Ft)-etdt= lim [ f'(t) e~ dt =
0

0

&
C

= lim [f(t)-es-t } —lim [ f(t) et (—s)dt =

CcC—r 00 0 Cc— 00 O
= tim 1 p0) i [ 50 e (e =
0

amivel igazoltuk az allitast. m

8.7. Tétel. (csillapitsi tétel)
Tekintsiik az f: [0; co[— R fiiggvényt és legyen A € R. Ekkor

L [e—“ : f(t)} = L[5+ .
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Bizonyitds: Felhaszndlva a Laplace-transzformalt definicidjét azt kapjuk, hogy

o0 o0

L [ef)\-t . f(t)] — /e fstd /e (A 5)-t
0
L

0

A+ s],

amivel igazoltuk az 4llitast. m
8.8. Tétel. Ha f: [0; 00] — R a pozitiv félegyenesen szakaszonként folytonos

€s exponencidlisan feliilr6l korlatos, azaz van olyan M > 0 és sg valés szam,
hogy

f(t) < M -e™,

akkor az f fliggvénynek 1étezik Laplace-transzformaltja.

8.9. Tétel. Az f(t) = 1 fiiggvény Laplace-transzformaltja

Bizonyitds: A Laplace-transzformalt definici6ja szerint

[e.9] Cc

L[1] = /e_St dt = lim [ e *dt =
CcC—00
0 0
, e st ¢ et 11
= lim = lim + - =
croo | =8 | c—00 —8§ S S

amivel igazoltuk az 4llitast. m

8.10. Tétel. Az f(t) = t fiiggvény Laplace-transzforméltja
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Bizonyitds: A Laplace-transzformalt definicidjét és a parcidlis integrilds tételét
alkalmazva azt kapjuk, hogy

o0 Cc

L[t] :/t-e_Stdt: lim [ t-e S'dt =

Cc— 00

—8 c—00 —S
0
0
e—st e—ﬁ ¢
= lim |t- - — =
c—00 —S S
0
e—S'C e—S c 1 1
= lim (¢ — ==
c—00 -5 52 sz s
ugyanis
—S8-C
lim =0
c—oo 8§
és a L’ Hospital-szabély szerint
—S§-C
lim ¢ = lim — =
c—00 —S c—oo  e5C.g

Ezzel igazoltuk az allitast. m

8.11. Tétel. Legyen n € N. Az f(t) = t" fuggvény Laplace-transzformaltja

n!
8n+1'

L[t"] =
8.12. Példa. Az
ft)=1t>—t* +5t+2

fiiggvény Laplace-transzformaltjara a linearitds tulajdonsdga miatt és felhasz-
ndlva az elébbi tétel allitasat azt kapjuk, hogy

L[f] = L[t? —t* + 5t + 2] = L[t3] — L[t} + 5L[t] + L[2] =

N N - 2
st 83 2 s
6 —2s+5s% +25°  25° 4552 —25+6

st 54
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8.13. Tétel. Legyen a € R. Az f(t) = e®? fiiggvény Laplace-transzforméltja
1

s—a

E[eat] —_

Bizonyitds: A Laplace-transzformadlt definicidjat alkalmazva azt kapjuk, hogy

oo (0.)
Lle™] = /e“t e st dt = /eat ce st dt =
0 0
(o0 C
(a—s)-t : (a—s)-t . ela—s)t ‘
= le dt = lim [ e dt = lim =
c—00 c—00 a— S
0 0
i e(afc)-t 1 1
= lim — = .
c—o0o Q4 — S a— S S—a

Ezzel igazoltuk az allitast. m

8.14. Példa. Az
f(t)=e* +e73
fliggvény Laplace-transzformaltjara a linearitds tulajdonsaga miatt és felhasz-
ndlva az el6bbi tétel allitasat azt kapjuk, hogy
L[f] = Lle* +e3 = L[e*] + L]e ™™ =
1 1 s+3+s—2  2s+1

s—2+s+3: (s—2)-(s+3) s2+s5-6

8.15. Tétel. Legyen w € R. Az f(t) = sin(w - t) fiiggvény Laplace-transzfor-
maltja

. w
£[Sln(w . t)] = m

Bizonyitds: A Laplace-transzformalt definici6jat alkalmazva azt kapjuk, hogy

o0
Llsin(w - t)] = /sin(w 1) e St dt,
0
Els6 1épésben meghatdrozzuk a sin(w - t) - e~ *¢ fiiggvény egy primitiv fiiggvé-
nyét. A parcidlis integralds képletét kétszer alkalmazva azt kapjuk, hogy

e—st e—st
/sin(w 1) et dt = sin(w - t) - - /w -cos(w - t) - dt =

—S —S

efst efst
—<w-cos(w't)' —i—/wQ-sin(w't)- 5 dt).

52 s

—st

=sin(w-t) -
—s
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Tehat
2 i .t . -t
(£ 1) funtory-earm (ot _ocntern) e
s —5 s
igy

/sin(w t)-e S dt =

2 .
-t . ot
s <sm(w ) w-cos(w )) st

e —s 52
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

(e 9]

/sin(w t)-e St dt =

0

L (et o)

w? 4+ 82 c—oo -5 52

0
52 ) sin(w-¢) w-cos(w-c) e W
= 55| lm E > Sl
w*+ s €c—00 —5 S s
s w w

T wlts? 2 wlis?

Ezzel igazoltuk az 4llitast. m

8.16. Tétel. Legyen w € R. Az f(t) = cos(w - t) fiiggvény Laplace-transzfor-
maltja

5

s2 4+ w?’

Bizonyitds: A Laplace-transzformalt definici6jat alkalmazva azt kapjuk, hogy

[e.o]

Llcos(w - t)] = /cos(w -t) e St dt.
0

Llcos(w - t)] =

Els6 1épésben meghatdrozzuk a cos(w - t) - et fiiggvény egy primitiv fiiggvé-
nyét. A parcidlis integralas képletét kétszer alkalmazva azt kapjuk, hogy

—st e
+/w-sin(w~t)~

—S

efst efst
+ (w-sin(w-t)- 5 —/w2-cos(w-t)- 5 dt>.

—st

dt =

/cos(w 1) e dt = cos(w - t) - ©
—s
—st

= cos(w - t) -
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Tehat
2 .
ot . -t
<w2 + 1) . /cos(w 1) e Stdt = (COS(w ) +2 smgw )> et
s —$ s
igy

/cos(w t)-e S dt =

2 :

-1 : 1

s . cos(w-t) w-sin(w-t) ety
w? + 2 -5 52

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

o

/cos(w t)-ettdt =

0

=t [( e ) ]

w? 4+ 52 oo —5 52 0 N
_ 52 A tim cos(w - ¢) - sin(w - ¢) ) - 1\ _
w? + 52 \cooo -5 52 s
52 1 s

WIts? s wlts?
Ezzel igazoltuk az allitast. m
8.17. Példa. Az
f(t) = —2cos 6t + 5sin 6t
fiiggvény Laplace-transzformaltjara a linearitds tulajdonsdga miatt és felhasz-
ndlva az el6bbi két tétel allitasat azt kapjuk, hogy
L[f] = L[—2 cos 6t + 5sin 6t] = —2L[cos 6t] + 5L[sin 6t] =
s 6 —2s5+ 30
5% 4 36 s2+36 s2+36
8.18. Tétel. Legyenn € Nésa € R. Az
ft) =t et

fiiggvény Laplace-transzformaltja
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8.19. Megjegyzés. A Laplace-transzformdacié alkalmazhat6 tobbek ko6zott kons-
tansegyiitthatds linedris differencidlegyenletre vonatkozé kezdetiérték feladat
megoldédsdra is. Laplace-transzformécidval az emlitett tipust differencidlegyen-
let egy algebrai egyenletté transzformalhat6, amely egyenletbdl meghatirozhat6
az ismeretlen fiiggvény Laplace-transzformaltja, amib6l megadhat6 a kezdeti-
érték feladat megoldésfiiggvénye.

8.20. Példa. Megoldjuk Laplace-transzformacidval az
y'(t) —6y(t) =2t +1, y(0)=0
kezdetiérték feladatot!

Els6ként vegyiik a differencidlegyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzfor-
maltjat! Ekkor azt kapjuk, hogy

Lly'(t) — 6y(t)] = L[2t + 1.
Felhasznalva a Laplace-transzformadlt linearitdsit
L[y'] —6L[y] = L[2t + 1]

adaodik.
Mivel
LIyl = s Lly] —y(0)
és
ct 1] =22+ 1] = 2 +
N sz s
ezért az
2 1
s+ Lly] —y(0) = 6Ly = 5 +
egyenlethez jutunk.
Mivel y(0) = 0, ezért
2 1
-Lly] —6LYy| == + -
s+ Lly] - 6L[y] = = +
Az egyenletet atrendezve
2 1

Llyl-(s—6)=—+—
s (5= 6)= 5+
adodik, amibdl kifejezve a L[y] kifejezést azt kapjuk, hogy

Lly] = 822(1—86)



80 DR. KEZI CSABA GABOR

A kapott tortet parcidlis tortek 6sszegére bontva
2+s A B C
s2.-(s—6) s s s5—6

adddik. Az egyenletet szorozva a k6zos nevezdvel azt kapjuk, hogy

24+s=A-5-(s—6)+B-(s—6)+C-s°
A tagokat mindkét oldalon fokszdmuk szerint csoportositva

(A+C) s>+ (—6A+B)-s—6B=s+2
adddik. A két oldalon a megfeleld fokszdmu tagok egyenl8ségébdl azt kapjuk,
hogy

A + C =0

—-6A + B =1

— 68 = 2
Az utolsé egyenletbdl B = —% kovetkezik. Ezt behelyettesitve a masodik
egyenletbe azt kapjuk, hogy A = —%. Ezt felhasznélva az els6 egyenletbdl

C = 2 adédik. Tehdt azt kaptuk, hogy

21 1 1 2 1

Llyl=—2.2_Z. — 4 2.
Wl=-55"3 2% 9 576

Ebbdl a kezdetiérték feladat megolddsara azt kapjuk, hogy
2 1 2

)= —— — .t . eft
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9. Bernoulli differencialegyenlet

9.1. Definicié. Legyen I egy nyilt intervallum, « € R\{0; 1}, tovdbbd legyenek
p,q € I — R folytonos fiiggvények. Az

y'(z) +p(@) - y(z) = q(z) - y*(2)
differencidlegyenletet Bernoulli-differencidlegyenletnek nevezziik.

9.2. Tétel. A Bernoulli-differencidlegyenlet visszavezethet els6rendi linedris
differencidlegyenletté.

Bizonyitds: Tekintsiik az
Y (@) +px) y(@) = q(@) -y (2),

ahol @ € R\ {0;1} Bernoulli-differencidlegyenletet! Az egyenlet mindkét
oldalat elosztva az y“(x) fuggvénnyel azt kapjuk, hogy

y' ()
y*(z)

+p(x) - y' % (x) = q(=). (1)

Vezessiik be az
u(z) = y' ()

fiiggvényt! Ekkor

W@ =(1-0)y @) @) = @) =(1-a) L

amibdl
y'(x) _ u(z)
yo(z) 1—a

adodik. Ezt behelyettesitve a (1) egyenletbe azt kapjuk, hogy

() () - ule) = g(),

amely mar egy elsérendi linedris differencidlegyenlet. m

9.3. Példa. Oldjuk meg az

Y@+ oy = @), ) =1, >0

kezdetiérték feladatot!
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Az egyenletet az y?(z) fliggvénnyel osztva azt kapjuk, hogy

/
y'(@) 4 4 3
+ -y (z) =2°. )
y (z) = )
Vezessiik be az
u(x) =y~ H(z)
fiiggvényt! Ekkor az u fiiggvény derivaltja
/
u(x :—y_2:E -y':r :_y(w)
(@) ()3 (@) = ~ s

Ebbdl azt kapjuk, hogy

y2(a)
Az (2) egyenletet atalakitva azt kapjuk, hogy

y'(2) —/(2).

—u'(z) + . u(z) = 2.

Ez az egyenlet egy elsdrendd, linedris, inhomogén differencidlegyenlet.
Az egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet

—u'(x) + % cu(x) =0 = u'(x) — - ~u(z) =0.
A homogén egyenlet megolddsa

up(x) =C - e idr = ¢ etilrl = oLt = 0 gt
Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat

uy(z) = C(z) - 2*
alakban keressiik. Ezt behelyettesitve az
—u/(z) + % cu(z) = 23
egyenletbe azt kapjuk, hogy
—C'(x)-at = C(x) - 423 + % -C(x) -zt =23

Ebbdl az egyenletbdl kifejezve a C'(z) fiiggvényt

C'(a) = -+

X
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adddik, amelyet integradlva
C(z) =—In|z|

Ezt felhasznalva
up(r) = —x* -Inx

adodik, igy

Mivel

ezért

Mivel y(1) = 1, ezért

igy a kezdetiérték feladat megolddsa
1

y(@) = zt- (1 —Inx)

83
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10. Egzisztencia és unicitasi tételek elsérendii
differencialegyenletekre

A differencidlegyenletek elméletében fontos kérdés, hogy egy differencidle-
gyenletnek, és az arra vonatkoz6 kezdetiérték feladatnak mikor van megolddsa,
tovabb4, ha létezik megoldds, akkor az egyértelmii-e. Ezen fejezetben szerepld
tételekre erre fognak valaszt adni.

10.1. Tétel. (Cauchy-Peano-féle egzisztencia tétel)
Ha f: D C R? zart és korldtos halmaz és f: D C R? — R folytonos fiiggvény,
akkor az

y'(z) = f(z;y(x))

differencidlegyenletnek és a D halmaz tetszbleges belsé pontjahoz tartozo kez-
detiérték feladatnak létezik megoldasa.

10.2. Példa. Az y/(x) = z - y(x) differencidlegyenletnek van megolddsa.

Mivel az f(z;y) = x - y fiiggvény az R? halmaz minden pontjaban folytonos,
ezért az el6bbi tétel szerint a differencidlegyenletnek van megoldésa.

10.3. Definicié. Az f: D C R? — R fiiggvény a mésodik valtozéjiban eleget
tesz a Lipschitz-feltételnek, ha 1étezik olyan L > 0 valds szdm, amelyre

|f(@sy1) = f(@92)] < L+ |yr — ye
teljesiil minden (z;y;) € D és minden (z;y2) € D esetén.

10.4. Tétel. Legyen D C R? és (zo;10) € D. Ha f: D — R folytonos
az (zo;yop) pont egy kornyezetében és az f fiiggvény a mésodik valtozdjaban
eleget tesz a Lipschitz-feltételnek, akkor az

y'(z) = f(z;y(2)),  y(zo) =10
kezdetiérték feladatnak egyértelmien létezik megolddsa.

10.5. Tétel. (Picard-Lindelof-féle egzisztencia és unicitds tétel)
Legyenek x és yg valds szamok, a €s b pozitiv valos szamok. Tekintsiik a

T = [z9 — a;z0 + a] X [yo — b;yo + b] C R?

téglalaptartomanyt! Ha f: 7" — R folytonos fiiggvény, amibdl kovetkezden
korlétos is, azaz 1étezik olyan K valés szdm, amelyre

|f(z;9)] < K
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minden (z;y) € T esetén és f a masodik véltozdjdban eleget tesz a Lipschitz-
feltételnek, akkor az

y'(z) = f(z;3y(2))
y(wo) = yo
kezdetiérték feladatnak az

I, = [xg — h;zo + hl, h:min{a;[b(}

intervallumon, egyértelmtien 1étezik megoldasa.
10.6. Példa. Tekintsiik az
y(z) =z —y*(z), y(0)=0

kezdetiérték feladatot! A Picard-Lindelof-féle tétel jeloléseit hasznaljuk. Ekkor
xo =0, yo = 0. A T téglalaptartomény

T=[-1;1] x [-1;1].

Bevezetjiik az

flay) =z —y°
fiuggvényt. Ekkor
flzy) = —2y.
Mivel y € [—1;2], ezért
| —2y| <2,

ezért igy a Lipschitz-konstans 2. Legyen
K = max z;y)| = max {z—y?} =2.
B [f (5 )] (W)GT{ y'}
Jelen esetben @ = 1 és b = 1. Ekkor
b 1 1
h = min {a; K} = min{a; 5} =3
Tehat az
In = [0 — hywo + H] = | —2; 1
h = |0 y 0 - 2’9
intervallumon egyértelmiien megoldhaté a kezdetiérték probléma.

10.7. Tétel. Az elGbbi tétel jeloléseit megtartjuk. Ha az f fiiggvény folytonosan
differencidlhaté a masodik valtozéjaban (azaz létezik az f,(x;y) parcidlis de-
rivalt fliggvény és az folytonos) a T' tartomdnyon, akkor a Lipschitz-feltétel
mindig teljesiil.



86 DR. KEZI CSABA GABOR

Bizonyitds: Tekintsik az (z;y1) € T és (x;y2) € T pontokat. Mivel f
folytonosan differencidlhaté a masodik valtozdjdban, ezért a Lagrange-féle ko-
z€épértéktétel szerint 1étezik olyan & € R, amelyre

flzsy) — f(z3y2) = £,(6) - (y1 — y2)
Mivel fz,/ (z; y) folytonos, ezért korldtos, igy 1étezik olyan K valés szam, melyre
| fy(z;9)] < L.
Ezt felhaszndlva
|flziyn) = flay2)| < L [yr — 2l

ami azt jelenti, hogy az f fiiggvény a masodik valtozdjaban eleget tesz a Lip-
schitz-feltételnek. m

10.8. Kévetkezmény. Ha f: D C R? — R folytonos fiiggvény és létezik az
fy(x;y) parcidlis derivélt fiiggvény, tovdbbd f folytonos a D tartomanyon és
(zo;y0) € D, akkor az

y'(z) = f(z;y(2)),  y(zo) =10

kezdetiérték feladat egyértelmiien megoldhato.



KOZONSEGES ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK ES ALKALMAZASAIK 87

11. Elsorendii differencialegyenletek iranymezdje

11.1. Definicié. Legyen D nyilt halmaz és f: D C— R folytonosan differen-
cidlhato fiiggvény. Az elsérend(i differencidlegyenlet

y'(z) = f(z;y(x))

explicit alakja Osszefiiggést ad az x — y sik egy (xo;yo) pontja és a pon-
ton athaladé megoldasfiiggvénynek a pontbeli meredeksége (differencialhdanya-
dosa) kozott.

Ha az = — y sik néhdny pontjdban dbrazoljuk megoldasfiiggvény adott pontbeli
meredekségeit, akkor a differencidlegyenlet irdnymezdjét kapjuk.

Azon pontok halmazat, amelyekhez a differencidlegyenlet ugyanazt az irdnyt
rendeli izoklindnak nevezziik.

11.2. Megjegyzés. Az izoklina pontjaiban a vonalelemek parhuzamosak.

11.3. Példa. Tekintsiik az

y'(z) =z y(x)
differencidlegyenletet! Néhany pontban kiszdmoljuk az adott differencidle-
gyenlet megoldasfiiggvényének meredekségét.

Ehhez el6szor vezessiik be az
flzy)=x-y

fiiggvényt! Néhany pontban kiszdmoljuk a megoldasfiiggvény meredekségét,
majd felvazoljuk az irdnymez6t.

Ha P, = (—2;—2), akkor
y'=f(P)=f(-2,-2)=-2-(-2) =4.
Ha P, = (—2;—1), akkor
Yy =f(R)=f(-2,-1)=-2-(-1) =2
Ha P; = (—2;0), akkor
y' = f(P3) = f(=2;0) = —2-0=0.
Ha P, = (—2;1), akkor
Y =f(P)=f(-21)=-2-1=-2.
Ha P; = (—2;2), akkor
y' = f(Ps) = f(=2;2) = —2-2 = —4.
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Téblazatba foglaljuk a
H={(x;y) €eZxZ| -2<x<2 -2<y<2}

pontokban a meredekségeket:

0 000|010
1 —11-2|0] 1 2
2 —-4|1-210] 2 | 4

Az iranymez0 felvazolasa:

\ NN N S S S /
15 AN
10] NN ’
05
0.0
0.5
1.0 ) .

S S NN\ NN N

o AV ave 1 N v N\

/ s . N AR

p _ \ \

20 / /. N AN
20 15 10 05 0.0 05 10 15 20

11.4. Példa. Tekintsiik az
!
y'(z) = y(z)

differencidlegyenletet! Néhany pontban kiszdmoljuk az adott differenciale-
gyenlet megoldasfiiggvényének meredekségét.

Ehhez el6szor vezessiik be az

flzy) =y
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fliggvényt! Néhdny pontban kiszdmoljuk a megoldasfiiggvény meredekségét,
majd felvdzoljuk az irdnymez6t.

Ha P, = (—2;—2), akkor
y' = f(P) = f(-2;-2) = —2.
Ha P, = (—2;—1), akkor
y = f(P) = f(-2-1) = -1
Ha P3 = (—2;0), akkor
y' = f(Ps) = f(=2;0) =0.
Ha P, = (—2;1), akkor
y = f(Py) = f(=21) = -1
Ha P5 = (—2;2), akkor
Y =f(P)=f(-22) =2
Téblazatba foglaljuk a
H={(r;y) €ZxXZ| -2<zx<2 -2<y<2}

pontokban a meredekségeket:

z\y —2|-1(0]1]2
-2 —-2|-1]01]2
—1 —2(-1]0]1|2
0 —-2|-1]0]1|2
1 —-2(-1]0]1|2
2 —-2|-1]0]1|2

Az irdnymez6 felvdzoldsa:
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12. Numerikus médszerek elsorendii differencialegyenletekre

12.1. Tétel. Legyen D C R? nyilt halmaz és f: D — R korldtos, azaz létezik
olyan K € R, amelyre

flx;y) <K (z,y€D)

és f folytonos fiiggvény egy olyan tartomanyon, amelynek belsé pontja az
(zo;yo) pont, tovdabbd az f fiiggvény a mdsodik vdltozéjiban eleget tesz a
Lipschitz-feltételnek, azaz 1étezik olyan L > 0 valds szdm, amelyre

|f(z391) — f(z392)| < L- |y — yal,

akkor az

yi(z) =yo + /f(t;y(xo)) de

y2(z) = yo + /f(t; yi(t)) dt

Yn () —y0+/f(t;yn_1(t))dt

modon definialt rekurziv fliggvénysorozat konvergal az
Y (@) = fz,y(@), y(zo) =10

kezdetiérték feladat egyetlen megoldasihoz.

Az n-edik kozelitésre fenndll, hogy

K X LFo(z—x)k
) vl < 7 - 3 G
=n—+1

12.2. Definicio. Az el6z6 tételben szerepld ismertett eljarasban médszert ad-
tunk arra, hogy egy elsérendl differencidlegyenletre vonatkozé kezdetiérték
feladat megoldasfiiggvényére ,.kozelits” fiiggvényeket adjunk meg. Ezt az el-
jarédst Picard-féle iterdcids eljdrdsnak vagy Picard-Lindelof-féle szukcessziv
aproximdcionak nevezziik.
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12.3. Kovetkezmény. Legyen D C R2?, I nyilt intervallum, f: D — R,
tovabbd (zo;yp) € D. A p: I — R fiiggvény akkor és csak akkor megol-
dédsa az

Y (2) = f(zy(@)), y(zo) = o
kezdetiérték feladatnak, ha folytonos és eleget tesz az

y(r) = yo + /f(t;y(t)) dt

integrdlegyenletnek minden (z;y) € D esetén, azaz ha

x

o(x) = yo +/90(t;y(t)) de

o

teljesiil.



[1

—

(2]
(3]
(4]
(5]

[12]
[13]

(14]
[15]

(16]
[17]

(18]
[19]
(20]
(21]
[22]
[23]
[24]

[25]

KOZONSEGES ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK ES ALKALMAZASAIK 93

Irodalomjegyzék

Babcsényi Istvan — Csank Lajos — Nagy Attila — Szép Gabriella — Zibolen Bence, Mate-
matika feladatgyijtemény IlI., Miiegyetemi Kiad6, 2007.

Bajcsy Pal, Matematika 111., Mtegyetemi Kiado, 1996.

Bartha Gabor — Bogdédn Zoltan —, Duré Lajosné dr. — Gyapjas Ferencné — Hack Frigyes —
dr. Kéntor Sdndorné — dr. Kordnyi Erzsébet, Matematika feladatgyiijtemény Il., Nemzeti
Tank6nyvkiadd, Budapest, 2000.

Benkd Pélné — Didszegi Ferencné — Serény Gyorgy, Matematika feladattdr 1I., Mie-
gyetemi Kiad6, 2002.

C. Henry Edwards, David E. Penney, Elementary differential equations, Pearson, 2008.
Farkas Mikl6sné, Kozonséges differencidlegyenletek, Mtiegyetemi Kiado, 2009.

Gémes Margit—Szentmikléssy Zoltdn, Bevezetés a matematikdba - jegyzet és példatdr
kémia BsC-s hallgatok szdmdra, elektronikus jegyzet, 2015.

Ernest F. Haeussler, Introductory Mathematical Analysis for Business, Economics, the
Life and Social Sciences, Prentice Hall, 2011.

Jakus G. — Kis M. — Magyar T. — Zombori N., Analizis példatdr, Budapest, 2014.

Keszei Emd, A reakcickinetika alapjai, ELTE, Budapest, 2015.

Kirdly Baldzs, Analizis (gyakorlat tdmogato jegyzet), elektronikus oktatdsi segédanyag,
http://tamop412a.ttk.pte.hu/files/analizis.pdf, 2011.

Koviacs Marton, Reakcickinetika feladatgyiijtemény, elektronikus jegyzet, 2018.

Kovics Jozsef — Takdcs Gdbor — Takdcs Miklds, Analizis, Nemzeti Tankonyvkiadd, Bu-
dapest, 1986.

Lial M. L. — Greenwell R. N. — Ritchey N. P., Calculus with applications, Pearson, 2012.
Lokos Sandor, Differencidlegyenletek kornyezttan alapszakos hallgatoknak, elektronikus
jegyzet, 2018.

Mendelson E., 3000 solved problems in calculus, McGraw-Hill Companies, 1988.

Osz Katalin, Fizikai kémia II. példatdr, elektronikus jegyzet,
http://web.unideb.hu/uh9v32/peldatar.html, 2019.

Pintér Lajos, Analizis I., Typotex, 1998.

Rosser M., Basic mathematics for economists, Routledge, 2003.

Rujp Veronika, Differencidlegyenletek feldllitasa és megolddsa fizikai példdkon keresztiil,
ELTE, szakdolgozat, 2013.

Stewart J., Calculus, Brooks/Cole, 2012.

Knut Sydsaeter, Peter Hammond, Matematika kozgazddszoknak, Aula, 2006.

Tan S. T., Applied Calculus for the Managerial, Life and Social Sciences, Brooks/Cole,
1999.

Thomas G. B. — Weir M. D. — Hass J. — Giordano F. R., Thomas féle kalkulus I. kotet,
Typotex, Budapest, 2008.

Turdnyi Tamads, Fizikai kémai el6addsok (reakcickinetika), ELTE, Kémiai Intézet, 2018.



DR. KEZI CSABA GABOR

Tartalomjegyzék

1. Alapfogalmak 4
2. Kozvetleniil integralhaté (elsérendt) differencidlegyenletek 10
3. Szepardbilis differencidlegyenletek 17
4. Szeparabilis differencidlegyenletre visszevezethetd egyenletek 51
5. Elsérendd linedris homogén differencidlegyenletek 61
6. Elsérend linearis inhomogén differencidlegyenletek megoldasa
konstansvariéldssal 63
7. Elsor. konstanseh. lin. inhom. diff.egyenletek megold.
prébafiiggvénnyel 68
8. Elsér. konstanseh. lin. inhom. diff.egyenletek megold.
Laplace-transzformacidval 72
9. Bernoulli differencidlegyenlet 81
10. Egzisztencia és unicitési tételek elsérendd differencidlegyenletekre 84
11.  Els6rendi differencidlegyenletek irinymezdje 87

12.  Numerikus médszerek elsérendii differencidlegyenletekre 91



