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Tézisek

Jelen tézisfiizet elsé kérdéskore az egész szamokat €rin-
t6 reprezentacids problémakhoz kapcsolddik. Eloljaréban le-
gyenek ai,...,a; kiillonbozd pozitiv egészek és legyen
A ={a,...,a}. Tekintsiik az aldbbi halmazt

A i={a]" ... - a)'|x1, . .., 2 nemnegativ egészek}.

Természetes problémaként meriil fel a kérdés, miszerint leg-
kevesebb hany elemre van sziikségiink A’-bdl ahhoz, hogy
egy adott pozitiv egészet kifejezhessiink ezen elemek Ossze-
geként? Amennyiben A csupan egyetlen b szambdl all, tgy
a kérdés lényegében a pozitiv egészek felirdsara korldtozo-
dik a b alapi szdmrendszerben. Amennyiben A mindossze
két primet tartalmaz, gy ugynevezett "két alapi" reprezenta-
cios problémardl beszélhetiink (kapcsolddé irodalomként 1d.
példaul Dimitrov és Howe [9] eredményeit). Definidljuk az
F(k) (k € N) fuggvényt igy, hogy jelentse a legkisebb olyan
természetes szamot, melyet nem tudunk eldallitani £-ndl ke-
vesebb A’-beli elem Osszegeként. Legyen tovabba F (k) ha-
sonldan definidlva, azzal az eltéréssel, hogy A’ helyettaz A/, =
A" U (—A’) halmazt hasznéljuk. Amennyiben F'(k) és Fy(k)
tulajdonsdgaira vagyunk kivancsiak, tgy eljutunk egy Nat-

hanson [17] 4ltal vizsgalt problémakorhoz.



A disszertacio 2.1-es fejezetében alsé korlatot adunk mind
F(k)-ra, mind pedig I (k)-ra abban az dltalanos esetben ami-
kor A tetszdleges egészekbdl dll. Az alabbi tételeket latjuk be.

1. Tétel (2.1-es Tétel [1]-ben). Legyenek A, A’ AlL, F(k) és
Fy (k) a fentiek szerint definidlva és tegyiik fel, hogy A tartal-
maz két multiplikative fiiggetlen elemet. Ekkor minden k > 1

esetén:
i) F(k) > k* ahol C, egy csak A-tol fiiggd konstans.

i) F(k) < Co(kl)*** minden & > 0 esetén, ahol Cy egy

csak -0l fiiggd konstans,
iii) F(k) < exp((kl)®?), ahol C5 egy abszoliit konstans.

2. Tétel (2.1-es Allitds [1]-ben). Amennyiben A elemei pd-
ronként multiplikative fiiggdek, gy léteznek olyan, csak A-tol
fiiggd' 1 < Cy < Cj konstansok, hogy

C¥ < F(k) < Fy(k) < CF minden k > 1 esetén.

Ezen eredmények megvalaszoljdk Nathanson [[17] egy kér-
dését és kiterjesztik Hajdu és Tijdeman [13}14]] eredményeit.
Az igy nyert korlatok igen élesek. A fenti tételek bizonyitdsa-

hoz felhasznaljuk tovdbba az aldbbi eredményt.



3. Tétel (2.2-es Tétel [[1]-ben). Tegyiik fel, hogy A tartal-
maz legaldabb két multiplikative fiiggetlen elemet és jeloljiik
1 =ay < d) <...-val A’ elemeinek sorozatdt. Ekkor létezik
olyan pozitiv N egész, illetve csak A-tdl fiiggd pozitiv Cs, Cg
konstansok, melyekre az aldbbi két dllitds teljesiil.

a/

; / Al n . / g
i) Gy — Gy > oz )06 minden a, > 3 esetén,

’

i) a, ., —al, < (1ogi7)07 minden a), > N esetén.
n

A 2.2-es fejezetben tn. "tobbalapi" reprezentdcids prob-
lémékkal foglalkozunk, nevezetesen egész szamok olyan "tobb-
alapu" szdmrendszerbeli el6allitdsait vizsgdljuk, mely el64l-
litdsoknak csupan "néhdany" nem-nulla szdmjegyiik van egy-
szerre tobb ilyen szdmrendszerben. Ehhez legyen S primek-
nek egy véges halmaza és jelolje Zg (hasonléan Z7) egészek
(hasonléan pozitiv egészek) azon halmazét, melyeknek nincs

S-en kiviili primosztéjuk. Az egész n-ek olyan
n=u+- -+ u

alaku reprezentdcioival foglalkozunk, ahol u.,...u; € Zg.
Jelolje tovabbd wg(n) azt a legkisebb ¢ szdmot, melyre a fen-
ti egyenletnek van megolddsa. Amennyiben n pozitiv és az

egyenlet jobb oldaldn szerepl$ szdmok a Z& halmaz elemei,



gy a fenti jelolés helyett wg (n)-t frunk. Az aldbbi tételeket
bizonyitjuk.

4. Tétel (2.1-es Tétel [5]-ben). Legyen k egy pozitiv egész,
S, ..., Sk pedig primeket tartalmazo olyan véges halmazok,
melyekre Sy N - -+ NSy = (). Ekkor barmely T-re a

wd,(n) -+ wg () < T

egyenlétlenség csupdn véges sok egész n esetén dll fent. To-
vdbbd ezen egész n-ek szama legfeljebb C1y = C14(T, k, s),
ahol C'4 egy effektiven meghatdrozhato konstans, mely csu-
pdn T-t6l, k-tdl és s := |Sy U - - - U Si|-14l fiigg.

5. Tétel (2.2-es Tétel [5]-ben). Legyen { egy pozitiv egész
és legyenek py, ..., pe, q kiilonbozé primek. Legyen tovdbbd
S1=Ap1,-..,pe} és So = {q}. Ha n egy olyan pozitiv egész,
melyre n > e és w§ (n) = 1, iigy

Cisloglogn

+
>
w5, (1) logloglogn’

ahol Cy5 = Ci5(C, p1,...,pe, q) egy effektiven meghatdroz-
hato, csak l, py, ..., ps, q értékétdl fiiggd pozitiv konstans.

A disszertaci6 2.3-as fejezetében binér rekurziv soroza-

tok elballitasaval foglalkozunk hatvdnyok linedris kombina-



ci6jaként. Marques és Togbé [16] bizonyos megkotések mel-
lett meghatdroztak az Osszes olyan Fibonacci és Lucas sza-
mot, melyek elballnak, a 2, 3, 5 szdmok hatvanyainak Ossze-
geként. Petho és de Weger [19] kifejlesztettek egy algoritmust
az U, = wpi" - ... - p’m Diofantikus egyenlet megoldasara,
ahol U,, egy pozitiv diszkrimindnsu binér rekurziv sorozat.
Pethd [[18]], illetve Shorey és Stewart [22] egymadstdl fiiggetle-
niil beléttak, hogy bizonyos feltételek teljesiilése mellett egy
linedris rekurziv sorozat csupédn véges sok teljes hatvanyt tar-
talmazhat. Néhany specidlis rekurziv sorozat esetén lehet6ség
van meghatdrozni a sorozatban el6forduld Osszes teljes hat-
vanyt is. A Pell sorozat esetén Pethd [20] belatta, hogy a soro-
zat nem tartalmaz nem-trividlis hatvanyokat. Bugeaud, Mig-
notte és Siksek [8] bizonyitotta, hogy a Fibonacci sorozatban
csupdn a 0, 1,8, illetve a 144 fordulnak el mint teljes hat-
vanyok, mig a Lucas sorozatban csupdn az 1 és a 4 jelennek
meg. Pethd és Tichy [21] eredményei alapjan ismert, hogy
csupdn véges sok olyan Fibonacci szdm 1étezik, mely el6éll
p* + pY 4 p® alakban, ahol p egy rogzitett prim. Kovacs [[13]
megtaldlta a Fibonacci, Lucas, Pell és asszociélt Pell soroza-
tokban szerepld Osszes, bizonyos tulajdonsdgokkal rendelke-
z0 kombinatorikus szdmot. Ezen fejezetben az aldbbi tételt
latjuk be.



6. Tétel (2.1-es Tétel [6]-ban). Legyen U,, egy nem-degenerdlt,
pozitiv diszkrimindnsi binér rekurzio, p; < ps < --- <
ps pedig adott, nem sziikségszeriien kiilonbozé primek. Le-
gyenek tovdabbd by, ... ,bs nem-nulla egészek. Legyen végiil

T = Imax |b;|. A fejezetben felhaszndlt jelolések mellett te-

gyiik fel tovdbbd, hogy log(|a/bsv/D
drisan fiiggetlenek a raciondlis szamok felett. Tekintsiik az

), log || és log py line-

Uy, = bip7' + bops? - - - + bp® (2.29)

egyenletet, ahol n,xy, ..., xs nemnegativ egész ismeretlenek.
Legyen 0 < ¢ < 1, és jelolje H. azon (n,xy,...,xs) meg-
olddsok halmazdt, melyekre egyrészt rs = max z; teljesiil,
mdsrészt pedig azont = 1,...,s — 1 indexek esetén, melyek-
re p; = ps, az x; < (1 — &)z, egyenldtlenség is fenndll. Ekkor

H. véges, és minden (n,xq,...,xs) € H. esetén
max{n, ry,...,zs} < Cig

teljestiil, ahol C'4 egy effektiven meghatdrozhato konstans, mely

csupdn az €, A, B, Uy, Uy, T, s, ps paraméterektdl fiigg.

Ezen eredmények bizonyitdsat kdvetden a harmadik feje-



zetben olyan
arbiit b A agbit b =c (A)

alakd exponencidlis Diofantikus egyenletekkel foglalkozunk,
aholazxyy,...,%1, ..., %k, ..., T kitevOk ismeretlen nem-
negativ egészek, mig az alapok, illetve az egyenlet jobb ol-
dala elére megadott nemnegativ egészek. A disszertaciéban
fontos szerepet jatszik a fenti egyenletbdl kaphaté kongruen-
cia (valamilyen m > 2 modulus szerint), igy ezt a késdb-
biekben (A’)-vel jeloljik. Ha & = 2 (vagy bizonyos meg-
szoritasok mellett ha £ = 3,4), akkor a Baker modszer se-
gitségével lehetdségiink van meghatarozni egy felsd korlatot
a fenti egyenlet megolddsainak nagysagira. Ehhez kapcso-
16d6 eredményekért 1d. tobbek kozott Gydry [12] munkédjat,
vagy Evertse és Gyory [11] konyvét. Azonban teljes dltald-
nossdgban amennyiben k£ > 3, Ggy ez a probléma lényege-
sen nehezebbé vdlik. Ebben az esetben a Baker médszer nem
haszndlhat6, a rendelkezésiinkre 4ll6 altér tétel pedig egy-
részt ineffektiv, masrészt csupidn a nem-degenerdlt megolda-
sok szdmdra ad fels6 korlatot, azok nagysdgara nem. Ehhez
kapcsolddd irodalomért 1d. Evertse [10] munkdjat, Evertse

és Gyory [11] konyvét, illetve az ott taldlhaté hivatkozdso-



kat. Igen fontos megjegyezni, hogy a szakirodalomban nincs

olyan ismert algoritmus, melynek segitségével lehetséges len-

ne a fenti tipusu egyenletek 0sszes megolddsdnak meghatéro-

zésa. A disszertacioban bemutatjuk az aldbbi — Skolem expo-

nencidlis kongruencidkra kimondott sejtésén alapul6 — algo-

ritmust, mely lehetdséget nyujt ezen egyenletcsaldd megolda-

sainak megkeresésére. Az algoritmus négy 6 1épésre tagolo-

dik.

@

)

(I10)

Megkeressiik (A]) 6sszes olyan megoldédsat mely egy bi-
zonyos, elore meghatdrozott korlat ald esik. Természe-
tesen ez nem garantdlja, hogy az 6sszes megoldést meg-
talaltuk, &m a kés6bbi 1€pések alapjan vagy bizonyos-
sdgot nyeriink errdl vagy pedig a korlat modositasaval

az algoritmust 4jbdl lefuttathatjuk.

Kivdlasztjuk valamely ismeretlent (legyen ez pl. z17)
és az el6z0 pontban szerzett ismereteink alapjan valasz-
tunk egy olyan z( egészet mely nagyobb, mint az x;-re

kapott megoldasok.

Innentdl helyett azon egyenletet vizsgaljuk mely-
ben az a; egyiitthatét a,b79-al helyettesitjik. Ezen z,
valasztisa alapjan azt sejtjiik, hogy az 1j egyenletnek

nincsenek megoldésai.



(IV) Keresiink egy olyan m modulust mely szerint a médo-
sitott egyenletnek nincs megolddsa modulo m. Ha sike-

riil, akkor azzal felso korlatot kapunk zq;-re.

Ezen témakorhoz kapesoldddan az aldbbi elméleti tételt

sikeriilt bizonyitanunk.

7. Tétel (2.1-es Tétel [3]-ben). Legyenek az ay, . . ., a; egyiitt-
hatok és
bi1,...,b1ey ... br1, ..., bee alapok rogzitettek és definidljuk
H-t a kovetkezoképp:

H = {c € Z : (A) nem megoldhato, de (A’) megoldhaté

minden m esetén}.
Ekkor H stiriisége 0 a
Hy={ceZ : (A) nem megoldhats}

halmazban.

Ezen tétel mellett tobb érdekes numerikus eredményt is
nyertiink, melyeket az aldbbiakban ismertetiink. Elso tételiink
Brenner és Foster [7] egy kérdéséhez kapcsolddik és a 0 kii-
16nb6z6 primhatvanyok dsszegeként és kiilonbségeként torté-

no elballitdsaval foglalkozik.
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8. Tétel (3.1-es Tétel [3]]-ben).
1. Legyen 2 < t < b, tovdbbd legyenek py, ..., psi1 kii-

lonbozd primek, melyekre p; < 19 (1 = 1,...,t + 1)
teljesiil Tekintsiik a

t

€T _ Tt41
E P =P
i=1

Diofantikus egyenletet. Az egyenlet dsszes x1, ..., %11

megolddsdra teljesiil, hogy min;<;<¢+1(x;) < 15.
2. A
371 4 572 4 1175 4 137 4 1775 = 19

Diofantikus egyenletnek csupdn két megolddsa van az

x1, To, T3, T4, T,y iSmeretlenekben, melyek

(xla To,X3,T4,Ts, Z/) = (07 17 17 07 07 1)7 (17 Oa 07 17 07 1)

A kovetkez6 eredmény azt az esetet vizsgalja, mikor az

egyenlet bal oldaldn elhelyezkedd primek megegyeznek.

9. Tétel (3.2-es Tétel [3]-ben).
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1. Legyen 2 < t < 8, illetve legyenek p és q kiilonbozdo,
19-nél kisebb primek. Tekintsiik az aldbbi Diofantikus
egyenleteket.

t
Zpri =qY—1.
i=1

Ezen egyenletek dsszes megolddsdra min, <;<;(x;,y) <

6 teljesiil.

2. Az
5% 4 5% + 5% + 5% + 5% + 5% 4 5% 4 5% + 5% = 17Y

diofantikus egyenlet megolddsaiax; < x; 1 (1 =1,...,8)
feltétel mellett

(xla Lo, X3,T4,T5, T, X7, T8, L9, y) :<07 07 07 07 07 Oa 07 17 17 1)a

(0,0,0,0,1,1,2,3,3,2).

Az utolsé numerikus eredményiink az (A)) egyenlet ¢ = 2
esetével foglalkozik.

10. Tétel (3.3-as Tétel [3]-ben).

1. Legyenek pq, . .., pg kiilonbozd primek melyekre
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pi <19 (i=1,...,6) teljesiil. Tekintsiik a
pY'Py” + p5°pyt — p5tpg = 1

Diofantikus egyenletet. Ezen egyenlet 0sszes x1, . .., Tg

megolddsdra min<;<g(x;) < b teljesiil.

2. A
2713%2 4 {TTT — 11%913% =1

Diofantikus egyenletnek csupdn két megolddsa van az

X1, To, T3, T4, Ty, Tg vdltozokban, melyek

(xlu T2, X3,T4,Ts, xﬁ) = (07 07 07 07 07 0)7 (07 27 17 07 07 1)

A disszertacio 3.2-es fejezetében ezen probléma kiterjesz-
tésével is foglalkozunk. Az egyenletiinket és a hozza kap-
csol6doé kongruencidt immdr nem Z felett vizsgéljuk hanem
az egyiitthatdk, alapok és a jobb oldal is egy tetszdleges al-
gebrai szdmtest egészeinek gy(ir(ijébdl keriilnek ki. Tobb té-
telt bizonyitunk, mely Skolem sejtésének szamtestekre va-
16 kiterjesztéséhez kapcsolddik, illetve bemutatjuk az algo-

ritmusunk kiterjesztett valtozatat, mellyel lehetévé vélik az
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(A) alakd egyenletek megolddsainak meghatdrozdsa algeb-
rai szamtestek egészeiben. Végezetiil tobb numerikus ered-
ménnyel demonstraljuk ezen algoritmus hatékonysagét. Leg-
fontosabb numerikus eredményiink, mely a [4]-as cikkben ta-
lalhat6 az alabbi.

11. Tétel. Legyen K = Q(\/d), ahol d a 2,3,5 szdmok va-
lamelyike. Legyenek tovdbbd a;, b; olyan tetszdleges egészek,
melyekre max{|a;|, |b;|} < 3 (i = 1,2,3) teljesiil. Végiil le-
gven B; = a; + bi\/d. Tekintsiik az sszes lehetséges

265 = 3650 =1, (3.10)

alakii egyenletet az v, s, 3 egészekben. Amennyiben ezen
egyenletnek nincs megolddsa, gy létezik egy olyan N idedl

mely szerint az egyenletnek modulo N sincs megolddsa.

A disszertaci6 utols6 fejezetében bemutatunk tobb — az
el6zéekben felmeriilt problémdkhoz kapcsol6dé — alkalma-
zast. Ezen tételek és alkalmazasok a [2, 4, 15, 6] cikkeinkben
szerepelnek. Elsdként tekintsiik Terai egy klasszikus sejtését.
Legyen t egy tetszlleges, de rogzitett pozitiv egész, x, v, il-

letve z pedig ismeretlen pozitiv egészek. Tekintsiik tovabba
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(412 + 1)* + (5% — 1)¥ = (3t)* (1)

egyenletet. Az alabbi tételt bizonyitjuk.

12. Tétel (1-es Tétel [2]-ben). Bdrmely rogzitett t mellett az
(1) egyenletnek csupdn egyetlen megolddsa van az x,vy, z is-

meretlenekben, mely (x,y,z) = (1,1,2).

Ujabb alkalmazésként rekurziv sorozatok hatvinydsszeg-
ekként torténd eldéllitdsaval foglalkozunk. Ehhez legyen U,
a Fibonacci, Lucas, Pell, vagy asszocialt Pell sorozat n-edik
tagja, x,y, z pedig ismeretlen nemnegativ egészek. Ezen fel-

27 2

tételek mellett a kovetkezd tételt igazoljuk.

13. Tétel (2.2-es Tétel [6]]-ban). Legyen U,, az F,,, L, P,, Q,

sorozatok valamelyike. Ekkor az
U,=2"+3

egyenlet 0sszes megolddsa az n, x,y nemnegativ egészekben
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(n, 2, y)
F, | (3,0,0),(4,1,0),(5,1,1),(5,2,0),(7,2,2), (11,3, 4)
L, (0,0,0),(3,0,1),(2,1,0), (5,1,2),
(7,1,3), (4,2,1), (13,9,2), (5,3, 1)
P, (2,0,0),(3,1,1),(5,1,3),(3,2,0), (9,8, 6)
Qn (2,1,0),(3,2,1), (4,3,2), (4,4,0), (5,5,2)

Tovdbbd a fenti sorozatok esetén az
U,=2"+3Y+5°

egyenlet 0sszes megolddsa az n, x,y, z nemnegativ

egészekben
(TL?'I?y?Z)

E, (4,0,0,0),(5,0,1,0),(6,1,0,1),(9,1,3,1),
(6,2,1,0),(9,3,0,2),(12,4,1,3),(9,5,0,0)

L, |(2,0,0,0),(4,0,0,1),(7,0,1,2),(5,0,2,0),(7,0,3,0),
(3,1,0,0),(6,2,2,1),(6,3,2,0),(6,4,0,0)

P, | (3,0,1,0),(5,0,3,0),(4,1,2,0),(5,0,1,2),(4,2,1,1),
(4,3,1,0),(6,6,0,1),(8,8,3,3),(10,10,6,4)

Qn (2,0,0,0),(3,0,0,1)

Ujabb alkalmazasként meghatdrozzuk az dsszes olyan 2, 3, 5

és 7 hatvanyt melyek eldallnak mint hdrom balansz szam 0ssze-
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ge. Ehhez jelentse B; az i-edik balansz szamot €s tekintsiik a
B,+ B, + B, =b" (2)

egyenletet az u, v, w, z nemnegativ egészekben a mar emlitett
b€ {2,3,5,7} feltétel mellett. Az aldbbi tételt igazoljuk.

14. Tétel (2-es Tétel [4]-ban). A (2)-es egyenlet dsszes meg-

olddsa az u,v,w, z nemnegativ egészekben

blulv|iw|z
20|11 (1
2111123
311111111
71011121

A disszertaci6 utolsé alkalmazdsaként a tobbalapu repre-
zentaciokhoz kapcsolddo alkalmazasokkal foglalkozunk. Eh-
hez legyen w (n) a tézisfiizet elején megadott médon defini-

alva. A disszertacidban az alabbi tételt igazoljuk.

15. Tétel (2.3-as Tétel [S]-ben). Legyenek S és So diszjunkt
halmazok, melyekre S; U Sy = {2, 3, 5} teljesiil. Ekkor a

w§ (n) + w;; (n) <4

1

egyenlotlenségben
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1. ha Sy = {2} és Sy = {3, b}igyn € {1, 2, 3,4, 5, 6,
8, 9,10, 12, 16, 18, 20, 24, 25, 32, 34, 36, 40, 48, 72,
80, 81, 96, 128, 130, 136, 144, 160, 258, 260, 288, 384,
640, 1152, 2050, 2052, 4104, 32832},

2. haS, ={3}és Sy ={2,5}igyn e {1, 2,3,4,5,6,9,
10, 12, 18, 27, 28, 30, 36, 54, 81, 82, 84, 90, 108, 162,
252, 270, 324, 729, 756, 810, 6561, 6570},

3. ha S, = {5} és Sy ={2, 3}igyn € {1, 2, 3, 5, 6, 10, 25,
26, 27, 30, 50, 125, 126, 130, 150, 625, 630, 650, 3125,
3126, 15625, 78750}.



Theses

The first problem in this book of theses is connected to
representation problems concerning integers. Let a4, ..., q;

be distinct integers and let A = {ay, ..., a;}. Consider the set
A :={a" - ... a"|x, ..., x; are non-negative integers}.

A natural question to ask is that at least how many ele-
ments do we need from A’ to represent a given positive in-
teger as their sum? If A consists of only one number b then
the question basically asks about the representation of posi-
tive integers in the base b number system. If A consists of two
primes, then we have a so-called "double base" representation
problem (as a related paper, see e.g. the work of Dimitrov
and Howe [9]). If we define the function F(k) (k € N) to
be the smallest natural number which cannot be represented
as the sum of less than k terms from A’, and FL(k) to be
the function defined similarly, except that A’ is replaced by
Al = AU (—A') and ask about the properties of F'(k) and
F.(k), then we get a similar problem proposed by Nathanson
[17].

In Section 2.1, we give a lower and upper bound for F'(k)
and F; (k) in the case, where A consists of arbitrary integers.

We prove the following theorems.

18
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Theorem 1 (Theorem 2.1 in [1l]). Let A, A’, A", F(k) and
F.(k) be as above and suppose that A has two multiplica-

tively independent elements. Then for every k > 1 we have:

i) F(k) > k“*, where C| is a constant depending only on
A,

i) F(k) < Cy(kl)+9* for every ¢ > 0, where Cs is a

constant depending only on ¢,
iii) Fi(k) < exp((kl)“®), where C5 is an absolute constant.

Theorem 2 (Proposition 2.1 in [1]]). If all pairs of elements
of A are multiplicatively dependent, then there exist constants

1 < Cy < Cs depending only on A such that
CY < F(k) < Fy(k) < CF forallk > 1.

These results answer a question of Nathanson [17]] in the
above setting, and extend results of Hajdu and Tijdeman [13,
14]]. These bounds are relatively sharp, as well. To prove these

theorems we use the following result.

Theorem 3 (Theorem 2.2 in [1]). Suppose that A has at least
two multiplicatively independent elements and write 1 = a), <

ay < ... for the sequence of the elements of A'. Then there
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exist a positive integer N and positive constants Cg, C7 de-

pending only on A such that:

i) ay, ., —a, > (loga = for al, >3,
ll) a;Hl Cl <(10W fOl"CL >N

In Section 2.2 we consider multi-base representations. In
this subsection we study representations of integers which
have only a "few" non-zero digits in different multi-base rep-
resentations simultaneously. For this, let S be a finite set of
primes, and write Zg (resp. Z¢) for the set of integers (resp.
positive integers) having no prime divisors outside S. We con-

sider the representations of integers n of the form
n=uy+- -+ u

with uy,...u; € Zg. We write wg(n) for the minimal ¢ for
which the above equation holds. If n is positive and the num-
bers on the right hand side are elements of Z}, we write
w} (n) instead. In this subsection we prove the following the-

orems.

Theorem 4 (Theorem 2.1 in [3]]). Let k be a positive integer,
Si, ..., Sy be finite sets of primes such that Sy ---N.S), = (.
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Then for any T the inequality
Wl (n) + b wd () ST

is valid only for finitely many integers n. Furthermore, the
number of such integers n is at most C1y = C14(T, k, s),
where C'4 is an effectively computable constant depending
onlyonT, kand s :=|S;U---U S|

Theorem 5 (Theorem 2.2 in [5]]). Let ¢ be a positive integer,
S1 = Ap1,...,pe} and Sy = {q}, where p1,... ps, q are
distinct primes. If n is a positive integer with n > e such
that wg (n) = 1, then we have

log’1
w;;(n) - Cisloglogn

logloglogn’
where Ci5 = Ci5(4, p1, ..., e, q) is an effectively computable

positive constant depending only on (, py, ..., pe, q.

In Section 2.3 of the dissertation we consider the problem
of representation of terms of binary recurrence sequences as
linear combinations of powers. Marques and Togbé [16] de-
termined all Fibonacci and Lucas numbers which can be writ-
ten as the sum of powers of 2, 3, 5 under certain assumptions.

Peth6 and de Weger [19] gave an algorithm which can be used
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to solve the Diophantine equation U,, = wp{* .. .-p&m, where
U, is a binary recurrence sequence with positive discriminant.
Pethd [[18]] and Shorey and Stewart [22] independently proved
that under certain natural assumptions, a linear recurrence se-
quence may contain only finitely many perfect powers. In the
case of some special, famous sequences all perfect powers
have been determined. In the case of the Pell sequence F,,
Pethé [20] proved that it does not contain non-trivial powers.
Bugeaud, Mignotte and Siksek [8]] proved that the Fibonacci-
sequence [, contains only the powers 0, 1,8, 144, and the
only powers in the sequence of Lucas numbers L,, are 1,4.
Results of Pethd and Tichy [21] imply that there are only
finitely many Fibonacci numbers of the form p* + pY + p?,
where p is a fixed prime. Kovacs [15] found all combinatorial
numbers of certain shapes among the terms of F},, L,,, P, and
(2, (the associated Pell-sequence). We prove the following

theorem.

Theorem 6 (Theorem 2.1 in [6]]). Let U,, be a non-degenerate

binary recurrence sequence with a positive discriminant, p; <

pa < -+ < ps be given, not necessarily distinct prime num-
bers and by, . .., b, be nonzero integers. Put T = Imax |b;].-
<i<s

Using the notations from the corresponding section, assume
further that log(|a/bsv/ D

), log |a| and log ps are linearly in-
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dependent over the rationals.

Consider the equation

Un = bipi" + bap? -+ + bop® (2.29)
in non-negative integers n,xi,...,xs. Let 0 < ¢ < 1, and
write H. for the set of those solutions (n,xi,...,xs), for
which v, = max ;, and r; < (1 — €)xs for those i =

<i<s
1,...,8 — 1 for which p; = ps. Then H. is finite, and for
all (n,xq,...,xs) in H. we have

max{n,zi,...,zs} < Cg,

where Cyg is an effectively computable constant depending
onlyone, A, B, Uy, Uy, T, s, ps.

After proving these results, in Section 3 we consider ex-

ponential Diophantine equations of the form
arbiit b 4 agbist b = (A)

in non-negative integers i1, . .., 1, . . . , Lk1, - - - , Lo, Where
the coefficients, bases and the right hand side are given non-
negative integers. Denote by (A’) the "congruence version"

of (A) modulo m > 2. If k£ = 2 (under some restrictive as-
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sumptions if £ = 3,4), then by Baker’s method it is possible
to give an upper bound for the size of the solutions. For re-
lated results see e.g. GyOry [12] or the book of Evertse and
Gy6ry [11]]. However in general if £ > 3 then this problem
becomes significantly more difficult. In this case we cannot
use Baker’s method and we need to use the subspace theo-
rem, which is ineffective, and is capable only to provide a
bound for the number of non-degenerate solutions. Here we
refer to Evertse [10], and again to the book of Evertse and
Gy6ry [[11] and the references given there. It is important to
note that there is no known algorithm in the literature, which
would be capable to produce all the solutions of such an equa-
tion. In the dissertation we present an algorithm — based on a
conjecture of Skolem — which can be used to determine all
solutions of these type of equations. The algorithm consists

of four main steps.

(I) Find all solutions to equation (A]) by an exhaustive search.
Note that at this point we cannot be sure that we found
all solutions. However, heuristically we may assume
this.

(I) Choose any of the unknowns, x1; say, and based upon

the suspected list of solutions find an integer x, such
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that this number is larger than any of the solutions for

T11.

(IIT) Instead of equation (A) consider the equation obtained
from by replacing the coefficient a; by a;b7}. By
the choice of this xy we expect that the new equation

has no solutions.

(IV) Find an m such that the new equation has no solution
already modulo m. If we succeed then x is an upper

bound for z1;.
In this section we were prove the following theorem.

Theorem 7 (Theorem 2.1 in [3]]). Let aq, ..., ay,
bi1, ..., b1ey . bp1, ..., bie be fixed, and let H be defined by

H={celZ: is not solvable, but (A’) is solvable for all m}.
Then H has density zero inside the set
Hy={ceZ: is not solvable}.

We also achieved several numerical results which shows
the usefullness of our algorithm. The first theorem is con-

nected to a result of Brenner and Foster [[7] and considers
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the representation of 0 as a sum and difference of powers of

several distinct primes.
Theorem 8 (Theorem 3.1 in [3]]).

1. Let 2 <t < 5and let py,...,p1 be distinct primes,
with
pi <19 (i =1,...,t+ 1). Consider the Diophantine

equations

t

T; _  Tt41
§ P; = Piy1 -
i=1

For all the solutions of these equations we have

minlSiStH (ZEZ) S 15.

2. The Diophantine equation
37 457 4 1179 4 13% 4 17%0 = 19V
has only two solutions in (1, X, T3, T4, T5,Yy), given by

(-7:17 Lo, X3,T4,Ts, Z/) = (07 17 17 07 07 1)7 (17 Oa 07 17 07 1)

The next theorem concerns the case where the primes on

the left hand side are the same.
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Theorem 9 (Theorem 3.2 in [3]]).

1. Let 2 < t < 8 and let p,q be distinct primes with

p,q < 19 and consider the Diophantine equations

t
pri =q¥—1.
i=1

For all the solutions of these equations we have

min; <;<¢(2;,y) < 6.

2. The Diophantine equation
5% + 5% 4 5 + 5™ 4 5" + 56 4 577 + 5" 4570 = 1TY

has only two solutions with x; < x;11 (i = 1,...,8),

namely

(5617 Lo, X3,T4,Ts5, T, L7, T8, L9, y) :(07 07 O) 07 07 07 07 17 17 ]-)7
(0,0,0,0,1,1,2,3,3,2).

The final result in connection with (A)) concerns the case

where [ = 2.
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Theorem 10 (Theorem 3.3 in [3]]).

1.

Let py,...,ps be distinct primes with p; < 19

(1 =1,...,6) and consider the Diophantine equations
pi'pe” +ps'pyt = pstpg” = 1

For all the solutions of these equations we have

minlgigﬁ (ZEZ) S 5

The Diophantine equation
2°13%2 4 3T — 11%513% =1
has only two solutions in (1, xs, T3, T4, Ts, Tg), namely

(-Tla Ta,X3,T4,Ts, xG) = (07 07 07 Oa 07 0)7 (07 2a 17 07 07 1)

In Section 3.2 we consider a similar problem, with the dif-

ference that instead of working in Z, now we work in the ring

of integers of an arbitrary algebraic number field. We present

several theorems related to an extension of Skolem’s conjec-

ture over number fields, and provide an extended algorithm

which can be used to find the solutions of equations of type

(Al). Finally, we also give some numerical examples which
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demonstrate the usability of our algorithm. The results from

this section are published in [4]].

Theorem 11. Ler K = Q(v/d), where d is one of 2,3, 5 and

consider the equations
12657 = 3657 =1, (3.10)

where 5; = a; + biv/d such that a; and b; are integers with
max{|a;|,|b;|} < 3 and x; is a non-zero integer for every
1 = 1,2,3. If these equations have no solutions, then there
exists an ideal 9N such that the equations have no solutions

modulo N as well.

In the last section of the dissertation we present several
applications of the theorems and methods from the previous
sections. These applications and theorems appear in our pa-
pers [2, 4,5, 16]. Consider first a classical conjecture of Terai

regarding the solutions of the equation
(4% + 1)" + (5¢° — 1) = (3t)%, (1)

where ¢ is an arbitrary but fixed positive integer and x, y, 2 are

unknown positive integers. We prove the following.
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Theorem 12 (Theorem 1 in [2]). For any positive integer t,
the Diophantine equation (1)) has only one solution in x,y and

z, namely (x,y, z) = (1,1, 2).

For the following application denote by U,, the n-th term
of the Fibonacci, Lucas, Pell or associated Pell sequence and
let z,y and z be unknown, non-negative integers. We prove

the following theorem.

Theorem 13 (Theorem 2.2 in [6]). Let U, be one of Fy, Ly, Po, Q-

Then the solutions of the equation
U,=2"+3

in non-negative integers n, x,1y are

(n, 2, y)
F, | (3,0,0),(4,1,0),(5,1,1),(5,2,0),(7,2,2), (11,3, 4)
L, (0,0,0),(3,0,1),(2,1,0), (5,1,2),
(7,1,3), (4,2,1), (13,9,2), (5,3, 1)
P, (2,0,0),(3,1,1),(5,1,3),(3,2,0), (9,8, 6)
Qn (2,1,0), (3,2,1), (4,3,2), (4,4,0), (5,5,2)

Furthermore, still with U,, being one of F,,, L,,, P,,, ()., the
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solutions of the equation

U, = 2% 4 3¥ 4 5°

in non-negative integers n,x,, 2 are

(TL?‘Tvy?Z)

F, (4,0,0,0), (5,0,1,0), (6,1,0,1), (9,1, 3,1),
(6,2,1,0),(9,3,0,2),(12,4,1,3), (9,5,0,0)

L. | (2,0,0,0),(4,0,0,1),(7,0,1,2),(5,0,2,0), (7,0,3,0),
(3,1,0,0),(6,2,2,1), (6,3,2,0), (6,4,0,0)

P, | (3,0,1,0),(5,0,3,0), (4, 1,2,0), (5,0, 1,2), (4,2, 1, 1),
(4,3,1,0),(6,6,0,1),(8,8,3,3), (10,10, 6, 4)

Qn (2,0,0,0),(3,0,0,1)

As an other application we determine all powers of 2, 3, 5
and 7 which equals to the sum of three balancing numbers.
For this denote by B; the i-th balancing number and let b €
{2,3,5,7}. Consider the equation

B,+ B,+ B, =Vb* 2)

in non-negative integers u,v,w, 2. We prove the following

theorem.

Theorem 14 (Theorem 2 in [4]). All solutions to equation (2))

are
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As our last application we consider again the problem of
multi-base representations. For this let w¢ (n) be the same as
in the first part of this paper. In the dissertation we prove the

following theorem.

Theorem 15 (Theorem 2.3 in [5]]). Let Sy, S be disjoint,
non-empty sets with S1 U Sy = {2, 3, 5}. Then

w;rl (n) + w;CQ (n) <4

implies that

1. if Sy = {2} and Sy = {3, b} thenn € {1, 2, 3, 4, 5, 6,
8.9, 10, 12, 16, 18, 20, 24, 25, 32, 34, 36, 40, 48, 72,
80, 81, 96, 128, 130, 136, 144, 160, 258, 260, 288, 384,
640, 1152, 2050, 2052, 4104, 32832}

2. ifS; ={3}and Sy = {2, 5} thenn € {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9,
10, 12, 18, 27, 28, 30, 36, 54, 81, 82, 84, 90, 108, 162,
252, 270, 324, 729, 756, 810, 6561, 6570},
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3. ifS, = {5} and So = {2, 3} thenn € {1, 2, 3, 5, 6, 10, 25,
26, 27, 30, 50, 125, 126, 130, 150, 625, 630, 650, 3125,
3126, 15625, 78750}
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