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Chapter 1

Introduction

Our PhD dissertation consists of an Introduction and three
more chapters. Our results have been published in [57], [64]
and [43]. Here we shall give an introduction to the topic of

our investigation and an overview of our results.

The questions and problems of Diophantine equations can
be found all over through mathematical history in every great
civilisations but without any tools for solving general Diophan-

tine equations.

This is Hilbert’s tenth problem (from 1900), namely the
determination of the solvability of a Diophantine equation.
Whether there exists a general finite algorithm for any Dio-
phantine equation with any number of variables which deter-

mines whether the equation has rational integer solutions. In



1970 Matijasevic [59] proved that such an algorithm does not
exist.

As a result, since there is no universal algorithm, methods
for solving certain classes of Diophantine equations gained big
interest since then.

Such an efficient tool for solving different types of Dio-
phantine equations is the Baker method, based on Baker’s in-
equality giving a non-trivial lower bound for linear logarithmic
forms. Baker gained his famous result in 1966. Based on this
result since then also several further improvements and appli-
cations were born. For further details in this topic we refer to
3, 5], [6] and [7].

We introduce here a sharper version of the original theo-
rem, the Baker-Wiistholz Theorem [9].

Let aq,...,a, be algebraic numbers, not 0 or 1, and by
log aq, . ..,loga, we mean fixed determinations of the loga-
rithms. Let K be the field generated by aq,...,a, over the
rationals Q and let d be the degree of K.

Set A; = max (H(«; ), e), where H (o ) denotes the classi-
cal height of «;, i.e. the maximum of the absolute values of
the coefficients of the minimal defining polynomial of o;; and
e=2,718...

Theorem A Let by,..., b, be rational integers, not all 0 and
suppose that B > max |bj|. If A = bylogay + balogas + ... +
by log oy, # 0 then



log |A] > —(16nd)> ™+ log A, .. .log A, log B.

There are several important applications of the Baker me-
thod for special families of equations. We refer here to [77].
Two of the important classes of equations are the hyper-

and superelliptic equations in integers x and y. Let

fz) =by™ (1.1)

where f € Z[z|, deg f > 2 and m > 2 fixed and further b € Z,
b # 0. The equation is called hyperelliptic in case m = 2, and
called superelliptic in case m > 3. Applying his method Baker

reached the following results in some special cases.

Theorem B Let m > 3. Suppose that f(X) has at least two
simple roots. If x and y are rational integers satisfying equa-
tion 1.1, then

max(el, [y]) < Cy

for some computable C3 depending only on b, m and f.
See [4].

Theorem C Suppose that m = 2 and f(X) has at least three

simple roots. Then all the solutions of equation 1.1 in rational
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integers x and y satisfy
max (||, [y[) < Cy
where Cy is a computable number depending only on b and f.

See [4].
Using the Baker method Schinzel and Tijdeman got an

effective result also with the exponent as a variable.

Theorem D Let f(X) be a polynomial with rational integer
coefficients and with at least two distinct roots. Suppose b #£ 0,

m >0, x and y with |y| > 1 are rational integers satisfying

then m is bounded by a computable number depending only
onb and f.

This is the main result of [76].

However there are theorems which present general ineffec-
tive results for the equations of the type f(z) = g(y). There
are two key results concerning separable Diophantine equa-
tions. The first one is due to Davenport, Lewis and Schinzel,
see [29].

The second one is the Bilu-Tichy Theorem [16] which is an

improvement of the theorem of Davenport, Lewis and Schinzel.
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To formulate the theorem, we define five kinds of standard

pairs of polynomials.

In the sequel a and 8 denote non-zero rational numbers,
¢, s and t are positive integers, 7 is a non-negative integer and

v(X) € Q[X] is a non-zero polynomial, which may be constant.
A standard pair of the first kind is
(X9, aX"v(X)), (or switched, (aX"v(X)?, X7))
where 0 <r < g, (r,q) =1 and r 4+ degv(X) > 0.
A standard pair of the second kind is
(X2, (aX? 4+ B)r(X)?) (or switched).

Denote by D4(X,a) the sth Dickson polynomial, defined by,

for example, the explicit formula

[s/2] ,

S iys—2i

Dy(X,0) = S_Z,( . )(—a)X %
=0

A standard pair of the third kind is

(Ds(X,a"), Di(X, a”))

where ged(s,t) = 1.



A standard pair of the fourth kind is
(a=2Du(X, @), =B Du(X. B) ),

where ged(s,t) = 2.
A standard pair of the fifth kind is

((aX?—1)3,3X* — 4X%) (or switched).

Theorem E Let P(X), Q(X) € Q[X] be non-constant poly-
nomials such that the equation P(x) = Q(y) has infinitely
many solutions x, y with a bounded denominator. Then we
have P = ¢o fol and Q = ¢pogopu, where \(X), u(X) € Q[X]
are linear polynomials, ¢(X) € Q[X]| and (f(X),g9(X)) is a

standard pair.

This result relies on Siegel’s theorem.

In our dissertation we were going to investigate some spe-
cific types of separable Diophantine equations. In our research
we were focusing to find and give ineffective and effective the-
orems on certain classes of separable Diophantine equations
based on classical results like the Bilu-Tichy Theorem or the
Baker Theorem. Our goal was to be able to give ineffective
general results, effective results for specific classes just as to

give numerical results for known parameters.



Chapter 2

On some polynomial
values of repdigit

numbers

In chapter two we investigated the arithmetic properties of
repdigit numbers. Namely we studied the equal values of

repdigit and [th order k£ dimensional polygonal numbers.

Let

fm(x):x(x+1)"‘($+k—i)!((l—2)$+k+2—l)

be the lth order k£ dimensional polygonal number, where k& >

2 and | > 3 are fixed integers. These figural numbers have
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already been investigated from several aspects and therefore

have a rich literature, see Dickson [30].

Another important class of combinatorial numbers is the
numbers of the form d - 100 711, 1 <d <9. They are called
repdigits and for d = 1, repunits. Various results and conjec-
tures have been stated concerning prime repunits and certain
Diophantine problems related to repdigits, see [35] and in [77,

Chapter 12], respectively.

One can also define the so-called generalized repunits with

the formula 1 for an integer b > 2.

In our work we studied the equal values of repdigits and
the k£ dimensional polygonal numbers. We stated some effec-
tive finiteness theorems, and for small parameter values we

completely solved the corresponding equations.

A common generalization of repdigits and generalized re-

punits are numbers of the form

i.e., taking repdigits with repeating digit d in the number sys-
tem of base b, where 1 < d < b and b > 2 integers.

We consider equation

bt —1
d-7— = fui(@) (2.1)




and its special cases

L = () (22)

and -
b—_1 = ka(:IZ). (23)

In our first result we represent an effective finiteness state-

ment concerning the most general equation 2.1.

Theorem 1 Suppose thatk >3 ork =2 andl =4 orl > 13.
Then equation 2.1 has only finitely many integer solutions in
x and n, further,

max (|z],n) < c1,

where ¢1 s an effectively computable constant depending on
k,l,b and d. For k=2 andl € {3,5,6,7,8,9,10, 11,12} equa-
tion 2.1 has infinitely many solutions for infinitely many values

of the parameters b, d.

In the following two theorems we consider the special cases

of equation 2.1 with repdigits or generalized repunits.

Theorem 2 FEquation 2.2 with k > 2 has only finitely many
integer solutions n,x except for the values (d,1) = (3,8). In
these cases the equation has infinitely many solutions that can

be given explicitly.



Theorem 3 FEquation 2.3 with k > 2 has only finitely many
integer solutions n, x except for the values (b,1) = (4,8), (9, 3),
(9,6),(25,5). In these cases the equation has infinitely many

solutions that can be given explicitly.

The proofs of the previous three theorems are based on the
theorem of Schinzel and Tijdeman on hiper- and superelliptic
type equations and on an elementary approach.

In our numerical investigations we take those polynomials
fri(z), where k € {2,3}. For both cases weletd € {1,2,...,9}
and [ € {3,4,...,20} and solve completely the corresponding
equation. To state our numerical results, we need the following
concept. A solution to equation 2.2 is called trivial if it yields
0 =0or 1 =1. This concept is needed because of the huge
number of trivial solutions, on the other hand, such solutions
of 2.2 can be listed easily for any fixed k.

In the proof by transforming our original equation we ob-
tain an elliptic equation which can further be solved by the

program package MAGMA.

Theorem 4 All nontrivial solutions of equation 2.2 in case
of k = 2,3, respectively, are exactly those contained in Tables

2.2 and 2.1 respectively.

We would like to remark here that we considered some
other related equations, corresponding to larger values of the

parameter k£ of the polynomial fi;(x), that lead to genus 2
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equations. However, because of certain technical difficulties,
we could not solve them by the Chabauty method.
The results of this chapter were published in paper [57].

(d,1) | solutions (n,z) | fri(x)
(1, 10) (2,2) 11
(2,6) (2,3) 22
(4,3) (1,2) 4
(5,4) (1,2) 5
(5,4) (2,5) 99
(6,5) (1,2) 6
(6,17) (2,3) 66
(7,6) (1,2) 7
(8,7) (1,2) 8
(9,8) (1,2) 9

Table 2.1: The case of f3;(x)
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Chapter 3

On equal values of

trinomaials

Secondly we were examining the question whether one could
give general conditions for two trinomials of the form az™ +

bx™ + ¢ = dyP + ey? having infinitely many equal values.

Previously many classical partial results were born. In the
second chapter using the Bilu-Tichy Theorem and the decom-
position properties of trinomials we could give an ineffective
criterion in general for two trinomials to have infinitely many

equal values at rationals with a bounded denominator.

Let a,b,c,d,e,m,n,p and ¢ be fixed rational integers. In

this chapter we proved
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Theorem 5 The Diophantine equation
az™ 4+ bx" + ¢ = dy? + ey?

where m > n > 0, p > q > 0, (m,n) = (p,q) = 1, ab # 0,
de # 0 and either m > p > 3 orm = p > 3, n > q has
infinitely many solutions x,y with a bounded denominator if

and only if either

m=pn=gq,a=dt",b=cet",t €Q,c=0,

or
3, g 403
m=p y=4q ,a“e” + ,C 57a2

or
2a%e?
m:p:3,n:2,q:1,27a4e3+b6d:0,c:W.

In the special case p = 2 we gave an upper bound for the

solutions = and y. Set H = max(|al,|b|, |c],|d|, |e], m,n).

Theorem 6 Suppose that m > 5, m > n > 0, abd # 0,
m # 2n and (m,n) ¢ {(6,2),(6,4)}, further, if 4dc + e? = 0

then assume that m —n >3 orm —n =2 and n is odd. The

14



Diophantine equation
ax™ 4+ ba"™ + ¢ = dy? + ey in integers x and y

implies max(|z|,|y|) < c2, where co is an effectively com-

putable constant depending only on H.

The proof was mainly based on Brindza’s theorem on hyperel-
liptic equations and on the fact that apart from the exceptional
cases the corresponding trinomial possesses at least three zeros
of odd multiplicity.

In Table 3.1 we give some families of Diophantine equa-
tions with infinitely many integer solutions x and y for the
exponential pairs (m,n) (here ¢, v and v are integer parame-
ters).

The results of this chapter were published in paper [64].

15



(m,n) equation solutions
(2n,n) | 22" +2b2" + % — 1 = y=a"+b—1
y2 42y

(3,1) 23 — 3ty + 10 = r=u? —2t%

2y + 4t%y y=u(u? —3t%) — 3
(3,2) 23 + 3t%2% — 516 = r=u?+1%

y? + 2t3y y = u(u? + 3t%) — t3
(4,1) ot + 43z + ¢t = u? + 2t% = 202,

22 + 4t?y r=u+t,y=uv(u+2t)—t
(4,3) ot + 4ta? + 2511 = u? + 2t = 202,

r=u+t ,y = v(u+ 4t) — 2
(6,2) 25 — 3tt2? = u? +2t2 =20%, r=u

2% + 43y cy=v(u? —t2) -3
(6,4) 20 — 3t221 4 216 = u? + 2 = 202,

2y? + 4t3y r=u, y=uvu?—2t?) -3

Table 3.1: Equations with infinitely many solutions
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Chapter 4

Equal values of
standard counting

polynomials

Lastly in Chapter 4 we were dealing with the question of
separable Diophantine equations of discrete geometrical back-
ground.
The most fundamental polynomials counting integer points
(X +n)
n

are X" in an n-dimensional unit cube, in a standard n-

simplex,
Spi(X)=1""tqgon 4 4 xt
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in an n-dimensional pyramid, and

for an octahedron in dimension n. Our purpose was to consider
the possible equal values of these polynomials in case of inte-
gral variables. In other words, for given positive integers m,n,
how often can two bodies (unit cube, simplex, pyramid, octa-
hedron) of dimensions m and n, respectively, contain equally
many integral points? One can see that the above problems

lead to 9 nontrivial families of Diophantine equations, see Ta-

P,(X)

GI)

ble 4.1.
No equation remark
1 Sm(x) = Sn(y) n>m2=>1
2 Sm(x) =y m>1,n>2,

()¢ {(1,2),(3,2),(3,4), (5,2)}

3 | Swm()=(3) m>1,n>2 (mn) #(1,2)
4 | Sn(x) = Pu(y) m>1,n>2 (m,n)#(1,2)
5 () =¥" m>2,n>2 (mn) #(2,2)
6 | (=0 n>m>2
7 (ffl) = P,(y) m>2n>2 (m,n)#(2,2)
8 P(x)=y" m>2n2>2 (m,n)#(2,2)
9 | Pn(x) = Pa.(y) n>m>2

Table 4.1: The investigated families of Diophantine equations
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For the equation of Family 1 we propose the following

Conjecture 1 All the solutions to the equation Sy, (z) = Sy (y)
in integers n > m > 1 and x,y are (m,n,x,y) = (1,2,10,5),
(1,2,13,6),(1,3,8,3),(1,5,23,3),(1,5,353,9).

This conjecture is based upon an extensive numerical in-
vestigation. However, its proof seems well beyond the reach of
current techniques.

Our ineffective new results rely mainly on the Bilu-Tichy
Theorem and the effective results on the Baker Theorem.

In case of the equations of Family 3 further using Rakacz-
ki’s theorem [71] on Sp,(z) = a(¥) + b we proved that

Theorem 7 Ifm > 1,n > 2 and (m,n) # (1,2) then Sy, (z) =

(73;’0) has only finitely many solutions in integers x and y.

In case if m or n is small using an effective theorem of
Rakaczki [72] for equation s(1™ +2™ +...+2™)+r =y", an
effective finiteness theorem of Yuan [88] for equation a(’) =
by™ + ¢ and Gyo6ry’s theorem [38] on equation (;f@) =", we

got the following effective result.

Theorem 8 Let n € {2,4} and m > 1 with (m,n) # (1,2) or
m € {1,3} and n > 2. Then all the solutions of the equation
Sm(z) = (fb) in integers x and y are bounded by an effectively
computable constant depending only on m or n, respectively.

Further, if m = 3 and n > 2, then there is no solution.
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In case of Family 4 for small values of m or n based on
the theorem of Pintér over simple zeros of polynomials [65], the
effective finiteness theorem of Rakaczki and Baker’s theorem

on hyperelliptic equations [4] we proved the following.

Theorem 9 Ifm € {1,3} andn > 2 orn € {2,4} and m > 1
then the equation Sy,(z) = P,(y) implies that max(x,y) < cg,
where cg is an effectively computable constant depending only

on n or m, respectively.

In the general case, using the Bilu-Tichy Theorem we reach-

ed the following result.

Theorem 10 Assume that m > 2,n > 2 and ged(m+1,n) =
1. Then equation Sy, (z) = P,(y) has only finitely many solu-

tions in integers x and y.

We conjecture that this last Theorem is true omitting the
condition for the greatest common divisor of m + 1 and n.

In case of Family 7 for small values of m or n we proved
the following theorem relying on the results of Pintér, Baker

and Yuan.

Theorem 11 Ifm € {2,4} andn >3 orn € {2,4} and m >
3 then equation (%) = Pu(y) implies that max(z,y) < cio,
where c1g is an effectively computable constant depending only

on n or m, respectively.
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Based on the Bilu-Tichy Theorem we got the next result.

Theorem 12 Suppose that min{m,n} > 3. Then equation
(:;) = P,(y) has only finitely many solutions in integers x

and y.

In case of Family 8 we gained the following result using
Pintér’s theorem and the bounds on the superelliptic and hy-

perelliptic equations.

Theorem 13 Let m,n be integers with m > 2,n > 2 and
suppose that (m,n) # (2,2). The equation P, (x) = y" in
integers x,y and n implies max{|z|, |y|,n} < c11 where c11 is

an effectively computable constant depending only on m.

Based on the resolution of Cohn on the equation z24+1 = 3"
[27] we have

Theorem 14 All the solutions of the equation Py(z) = y™ in
integers x,y andn >2 arex =0,y =1 and z =119, y = 13,

n=4.

The results of this chapter were published in [43].
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1. fejezet

Bevezeto

Disszertaciénk a bevezet6bol és 3 tovabbi fejezetbol all, mely-
nek mindegyike 11j eredményeket is tartalmaz. Eredményeinket
az [57], [64] és a [43] cikkekben kozoltiik. A bevezetében bemu-
tatjuk a témakort és elézményeit illetve bemutatjuk a cikkek

és az egyes fejezetek tartalmat.

A diofantikus egyenletekkel kapcsolatos kérdések, problé-
mak a matematikatorténet sordn végig jelen voltak minden
nagyobb civilizaciéban, azonban tetszoleges diofantikus egyen-

letre altaldnos megoldasi mddszer sohasem létezett.

Ez volt Hilbert (1900-bdl szarmazo) 10. kérdése, nevezete-
sen, hogy eldonthet6-e tetszoleges diofantikus egyenlet megold-
hatésaga. Azaz létezik-e olyan altalanos, véges 1épésszamu al-

goritmus tetszOleges szamu valtozdval, tetszoleges diofantikus
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egyenletre, mely meghatarozza, hogy az egyenletnek létezik-e
raciondlis egész értékli megolddsa? 1970-ben Matijasevic [59]
bebizonyitotta, hogy ilyen nem létezik.

Ennek az eredménynek az lett a kovetkezménye, hogy mivel
nem létezik univerzalis algorimus, bizonyos tipusi egyenlet-
osztalyok egyes tipusaira alkalmazhaté megoldasi mddszerek

keriiltek a tudoményos érdeklodés kozéppontjiba.

Ilyen, nagy jelentéségii eredmény példaul a Baker-mddszer,
amely diofantikus egyenletek tobb osztalyanak megoldasat szol-
galtatja. Alapja a Baker egyenl6tlenség, amely linedris logarit-
mikus formak egy nem trivialis alsé becslését adja meg. Baker-
nek ez az eredménye 1966-bdl szarmazik. Ebbdl az eredmény-
bol kiindulva azoéta tobb tovabbi eredmény és alkalmazds is
sziiletett. Ebben a témakorben tovébbi részletek a [3], [5], [6]
és [7] cikkekben és jegyzetekben taldlhatok.

A kovetkez6 tételben mi itt most az eredeti tétel egy élesi-
tését, a Baker-Wiistholz tételt [9] mutatjuk be.

Legyenek aq, ..., a, 0-t6l és 1-t6l kiilonboz6 algebrai sza-
mok és jelolje log ay, ..., log a,, alogaritmusok egy-egy rogzitett
értékét. Legyen K a QQ racionalis szamtest aq, ..., oy, altali al-

gebrai bovitése, melynek fokat jelolje d.

Legyen tovabbd A; = max (H (o), e), ahol jeldlje H (o) az
a; klasszikus magassdgdt, amely alatt az a; algebrai szdm de-
finialé fépolinomjaban szerepld egytitthatok abszolutértékének

maximumat értjiik és legyen e = 2, 718....
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Tétel A. Legyenek by, ..., b, nem mind azonosan 0 raciondlis
egészek és tegyik fol, hogy B > max |bj|. Ha A = bjlogoy +
bologag + ... + by logay #£ 0 teljesiil, akkor

log |A] > —(16nd)2 ™+ log A, ... log A, log B.

A Baker-médszer diofantikus egyenletek tobb osztalya ese-
tén is alkalmazhato.
Ilyenek példéul az x, y egész valtozoju hiper- és szuperel-

liptikus egyenletek. Legyen

f(z) =by™, (1.1)

ahol f € Z[z], deg f > 2, m > 2 és b € Z, b # 0 rogzitett.
Az egyenletet m = 2 esetén hiperelliptikus, m > 3 esetén
szuperelliptikus egyenletnek nevezziik. Baker, alkalmazva a

moédszerét, specidlis esetekben az alabbi eredményt nyerte.

Tétel B. Legyen m > 3. Tegyik fel, hogy f(X)-nek van le-
galdbb két egyszeres gyoke. Ha x ésy olyan raciondlis egészek,

melyek kielégitik az 1.1 egyenletet, akkor
max(|z], [y|) < Cs
valamely kiszdmithato Cs konstansra, amely csak b-t6l, m-tdl

és f-tdl figg.
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Lésd [4].

Tétel C. Legyen m = 2 és tegyiik fel, hogy f(X)-nek van
legaldbb hdrom egyszeres gyoke. Ekkor az 1.1 egyenlet minden

x, y raciondlis egész megolddsdra teljestl, hogy
max(|z|, [y|) < C4,

ahol Cy kiszamithato konstans, amely csak b-tdl és f-tol figg.

Lésd [4].
A Baker-mdédszert felhasznalva Schinzel és Tijdeman ef-

/////

amikor a kitevot is valtozénak tekintjiik.

Tétel D. Legyen f(X) raciondlis egész egyiitthatds polinom,
melynek van legaldbb két kilonbozé gyoke. Legyenek b # 0,
m > 0, tovdbbd x és y olyan raciondlis egészek, melyekre |y| >

1, és legyen

Ekkor m értéke feliilrol korldtos, felsé korldtja kiszamithato

konstans, mely csak b-tél és f-tol fiigg.

Ez a tétel a [76] {6 eredménye.

Léteznek ugyanakkor az f(x) = g(y) tipusi egyenletekre
altaldnos esetben is ineffektiv, végességi allitdsok. A szepardbi-
lis diofantikus egyenletek korében két csicseredmény sziiletett.

Az elsé Davenport, Lewis és Schinzel eredménye [29].
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Ennek egy javitdsa a masik eredmény, a Bilu-Tichy tétel
[16]. A tétel kimonddsahoz sziikségilink van a polinomok dtféle
standard pdrjdnak definicidjara.

Legyen « és 8 nem nulla raciondlis szamok, ¢, s és t po-
zitiv egészek, r nem negativ egész és v(X) € Q[X] nemnulla
polinom, amely lehet konstans is.

A elsd tipusi standard pdr
(X1 aX"v(X)), vagy forditva, (aX"v(X)4,X9)

ahol 0 <r < ¢, (r,q) =1 ésr+degv(X) > 0.
A masodik tipusi standard par
(X2, (aX? + B)v(X)?) (vagy forditva).

Jelolje D (X, a) az s-edik Dickson polinomot, amely, péld4ul

explicit formulaval megadva a kovetkezo alaku:

s—1 7
i=0

[s/2] .
DiX,a) =Y ( . ) (—a)iX*,
A harmadik tipusi standard pdr

(Ds(X,a"), Di(X, ),

ahol (s,t) = 1.
A negyedik tipusi standard pdr
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(a*/2Dy(X, 0), =82 Di(X, B) ),

ahol (s,t) = 2.
Az otodik tipusi standard pdr

((aX2 —1)3,3x% - 4X3) (vagy forditva).

Tétel E. Legyenek P(X), Q(X) € Q[X] olyan nem konstans
polinomok, melyekre a P(x) = Q(y) egyenletnek végtelen sok
x, y korldtos nevezdjii megolddsa van. Ekkor P = ¢o fo )\ és
Q = ¢pogopu, ahol N(X), n(X) € Q[X] linedris polinomok,
o(X) € Q[X] és (f(X),9(X)) pedig egy standard pdr.

A bizonyitas alapja Siegel tétele.

Disszertaciénkban néhany specialis tipusu szeparabilis dio-
fantikus egyenletet vizsgaltunk. Kutatdsunk sordn célunk volt
szeparabilis diofatikus egyenletek bizonyos osztédlyaira olyan
ineffektiv és effektiv végességi allitdsokat kimondani, melyek
olyan klasszikus eredményeken alapulnak, mint a Bilu-Tichy
tétel vagy a Baker tétel. Célunk volt az ineffektiv altalanos
végességi eredmények és specialis osztalyokon effektiv tételek
kimondésa mellett ismert paraméterek esetén numerikus ered-

mények megfogalmazdsa is.
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2. fejezet

Repdigitek és figuralis

szamok egyenlo értékei

Ebben a fejezetben az in. repdigit szamok aritmetikai tulaj-
donsagainak vizsgalataval foglalkoztunk, nevezetesen a repdi-
gitek és az [-ed rendii, k dimenziéju figuralis szamok egyenl6
értékeinek vizsgalataval.

Legyen

fw(x):x(x+1)"‘(SC+1€—i)!((l—2)$+k+2—l)

l-ed rendl k& dimenzdju figuralis szam, ahol k > 2 és | > 3
rogzitett egészek. Ezeket a figurdlis szamokat korabban mar
gyakran és tObbféle szempont alapjan vizsgaltak, igy gazdag

irodalmuk van, ldsd Dickson [30].
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Kombinatorikus szamok egy maésik fontos osztalyat alkot-

jak ad- 1{);:11, 1 < d <9 alaki szamok. Ezeket repdigiteknek,

specidlisan d = 1 esetén pedig repunitoknak nevezziik. Tobb

kiilonb6z6 eredmény és sejtés is sziiletett prim repunitokkal és
bizonyos diofantikus egyenletekkel kapcsolatos problémékban
szerepl6 repdigitekkel kapcsolatban. Lasd [35] illetve [77, 12.
fejezet].

br—1

TetszOleges b > 2-re a 55— formula segitségével definidlhat-

juk az un. altaldanositott repunitokat is.

Kutatasunk soran repdigitek és k dimenziés figuralis sza-
mok egyenld értékeit vizsgaltuk. Effektiv végességi éllitaso-
kat fogalmaztunk meg és kis paraméterértékek mellett teljesen

meg is oldottuk a megfelel$ egyenleteket.

A repdigitek és az altalanositott repunitok kozos altaldno-

sitdsa a
bt —1

b—1"

alaki szamok. Azaz vegyiik a d ismétlédé szamjegybol &llé

d-

repdigiteket b alapti szamrendszerben, 1 < d < b és b > 2

egészek mellett.

Tekintsiik a

-1
d- = 2.1
= fu) (21)
egyenletet és specialis esetben a
10" -1
. = 2.2
=1 = k@) (2.2)
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illetve a
" —1 B

b—1

fra(z). (2.3)

egyenleteket.

Els6 eredményiink egy, a legaltalanosabb 2.1 egyenletre vo-

/////

1. Tétel. Tegyiik fel, hogy k > 3 vagy k = 2 és | = 4 vagy
Il > 13. Ekkor a 2.1 egyenletnek csak véges sok x n egész

megolddsa van, tovabbd
max (|z|,n) < c1,

ahol ¢ effektiven kiszdmolhatd konstans, amely csak k,1,b és d
értékétdl figg. k=2 ésl € {3,5,6,7,8,9,10,11,12} esetén a
2.1 egyenletnek végtelen sok megolddsa van a b,d paraméterek

végtelen sok értéke mellett.

A kovetkezd két tétel a 2.1 tipusi egyenlet repdigitekre és

altaldnositott repunitokra vonatkozé eseteit targyalja.

2. Tétel. A 2.2 egyenletnek k > 2 esetén csak véges sok egész
n,z megolddsa van kivéve a (d,l) = (3,8) esetet. Ebben az
esetben az egyenletnek végtelen sok expliciten megadhato meg-

olddsa van.

3. Tétel. A 2.3 egyenletnek k > 2 esetén csak véges sok egész
n,x megolddsa van, kivéve, ha (b,1) = (4,8),(9,3),(9,6),(25,5).
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Ezekben az esetekben az egyenletnek végtelen sok expliciten

megadhato megolddsa van.

Az €l6z6 harom tétel bizonyitdsa Schinzel és Tijdeman hi-
perelliptikus és szuperelliptikus egyenletekrol szolé eredményén
illetve elemi eszkozokon alapszik.

Numerikus vizsgélataink sordn az fj (x) polinomokkal fog-
lalkozunk, ahol k € {2,3}. Mindkét esetben d € {1,2,...,9}
és | € {3,4,...,20} és az Osszes ilyen érték esetén megold-
juk a megfelel¢ egyenleteket. Numerikus eredményeink meg-
fogalmazdasihoz sziikségiink van a kovetkez6 fogalomra. A 2.2
egyenlet egy megoldasat trividlisnak nevezziik, ha eredménytiil
0 = 0 vagy 1 = 1 egyenletet kapunk. Erre az elnevezésre a
trividlis megoldasok nagy szdma miatt van sziikség, ugyanak-
kor ezek a megoldasok a 2.2 esetén barmely rogzitett k esetén
konnyen megadhatok.

A bizonyitds soran az eredeti egyenlet atalakitdsanak segit-
ségével egy elliptikus egyenletet kaptunk, melyet aztan a MAG-
MA programcsomaggal oldottunk meg.

4. Tétel. A 2.2 egyenlet dsszes nemtrividlis megolddsdt k =

2,3 esetén rendre a 2.2. illetve 2.1. tdbldzat tartalmazza.

Itt jegyezziik meg, hogy a fenti egyenletekkel azonos tipusiu
tovébbi egyenleteket is vizsgaltunk numerikusan f,;(x) esetén

k nagyobb értékeire. Ezek 2 génuszu egyenletekhez vezettek.
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Azonban a fellépo technikai nehézségek miatt ezeket nem tud-
tuk megoldani a Chabuty-mddszerrel.
Ennek a fejezetnek az eredményeit az [57] cikkiink tartal-

mazza.

(d,1) | megoldasok (n,z) | fri(x)
(1,10) (2,2) 11
(2,6) (2,3) 22
(4,3) (1,2) 4
(5,4) (1,2) 5
(5,4) (2,5) 55
(6,5) (1,2) 6
(6,17) (2,3) 66
(7,6) (1,2) 7
(8,7) (1,2) 8
(9,8) (1,2) 9

2.1. tablazat: Az f3;(x) eset
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3. fejezet

Trinomok egyenlo6

értékel

Disszertaciénk kovetkezo fejezetében azt vizsgaltuk, hogy van-
e olyan altalanos feltétel, amely esetén két trinomnak végtelen
sok egyenl6 értéke van, azaz, hogy van-e az ax™ + bz™ + ¢ =
dyP + ey? tipusu egyenletnek végtelen sok korlatos nevezdjl

megoldasa.

Korabban ebben a témaban tobb eredmény is sziiletett, de
csak specialis egyenletekre. Dolgozatunk 3. fejezetében Bilu-
Tichy tételét és a trinomok dekompozicids tulajdonsagait fel-
hasznélva altalanos ineffektiv kritériumot tudtunk adni arra,
hogy két trinom mikor rendelkezik végtelen sok azonos értékkel

korlatos nevezdju racionalis valtozdk esetén.
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Legyenek a, b, ¢, d, e, m, n, p és q rogzitett raciondlis egészek.
Ekkor

5. Tétel. Az
az™ 4+ bx" + ¢ = dyP + ey?

diofantikus egyenletnek, aholm >mn >0, p > q >0, (m,n) =
(p,q) =1,ab#0, de # 0 és vagy m > p > 3 vagy m =p > 3,
n > q pontosan akkor van végtelen sok x,y korldtos nevezdji

megolddsa, ha

m=pn=qa=dt",b=ct",t€Q,c=0

vagy
4b3
=p=3n=q=20a+bd=0,c=———
m=p ,N=4q ,a“e” + ,C 57q3"
vagy
2a2e?
m:p:3,n:2,q:1,27a4€3+b6d:0’c:W_

feltételek kozul valamelyik teljesil.

A p = 2 specidlis esetben felsd korlatot is tudunk adni x és

y lehetséges értékeire. Legyen H = max(|al, ||, |c], |d|, |e], m,n).
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6. Tétel. Legyen m > 5, m >n >0, abd # 0, m # 2n és

(m,n) ¢ {(6,2),(6,4)},

tovdbbd, ha 4dc+e? = 0, akkor legyen m—n > 3 vagy m—n = 2

illetve n pdratlan. Ekkor az
az™ + bz 4 ¢ = dy* + ey

diofantikus egyenlet x és y egész megolddsaira max(|x|, |y|) <
ca, ahol co olyan effektiven kiszamithato konstans, amely csak
H értékétdl figg.

A bizonyitas Brindza, egy a hiperelliptikius egyenletek meg-
oldésaira vonatkoz6 eredményén [19] alapszik. A 3.1. tédbldzat
diofantikus egyenletek olyan osztalyait tartalmazza, melyek-
nek végtelen sok = és y egész megolddsa van valamely adott
(m,n) kitevék esetén (itt ¢, u és v egész paraméterek).

Az ebben a fejezetben szerepldé eredményeket a [64] cikk

tartalmazza.
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m,n) equation solutions
(2n,n) | 2?"+ 202" +b? — 1= y=a"+b—1
y? + 2y

(3,1) 23— 3ttr + 10 = x =u?—2t2,

2y? + 4t%y y=u(u®—3t?) — 3
(3,2) 23 + 3t%2? — 516 = r=u®+t%

y? + 263y y = u(u? + 3t%) — 3
(4,1) 2t +a3r +tt = u? + 2t% = 202,

2y2 + 4ty r=u+t,y=uv(u+2t)—t
(4,3) ot + 4tad + 2511 = u? + 2t2 = 202,

r=u+t ,y =v(u+ 4t) — 2
(6,2) x6 — 3tta? = u? + 202 =20% x =u

2y2 + 4t3y cy=ov(u? —t%) -
(6,4) 28 — 3t221 4 216 = u? + 12 = 202

2% + 4t3y r=u,y=uv?-2t%) -3

3.1. tablazat: Egyenletosztalyok végtelen sok megoldassal
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4. fejezet

Standard
szamlaléopolinomok

egyenlo értékei

Az utolsé, 4. fejezetben diszkrét geometriai hattérrel rendel-

kez6 szeparabilis diofantikus egyenletekkel foglalkoztunk.

A legalapvet6bb szamlalopolinomok az n-dimenzids egység-
kocka X" szamlalépolinomja, a standard n-szimplex (X:;")

szamlalopolinomja, az n-dimenziés gila

Spoi(X)=1""tqgon 4 4 xt
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szamlalopolinomja és az n-dimenziés oktahedron

502

J=0

szamlalopolinomja. Dolgozatunkban ezen polinomok esetle-
ges egyenlo értékeit vizsgdltuk egész értékil valtozdk esetén.
Adott pozitiv m, n egészek esetén mikor, milyen feltételek mel-
lett tartalmaz két, fent emlitett m illetve n dimenzids test
(egységkocka, szimplex, gila, oktahedron) azonos szamu egész
pontot? Ez a probléma nemtirivalis diofantikus egyenletek 9

kiilonboz6 osztalyat hatarozza meg, lasd 4.1. tablazat.

No egyenlet megjegyzés

Sm(z) = Sn(y) n>m>1
2 Sm(x) = y" m>1,n>2,

(mn)¢ {(1,2),(3,2),(3,4), (5,2)}

3 Spm(z) = (¥) m>1,n>2 (m,n)#(1,2)
4 | Sp(z) = Puly) m>1,n>2 (m,n)#(1,2)
5 (Z)=y" m>2,n>2(m,n)#(2,2)
51 -0 s mz
7 (2) = Puly) m>2,n>2,(m,n)#(2,2)
8 Pm(x):yn mZQ,nZQ,(m,n)#(Q,?)
9 | Pn(z) = Pu(y) n>m>2

4.1. tablazat: A vizsgalt diofantikus egyenletek osztdlyai
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Az egyenletek 1. osztalya esetén a kovetkezo sejtést mond-
tuk ki.

1. Sejtés. Az Sy, (x) = S, (y) egyenlet osszes egészn > m > 1
és x,y megolddsa az aldbbi szamnégyesek valamelyike.

(m,n,z,y) ={(1,2,10,5),(1,2,13,6),(1,3,8,3),(1, 5,23, 3),
(1,5,353,9)}.

Sejtésiink alapja kiterjedt numerikus vizsgdlat. A bizonyi-
tas azonban tulmutat a jelenlegi mdédszerek adta lehetoségeken.

Uj eredményeink bizonyitasai alapvetOen ineffektiv esetben
a Bilu-Tichy tételen illetve effektiv esetben a Baker tételen
alapszanak.

Az egyenletek 3. osztdlya esetén Rakaczkinak az S, () =
a(Z) —+ b tipusd egyenletre alkalmazhatd ineffektiv végességi

tételének [71] segitségével a kovetkez tételt bizonyitottuk be.

7. Tétel. Legyen m > 1,n > 2 és (m,n) # (1,2). FEkkor az
Sm(z) = (f’b) egyenletnek csak véges sok x €sy egész megolddsa

van.

Adott, kis m vagy n értékek esetén Rakaczki effektiv véges
ségi tételét [72] az s(1™ +2™ + ... +2™) +r = y" egyenletre,
Yuan effektiv eredményét [88] az a(fl) = by"™ 4 ¢ egyelnetre
illetve Gyory effektiv végességi allitasat [38] felhaszndlva az

(¥) = y™ egyenletre, az alabbi tételt bizonyitottuk be.
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8. Tétel. Legyen n € {2,4} és m > 1, ahol (m,n) # (1,2)
vagy m € {1,3} ésn > 2. Ekkor az Sm(z) = (Y) dsszes egész
x és y megolddsaira effektiv kiszamithato felsd korldt adhata,
amely rendre csak m-tél illetve n-tél fiigg. Tovabbd, ha m =3

ésn > 2, akkor nincs megolddas.

Az egyenletek 4. osztalyaban kis m és n értékekre Pintér
[65], Rakaczki [72] és Baker [4] tételei alapjan a kovetkezd
effektiv tétel mondhaté ki.

9. Tétel. Legyen m € {1,3} ésn > 2 vagyn € {2,4} ésm >
1. Ekkor az Sy(x) = P,(y) egyenlet megolddsaira teljesiil,
hogy max(x,y) < co, ahol cg rendre csak n-tdl illetve m-tdl

fiiggo effektiven kiszamithato konstans.

Altaldnos esetben a Bilu-Tichy tétel segitségével a kovet-

kez6 ineffektiv eredményt mondtuk ki.

10. Tétel. Legyen m > 2,n > 2 és (m + 1,n) = 1. FEkkor
az Sp(x) = Pp(y) egyenletnek csak véges sok x és y egész

megolddsa van.

Az egyenletek 7. osztalyaban kis m és n értékek esetén
Pintér [65], Baker [4] és Yuan [88] eredményeinek felhaszndldsé-
val belattuk a kovetkez6 effektiv tételt.

11. Tétel. Legyenm € {2,4} ésn > 3 vagyn € {2,4} ésm >
3 ekkor az (1) = Pu(y) egyenlet megolddsaira max(z,y) < cio,

T
m
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ahol c1g rendre csak n-tdl vagy m-tdl fliggo effektiven kiszamit-

hato konstans.

A Bilu-Tichy tétel illetve az Erdés-Selfridge tétel segitségé-

vel a kovetkezd altalanos ineffektiv tételt mondtuk ki.

12. Tétel. Legyen min{m,n} > 3. Ekkor az (%) = Pu(y)

egyenletnek csak véges sok egész x és y megolddsa van.

Az egyenletek 8. osztalyaban Pintér tételének felhasz-
nélasdval és a szuper- és hiperelliptikus egyenletek valtozdira
adhat6 korlatok alapjan a kovetkezé effektiv tételt mondtuk
ki.

13. Tétel. Legyenek m,n egészek, ahol m > 2,n > 2 és le-
gyen (m,n) # (2,2). Ekkor a Py, (x) = y"™ egyenlet egész x,y
és n megolddsaira max{|z|, |y|,n} < c11, ahol 11 effektiven

kiszamolhato konstans, amely csak m-tol fiigg.

Az m = 2 specidlis esetben Cohn tételének [27] segitségével

meg is tudtuk hatdrozni az 0sszes megoldést.

14. Tétel. A Py(x) = y" egyenletnek az x,y és n > 2 egészek
korében azx =0, y =1 ésx =119, y = 13, n = 4 értékeken

kivil nincs mds megolddsa.

Ennek a fejezetnek az erdményeit a [43] cikk tartalmazza.
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