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1 BEVEZETES

A diofantikus egyenletek elméletében kozponti szerepet jatszanak a kétismeret-
lenes polinomialis egyenletek és az exponencidlis egyenletek. A kétismeretlenes
egyenletek egy széles, és alkalmazasok szempontjabol rendkiviil fontos osztalyat
képezik az

(1.1) f(z) = wy"

alakid tn. szuperelliptikus egyenletek, ahol f(X) egész egyiitthatGs polinom,
w # 0 é n > 2 adott egészek, x,y pedig egész ismeretlenek. Mordell,
Siegel és mésok eredményei utdn LeVeque 1964-ben kritériumot adott (1.1)
megoldasszamanak a végességére. Ez az eredmény azonban ineffektiv abban az
értelemben, hogy a bizonyitds nem szolgdltat semmilyen eljarast a megoldasok
megkeresésére. 1969-ben A. Baker els6ként adott effektiv fels§ korlatot (1.1)
megoldasaira abban az esetben, amikor az f polinomnak van legalabb harom
egyszeres gyoke. Ezt késébb Brindza altaldnositotta és LeVeque tételét effek-
tivizdlta.  Mindkét effektiv eredmény bizonyitdsa Baker nevezetes, mély
moédszerén, algebrai szamok logaritmusainak linedris kombinacidira vonatkozo
effektiv becsléseken alapszik.

1976-ban Schinzel és Tijdeman [65] az (1.1) egyenletet abban az altalénosabb
esetben vizsgaltak, amikor nem csupén x és y, hanem az n kitevé is ismeretlen,
azaz (1.1) egy hdrom ismeretlenes polinomidlis-exponencidlis egyenlet. Amen-
nyiben f(X)-nek nincs két kiilénboz6 gyoke, gy (1.1)-nek tetszélegesen nagy
n kitevé mellett is lehet megolddsa. Feltéve, hogy f(X)-nek van legaldbb két
kiilonboz6 gyoke, Schinzel és Tijdeman a Baker mddszer felhasznaldsaval egy
csupan f-t0l és w-tol fiiggod fels6 korlatot adtak n-re. Vizsgalataikhoz késébb
igen sokan, kozottiik Shorey, van der Poorten, Brindza, Evertse, Gyéry, Turk,
Bugeaud, Bérczes, Hajdu, Pintér és Haristoy kapcsolédtak. Az n kitevére
kiilonféle fels6 korlatok sziilettek, a w, az f fokszama, valamint az f magassaga,
illetve diszkriminansa fliggvényében. A nyert eredményeket kiterjesztették arra
az esetre is, amikor (1.1)-ben f helyett egy f(z,z) binér formdt tekintiink egy
djabb z ismeretlennel, illetve amikor f egylitthatéi, w és az x,y ismeretlemek
egy Z felett végesen generdlt integritastartomany elemei.

Ertekezésiink egyik f6 célkitlizése annak tisztdzdsa, hogy az n-re nyert
fels6 korldtokban meddig gyengitheté az f paramétereitdl vals fliggés. A
2. fejezetben f fépolinomok esetén megmutatjuk, hogy bizonyos természetes
kivételektdl eltekintve n-re adhaté olyan effektiv felsé korldt, mely csupan f
fokszamatdl, Q(w)-t6l és Q(Dy)-t6l figg, ahol Dy az f maximalis négyzetmentes
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Z[X]-beli osztéjdnak a diszkrimindnsa, Q(a) pedig az a # 0 egész kiilonbozé
primosztéinak a szorzata (vagy mdsképpen a radikdlja).  Eredménytink
mar véglegesnek tekintheté abban az értelemben, hogy itt méar mindegyik
paramétertol vald fiiggés kiillon-kiilon sziikséges, egyik paraméter sem hagyhatd
el. A bizonyitas egyebek kozott egy dnmagdban is érdekes és fontos, az S-
egységegyenletek és a binom Thue-Mahler egyenletek egy kozos altalanositasara
vonatkozo effektiv végességi tételiinkon alapszik. A 3. és 4. fejezetben az f
fokszama és magassiga, valamint w fliggvényében a korabbiaknal lényegesen
pontosabb fels6 korlatokat nyeriink az (1.1)-ben szereplé n kitevére. Ennek
felhasznaldsaval csupan w-tél, valamint f fokszamatdl és magassdgatdl fiiggd
alsé korlatot adunk az |f(x) — wy”| kiilonbségre, feltéve hogy az z,y egészekre
f(x) # wy™. Végiul az 5. fejezetben az (1.1) egyenlet Gsszes megolddsét
meghatéarozzuk bizonyos masodfokd f polinomok esetén. A bizonyitasaink soran
egyebek kozott felhasznaljuk a Baker-modszer legtjabb, legélesebb valtozatait.

Az aldbbiakban roviden vazoljuk az egyes fejezetek legfontosabb eredménye-
it. Az egyszeriliség kedvéért eredményeinket itt csupan egy-egy fontos specialis
esetben mutatjuk be.

II

Legyen (1.1)-ben f € Z[X] egy m-ed foku f6polinom legaldbb két kiilonbozé
gyokkel és H(f) magassidggal. Ha f Gsszes gyokei kiilénb6z6k, ugy Dy éppen az
f D(f) diszkrimindnsa. Fontos megjegyezni, hogy |D/|-hez illetve |D(f)|-hez
képest H(f) tetszOlegesen nagy lehet.

Mint emlitettiik, Schinzel és Tijdeman majd t6bben mésok az (1.1)-ben sze-
repld n kitevére csupdn w-t8l, m-t6l és H(f)-t6l fiiggd effektiv fels§ korldtot
adtak. Abban az esetben, amikor (1.1)-ben f irreducibilis és w = 1, Brindza,
Evertse és Gydry [14] olyan korldtot nyertek az n kitevére, mely csak m-tél és
D(f)-tél fiigg, de nem fiigg H(f)-t6l. Ujabban ezt az eredményt Haristoy [39]
reducibilis fopolinomokra is kiterjesztette.

A 2. fejezetben a [14] és [39]-beli eredményeknek jelentés mértékii fi-
nomitasat, pontositasat adjuk, mely bizonyos értelemben az ilyen irdnyu
vizsgalatok lezardsanak tekinthet6. Legyenek pq,...,ps kilonb6z6 primek,
legyen @ = p; - - ps, és jeloljiik S-sel azon egészek halmazat, melyek nem oszt-
hatdk p1, ..., ps-tdl kiilonbozé primszdmmal. Tekintsiik az (1.1) egyenletet ab-
ban az altalanosabb esetben, amikor z, y, w, n valamennyien ismeretlen egészek
az |y > 1, we S, n>2é Dy € S tulajdonsaggal. A 2.1 Tételiink - bizonyos
(explicit médon leirt) kivételes esetektdl eltekintve - n-re egy csupdn m-t6l és
Q-t0l fliggd



effektiv felsé korlatot szolgaltat. Tehdt a korabbi eredményekkel ellentétben az

altalunk nyert korlat mér D(f)-t6l sem fiigg, csupan Q(D)-t6l (és persze m-t6l

és Q(w)-tdl). Itt az f paramétereité] vald fiiggés tovabb mér nem gyengithetd.
A 2.2 Tételiinkben eredményiinket kiterjesztjiik az dltaldnosabb,

(1.2) F(x,z) =wy"

alaki egyenletek esetére is, ahol F' € Z[X, Z] binér forma, F(1,0) =1, F(X,1)-
nek van legalabb két kiilonb6z6 gyoke, Dp € S, x,z,w,y,n ismeretlenek az
ly| > 1,z € S,w € S,Inko(x, z) = 1,n > 2 tulajdonsdggal. Tételiink lényegesen
finomitja, pontositja Shorey, van der Poorten, Tijdeman és Schinzel [67] egy
(1.2)-re vonatkoz6 klasszikus tételét, melyben az n-re nyert korlat Q(Dp) helyett
az ' magassagatol fligg.

A 2.1 és 2.2 Tételiink bizonyitdsaban fontos szerepet jatszik a binom Thue-
Mahler egyenletekre vonatkozod, algebrai szamtestek felett nyert 2.3 Tételtink.
Az egyszeriiség kedvéért itt csupan egy specialis esetben, Z felett fogalmazzuk
meg. Tekintsik az

(1.3) az” —by" =c¢

egyenletet, ahol a,b,c,x,y,n egész ismeretlenek, a,b,c € S, |xy| > 1 és
n > 3. Tovdbba feltehetd, hogy Inko(az™,by",c) = 1. Megjegyezziik, hogy
x =y = 1 esetén (1.3) éppen egy S-egységegyenlet, mig rogzitett a,b mellett
(1.3) egy ismeretlen fokszamu binom Thue-Mahler egyenlet. Szdmos korabbi, S-
egységegyenletekre illetve binom Thue-Mahler egyenletekre vonatkozo effektiv
végességi tétel kozos dltalanositasaként egy csupdan Q-tol fiiggd effektiv felsd
korlatot adunk n-re, amib6l kévetkezik, hogy (1.3)-nak csak véges sok és
effektive meghatarozhaté megoldasa van.
A fejezet eredményeit a [37] dolgozatban publikdltuk.

111

A 3.fejezet 3.1 Tételében olyan explicit felsé korldtot adunk az (1.1)-ben
szereplé n kitevére, mely w-t8l, valamint m = deg f-t6l és H(f)-tél figg.
Eredményiink javitja és minden paraméter fliggvényében explicitté teszi a
Bérczes, Brindza és Hajdutdl [11] szdrmazé, eddig ismert legjobb felsé korlatot.
Ennek felhaszndldsdval f(z) # wy™ esetén explicit alsé korldtot nyertink
|f(xz) — wy™|-re, ahol z,y,w,n egészek, w # 0, |y| > 1 és n > 3. Bizonyos
természetes kivételekt8l eltekintve a 3.2 és 3.3 Tételeinkben w,m és H(f)-
t6l, valamint n-tdl illetve |f(x)|-t6l fiiggd alsé korlatot vezetiink le a tekin-
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tett kiilonbségre. Eredményeink dltaldnositjdk Bugeaud és Hajdunak [23] az
f(z) = ax™ specidlis esetben nyert becsléseit.
A 3. fejezet eredményei a [60] cikkiinkben keriiltek publikaldsra.

v

A 4 fejezetben a mésodfoki f(X) fépolinomok esetével foglalkozunk. Ebben
az esetben az (1.1) egyenletnek rendkiviil kiterjedt irodalma van; a 4. fejezetben
attekintést adunk a korabbi eredményekrol.

A 4.1 Tételben az altalanos 2.1 Tételiink egy éles, explicit valtozatdat adjuk
w = 2-re és az

FX) = X2+ (™ ...ps™)?

alakd polinomokra, ahol pi,...,ps adott primek, z,...,z; pedig ismeretlen
nemnegativ egészek. Egyben &ltaldnositjuk a szerzd és Tengely [63], [70]
kordbbi idevagd eredményeit. Bizonyos kivételes egyenlet csaladtdl eltekintve
a 4.2 Tételiinkben az f(X) = X2+ AX + B, w = 1, a 4.3 Tételiinkben az
f(X)=X2+D, w € {1,4} esetben nyeriink éles korlatokat az (1.1)-ben szerep-
16 n kitevére.

A 4 fejezet eredményeit a [61] és [62] dolgozatokban kozoltiik.

A\

Az 5.fejezetben az (1.1) egyenletet abban az esetben vizsgaljuk, amikor w =

1és
F(X) = X? + 2713725575,

ahol z1, 29, 23, 24 nemnegativ egész ismeretlenek. A 4.3 Tételliinket Cohn és
de Weger bizonyos eredményeivel kombindlva, az 5.1 Tételben a tekintett
f és w mellett az (1.1) egyenlet Gsszes olyan x,y,n, 21, 22, 23, 24 megoldédsat
meghatdrozzuk, melyekben z; > 1. Ezzel altaldnositjuk Luca [49] egy tjabb
eredményét, mely a z3 = z4 = 0 esetre vonatkozik.

A fejezet eredményeit a [62] cikkiinkben publikéltuk.

Végill megjegyezziik, hogy mivel az egyes fejezetek eredményei kiilon &ll6
cikkekben lettek publikdlva s mivel disszertacionkban a cikkek eredeti szerkezeti
felépitését kovetjik, ezért helyenként eléfordul, hogy egyes lemmak més és mas
valtozatait hasznéljuk a kiilonb6z6 fejezetekben.



2 POLINOMOK HATVANYERTEKEI ES BINOM
THUE-MAHLER EGYENLETEK

2.1 EREDMENYEK

A fejezet eredményeinek ismertetéséhez legyen f egy legaldbb két kiilonb6z6
gyokkel rendelkez6 egész egyiitthatos polinom és legyen w egy nemnulla egész
szém. Schinzel és Tijdeman [65] bebizonyitottdk, hogy ha az

(2.1) f(@) = wy"

egyenlet fenndll valamilyen ismeretlen z, |y| > 1 és n > 2 egészekre, akkor n-re
egy, csak f-t6l és w-t0l figgd, effektiv felsé korlat adhaté. Késébb sokan nyer-
tek fels6 korlatot n-re, mely csak w-t6l valamint f magassagatol és fokszamatol
fiigg (14sd a [68], [15], [72], [13], [16], [11], [60] munkédkat és az ott eléforduld hi-
vatkozdsokat). Az emlitett eredmények kozil egyeseket arra az dltaldnosabb es-
etre is kiterjesztették, amikor f egyiitthatoi valamilyen algebrai szamtest egészei
és/vagy w kiilénb6z primosztéi fixek.

Amikor (2.1)-ben f irreducibilis f6polinom és w = 1, Brindza, Evertse és
Gy6ry [14] olyan korldtot adtak az n kitevére, mely csak az f fokszamétol
és diszkrimindnsétél, D(f)-tél fiigg. Nem régen Haristoy [39] &ltaldnositotta
ezt az eredményt tetszbleges fépolinomokra valamint arra az esetre, amikor f
egyutthatoi valamely algebrai szamtest egészei.

Ebben a fejezetben egyebek kozott bebizonyitjuk, hogy ha f egész
egylitthatés fépolinom 0 -tdl kiilénboz6 diszkrimindnssal, és x,y, w ismeretlen
egészek, akkor néhany kivételes esetté] eltekintve a (2.1) egyenletben n-re egy,
csak f fokszamdtdl valamint w és D(f) kiilonbozé primosztéitdl fliggd, effektiv
fels6 korlat adhaté. Eredményiink mar végleges abban az értelemben, hogy az
emlitett paraméterektdl valé fliggés tovdbb méar nem gyengitheto.

Allitdsunkat altaldnosabb forméban, tetsz6leges algebrai szamtest felett bi-
zonyitjuk. Sziikséglink lesz az aldbbi jelolésekre: Legyen K egy d-ed foku algeb-
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rai szdmtest és jelolje Ok az egészek gytrtjét, Ok pedig az Ok egységeinek a
csoportjat. Legyenek tovdbbd py,...,ps (s > 0) Ok kiilénboz6 primidedljai és
jelolje S azon « € Ok \ {0} egészek halmazdt, amelyre az (o) idedl primidedl
osztoi az adott p1,...,ps idedlok koziil keriilnek ki. Tovabba legyen

Q= {NK/Q(pl"'ps)a ha s >0,
N 1, ha s=0.

Legyen a (2.1) egyenletben f € Ok[X] egy m-ed fokd k > 2 kiilonb6z8
gyokkel rendelkezd fépolinom. Jeldlje L a K felbontdsi testét és legyen Dy az
f maximalis fokszdmu négyzetmentes Ok [X]-beli osztdjdnak a diszkrimindnsa.
Tegyiik fel, hogy D; € S. Tekintsiik a (2.1) egyenletet z, y, w, n-ben, ahol
x € Ok,y € Ox \ {0}, w € S ésn > 2 egész.

Konnyen lathaté, hogy ha y € Oy , akkor n tetszdlegesen nagy lehet.
Tovabba, ha

(2.2) FX) ="' (w (X +a))

alaki, ahol a € Ok,u € S, f' € Ok[X] és x + a = u = v™ teljesiil valamilyen
v € S esetén, akkor y = v™ megolddsa (2.1)-nek, feltéve hogy f/(1) € S. Ekkor
Dy € S ésue S\ O esetén y € S\ O is teljesiil és ezért n tetszélegesen nagy
lehet m, k, Q-hoz és L paramétereihez képest. Az f-et redukdlt-nak nevezziik,
ha (2.2) nem 4ll fenn semmilyen a, f' és u € S\ Of esetén. A fenti eset
kizdrhat, ha y € S\ O esetén f-rl feltessziik, hogy redukélt. Jeldlje Dy, az
L diszkrimindnsat.

2.1. Tétel Legyen x,y # 0,w,n a (2.1) egyenlet olyan megolddsa, amelyre
r €Ok, y€ Ok \Oi,we Sésn>2 Hayd¢ Svagyy € S és f redukdlt,
akkor

(2.3) n<cQ%,
teljestil, ahol c¢1 €s co csak m,k,d és Dy,-tdl fiiggd effektiv konstansok.

Megjegyezziik, hogy abban az esetben, ha y-nak van egy nagy normaju
primidedl osztdja vagy y € S és f redukilt, a fenti Tétel bizonyitasabol sokkal
jobb korlat adédik n-re. Tovadbbd, mivel Dy € S, egyszertien lathato, hogy

(2.4) |DL| S 63Q04,

ahol c3 és ¢4 csak k,d és Dk-t0l fiiggs effektiv konstansok. Itt Dk a K diszkri-
mindnsdt jeloli. A c3 és ¢4 konstansok explicit médon is megadhatdk (lasd 2.5
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Megjegyzést a 2.2 Tétel bizonyitdsa utdn). Ezért, (2.4)-et a 2.1 Tétellel kom-
bindlva lathat6, hogy n-re egy olyan korlat is nyerhetd, amely csak m, k, d, Dk
és Q-t6l fiigg. Az igy kapott korldt dsszehasonlithaté [39] 2.2 Tételébdl szdrmazé
becslésekkel, ahol azonban az n-re adott korldt magatél D¢-tdl is fiigg.

Shorey, van der Poorten, Tijdeman és Schinzel [67] dltaldnositottak Schinzel
és Tijdeman [65] (2.1) egyenletre vonatkozd eredményeit az

(2.5) F(z,z) = wy",

egyenletre, ahol F' € Z[X,Y] egy Q folott legalabb két kiilonbozd linearis fak-
torral rendelkez6 binér forma, amelyre F'(1,0) # 0. Tovabb4 feltételezték, hogy
Inko(z, z) korldtos és z,w csak adott, véges sok kiillonb6z6 primmel oszthato.
Az F(1,0) = 1 esetben a fenti eredményt [68]-ben Shorey és Tijdeman kiter-
jesztették algebrai szdmtestek esetére. Nem régen Haristoy [39] az emlitett
eredmény explicit verziéjat adta, ahol azonban az n-re adott korladt az F' ma-
gassagatol is fligg.

Az aldbbiakban altaldnositjuk a 2.1 Tételt. Legyen F(X,Z) egy Ok-beli
egyitthatokkal rendelkez6 egy féegytitthatds m-ed foku binér forma. Tegyiik fel,
hogy F(X,1)-nek k > 2 kiilonboz8 gyoke van. Jeldlje Dp az F(X,1) € Ok[X]
maximélis fokszamu négyzetmentes osztdjanak a diszkriminansat és tegytik fel,
hogy D € S. Legyen tovabba L az F' K feletti felbontasi teste és legyen Dy,
az L diszkrimindnsa. Tekintsiik a (2.5) egyenletet, ahol z € Ok,y € Ok \
{0}, z,w € S,n > 2 ismeretlenek.

Nyilvén elegend6 az y ¢ Oj esettel foglalkozni, hiszen killénben n
tetsz6legesen nagy lehet. Ha F(1,1) € S, akkor x = z = v™,y = v" nyilvdn
megolddsa (2.5)-nek minden v € S és n esetén, ezért n-re nem adhaté felsd
korlat. Hasonléan, ha

(2.6) F(X,Z) = F'(X +aZ,uZ),

ahol a € Okg,u € S, F' € Og[X,Z] és F'(1,1) € S, akkor Dp: € S és z =
lLx4+a=u=v"y = 0" a (25) egyenlet egy megolddsit adjik barmely
v € S-re, ezért n-re nem adhaté csak m, k, d, Dy, és Q-tdl fiiggd felsé korlat.

A fenti két esettdl eltekintve n-re a 2.1 Tételhez hasonlé korlat adhaté.
Az F-et redukdlt-nak nevezzik, ha (2.6) nem teljesiil semmilyen a, F’ és u €
S\ O esetén. Az aldbbi Tételnek a 2.1 Tétel specidlis este a z =1és u =0
valasztéassal.

2.2. Tétel Ha x,y # 0,z,w,n a (2.5) egyenlet eqy megolddsa, ahol z € Ok, y €
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Ok \ O,z € S,we S ésn>2, akkor

(2.7) n < csQ + pcrlog @,
aholp =0, hay ¢ S, és

(2.8) ordy,((z,2)) <p, t=1,...,s,
hay e S\ O és F redukdlt.

A (2.7)-ben szerepl§ felsé korldtban a Dp-t6l valé fiiggés a (2.4) fel-
hasznalasaval kikiiszobolhetd.

Binom Thue-Mahler egyenletek. Tekintsiik az
(2.9) az™ —by" = ¢,

egyenletet, ahol a és b Ok adott nemnulla elemei és z,y € Ok \ {0},c € S,n >
3 ismeretlenek. Ismert, hogy ax™ + by™,n = 0,1,2,..., egy specialis binér
rekurziv sorozatnak is tekinthet6. Az irodalomban sok szerzé foglalkozott a
(2.9) egyenlettel és adott csak a,b és S-t6l fligegd korlatot n-re (14sd [68] [77] [22]
valamint az itt el6fordulé hivatkozédsokat).

A 2.2 Tétel bizonyitasdhoz sziikségiink lesz arra az dltalanositasra, amikor
(2.9)-ben a és b S-beli ismeretlenek. Jelolje h és R a K test idedlosztédlyszdmat
illetve regulatorat.

2.3. Tétel Legyen a,b,c € S,z,y € O \ {0},n > 3 a (2.9) egyenlet egy
megolddsa és tegyik fel, hogy az x és y kézil legaldbb az egyik nincs Oy -ban.
Ekkor létezik eqy csak d, h és R-t6l fiiggd effektiv pozitiv cg konstans, amellyel

(2.10) n < csQ*" 4+ vlog Q,

aholv =0, hax ¢ S vagyy ¢ S, és

(2.11) ordy, ((az™,by",c)) <v, i=1,...,s
kilonben.

Egyszerfien belathatd, hogy az z,y € S esetben a (2.11) feltétel sziikséges.

Megjegyezziik, hogy a 2.3 Tétel bizonyitdsabdl 1ényegesen jobb korlat adédik
n-re az alabbi specidlis esetekben: x,y € S (lasd. (2.45), (2.52) ); = vagy y -nak
van egy nagy norm4ju primidedl osztéja (lasd (2.40) ); vagy ¢ € O (ldsd a 2.3
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Tétel bizonyitdsa utdn 1évé 2.4 Megjegyzést). Az ezekben a specidlis esetekben
addédé jobb korlatok egyben javitjak az n-re adott korlatot az 2.1 és 2.2 Tételben
a megfelel6 esetekben.

Abban az esetben, ha K = Q a 2.3 Tételbdl adddik, hogy ha a,b, x,y,n
olyan nemnulla raciondlis egészek, amelyekre |zy| > 1,n > 3 és zy-nak van
olyan primosztdja, amelyik nem osztéja ab(az™ — by™)-nek, akkor Q(az™ — by™)-
re az alabbi becslés adhato :

(2.12) laz™ — by"| > Q(az™ — by™) > (co/Q(ab))n'/3,

ahol Q(az™ — by™) illetve Q(ab) jeldlik az az™ — by" illetve ab kiilonbozo
primosztéinak a szorzatat, valamint cg egy effektiv abszolit konstans.
Osszehasonlitva a 2.3 Tételt és (2.12)-t Yu és Hung [77] 2. Tételével lathatjuk,
hogy [77]-ben az n-tél vald fliggés jobb, viszont a Q(az™ — by™)-re adott alsé
becslés nem csak @Q(ab)-t6l, hanem maguktdl az a és b-t6l is fugg.

2.1.Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy a fenti c¢i-c9 konstansok explicit
forméban is kifejezheték, felhasznalva a bizonyitdsokban szereplé explicit
becsléseket valamint az 2.1-2.8 Lemmak explicit verzioit.

2.2.Megjegyzés. A 2.3 Tétel bizonyitasiban - egyéb eredmények mellett -
felhasznaljuk Matveev [51] és Yu [76] linedris formékra vonatkozé 1 becsléseit
valamint Gyéry és Yu [38] S-egység egyenletekre vonatkozd 1ij eredményét. A
2.2 Tételt a 2.3 Tételbdl vezetjiik le, ahol felhaszndljuk Gydry [36] S-beli diszk-
riminanssal rendelkez6 binér formakra vonatkozé effektiv eredményét. Meg-
jegyezzik, hogy a 2.1 és 2.2 Tétel bizonyithat6 - mas korlatokkal - a 2.3 Tétel
felhasznaldsa nélkiil is.

2.2 SEGEDEREDMENYEK

A tételek bizonyitasahoz sziikségiink lesz az aldbbi jelolésekre és lemmakra.
Ha « egy l-ed foku nemnulla algebrai szam és « Z feletti definidlé polinomja

!
a [](X — «a;), Ugy az « abszoldt logaritmikus magassdgat a
i=1

l
h(a) = % (log la] + )~ log max(1, |oz¢)>

i=1

képlettel definidljuk. A logaritmikus magassdg tulajdonsiga végett 1asd pl. [73].
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Legyen K egy algebrai szamtest, Ok a K-beli egészek gytirtije és Oy az
egységek csoportja. Legyenek d, h, R és Dk a K test kordbban mar definialt
paraméterei. Jelolje r az Ok egységrangjat és legyen d4 = 2/(log 3d)3, ha d > 2
és 6q =log2, had=1.

2.1. Lemma Tegyiik fel, hogy r > 1. Ekkor K-ban létezik egqy olyan €1, ..., &,
alapegységrendszer, amelyre

h(El) S CloR (1 S 7 S 7”) és

;) ’ > exp{—dcioR}

teljesiil &; minden ;) konjugdltjdra, 1<i<wr, 1<j<d, és

[[7G) < cnr,
i=1

(7‘!)2 5(1 1-r ) d 1—r
Cio — 27"_1dr E €S C11 = C10 (Sid .

Bizonyitas. Az elsé és harmadik becslés a [21] -ban szereplé 1.Lemma
kovetkezménye, mig a masodik egyenlétlenség egyszeriien adddik az elsébol. [

ahol

2.2. Lemma Minden a € Ok \ {0} esetén létezik egy € € Ok egység gy, hogy

_ log [Nk /q(@)]

h(sa) < d + c19R,
és _ 4
()] = N @)/ exp{—c1z R}
teljestiil  ea minden (sa)(j) konjugdltjara, ahol j = 1,....d, €és c1o2 =

r”lé;(r_l)/Q yha 1>146scio=0,har=0.

Bizonyitas. Az elsé egyenltlenség a [21] -ben szerepld 2.Lemma speciélis
esete, mig a masodik a [20] -beli 2.Lemma bizonyitdsdban szereplé (15)
egyenl6tlenség kozvetlen kovetkezménye. O

2.3. Lemma Ha d > 2, akkor
Rh < c13)D|"*(log | D |)*™ 6 R >0.2052,
ahol c13 = 2d¢/((2m)%/2d)).
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Bizonyitas. Az els§ egyenltlenség bizonyitdsdhoz ldsd [42]-t, mig a

mésodik bizonyitdsa a [32] dolgozatban taldlhatd. O
A kovetkezé lemma ismertetéséhez legyenek aq, ..., a,, a K test nem-nulla
elemei, legyenek bq,...,b,, raciondlis egészek és B = max(|b1],...,|bm|,3).
Legyen
A=a? -t —1

2.4. Lemma Legyen
A; > max{dh(«a;),|loga;|,0.16} (1 <j <m).
Ha A # 0, akkor
log|A| > —C1(m,d)log(meB)A1 Ay - -+ Ay,
ahol
Cy(m,d) = 3.15-30™ " (m + 1)5°d? log(ed).

Bizonyitas. Ismert, hogy ha 0 < |A| < 1/3, akkor
|bolog(—1) + b1log g + ...+ by log ay| < 2]A],
teljesiil, ahol by € Z, |bg| < mB és a log a logaritmus f6értékét jeloli. Ezért a
2.4. Lemma kénnyen adédik Matveev [51] 2.3 Kovetkezményébél. O

2.3 Megjegyzés. Legyen c14 = 3.22d/04. Konnyfi ellendrizni, hogy a 2.4
Lemméaban A; = m vagy A; = ciah(c;) valasztdssal élhetiink attdl fiiggden,
hogy «; egységgyok vagy nem.

Legyen p egy p raciondlis prim feletti Ok-beli primidedl és jeldlje e, a p
ramifikaciés indexét. Tetszbleges o € K* esetén legyen ord,« p-nek az a legma-
gasabb hatvdnya, amellyel az («) K-beli idedl oszthatd.

2.5. Lemma Ha o € K*, akkor

d
ordyao < ——h(a).
"7 = log Nk /q(p) ()

Bizonyitas. Lasd Yu [75] 124. oldal. O

Az aldbbi Lemma Yu [76] 3.Tételének kovetkezménye és p-adikus megfelelje
a 2.4 Lemmaénak.
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2.6. Lemma Legyenek ismét aq,...,a, a K test nemnulla elemei és tegyiik
fel, hogy egyikik sem egységqyok. Ha A # 0, akkor

ordy A < Cy(m,d,p)h(aq) - - h(am,)log B,

ahol
N
Cy(m,d,p) = (166d)2(m+1)m5/26pm2LQ(m log(2md) log(2d).
log” Nk /q(p)
A 2.2 alfejezethez ahsonléan legyenek most is py,...,ps Ok kiilénb6zo

primidedljai, valamint vezessiik be az aldbbi jeloléseket: Legyen

P {E%NK/QW o szl

1 , has=0.

Tovabba legyen

W = (log" Nk/q(p1)) - -- (log" Nk /q(ps)),

ha s > 0és W =1 ha s =0. Itt log" @ = max{loga, 1}.

Az a € K elemet S-egységnek nevezziik, ha ord, (o) = 0 minden, p1, ..., ps-
t6l kiilonbozé p primidedl esetén. Jeldlje O a K-beli S-egységek csoportjat.
Vildgos, hogy S = O% N Ok. Tekintsiik az aldbbi S-egység egyenletet:

(213) Ty +x2o+23=0 |, x1,%2,T3 GOE

Legyenek
T = Hmax{hlogpi,clgR} és H = max{h, c1aR},
i=1

ahol p1,...,ps a p1,...,ps primidedlokkal oszthaté raciondlis primeket jelolik.

2.7. Lemma A (2.13) egyenlet minden x1,x2,x3 megolddsdhoz létezik o € OF
és o, € S gy, hogy

T =00k, k=1,2,3
és

)< 2(log*

121]?%3 h(or) < c15shR*(log™ R)HPT logT,

ahol c15 = (13d)3r+5+7) | Tovdbbd, ha ), € S k = 1,2,3, akkor o vdlaszthatd
S-bdl.
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Bizonyitas. A 2.7. Lemma a [38]-ban szerepl6 2. Tétel kovetkezménye. [

Egy algebrai egyiitthatés F' polinom esetén jelolje h(F) az F egyltthatoi
magassagainak a maximumat.

2.8. Lemma Legyen F' € Ok[X,Y] egy D(F) diszkrimindnssal rendelkezd

k > 3-ad foki egy féegyitthatos binér forma. Tegyiik fel, hogy D(F) € S és
jelolje L az F K foldtti felbontdasi testét. Ekkor létezik egy egy fbegyiitthatos
F* € Okg[X,Y] binér forma, valamint a,u € Ok, u € S gy, hogy

F(X,Y)=F"(X +aY,uY)
és
h(F*) < c15¢io(PW),
ahol l = [L : K] és c18,c19 csak d,k és Dy,-tdl fiiggd pozitiv effektiv konstansok.

Bizonyitis. A 2.8. Lemma specidlis esete a [36]-ban szerepld 2.
Kovetkezménynek. O

Végiil sziikségiink lesz még az S-norma fogalmdra. Ha o« € K, akkor («)
egyértelmiien felirhaté a; - ag alakban, ahol a; primidedl osztéi a pi,...,ps
koziil keriilnek ki, mig as nem oszthatd pi,...,ps egyikével sem. Ekkor az «
S-norméjit az Ng(a) = Nk/q(a2) altal definidljuk. Vilagos, hogy az o € Ok
pontosan akkor van S-ben, ha Ng(a) = 1.

2.3 BIZONYITASOK

El6szor a 2.3 Tételt bizonyitjuk.

A 2.3. Tétel bizonyitasa. A bizonyités soran felhasznaljuk az el6z6 alfe-
jezetekben bevezetett jeloléseket, tovabba a [77] és [22] dolgozatokban alkalma-
zott gondolatmenetet, ahol a (2.9) egyenletet fix a,b-vel tekintették. Ha
r + s = 0, akkor (2.10) azonnal adédik v = 0 vélasztéssal Zsigmondy [78]
egy klasszikus tételébol. igy felteheto, hogy r +s > 0. Ezért s > 0 esetén

irhaté, hogy
(@) =TIp &) =]]p"
i=1 i=1

ahol a;, b; nemnegativ egészek. Jelolje h; azt a legkisebb pozitiv egészet, amely-
re p;" féidedl. Legyen a; = c;h; + d;, by = e;h; + f;, ahol ¢;,d;, e;, fi olyan
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nemnegativ egészek, amelyekre

0<d;, fi <h;
i=1,2,...,s. Ezért
(2]_4) a = c,( H'/TiCi; b= gbﬂHﬂ-iei7
i=1 i=1

ahol €., €, egységek és m;, , 0 az Ok olyan egészei, amelyekre
(m) =pi", (@) =[] m%, (8) =[] p:"
i=1 i=1
Alkalmazva a 2.2 Lemmét konnyen lathat6, hogy (2.14)-ben az « és (3
megvalaszthatd ugy, hogy
(2.15) min{a®?], [8D} > exp{—ci2R)
minden 1 < j < d esetén. Tovabba

< log [Nk /q(a)] < log [Nk /g (0)]

h(Oé) S f + 612R és h(ﬁ) ~ d + ClgR,
amibdl azt kapjuk, hogy
(2.16) max(h(a), h(B)) < (sh/d)log P+ c12R = c1s.

Az el6z6 gondolatmenethez hasonléan s > 0 esetén a 7; is megvalaszthaté tgy,
hogy

(2.17) |1 | > exp{—ci12R} , j=1,...,d
és

(2.18) hm;) < %K/Q(pi) + c12R,
amibdl

219)  T[hm) < T[(n/d)10g Necsalpo) +eral) = cro

i=1
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Emlékeztetiink, hogy c12 = 0 esetén » = 0. Ha r > 1, rogzitsiink egy a 2.1
Lemma feltételeinek eleget tevé €1, .. ., &, K-beli alapegységrendszert. Ekkor, az
€, és €y egységeket ezen alapegységrendszer segitségével felirva és az el6forduld

egységgyokoket beolvasztva az « és B-ba adddik, hogy

(2.20) a H &5’ H ()" = 3 H &’ H ()" =c,
j=1 =1 j=1 =1

ahol feltehetd, hogy ¢;, w;, uj,v; olyan raciondlis egészek, amelyekre

(221) Oéu]‘,’l)j,ti,wi <n

minden j-re és i-re. Tovdbba 2’ és 4/ K olyan nemnulla egészeit jelentik, ame-

lyekre
max(Ns(a'), Ns(y')) = max(Ns(x), Ns(y)).

Ezért, az egyszerliség kedvéért (2.20)-ban 2’ és y' helyére x és y-t fogunk irni.

Legyen
R, = ax™ — by",

ahol most

(2.22) a:aﬁsyjﬁﬂfi és b:ﬂﬁa?ﬁwgui.
j=1 i=1 Jj=1 =1

A (2.20) Osszefiiggés miatt konnyen kovetkezik, hogy ((z)", (y)*) = (w), ahol

w € S. Legyen

h h
(2.23) To = )y = L
w w

@ @)

Vildgos, hogy az z,, és y,, a K test algebrai egészei. Jelolje x5y, ys’, 1 =1,...

az x,, és y, konjugdltjait. Legyen

d
(224) My = [T max(«l], 157,
j=1
és .
R
S, = 2

wn’
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Ko6nnyen ellenérizhetd, hogy S, € S. Egyszerli szamoléds utan adédik, hogy

n h h
o (G 1) g [PV
(2.25) S, =b yUJ(b(y) 1) = gha" (a(x) 1).

Két esetet kiillonboztetiink meg. Elészor tegyiik fel, hogy
(2.26) [N /q(Sy)| < MO

Megjegyezziik, hogy a fenti egyenlStlenség s = 0 vagy s > 0 és ¢ € O esetén
fennall. A tovabbiakban alsé becslést szeretnénk nyerni |Nk,q(Sn)|-re. Az
altaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy |y,| > |vw|. Ekkor (2.25) miatt
azt kapjuk, hogy

h

0] > (min(Jal, [b]))" (max(fz..], [v.]))" (g) e [ <y> !

j=1 =1

El6szor alsé korldtot adunk min(|al,|b]) -re. A (2.22), (2.15) és (2.17)
Osszefliggéseket a 2.1 Lemmaval kombindlva azt kapjuk, hogy

T S
jal = lof T les" T T Ims

j=1 i=1

" > exp{—n(r + s + 1)dcoR},

ahol ¢y = max{ci2,c10}. A fenti gondolatmenethez analég médon lathatd, hogy
ugyanaz az alsé korlat adddik |b|-re is. Ttt ¢g > 1/2, ha r > 1 és legyen ¢o = 0,
ha r = 0. Azt kapjuk, hogy

min(|al, |b]) > exp{—ncao},
ahol cog = (r + s + 1)dcoR. Legyen

a\ T v T z\"
2.27 A=~ e b () -1
e s (G T

A (2.9) és (2.22) felhasznaldsdval konnyen lathatd, hogy Ay # 0. Most alkal-

mazni fogjuk a 2.4. Lemmat és als6 korldtot nyertink |A;|-re. Feltehetd, hogy
x/y nem egységgyok, hiszen kiilénben (2.9) és (2.11) -bél adédik, hogy n < v.
Most Yu és Hung [77] (ldsd 352-353 old.) gondolatmenetét alkalmazva kapjuk,
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hogy, h(z/y) < log M, . Tovabba feltehetd, hogy n > (2e(r + s + 2))10 és ezért
az is, hogy log (2n) < 1.1n. Ekkor alkalmazva a 2.4 Lemmat azt kapjuk, hogy

|A1]| > exp{—cz1 log M, logn},

ahol
co1 = 2.2C4 (7” + s+ 2, d)(cllR)CIIHchgclg,

ahol a C4,cy1, 14,18 €8 c19 konstansok a fentiekben definidltak. Sét r = 0
esetén a fenti co; konstansban ci; R helyett 1 irhaté. Alkalmazva a fenti
gondolatmenetet S,, minden konjugdltjara és Osszeszorozva az igy kapott
egyenlGtlenségeket az adodik, hogy

(2.28) |Nk/Q(Sn)| > exp{—nhdcao} M) exp{—dhc; log M., logn}.

Osszehasonlitva (2.26)-ot és (2.28)-at, a ¢y = exp{dcag} jelolés mellett azt
kapjuk, hogy

(2.29) n(0.011log M, — hlog cas) < dhea log M, log n.
Megjegyezziik, hogy cog > 1, ha r > 1 és coo = 1, ha r = 0. Tegyiik fel, hogy
(2.30) max(Ng(x), Ns(y)) > 2.
A (2.23) és (2.24) osszefliggéseket felhasznalva egyszeriien lathatd, hogy
(231)  (max(Ns(z), Ns(y)))" < max(|Nic/q (@), [Nk /q(u)]) < Mo
Ezért (2.29) és (2.30) miatt

n < 200dhcsa log n,

amibol
n S 400dh821 10g (200dh621)

adodik. Ebbdl
(2.32) n < cozc5, W (log P),

kovetkezik, ahol co3 és coq csak d,h és R-t6l fiiggd konstansok és egyszerlien
explicitté teheték a co; felhaszndlasaval. Ebbdl, a (2.30) feltétel mellett (2.10)
adodik a v = 0 valasztdssal.
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Maradt az az eset, amikor
(2.33) [Nk /q(Sy)| > MO

Ekkor nyilvan s > 0. A tovabbiakban felsé korlatot adunk [Nk, q(Sn)|-re.
Rogzitsiink egy @ € {1,...,s} indexet. Mivel (z,,y,) = 1, igy feltehetd, hogy
ordy, (y) = 0. Ezért (2.25) -bél és (2.27) -bél azt kapjuk, hogy

(2.34) ordy, (S,) = hordy, (b) + hord,, (A1).
Tovébbé a 2.5 Lemma és (2.22) felhaszndldsdval

d

2.35 ord, (b)) < hw; + ———
( ) Pz( ) A log NK/Q(pz)

h(ﬂ) < hn + Ca5,

kovetkezik, ahol cp5 = dcig/log Nk q(pi). A 2.6 Lemmét alkalmazva felsé
korlatot adunk ordy, (A1)-re. Jelolje m a K-beli egységgyokok szamat. Ekkor
d(m) | d és ezért m < 20dloglog d (1asd [64]), ahol ¢(m) az Euler-féle fiiggvényt
jeloli. A tovabbiakban feltehetjiik, hogy log (2mn) < 2n és hogy ord,, A1 >
m. A 2.1 és 2.6 Lemmdk valamint (2.22), (2.16) és (2.19) felhasznélasaval azt
kapjuk, hogy

m
(2.36) ordy, A1 < ordy, <g) H g4V Hﬂ.iti*’uﬁ (z) _1
j=1 i=1

< co6log M, logn,

ahol
c26 = 4(log 7d)Co(r + s + 2,d,p;)(c11R)c1sc19

a fentebb bevezetett Cs,cq1,c1s, C1g kons‘gansokkal. A 96 konstansban r = 0
esetén c11 R helyett ismét frhatunk l-et. Igy (2.34), (2.35), (2.36) és c26 > c25
felhasznaldsaval adédik, hogy

ordy, (S,) < h2n + 2hcag log M, log n,

amibdl

(2.37)

log [Nk /q(Sn)| = Zordpi(Sn) log Nk /q(pi) < nlogcar + coglog M, logn

i=1
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kovetkezik, ahol cor = Qh2 és cog = 2h(log Q)cgs. Osszehasonlitva (2.33) és
(2.37)-et azt kapjuk, hogy

(2.38) n(0.991og M, — log ca7) < coglog M, logn.
Ha most
(2.39) max(Ng(z), Ns(y)) > Q"

akkor (2.31) miatt log M, > 1.02logcey adddik. Ezért (2.38) -bdl egyszerii
szamitassal lathato, hogy

n < 400cas log (200c¢2s).

Osszevetve az el6bbi eseteket, belattuk tehat, hogy ha (2.30) és (2.39) fennall,
akkor

n < 400 max{dhca; log (200dhcay ), cag log(200cas) }.
A tovabbiakban feltehetd, hogy

log @ > 200(r + s + 1)dRcy,

hiszen kiilonben n-re jobb, S-t8l fiiggd korlat adédik. Ekkor Q02" > 290 is
fennall. Felhasznélva, hogy log @ < slog P, azt kapjuk, hogy ha (2.39) fennall,
akkor

(2.40) n < cagchy PW (log™ W),

ahol cog és c39 csak d,h és R-t0l fiiggnek tovabba konnyen megadhatok ex-
plicit forméban is. Mivel (2.39) miatt © ¢ S vagy y ¢ S teljesiil ezért (2.40)
felhasznéldsdval szintén megkapjuk (2.10)-et v = 0 vélasztassal.

A tovabbiakban azt az esetet tekintjiik, amikor

(2.41) max(Ng(x), Ns(y)) < Cs,

ahol
o { Q1‘02h ha s > 0,
3 pr—

2% ha s = 0.

Emlékeztetsiil megjegyezziik, hogy s = 0 estén cop = exp{(r + 1)d’coR} >
1. El6szor tegyiik fel, hogy = vagy y nem eleme S-nek. Legyenek qq,...,q¢
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az xY Pi1,...,Ps-t6l killonbozé primidedl osztéi. Jeldlje Py és Qg a qi,...,q¢
primidedlok norméinak maximumaét, illetve szorzatat. Ekkor (2.41) miatt
(2.42) Py < Qq < Ns(ay) < Cs%.

Tovébbd Rosser és Schoenfeld [64] primekre vonatkozé explicit becsléseibdl
adddik, hogy
log Qq

logy, Q¢
ahol log; az i-alapt logaritmust jeloli. (1dsd még [39]). Az s > 0 estben elegendd
a Qg > Q mig, has=0aQ, > 33 esettel foglalkozni. Ezért azt kapjuk, hogy
- { 6.12h(log Q/log,Q) ,ha s >0,
~ | 1200(log c22/1og(200log ¢22)) ,ha s = 0.

t<3

(2.43)

Az elézéekhez hasonléan addédik, hogy s < 311)0;% Jelolje S’ a

P1,---Ps,q1,-- -, q¢ primidedlok halmazat. Ekkor (2.9)-et egy S’-egységegyen-
letnek tekinthetjiik, ahol ax™,by",c € O% N Ok. Ezért alkalmazva a 2.7.
Lemmat, azt kapjuk, hogy

(2.44) az" = op1, by" = 002, c =003,
ahol
0€0% N0k and g € 05 N0k
gy, hogy
(2.45) max h(ox) < c31hR*(log® RYHP'T' (log T").

1<k<3

Itt c31 = (13d)3Cr+sH47) P! = max{P, P,}, H = max{h,c;aR} és

s t
(2.46) T = H max{h; logp;, c1a R} H max{hlogg;,ci2R},
i=1 j=1
ahol ¢1,...,¢: a q1,...,q; primidedlok &ltal oszthaté raciondlis primeket

jelolnek. Azonban

S

[ max{hilogp;, c12R} < ((c12 + 5)hR)* | [ (log" p:)
i=1 =1

(2.47) .
H max{hlogq;,c12R} < ((c12 + 5)hR) H log™ g;).

j=1 j=1
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Tovédbbd s > 0 esetén [64] explicit becsléseit felhasznalva (lasd még [39]) azt
kapjuk, hogy

(2.48) H log* p; < Q3(log d+2log5 Q)/log Q
i=1
és
t

(2.49) H log *q; < Qq3(log d+2logg Qq)/logz @y <
j=1

<

ha s = 0.

Q6.12h(log d+2log,(3hlog Q))/log, Q ha s > 0,
ClQOO(log d+2log,(4001log c22))/ logs co2
22 )

Mivel ¢ € S és ¢ = ops, ezért o € S. Igy qi---q | zy és (2.44) miatt
(q1---q¢)™ | 0102 kovetkezik, amibél

(2.50) nlog Nk /q(a1---q¢) < log|Nk/q(0102)| < d(h(01) + h(e2))-
Ha s > 0, akkor feltehetjiik, hogy
log Q/(log, @)*° > 13d*hRlog™ (3h)(c12 + 5),
hiszen kiilénben n-re jobb korlat adédik. Igy (2.42) — (2.50) felhasznaldsaval
(2.51) n < c3Q*

kovetkezik, ahol c3o csak d, h és R-t6l fiigg. A (2.42) — (2.50) felhasznéldsaval
c3o egyszeriien explicitté tehetd. Tovabba a css konstans megvalaszthaté ugy,
hogy s > 0 esetén, a (2.51) -ben szerepld korldt nagyobb, mint a (2.40) -beli.
Ezért 1athat6, hogy ha = ¢ S vagy y & S, a (2.10) becslés fendll a v = 0
valasztassal.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor (2.9)-ben z,y € S, s > 0 valamint (2.11)
fenndll, tovabbd = ¢ Oj. Ekkor a 2.7 Lemma miatt ismét kovetkezik (2.44),
ahol most 0 € S, 0p € S és a (2.45) becslés fenndll a c3; = (13d)33r+s+7),
P'=Pés

T = H max{hlogp;,ci2 R}

i=1

vélasztdssal. A (2.11) és (2.44) Gsszefiiggések alkalmazdsdval kapjuk, hogy

ordp,o <v (i=1,...5),
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amibdl z € S\ Ok felhasznédldsival adddik, hogy

(2.52) nlog|Nk/q(z)| < log\NK/Q(0g1)| =
= log | Nk /q(0)| + log [Nk, q(01)]
<vlogQ + dh(o1).

Végiil (2.45) és (2.52)-t kombindlva (2.10)-et kapjuk egy csak d, h és R-t8] fiiggd
effektiv cg konstanssal. Ezzel a 2.3 Tétel bizonyitasit befejeztiik.

2.4. Megjegyzés Megjegyezziik, hogy ha specidlisan ¢ € Oy (azaz s = 0),
akkor a bizonyitdsunkban w, S, € O}, ezért (2.33) nem &llhat fenn. fgy ebben
az esetben lényegesen jobb korldt addodik n-re.

A 2.2 Tételt a 2.3 Tétel és a 2.8 Lemma felhasznaldsaval bizonyitjuk.

A 2.2 Tétel bizonyitasa. Legyen

FX,2)=(X—-—anZ2)* - (X —apZ)*,

ahol aq,...,ap Or kiillonbo6z6 elemei. Ekkor
DF: H (Oéi—Oéj)2.
1<i<j<k

Legyen z € Ok, y € Ox\{0}, z,w € S ésn > 3 a (2.5) egyenlet olyan megoldésa,
amelyre y ¢ Oj. Ekkor (2.5) -b6l ismert médon kévetkezik, hogy

(2.53) (x—a;z) =B;07, i=1,...,k
ahol

’ n

" Tnko(n, kkt(ax, .. -, ax))

valamint B;, b; olyan nem nulla idealjai Oy, -nek, hogy B, csak a p; - - - p idealt
0szt6 Op-beli primidedlokkal oszthaté. Legyen M az L Hilbert-féle osztalyteste,
és jelolje Ry, hv és Dy az M test reguldtorat, idedlosztalyszamat és diszkri-
minansat. Legyen Sy azon On-beli elemek halmaza, amelyek primidedl osztoi
osztjdk a py - - - ps szorzatot. Ekkor (2.53) -bdl adddik, hogy

(2.54) T — iz = ﬁﬂf/, i=1,2,
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ahol 0; € Sm,v: € Om ~ {0}. Legyen | = [L : K] és jelolje hy, az L
idedlosztalyszamat. Mivel [M : L] = hy, ezért a p; - - - p, szorzatot oszté Opg-
beli primideédlok szdma legfeljebb slhy,. Azonban (2.54) -bél

(2.55) Byt = By’ = (a2 — )z,

adédik. Igy Dp € S miatt kapjuk, hogy (e —a1)z € Sm-

Tekintsiik elészor azt az esetet, amikor y ¢ S. Ekkor legaldbb egy 4 index
esetén, példaul ¢ = 1-re v;-nek van egy olyan Opg-beli primidedl osztdja, amelyik
relativ prim a py,...,ps idedlokhoz. Ezért lathatd, hogy v1 ¢ Sm. Alkalmazva
a 2.3 Tételt a (2.55) egyenletre, adédik, hogy

0 < cgaQMMihL
gy
(2.56) n < cgalkkt(ar, ..., ap)Q,

ahol ¢33, c34 csak [, by, [M : Q] = m/, Rm és hyv paraméterektd] fliggd effektiv
pozitiv konstansok. A 2.3 Lemma felhasznaldsaval Ryy és hyg feliil becsiilhetd
egy csak m’ és Dp-t6l fiiggd explicit kifejezéssel. Tovabbd ismert, hogy m' =
dlhy, és Dy = DLhL. Ezért m’, Ry és hy explicite feliil becstilhetd d, I, Dy, és
hy, fliggvényében. Végiil tjra felhasznalva a 2.3 Lemmat hy, is feltl becstilhetd
d,l és Dy, fiiggvényében. Mivel I < k! ezért (2.56) -bdl addédik (2.7) a p =0
valasztassal.

Tekintsitk most azt az esetet, amikor y € S\ Of. Ekkor F redukalt.
Jeloljik Fy[X, Y] -nal az F[X,Y] maximalis fokszdmu, egy f6egylitthatds, binér
forma osztéjat Ok [X,Y] -ban. Ekkor F, is redukdlt. Felhaszndlva a 2.8
Lemmét kapjuk, hogy léteznek egy f8egyiitthatds Fy), F’ binér formdk Ok -beli
egyiitthatékkal valamint a € Ok, u € O 1ugy, hogy

(2.57) Fo(z,2z) = Fj(a',2') és F(z,2) = F'(2/,2),
ahol

(2.58) ¥ =x+azz =uz

és

h(EF}) < esscsg(PW)! = Cy,

ahol ¢35, c36 csak d, k és Dy, -t6l fiiggd effektiv pozitiv konstansok. Ha a/l, NN
jelolik az Fjj(X’,1) polinom gyokeit akkor

(2.59) h(af — ;) < dCy +logk minden i és j esetén.
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Tovabbd, (2.58) és (2.8) felhaszndlasaval kapjuk, hogy
ordy, ((z',2")) < p  minden i esetén.

A (2.5) helyett most tekinthetjik az F'(z',2') = wy"™ egyenletet. Az
egyszeriiség kedvéért F' 2’ 2" és o) helyére F,x,z és a; -t frunk . Igy ismét
(2.54) és (2.55) egyenleteket kapjuk. Tovdbbd, mivel v; € Sy minden i esetén
és y € S\ Ox azt kapjuk, hogy van egy olyan ~;, példaul ~;, amelyik nincs
benne Og; -ban, ahol Of; az On egységesoportjat jeloli. Legyen P a pq---ps
szorzat egy tetszéleges O -beli primidedl osztéja. Ekkor (2.59) miatt

ordg(a; — az)log Nyyq(B) < log [Nmyqar — az)| <
< dlhph(ar — as) < dihe (dCy + log k).

Tovabba addédik, hogy

ordqg(ﬁl'y?/, 627;“, (ag —0n)z) = ordgp(x — 12,0 — anz, (e — a1)z) <
< ordg((ae — a1)(z, 2)) < dlhy,(2dCy + 2log k + p).

Ismét alkalmazva a 2.3 Tételt a (2.55) egyenletre a fentiekhez hasonléan
adddik, hogy léteznek cs7,c3s and c3g csak d, k és Dy, -t6l fiiggd pozitiv kon-
stansok ugy, hogy

n' < e37Q + puezg log Q,

amibdl adédik (2.7). Ezzel a Tétel bizonyitdsat befejeztiik. O

2.5 Megjegyzés. Kombindlva a [34] -beli (21) Osszefiiggést a [35] -beli 5.
Ko6vetkezménnyel kapjuk, hogy

(260) |-DL| < (|DK|dek_1€S(dk)2)dl,

ahol I = [L : K| < k!. Tovabb4, ahogy korabban mér lattuk, s < 31?;'2%. Igy

(2.60) -bél adédik (2.4). O




3 POLINOMOK ERTEKEI ES TELJES HATVANYOK
KOZOTTI KULONBSEGEK

3.1 EREDMENYEK

Legyenek a, w, x, y, n, m olyan nemnulla racionalis egészek, amelyekre n, m >
2, |yl = 2 és ax™ # wy™. Tekintsiik az |az™ — wy"| kiilonbséget. Turk [72]
volt az els6, aki a fenti kiilonbségre x és y -tdl fiiggetlen explicit alsé korlatot
adott az a = w = 1 esetben. Ha a és w tetszOlegesen rogzitett nemnulla egészek,
Shorey [66] eredményébél levezethetd egy - csak a,w, m,n -tol figgd - effektiv
alsé korldt. Ez a korldt nem teljesen explicit. Kés6bb Bugeaud [16] lényegesen
megjavitotta Turk |z™ — y™| -re adott alsé becslését. Nem régen Bugeaud és
Hajdu [23] megjavitotta és kiterjesztette Bugeaud fenti eredményét tetszéleges-
en rogzitett a és w esetére.

Ebben a fejezetben altaldnositjuk Bugeaud és Hajdu [23] eredményét |F(z)—
wy™| alaku kiilonbségekre, ahol F' € Z[X] egy m > 2 foku polinom. Az F poli-
nomra tett bizonyos természetes feltételek mellett explicit alsé korlatot adunk az
|F'(z) —wy™| kiilonbségre (14sd a 3.2 Tételt). Eredményiinket a 3.1 Tételiinkbdl
vezetjiik le, amely az

(3.1) f(x) = wy"

szuperelliptikus egyenlettel foglalkozik, ahol z,y és n ismeretlen egészek, az
ly| > 2,n > 2 tulajdonsdggal. A 3.1 Tételben az n kitevére nyeriink teljesen
explicit, csak w -t6l és f magassagatol fiiggd felsé korlatot.

Mint mér emlitettiik, Tijdeman [71] illetve Schinzel és Tijdeman [65] bi-
zonyitottdk be elszor, hogy a (3.1) egyenletben n-re egy csak w-tél és f-t6l
fiiggd effektiv felsd korlat adhatéd. Késobb sokan nyertek effektiv, de nem teljesen
explicit korlatokat n -re; 1asd [13], [14], [11] és az itt el6fordulé hivatkozasokat. A
3.1 Tétellink némileg megjavitja és minden paraméterében explicitté teszi az n -
re kordbban ismert legjobb fels6 korlatot (lasd [11]). A 3.1 Tétel bizonyitdsdban
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Brindza, Evertse és Gy6ry [14] mddszerét kovetjiik, akik az n -re csupén az f
fokszamatdl és diszkriminansatdl fiiggd fels6 korlatot adtak.

A tovébbiakban bevezetjiik a sziikséges jeloléseket. Minden s pozitiv valds
szémra legyen log, s = max{1,logs}. Ha

m
f(x) = apx™ +a12™ ' + ...+ a, = ap H(ﬂf —a;), ag#0,
i=1
egy egész egylitthatds polinom, gy jelolje

H(f)= max [a)] 6 M(f) = |ao| [ max(1, o)

0<i<m
== i=1
az f polinom "klasszikus” illetve Mahler-magasségéat.

3.1. Tétel Legyen f(X) € Z[X] egy m > 2 foki polinom és legyen w egy
adott nemnulla egész szdm. Tekintsik a (3.1) egyenletet, ahol az ismeretlenek
x,y,n € Z, amelyekre |y| > 2,n > 2. Ha f -nek van legaldbb két kilonbozd
gyoke, akkor

n < QMM TmEIT N (£)3m =3 (log M ()™ (log, |w]) 3.

Ahogyan mar emitettiikk, a 3.1 Tételink némileg megjavitja és minden
paraméterében explicitté teszi az n -re [11] -ben adott fels§ korldtot. Abban
a specidlis esetben, amikor f(z) = az™ + ¢ alakd Bugeaud és Hajdu [23] a 3.1
Tételhez hasonlé felsé korlatot nyertek n -re.

Az aldbbi tétel a 3.1 Tételiink kovetkezménye.

3.2. Tétel Legyen F(X) € Z[X] egy m > 2 fokid polinom és legyenek w,x,y,n
olyan raciondlis egészek, amelyekre w # 0,n > 2,|y| > 2. Tegyiik fel, hogy
F(x) # wy™, és ha F(X) = t1(X — to)™ + t3 alakd valamilyen ti,ts,t3 € Z
esetén, akkor tételezzik még fel, hogy F(x) # wy™ + t3 is fenndll. Ekkor

23 -1

(3.2) |F(z) — wy"| > nFR2 8 Smm % " m (H(F) logﬁ |w|)

Megjegyezziik, hogy a 3.2 Tételben az |F(z) — wy™| -re adott alsé becslésben
az F polinom H(F) klasszikus magassdga szerepel az M (F) Mahler-magassig
helyett. Az ok nyilvanvald (ldsd a 3.2 Tétel bizonyitasat), hiszen H(F — k) <
H(F) + k teljesiil tetszOleges k € Z esetén mig M (F') nem rendelkezik hasonlé
jo tulajdonsédggal.
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Bugeaud és Hajdu [23] dolgozatdhoz hasonléan, a 3.2 Tételt egy a szuper-
elliptikus egyenlet megoldésaira adott fels6 becsléssel kombindlva alsé korlatot
nyeriink az |F(z) — wy”| kiilonbségre |F(z)| fiiggvényében.

3.3. Tétel Legyen F(X) € Z[X] egy m > 2 fokiu polinom és legyenek w,x,y,n
olyan raciondlis egészek, amelyekre w # 0,n > 3,|y| > 2. Tegyik fel, hogy
F(z) # wy™, és ha F(X) = t1(X — t2)™ + t3 alakid valamilyen t1,t3,t3 € Z
esetén, akkor tételezzik még fel, hogy F(x) # wy™ + t3 is fenndll. Ekkor

(33) |F(a) —wy"| > cim™ ¥ H(F)™ (g, |ul) ™ (log, log, |F(z)]) 77,

ahol ¢y egqy effektiv abszolit konstans.

A 3.2 Tételiink dltaldnositdsa a Bugeaud és Hajdu [23] dltal nyert

1 —1
|(l.’13m _ wyn‘ > n2/5m(20m)—2—11/m (‘al log” |b‘)

becslésnek. Hasonléan a 3.3 Tétel kiterjesztése Bugeaud és Hajdu [23] 2.
Tételének. A (3.2) -ben szereplé alsé korlat az F'(x) = ax™ specidlis esetben
hasonlé er6sségli mint [23] -ban, eltekinve az n kitev6jétél. Ennek az az oka,
hogy D(az™ + k) < co|k|™, mig altaldnos esetben csak D(F(z) + k) < cs|k[*™
érvényes. Itt D(g(x)) egy ¢ € Z[X] polinom

diszkrimindnsat, mig co és c3 csak a,m és F -t6l fiiggd effektiv konstansokat
jelolnek.

3.2 SEGEDEREDMENYEK

A 2. Fejezet jeloléseit megtartva legyen K egy d -ed foku algebrai szamtest,
és jelolje r illetve R a K test egységrangjat illetve regulatorat. A 3.1 Tétel
bizonyitdsaban a 2.1 és 2.2 Lemma alabbi valtozatat fogjuk hasznalni.

3.1. Lemma Létezik K -ban egy olyan €1,. .., &, figgetlen egységrendszer,
amelyre

(3.4) H h(e;) < d~"rIR
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és

(3.5) h(g;) < rld='(9(log3d)*/8)" 'R, i=1,...,7

Tovdbbd, minden nemnulla o € K algebrai egész esetén létezik egy € egység az

€1,...,&p dltal generdlt multiplikativ részcsoportban, amelyre

(3.6) h(za) < (log Nx/q())/(2d) + (r+ 1) log® 3 (3d)R.
Bizonyitas. Ez Bugeaud [18] 1 és 2 Lemma4jdnak az dtfogalmazdsa. O

A 3.1 Tételiink bizonyitasdban végil felhaszndljuk Matveev [51] linedris
formék logaritmusaira vonatkoz6 becslését. Megjegyezziik, hogy Matveev [51]
aldbbi eredménye Baker és Wiistholz [8] eredményének a javitdsa.

3.2. Lemma Legyenek oy ...ar a K test nem nulla elemei, amelyek abszolit
logaritmikus magassdga h(c;) (1 < j < k). Legyenek tovabbd logaq,. .., logay
a logaritmus tetszdlegesen rogzitett nemnulla értékei. Tegyik fel, hogy

A; > max{dh(«a;),|loga;|,0.16} (1 <j<k).
Tekintsik az aldbbi linedris formdt
A=bilogay + ...+ bilogay,
ahol by, ..., by € Z és legyen B = max{|bi1|,..., |bk|}. Ha A # 0, akkor
log |A| > —C(k)log(ed) log(eB)d*,

ahol Q= Ay --- Ay és C(k) = 26420,

Bizonyitas. Ez Matveev [51] 2.3 Kovetkezményének &atfogalmazasa.
Emlékeztetiink, hogy a masodik fejezetben felhasznalt 2.4 Lemma Matveev ezen
eredményének kovetkezménye. O

Az alabbi lemma a szuperelliptikus egyenlet megoldasai abszolut értékére ad
effektiv felsé korlatot abban az esetben, amikor az y n kitevGje rogzitett.

3.3. Lemma Legyenck a és n olyan racionalis egészek, amelyekre a # 0 és
l

n > 3. Jeloljon Q(X) = [[(X — «;)% € Z[X] egy m > 2 foki, kiilonbézd
i=1

at,...,qp gyokokkel rendelkez6 fépolinomot. Legyen D(Q) = [](a; — ) és
i)



33 BIZONYITASOK 29

legyen n; = n/lnko(n,e;) (i = 1,...,1). Tegyik fel, hogy valamilyen i,j pdr
esetén (1 < i # j <I) teljesil, hogy Inko(n;,n;) > 3. Ekkor a

(3.7) Q(z) = ay"

egyenlet minden (x,y) € Z? megolddsdra fenndll, hogy

max{|z], |y[} <
< H(Q)n+1 exp {(C4nm)c5m2n|D(Q>|5nm|a|m2n(10g* |(J,D(Q)|)2m2"} 7
ahol ¢4 €s c5 effektiv abszolut konstansok.

Bizonyitéas. Ez Bugeaud [19] Allitasénak a kovetkezménye . O

3.3 BIZONYITASOK

A 3.1. Tétel bizonyitasa. A bizonyitasban a [14] és [11] dolgozatokban
felhasznalt okoskodasokat kovetjiik, azonban a fenti cikkekkel ellentétben most
explicit konstansokkal dolgozunk. A bizonyitas soran két esetet kiillonboztetiink
meg. Elbszor tegyiik fel, hogy f -nek Z[X] felett van egy legaldbb mdsodfoki
irreducibilis faktora. Legyen ez P € Z[X]. Legyen 6 a P polinom egyik
gyoke és legyenek R, h,D és r a K = Q(J) algebrai szdmtest reguldtora,
idealosztalyszama, diszkriminansa valamint egységrangja. Kombinalva a

2

d<
~ log3

log | D],

egyenlStlenséget (1dsd Gydry [33]) Lenstra [42] egy eredményével azt kapjuk,
hogy

1 14
(3.8) hR < M\D\z log? ™t |D|.

Felhaszndlva Mahler [50] egy, a polinomok diszkrimindnsara vonatkozd,
becslését azt nyerjik, hogy

|D| < d‘M(P)*?=2.
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Mivel P|f, igy M(P) < M(f) is teljesiil, és ezért
D < d'M(f)*2.

is fennéll. Kombindlva a fenti egyenlStlenséget a (3.8) becsléssel azt kapjuk,
hogy

(3.9) hR < J%dd-le%-lM(f)d-l(log* M)

Jelolje ap az f polinom f6egyiitthatdjat, és legyenek fBi,...,0n, a g(z) =
m—1

ay f((f—o) polinom gyokei. Legyen

D(g) =TT 4 -8y,

Bi#B;

és frjuk &t a g polinomot g(z) = P (x)Py(z) alakba, ahol P;(z) = agP(;’—O),
valamint P; és P, egymdshoz relativ prim polinomok Z[X] -ben. Legyenek
B1, ..., B4 a Py polinom gyokei gy, hogy 31 = §, és legyen (z,y) a (3.1) egyenlet
egy tetszOlegesen rogzitett megolddsa. Mivel az (apx — B1) és (g(aox)(apx —
B1) k1) féidedlok legnagyobb kozds osztéja osztja D™ (g) -t, igy léteznek olyan
A, B, C egész idedlok K -ban, amelyekre

(3.10) Alagr — 1) = BCY,

ahol
o n
~ Inko(n, k;)
Tovabbé nyilvan
2
max{Nk/q(A), Nk/q(B)} < [ag - w- D(g)|™

is fenndll.  Ezért felhaszndlva a 3.1 Lemmé&t valamint a (3.6) és (3.9)
Osszefiiggéseket, egyszerti szdmolds utan azt kapjuk, hogy az A" és B" féideslok
olyan « illetve (3 generatorokkal rendelkeznek, amelyekre

(3.11) max{h(a), h(B)} < cs,

ahol
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ce = 0.12m3(m — 1)d4 e (r 4+ 1)+
x (log 3d)* > M(f)?~* (log, M (f))" log, [w.

A (3.10) egyenlet atirhaté az

(3.12) a(agr — Bi)" = By’

alakba, ahol v a C" f8ideal generatora és € egy K -beli egység. Legyen €1,...,¢,
a 3.1 Lemma feltételeinek megfeleld fiiggetlen egységrendszer. Ekkor e kife-
jezheté ezen egységekkel ¢ = &’ 5l11 ...€l" médon, ahol ¢’ egy olyan egység K
-ban, amelyre

h(e’) < (r 4 1)" " (log(3d))* T R.
Amennyiben sziikséges a v megvaltoztatdsdval elérhetd, hogy ax ;] <t tel-
jesiiljon. -
Ha |agz| < M(g) + 1, akkor
2" < [y[" < (2M(g)+1)™

kovetkezik, és igy a 3.1 Tétel bizonyitdsat befejeztiik.
Egyébként az |agz| > M(g) + 1 egyenl6tlenségbdl azt kapjuk, hogy |agz —
Bi| > 1 teljestil minden 7 = 1,...,d esetén. Igy

lag' ™ wy"|" > lrgggdlaox Bl >

R . N =1 . .
> |agz — B;|" > |¢'V)] H 1109|7189 ||y 9| >

i=1

> m—dﬂw—t N -W_W_IW_WW-

A fenti egyenlétlenségekben [ /] a v algebrai szdm konjugéltjai abszolutértékének
a maximuma&t jelenti, és j az a megfelel6 index, amelyre |’y(j)| = m A
tovabbiakban nyilvan feltehet, hogy n > m 4+ 1, hiszen kiilonben addédik a
3.1 Tétel allitasa. Ekkor viszont a fenti egyel6tlenségbol

h(y) < 2.182¢¢d? log, |y|
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adédik, ahol cg a kordbbiakban mar definidlt explicit konstans. Feltehetd, hogy
lagz| > |y| hiszen egyébként

laoz| + M (g) = |yl

kovetkezik, amibdl azonnal adddik a 3.1 Tétel allitasa. fgy azt kapjuk, hogy

mo(1<i<d).

1
(313) Jaow — il > Iy
Az altalanossiag megszoritasa nélkil feltételezhetjiik, hogy

18:= 85| - 182 = Bl

laox — Bi| ~ laoz — o

L 1<ij<d, i

Ekkor viszont fennall a

5= 3] _ 4(d— 1ID(g)

(3.14) H < et .

1<iy<a 1907 = Bl ly| =

Bi#B;
becslés. . ,

Ha (%) = 1, akkor fo 1;_%1 algebrai egész. Igy
— N _
‘NL/Q(ﬁl B2 )’ _ L/Q(B1 — B2) s,
aogl — ﬁl (NK/Q(an — ﬁl))

ahol L = Q(f1,52) és [L : K] = s. Kombindlva a fenti becslést (3.13)-mal
valamint felhasznalva, hogy s < d azt nyerjiik, hogy

| D(g)|™ > [Ny (B — B2)| > [Nk /q(aoz — Bi)| >

d
Lynim
4

amibdl adédik a 3.1 Tétel allitasa.
Az (w) # 1 esetben feltehetd, hogy |y|z#= > 2|D(g)|h (hiszen kiilonben

aor— 32

n-re lényegesen jobb korlat adddik). Igy (3.14) miatt azt kapjuk, hogy

<a0x - ﬁl)h 1
apr — B2

s
> > 2ds(n/m—2) > 2(271/m)—2m2

apr —

3.15 lo
( ) : apr — B2

< log (h

n
—1)) <= .
D < =5, - log, |yl
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Ha most

(Lﬁ1 — 1’ , akkor (3.15) felhaszndldsaval nagyon j6 korlat

apx @2
addédik n-re. Egyébként pedlg kombindlva a 3.2 Lemmdt a (3.4) és (3.9)
osszefliiggésekkel, azt kapjuk, hogy

e\ e\ gB/a 7\
) @) o o) =
- &®) 2030 /6

e'B/a
@B /o

<M>h1 _
apr — B2

bo log(— +Zz log (2)
=1

>

+tlog — (2)

I\D\H

> exp {—er(m)M(f)*" > (log, M(f))*™ " log? [w|log, |y|log, n} ,
ahol by egy olyan raciondlis egész, amelyre |bg| < t(r + 1) és

C7(m) — 223.1m+48.418m7m+14 logm

A fenti becslésben a () felsé index a Q(B1) — Q(3,) izomorfizmus altali képet
jeloli. Osszehasonlitva az elSbb nyert alsé becslést a (3.15)-ben szerepld fels
becsléssel, kapjuk a 3.1 Tétel allitdsdt abban az esetben, amikor f -nek Z[X]
felett van egy legalabb masodfoku irreducibilis faktora.

A maésodik esetben az f polinomnak nyilvan csak raciondalis gyokei vannak.
Ezért g Osszes gyoke raciondlis egész. Legyenek 3y és (B2 a g polinom ki és ko
multiplicitasu kiilonb6z6 gyokei. Az els6 esetben alkalmazott gondolatmenetet
megismételve, azt nyerjuk, hogy

(3.16) ui(agr — B;) = viyl, i=1,2
ahol t = mtps, wg v,y € Z, |yi| 2 2 valamint [us[ < [D(g)™], [vi| <
lad"tw| (i = 1,2). Feltehetd, hogy |ya| > |y1]. Legyen A; = log w2 +tlog (%) .
A (3.16) egyenletek felhaszndldsdval azt nyerjik, hogy

_ |iu2 <yl> B
VU1 \ Y2

uz (B2 — fr)

t
V2Ys

1
> —|A
2| 1.

Felhasznalva ismét a 3.2 Lemmat az
n

< 2%m*log, M(f)log, |w|,
logn
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egyenlStlenséget kapjuk, amibol adédik 3.1 Tétel &llitasa.
O

A 3.2. Tétel bizonyitasa. Legyen k = F(z) — wy™. Alkalmazzuk a 3.1
Tételt az f(z) = F(x) — k. vélasztassal. Felhaszndlva az

M(f) </ (m+1)H(f)
H(f) < H(F) + |k < 2H(F)|k|

becsléseket és kifejezve |k|-t, megkapjuk a 3.2 Tételben szerepld |F'(x) — wy™|
kiilonbségre vonatkozé alsé becslést.
O

A 3.3. Tétel bizonyitasa. Legyen k = F(x) — wy” és jeldlje ag az F
polinom féegyiitthatéjat. Alkalmazzuk most a 3.3 Lemmaét a

Q(CLOIE) _ a'(r)n—lwyn

egyenletre, ahol Q(z) = ag“l(F(%) — k) és a = af' 'w. Felhasznélva az

lao| < H(F — k) < 2H(F)|k,

egyenlétlenségeket felsd korldtot nyeriink |x|-re és igy |F(z)|-re is H(F), b, n, k
és m fiiggvényében. Nevezetesen azt kapjuk, hogy

log, log, |F(x)| < csm®nlog, nlog, H(F)log, |w|log, |k,
ahol cg egy effektiv abszolit konstans. Tovabba a 3.2 Tétel miatt
nwn < 23S S H(F) log®™ w]|H
is teljestil. Kombinalva a fenti két utolsé egyenlétlenséget, a 3.3 Tétel bi-

zonyitasat befejeztiik.
O



4 MASODFOKU POLINOMOK HATVANYERTEKEI

4.1 EREDMENYEK

Legyen S = {p1,...,ps} kiillonbo6z6 racionélis primek egy halmaza és legyen
S={meZ|m==xp™ - -ps*, 2z €ZL>o, (1<i<5s)}.

Jelolje tovabba P illetve @ az S-beli primek maximumat illetve szorzatat.
Ebben a fejezetben az

(4.1) 22+ D =wy"

egyenlettel foglalkozunk, ahol w adott pozitiv egész, az x,y,n, D ismeretlenek
pedig olyan pozitiv egészek, amelyekre n > 3, y > 1,D € S és Inko(z,y) = 1.
Célunk, hogy w-re és D-re tett bizonyos feltételek mellett j6 korldtot nyerjiink
(4.1)-ben az n kitevére, amely korldt csak P-t6l és s-tél vagy P-t6l és Q-tdl
fligg.

Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor a (4.1) egyenletben a w = 1 és D
adott pozitiv egész. Ekkor az elsd eredmény Lebesque [41] nevéhez fizédik, aki
bebizonyitotta, hogy (4.1)-nek D = 1 esetén nincs megolddsa. Késébb Ljung-
gren [44] D = 2 esetén, mig Nagell [57], [59] D € {3,4,5} esetekben teljesen
megoldotta a (4.1) egyenletet. Cohn [29] dttekinté munkdjdban Gsszefoglalta a
(4.1) egyenlettel kapcsolatos addigi eredményeket, s6t egy mddszert dolgozott ki,
amelynek segitségével D < 100 esetén a (4.1) Osszes megolddsét meghatdrozta
D 77 kiilonbo6zb értéke esetén. A D = 74 és D = 86 esetekben Mignotte és
de Weger [53] adta meg a (4.1) egyenlet Osszes megolddsdt. Késébb Bennett és
Skinner [10] felhaszndlva a moduldris formdk és Galois reprezentdcidk elméletét
teljesen megoldottédk (4.1)-et a D = 55 illetve D = 95 esetben. Nem régen
Bugeaud, Mignotte és Siksek [26] 1j Otleteket felhaszndlva valamint a Baker-
maédszert az el6bb emlitett Bennett és Skinner dltal alkalmazott médszerrel kom-
bindlva a (4.1) egyenlet sszes megolddsat meghataroztdk D < 100 fennmaradé
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19 értéke esetén. Abban az esetben, amikor a (4.1) egyenletben w € {1,4} és
D pératlan pozitiv négyzetmentes egész Bugeaud és Shorey [24] felhaszndlva
Bilu, Hanrot és Voutier [12] médszerét teljesen megoldottdk (4.1)-et abban az
esetben, amikor n > 3 olyan pératlan prim, amely nem osztja a Q(v/—D)
idedlosztalyszamat és D # 7 (mod 8), ha w = 1 (lasd a [24]-ben szerepld 3.,5.
és 7. Kovetkezményt).

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a (4.1) egyenletben D is ismeretlen,
pontosabban D olyan pozitiv egész, amelyre D € S. Ebben az esetben is nagyon
sok eredmény taldlhaté a (4.1) egyenlettel kapcsolatban (14sd pl. az [1] - [7], [17],
[22], [28], [30], [48], [49], [52], [55], [56] munkékat, valamint az ott eléforduld hi-
vatkozdsokat). Shorey, van der Poorten, Tijdeman és Schinzel [67] illetve Gyéry,
Pink és Pintér [37] - a 2. Fejezetben ismertetett - eredményeibdl adédik, hogy
(4.1)-ben n-re egy csak P-tél és s-tél illetve csak Q-tél fliggd effektiv felsé korlat
adhato. Ezek a korliatok azonban nagyok és nincsenek teljesen explicit médon
megadva. A fent felsorolt dolgozatokban egyrészt a Baker-mddszer komplex és
p-adikus véltozatat, masrészt Bilu, Hanrot és Voutier [12] rekurziv sorozatokra
vonatkozé eredményét haszndltdk. Nevezetesen, a [17] illetve [22] cikkekben a
szerzOk a kétvaltozos Baker-médszer komplex és p-adikus véltozatat kombindlva
teljesen explicit, csak P-t6l és s-t6l fiiggd korldtokat nyertek (4.1) tipusi egyen-
letekben az n kitevére. Felhasznélva Bilu, Hanrot és Voutier [12] mar emlitett
eredményét, lehet6ség nyilt (4.1) tipusi egyenletek teljes megolddsara, amikor
w = 1 valamint az S konkrét adott primek halmaza. Cohn [28]
illetve Arif és Muriefah [1], [6] az S = {2}, mig Arif és Muriefah [3] valamint
Luca [48] az S = {3} esetekben adtdk meg (4.1) Osszes megolddsat. Ha g > 5
egy olyan pdratlan prim, amelyre Inko(n,3hg) = 1, ahol hg jeloli a Q(v/—q)
idedlosztalyszamat, Arif és Muriefah [7] teljesen megoldotték az z2 4 ¢?*+1 = y»
egyenletet. Az S = {2,3} esetben Luca [49] adta meg a (4.1) egyenlet Osszes
megoldasat.

Abban az esetben, amikor a (4.1) egyenletben (w, D) = (2,a?), ahol a adott
pozitiv egész, Pink és Tengely [63] vizsgaltdk az

(4.2) 22 +a?=2"

egyenletet, ahol az x,y,n ismeretlenek olyan pozitiv egészek, amelyekre n > 3,
Inko(x,y) = 1, és egy, csak a-t6l fiiggd, explicit felsd korldtot adtak n-re. Ha n
pdratlan prim a fenti eredményt Tengely [70] -ben megjavitotta.

Ebben a fejezetben altaldnositjuk a [63] és [70]-beli eredményeket arra az
esetre, amikor (w, D) = (2,a?), ahol a olyan pozitiv egész, amelyre a € S.
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Ekkor a nem fix, hanem a = p;**---ps* alakd, ahol pq,...,ps killonbozd
raciondlis primek, zi,...,zs pedig ismeretlen nemnegativ egészek. A (4.2)
egyenlet dltaldnositasaként tekintsiik az

(4.3) 22 (pr*t . ps™) = 2y"

egyenletet, ahol az ismeretlenek z,y,n,z; (1 < i < s), amelyekre n >
3, Inko(z,y) = 1 valamint 2q,...,2, € Z>¢ teljesiil. Nyilvdnvald, hogy
x =y = 1,21 = ... = zg = 0 mindig megolddsa (4.3)-nak, amit trividlis

megolddsnak fogunk nevezni. Gydry, Pink és Pintér [37] a 2. fejezetben is-
mertetett eredményeibél adddik, hogy (4.3)-ban az n kitevére egy csak P, s
illetve Q-tdl fiiggd korlat adhaté. Ezek a korlatok azonban nagyok és nincse-
nek teljesen explicit médon megadva. A jelenleg ismert legjobb kétvaltozds
Baker-tipusu becslés komplex és p-adikus valtozatat kombinalva, altalanositjuk
a [63] -ben és [70] -ben a (4.2) és (4.3) egyenletekkel kapcsolatos eredményeket
és teljesen explicit korldtot adunk a (4.3)-ban szerepld n-re.

4.1. Tétel Tekintsik a (4.3) egyenletet és tegyiik fel, hogy n pdratlan. Ekkor
(4.3) minden nem trividlis megolddsa esetén

n < 90813, ha (P,s) = (3,1),
és
n < 5371sP(P + 1) log P

kilonben.

A fejezet tovabbi eredményeinek ismertetéséhez sziikségilink lesz néhany
jelolésre és elnevezésre. Legyen f(x) = 22 + Az + B egy mésodfoki egész
egylitthatés polinom, és jelolje Dy az f diszkrimindnsat. Legyen

D
D— fo, ha Dy is péros,

—Dy, ha Dy is péaratlan.

Tegyiik fel, hogy D € S és D > 0. Legyenek ¢ és d olyan pozitiv egészek,
amelyekre D = dc?, ahol d jeldli a D négyzetmentes részét. Tovabba, k € Z
és p prim esetén jeldlje ord, (k) p-nek azt a legmagasabb hatvanyat, amellyel &
oszthato.

Tekintsiik az

(4.4) fl@) =y"
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egyenletet, ahol az x,y, n ismeretlenek olyan egészek, amelyekre y > 1 ésn > 3
prim. Azt mondjuk, hogy a (4.4) egyenlet egy (z,y,n) megolddsa kivételes, ha

orde(Dy) =2, y pdros és d =7 (mod 8).

Legyen h a Q(v/—d) test idedlosztélyszdma és jelolje h(—4D) a —4D diszkri-
mindnsu pozitiv binér kvadratikus formék ekvivalencia osztalyainak a szamat
(a h(—4D) definicidjét 14sd a 4.3 alfejezetben).

4.2. Tétel Ha (x,y,n) a (4.4) egyenlet egy olyan nem kivételes megolddsa,
amelyre x # —% és Inko(y, D) = 1, akkor eltekintve az

2?4+ Az + B =y
végtelen egyenlet csalddtol, ahol

(A, (A2 4 7)/4, (181 — A)
(Av (A2+11)/47 (31 7A) IAS) )
(A7 (A2 + 19)/47 (559 - A)/ , 9,19, 7)

)

/2,2,7,5)
/2,2,7,13
/2,3,11,5

)

(A;B7l‘7y7D>n)€ ;7

ha A pdratlan, és

2 _
(A7B7x7y’D’n)€{ (A, (A% +76)/4, (44868 — A)/2,55,19,5), }

(A, (A2 4 1364)/4, (5519292 — A)/2, 377,341, 5)

ha A pdros, akkor
n=3 wagy n|h(—4D).

Tovabbd, az utobbi esetben
n <max{3,P}, ha nth
és 4
n < f\/@log(Qe\/@), ha n|h.
T

Megjegyezziik, hogy a fenti Tételben az x # —g feltétel sziikséges. Ha
ugyanis r = 7% teljesiilne a (4.4) egyenletben, akkor pdros Dy esetén az

y" =D

egyenletet kapnank. Ekkor viszont D € & miatt n-re nem nyerhet6 fels6 korlat
(4.4)-ben.
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Léthat6, hogy megfeleld helyettesitéssel a (4.4) egyenlet visszavezethetd egy
(4.1) tipustu egyenletre, nevezetesen az

(4.5) X% 4D =wY"
egyenletet nyerjik, ahol w € {1,4} és

(4.6) Inko(X,Y) = Inko(Y, D) = 1,
valamint

(47) w =1, ha Dy paros, w =4, ha Dy péaratlan,
. DeS, D>0, X>1, Y >1, n> 3 prim.

A 4.2 Tétellink az alabbi 4.3 Tétel kovetkezménye. Azt mondjuk, hogy a (4.5)
egyenlet egy (X,Y,n) megolddsa kivételes, ha

w=1, orda(Dy) =2, Y paros és d =7 (mod 8).

4.3. Tétel Tekintsik a (4.5) egyenletet, amelyre teljesiilnek a (4.6) és (4.7)
feltételek. Ha (X,Y,n) a (4.5) egy nem kivételes megolddsa, akkor eltekintve a

(4,2,7,5), (4,2,7,13),
(w,Y,D,n) € (4,3,11,5), (4,5,19,7),
(1,55,19,5), (1,377, 341, 5)

esetektdl (4.5)-ben fenndll, hogy
n=3 wagy n|h(—4D).
Tovabbd az utobbi esetben
n <max{3,P} ha nth
és 4
n < ;\/élog(Qe\/@) ha n|h.

A 4.3 Tétel sszevethetd Bugeaud és Shorey [24] 5. és 7. Kovetkezményével,
ahol a szerz6k (4.5) tipusi egyenleteket vizsgéltak, azonban ezekben az
eredményekben D > 0 négyzetmentes volt. Az 5. Kovetkezményben meg-
mutattak, hogy az 22 + 4D = y" egyenletnek nincs megolddsa n > 5 esetén.
Itt D négyzetmentes, és n olyan paratlan prim, amely nem osztja a Q(v/—D)
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idedlosztalyszamat. Tovabba a 7. Kovetkezményben hasonld feltételek mellett
megadtdk a (4.5) egyenlet sszes megoldédsét, amikor

w=1, D=1 (mod4),n>3 vagy w=4, D=7 (mod8), n>3 vagy

w=4, D=3 (mod 8), n>5.

Megjegyezziik, hogy Bugeaud és Shorey [24] dolgozatdval ellentétben a 4.3
Tételiinkben D nem sziikségképpen négyzetmentes.

4.2 SEGEDEREDMENYEK

A 4.1 Tétel bizonyitdsdhoz sziikséglink lesz az aldbbi két lemméra. A [17] és
[22] dolgozat okoskoddsaihoz hasonléan kombindljuk a jelenleg ismert legjobb
kétvaltozés Baker-tipusi becslés komplex és p-adikus véltozatat. Az alabbi
Lemma Mignotte eredménye; 1. az Appendixet [12]-ben.

4.1. Lemma Legyen o egy olyan komplex algebrai szdm, amely nem egqységgyok
és amelyre |a| = 1. Jelolje log v a logaritmus féértékét ( azaz —m < Imloga <
7). Tekintsik az aldbbi linedris formdt

A = byim — by loga,

ahol by and bs pozitiv egészek. Legyen X\ egy olyan valds szam, amelyre 1.8 <
A < 4, és legyenek
d=[Q(a): Q]/2,
o=¢", K =050r+dh(a), B =max(13,b1,by),

1 1 L (1/3+\/1/9+2>\t>2
) A ’

" 6mo 48w o(1 + 2mo/3\

1 1

H =max{3\,d(logB+log | — + — | —logVk +0.886 | +
o 2K

1

32 1 1
—_— At = — 4+ — .023}.
+2+k(67rg+3 + 0.023}
FEkkor

log |A| > —(87koA\ ' H?* 4 0.23)K — 2H —2log H + 0.5\ +2log A — (d + 2) log 2.
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Bizonyitas. Ez a [12] dolgozatban szerepld A.1.3 Tétel. O

Tetszbleges p prim esetén jelolje Q, a p-adikus szdmok testét és legyen Qp a
Q, algebrai lezartja. Tovabba jelolje v, a Q,, f6lotti standard p-adikus értékelés
Q,-re val6 egyértelmii kiterjesztését, amelyre vy, (p) = 1.

4.2. Lemma Legyen p egy raciondlis prim, és legyenek a1 €s as olyan algeb-
rai szdmok, amelyek p-adikus egységek. Jeldlje f a Qp — Qp(as,as) bdvités
rezidudlis fokdt és legyen d = [Q(a1,2) : Q]/f. Legyenek tovdbbd by and by
pozitiv egészek és legyen

A = Ozlbl — 042b2.

Legyenek A1 > 1 és As > 1 olyan valds szdmok, amelyekre
log A; > max{h(«;), logp/d}, i=1,2

és legyen
b1 bo

b = .
dlog A, * dlog Aq

Ha oy és ay multiplikative fiiggetlenek, akkor

24p(pf —1) / 10logp ’
N ——d log b’ + log 1 0.4 5
UP( ) — (p _ 1)(10gp)4 max 0g + og ng+ ) d ’

-log A; log As.

Bizonyitds. Ez Bugeaud és Laurent [25] 4. Tétele a (u,v) = (10,5)
valasztassal. O

A 4.3 Tétel bizonyitasdhoz tovabbi elnevezésekre és jelolésekre lesz
sziikséglink. Megtartva a 4.2 fejezet jeloléseit egy m nemnulla egész esetén
legyen w(m) az m kiilonboz6 primosztéinak a szdma. Definicié szerint, a,b,c € Z
esetén az aX? 4+ 2bXY + cY? kvadratikus binér forma diszkriminansa 4b% — 4ac.
Ezért az X2+ DY? binér forma diszkrimindnsa éppen —4D. Azt mondjuk, hogy
egy aX? + 2bXY + cY? kvadratikus binér forma pozitiv, ha a > 0. Mint is-
meretes, a —4D diszkriminansa pozitiv kvadratikus binér formak halmaza véges
sok ekvivalenciaosztdlyba sorolhaté. Ekkor ezen osztlyok szamét h(—4D)-vel
jeloljiik.

Az aldbbi lemma a [24] dolgozatban szerepld 1. Lemma specidlis esete.
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4.3. Lemma Tekintsik az
(4.8) X2 4 DY? =wY#

egyenletet, ahol az X1,Y1,7Z1 ismeretlenek olyan egészek, amelyekre Zy > 0
és Inko(X1,Y1) = 1. Ekkor a (4.8) egyenlet megolddsai legfeljebb 2<(Y)~1
osztalyba sorolhatdk. Tovabbd minden osztalyban egyértelmiien létezik egy olyan
(X1,Y1,Z1) megoldds, amelyre fenndll, hogy X1 > 0,Y1 > 0 és Zy minimdlis
az osztdlyban 1évd megolddsok kozétt. Ekkor Zy | h(—4D), ahol h(—4D) jeldli a
—4D diszkriminansid pozitiv kvadratikus binér formdk osztdlyainak a szamdt.

Bizonyitas. Lasd [24]. O
Az aldbbi lemma egy kvadratikus imaginarius algebrai szamtest idedlosztély-
szaméra ad jo felsd korlatot.

4.4. Lemma Legyen D > 0 egy négyzetmentes egész és jeldolje h a K = Q(v/—D)
algebrai szamtest idedlosztdlyszamdt. FEkkor

h < %@(log 2eV'D).

Bizonyitas. Legyen h(—4D) a —4D diszkrimindnst K-beli kvadratikus rend
osztalyszdma. Ekkor h(—4D) nem més mint a —4D diszkrimindnsd pozitiv
binér kvadratikus formdk osztdlyainak a szdma (1. Cohen [27], 5.2.7 Definicid).
Tovabb4,

4
h(—4D) < =vD(log 2eV D)
i
is fenméll (1. [24]-ban szereplé 1. Allitast ). Mivel h | h(—4D) (1. [54]), igy
adédik a Lemma 4llitdsa. O

4.5. Lemma Legyen h(—4D) a —4D diszkrimindnsi pozitiv kvadratikus binér
formdk osztdlyainak a szdma. Ekkor, ha d = 3 (mod 4),

h(—4D) = h(—4c*d) = h2c [ | (1 - (_i/p)) %

pl2¢
aholu =3, if d =3 ésu=1 kiilonben; ha d =1,2 (mod 4),

2 (—4d/p)\ 1
h(=4D) = h(—4c*d) = he[[ (1 - —= ) =
ple ( p > Y

)

aholu =2, had=1 ésu=1 kiilonben. Iit (5) jeloli a Legendre szimbdlumot.
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Bizonyitas. Lasd Mollin [54]. O

4.3 BIZONYITASOK

A 4.1. Tétel bizonyitasa. Tekintsiik a a (4.3) egyenletet, ahol z,y,n
olyan pozitiv egészek, amelyekre n > 3, Inko(z,y) = 1 és legyen

z Zs
a=p1~tpse,

ahol pq,...,ps killonb6zé raciondlis primek és z1, ..., zs ismeretlen nemnegativ
egészek. Konnyen ldthatd, hogy (4.3)-ban 2 = a (mod 2). Ha most z =a =0
(mod 2), akkor (4.3)-ban y csak pératlan lehet Inko(z,y) = 1 miatt. Ekkor
viszont (4.3) bal oldala oszthaté 4-gyel a jobb oldala pedig csak 2-vel, ami
ellentmondés. Igy (4.3)-ban a pératlan és ezért nyilvan min{p;,...,ps} > 3 is
fennéll.

Faktorizdlva a (4.3) egyenletet Q(v/—1) = Q(i) egészei - a Gauss-egészek -
fol6tt,

(4.9) z+ai=i"(1+9)(u+iv)", z—ai=(—i)"(1—i)(u—1iv)", y=u®+0%

adddik, ahol r € {0,1,2,3} és u,v € Z. Lathat6, hogy (4.9) miatt az wv = 0
és u = Fv esetek kizdrhatdk, hiszen kiilénben y = u?,v? vagy 2u’? adédna,
amib8l u™ | 2ai or v™ | 2ai kovetkezne a Gauss-egészek korében. Ez pedig csak
x =1y = 1 esetén allhat fenn, ami éppen a trividlis megoldasra vezet. Tovabba
az is nyilvanvalé, hogy y = u? + v? miatt feltehetd, hogy y > 5.

A bizonyitas soran két esetet kiillonboztetiink meg. Tegyiik fel el6szor, hogy

n

(410) a < y3iss,

Felhaszndlva (4.10)-et

(4.11)

T+ at 2a n
— 1| = — < V2y 5547,
T —ai ’ V2yn/? Vay

adédik. Mivel paratlan n esetén i vagy —i n-edik hatvany (4.9) miatt

o |- () - | ()

(4.12)




44 MASODFOKU POLINOMOK HATVANYERTEKEI

kovetkezik. Konnyen ellenérizheto, hogy % csak * = y = 1 esetén lehet
egységgyok. Ezért feltehetd, hogy % sem egységgyok. Felhasznalva, hogy
y > 5, (4.11) -bél egyszerii szamolassal adédik, hogy n > 6 esetén |72 — 1‘ <
. Mivel minden olyan z € C esetén, amelyre |z — 1| < %, fenndll az |z — 1| >

§| log z| egyenlétlenség, ezért (4.11) és (4.12) felhaszndldsdval kapjuk, hogy

)

n 1 (v -1
(4.13) V2y 5T > 3 ‘2m7ri + nlog <(v1u))

U —

ahol m egy olyan egész, amelyre |2m| < n és log a logaritmus f6értékét jeloli.

N1
Alkalmazzuk most a 4.1. Lemmat. Legyen o = (M) , by =2m, by =n,

u—1iv

ham >0, és a = 2= — 2m, by = n, ham < 0. Vildgos, hogy

u—iv
1

la] = 1. Tovébba, egyszertien lathaté hogy h(a) = 5logy. Legyen A = 1.8 .

Mivel d =1, felhasznalva a 4.1. Lemma jel6léseit, n > 230 esetén adodik, hogy
K <9.503+ ilogy és

(4.14) H <logn +2.512.

Alkalmazva a 4.1. Lemmat a A = 2minm — nlog « linearis formara, kapjuk hogy

(4.15) log|A| > —(13.1576 H*+0.23)- <9.503 + % log y> —2(H +log H)—0.003.
Osszehasonlitva a (4.13) és (4.15) egyenlStlenségeket, y > 5 felhasznaldsaval
adédik, hogy
n < 5.547(84.27H? + 1.243(H + log H) + 2.121),

és ezért (4.14) miatt
(4.16) n < 90813.

Vegyiik most azt az esetet, amikor
(4.17) a > ysis,
Egyszertien ldthat6, hogy (4.9) miatt

(4.18) 2ai =i"(1+4)(u+0)" — (=) (1 — i) (u — iv)",
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és igy

2ai [ E(u+iv)\" Do (1—i
619 Sty () 09700
Mivel

+£2"7 (144), h 1 (mod 4)
7 i), ha n= mo
(144" = -
+272 (1—4), ha n=-1 (mod 4),
ezért (4.19) miatt

n+1

(4.20)  +273

o Tilf’!‘ u =+ v ni _ :|:(’LL+’LU) i " _ "
it = (0 s) - axi,

Legyen A = (i(“JriU)(l + i)) — (1 F4)". Ha p | a, akkor Inko(z,y) = 1 miatt

(u—1iv)
kapjuk, hogy p t zy. fgy, mivel p relativ prim 2¢ és u+iv -hez is a Gauss-egészek
korében (4.19) -bol kovetkezik, hogy

n+1

(4.21) vp(a) = v, (:tZz(l)’"il’"(u + w)n;» = v, (A),

Tegyiik fel el8szor, hogy (i(“HU) (1+ z)) és (1 F 4) multiplicative fiiggdk.

(u—1iv)

Ekkor 1étezik olyan (r,s) € Z?, (r,s) # (0,0) pér, hogy

(4.22) (Wu + i)) (1F0)° = 1.

Bevezetve az a = u + v jelolést (4.22) miatt
o 4r
(4.23) (f(1 + i)) (1Fi)% =1.
@
kovetkezik. (4.23)-ban mindkét oldal norméjat véve adddik, hogy
24(T’+S) — 17
amibél lathaté, hogy r + s = 0. Igy, (4.23) miatt

(afa)* =1,
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amibdl
(4.24) aja==+1 vagy a/a==i.

Viszont (4.24) kovetkezik, hogy uv = 0 vagy u = +v. Azonban, ahogy ezt mér
kordbban belattuk, e két eset a trividlis megoldasra vezet.

Vegylik most azt az esetet, amikor (i(“H“) 1+ z)) és (1 F4) multiplicative

(u—1v)
fliggetlenek. Alkalmazzuk a A forméra a 4.2. Lemmaét az aldbbi paraméterekkel:

oy = (jm(ui)), oy =171,

b1:b2:7’l, f:2, d=1.

Mivel p > 3 és y > 5, ezért legyen log A; = g)l%glg
24+logl0 n
log10 logp*

logylogp, és log Ay =

logp, b = Ekkor azt kapjuk, hogy

(4.25)
1
vp(a) = vp(A) < 17-17% (max {log(1.869n) + 0.4, 10logp})*logy.
og”p

Tehat adddik, hogy
loga = Z vp(a)logp <
pla

1
< 17.17 E p(ll;oj—) (max {log(1.869n) + 0.4, 10log p})*logy.
p
pla

Ezt osszehasonlitva (4.17)-tel egyszer(i szdmolds utén a

(426) n<17.17-3.128) max {log(1.869n) + 0.4, 10logp})>
pla

pp+1) (
logp
egyenlotlenséget nyerjiikk. Ha most

max {log(1.869n) + 0.4, 10logp} = log(1.869n) + 0.4,

akkor
n P(P+1)

4.27 < 3.128-17.17s ,
(4.27) (log(1.869n) + 0.4)* log P
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ha pedig
max {log(1.869n) + 0.4, 10logp} = 10log p,

akkor (4.26) miatt

(4.28) n < 5371sP(P + 1) log P.

kovetkezik. Végil, a P = 3, s = 1 esetet kivéve, (4.16), (4.27) és (4.28) fel-
hasznalasaval adédik, hogy

n < 5371sP(P + 1) log P
mig, ha P =3 és s = 1, akkor lathatd, hogy (4.16) all fenn. O

A 4.3. Tétel bizonyitasa. Tekintsiik a (4.5) egyenletet, amelyre tel-
jestilnek a (4.6) és (4.7) feltételek. A [24]-beli okoskoddsokat kévetve bevezetiink
két végtelen halmazt. Jelolje F a Fibonacci sorozatot, azaz legyen Fy = 0, F} =
1és Fy, = F_1+ F;_o minden k > 2 esetén, valamint legyen Ly, a Lucas sorozat,
azaz Lo =2,L1 :=1és L := Li_1 + Lx_5 minden k > 2 esetén. Ekkor legyen

Fi={(Fiie, Ly—c, Fy) | k > 2, e € {£1}},

és

H:={(1,A,Y) | étezik r, s € Z~q tigy, hogy s> +A = wY™" és 35> — A = Fw}.

Ha (X,Y,n) a (4.5) egy nem kivételes megoldésa, akkor ez a megoldds megfelel
a (4.9) egyenlet (X1,Y1,Z1) = (X, 1,n) megolddsanak. Mivel a (4.9) megolddsai
legfeljebb 2¢(Y)=1 osztélyba sorolhatdk, ezért két esetet kiilonboztetiink meg.
Elészor, ha (X, 1,n) minimélis megoldds az osztdlyban, akkor a 4.3 Lemma mi-
att n | h(—4D) és a Tétel bizonyitdsit befejeztiik. Ha (X, 1,n) nem a minimdlis
megoldds, akkor az (X,1,n)-et tartalmazé osztélyban legaldbb két megoldds
van. Felhaszndlva a [24]-beli 2.Tételt, n paratlan prim volta miatt kapjuk, hogy

( 7773)7( ) 3 3) (4’2’775)7(4’2’7’ 13)7
(w,Y,D,n) € { (4,3,11,5), (4,5,19,7), (1,55,19,5), (1,377, 341, 5)

vagy

ne{l,5} é (1,D,Y)eF
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vagy

ne{r,3r} é (1,D,Y)eH, gyhogy r € Zsog.
Mivel n paratlan prim, adédik, hogy

n=>5 é (1,D,Y)eF

vagy
n=3 é (1,D,Y)eH.

Han=5 és (1,D,Y) €F, ekkor az F halmaz definiciéja miatt azt kapjuk,

hpgy
Fro=1,Lyt1=D,F, =Y

vagy
Frio=1,L,_1=D,F, =Y.

Léthatd, hogy Fj12 = 1 nem allhat fenn, hiszen ekkor k42 € {1,2} adddik, és
igy k = 0. Ezért Fy =Y = 0 kovetkezik, ami ellentmond az Y > 1 feltételnek.
Ha Fj,_o = 1, akkor nyilvdn k — 2 € {1, 2} adddik, és igy k € {3,4} kovetkezik,
amibdl Fi, = Y miatt

(v,D) € {(2,7), (3, 11)}.

addédik. Felhaszndlva (4.5) -6t azt kapjuk, hogy
X?4+7=w-2° é X?’+1l=w-3°

Lathato, hogy ha w = 4, akkor a fenti egyenleteknek csak olyan megoldédsai van-
nak, amelyeket mar felsoroltunk, azaz ( (w,Y,D,n) € {(4,2,7,5),(4,3,11,5)}).
Ha most w = 1, akkor az X2+ 11 = 3° lehetetlen, mig az X2 +7 = 2° egyenlet a
(4.5) egy kivételes megolddsara vezet, ami ellentmond annak a feltételnek, hogy
(X,Y,n) nem kivételes megoldds. Ezért azt kapjuk, hogy

n| h(—4D) vagy n =3,

teljesiil, attdl fiiggben, hogy (X, 1,n) az 6t tartalmazé osztdlyban minimalis
vagy nem. Emlékeztetiink rd, hogy n egy paratlan prim és D = dc? € S. Ezért,
ha n | h(=4D) de n t h, akkor a 4.5 Lemma miatt azt kapjuk, hogy n nem lehet
nagyobb, mint az S = {p1,...,ps} halmazban szereplé legnagyobb prim. Igy

n < max{3, P}.
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Ha n | h, akkor mivel d a D négyzetmentes része, fenndll, hogy

d<Q=pi-ps.
Végiil felhaszndlva a 4.4 Lemmat megkapjuk a 4.3 Tétel allitasat. O

A 4.2. Tétel bizonyitasa. Legyen f(r) = 22 + Az + B, ahol A, B € Z.
Lérthato, hogy a (4.4) egyenlet visszavezethetd (4.5) tipusi egyenletre, nevezete-
sen azt kapjuk, hogy

(4.29) X2 4D =wY",
ahol

A Dy
SR
(2z+ A,—Dy,4,y) ha D; paratlan.

1 ha Dy pé
(X,D,’LU,Y) = ’y) ¢ S PATos,

Felhasznalva D definiciéjat valamint az x # 7% feltételt, feltehetd, hogy (4.29)-
ben

DeS, D>0, X >1, n>3 prim.

Mivel Inko(Y,D) = 1 alkalmazhatjuk a 4.3 Tételt a (4.29) egyenletre és
megkapjuk a 4.2 Tétel allitasat.
O



5 AZ 22+ 223577 = y» EGYENLET MEGOLDASA

5.1 EREDMENYEK

Megtartva a 4. fejezet jeloléseit, ebben a fejezetben megadjuk a (4.1) tipusd
egyenlet teljes megolddsat abban az esetben, amikor D € S, ahol S = {2,3,5,7}
és w = 1. Nevezetesen, tekintsiik az

(5.1) z? 4 293P577° =y

egyenletet, ahol az x,y, n, a, 3,7, d ismeretlenek olyan nemnegativ egészek, ame-
lyekre x > 1,y > 2,n > 3 valamint lnko(z,y) = 1. Kombindlva a 4.3 Tételt
Cohn [31] és de Weger [74] eredményeivel, megadjuk az (5.1) egyenlet &sszes nem
kivételes megoldasdt. Emlékeztetiink, hogy ebben a specidlis esetben az (5.1)
egy (x,y,n) megoldasa kivételes, ha oo = 0,y paros és a 3°577% szorzat 7c? vagy
15¢2 alakt. Megjegyezziik, hogy ha az (5.1) egyenletiink z2? + 7¢? = y™ vagy
22 + 15¢% = y" alaki és (z,y,n) az (5.1) egy kivételes megolddsa, akkor ebben
az esetekben nem hasznalhatjuk az 5.1 Lemma altal biztositott paraméterezést
(I pl. [29]). Ezért az (5.1) egyenletben csak a nem kivételes megolddsokkal
foglalkozunk. Megjegyezziik még, hogy egy masik médszert hasznalva Bugeaud,
Mignote és Siksek [26] teljesen megoldotték az a2 + 7c? = y™ és 22 + 15¢2 = y»
egyenleteket abban az esetben, amikor 1 < 7¢? < 15¢2 < 100.

5.1. Tétel Az (5.1) egyenlet dsszes nem kivételes megolddsdt az 5.1 Tdbldzat
tartalmazza.

Megjegyezziik, hogy ha az (5.1) egyenletben o > 1, akkor Inko(z,y) = 1 miatt y
pdratlan. Ekkor az (5.1) egyenlet (z,y,n) megolddsai mindig nem kivételesek.
Igy ebben az esetben az (5.1) egyenlet Osszes megolddsa megadhatd.

5.1. Kovetkezmény Tegyiik fel, hogy (5.1)-ben o > 1. Ekkor az (5.1) egyenlet
0sszes megolddsat az 5.1 Tabldzat tartalmazza.
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Megjegyezziik, hogy az (5.1) egyenlet o > 1 feltételnek eleget tevé megolddsai
éppen azok a megoldasok, amelyek az 5.1 Tablazatban nincsenek x* jellel meg-
jelolve. Tovabbéd ebben az esetben az 5.1 Tétel Luca [49] eredményének az
altaldnositdsa, aki v = § = 0 esetén (5.1) Osszes megolddsdt meghatdrozta.

5.2 SEGEDEREDMENYEK

Az 5.1 Tétel bizonyitasdhoz sziikségiink lesz az aldbbi Lemmékra. A kévetkez6
Lemma az (5.1) egyenlet megoldésaira ad paraméterezést, ami lényegében Cohn
[31] eredménye.

5.1. Lemma Tekintsik az (5.1) egyenletet és tegyiik fel, hogy n > 3 prim.
Legyen d > 0 a D = dc® = 2°3°%577% négyzetmentes része. Ekkor, ha d # 7
(mod 8) vagy d = 7 (mod 8) és y pdratlan, akkor az aldbbi esetek valamelyike
all fenn:

a) léteznek a1,by € Z, amelyekre by | ¢, by # +c gy, hogy y = a2 + b3d és
1Ty

tz+cev—d= (a1 +bvV—d)";
(b) n| h, ahol h jeloli a Q(v/—d) test idedlosztalyszamdt;

(¢) d =3 (mod 8), n =3 és léteznek olyan Ay, By pdratlan egészek, ame-
lyekre By | ¢ 1gy, hogy
Yy = %(A% + Blzd), tr+cv—-d= %(Al + B1v —d)?’,'

(d) (n,D,z) = (3,3u? £ 8,u® + 3u) vagy (n,D,x) = (3,3u? + 1,8u® £ 3u),
ahol v € Z;

(e) (n,D,z) = (5,19,22434) vagy (n,D,z) = (5,341, 2759646).

Bizonyitas. Ha d # 7 (mod 8), akkor a Lemma Cohn [31] Tételének az
atfogalmazdsa. Tehdt maradt az az eset, amikor (5.1)-ben d = 7 (mod 8) és
y paratlan. Ebben az esetben alkalmazhatjuk Ljunggren [46] (593-594 old.)
eredményét az (5.1) egyenletre és azt kapjuk, hogy n 1 h esetén léteznek a1,b; €

Z 1gy, hogy

(5.2) tz+cv—d= (al_H;l_d) , a1 =b (mod 2).
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Ha (5.2)-ben ay és by is pératlan, akkor d = 7 (mod 8) miatt adédik, hogy
a?+db? =0 (mod 8),

és igy
B a? + db?
4

miatt azt kapjuk, hogy y paros, ami ellentmondas. I,g‘y ay és by is paros, és ezért
a Lemma bizonyitasat befejeztiik . O

Az aldbbi Lemma de Weger [74] eredménye.
5.2. Lemma Legyen S = {2,3,5,7}. Tekintsik az

(5.3) U+V=Ww?

egyenletet, ahol az U,V W ismeretlenek olyan egészek, amelyekre U,V vagy —
VeSNZso, W € Zwy. Tegyiik fel, hogy U >V walamint azt, hogy Inko(U,V)
négyzetmentes. Ekkor az (5.3) egyenletnek 388 megolddsa van, amelyek explicite
meg vannak hatdrozva [74]-ben.

Bizonyitds. Lasd a 7.2 Tételt [74]-ben. O

5.3 BIZONYITASOK

Az 5.1. Tétel bizonyitasa. Az dltaldnossag megsértése nélkiil feltehetd,
hogy az (5.1) egyenletben n = 4 vagy n > 3 péaratlan prim. Tovébba,
felhasznédlva a dc? = D = 2%3°577% jelolést feltehet$, hogy d € H, ahol
H = {1,2,3,5,6,7,10,14, 15,21, 30, 35,42,70,105,210}. Ha most n pdratlan
prim, és (x,y,n) az (5.1) egy nem kivételes megolddsa, akkor mivel minden
d € 'H esetén a Q(v/—d) test idedlosztalyszdma 1 vagy 2-hatvany, a 4.3 Tétel
felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

n<T.
fgy az (5.1) egyenletnek csak az n € {3,4,5,7} értékek esetén lehet megoldésa.

Azn € {5,7} eset.
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Emlékeztetiink, hogy
de? = D = 2235779,

ahold € H és H ={1,2,3,5,6,7,10,14, 15,21, 30, 35,42, 70, 105,210}. Tekint-
siik el6szor azt az esetet, amikor az (5.1) egyenletben n = 5. Tegyiik fel tovabba,
hogy « > 0,8 > 0,7 > 6,6 > 0. Az 5.1 Lemma felhasznaldsaval azt kapjuk,

hogy

(5.4) +2 4+ cv/—d = (a + bvV/—d)®,

ahola,b € Z,b| ¢,y = a?+db%. Igy (5.4)-ben 6sszehasonlitva a képzetes részeket
azt nyerjik, hogy

(5.5) 5a*b — 10a*b3d + b°d* = ¢
Mivel v > 6 igy ords(c) > 3 is teljesiil.

1. Eset: 1< ords(b) < ords(c) — 2.

Mivel b | ¢ és ords(b) < ords(c)—2, ldthatd, hogy & € Z valamint ords (
Felhaszndlva (5.5) -6t azt kapjuk, hogy

=) > 1

b4 C
) 4 2) 272 2 — .

Mivel ords (&) > 1 és ords(b) > 1 ezért (5.6) miatt lathato, hogy 5 | a* is
fenndll. Ekkor viszont a | z felhasznalaséval 5 | 2 is adédik. Igy felhasznélva
(5.1)-et valamint a vy > 6 feltételt, azt kapjuk, hogy 5 | y, ami lehetetlen, hiszen
x és y relativ prim egészek.

2. Eset: ords(b) = ords(c).

Ebben az esetben nyilvén felteheté, hogy ords(b) > 3, mivel ords(c) > 3. Ekkor
(5.5) miatt

(5.7) 5a* — 10a%b%d + b*d® = g

is teljesiil. Igy viszont az (5.7) egyenlet bal oldala oszthaté 5-tel, mig a jobb
oldala nem. Tehdt ebben az esetben is ellentmondasra jutottunk.

3. Eset: ords(b) = 0.
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Mivel ords(b) = 0, igy nyilvdn ords(c) = ords (£) > 3. Felhasznélva az (5.7)
egyenletet ldthaté, hogy 5 | b*d? sziikségképpen teljesiil, tovabba ords(b) = 0
miatt vildgos, hogy ekkor 5 | d is fenndll. Igy (5.7) miatt kapjuk az aldbbi

bid? c
5.8 1 —2a2°d+ — = —.
(5.8) a a + 5 )
egyenletet. Egyszerfien ellenérizhet, hogy (5.6)-ban b45dz és 77 raciondlis
egészek, valamint az is konnyen lathato, hogy ords (&) > 2. Ezért (5.8) mi-
att addédik, hogy 5 | a*, ami a | x miatt az 5 | x Osszefiiggésre vezet. Végiil
felhazndlva (5.1)-et valamint a v > 6 feltételt azt kapjuk, hogy 5 | y, ami ellent-
mondés Inko(z,y) = 1 miatt.

4. Eset: ords(b) = ords(c) — 1.

A fenti feltétel miatt lathatd, hogy (5.8)-ban # és 7 raciondlis egészek,
valamint az ords (%) = ( Osszefiiggés is teljesiil. Ha most ords (é) > 1, akkor
nyilvén az a > 1 feltétel is fennéll. Tovéabba (5.8) miatt azt kapjuk, hogy

bid?
(5.9) at=—

(mod 2).

A tovébbiakban feltehetd, hogy a pératlan, hiszen kiilénben az (5.1), a | =
és o > 1 Osszefiggések felhaszndldséval 2 | Inko(x,y) is teljesiilne, ami ellent-
mondés az Inko(x,y) = 1 miatt. Ekkor azonban (5.9) -bdl adédik, hogy b és d
is paratlan egészek, amibél pedig 2 | y = a® + db? kovetkezik. Felhasznalva az
(5.1) egyenletet valamint az o > 1 feltételt, azt kapjuk, hogy 2 | , ami szintén
ellentmondés, hiszen x és y relativ prim egészek.

Tegyiik fel most, hogy (5.8)-ban ords (é) =0 és ords (%) > 1. Ekkor nyilvan
B > 1is fendll. A tovdbbiakban feltehetd, hogy (5.8)-ban 3 { d és 3 t b, hiszen
kiilsnben (5.8) miatt 3 | a* adédik, amibél 3 | 2 kivetkezik. Igy (5.1) valamint
B > 1 miatt 14that6, hogy 3 | y is fenndll, ami most is ellentmondésra vezet
Inko(z,y) = 1 miatt.

Mivel D = 2%3°577% = dc?,y = a® + db® igy (5.1) felhasznéldsaval az

(5.10) 22 +dc? = (a® + db?)®

adddik. Feltehetd, hogy 3 t x, hiszen kiilonben ellentmonddsra jutunk (5.1) és
Inko(z,y) = 1 miatt. Ekkor azonban 3 1 x és 8 > 1 kovetkeztében azt kapjuk,

hogy
(5.11) 2> +dc* =1 (mod 3).
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Ha most 3 | a, akkor a | z, > 1 és (5.1) felhasznédldsdval Gjra ellentmonddsra
jutunk. Ezért 31x,31b és 6 > 1 miatt nyilvdn kovetkezik, hogy

(5.12) (a? +db*)° = (1 +d)®> (mod 3).

Mivel minden olyan d € H esetén, amelyre 3 1 d, fenndll, hogy 1 4+d = —1,0
(mod 3), igy (5.12) figyelembe vételével azt kapjuk, hogy

(5.13) (a® +db*)° = —1,0 (mod 3).

Kombindlva az (5.10), (5.11) és (5.13) Osszefliggéseket, tjra ellentmonddshoz
jutunk.
Ha ords (5) = 0 és ords (&) = 0 ezért (5.8) miatt kévetkezik, hogy

4 72
(5.14) a* — 2a%b%d + % =47

ahol &’ egy nem negativ egész. Ha &’ > 1 és 7 | d, akkor felhasznélva (5.14)-et
azt nyerjiik, hogy 7 | a?, amibél a | z kovetkeztében 7 | z is adédik. Méasrészt
azonban 7 | y = a? +db? is teljesiil. Ez pedig ellentmondas Inko(z,y) = 1 miatt.
Ha ¢’ > 1 és 7 1 d, akkor az (5.14) egyenlet lehetetlen mod 7 minden d € H
esetén.

Ha pedig ¢’ = 0, akkor (5.14) rendre egy-egy Thue egyenletet eredményez min-
den d € H esetén. Megoldva az (5.14) egyenletet minden d € H esetén, kideriilt,
hogy ezen Thue egyenleteknek nincs megoldasa semmilyen d € H esetén.
Maradt az az eset, amikor az (5.1) egyenletben n =5 és v € {0,1,2,3,4,5}. Ha
~v € {0,3,4,5}, akkor alkalmazhatjuk a 4. Fset-ben felhaszndlt okoskodasokat
az

5a — 10a202d + bd® = g

valamint az g2
4 272 ¢
a® —2a°b*d + A

egyenletekre. Ezek az esetek sem eredményeznek megoldést.
Ha pedig v € {1,2}, akkor l4thatd, hogy ords(c) = 0 és ords(d) = 1 vagy
ords(c) = 1 és ords(d) = 0 esetek valamelyike allhat fenn. Ekkor viszont fel-
haszndlva az (5.5) egyenletet djra ellentmondéshoz jutunk.

Abban az esetben, ha az (5.1) egyenletben n = 7, akkor a fentiekben alkalma-
zott gondolatmenethez hasonléan kideriil, hogy ebben az esetben sem kapunk
megoldasokat.
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Azn € {3,4} eset.

Tekintsiik el8szor azt az esetet, amikor az (5.1) egyenletben n = 4. Ekkor
(5.1)-ben faktorizalva azt kapjuk, hogy

(5.15) (y2 +2)(y? — ) = D = 237577,

lgy 2 +2 €8S ésy?>—z €8, ahol § = {2,3,5,7}. Ezért az aldbbi egyenleteket
kapjuk:

(5.16) T ,ha 2=y (mod 2),
' 2(y* +2) +2(y* —2) = (2y)> ,ha x#y (mod 2).

+ —z\ _
Mivel z és y relativ prim egészek, ezért lathatd, hogy lnko (y z 5 I) =1

és Inko(2(y? + x),2(y? — z)) = 2. Tovabba, mivel z > 0 azt kapJuk, hogy
iz > sz_x és 2(y? + x) > 2(y? — x) mindig teljesiil. Ezért azt nyerjiik, hogy

2
az (5.16) egyenletek eleget tesznek az 5.2 Lemma feltételeinek az

o y?—a
2 72

w.vw) = ( ) 6 (UVIV) = (202 +2). 207 - ),2).
vélasztdssal. Alkalmazva az 5.2 Lemmaét az (5.16) egyenletekre, az n = 4 eset-
ben megkapjuk az (5.1) egyenlet Gsszes nem kivételes megoldasat (1dsd az 5.1
Téblazatot).

Végiil tegyiik fel, hogy (5.1)-ben n = 3. Felhaszndlva az 5.1 Lemmé&t azt
nyerjiik, hogy az (5.1) egyenletnek n = 3 mellett az aldbbi esetek valamelyikében
lehet csak megoldasa:

(I) 3a2b; — b3d = ¢, ahol a1,b; € Z és by | c,
(III) D = 3u? £ 8 és = u? & 3u, ahol u € Z,
(I

A fenti esetek mindegyike visszavezethetd

)

(I) 3A2B; — B3d = 8¢, ahol Ay, By paratlan egészek és B | c,
) D
V) D

D =3u?+1és x =8u? =+ 3u, ahol u € Z.

U+V=W2% UVesS

tipust egyenletre az (U, V, W) hdrmas aldbbi valasztdsai mellett:
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(I.) Eset. Ebben az esetben az aldbbi egyenlettel van dolgunk:
3a3b; — bd = c,

ahol a1,b1 € Z és by | ¢. Megkiilonboztetiink hérom alesetet, attél fliggben,
hogy 3 | d vagy 31 db; vagy 31d és 3| b;.
Ha 3 | d, akkor nyilvan 3 | ¢ is teljesiil és igy a fenti egyenletbdl

2 d

a — 4+ b2
e 3b1 371
kovetkez1k Lathato, hogy lnko(gz , ng) négyzetmentes, hiszen i és b? relativ
primek és 5 négyzetmentes. A masik két aleset hasonléan vezethet6 vissza olyan
alakura, ahol mar alkalmazhat6 az 5.2 Lemma. Ezért minden d € H esetén az
aldbbi egyenletek a megoldandok:

(5.17)
0% 350 Jha 3|d és 907 > o5,
3b73b17a1 ,ha 3| d és ﬁ>%bi
3db?, 2, 30, ,ha 31d,31by és 3db3 > 3¢,
U, V,W) = :
(V) 3¢ 3db?, 3a ha 31d,31by és 3¢ > 3db3
by’ 1 1 s s 1 N <,
B2, 56 ar), bi=3b1 ,ha 3{d,3|by, és3db > 5,
91)/ Sdbl ,a1 ), bl = 3b/1 , ha 3'fd73 | b17 ésﬁ > 3db/12

(1I.) Eset.  Ebben az esetben csak azon d € H értékekkel foglalkozunk,
amelyre d = 3 (mod 8). Igy tehdt d € {3,35} és az aldbbi egyenletek a
megoldandok:

(5.18)
B%7337A1 had—3eSBZZ38367
3B,B%,A1 ,ha d =
24c , 24e
vy = | (OB B34 ) had = 85,54 By & 10557 = 5,

2¢,105B7,34, ) ,ha d = 35,31 By és 3¢ > 10587,

105312, opr> A1), B1 =3B, had=353]bi, és 10687 > g5,
B,,105B ,A1),B; =3B}, had=353| by, es;‘g, > 105B}2.
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(I11.) Eset Ebben az estben az aldbbi egyenletek a megoldanddk:

_ [ (3D,£24,3u) ,ha ac{0,1},
(5.19) (UV,W) = { (32,46,3) ,ha a>2.

(IV.) Eset Ekkor pedig csupdn két egyenlet a megoldando:
(5.20) (U, V,W) = (3D, £3, 3u).

Lathato, hogy a fenti egyenletek mindegyike eleget tesz az 5.2 Lemma
feltételeinek. Alkalmazva tehat az 5.2 Lemmat az (5.17)-(5.20) egyenletekre
megkapjuk az (5.1) egyenlet n = 3 feltétel melletti Gsszes nem kivételes
megolddsdt (lasd az 5.1 Tdbldzatot).

O
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Az (5.1) egyenlet a = 0 feltételnek megfelelé megoldasait * jeloli.
5.1 Téblazat

D Y n D Y n D Y n
22 5 3 35 7 |3 243554 601 3
3% 13 3 3552 « 19 |3 395% « 679 3
72 65 3 2235 13 |3 22355172 709 3
2137 193 3 223572 37 |3 28335472 849 3
3672 « 585 3 223752 61 | 3 223972 757 3
3652 « 2701 3 213552 49 |3 22375274 2221 3
263172 37633 | 3 3552 31 |3 263574 2353 3
2 3 3 21355272 1 169 | 3 335171 « 2451 3
2. 5% 11 3 3572 « 43 3 2831174 4993 3
2352 9 3 22355272 | 109 | 3 3952771 « 2671 3
2. 3152 19 3 3777 « 67 |3 210355274 3361 3
2552 41 3 355272« | 79 |3 21315472 5161 3
2756 129 3 263772 193 | 3 2103772 4033 3
2337 97 3 2437 73 |3 2631152 6481 3
233151 121 3 3752 « 91 | 3 395674 « 12979 3
2. 3652 211 3 283952 889 | 3 375577 « 15751 3
253157 409 3 21395272 11009 | 3 2123556 16009 3
2952 681 3 28355272 [ 1129 | 3 212395272 17329 | 3
233658 1489 3 22375272 | 1261 | 3 210395672 27721 3
2. 315572 1051 3 21375271 1 2041 | 3 211315172 1 51361 3
2. 315272 1171 3 375272 « | 151 | 3 28375472 50401 3
2. 3856 1819 3 21355171 11801 | 3 3135274 « 59539 3
2934512 21769 3 355272 % | 211 | 3 3135072 « 60799 3
293652 6129 3 263552 241 | 3 223135476 93349 | 3
253152 9601 3 263751 481 | 3 28355676 129649 | 3
273651 13849 | 3 26355272 | 361 | 3 210375874 362401 | 3
25345372 19441 3 375%72 « | 499 | 3 218355276 1 1053721 | 3
23365172 42361 3 22355272 | 421 | 3 28355478 5762401 | 3
23651474 [ 440491 | 3 22395272 | 589 | 3 3175872 % | 19136251 | 3
27315274 192198401 | 3 22355472 | 541 | 3 572 % 9 3
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D Y n D Y n D y n
225 . 72 29 3 21367 12097 3 23375 169 3
3%.5 % 61 3 22385573 26341 3 233115 241 3
315 . 71 « 109 3 225875 89429 3 25375 649 | 3
225. 76 141 3 2451473 182441 3 2353 919 3
225372 669 3 28365127 209161 3 233%5 1441 | 3
21345 .74 1 1009 | 3 212315773 116859161 | 3 273155 3289 |3
203%. 5 3841 | 3 2.5-7° 11 3 2.375° 24991 | 3
5570 « 4281 |3 2.5%72 331 3 25315721 31441 | 3
2136574 1 8689 | 3 23315 481 3 233235.72 | 66889 | 3
365378 « | 15901 | 3 23315 . 74 529 3 233155372 1196729 | 3
2831578 | 17761 | 3 25315 . 71 1969 3 293753 256009 | 3
385.72 x | 238141 | 3 23365 .78 6721 3 213157 6721 | 3
2.3° 7 3 273153712 309649 3 2. 3°567 379 3
233372 25 3 29365 . 74 276529 | 3 2. 3%527 499 |3
2. 335274 151 3 23385374 972049 | 3 25335473 721 3
2.3572 79 3 23317 673 3 2335547 2041 | 3
203372 121 3 2. 31073 122479 3 2733587 4209 | 3
2. 3352 199 |3 23310547 1 306180001 | 3 23355127 17641 | 3
2.3576 415 3 335 19 3 2.39527 40819 | 3
233574 337 |3 26375 103681 3 211335473 1 57169 | 3
273372 505 3 357 25 3 2335675 | 134331 | 3
2.3772 655 3 377 « 37 3 23751073 1219139 | 3
2535 1153 | 3 22397 85 3 2735527 806401 | 3
293376 1705 | 3 22357 109 3 233157 3361 | 3
23355271 7249 | 3 357 « 253 3 21355. 7 20161 | 3
23335272 | 39201 | 3 213157 1177 3 23375 .7 1129 | 3
273778 43873 | 3 213773 385 3 233157 1201 | 3
231710 1769295 | 3 21377 457 3 253155 .7 5209 | 3
2153372 131065 | 3 355273 « 721 3 23323537 87049 | 3
527 % 11 3 31527 « 781 3 27375 . 7 17929 | 3
22547 29 3 263117 1873 3 2335537 252001 | 3
227 37 3 223573 5485 3 2632 5 4
31527 « 79 3 2831173 6601 3 7% % 5 4
51073 & 1499 | 3 2137527 11209 3 26325272 29 4
36567 « 631 3 28357 64513 3 263252 13 4
2434517 1369 | 3 22395473 70189 3 283252 17 4
2134587 1969 | 3 213235273 607849 | 3 283272 25 4
315273 & 4111 | 3 210319527 1 723361 3 26325272 37 4
2031517 5401 | 3 331547 4800469 | 3 26315272 53 4
2105273 9569 | 3 2.375 31 3 283152 41 4
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61

D Y n
21033567 721 | 4
21355477 203 | 4
21435273 2053 | 4
253.5. 72 13 | 4
2°3.5 11 |4
273.5 .72 23 [ 4
25335 . 71 59 | 4
211335.72 [ 263 | 4
293 . 5376 407 | 4
25355372 493 | 4
26325 .7 71 [ 4
253. 7 13 [ 4
2537547 8749 | 4
25325.7 17 | 4
2°3%5 . 7 19 |4
27365 . 7 43 | 4
29325 . 7 67 | 4
25310537 257 | 4
2532537 251 | 4
263.5.7 11 [ 4
283.5.7 13 | 4
2103.5.7 19 |4
26335 .7 31 [ 4
263.5.7 41 |4
2M1335 .7 71 [ 4
2123353 .7 [ 157 | 4
2103 . 5373 [ 359 | 4
2203.5.73 [ 517 | 4
253.5.7 29 |4

D Y n D y | n
2103172 65 | 4 26367 20 | 4
210325272 | 113 | 4 2632527 53 | 4
21231547271 337 | 4 210327 127 | 4
210325474 1 1201 | 4 263105273 [ 443 | 4
25 3 4 21238527 [ 431 | 4
2772 9 4 25325 7 14
203272 11 | 4 20345 11 | 4
2732 17 | 4 29305 37 [ 4
20325272 43 | 4 27325 13 | 4
205274 51 | 4 20325 19 | 4
295272 57 | 4 2731572 [ 89 | 4
293474 113 | 4 20365372 1223 [ 4
255272 99 | 4 25310572 [ 247 | 4
253 5 |4 2113253 253 | 4
263 7 |4 23327 5 | 4
21355272 49 |4 25527 9 |4
283. 72 97 | 4 23317 13 | 4
21335172 1 133 | 4 277 15 | 4
215 3 |4 29547 39 | 4
21375 7 4 233273 19 | 4
265 9 |4 2532527 23 | 4
5372 « 21 | 4 233875 173 ] 4
2132572 | 47 | 4 2532567 127 | 4
28375 161 | 4 2731517 137 | 4
253 . 52 7 4 2932527 449 | 4
273 . 52 11 |4 3.5 % 2 [ 4
293352 2 |4 335 4 |4
273 . 52 49 |4 355 % 8 [ 4
293352 59 | 4 2063.5.77 [ 17 [ 4
2735172 | 73 |4 283.5 31 | 4
25335272 |1 103 | 4 26335.72 | 47 | 4
2113 . 56 131 | 4 3753 x 34 | 4
233772 175 | 4 243.7 5 | 4
293.527% 1 4801 | 4 213 . 527 11 | 4
7 % 2 4 2433527 17 | 4
237 3 4 263 . 547 31 | 4
527 % 4 4 263 . 527 19 | 4
26327 11 | 4 213 . 527 23 | 4
5373 « 22 | 4 283. 527 37 [ 4
28317 23 [ 4 26337 55 | 4




6 OSSZEFOGLALO

Disszertacionk szamos 1j effektiv és numerikus eredményt tartalmaz szuperellip-
tikus egyenletekre vonatkozéan. Amint azt az egyes fejezetekben részletesen
kifejtettik, eredményeink a korabbi idevagd eredmények dltaldnositasai és egy-
ben lényeges pontositdsai, finomitasai.

Ertekezésiinkben elészor egy altaldnos effektiv végességi allitast bizonyitunk
a

(6.1) f(x) = wy"

alaki egyenletekre vonatkozdan, ahol w # 0 adott egész, f € Z[X] adott m-ed
foku fépolinom legaldbb két kiilonbozé gyokkel és H(f) magassdggal. Legyenek
P1,- .., Ps KUlonboz6 primek, legyen QQ = py - - - ps, és jeloljik S-sel azon egészek
halmazat, melyek nem oszthatok pq, ..., ps-tdl kiilonb6zo primszammal. Te-
kintsiik a (6.1) egyenletet abban az dltaldnosabb esetben, amikor x, y, w, n vala-
mennyien ismeretlen egészek az |y| > 1, w € S, n > 2 és Dy € S tulajdonsaggal.
A 2.1 Tételiink - bizonyos (explicit médon leirt) kivételes esetektdl eltekintve -
n-re egy csupan m-t0l és Q-tdl fliggd effektiv felso korlatot szolgdltat. Tehat a
kordbbi eredményekkel ellentétben az altalunk nyert korlat méar D(f)-t6] sem
fugg, csupan Q(Dy)-t6l (és persze m-t6l és Q(w)-tdl). Itt az f paramétereitdl
valo fiiggés tovabb mér nem gyengitheto.
A 2.2 Tételiinkben eredményiinket kiterjesztjiik az dltaldnosabb,

(6.2) F(x,z) =wy"

alaku egyenletek esetére is, ahol F' € Z[X, Z] binér forma, F(1,0) =1, F(X,1)-
nek van legalabb két kiilonb6z6 gyoke, Dp € S, x,z,w,y,n ismeretlenek az
ly| > 1,z € S,w € S,Inko(x, z) = 1,n > 2 tulajdonsiggal. Tételiink lényegesen
finomitja, pontositja Shorey, van der Poorten, Tijdeman és Schinzel [67] egy
(6.2) -re vonatkozé klasszikus tételét, melyben az n-re nyert korlét Q(Dr)
helyett az F' magassagatol fligg.

A 2.1 és 2.2 Tételiink bizonyitdsaban fontos szerepet jatszik a binom Thue-
Mabhler egyenletekre vonatkozo, algebrai szamtestek felett nyert 2.3 Tételiink.
Az egyszeriiség kedvéért itt csupan egy specialis esetben, Z felett fogalmazzuk
meg. Tekintsiik a

(6.3) ar™ —by" =c
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egyenletet, ahol a,b,c,x,y,n egész ismeretlenek, a,b,c € S, |zy| > 1 és
n > 3. Tovébbd feltehetd, hogy Inko(az™, by™, c¢) = 1. Megjegyezziik, hogy
x =y = 1 esetén (6.3) éppen egy S-egységegyenlet, mig rogzitett a,b mellett
(6.3) egy ismeretlen fokszdmu binom Thue-Mahler egyenlet. Szdmos kordbbi, S-
egységegyenletekre illetve binom Thue-Mahler egyenletekre vonatkozo effektiv
végességi tétel kozos altalanositasaként egy csupan Q-tol fiiggd effektiv fels6
korldtot adunk n-re, amib6l kovetkezik, hogy (6.3)-nak csak véges sok és effek-
tive meghatarozhaté megolddsa van.

A 3.fejezet 3.1 Tételében olyan explicit felsé korlatot adunk a (6.1)-ben
szereplé n kitevére, mely w-t8l, valamint m = deg f-t6l és H(f)-tél figg.
Eredményiink javitja és minden paraméter fliggvényében explicitté teszi a
Bérczes, Brindza és Hajdutdl [11] szarmazé, eddig ismert legjobb fels6 korldtot.
Ennek felhasznaldsdval f(z) # wy™ esetén explicit alsé korldtot nyertink
|f(z) — wy™|-re, ahol z,y,w,n egészek, w # 0, |y| > 1 és n > 3. Bizonyos
természetes kivételektdl eltekintve a 3.2 és 3.3 Tételeinkben w,m és H(f)-
t6l, valamint n-tdl illetve |f(x)|-t6l fiiggd alsé korlatot vezetiink le a tekin-
tett kiilonbségre. Eredményeink &ltaldnositjak Bugeaud és Hajdunak [23] az
f(x) = az™ specidlis esetben nyert becsléseit.

A 4 fejezetben a masodfoku f(X) f6polinomok eseteivel foglalkozunk. Ebben
az esetben a (6.1) egyenletnek rendkiviil kiterjedt irodalma van; a 4. fejezetben
attekintést adunk a kordbbi eredményekrol. A 4.1 Tételben, w = 2 mellett az
altalanos 2.1 Tételiink egy éles, explicit valtozatat adjuk w = 2-re és az

FX) =X+ (p™ .. ps™)?

alakid polinomok esetére, ahol pi,...,ps adott primek, zi,...,zs pedig is-
meretlen nemnegativ egészek. Egyben altaldnositjuk a szerzd és Tengely [63],
[70] korabbi idevégs eredményeit. Bizonyos kivételes egyenlet csalddtdl eltek-
intve a 4.2 Tételiinkben az f(X) = X2+ AX + B, w = 1, a 4.3 Tételiinkben az
f(X)=X?+ D, w e {1,4} esetben nyeriink éles korlatokat a (6.1)-ben
szerepld n kitevore.

Az 5.fejezetben a (6.1) egyenletet abban az esetben vizsgéljuk, amikor w = 1
és

f(X) = X? 42713757575,

ahol z1, 22, 23, 24 nemnegativ egész ismeretlenek. A 4.3 Tételiinket Cohn és
de Weger bizonyos eredményeivel kombindlva, az 5.1 Tételben a tekintett
f és w mellett a (6.1) egyenlet Gsszes olyan x,y,n, 21, 22, 23, 24 megolddsét
meghatédrozzuk, melyekben z; > 1. Ezzel altaldnositjuk Luca [49] egy ujabb
eredményét, mely a z3 = z4 = 0 esetre vonatkozik.
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Végiil megjegyezziik, hogy a disszertacié eredményei a [37], [60], [61], [62]
dolgozatokban lettek publikalva.



7 SUMMARY

The polynomial equations in two unknowns and exponential equations play a
central role in the theory of diophantine equations. The so-called superelliptic
equations constitute a very important class of equations from the point of view
of applications. These equations are of the form

(7.1) f(z) = wy",

where f(X) is a polynomial with integral coefficients, w # 0 and n > 2 are given
integers and x,y are unknown integers. After the results of Mordell, Siegel and
others, in 1964 LeVeque gave a finiteness criteria for the number of solutions
of equation (7.1). This result is ineffective in the sense that the proof does not
provide any algorithm to compute the solutions. In 1969 A. Baker was the first
to give an effective upper bound for the size of the solutions of (7.1) in the case
when the polynomial f has at least three simple roots. Later, this result was
generalized by Brindza, who also gave an effective version of LeVeque’s result.
The proofs of the above effective results involve the deep method of Baker,
which provides effective estimates for the linear combination of the logarithms
of algebraic numbers.

In 1976 Schinzel and Tijdeman [65] considered equation (7.1) in a more
general situation, namely in the case, when in (7.1) the exponent n is also
unknown. Then equation (7.1) is an exponential-polynomial equation in three
unknowns. If f does not have two distinct roots then equation (7.1) can have a
solution with n arbitrary large. If f(X) has at least two distinct roots, Schinzel
and Tijdeman gave an upper bound for n, which depends only on f and w.
Their proof is based on Baker’s method. Later, equation (7.1) was also studied
by Shorey, van der Poorten, Brindza, Evertse, Gyory, Turk, Bugeaud, Bérczes,
Hajdu, Pintér and Haristoy. For the exponent n several upper bounds were
obtained. These bounds depend only on w, the degree of f, and either on the
height or on the discriminant of f. The results were extended to the case when
in equation (7.1) a binary form f(x,z) was considered instead of f and where
z is also an unknown integer. Another extension of the above results is the
case, when in (7.1) the coefficients of f, w and the unknowns z,y belong to an
integral domain which is finitely generated over Z.

One of the main purposes of the present dissertation is to clarify that, in
the bounds obtained for n to which extent can we weaken the dependence on
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the parameters of the polynomial f. In Chapter 2 we show that if f is monic,
then apart from some natural exceptions, one can give an effective upper bound
for n which depends only on the degree of f, on Q(w) and on Q(Dy). Here
Dy denotes the discriminant of the maximal square free divisor in Z[X] of f,
and for an integer a # 0, Q(a) denotes the product of the distinct prime factors
of a (called sometimes the radical of a). Our result is definitive in the sense
that the dependence of each parameter is separately necessary, we cannot get
rid of any of these parameters. The proof is based among others on an effective
finiteness theorem concerning binomial Thue-Mahler equations. In Chapters 3
and 4 we obtain in (7.1) upper bounds for n, depending only on the degree of
f, the height of f and on w, respectively. These results are much sharper then
the bounds in the earlier results. By using the above results, we obtain explicit
lower bound for the difference |f(x) — wy™|, which depends only on w,n, deg f
and H(f), provided that f(z) # wy™. Finally, in Chapter 5 we give all solutions
of equation (7.1) in the case when f is a quadratic polynomial of special form.
In our proofs we use among others the newest and sharpest versions of Baker’s
method.

In what follows, we give a brief outline of our main results chapter by chapter.
For simplicity, here we present our results only in some important special cases.

II

Consider equation (7.1), where f(z) € Z[X] is a polynomial with deg f = m
and with at least two distinct zeros. Further, denote by H(f) the height of f,
that is the maximum of the absolute values of the coefficients of f. If all zeros
of f are distinct then Dy is exactly the discriminant D(f) of the polynomial f.
We note that H(f) can be arbitrary large compared to |Dy| and |D(f)|.

As we mentioned, Schinzel and Tijdeman, and later several others gave ef-
fective upper bounds in (7.1) for the exponent n which depend only on w, m
and H(f). In the case when in (7.1) f is irreducible and w = 1, Brindza,
Evertse and Gyéry [14] derived an upper bound for the exponent n depending
only on m and D(f), but not on H(f). This result has been recently extended
by Haristoy [39] to the case when f is reducible.

In Chapter 2 we improve and refine considerably the results of [14] and [39].
Let p1,...,ps be distinct primes, and let Q = p;1 - - - ps. Denote by S the set of
those rational integers which are not divisible by primes different from p1, ... ps.
We consider equation (7.1) in the case when z, y, w, n are integer unknowns with
lyl > 1,w e S,n>2and Dy € S. Apart from certain exceptional cases, which
are explicitly described, our Theorem 2.1 provides an effective upper bound for
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n which depends only on m and Q. Thus, in contrast with the earlier results,

our bound does not depend on D(f), but only on Q(Dy), m and Q(w). Here the

dependence of the bound on the parameters of f cannot be weakened anymore.
In Theorem 2.2 we extend our result to the more general equation

(7.2) F(z,z) = wy",

where F' € Z[X,Z] is a binary form such that F(1,0) = 1, F(X,1) has at
least two distinct zeros and Dp € S. Further, z, z,w, y,n are unknowns with
ly| > 1,2z € S,w € S,ged(x,z) = 1 and n > 2. This theorem is a refinement
of the classical result of Shorey, van der Poorten, Tijdeman and Schinzel [67]
concerning equation (7.2), where the upper bound for n depends on the height
of F instead of Q(Dp).

Our Theorem 2.3 is concerned with binomial Thue-Mahler equations consi-
dered over number fields. It plays an important role in the proofs of Theorems
2.1 and 2.2. For simplicity, we present here this theorem only in a special case,
namely over Z. Consider the equation

(7.3) ax” —by" =c,

where a, b, c,z,y,n are integer unknowns such that a,b,c € S,|zy| > 1 and
n > 3. Further, we may assume that ged(ax™,by™,c) = 1. We note that if
x = y = 1 then equation (7.3) is just an S-unit equation, while if a,b are
fixed then (7.3) is a Thue-Mahler equation with unknown exponent n. As a
common generalization of several earlier effective finiteness results concerning
S-unit equations and Thue-Mahler equations, we give an upper bound for n
in (7.3) which depends only on @. This implies that equation (7.3) has only
finitely many, effectively computable solutions.
The results of this chapter were published in [37].

III

In Theorem 3.1 of Chapter 3, we give an explicit upper bound for n in
equation (7.1), which depends only on w,m = deg f and H(f). This result
improves and makes explicit in each parameter the previously best known bound
due to Bérczes, Brindza and Hajdu [11]. By using the above result, we establish
an explicit lower bound for the difference |f(z) — wy™| in the case when f(x) #
wy™. Here w # 0 is a given integer, and z, y, n are unknown integers with |y| > 1
and n > 3. Apart from some natural exceptions, in our Theorems 3.2 and 3.3
we provide lower bounds for the differences under consideration, depending only
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on w,m, H(f), and n,|f(x)|, respectively. Our theorems generalize the results
of Bugeaud and Hajdu [23] concerning the special case f(x) = az™.
The results of Chapter 3 have appeared in [60].

v

Chapter 4 is concerned with equation (7.1) in the special case when f(X)
is a quadratic monic polynomial. There is a very extensive literature in this
special situation; the previous results will be presented in Chapter 4.

In Theorem 4.1 we obtain a sharp, explicit version of our more general
Theorem 2.1 in the case when w = 2 and

FX) = X2+ (0™ o ps™)?,

where p1,...,ps are given primes and zi, ..., z; are unknown non-negative in-
tegers. This theorem generalizes the previous results of the author and Tengely
[63] and the results of [70]. In Theorem 4.2 and 4.3 we obtain sharp explicit
upper bounds for the exponent n in (7.1) when f(X) = X%+ AX + B,w =1
and f(X) = X2+ D,w € {1,4}, respectively.

The results of Chapter 4 have been published in [61] and [62].

A%

In Chapter 5 we deal with equation (7.1) in the case when w = 1 and
f(X) = X? 42713225275,

where 21, 29, 23, 24 are unknown non-negative integers. By combining Theorem
4.3 with some results of Cohn [31] and de Weger [74], in our Theorem 5.1 we
solve completely equation (7.1) in the case when x,y,n, 21, 29, 23, 24 are integer
unknowns satisfying z; > 1, |y| > 2, n > 3 and ged(z,y) = 1. Our Theorem
5.1 generalizes the result of Luca [49] concerning the case z3 = z4 = 0.

The results of this chapter were published in [62].

We note that the results of the chapters were published in separate papers.
In the present dissertation we adapt the organization of the original papers,
hence sometimes it happens that in different chapters different versions of our
lemmas are utilized.
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