
.

Egyetemi doktori (PhD) értekezés tézisei

Az egyenletmegoldhatóság probléma
bonyolultsága véges csoportok felett

Földvári Attila

Témavezető: Dr. Horváth Gábor
egyetemi docens

DEBRECENI EGYETEM

Matematika- és Számítástudományok Doktori Iskola

Debrecen, 2017.





Tézisek 1

Tézisek

Az algebra egyik legrégebbi problémája az egyenletek megoldása.
Napjainkban a számítógépek elterjedésével sok klasszikus algebrai
probléma új megvilágításba kerül. A kutatások egyik fontos iránya
az egyenletmegoldhatóság probléma bonyolultságának meghatáro-
zása adott véges algebra felett. A dolgozatban véges csoportokra
és véges gyűrűkre vizsgáljuk ezt a kérdéskört.

Az R véges gyűrű feletti egyenletmegoldhatóság probléma azt
kérdezi, hogy az R feletti f, g input polinomokra az f = g egyen-
let megoldható-e. Azaz létezik-e olyan helyettesítés melyre az f
és g polinomok értékei megegyeznek. Egy másik hasonló kérdés,
hogy az input polinomok értékei minden helyettesítésre azonosak-
e. Az R véges gyűrű feletti ekvivalencia probléma azt kérdezi,
hogy az f, g input polinomok ekvivalensek-e R felett (jelölésben
R |= f ≈ g). Azaz f és g ugyanazt a függvényt definiálják-e R
felett. Ezen problémák mindig eldönthetőek a változók összes le-
hetséges helyettesítésének kiértékelésével. Az érdekesebb kérdés,
hogy milyen gyorsan tudunk dönteni, azaz ezen döntési problé-
mák mely bonyolultsági osztályba esnek. A bonyolultságot az in-
put polinomok hosszában vizsgáljuk. Egy f polinom hosszán az
f -ben szereplő változók és konstansok multiplicitással vett számát
értjük, jele ‖f‖. Jelölje továbbá a kettes alapú logaritmust log.

Az első eredmények Hunttól és Stearnstől [14] származnak,
akik kommutatív gyűrűk felett vizsgálták az ekvivalencia problé-
ma bonyolultságát. Később Burris és Lawrence [1] nemkommuta-
tív gyűrűkre általánosították Hunt és Stearns módszerét. Igazol-
ták, hogy ha R nilpotens gyűrű, akkor az ekvivalencia probléma
R felett polinomidőben eldönthető. Továbbá, ha R nem nilpotens
akkor az ekvivalencia probléma R felett coNP-teljes. Burris és
Lawrence bizonyításukban a SAT problémát vezették vissza össze-
gek szorzatának ekvivalenciájára. Ha azonban egy ilyen szorzatot
monomok összegére bontunk, akkor az új polinom hossza akár ex-
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ponenciális is lehet az eredeti polinom hosszában. A polinomok
hosszának ez a változása befolyásolhatja az ekvivalencia problé-
ma bonyolultságát. Ez motiválta Lawrence-t és Willardot [16] a
szigma problémák bevezetésében, melyekben az input polinomok
monomok összegeiként adottak. Lawrence és Willard azt sejtették,
hogy ha a gyűrű Jacobson-radikál szerinti faktora kommutatív,
akkor a szigma ekvivalencia probléma polinomidőben eldönthető.
Továbbá, ha a gyűrű Jacobson-radikál szerinti faktora nemkom-
mutatív, akkor a szigma ekvivalencia probléma coNP-teljes. Szabó
és Vértesi [18] bebizonyították a sejtés coNP-teljes részét. Horváth
[8] kommutatív gyűrűkre igazolta a sejtést. A polinomiális rész
teljes bizonyítása Horváth, Lawrence és Willard [10] kéziratában
található. Tehát véges gyűrűk felett mind az ekvivalencia mind a
szigma ekvivalencia problémák bonyolultsága ismert.

Az alábbiakban összefoglaljuk az egyenletmegoldhatóság és
szigma egyenletmegoldhatóság problémákkal kapcsolatos eredmé-
nyeket. Bár Szabó és Vértesi [18]-ban nem vizsgálták az egyenlet-
megoldhatóság problémát de érvelésükből már következik, hogy ha
a gyűrű Jacobson-radikál szerinti faktora nemkommutatív, akkor a
szigma egyenletmegoldhatóság probléma NP-teljes. Horváth, Law-
rence és Willard [10]-ben igazolták, hogy ha a gyűrű nem nilpotens
de a Jacobson-radikál szerinti faktora kommutatív, akkor a szig-
ma egyenletmegoldhatóság probléma polinomidőben eldönthető.
Az általános esetben, ha a gyűrű nem nilpotens, akkor az egyen-
letmegoldhatóság probléma NP-teljes Burris és Lawrence [1] ekvi-
valenciára adott érvelésének következtében. Horváth [7]-ben bebi-
zonyította, hogy ha a gyűrű nilpotens, akkor az egyenletmegoldha-
tóság probléma polinomidőben eldönthető. Horváth megmutatta,
hogy ha f és g legfeljebb n hosszú polinomok az R nilpotens gyű-

rű felett, akkor O
(
n|R|

|R|···
|R|)

időben eldönthető, hogy az f = g

egyenletnek van-e megoldása R-ben. Itt a korlát kitevőjében sze-
replő torony magassága R nilpotenciaosztálya. Horváth a [7] cikk
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3. problémájának nilpotens gyűrűkkel foglalkozó részében közvet-
lenül rákérdez, hogy javítható-e ez a korlát. A 3. fejezetben a korlát
jelentős csökkentésével megválaszoljuk Horváth 3. problémájának
nilpotens gyűrűkre vonatkozó kérdését. Wilson [20] karakterizáci-
ós tétele segítségével megmutatjuk, hogy egy tetszőleges nilpotens
gyűrű feletti egyenlet megoldhatósága eldönthető néhány speciá-
lis mátrixgyűrű feletti egyenlet megoldhatóságának vizsgálatával.
Majd hatékony eljárást adunk ezen speciális mátrixgyűrűk feletti
egyenletmegoldhatóság probléma eldöntésére. Így egy olyan korlá-
tot adunk amelyben a korábbi többszörösen exponenciális kitevő
|R|2 log|R| log5 |R|-re csökken.

Tétel (3.1. tétel). Legyen R egy nilpotens gyűrű, f és g legfeljebb
n hosszú R feletti polinomok. Ekkor O

(
n|R|

2 log|R| log5 |R|
)
időben

eldönthető, hogy az f = g egyenletnek van-e megoldása R-ben.

Ezt az eredményt [4]-ben publikáltam. Megemlítjük, hogy egy
ettől teljesen független úton, Károlyi és Szabó később tovább ja-
vította az időkorlátot [15]-ben.

A véges gyűrűk után természetesen adódott a véges csoportok
feletti egyenletmegolthatóság és az ekvivalencia problémák bonyo-
lultságának vizsgálata. Egy G véges csoport feletti csoportkifeje-
zés alatt változók és G-beli elemek formális szorzatát értjük. A
G feletti egyenletmegoldhatóság probléma azt kérdezi, hogy a G
feletti S, T input csoportkifejezésekre (azaz változók és G-beli ele-
mek formális szorzataira) az S = T egyenlet megoldható-e. Más
szóval létezik-e olyan helyettesítés melyre S és T kifejezések érté-
kei megegyeznek. A G feletti ekvivalencia probléma azt kérdezi,
hogy az S, T input csoportkifejezések ekvivalensek-e G felett (je-
lölésben G |= S ≈ T ). Azaz S és T kifejezések értékei minden he-
lyettesítésre azonosak-e. Célunk ezen döntési problémák számítási
bonyolultságának meghatározása adott csoportokra. A bonyolult-
ságot az input kifejezések hosszában vizsgáljuk. Egy T = t1 · · · tn
csoportkifejezés hosszát n-nek definiáljuk, jele ‖T‖.
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Csoportok felett az első eredmények Burristől és Lawrence-től
[2] származnak, akik az ekvivalencia probléma bonyolultságát vizs-
gálták. Bebizonyították, hogy ha G nilpotens vagy G izomorf egy
páratlan fokú diédercsoporttal, akkor az ekvivalencia probléma G
felett polinomidőben eldönthető. Burris és Lawrence azt sejtet-
ték, hogy ha a csoport feloldható, akkor az ekvivalencia probléma
polinomidőben eldönthető. Továbbá, ha a csoport nem feloldha-
tó, akkor az ekvivalencia probléma coNP-teljes. Horváth, Lawren-
ce, Mérai és Szabó [11] bizonyították a sejtés coNP-teljes részét.
A polinomiális részt Horváth és Szabó [13] igazolták olyan G '
' A o B csoportokra melyekre A és B Abel csoportok, A ex-
ponense négyzetmentes és (|A|, |B|) = 1. Később Horváth [9]-ben
általánosította ezt az eredményt olyan AoB szemidirekt szorza-
tokra melyekre A és B/CB(A) Abel csoportok (itt CB(A) az A
csoport B-beli centralizátorát jelöli). Feloldható de nem nilpotens
csoportok felett csak ezekre a speciális szemidirekt szorzatokra is-
mert az ekvivalencia probléma bonyolultsága. A három legkisebb
csoport melyre az ekvivalencia probléma bonyolultsága a korábbi
tételekkel nem eldönthető az S4, SL (2,Z3) és az U (3,Z3) o Z×3
csoportok (utóbbi egy nemkommutatív 54 elemű csoport). Egy
részletes lista ezen csoportokról [9]-ben található.

Az egyenletmegoldhatóság probléma bonyolultsága még több
csoportra ismeretlen. Goldmann és Russell [5, 6] bebizonyították,
hogy ha G nem feloldható, akkor az egyenletmegoldhatóság prob-
léma G felett NP-teljes. Továbbá ha G nilpotens, akkor az egyen-
letmegoldhatóság probléma G felett polinomidőben eldönthető.
Bizonyításukból azonban nem derül ki nilpotens csoport felett a
polinomiális időkorlát pontos kitevője. Számos, a bizonyításban
fontos szerepet játszó eredmény Péladeau és Thérien [17, 19] cik-
keiből származik. A bizonyítás teljes megértéséhez és a pontos
időkorlát meghatározásához tehát több cikk [5, 6, 17, 19] alapos
tanulmányozása szükséges. Később Horváth [7] közvetlen bizonyí-
tást adott mely hasonlít a fenti három cikkből összeállítható gon-
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dolatmenetre de önmagában is érthető. Megmutatta, hogy ha S
és T legfeljebb n hosszú csoportkifejezések a G nilpotens csoport

felett, akkor O

(
n|G|

|G|···
|G|)

időben eldönthető, hogy az S = T

egyenletnek van-e megoldása G-ben. Itt a korlát kitevőjében sze-
replő torony magassága G nilpotenciaosztálya. Horváth a [7] cikk
3. problémájának nilpotens csoportokkal foglalkozó részében köz-
vetlen rákérdez, hogy javítható-e ez a korlát. Az 5. fejezetben a
korlát jelentős csökkentésével megválaszoljuk Horváth 3. problé-
májának nilpotens csoportokra vonatkozó kérdését. Ehhez egy G
nilpotens csoport feletti egyenletmegoldhatóság problémát vissza-
vezetünk a G csoport p-Sylow részcsoportjai feletti egyenletmeg-
oldhatóság problémákra. Majd a p-csoportok policiklikus repre-
zentációját alkalmazva egy p-csoport felett adott csoportkifejezést
Zp test feletti polinomok segítségével jellemzünk. Ezzel a mód-
szerrel hatékonyan tudunk dönteni az egyenletmegoldhatóságról
nilpotens csoportok felett. Így olyan korlátot adunk amelyben a
korábbi többszörösen exponenciális kitevő 1

2 |G|
2 log |G|-re csök-

ken.

Tétel (5.1. tétel). Legyen G egy nilpotens csoport, S és T legfel-
jebb n hosszú csoportkifejezések G felett. Ekkor O

(
n

1
2
|G|2 log |G|

)
időben eldönthető, hogy az S = T egyenletnek van-e megoldása
G-ben.

Ezt az eredményt [3]-ban publikáltam.
Feloldható de nem nilpotens csoportok felett csupán néhány

speciális esetben ismert az egyenletmegoldhatóság probléma bo-
nyolultsága. Horváth és Szabó bebizonyították, hogy ha a |G| =
= pq valamely p 6= q prímekre [13], vagy G izomorf a negyedfokú
alternáló csoporttal [12], akkor az egyenletmegoldhatóság problé-
ma G felett polinomidőben eldönthető. Később Horváth [9] belát-
ta, hogy az egyenletmegoldhatóság probléma polinomidőben el-
dönthető minden olyan G ' A o B szemidirekt szorzatra, ahol



6 Tézisek

A ' Zpk vagy A ' Z2pk vagy A ' Zk
p, és B kommutatív. Te-

hát minden feloldható de nem nilpotens G csoportra vonatkozó
korábbi eredmény esetén G ∼= A oB úgy, hogy A és B is Abel.
A három legkisebb csoport melyre sem az ekvivalencia, sem az
egyenletmegoldhatóság problémák bonyolultsága nem ismert az
S4, SL (2,Z3) és az U (3,Z3) o Z×3 csoportok. Horváth közvetle-
nül rákérdez ezeknek a problémáknak a bonyolultságára a [9] cikk
3. problémájában az SL (2,Z3) csoport fölött; a [9] cikk 4. prob-
lémájában az U (3,Z3)o Z×3 csoport fölött.

A 4. fejezetben speciális mátrixcsoportokra, az úgynevezett
szemipattern csoportokra határozzuk meg az egyenletmegoldha-
tóság és ekvivalencia problémák bonyolultságát. Egy G = PoA
csoportot szemipattern csoportnak nevezünk, ha P a szigorú fel-
ső háromszögmátrixok részcsoportja, és A a diagonális mátrixok
részcsoportja. A dolgozatban a felső háromszögmátrixok szorzatát
a mátrixok elemei segítségével jellemezük. Így egy szemipattern
csoport felett adott csoportkifejezés leírható a kifejezés szorzat-
mátrixának elemei segítségével. Ezzel a módszerrel hatékonyan tu-
dunk dönteni a szemipattern csoport feletti egyenlet megoldható-
ságáról. Így többek között megválaszoljuk HorváthU (3,Z3)o Z×3
csoportra vonatkozó kérdését [9, 4. probléma].

Tétel (4.1. tétel). Legyen G egy szemipattern csoport, S és T leg-
feljebb n hosszú csoportkifejezések G felett. Ekkor O

(
n|G| log

2 |G|
)

időben eldönthető az S = T egyenlet megoldhatósága G felett, va-
lamint az G |= S ∼= T ekvivalencia.

Ezt az eredményt [4]-ben publikáltam.
A 6. fejezetben egy általános eljárást adunk amely egységesen

kezeli a legtöbb olyan feloldható de nem nilpotens csoportot mely-
re a korábbi tételekkel az egyenletmegoldhatóság probléma eldönt-
hető. Sőt ez az új eljárás sok olyan csoportra is alkalmazható mely-
re a korábbi eredmények nem mondtak semmit. Így többek között
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megválaszoljuk Horváth SL (2,Z3) csoportra vonatkozó kérdését
[9, 3. probléma].

Tétel (6.1. tétel). Legyen P egy p-csoport, A egy Abel-csoport.
Tekintsünk egy G = P oA szemidirekt szorzatot. Legyenek S és
T legfeljebb n hosszú csoportkifejezések a G csoport felett. Ekkor
O
(
n|G|

|G| log|G|
)

időben eldönthető, hogy az S = T egyenletnek
van-e megoldása G-ben.

Megjegyezzük, hogy ez az általános eljárás a szemipattern cso-
portokra is alkalmazható, azonban |G||G| log |G| az időkorlátjának
kitevője, szemben a speciálisan szemipattern csoportokra adott
|G| log2 |G| kitevővel.

A 6. fejezetben egy hasonlóan általános eredmény bizonyítunk
az ekvivalencia problémáról :

Tétel (6.2. tétel). Legyen N egy nilpotens csoport, A egy Abel-
csoport. Tekintsünk egy G = NoA szemidirekt szorzatot. Legye-
nek S és T legfeljebb n hosszú csoportkifejezések G felett. Ekkor
O
(
n|G|

|G| log|G|
)
időben eldönthető a G |= S ≈ T ekvivalencia.

Ezeknek az eredményeknek a publikálása folyamatban van.
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Theses

One of the oldest problems of algebra is the equation solvability
problem over a given algebraic structure. Nowadays, many such
classical problems arise in a new perspective, namely to consider
their computational complexity. In this paper we investigate the
complexity of the equation solvability problem over finite groups
and rings.

The equation solvability problem over a finite ringR asks whet-
her or not two polynomials can attain the same value for some
substitution over R. In other words, for the equation solvability
problem, one needs to decide if there exists at least one substituti-
on satisfying the equation. Another interesting problem is whether
or not all substitutions satisfy the equation. The equivalence prob-
lem over a finite ring R asks whether or not two polynomials f
and g are equivalent over R (denoted by R |= f ≈ g) that is
whether or not f and g determine the same function over R. We
investigate the complexities of these problems in the length of the
input polynomials. The length of a polynomial f is the number of
constants and variables occurring in the polynomial f with mul-
tiplicity (denoted by ||f ||). Let log denote the base 2 logarithm.

First Hunt and Stearnes [14] investigated the equivalence prob-
lem for finite commutative rings. Later Burris and Lawrence [1]
generalized their result to non-commutative rings. They proved
that if R is nilpotent then the equivalence problem over R is
solvable in polynomial time, while if R is not nilpotent then the
equivalence problem overR is coNP-complete. The proof of Burris
and Lawrence reduces the satisfiability (SAT) problem to the equ-
ivalence problem by using long products of sums of variables. Ne-
vertheless, if we expand this polynomial into a sum of monomials
then the length of the new polynomial may become exponential in
the length of the original polynomial. Such a change in the length
suggests that the complexity of the equivalence problem might be
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different if the input polynomials are restricted to be written as
sums of monomials. This motivated Lawrence and Willard [16] to
introduce the sigma problems, where the input polynomials are
given as sums of monomials. Lawrence and Willard conjectured
that if the factor by the Jacobson radical is commutative then the
sigma equivalence problem is solvable in polynomial time. While
if the factor by the Jacobson radical is not commutative then the
sigma equivalence problem is coNP-complete. Szabó and Vértesi
proved the coNP-complete part of the conjecture in [18]. Horváth
confirmed the conjecture for commutative rings in [8]. The polyno-
mial part of this conjecture is completely proved in the manuscript
[10]. Therefore the complexity of the equivalence problem and the
sigma equivalence problem was completely characterized.

Now, we summarize the results for the equation solvability
and the sigma equation solvability. Using the method of Szabó
and Vértesi [18] it is easy to prove that if the factor by the Jacob-
son radical is not commutative then the sigma equation solvability
problem is NP-complete. Horváth, Lawrence and Willard [10] pro-
ved that if the ring is not nilpotent but its factor by the Jacobson
radical is commutative then the sigma equation solvability prob-
lem is solvable in polynomial time. For the general equation solva-
bility, arguments of Burris and Lawrence from [1] yield that if the
ring is not nilpotent then the problem is NP-complete. Horváth in
[7] proved that if the ring is nilpotent then the equation solvability
problem is solvable in polynomial time. He proved that if f and g
are polynomials over a finite nilpotent ring R with length at most

n, then it can be decided in O

(
n|R|

|R|···
|R|)

time whether or not

the equation f = g has a solution in R. Here, the height of the
tower is the nilpotency class of R. Horváth explicitly asks in [7,
Problem 3] whether the exponent of the time complexity can be
bounded by a polynomial in the size of the ring R. In Chapter 3
we answer Horváth’s question [7, Problem 3] for nilpotent rings by
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significantly decreasing the exponent of the time complexity. Wil-
son [20] characterizes nilpotent rings with the help of special kind
of nilpotent matrix rings. We give an efficient method for deciding
the equation solvability problem over these special matrix rings.
In particular, we show that equation solvability over a nilpotent
ring R can be decided in polynomial time, where the degree of the
polynomial is |R|2 log|R| log5 |R|.

Theorem (Theorem 3.1.). Let R be a nilpotent ring. Let f and
g be polynomials over R with length at most n. Then it can be
decided in O

(
n|R|

2 log|R| log5 |R|
)
time whether or not the equation

f = g has a solution in R.

This result is published in [4]. Later Károlyi and Szabó [15]
further decreased the exponent.

After investigating finite rings, it is natural to consider finite
groups. The equation solvability problem over a finite groupG asks
whether or not two group expressions (i.e. products of variables
and elements of G) can attain the same value for some substitu-
tion over G. In other words, for the equation solvability problem,
one needs to find if there exists at least one substitution satisfying
the equation. The equivalence problem over a finite group G asks
whether or not two group expressions S and T are equivalent over
G (denoted by G |= S ≈ T ), that is whether or not f and g deter-
mine the same function over G. We investigate the complexities of
these problems in the length of the input group expressions, that
is in the number of variables and constants occurring in them. We
denote the length of an expression T by ||T ||.

First Burris and Lawrence [2] investigated the complexity of
the equivalence problem over finite groups. They proved that if a
group G is nilpotent or G ' Dn, the dihedral group for odd n,
then the equivalence problem for G has polynomial time comple-
xity. They conjectured that if G is solvable then the equivalence
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problem overG is in P, and ifG is not solvable then the equivalen-
ce problem over G is coNP-complete. Horváth, Lawrence, Mérai
and Szabó [11] proved the coNP-complete part of the conjecture.
Horváth and Szabó [13] confirmed the conjecture for G ' AoB,
where A and B are Abelian groups such that the exponent of A
is squarefree and (|A|, |B|) = 1. Later Horváth [9] generalized this
result to semidirect products AoB, where A and B/CB(A) are
Abelian groups (here CB(A) denotes the centralizer of A in B).
But the complexity of the equivalence problem over many solvable,
not nilpotent groups is not determined, yet. Three of the smallest
groups, for which this complexity is not known, are S4, SL (2,Z3)
and U (3,Z3)oZ×3 (this third group is a non-commutative group
of order 54). See [9] for a more comprehensive list.

Even less is known about the equation solvability problem.
Goldmann and Russell [5, 6] proved that if G is not solvable, then
the equation solvability problem is NP-complete, while if G is nil-
potent then the equation solvability problem over G is solvable
in polynomial time. In their papers, they reduce the equation sol-
vability problem over a finite nilpotent group G to recognizing
languages by non-uniform finite automata over G. In their reduc-
tion they apply the results of Péladeau and Thérien [17, 19] in a
fundamental manner. This way, it is easy to get lost in the chain
of thoughts if one wants to recover how the algorithm of Gold-
mann and Russell manipulates the input group expressions S and
T in order to determine whether or not the equation S = T has a
solution over G. Furthermore, the algorithm is known to be poly-
nomial in the sizes of S and T , but the degree of this polynomial
is not explicitly stated. The reduction in [5, 6] applies Ramsey’s
theorem, suggesting that the degree of the polynomial is multiply
exponential. Later Horváth [7] gave a straight proof for nilpotent
groups only using group expressions and directly arriving at the
Ramsey argument. He proved that if S and T are group expr-
essions over a finite nilpotent group G with length at most n,
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then it can be decided in O

(
n|G|

|G|···
|G|)

time whether or not

the equation S = T has a solution in G. Here, the height of the
tower is the nilpotency class of G. Horváth explicitly asks in [7,
Problem 3] whether the exponent of the time complexity can be
bounded by a polynomial in the size of the group G. In Chapter 5
we answer Horváth’s question [7, Problem 3] for nilpotent groups
by significantly decreasing the exponent of the time complexity.
With the polycyclic presentation of p-groups we give a completely
new approach to representing group expressions. In particular, we
show that equation solvability over a nilpotent group G can be
decided in polynomial time, where the degree of the polynomial
is O

(
n

1
2
|G|2 log |G|

)
.

Theorem (Theorem 5.1.). Let G be a nilpotent group, S, T be
group expressions over G with length at most n. Then it can be de-
cided in O

(
n

1
2
|G|2 log|G|

)
time whether or not the equation S = T

has a solution in G.

This result is published in [3].
Not much is known for solvable, non-nilpotent groups. Horváth

and Szabó proved that the equation solvability problem over G
is decidable in polynomial time if |G| = pq for primes p 6= q
[13], or if G is the alternating group acting on four points [12].
Later, Horváth [9] proved that the equation solvability problem
over G is decidable in polynomial time for groups G ' A o B,
where A ' Zpk or Z2pk or Zk

p and B is commutative. Note that
all results for the equation solvability problem over solvable, not
nilpotent groups are about groups A o B, where A and B are
Abelian. Three of the smallest groups, for which the complexity
of the equivalence and equation solvability problems is not known,
are S4, SL (2,Z3) and U (3,Z3)oZ×3 . Horváth explicitly asks the
complexity of these problems over SL (2,Z3) in [9, Problem 3] and
over U (3,Z3)o Z×3 in [9, Problem 4].
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In Chapter 4 we investigate the the complexity of the equiva-
lence and equation solvability problems over semipattern groups.
We say that a group AoB is a semipattern group if A is a subg-
roup of the group of upper unitriangular matrices, and B is a
subgroup of the diagonal matrices. With the help of matrix mul-
tiplication we reduce the solvability of the input equation over a
semipattern group over a finite field to the solvability of a system
of equations over the same field. This way, we give an efficient met-
hod for deciding the equivalence and equation solvability problems
over semipattern groups. This way, we answer Horváth’s question
[9, Problem 4] for the group U (3,Z3)o Z×3 .

Theorem (Theorem 4.1.). Let G be a semipattern group, S, T
be group expressions over G with length at most n. Then it can
be decided in O

(
n|G| log

2 |G|
)

time whether or not the equation
S = T has a solution in G. Furthermore it can be decided in
O
(
n|G| log

2 |G|
)
time whether or not G |= S ≈ T holds.

This result is published in [4].
In Chapter 6 we give a new method for deciding the equation

solvability over some solvable, non-nilpotent groups. This method
covers most of the cases from [9], and can be applyied for many
groups for which the complexity was not yet known. In particu-
lar, we answer Horváth’s question [9, Problem 3] for the group
SL (2,Z3).

Theorem (Theorem 6.1.). Let G ' P o A, where P is a finite
p-group and A is a finite Abelian group. Let S, T be group expr-
essions over G with length at most n. Then it can be decided in
O
(
n|G|

|G| log|G|
)
time whether or not the equation S = T has a

solution in G.
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Theorem (Theorem 6.2.). Let G ' N oA, where N is a finite
nilpotent group and A is a finite Abelian group. Let S, T be group
expressions over G with length at most n. Then it can be decided
in O

(
n|G|

|G| log|G|
)
time whether or not G |= S ≈ T holds.

Note, that the method describe in Chapter 6 is more general
than the one in Chapter 4, and can be applied for semipattern
groups, as well. However, the exponent of the time complexity is
larger (|G||G| log |G|) in the general case than in the semipattern
case (|G| log2 |G|).
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