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Chapter 1

Introduction, background and
motivation

V. Griinwald [14] introduced the radix representation with respect to negative
bases in 1885 on the following way. Let g < —2 be an integer. Then every n € Z
can be represented in the form

1
Zm—gi70§m <|gl. (1.1)

=0

He investigated how to perform the four basic operations in such number sys-
tems. In this concept there is no distinguish between positive and negative el-
ements, thus it allows far reaching generalizations. It’s started by D. E. Knuth
[20] in 1960. His number system is known as quarter-imaginary numeral system
which uses 2i as its base and 0, 1,2, 3 as its digits. All of the Gaussian integers
a + bi (a,b € Z) can be represented in this number system. Another similar
number system was analyzed by W. Penney [22] in 1965. He used the number
—1+1 as basis and 0,1 as digits. I. Katai and J. Szabo [18] in 1975 generalized
W. Penney’s result. They proved that the only numbers which are suitable
bases for all Gaussian integers, using 0,1,..., N — 1 as digits, are —n 4 ¢, where
n is a positive integer and N = n? + 1, the norm of —n+4. W. J. Gilbert [13] in
1981 generalized I. Katai and J. Szab6’s result to find all the bases for quadratic
number fields using 0,1,..., N — 1 as digits.
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Canonical number systems

CNS has been defined by Attila Pethd [25] in 1991 as follows. Let P(z) =
2" 4 ppa™ + py12™t + -+ po € Z[z] and D = {0,1,...,|po| — 1}. The
polynomial P(z) is called CNS polynomial if for every 0 # A(x) € Z[x] there
exist h > 0 and aq,...,a, € D such that

A(z) = apz™ +ap_12" V- Faz + a0 (mod P(x)). (1.2)

If P(x) is irreducible one gets the concept of canonical number systems in alge-
braic number fields, which was introduced and studied by I. Kétai and J. Szabo
(see [18]). This result was generalized to quadratic integers by I. Katai and B.
Kovacs [16], [17], [21] and independently in W. J. Gilbert [13]. The characteri-
zation of CNS polynomials is complicated already for degree three, as indicated
in [2]. It is still unsolved.

Brunotte’s algorithm for CNS

n—1

By changing appropriately the bases 1, z,...,x of the Q-vector space of poly-
nomials of degree at most n — 1, H. Brunotte [4] found a very efficient algorithm
for the decision of the CNS property. He used it in [7] for the characterization
all CNS whose bases are roots of trinomials.

Semi-CNS

P. Burcsi and A. Kovacs [9] called P(x) a semi-CNS polynomial if the finite
expansions (1.2) form an additive semigroup. This is a generalization of the
usual radix representations of natural numbers. They were able to prove some
sufficient properties for P(x) being a semi-CNS polynomial. Moreover they gen-
eralized Brunotte’s algorithm for semi-CNS polynomials. T have conducted an
enquiry into cubic semi-CNS polynomials (see [31]), I was able to fully charac-
terize them. H. Brunotte generalized this result for semi-CNS polynomials with
any degree in [7].

Symmetric-CNS

An interesting alternative concept of CNS polynomials are symmetric-CNS poly-
nomials, where the digit set is balanced on the way that it contains nega-
tive and positive elements as well. Let P(x) € Z[z] with P(0) = po and

1= =[] gl — 1~ [ 2= ] 0z S Akiyama and K. Scheicher [3]
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called P(z) symmetric-CNS if for any A(x) € Z[z] there exists a(z) € I[z] such
that A(xz) = a(z) (mod P). This concept can also generalized to symmetric
SRSes. This topic has been studied by H. Brunotte [5], [6], and by A. Huszti,
K. Scheicher, P. Surer and J. M. Thuswaldner [15].

Norm-Euclidean domains

Let E be an integral domain. The function N : E — N with the following
properties:

1. N(a) =0 for an a € E, if and only if a = 0,

2. if a € E and b € E\ {0}, then there are ¢,r € E such that a = bq + r and
N(r) < N(b)

is called Fuclidean function. The integral domain E is called Fuclidean domain if
it is endowed with a Euclidean function. The Euclidean domain E is called norm-
Euclidean if its Euclidean function is derived from the corresponding field’s
absolute value function. It was proved by L. E. Dickson [11] and O. Perron [23],
see also H. Davenport [10] and H. L. Keng [19] (Theorem 15.3), that the ring
of integers of an imaginary quadratic number field Q[v/—d] is Euclidean (norm-
Euclidean) if and only if d € {1,2,3,7,11}. These will be called imaginary
quadratic Fuclidean domains and will be denoted by E,.

Shift radix systems

The concept shift radiz system (SRS) was introduced by S. Akiyama, T. Borbély,
H. Brunotte, A. Peth$ and J. M. Thuswaldner [1] in 2005 for real numbers as
follows. For r € R™ the mapping 7 : Z™ +— Z", defined as

e((a1,...,an)) = (ag,...,an, —|ral),

where ra denotes the inner product, is called SRS. In [1] it is also proved that
SRS is a common generalization of canonical number systems (CNS) and the
B-expansions, defined by A. Reényi [28].

Generalizing SRS, H. Brunotte, P. Kirschenhofer and J. Thuswaldner [8]
defined Gaussian shift radix systems (GSRS) for Hermitian vector spaces as
follows. Let » € C™ be given (n € N). Let the mapping 7, : Z[i]? — Z[i]¢ be
defined by

x = (21,2T2,...,Tn) = (T2, T3,...,2n, —|12]), (1.3)

where rz is the inner product of r and x, and |z| := |Re(z)| +i|Im(z)],z € C.
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The SRS 7, is said to have the finiteness property if and only if for all a € Z™
there exists a & > 1 such that 7%(a) = 0. Denote by DY the set of r € R"
such that 7. has the finiteness property. From numeration point of view these
real vectors are most important. It turned out that the structure of DS” is very
complicated already for n = 2, see [2], [30] and [34].

The analogue of the two dimensional SRS is the one dimensional GSRS. H.
Brunotte, P. Kirschenhofer and J. M. Thuswaldner [8] studied first the set of
one dimensional GSRS with finiteness property, which I denote by GSRS(.
It turned out that its structure is quite complicated as well. Recently a more
precise investigation of M. Weitzer [33] showed that the structure of GSRS(®)
is much simpler as that of Déo). Based on extensive computer investigations he
conjectures a finite description of GSRS(9).

Another generalization of SRS for Hermitian vector spaces, namely for vec-
tors over imaginary quadratic Euclidean domains was studied by A. Pethg, P.
Varga and M. Weitzer in [27]. This is called ESRS, where, the one dimensional
case is also the analogue of the two dimensional SRS. One of the main features
of this construction is that the remainder set is the subset of the opened unit
disc, which gives us the property that |r| < 1 for every reminder r.



Chapter 2

New scientific results and
theses - Euclidean number

systems (ENS)

I have defined number system over Euclidean domains (ENS) as follows. Let E
be an Euclidean domain with a Euclidean function N. Let P(z) = 2" 4+p, 2"+
P12 4 4prr+po € E[z](n € N) be amonic irreducible polynomial over E
such that N(pg) > 2, and let D,,, C E be a so called digit set with |D,,| = N(po).
The elements of the factor ring E[x]/P(x)E[z] can be represented by polynomials
over E of degree at most n. This set is denoted by E"|[x].

If for an A(z) € E™[z] there exists a(x) € D), [x] such that

A(z) =a(z) (mod P(z)),

then A(z) has an ezpansion. If all A(z) € E"[z] have an expansion, then the
pair (P,D,,) is called ENS and the polynomial P(z) € E[z] is called an ENS
polynomial.

Let P(z) = 2" 4+ ppa™ + pp_12" 1+ -+ p12 +po € E""1[z] be such that
N(po) > 2. Let the mapping Tp : E"[z] — E"[z] be defined as follows: for
A7) = apa™ + ap_12" 1+ -+ + ag € E"[x] let

A—qP—r
Tp(4) = —L—,



where ¢ = U—SJ and r = ag — qpo € Dp,. The mapping Tp is called Backward
division.
The mapping backward division can be iterated, which means
A if k=0;
k _ ) ’
Tr(4) _{ Tp(TE'(A)), if k>0.

Let g5, € E and r;, € D,,, be defined by the equation

k _ _
TEVL(A) = Tp(A) kaP Tk

where alf) = Tk(A)| — 2| and ry = ol — k € N. Let Ay :=
o = 1p =0,k = |55 | and Tk = Gg qrkpo, £ € N. Let Ay =
TE(A).

The orbit of Tp starting from A will be denoted as follows:

A (g1,71) A, (g2,72) A, (g3,73) A
P P P

3,

if it is not necessary to know the multipliers, it will simply be denoted by:

AD A B A2 Ay,
P P P

or if it is not necessary to know even the remainders, it will simply be denoted
by:
A:>A1:>A2:>A3....
P P P

If for A, B € E"[z] there exists k € N such that TE(A) = B then I write:
A= B.
P

Plainly the orbits of Tp are either ultimately periodic or consist of infinitely
many pairwise different elements and both cases may occur. Moreover in the
first case the orbit is ultimately 0 or not. One of the most important aim of the
investigations on ENS polynomials is the distinction between these possibilities.

Results:

1. P(x) € E""'[z] is an ENS polynomial if and only if for all A(z) € E[z]
A ? 0.,



2. Let P(x) := 2" 4+ ppa™ + pp_12" 1+ -+ + pro + po € E"F1[z] be such
that N(po) > 2. Assume that the orbit of Tp starting from A(x) :=
an®™ + ap_ 12"t + - + a1z + ag € E"[x] is periodic and let [ > n be a
multiple of the period length, as follows:

. (g0,7m0) (q1,m1) (g2,72) (q1—2,r1-2) (q1—1,r1-1)
A - AO P Al - A2 I Ag e o Al,1 = A

Then
n+1

- Z Qi+ h—mPm € ]D)po

m=0

holds for h =0,1,...,1 — 1.

3. Let P(z) € E""![z] be an expanding polynomial, i.e. all of its roots lie
outside the closed unit circle. There exists a constant ¢ depending only
on P(X) such that this is an ENS polynomial if and only if for every
Az) = Apa™ + Azt + - 4+ A € E"[z] with |4 <¢,7=0,...,n
there exists a(x) € Dy, [z] such that

A(z) =a(z) (mod P(x)).

2.1 ENS over imaginary quadratic Euclidean
domains

Let E4 be an imaginary quadratic Euclidean domain and 0 # b € E;4. These are
norm-Euclidean domains, so here the Euclidean function can be derived from
the absolute value function:

N(z1 + 221) := |21 + 208|? = 22 + 22, where 21,2, € R.

The norm of the elements z € E, is calculated as follows:
If d € {1,2}, N(z) = N(e1 + eav/—d) = e} + de3, in the other cases N(z) =
N(ey + exY=9) = €2 1 ¢1e5 + L e2. Thus one can get

1
€2 + €3 ,if d=1,
€2 + 2¢2 ,if d =2,

N(z)={ e +eea+e3 ,ifd=3,

e? +ejeg +2e3 Lifd=71,
6%4—6162—‘1-36% ,if d =11.
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Assume that a,b € E4,b # 0. Let E} be the set of units in E; (¢ € Ej, if and
only if N(g) = 1). Let ¢,r € E4 be such that a = bg + r and N(r) < N(b).
Then a = b(g+¢) + (r —be) and a = b(q + ew) + (r — bew) hold for any € € E}.
It means, in some cases the remainder r is not uniquely defined, i.e., not only
N(r) < N(b), but also N(r — be) < N(b) or N(r — bew) < N(b) holds for
some ¢ € Ej. This problem has already arisen in the case of rational integers,
where the uniqueness of the remainder is ensured by the assumption that the
remainder is non-negative. In order to make the floor function uniquely defined,
the solution is to define a special set of reminders which is a complete residue
system modulo b.
The set

1 1
Dy = {z €Eq | || <[] and |2 +b] = |b] and — 5 < Imq (5) < }

b

be called the (Sail) digit set for b and b € Eq4 the base number.
Results:

1. Let 0 # b € E;. Then the set Dy is a complete residue system modulo
b containing 0. Moreover for any a € E; there exist ¢, € E; such that
a =bg+r and r € Dgy, in particular N(r) < N(b). Let a € Eq. There
exist uniquely defined g € E; and r € Dy, such that a = bg+r, so the sail
digit set can be used as a complete residue system for the floor function.

2. Let a,b € Eq,b# 0. If |a| < Tl then a € V.
3. Let a,b € Eq with N(b) > 2. If |[a| < £ and ¢ = | %] then ¢ € {0;—1}.

4. If ze V4, and a € Z, then z+a-b € V.

2.2 Linear ENS over imaginary quadratic
Euclidean domains

Investigating the linear case, the result below shows that the ENS property
of linear polynomials is easily decidable over imaginary quadratic Euclidean
domains. Let P(x) := z + p be a linear polynomial over E; with N(p) > 2 and
let Dy, be the sail digit set.

Result:



1. P(z) is an ENS polynomial with Dg, if and only if 1 € Dy, or

pE {1—i,—2i,—\/—72,\f’_\/_*3’1_\/j371—;/—77,—1—2ﬁ}.

2.3 Quadratic ENS over imaginary quadratic
Euclidean domains

The characterization of quadratic ENS polynomials with the sail digit set seems
to be much more difficult than the characterization of the linear ones. The
results described below covers only a part of this set.

Results:

1. Let P(x) := 2% + p1x + po be a quadratic polynomial over E;, N(pg) > 2.
It is expanding, if
|1 — pop1]
pol* — 1
where Z is the complex conjugate of x. (if P(z) € E[z] is an ENS poly-
nomial then it is expanding, this is a consequence of A. Vince’s result
32].)

<1,

2. For a fixed pg the inequality of the previous result determines a finite set
of p;. We have

|p1 — pop1] < lpol [p1] — |1l _ |p1]
o> =1~ po)*—1 pol +1

Hence if |p1| < |po| + 1, then the previous result follows.

3. Let P(x) := 2% + p1x + po be a quadratic polynomial over Ey, N(pg) > 2
and let Dg ,, be the sail digit set. If

1
ol < (1—ﬁ) pol — 1,

then the orbits of T are periodic for all A € Ey[z]. Moreover there are
only four possible periods, the trivial {0} cycle and the following ones:

r4 (p1+1

(=1,
) PTO T+ (pl +1), 1o € D, po s



(=1,ro (0,m1
1 > x+p1%1, 70,71 E]D)dmoa

1(_1:1§%x+p1(_1:}%x+(p1+1) (0}:2 L 70,m1,72 € Do

2.4 Infinite sequences of ENS over
imaginary quadratic Euclidean domains

Polynomials with rational integer coefficients can be considered also elements of
Eq[z]. I prove a necessary and sufficient condition under which such a polyno-
mial is ENS with its sail digit set.

To characterize the CNS polynomials in Z[z] is a hard problem, see [1].
However there is a simple sufficient criterion proved by B. Kovéacs [21], which I
cite now.

Theorem 2.4.1. Let P(z) = po + p1x + -+ + pp_12" L + 2" € Zlx] be a
polynomial. If po > 2 and p; > pit1,t = 0,...,n — 1, then P(x) is a CNS
polynomial.

L. German and A. Kovacs in [12] investigated the case of symmetric-CNS.
Let P(z) = po +p1ix + -+ + pp12™ ! + 2" € Z[x] be a polynomial. If
Ipo] > 237, |pil, then P(z) is a symmetric-CNS. Indeed, the polynomials
22 +ax +a,3 < a € Z are CNS, but they are not symmetric-CNS, however
the polynomials 22 + ax + 3a,3 < a € Z are CNS, symmetric-CNS and ENS
polynomials as well with the sail digit set. In the next result I prove a condition,
which depends only on the coefficients of P(z).

Result:

1. Let P(x) := Zpi:ci € Zlx] be a monic polynomial of degree n. Put
=0

M:LMJ and assume py > M >p; >pe > - >p, =1 and

2
n
j=2

Then P(z) is an ENS polynomial with the sail digit set Dg p,-

10



Chapter 3

New scientific results and
theses - Euclidean shift radix

systems (ESRS)

A generalization of SRS for Hermitian vector spaces, namely for vectors over
imaginary quadratic Euclidean domains was studied in [27]. This generaliza-
tion, which I call ESRS, is uniform for the five imaginary quadratic Euclidean
domains. This has the consequence that in case of the Gaussian integers the
floor function differs from that used in [8]. One of the main features of this
construction is that the remainder set is the subset of the opened unit disc,
which gives us the property that |r| < 1 for every reminder r.

In order to establish a shift radix system over the complex numbers, an
imaginary quadratic Euclidean domain will be used as the set of integers, and
a floor function is needed which can be determined by making its Euclidean
function unique, so choosing the set of fractional numbers from the possible
values.

In order to define a floor function, a set of fractional numbers has to be
defined. Regarding generalization purposes the absolute value of a fractional
number should be less than 1, a fractional number should not be negative in a
sense, it is a superset of the fractional numbers for the reals, and the floor func-
tion should be unambiguous. From these considerations the following definition
will be used to specify the floor function with the set of fractional numbers
which will be called fundamental sail tile.

11



Let d € {1,2,3,7,11}. Let the set
1 1
Dy == {cEC ‘ le] <1land|c+1|>1and —2§Imd(c)<2}

be defined as the fundamental sail tile (the set of fractional numbers).
Let p € E;. The set

= {oe

1 1
ceCandl|c<1land|c+1>1and 2§Imd(c)<2}

is called p-sail tile and p is called its representative integer.

Let the function | |4 : € — E4 be defined as the floor function. The floor
of e is the representative integer p of the unique p-sail tile that contains e.

Let C := (c1,...,¢,) € C™ be a complex vector. Let d € {1,2,3,7,11} and
let |x]4 denote the floor function defined above.
For all vectors A := (a1, as,...,a,) € EI let

Td,C(A) = (a23 ceey Gy *Q) )
where ¢ = [c1a1 + c2a2 + - + ¢pan ] 4. The mapping Ty o : Ej — Ej is called
Euclidean shift radiz system with parameter d or ESRS, respectively, ESRS for
short. If B := Ty o (A), this mapping will be denoted by
A= B.
d,C

If for A, B € EJ} there exists k € N, such that T;C(A) = B then this will be
indicated by:

Ta,c is called ESRS with finiteness property if and only if for all vectors A € Ej
A =0,
d,C

where 0 denotes the zero vector.
The following sets form a generalization of the corresponding sets defined in

12



[1]:

n,

D) = {c eC”

VAG]EQ:A:*>O},
d,C

Dn,d = {C eC”

k
VA € EJ] the sequence {Td C(A)}

k>0

is ultimately periodic}.

Ta,c is ESRS with finiteness property if and only if C' € Df%.

The construction defined in this section can be generalized by using a com-
plex number for d.

The first result can be considered as the generalization of the cutout polyhedra
defined in [1]. These are areas defined by a closed curve (arcs and lines). Let’s
consider this as cutout area.

Since there can be infinitely many cutout areas, they can be disjoint, over-
lapped by each other or superset and subset of each other, finding the union
area of all is a hard problem. The following definition helps to estimate how
many cutout areas are around some point in D,, 4. Let ¢ € D), 4.

e If there exists an open neighborhood of ¢ which contains only finitely many
cutout areas then I call ¢ a regular point.

o If each open neighborhood of ¢ has nonempty intersection with infinitely
many cutout areas then I call ¢ a weak critical point for D,, 4.

e If for each open neighborhood U of ¢ the set U \ Dg’ 4 cannot be covered
by finitely many cutout areas then c is called a critical point.

Results:

1. Let ¢ € C and let’s say that applying the one dimensional mapping Ty .
by [ times on the number ag € Eg4, it admits a period as follows:

ag = a1 = as :>a3...d:>al_1 d:>a0, if and only if
d . ,C N

d,c d,c d,c

Dy — Dy — Dy —a;— Dy —
CE< d al)m< d a2)ﬂ~~~ﬁ( d — Q] 1)ﬂ< d CL0>.
ag aq ar—2 aj—1

The number [ will be called the length of the period.

13



|Re(e) — [Ima(e) + 3| Re(w)| + w [Ima(e) + 3|, if
(Re(e) — | Re(e) — | Ima(e) + 1| Re(w)| -
lela= — [ Ima(e) + 5| Re(w)>2+

+ (Im(e) = [Ima(e) + 1] Im(w))” < 1,

| Re(e) — [Ima(e) + 3| Re(w)| +w [Ima(e) + 3 + 1| , otherwise.

. Let |¢] > 1,d € {1,2,3,7,11} then T, . doesn’t have the finiteness prop-
erty.

. Let ¢ € C be with |¢| < 1. T is an ESRS with finiteness property, if and

only if for all a € E; where |a| < %M

a = 0.
d,c

. Let ¢ € C be with |¢] < 1— ﬁ = 3. The function T, is an ESRS with

finiteness property, if ¢ € Dy. Additionally, if d = 11 then
11
cé {z eC ' (—w)z+w—1|>1and — % < Im((—w)z+w)}, and

c¢ {ZGC ’ (14 w)z —w|>1and Im((-1+w)z +1-w) < ﬁﬁ}

. The sets Dg and Dﬁ?{l do not contain any weakly critical points (and

thus no critical points) r satisfying r € Dg?z) and r € Dg?l)l respectively.
More precisely the circle of radius 0.99 around the origin contains the sets

DY’ and D{;.

. (Generalization of Brunotte’s algorithm) Let d € {1,2,3,7,11}, ¢ € C be
a complex number, |¢| < 1, let cg € E4 be a number from the Euclidean
domain, arg(cg) = arg(c). Ty, is an ESRS with finiteness property, if
the set & exists for ¢ and has finitely many elements:

14



(a) —cpg,cg € €,

(b) a +bw € &, where a + bw € D45, (the sail digit set of the corre-
sponding ENS),

(c) if z € € then Ty (2), —Tq(—2) €E,
(d) for any z € £ there exists n € ZT such that lec(z) =0.

15
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Chapter 4

Bevezetés, el6zmények,
motivacio

1885-ben V. Griinwald [14] bevezette a negativ szamjegyeket is tartalmazé szam-
rendszer fogalméat a kdvetkezSképpen: Legyen g < —2 egész szam. Ekkor min-
den n € Z felirhato a

l

Znigi,O <mn; <|gl (4.1)
=0

formaban. Ezen kiviil megvizsgélta, hogyan lehet elvégezni a négy alapmiiveletet
egy ilyen szamrendszerben. Ebben a struktirdban nincs megkiilénboztetve a
pozitiv és negativ szam, ezért ez a koncepci6 konnyen altalanosithat6. Ezt D.
E. Knuth [20] kezdte el 1960-ban. Szamrendszerét ,quarter-imaginary* szam-
rendszernek nevezziik, amely a 2i elemet hasznélja alapként, valamint a 0,1,2,3
szamjegyeket. Minden a+bi (a,b € Z) Gauss egész felirhato ebben a szamrend-
szerben. Egy maésik ehhez hasonlé szamrendszer W. Penney [22] eredmeénye,
amleyet 1965-ben publikalt. Itt a —1+¢ elem az alapszam, és 0, 1 a szdmjegyek.
1975-ben 1. Katai és J. Szabo [18] altalanositottak W. Penney eredményét, és
bebizonyitottak, hogy 0,1, ..., N —1 szamjegyeket hasznalva csak a —n =1 lehet-
ségesek, mint alapszadmok, ahol n pozitiv szam, és N = n? 4 1, azaz az N szam
—n+inormaja. W. J. Gilbert [13] 1981-ben tovabb &ltalanositotta ezt az ered-
ményt, és megkereste az 0sszes lehetséges alapszamot kvadratikus szamtestekre
0,1,..., N —1 szamjegyek mellett.
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Kanonikus szamrendszerek

A CNS (Kanonikus szamrendszerek) fogalmat A. Pethd [25] 1991-ben a kovetkez&kép-
pen definidlta. Legyen adott a P(z) = "™ +ppa" +pp_12" "L+ +py € Z[x]
polinom és a D = {0,1,...,|po| — 1} szdmjegyhalmaz. A P(z) polinomot CNS
polinomnak nevezziik, ha barmely 0 # A(x) € Z[z] polinomhoz létezik h > 0
egész szam és ao, . ..,an € D szdmjegyek, ugy, hogy

Alz) = apz" +ap_12" '+ 4 a1z + a9 (mod P(x)). (4.2)

Ha P(z) irreducibilis polinom, akkor az algebrai szamtesteken definialt CNS fo-
galomhoz jutunk, amelyet I. Katai és J. Szabo [18] definialt és tanulmanyozott.
Ezt az eredményt kvadratikus egészekre I. Katai és B. Kovacs [16], [17], [21]
altalanositottak, valamint tiliik fiiggetlenil W. J. Gilbert [13]. A CNS poli-
nomok karakterizalasa bonyolult probléma mar harmadfoku polinomok esetén
is [2], még mindig megoldatlan probléma.

Brunotte algoritmus

H. Brunotte [4] eredménye, hogy ha megfelelGen megvalasztjuk a Q feletti max-
imum n — l-edfokt polinomok terének 1,z,...,2" ! bazisat, akkor a CNS tu-
lajdonsag eldontésére egy nagyon hatékony algoritmust kapunk. H. Brunotte
cikkében [7]ezt az algoritmust fel is hasznalja harmadfokd polinomok egy csalad-
jénak karakterizaci¢jara.

Semi-CNS

A semi-CNS polinom fogalmat P. Burcsi és A. Kovacs [9] vezette be olyan P(x)
polinomokra, melyek véges kifejtései (4.2) additiv félcsoportot alkotnak. Ez a
fogalom egy altalanositasa a természetes szamokra értelmezett szokisos szam-
rendszereknek. Cikkiikben sikeriilt elégséges feltételt adniuk polinomok semi-
CNS tulajdonsagéra, ezen kiviil definiadltdk a Brunotte algoritmust semi-CNS
polinomokra. A [31] cikkemben harmadfoka semi-CNS polinomokat vizsgal-
tam, melyeket sikeriilt teljesen karakterizalnom. H. Brunotte késGbb altalanosi-
totta ezt az eredményt, és karakterizalta a semi-CNS polinomokat barmilyen
fokszamra [7].

Szimmetrikus CNS

Egy masik érdekes alternativ CNS fogalom a szimmetrikus CNS, ahol a szamj-
egyhalmaz negativ és pozitiv szamjegyeket egyarant tartalmaz. Legyen P(z) €
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Z[z), tgy, hogy P(0) = po és I = [ [28=2] jp| =1 |2 |z s,
Akiyama és K. Scheicher [3] szimmetrikus CNS polinomnak nevezte el azon P(x)
polinomokat, amelyekre barmely A(z) € Z[z] polinomhoz létezik a(x) € I[x]
polinom, agy, hogy A(z) = a(xz) (mod P). Ez a fogalom szimmetrikus SRS-ekre
szintén altalanosithato, amelyet H. Brunotte [5], [6], és A. Huszti, K. Scheicher,
P. Surer és J. M. Thuswaldner [15] vizsgalt.

Norm-Euclidean domains

Legyen E egy integritas tartomany. A N : E — N fiiggvényt Euklideszi
fiigguénynek nevezzik, ha

1. a € E esetén N(a) = 0, akkor és csak akkor, ha a =0,

2. haa € E és b € E\{0}, akkor léteznek ¢, r € E elemek, tgy, hogy a = bg+r
és N(r) < N(b).

Az E integritas tartomanyt Fuklideszi gyird nek nevezziik, ha értelmezve van ra-
jta egy Euklideszi fiiggvény. Az E Euklideszi gytiriit norma-FEuklideszi gyiridnek
nevezziik, ha a rajta értemezett Euklideszi fliggvény a gytiriihoz tartozo testen
értelmezett abszolutérték fliggvénybdl szarmaztathato. L. E. Dickson [11] és O.
Perron [23] bizonyitotta, (lasd még H. Davenport [10] és H. L. Keng [19], Theo-
rem 15.3), hogy a Q[v/—d] képzetes kvadratikus szamtestek egészeinek gytirtje
akkor és csak akkor Euklideszi (norma-Euklideszi), had € {1,2,3,7,11}. Ezeket
képzetes kvadratikus Euklideszi gyiridknek nevezziik. Jele: Eg.

Shift radix systems

Ashift radiz system (SRS) fogalmat S. Akiyama, T. Borbély, H. Brunotte, A.
Pethd és J. M. Thuswaldner [1] vezette be 2005-ben valos szamokra a kovetkezGkép-
pen: Legyen adott az r € R™ vektor. A 7. : Z" — Z" leképezést SRS-nek
nevezziik, amennyiben

((a1,...,a,)) = (ag,...,a,,—|ral),

ahol ra a vektorok kozti bels§ szorzatot jeloli. A [1] cikk ramutat arra is,
hogy ez az SRS fogalom a kanonikus szdmrendszerek, valamint a A. Rényi
[28] altal bevezetett S-bovités altalanositasa. Ezt a fogalmat H. Brunotte, P.
Kirschenhofer és J. Thuswaldner [8] ltalanositottak komplex szamok feletti vek-
torterekre is, melynek a Gauss helyiérték valté rendszer (Gaussian shift radix
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system) (GSRS) nevet adtdk. Legyen adott a r € C" komplex vektor (n € N).
A 5, : Z[i]* — Z][i]? leképezést GSRS-nek nevezziik, ha

T = (x17x2,‘ .. 7xn) = (I'an& v ,$n77LTxJ), (43)

ahol az rz szam r és x vektorok bels szorzata, és |z] := |Re(z)]|+i|Im(z)],z €
C.

Azt mondjuk, hogy a 7. SRS akkor és csak akkor rendelkezik finiteness tula-
jdonsaggal, ha minden a € Z® vektor esetén létezik k > 1, gy, hogy 7¥(a) = 0.
Jelolje D%O) azon r € R™ vektorok halmazat, amelyekre 7. rendelkezik finiteness
tulajdonsaggal. Kideriilt, hogy a Dgo) szerkezete bonyolult mar n = 2 esetben
is, lasd [2], [30] és [34].

A kétdimenzios SRS szerkezetileg hasonlé az egydimenzios GSRS-hez. H.
Brunotte, P. Kirschenhofer és J. M. Thuswaldner [8] els¢ként tanulmanyozta
az egydimenzi6s finiteness tulajdonséggal rendelkezé GSRS-t, amit GSRS(®)-
val jelolok. Kideriilt, hogy szerkezete meglehetésen bonyolult. M. Weitzer [33]
pontosabb vizsgalata azt mutatta, hogy a GSRS(® struktira sokkal egyszeribb,
mint a Déo). Szamos szamitogépes vizsgilattal tamasztja ezt ala.

Az SRS egy masik altalanositasa komplex szamok feletti vektorterekre, pon-
tosabban a képzetes kvadratikus Euklideszi gytrik feletti vektorterekre az ugy-
nevezett ESRS (Euklideszi SRS), melyet A. Pethd, P. Varga és M. Weitzer tanul-
manyozott [27]-ben. Itt is elmondhat6, hogy az egydimenzios eset szerkezetileg
hasonld a kétdimenziés SRS-hez. Ezen fogalom egyik f6 jellemzGje, hogy a
tortrész fliggvény értékkészlete a nyilt egységkor részhalmaza, azaz |r| < 1.
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Chapter 5

Uj tudomanyos eredmények

és tézisek - Fuklideszi
szamrendszerek (ENS)

Az Euklideszi gytirtik (ENS) feletti szamrendszereket a kvetkezSképpen definial-
tam. Legyen E egy Euklideszi gytiri, amelynek Euklideszi fiiggvénye N. Legyen
P(x) = 2" +ppa™ + ppo1a™ 4+ prz+po € E[z](n € N) egy 1 f6egyiit-
thatos irreducibilis polinom E felett, ugy, hogy N(pg) > 2, és legyen D,, C E
egy Ggynevezett szamjegyhalmaz, melyre |D, | = N(po). A E[z]/P(z)E[x] fak-
torgytrd elemei felirhatok E feletti maximum n-edfoka polinomokkal. Legyen
ez a halmaz E"[z].

Ha egy A(x) € E*[x]-hez létezik a(z) € D, [z], ugy, hogy

A(z) = a(z) (mod P(x)),

akkor azt mondjuk, hogy A(z)-nek van kiterjesztése. Ha minden A(z) € E"|[x]
polinomnak van kiterjesztése, akkor a (P,D,,) part ENS-nek nevezziik és a
P(z) € E[z] polinomot ENS polinomnak.

Legyen P(z) = 2" + ppa™ + pp_12™ 1 + - + prz + po € E*H[z], agy,
hogy N(po) > 2. Legyen a Tp : E"[z] — E"[x] leképezés a kovetkezGképpen
definialva: A(z) = ap2™ + ap_12" 1 + -+ + ag € E*[z] polinomhoz legyen

A—qP—r

Tp(4) = =L =1,
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ahol ¢ = B—EJ és r =ag —qpo € Dy,. A Tp leképezést Backward divisionnek

nevezziik.
A backward division leképezés iteralhato, vagyis

A it k=0
k o 9 )
Tp(4) { To(TEY(A)), if k> 0.

Legyen ¢i, € E és r, € Dy, adott, tgy, hogy

Tk A —qu—Tk
T}Ingl(A): P( ) ” ,

()
ahol a(()k) = TE(A)|z=0,qr = VU J és ry = a(()k) — qxpo, k € N. Legyen Ay :=

Po
TE(A).
A Tp leképezés A polinombodl kezd6dé palyéaja,

A (g1,71) A, (g2,72) A, (g3,73) As. ..
P P P

a szorzok és a maradékok opcionélisan elhagyhatok

AD A 2 A2 Ay,
P P P
A?Al ?AQ?A;;....
Ha valamely A, B € E"[z] esetén létezik k € N, tigy, hogy Tk(A) = B, akkor
A= B.
P

A Tp palyék ciklusban végzédhetnek vagy végtelen sok paronként kiilonb6z6
elemekbdl allhatnak, mindkét eset el6fordulhat. Raadasul az els§ esetben a
palya végzédhet olyan ciklusban, ami csak a 0 elemet tartalmazza, vagy sem.
Az ENS-polinomok vizsgalatainak egyik legfontosabb célja e lehetGségek kozotti
megkiilonboztetés.

Eredmények:

1. P(x) € E"*l[x] akkor és csak akkor ENS polinom, ha barmely A(z) €
E"[z] A % 0.,
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2. Legyen P(x) := 2" +p 2" +p, 12" 1+ -+ prz+po € E"H 2] polinom
adott, N(pg) > 2. Tegyiik fel, hogy a Tp leképezés palydja A(x) := a,z™+
an_12" 1+ +ajz+ag € E*[z] polnombol kiindulva ciklusban végzédik
és legyen [ > n a periédushossz egy egész tobbszorose a kovetkezdképpen:

. (g0,7m0) (q1,m1) (g2,72) (q1—2,r1-2) (q1—1,r1-1)
A - AO P Al - A2 I3 Ag e o Al,1 = A

Ekkor
n+1

- Z Qi+ h—mPm € ]D)po

m=0
barmely h =0,1,...,] — 1 esetén.

3. Legyen P(x) € E"![z] polinom expanziv polinom, azaz minden gyoke
a zart egységkoron kiviil helyezkedik el. Ekkor létezik egy csak a P(x)
egylitthatoitol fiiggs ¢ konstans, amelyre P(x) akkor és csak akkor ENS
polinom, ha barmely A(z) = A,a™ + A,—12" 14+ Ap € E'[z], |A;] <
¢,j=0,...,n esetén létezik a(z) € Dy, [z], ugy, hogy

A(z) =a(z) (mod P(x)).

5.1 ENS képzetes kvadratikus Euklideszi gytrik
felett
Legyen E; egy képzetes kvadratikus Euklideszi gyiiri 0 # b € Eg.Mivel ezek

norma-Euklideszi gytiriik, ezért az Euklideszi fliggvény az abszolutérték fiig-
gvénybdl szarmazik:

N(z1 + 221) := |21 + 208|? = 22 + 22, where 21,2, € R.

Az elemek normaja z € Ey a kovetkezSképpen szamolhato:
Ha d € {1,2}, N(2) = N(e1 + eav/—d) = €% + de3, a masik harom esetben
N(z) = N(es + ea2Y=9) = ¢2 4 ¢1ey + LLe2, azaz

€2 + €3 ,if d=1,
€2 + 2¢2 ,if d =2,
N(z)={ e +eea+e3 ,ifd=3,

e? +ejeg +2e3 Lifd=71,
6%4—6162—‘1-36% ,if d =11.
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Tegyiik fel, hogy a,b € Eq,b # 0. Legyen E az egységek halmaza Eg4-ben (e €
EY, akkor és csak akkor, ha N(e) = 1). Legyen adott ¢,r € Eg, ugy, hogy a =
bg+7r és N(r) < N(b). Ekkor a = b(g+¢)+ (r—be) és a = b(g+ew) + (r—bew) is
fennall minden € € E}-re. Ez azt jelenti, hogy néhany esetben a maradék r nem
egyértelmiien meghatarozott, azaz nemcsak N(r) < N(b), hanem N(r — be) <
N(b) vagy N(r—bew) < N(b) is fennall valamely ¢ € E’-ra. Ez a probléma mar a
racionalis egészek esetén is felmeriilt, ahol a maradék egyértelmisitése azzal lett
biztositva, hogy nemnegativ maradékokat valasztunk. Annak érdekénben, hogy
az als6 egészrész fiiggvény egyértelmi legyen, definidlnunk kell egy kitiintetett
maradékhalmazt amely teljes maradékrendszert kell, hogy alkosson modulo b.
A halmazt

Dd,b = {Z e Ey

1 z 1
> -5 < 7 5
|z <18l and |z +b] = [b| and — 3 —Imd<b) < 2}

(Vitorla) szdmjegyhalmaznak nevezzik egy adott b bdzisszdmhoz, b € Eg.
Eredmények:

1. Legyen 0 # b € E;. Ekkor a Dy halmaz teljes maradékrendszert alkot
modulo b, és 0 € Dg;. Tovabbd minden a € Eg4-hez létezik ¢,r € Eq,
ugy, hogy a = bg+ 1 és r € Dgyp, N(r) < N(b). Legyen a € E4. Ekkor
q € Eq és r € Dy, 1étezik, és egyértelmd, ugy, hogy a = bg + r, tehat a
vitorla szamjegyhalmaz hasznalhat6, mint teljes maradékrendszer az als6
egészrész fiiggvényhez.

2. Legyen a,b € E4,b # 0. Ha |a| < Im(‘;)‘bl, akkor a € Vg,

3. Legyen a,b € Eq, N(b) > 2. Ha |a| < £ és ¢ = | %] akkor ¢ € {0;—1}.

4. Ha z€ Vg ésa € Z, akkor z+a-b € Vgy.

5.2 Els6foka ENS képzetes kvadratikus
Euklideszi gyftiriik felett

A lineéaris esetet megvizsgalva, az alabbi eredmény azt allitja, hogy az elséfoku

polinomok ENS tulajdonsiga kénnyen meghatarozhaté képzetes kvadratikus

Euklideszi gytrik esetén. Legyen P(x) := x + p egy els6foku polinom E, felett,
legyen N(p) > 2 és legyen Dy, a vitorla szamjegyhalmaz. Eredmény:
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1. P(z) akkor és csak akkor ENS polinom Dy, szamjegyhalmazzal, ha 1 €
Dg,, vagy

pE {1—2',—22',—\/—72,\/—7’_\/_73’1_\/_*371—;/—77,—1—2\/_77}.

5.3 Masodfokt ENS képzetes kvadratikus
Euklideszi gytrik felett

A masodfoku ENS polinomok karakterizalasa sokkal nehezebb feladatnak tiinik,
mint az els6fokuaé. A talalt eredmények csak részben fedik le ezt az esetet.
Eredmények:

1. Legyen P(z) := 22 + p1x + po egy E4n értelmezett mésodfokd polinom,
N(pg) > 2. P(x) expanziv, ha

[p1 — popi]

<1,
lpol* — 1

ahol Z az x komplex konjugaltja. (ha P(x) € E[x] ENS polinom, akkor
expanziv, ez A. Vince [32] tételének kovetkezménye.)

2. Egy adott pg-hoz az egyenl6tlenség az el6z6 eredményben p; egy véges
halmazat hatarozza meg.

|p1 — pop1] > [pol [p1]| — |p1] _ |p1]
o> ~1 = po)* -1 Ipo| +1

Tehat, ha |p1| < |po| + 1, akkor az el6z6 eredmény fennall.

3. Legyen P(x) := 2% + p1x + po egy Eq-n értelmezett masodfoki polinom,
N(po) > 2, és legyen Dy ,,, egy hozza tartozo vitorla szamjegyhalmaz. Ha

1
;< (1—ﬁ) pol - 1,

akkor ciklikusak T’» palyai minden A € E4[z]-re. Tovabba, ebben az eset-
ben csak 4 fajta lehetséges ciklus van, a trivialis {0} ciklus, és a kovetkezs
héarom:

r4 (p1+1

(=1,
) PTO T+ (pl +1), 1o € D, po s
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(=1,ro (0,m1
1 > x+p1%1, 70,71 E]D)dmoa

1(_1:1§%x+p1(_1:}%x+(p1+1) (0}:2 L 70,m1,72 € Do

5.4 Képzetes kvadratikus Euklideszi gytirtik felett
értelmezett ENS-ek egy végtelen sorozata

Racionalis egész egyiitthatos polinomok tekintheték E; felett értelmezett poli-
nomoknak is. Bebizonyitom, hogy egy sziikséges és elégséges

Polynomials with rational integer coefficients can be considered also elements
of E4[z]. I prove a necessary and sufficient condition, amellyel egy ilyen polinom
ENS polinom a hozza tartozé vitorla szadmjegyhalmazzal.

A CNS polinomok karakterizacioja Z[x]-ben nehéz probléma, lasd [1]. Azon-
ban van egy egyszert elégséges feltétel, amelyet B. Kovacs [21] bizonyitott. Ezt
most idézem:

Theorem 5.4.1. Legyen P(z) = po + p1& + -+ + pp_12" L + 2" € Zlx] egy
polinom. Ha py > 2 és p; > pit1,t =0,...,n— 1, akkor P(x) CNS polinom.

L. German és A. Kovécs in [12] megvizsgaltak ezt az esetet szimmetrikus CNS
polinomokra. Legyen P(x) = pg+ p1o + -+ + pp_12" ! + 2" € Z[x] egy poli-
nom. Ha |po| > 23" |pi|, akkor P(z) szimmetrikus CNS polinom. Valéban, a
22 4+ax+a,3 < a € Z polinomesalad CNS polinomokat tartalmaz, de nem szim-
metrikus CNS polinomokat. Azonban a z? + ax + 3a,3 < a € Z polinomcsalad
olyan polinomokat tartalmaz, amelyek egyszerre CNS, szimmetrikus CNS, és
ENS polinomok a hozza tartozé vitorla szamjegyhalmazzal. A kiévetkezs ered-
ményben bemutatok egy feltételt, amely csak P(z) egyiitthatéitol fiigg.

Eredmény:

n
1. Legyen P(x) := Z pir’ € Z[x] egy 1 féegyiitthatos n-edfoké polinom.
i=0

Legyen M = | E2-% | és tegyiik fel, hogy po > M > p1 > py > -+ > p, =1

es
n
d_p <M.
j=2

Ekkor P(x) ENS polinom a hozza tartozé Dy ,, vitorla szamjegyhalmazzal.
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Chapter 6

Uj tudomanyos eredmények és
tézisek - Euklideszi helyiérték
valto rendszerek (ESRS)

A [27] cikkiinkben az SRS fogalom komplex szamok feletti vektorterekre valo
altaldnositasat, pontosabban a képzetes kvadratikus Euklideszi gytrik feletti
vektortereken értelmezett SRS-eket tanulményoztuk A. Pethgvel és M. Weitzer-
rel. Ez az altalanositis, amelyet ESRS-nek neveztiink, egységes mind az 6t
képzetes kvadratikus Euklideszi gytirtire. Ennek az a kdvetkezménye, hogy
a Gauss egészeknél hasznalt also egészrész fiiggvény eltér a [8]-ben hasznalt-
t6l. Ennek az 4j fogalomnak az egyik & jellemzGje, hogy a tortrész fiiggvény
értekkeszlete a nyilt egységkor részhalmaza, azaz |r| < 1.

Annak érdekében, hogy a komplex szamok f6lott helyiérték valto rendszert
értelmezziink, az egész szdmoknak egy képzetes kvadratikus Euklideszi gytir(t
hasznalunk. Ezen kiviil sziikség van egy alsé egészrész fiiggvényre, amelyet az
Euklideszi fiiggvény egyértelmisitésével lehet elérni, vagyis meg kell hatarozni
egy alkalmas tortszdmokat tartalmazo halmazt.

Tehat az als6 egészrész fiiggvény meghatarozasahoz sziikség van egy, a tort-
szamokat tartalmazé halmazra. Altalanositasi megfontolasokbol szeretnénk a
kovetkez6 tulajdonsdgokat elérni. Tortszam abszolutértéke kevesebb, mint 1.
Amennyire lehetséges, a negativ szdmokat nem tessziik a tortszamok kozé. A
racionalis egészek tortfiiggvényének értékkészlete legyen részhalmaza az 4j hal-
maznak. Az also egészész fiiggvénynek egyértelmiinek kell lennie. Ezekbdl a
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megfontolasokbol a kovetkezs definicidt alkalmazzuk, hogy meghatarozzuk az
also egészrészt fliggvényt. A tortszamok 4j halmazat fundamentalis vitorlahal-
maznak nevezziink.

Legyen d € {1,2,3,7,11}, és

1 1
Dd::{ce(C ‘ le] <1and |c+1|>1 and —2§Imd(c)<2}

halmaz a fundamentdlis vitorlahalmaz (tortszamok halmaza).
Legyen p € E,.

B = e

1 1
ceCandl|c| <1land|c+1>1and —2<Imd(c)<2}

halmazt p-vitorlahalmaznak és p-t a halmazreprezentins egészének nevezziik.
Legyena | |4 : C— E, fliggvény az alsd egészrész fiigguénye. Az e szém alsd
egészrésze az a p-szam, amely reprezentans egésze annak a p-vitorlahalmaznak,
amely tartalmazza e-t.
Legyen C := (¢1,...,¢,) € C™ egy komplex vektor. Legyend € {1,2,3,7,11}
és jeldlje |x]q4 a fent definialt alsé egészrész fiiggvényt.
Minden A := (a1, az, ..., a,) € E} vektorhoz legyen a Ty ¢ leképezés a kovetkezGkép-
pen definialva:

Td,C(A) = (a/2’ ceey Gny, _q> )

ahol ¢ = |cra1+coag+- - +cnanla- A Tqco : Ef — Ej leképezést, Ggy nevezziik,
hogy Euklideszi helyiérték vdlto rendszer d paraméterrel, vagy ESRSy, vagy csak
ESRS. Ha B := T4 c(A), akkor ezt a leképezést a kovetkezéképpen jeloljiik

A = B.
d,C

Ha A, B € E} vektorokhoz létezik egy k € N, ugy, hogy T;C(A) = B, akkor ezt
ugy jeloljiik, hogy
A== B.
d,C
Ta,c leképezést akkor és csak akkor nevezziik véges tulajdonsdgi ESRSnek, ha
minden A € E}} vektorra

A =0,
a,C

ahol 0 a nullvektort jeloli.

28



A kovetkezs halmazok a [1]-ban definialt halmazok mintajara lettek definidlva:

o= {ceer

VAEEQ:A:*>O},
d,C

Dpa = {c ecr

k
VA € Ej a sorozat {Td O(A)}
’ E>0

ciklikus végﬁ}.

Ta,c ESRS akkor és csak akkor véges tulajdonsagi ESRS, ha C' € fozl.
Ez a fogalom tovabb altaldnosithato oly médon, hogy d-t komplex szdmnak

tekintjiik.

Az els6 eredményt tekinthetjiik az [1]-ban definidlt cutout polyhedra al-

talanositasanak. Az itt targyalt teriiletek egy zart gorbével hatéroltak (korivek
és egyenesek), melyeket vdgd halmazoknak fogunk nevezni.

Mivel végtelen sok vag6 halmaz lehetséges, akar kiilénalléak is lehetnek, vagy

egymassal atfedésben is lehetnek, vagy akar részhalmazai, tartalmazé halmazai
is lehetnek egymasnak, ezért megtalalni azt a halmazt, ami leirja 6ket, nehéz
feladat. A kovetkezs definicidk segitenek megbecsiilni, hogy mennyi vagé halmaz
talalhato egy D, q-ben taladlhatd pont kérnyezetében. Legyen c € Dy, 4.

e Ha létezik c-nek nyilt szomszédsaga, amely csak véges sok vigd halmazt
tartalmaz, akkor ¢ reguldris pont.

e Ha ¢ minden nyilt szomszédsaga végtelen sok vagd halmazt tartalmaz,
akkor c-t gyenge kritikus pontnak nevezziik D,, 4-ben.

e Ha ¢ minden U nyilt szomszédsiga esetén, a U \ Dgy 4 halmazt nem lehet
véges sok vagd halmazzal lefedni, akkor ¢ kritikus pont.

Eredmények:

1. Legyen c € C komplex. A T, . egy dimenzios leképezést [-szer alkalmazva
az ag € Eg4 szdmra:

a0:>a1:>a2:a3...d:al,1;>ao,
,C

,C d,c d,c Ne]

akkor és csak akkor jutunk ciklushoz, ha

Dy — D, — Dy — a;— Dy —
c€<d a1)m<d az)ﬂ”_ﬁ(d all)m<d CLo).
ao a aj—2 aj—1

Az [ szamot a ciklus hosszanak nevezziik.
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|Re(e) — [Ima(e) + 3| Re(w)| + w [Ima(e) + 3|, if
(Re(e) — |Re(e) — [Imq(e) + 3| Re(w)]| —
lela= — [ Ima(e) + 5| Re(w))2+

+ (Im(e) = [Ima(e) + 1] Im(w))” < 1,

| Re(e) — [Ima(e) + 3| Re(w)| +w [Ima(e) + 3 + 1| , otherwise.

. Legyen |¢| > 1,d € {1,2,3,7,11}. Ekkor T4 . ESRS nem rendelkezik véges
tulajdonsaggal.

. Legyen c € C, |c| < 1. T, . akkor és csak akkor véges tulajdonsagi ESRS,

ha minden a € E4-re, ahol |a| < 1%|c|

a = 0.
d,c

. Legyen c € C, |¢|] < 1 — ﬁ =1 Ta,c egy véges tulajdonsagi ESRS, ha
c € Dy. Ezen kiviil, ha d = 11, akkor

cd {ze@ ' |(—w)z +w—1] > 1 and —g <Im((—w)z+w)}, és

c&’{ze@’|(—1+w)z—w|21andlm((—1+w)z+1—w)§4

. A D§?§ és a Dﬂl halmazok nem tartalmaznak gyengén kritikus pontokat

(és igy semmilyen kritikus pontot), r € Dg?%

ésre Dg?l)l. Pontosabban, a

Dﬁg és a D§?1)1 halmazokat az orig6 koriili 0.99 sugart kor tartalmazza.
. (Brunotte algoritmus altalanositasa) Legyen d € {1,2,3,7,11}, ¢ € C
komplex szam, |c| < 1, legyen cg € E,; Euklideszi gytirtbeli elem, arg(cg) =

arg(c). Tq. véges tulajdonsagii ESRS, ha létezik c-hez egy & halmaz és
véges sok elemet tartalmaz:
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(a) —cpg,cg € €,

(b) a+bw € &, ahol a+bw € Dy =5, (a megfelel6 ENS-hez tartozé vitorla
szamjegyhalmaz),

(c) ha z € € akkor Ty .(2), ~Tg.(—2) €&,
(d) barmely z € £ szamhoz létezik n € Z™, agy, hogy Tgc(z) =0.
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