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1. Elozmények, motivacié és célkitii-
zések

Euklidész V. posztuldtumaval kezd6éd6en, a parhuzamossag
fogalma és az ezzel kapcsolatos vizsgalatok kulcsszerepet jat-
szottak a klasszikus geometria, majd késébb a differencidl-
geometria — és altaldban az egész matematika fejlédésében.
Azt is tudlzds nélkil elmondhatjuk, hogy e vizsgédlatok nélkiil
elképzelhetetlen a modern fizikai térelméletek létrejotte. Erte-
kezésiink a parhuzamossag bizonyos differencidlgeometriai as-
pektusaival foglalkozik.

Motivalé példaként tekintsiik az R™ n-dimenzids euklideszi
teret. Ennek egy p pontbeli u és egy ¢ pontbeli v érintovektorat —
némi pontatlansaggal — akkor mondjuk parhuzamosnak, ha u, v
és a tamadaspontjaikat 0sszekoto szakasz egy paralelogramma
harom oldalat alkotja. Preciz megfogalmazdsban: egy u € T,R"
és egy v € TyR"™ érintévektort pdrhuzamosnak neveziink, ha van
olyan X konstans vektormez8 R™-en, hogy X (p) = u, X(q) = v.
A lényeg itt az X vektormezo konstans volta. Ez azt jelenti, hogy
X megkaphaté az (F;)?_; természetes n-élmez6 R-linedris kom-
bindciéjaként. (Emlékeztetiink ra, hogy E;(p) := (p,e:); (€i)lq
az R™ vektortér kanonikus bézisa.)

Tetszolegesen valasztott R™-beli p, g pontok esetén legyen

Po(p,q): T,R™ — T,R", v Po(p,q)(v) := X(q),

ahol X az a konstans vektormez& R™-en, amelyre X(p) = v
teljesiil. Ekkor érvényesek a kovetkezOk:
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(P1) Po(p,q) € L(T,R", T,R™), azaz Py(p, ¢) linearis leképezés
a Tp,R™ és a T;R™ vektortér kozott.

(P2) Po(a,a) = 1q,re és Po(a, q)oPo(p, a) = Po(p, q) tetszdleges
a,p,q € R™ pontok esetén (konzisztencia).

(P3) Megadva egy v € T,R" érint6vektort, az
R™ = TR", g+ Po(p,q)(v)

leképezés sima, és igy vektormez6 R"-en (simasdgi felté-
tel).

Azt mondjuk, hogy a
Po: (p,q) € R* x R" — Py(p,q) € L(T,R", T,R")

leképezés az R™ euklideszi tér természetes pdrhuzamositdsa.

Ez az egyszerli példa a kovetkezd axiomatikus megkozelitést
sugallja a parhuzamossidg bevezetésére tetszOleges sima so-
kasagok altaldnossdgaban:

Legyen egy M sokasdg abszolit pdrhuzamositisa (vagy
egyszerilien pdrhuzamositdsa) definicié szerint linedris
leképezések egy olyan

P(p,q): T,M — T,M, (p,q) € M x M

csalddja, amely eleget tesz a (P2) konzisztencia- és a
(P3) simaségi feltételnek.




Az abszolit parhuzamossdg (németil ,Fernparallelismus”)
fogalménak ez az értelmezése tudomésunk szerint Werner Greub
,Liesche Gruppen und affin zusammenhéngende Mannigfal-
tigkeiten” cimil, 1961-ben publikalt alapveto dolgozataban sze-
repelt elészor [19]. Greub dolgozatdéhoz hasonléan fontos-
nak és inspirdlénak taldltuk Joseph A. Wolf egy 1972-ben
két részletben publikdlt dolgozatét [54, 55]; ebben szintén a
(P1)—(P3) feltételekkel van definidlva egy sokasigon az ab-
szolut parhuzamossdg fogalma. Az értekezésiinkben alapul vett
definicié a Greub—Halperin—Vanstone monografidbdl [20, 21]
szdrmazik, ahol a simasdgi feltételnek egy (P3)-tdl eltérd — de
azzal ekvivalens — megfogalmazasa szerepel. Itt jegyezziik meg,
hogy az idézett monografidban, problémék formajiban, Greub
emlitett dolgozatanak tobb eredménye is megtaldlhaté a vek-
tornyaldbok nyelvezetén megfogalmazva (a sziikséges definicidk
yleforditdsaval” egyiitt).

A pérhuzamosség fogalmanak a (P1)—(P3) axiémékon alapu-
16 bevezetése rendelkezik egy komoly hatuliitével: a sokasdgok
tobbségének (mint példdul a pédros-dimenziéju szféraknak)
nemtrivialis az érintényaldbja, ezért nem adhaté meg rajtuk
globalis n-élmez6 — pedig az ,abszolut parhuzamossdg” és a
»globdlis n-élmez6” ugyanazon érem két oldala. Az abszolut
parhuzamositassal ellathaté sokasdgok osztalya azonban még
igy is boOséges, hiszen példaul az Osszes Lie-csoport ebbe
tartozik. S6t, minden 3-dimenzids iranyithaté sokasdg pdrhu-
zamosithatd (1d. ezzel kapcsolatban Steenrod klasszikus miivét
[44], a modernebb megkozelitést illetéen pedig példdul a [43]
dolgozatot).
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Az abszolut parhuzamossdg téméjaban az elsd jelentds
munkét valészinfileg E. Cartan frta 1923-ban [8]. Ebben meg-
mutatta, hogy (teljes) abszolit parhuzamositds létezésének
szitkséges feltétele zérus gorbiiletli konnexié létezése a so-
kasagon. A kovetkez6 fontos 1épéseket a parhuzamositott so-
kasagok finom struktirdjanak feltarasaban Cartan és Schou-
ten tette meg [10, 11]. [10] dolgozatukban lapos konnexidk
megadasaval mutattdk be abszolit parhuzamossig létezését
Lie-csoportokon, a [11] dolgozatukban pedig lokdlis leirdsat és
osztalyozasat adtdk azoknak a Riemann-sokasigoknak, ame-
lyeken létezik a Riemann-struktiraval kompatibilis abszolit
parhuzamossig. (A ,kompatibilitds” itt azt jelentette, hogy a
parhuzamositas parhuzamos vektormezo6i konstans normajiak
és az integrdlgorbéik Riemann-geodetikusok.) J. A. Wolf ész-
revette, hogy Cartan és Schouten redukcids eljarasaban van-
nak bizonyos hézagok. Ezeket mdar idézett [54, 55] dolgoza-
taban rendbe tette, és egyben az elméletet kiterjesztette a
pszeudo-Riemann esetre. Disszertdciénkban tovabblépiink az
altalanositas irdnyaban, és olyan parhuzamositott sokasagokat
vizsgdlunk, amelyek a parhuzamositdssal kompatibilis (ill.
erésen kompatibilis) Finsler-fliggvénnyel vannak elldtva.

Rovid torténeti attekintéstink zarasaként még egy fontos
mozzanatot emlitiink. 1928-ban Einstein két dolgozatat is annak
szentelte, hogy egy kompatibilis Riemann-metrikdval ellatott
parhuzamositott sokasagon kidolgozza a gravitacio- és elektro-
mégnesesség egyesitett elméletét [15, 16]. Erdekes ezzel kapcso-
latban a kovetkez6, Eisenharttol vett idézet:

,Einstein nem tudott a sziikséges matematikai ismeretek
létezésérdl, ezért maga fejlesztette ki Oket. ‘Az 1j egyesitett



térelmélet a kovetkezd matematikai felfedezésen alapul: 1étezik
olyan, Riemann-metrikdval és tav-parhuzamositassal ellatott,
kontinuum, amely azonban nem euklideszi.” — mondta. Kés6bb
feladta annak reményét, hogy ilyen alapon kielégité elmélet dol-
gozhaté ki...” ([17], sajat fordités.)

Az élet azonban nem allt meg. Jelenleg is intenziv kutatdsok
targya a parhuzamositott sokasagokon valé gravitacio-elmélet,
ill. egyesitett térelmélet kiépitése. Kideriilt tobbek kozott,
hogy maga a klasszikus &altaldnos relativitaselmélet is atirhato
az abszolut parhuzamossagok vagy ,teleparhuzamossagok”
nyelvére, lasd pl. [5, 25, 33]. Ami taldn még érdekesebb: van
némi remény az Un. sOtét energia rejtélyének megértésére a
parhuzamositott sokasdgokon alapulé térelmélet keretei kozott.

A parhuzamositott sokasdgok irodalma igen gazdag. Igaz ez
akkor is, ha eltekintiink a finom és mély differencidltopoldgiai
vonatkozasoktol, amelyeket értekezésiinkben nem érintettiink.
A forrasok béségének dacéra, az altalunk vizsgalt kérdésekben
nem taldltunk olyan dtfogd munkdt (monografidt vagy tankony-
vet), amelyet egységes referenciaként hasznédlhattunk volna.
Lépéseket téve egy ilyen feldolgozéas irdnyédba is, az értekezés
2. fejezetében megkiséreltiik a parhuzamositott sokasagok geo-
metridjdnak egy szisztematikus felépitését adni, és a szerepl6 —
tobbnyire egyszerii — eredményeket teljes bizonyitdsukkal egyiitt
bemutatni. Ily médon ez a fejezet kiillonosebb eredetiségre nem
tarthat szamot, még sincs azonban minden djdonsag nélkiil.
Kiemeljik ezek kozil egy parhuzamositas csatolt Ehresmann-
konnezidjanak bevezetését, amelynek birtokdban kozvetleniil ju-
tunk a csatolt spray-hez. A péarhuzamositas fogalmanak ter-
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mészetes gyengitése a lefedd pdrhuzamositds (amely mér min-
den sokasdgon létezik); hasznossigira a 3. fejezetben deriil
fény. Disszertacionkban egy meglehetésen szofisztikalt 1j fo-
galom a konform-konjugdlt pdarhuzamositisok fogalma. Ennek
segitségével sikeriilt az értekezés 3. fejezetében elegendd feltételt
talalnunk arra, hogy egy Finsler-sokasig in. Wagner-sokasag le-

gyen.

2. Az értekezés tartalma és 1ij ered-
ményei

A konnyebb olvashatésdg érdekében elGszor is megadjuk
az értekezésben gyakrabban alkalmazott jelolések egy rovid
listajat.

(i) Az ,M” végig egy n-dimenzidés sima sokasdgot jelol,
C>° (M) az M-en értelmezett valds értékii sima fliggvények
algebraja, Diff(M) az M sokasdg diffeomorfizmus-cso-
portja.

(ii) T, M jeloli M p-beli érintSterét.
(iii) 7: TM — M az M sokaséig érintényaldbja. Az érintOnya-
14b sima szelései M vektormez6i, X(M) az M vektormez6i

altal alkotott C°°(M)-modulus.

(iv) Ha ¢: M — N sokasdgok kozotti sima leképezés, akkor
ennek derivaltja az a ¢.: TM — TN nyaldbleképezés,



(vi)

amelynek egy T, M érintétérre valé megszoritasa a
(ps)p(v)(h) :=v(hoy); veT,M,he C®(N)
eléirassal van értelmezve.

Egy X € X(M) vektormez8 ¢ € Diff (M) altali eléretoltja

a

puX 1=, oXopt

vektormezo.

A P szimb6lum egy M-en adott parhuzamositast jelol. Ek-
kor (M, P) parhuzamositott sokasig, az Xp(M) C X(M)
valés vektortér pedig M P-parhuzamos vektormezdinek
vektortere.

Tetszbleges v € T, M érintévektor esetén vp jeloli azt az
egyetlen P-parhuzamos vektormez6t, amelyre vp(p) = v
teljesiil.

A ,G” mindig Lie-csoportot jeldl, amelynek e az egység-
eleme. A G Lie-csoport bal-, ill. jobb-invaridns vektorme-
z6inek Lie-algebrdjat X1 (G), ill. Xg(G) jeloli.

Lie(G) := T.G a G Lie-csoport Lie-algebréja, ellitva azzal
a Lie-zaréjellel, amelyet az X € X, (G) — X(e) € T.G
lineéris izomorfizmus indukal.
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Most pedig fejezetenként attekintjik a disszertacié tar-
talmat, kiemelve az értekezés Gj eredményeit.

1. fejezet. El6zmények. A disszertacié a sziikséges el6zmé-
nyek targyaldsaval indul: rogzitjik az alapvetd jeloléseket és
terminolégiat, valamint Osszegyujtjik a késébbiekben felhasz-
naldsra keriilé eszkozoket és eredményeket a sima sokasdgok,
Lie-csoportok, Lie-csoport és Lie-algebra hatdsok, valamint a
Finsler-sokasagok elméletébél.

2. fejezet. Parhuzamositasok. E fejezet célja a parhuzamo-
sitasok elméletének szisztematikus targyaldsa. Elszértan tobb
munka is taldlhaté a témakorben, lasd [7, 19, 20, 21, 54]. A be-
mutatott eredmények egy része tehat nem tijdonséag, a targyalas
remélt értékei az Ujszeril megkozelitésben, a parhuzamositdshoz
csatolhat6 geometriai strukturdk osszekapcsolasaban és szamos
esetben a kordbbiaktdl kiilonb6zé bizonyitasi médszerekben rej-
lenek. Kifejezetten 1j a ,lefedé parhuzamositas” és , konform-
konjugélt parhuzamositasok” fogalma. Ugyancsak 1j ebben a
kontextusban a csatolt Ehresmann-konnexié haszndlata, ami
nagyban elGsegitette az egységes targyalast.

Ratérve a részletekre, legyen P — M x M az a vektornyalab,
amelynek egy (p,q) pontpar feletti fibruma a p és ¢ pontok
érintéterei kozott haté linedris leképezések L(T,M,T,M) valds
vektortere. Werner Greub és Joseph A. Wolf megkozelitését
kovetve [19, 20, 54], M egy pdrhuzamositisén a P — M x M
vektornyalab olyan P sima szelését értjik, amelyre a

P(T’, q) © P(pv T) - P(p7 q) és P(p7p) = 1TpM (p7 q,7 € M)



feltételek teljesiilnek. M egy lefedé pdrhuzamositdsa olyan
(U, P¥)aea csaldd, ahol (Uy)aeca nyilt lefedése M-nek, és
tetszéleges o € A esetén P® parhuzamositias Uy-n. Egy par-
huzamositdssal ellatott sokasdgot pdrhuzamositott sokasdignak
neveziink, a tovédbbiakban (M, P) mindig egy ilyen sokasdgot
jelol.

P-parhuzamos vektormezdk és n-élmezék. Egy M-en a-
dott X vektormez6t P-pdrhuzamosnak mondunk, ha minden
p,q € M pont esetén P(p, q)(X,) = X,. Rogzitve egy v € T, M
érintévektort, a

vp: q € M vp(q) :=P(p,q)(v) € TyM

vektormez$ az az egyetlen P-parhuzamos vektormezé M-en,
amelyre teljestl, hogy vp(p) = v. Ha rogzitjiik T,M-nek egy
(b)), bézisét, akkor az E; := (b;)p (P-parhuzamos) vektor-
mezok egy globdlis n-élmezét szolgaltatnak az alapsokasagon;
az igy kapott n-élmez6t P-hez csatoltnak mondjuk. Megforditva,
ha (E;)I_, egy globélis n-élmez8 M-en, akkor a

P:(p,q) € M x M — P(p,q) € L(T,M, T,M)
P(p,q)(v) = viEi(q) ahol v = viEZ-(p) e TL,M

leképezés parhuzamositasa M-nek, és az FE; vektormezék P-
parhuzamosak. ,,Egy parhuzamositds és egy globalis n-élmez6
egy sokasdgon: ugyanazon érem két oldala.”

Kovetkezik ily mdédon, hogy a P-parhuzamos vektormezok
generdljadk M vektormezdinek C°°(M)-modulusit, és egy
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M-en adott vektormezd pontosan akkor P-parhuzamos, ha egy
P-parhuzamos n-élmezé tagjaibdl R-linedrisan kombinalhato.
A P-parhuzamos vektormezOk valds vektorterét Xp(M)-mel
jeloljik.

A P &altal generalt Ehresmann-konnexio a
H:TM xpy TM — TTM, (v,w) — H(v,w) := (vp)«(w).
linearis Ehresmann-konnexié. Ekkor az
S:TM — TTM, v~ S(v) :=H(v,v) = (vp)(v)

vektormez6 affin spray M szamara, amelyet a P dltal generdlt
(vagy P-hez csatolt) spray-nek neveziink.

Egy v: I — M (sima) gorbét (M, P) geodetikusdnak mon-
dunk, ha

P(y(t1),v(t2))¥(t1) = 4(t2) minden t1,ts € I esetén.

Egy M-beli gorbe pregeodetikusa (M, P)-nek, ha paraméter-
transzformaciéval atparaméterezheté geodetikussa. Egy parhu-
zamositott sokasdgot (vagy egyszertien egy parhuzamositast) ak-
kor mondunk teljesnek, ha az 6sszes geodetikusa értelmezve van
a teljes valds szamegyenesen.

Parhuzamositasok geodetikusaival kapcsolatban a kévetkez6
egyszeriibb eredményeket nyertiik:

(i) (M,P) geodetikusai éppen a P-pdrhuzamos vektormezdk
integrdlgorbéi (2.14. lemma).
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i) Egy P pdrhuzamositds akkor, és csak akkor, teljes, ha a
9y )
P-pdrhuzamos vektormezdk teljesek (2.15. kévetkezmény).

(i4i) Egy pdrhuzamositds geodetikusai egybeesnek az dltala ge-
nerdlt spray geodetikusaival (2.16. dllitds és [7, Proposi-
tion 10.3.1]).

P torzigja (2.17. lemma és definicid). Rogzitsiink tetszélegesen
egy p € M pontot. Ekkor a

0:geMw— 0, € L(T,M, T,M), 04(w) :=P(g,p)(w) € T,M
leképezés T, M-értéki 1-forma M-en. Azt a
TP (X,Y) € X(M) x X(M) — TP(X,Y) € X(M)
(1,2)-tipusi tenzormezdt, amelyet a
(T°(X,Y))q 1= P(p, a)(d9),(X,, Yy), € M,

eloirds értelmez, P torzigjdnak nevezziik. Ha X és Y P-péarhu-
zamos vektormezdk, akkor TP (X,Y) = —[X,Y] = [V, X].

2.19. lemma. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy P
torzioja pdrhuzamos legyen, azaz teljesitse a

P(p, q)(T"(X,Y)), =T} (P(p, q)(Xp), P(p,q)(Yp)) (p.q € M)

feltételt, az, hogy Xp(M) részalgebrdja legyen az X(M) Lie-al-
gebrdnak.
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Lie-csoportok és parhuzamositasaik. Minden Lie-csoport-
nak természetes médon létezik két parhuzamositisa. G bal-par-
huzamositasa a

Pr:(p,q) € GXG—=Prp,q):=((Ap-1)4)p € L(T,G, T,G),

leképezés, ahol A\, (@ € G) az a elemmel valé baleltoldst je-
lenti. A Lie-csoport Pg jobb-parhuzamositdsa analég mdédon
értelmezheto. Ekkor

Xp, (G) = xL(G)7 Xpp (G) = xR(G)a

igy (a2.19. lemma miatt) Py, és P torzidja is parhuzamos. A két
parhuzamositis geodetikusai megegyeznek: ezek a Lie-csoport
egyparaméteres részcsoportjai, valamint ezek jobb-, illetve balel-
toltjai. Ebbol az is kévetkezik, hogy egy Lie-csoport természetes
parhuzamositasai teljesek.

Az aldbbi eredmény (ldsd a 2.42. Allitdst és annak
bizonyitasat) egy klasszikus tétel részben 1j és részletes atfo-
galmazdsa. A fontosabb forrdsok [54, Proposition 2.5], tovdbba
[8, 19, 21, 27, 28].

Tegyiik fel, hogy (M,P) dsszefiggd, teljes és pdrhuzamos
torzioval rendelkezd pdrhuzamositott sokasdg. Rogzitsiink tetszo-
legesen eqy p € M pontot, és adjunk meg Lie-zdrojelet az

[u,v] == [up,vplp; w,v€T,M

eléirdssal T,M-en. Legyen G az az 6sszefliggé €és egyszere-
sen 0sszefiiggd Lie-csoport, amelynek Lie-algebrdja Lie(G) =
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(TpM,[-,]), és tekintsik G-nek a
T,M=T.G— X(M), v~ vp
Lie-algebra hatds dltal indukdlt
A:MxG—= M, (mg)—m-g

jobboldali hatdsdt M-en. Ekkor a G, p-beli izotrépia-részcsoport
diszkrét részesoportja G-nek, és a Gp\G hdnyadossokasdg kano-
nikusan diffeomorf M-mel a

G)\G—M, G,-g—p-g

leképezés dltal. Az X1(G) és Xp(M) Lie-algebrdk természetes
mddon beazonosithatok egymdssal.

P-invaridns kovaridns derivaltak. Egy, az (M, P) parhuza-
mositott sokasdgon adott V kovaridns derivaltat P-invaridnsnak
mondunk, ha

VxY € xp(M) minden X,Y € XP(M) esetén.

A kovetkezd eredmény egy jol ismert tény (ldsd, pl. [26,
Chapter II, Proposition 1.4]) kézenfekv$ &ltaldnositdsa
parhuzamositott sokasdgok esetére.

2.21. és 2.22. allitds. A V: X(M) x X(M) — X(M) P-
invaridns kovaridns derivdltak halmaza és az o Xp(M)-en adott,
Xp(M)-értéki R-bilinedris leképezések wvektortere kozott egy-
egyértelmi megfeleltetés létesithets, amelyet az

a(X,Y)=VxY, minden X,Y € Xp(M) esetén,
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reldacio karakterizal. Ekkor a kévetkezo természetes vdlasztdasok
lehetségesek:

(A) a =0 Ekkor a V kovaridns derivdlt lapos és
T :=V torzidgja = P torzidja.

Az igy nyert kovaridns derivdltat P indukalt kovaridns de-
rivaltjanak nevezziik.

(B) Feltessziik, hogy Xp(M) Lie-részalgebréja X(M)-nek. Ek-
kor:

(i) Az
a(X,Y):=[X,Y], haX,Y € Xp(M)

feltétellel definidlt o R-bilinedris leképezésnek megfe-
lel6 VT kovaridns derivdlt szintén lapos, a torzidja
pedig —T.

(i) Ha az a R-bilinedris leképezést az
1
a(X,)Y) = §[X7Y], ha X,Y € Xp(M)
eléirdssal adjuk meg, akkor az ennek megfelels V°
kovaridns derivdlt torzidmentes, de nem lapos; R°
gorbileti tenzordra az

RUX,Y)Z = —i[[x, Y], Z], X,Y,Z € Xp(M),

kiszdmitdsi formula érvényes.
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2.23. allitas. Egy (M,P) pdrhuzamositott sokasdgon adott P-
invardns kovaridns derivdlds geodetikusai pontosan akkor esnek
egybe (M, P) geodetikusaival, ha a neki megfeleld R-bilinedris
leképezés ferdeszimmetrikus.

2.24. kévetkezmény. A V,V*T és VU kovaridns derivdltak
geodetikusai éppen (M, P) geodetikusai.

2.25. kovetkezmény. Tetszblegesen kivdlasztva egy v € T, M
érintdvektort, egyértelmiben létezik (M,P)-nek olyan v ma-
ximdlis geodetikusa, amelyre ¥(0) = v teljesil.

Izomorfizmusok és automorfizmusok. Egy ¢: M — M
diffeomorfizmust az (M,P) és (M,P) parhuzamositott sokasig
kozotti izomorfizmusnak neveziink, ha M minden p,q pontja
esetén érvényes a

(px)q © P(p,q) = P(e(p), 0(q)) © (¢x)p

felcserélhetoség. Ekvivalens médon: minden v € T'M érintovek-
tor esetén

pxovp = (px(v))p 0 .
Az (M, P) parhuzamositott sokasidgnak egy 6nmagéra vald izo-
morfizmusdt (M, P) (vagy P) automorfizmusdnak mondjuk, az

automorfizmusok dltal alkotott csoportot Aut(P)-vel jeloljiik.
Ennek egy részcsoportja

Sym(P) := {p € Diff (M) | p»X = X ha X € Xp(M)},
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amelynek elemeit (M, P) szimmetridinak (vagy transzldcidinak)
hivjuk.
Ha G 0Gsszefiiggd Lie-csoport, akkor

Sym(Pr) = {)\, € Diff(G) | g € G}.

Az Aut(Pp) automorfizmus-csoport a bdvebb csoport: ez tar-
talmazza a G elemeivel valé jobbeltolasokat és konjugalasokat is.

2.34. és 2.35. allitas. Az Aut(P) csoport a P dltal indukdlt
kovaridns derivdlds automorfizmus-csoportjinak részcsoportja.
Ha M ésszefiiggd, akkor ez a két csoport egybeesik. Teljestil
tovabbd, hogy Aut(P) a P dltal generdlt spray automorfizmus-
csoportjanak is részcsoportja.

Konjugalt parhuzamositasok. Az M-en adott Py és Po
parhuzamositdsok konjugdltak, ha X € Xp, (M) ésY € Xp, (M)
esetén [X,Y] =0.

Osszefiiggd sokasdgon minden parhuzamositashoz legfeljebb
egy konjugalt parhuzamositds létezik. Ha a P parhuzamo-
sitdshoz van konjugalt parhuzamositas, akkor P torzdja par-
huzamos. Megforditva, ha egy (M, P) parhuzamositott sokasdg
torzidja parhuzamos, akkor M minden pontjanak van olyan
kornyezete, amelyen létezik P-hez konjugdlt péarhuzamositas
(2.44. és 2.46. lemma, 1d. [20, Chapter IV, Problems]).

Konjugalt parhuzamositasokkal kapcsolatban a kovetkezo
egyszeriibb eredményeket nyertiik:

(i) Ha Py és Py konjugdlt pdrhuzamositdsok M-en, akkor Vi
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és Vo indukdlt kovaridns derivdltjaik kozott a
(Vo)xY = (V1)y X+ [X,)Y]; XY e X(M)

osszefiiggés dll fenn, kéovetkezésképpen P1 és Po torzidja
egymds ellentettje (2.45. és 2.50. lemma). A P1-hez tartozd
Vi kovaridns derivdlds (ldsd fentebb (B)/(i)) létezik, és
Vo =V (2.48. kévetkezmény).

(ii) A Py és Py konjugdlt pdrhuzamositdsok ugyanazt a spray-
t szdrmaztatjdk, és M dsszefliggdsége esetén az automor-
fizmus-csoportjaik is megegyeznek (2.49. és 2.51. lemma).

(iii) Ha P és P konjugdlt pdrhuzamositdsok M-en, tovdbbd
X olyan Pi-pdrhuzamos vektormezd amelynek folyama a
0% :Dx CRx M — M leképezés, akkor

((pi")s)p = P, (97)p)  minden (t,p) € Dx esetén
(2.52. lemma,).
Parhuzamositasok konform valtoztatiasa. Legyen o pozi-

tiv, sima fiiggvény M-en, és tekintsiikk M-nek egy P parhuzamo-
sitasat. Ekkor a

P:(p,q) € M x M P(p,q) = @P(p, q) € L(T,M, T,M)

o(q)
leképezés is parhuzamositds M-en, amelyet a P parhuzamositas
o konform faktorral valé konform vdltoztatdsdnak neveziink. A
P altal indukalt V és a P altal indukélt V kovarians derivalt,
valamint ezek torziéi kozott a

€:V+d0®1x(M), ill. a T:T-Fdd/\lx(M)
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Osszefliggés all fenn (2.56. &llitds).

Legyen ﬁl és 52 a Py, ill. P, parhuzamositds o faktori
konform valtoztatottja. Ha P; és Ps konjugaltak, akkor
azt mondjuk, hogy P; és Py (o faktord) konform-konjugdlt
pdrhuzamositdsok. A P és a Py parhuzamositas pontosan akkor
all ilyen kapcsolatban, ha minden X € Xp, (M) és Y € Xp, (M)
esetén [X,Y] = (do A lx)(X,Y) (2.59. lemma).

3. fejezet. Finsler-fiiggvények és parhuzamositasok.

Megallapodunk abban, hogy a tovdbbi-
akban (M, F') Finsler-sokasdg.

Tekintstink egy P parhuzamositdst M-en. Az F' Finsler-fiiggvény
kompatibilis P-vel, ha

F,oP(p,q) = F, minden p,q € M esetén.

Azt mondjuk, hogy F egy (Uy, P¥)aca lefedd parhuzamositdssal
kompatibilis, ha minden o € A esetén az F Finsler-fiiggvény
771(U,) nyilt halmazra valé lesziikitése kompatibilis P®-val.

3.7. tétel. Ha az ' Finsler-fiiggvény kompatibilis két konjugdlt
pdrhuzamositdssal, akkor a pdrhuzamositisok dltal generdlt
(sziikségképpen kézios) spray éppen a Finsler-sokasdg kanonikus

spray-je.

3.13. tétel. Eqgy Finsler-sokasdg pontosan akkor dltaldnositott
Berwald-sokasdg, ha a Finsler-figguény kompatibilis eqy lefedd
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pdrhuzamositdssal.

3.14. tétel. Minden bal-invaridns Finsler-figguénnyel elldtott
Lie-csoport dltaldnositott Berwald-sokasdyg.

3.17. tétel. Tegyiik fel, hogy M-en adva van két, ugyan-
azon (Uy)aeca nyilt lefedéshez tartozd lefedd pdrhuzamositds,
(Ua; PY)aca €s (Ua; PG)aca oly mddon, hogy
(i) az F Finsler-fiigguény kompatibilis mindkét lefedd pdrhu-
zamositassal;
(ii) minden o € A esetén a P§ és P pdrhuzamositdsok kon-

Jjugdltak.
Ekkor (M, F) Berwald-sokasdg.

3.19. tétel. Tegyik fel, hogy M-en adva van két, ugyan-
azon (Un)aca nyilt lefedéshez tartozd lefedd pdrhuzamositds,
(Ua, PY)aca €s U, PS)aca , eleget téve a kovetkezdknek:

(i) az F Finsler-figgvény kompatibilis mindkét lefedd pdrhu-
zamositdssal;

(i) minden o € A esetén a P és P§ pdrhuzamositdsok kon-
form-konjugdltak ugyanazzal a konform faktorral.

Ekkor (M, F) Wagner-sokasdg.

Azt mondjuk, hogy egy, az M sokasidgon adott P parhu-
zamositas erdsen kompatibilis az F Finsler-fliggvénnyel, ha
kompatibilis vele, tovabba F és P pregeodetikusai megegyeznek.
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3.21. tétel. Ha eqgy M-en adott P pdrhuzamositis kompatibilis
az F' Finsler-figgvénnyel, akkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalen-
sek:

(i) F és P erdsen kompatibilis;
(ii) F és P geodetikusai megegyeznek;
(iti) a P-pdrhuzamos wvektormezdk Killing-vektormezdi a
Finsler-sokasdgnak.

3.22. tétel. Ha F erdsen kompatibilis eqy M-en adott P
pdrhuzamositdssal, akkor (M, F) Berwald-sokasdyg.

3.23. koévetkezmény. Ha F bal-invarians Finsler-fiigguény
eqy G Lie-csoporton, és F pregeodetikusai az eqyparaméteres
részcsoportok valamint ezek eltoltjai, akkor (G,F) Berwald-
sokasdg.

3.24. tétel (a parhuzamositott Finsler-sokasdgok struktira-
tétele). Tegyik fel, hogy (M,P) teljes, dsszefiiggd pdrhuzamo-
sitott sokasdag, amelynek torzidja parhuzamos. Ekkor érvényesek
a kovetkezdk:

(i) M diffeomorf egy olyan H\G hdnyadossokasdggal, ahol G
0sszefliggd és egyszeresen Gsszefiiggd Lie-csoport, H pedig
diszkrét részcsoportja G-nek;

(ii) M pdrhuzamositisdt a G Lie-csoport bal-pdrhuzamositdsa
szdrmaztatja.

Amennyiben F P-vel erdsen kompatibilis Finsler-fiiggvény M -
en, ugy (M,F) Berwald-sokasdg és F-et eqy G-n adott biin-
varidns Finsler-fliigguény indukdlja.
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1 History, motivations and aims

Beginning with Euclid, the concept of a parallelism has
played a key role in the history of geometry, and, later, differen-
tial geometry. More or less intuitively, in the Euclidean n-space
R™ two tangent vectors u € T,R"™ and v € T;R" are parallel if
u,v and the line segment between p and ¢ ‘form three sides of a
parallelogram’. More precisely, v and v are parallel if there is a
constant vector field X on R™ such that X (p) = v and X (q) = v.
‘Constant’ means here that X can be linearly combined from the
standard frame field

(E)iq, Ei(p) := (p,ei) ((ei)i is the canonical basis of R™)

such that the coefficients of the linear combination are real num-
bers.
Given any two points p, ¢ in R", define the mapping

Po(p,q): T,R™ — TyR™, v Po(p, q)(v) := X(q),
where X is the constant vector field on R™ specified by X (p) = v.

Then:

(P1) Po(p,q) € L(T,R™, T,R™), i.e., Po(p, q) is a linear mapping
from T,R" to T,R".

(P2) Po(a,a) = 1r,g» and Po(a, q) o Po(p,a) = Po(p, q) for all
a,p,q € R™ (consistence).

(P3) Given a tangent vector v € T,R™, the mapping

R"™ — TRna qr— PO(p, q)(v)

is smooth, and hence a vector field on R™ (smoothness).
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We say that the mapping
Po: (p,q) € R* xR" — Py(p,q) € L(T,R", T,R")

is the natural parallelism of the Euclidean n-space R".

This simple example suggests an axiomatic approach in the
more general setting of smooth manifolds. Let us define an ab-
solute parallelism (or simply parallelism) on a manifold M as a
family

P(p,q): T,M — T,M, (p,q) € M x M

of linear mappings between tangent spaces of M satisfying the
consistency condition (Pg) and the smoothness condition (Ps)
above.

Our earliest source for a definition of this sort for the notion
‘absolute parallelism’ (‘Fernparallelismus’ in German) is Werner
Greub’s fundamental paper entitled ‘Liesche Gruppen und af-
fin zusammenhéngende Mannigfaltigkeiten’ from 1961 [19]. In a
similarly important and inspiring 1972 paper of Joseph A. Wolf
[54, 55] we also find conditions (P1)—(P3) above as the axioms
for ‘absolute parallelism’. The definition of parallelism, taken as
a base in our Thesis, is borrowed from the monograph of Greub,
Halperin and Vanstone [20, 21]. Here the smoothness condition
is expressed in a different, but equivalent manner. We note that
in the Problems sections of this monograph most of the defini-
tions and results from Greub’s earlier paper [19] are translated
to the language of vector bundles.

The axiomatic approach to parallelisms based on the re-
quirements (P1)—(P3) has a serious drawback. Most manifolds
(for instance, even-dimensional spheres) have a non-trivial
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tangent bundle, and hence have no global frame field — while
‘absolute parallelism’ and ‘global frame field’ are just two
sides of the same coin. However, the class of manifolds with
absolute parallelism is still quite large. All Lie groups, for
example, belong to this class. It is also known that every
3-dimensional, orientable smooth manifold is parallelizable (see,
e.g., Steenrod’s classic book [44] or, for a modern proof, [43]).

The first paper in this theme was probably written by E. Car-
tan in 1923 [8]. There he proved that the vanishing of the curva-
ture tensor of a connection is the necessary condition for the ex-
istence of a (complete) absolute parallelism. The next important
steps towards understanding the fine structure of manifolds with
parallelism were made by Cartan and Schouten [10, 11]. In ref-
erence [10] they defined flat connections on Lie groups, thus ex-
hibiting their absolute parallelisms. In reference [11], a local de-
scription of parallelized manifolds with compatible Riemannian
metric is presented, with some gaps. (‘Compatibility’ means here
that the parallel vector fields of the parallelism have constant
norm, and their integral curves are Riemannian geodesics.) In
his above-mentioned paper, J. A. Wolf extended the work of Car-
tan and Schouten to compatible pseudo-Riemannian metrics,
and completed their classification theorem. In this Thesis we
take one step further and investigate parallelized manifolds en-
dowed with compatible (and strongly compatible) Finsler func-
tions.

Before concluding this brief historical overview, we have to
mention still one important moment. In 1928, Einstein proposed
a unified theory of gravitation and electromagnetism based upon
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a parallelizable manifold admitting a compatible Riemannian
metric [15, 16]. Now we quote a paragraph of Eisenhart’s paper
[17]:

‘He was unaware of the existence of the requisite mathemati-
cal knowledge and developed it anew. He said: “The new unitary
field theory is based on the following mathematical discovery:
There are continua with a Riemannian metric and distant par-
allelism which nevertheless are not euclidean.” Later he gave up
hope of founding a satisfactory theory on such a basis. ...’

Nevertheless, life has not stopped. Field theories based
upon manifolds with absolute parallelism form a very active
area of present day research. It turned out, among others,
that classical general relativity can be recast into absolute
parallelism or ‘teleparallelism’ language, see, e.g., [5, 25, 33].
What is maybe more interesting, there is some hope to un-
derstand such a mystery as ‘dark energy’ in this framework [51].

There is an extensive literature on manifolds with absolute
parallelisms, even if one disregards (as we do) the delicate differ-
ential topological questions. However, until now, there has been
no unified treatment of the subject. For this reason, in Chapter 2
of the Thesis we have tried to give a systematic introduction to
the geometry of parallelized manifolds, and to present complete
proofs of most results. So, although this chapter lays no claim
to deep originality, it is no without novelties. For example, we
associate to a parallelism an Ehresmann connection, and this
leads immediately to the spray of the parallelism. As a natural
weakening of the concept of parallelism, we speak of covering
parallelisms. Their usefulness will become clear in Chapter 3.
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We would like to emphasize that a covering parallelism exists
on every manifold. A quite sophisticated new concept in our
Thesis is the concept of conformally conjugate parallelisms. Us-
ing that, we obtain a sufficient condition for a Finsler manifold
to be Wagnerian in Chapter 3.

2 Contents and new results

First, for convenience of the reader, we list some of our basic
notation.

(i) The letter M stands for an n-dimensional smooth man-
ifold, C*°(M) denotes the real algebra of smooth real-
valued functions on M, and Diff (M) is the group of dif-
feomorphisms of M onto itself.

(ii) The tangent space to M at a point p € M is T, M.

(iii) The tangent bundle of M is 7: TM — M. A vector field
on M is a smooth section of TM; the C*°(M)-module of
vector fields is denoted by X(M).

(iv) If ¢: M — N is a smooth mapping between manifolds,
its derivative is the bundle map ¢,: TM — TN whose
restriction to T,,M is given by

(p)p(0)(h) :==v(hoy); veT,M,he C>®(N).
(v) If ¢ € Diff (M) and X € X(M), then
puX == p.0X o™t € X(M)
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is the push-forward of X by (.

(vi) The symbol P stands for a parallelism on M. Then (M, P)
is a parallelized manifold, Xp(M) C X(M) is the real vec-
tor space of P-parallel vector fields on M.

(vii) If v € T, M, then vp is the unique P-parallel vector field
such that vp(p) = v.

(viii) The letter G denotes a Lie group with unit element e. The
Lie algebra of left (resp. right) invariant vector fields on G
is denoted by X1 (G) (resp. Xg(G)).

(ix) Lie(G) := T.G is the Lie algebra of G, endowed with the
Lie bracket induced by the linear isomorphism

X € X.(G) — X(e) € T.G.
~Y o NV

Now we turn to summarizing the contents of the Thesis
chapter by chapter, emphasizing the new results of the work.

Chapter 1. Preliminaries. In this chapter we fix our basic
notation and terminology, and collect the necessary tools and
results (or at least most of them) from the theories of smooth
manifolds, Lie groups, Lie group and Lie algebra actions and
Finsler manifolds.

Chapter 2. Parallelisms. Our aim in this chapter is to pro-
vide a systematic account on the general theory of parallelisms,
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whose elements can be found only in scattered form in some
papers and books (mainly in refs. [7, 19, 20, 21, 54]). Thus most
of the results presented here are not new, but our approach to
their proofs is somewhat novel. The only truly new concepts
introduced here are those of ‘covering parallelism’, ‘conformally
conjugate parallelisms’ and ‘associated Ehresmann connection’.

Coming to the details, let P — M x M be the vector
bundle whose fibre at a point (p,q) is the real vector space
L(T,M,T,M) of linear mappings between the tangent spaces
at p and ¢ to M. Following ref. [20], by a parallelism on M we
mean a smooth section P of P — M x M such that

P(r,q) oP(p,7) = P(p,q) and P(p,p) = 11,m; p,q,7 € M.

A covering parallelism of M is a family (Uy,P*)aeca, where
(Ua)aea 1s an open covering of M and P is a parallelism
on U, for each o € A. A parallelized manifold is a manifold
together with a parallelism. There are some other possibilities
to introduce a parallelism, which we also discuss in the Thesis.
From now on, let (M, P) be a parallelized manifold.

P-parallel vector fields and frames. A vector field X on M
is called P-parallel if P(p, ¢)(X,) = X, for all p,q € M. Given a
tangent vector v € T, M, the vector field

vp: q € M = vp(q) :=P(p,q)(v) € TyM

is the unique P-parallel vector field such that vp(p) = v. If
(bi)7—; is a basis of T,M, then the P-parallel vector fields
E; := (b;)p form a (global) frame field (E;)!, of M; we say
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that this frame field is associated to P. Conversely, if M admits
a global frame field (E;)?_,, then the mapping

P: (p,g) € M x M — P(p,q) € L(T,M, T, M)
P(p.q)(v) = v'Ei(q) if v="10"Ei(p) € T,M
is a parallelism on M, and the vector fields E; are then P-
parallel. Thus a parallelism and a global frame field on M are
two sides of the same coin.
It follows that P-parallel vector fields generate the C*°(M)-
module X(M), and a vector field on M is P-parallel if, and only
if, it is an R-linear combination of the members of a P-parallel

frame field. The real vector space of P-parallel vector fields is
denoted by Xp(M).

The Ehresmann connection generated by P is the linear
Ehresmann connection

H:TM xpy TM — TTM, (v,w) = H(v,w) := (vp)«(w).
Then the vector field
S:TM = TTM, v+ S(v) :=H(v,v) = (vp).(v)

is an affine spray, called the spray generated by P.
A (smooth) curve v: I — M is a geodesic of (M,P) if

P(y(t1),7(t2))¥(t1) = Y(t2) for all ty,t5 € I.

A curve in M is a pregeodesic of (M, P) if it has a reparametriza-
tion as a geodesic. A parallelized manifold (or a parallelism) is
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called complete if all of its geodesics are defined on the entire
real line.
We have the following results:

(i) The geodesics of (M, P) are precisely the integral curves of
P-parallel vector fields (Lemma 2.14).
(i) The parallelism P is complete if, and only if, the P-parallel
vector fields are complete (Corollary 2.15).
(i) The geodesics of P and the geodesics of the spray as-
sociated to P coincide (Proposition 2.16 and Proposition
10.3.1 in [7)).

Torsion of P (Lemma and definition 2.17). Let p € M be an
arbitrarily fixed point. The mapping

0:ge M w— 0, € L(T,M, T,M), 0,(w) :=P(g,p)(w) € T,M

is a T, M-valued 1-form on M. The torsion of P is the type (1,2)
tensor field

T (X,Y) € X(M) x X(M) — TP(X,Y) € X(M)
given by
(TP(X,Y))q = P(p,q)(d)4(Xy, Yy), ¢ € M.
If X,Y € Xp(M), then TP(X,Y) = —[X,Y] = [V, X].

Lemma 2.19. The torsion of P is parallel, i.e., we have for all
p,q € M the equality

P(p,a)(T"(X,Y)), = Ty (P(p, 9)(X,), P(p, 0)(;))
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if, and only if, Xp(M) is a subalgebra of the Lie algebra X(M).

Parallelisms and Lie groups. Every Lie group admits two
natural parallelisms. The left parallelism on G is the mapping

Pr: (p, q) € GxG—Pr(pq):= ((/\qpfl)*)p € L(TpGaTqG)v

where A\, (a € G) is the left translation by a. The right paral-
lelism Pr on G is defined analogously. Then

Xp, (G) = XL(G), Xp,(G) = Xr(G),

therefore (by Lemma 2.19) Py and Pg have parallel torsions.
The geodesics of P, and P coincide: they are the one-parameter
subgroups of G and their left and right translations. This implies
that the natural parallelisms of a Lie group are complete.

The following result (see Proposition 2.42 and its proof) is
a reformulation of a classical theorem for which we refer to [54,
Proposition 2.5], and also [8, 19, 21, 27, 28].

Suppose that (M,P) is a connected, complete parallelized
manifold with parallel torsion. Choose and fiz a point p € M,
and define a Lie bracket on T,M by

[u,v] := [up,vplp; u,v € T,M.

Let G be the connected and simply connected Lie group such that
Lie(G) = (T,M,[-,-]). Consider the right action

A:MxG— M, (mg)—m-g
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induced by the Lie algebra action
T,M=T.G — X(M), v+ vp.

Then the isotropy subgroup G\, of A at p is a discrete subgroup of
G, and the quotient manifold G,\G is canonically diffeomorphic
to M by the mapping

G\G =M, Gp,-g—p-g.
Then X1 (G) and Xp(M) can be identified canonically.

P-invariant covariant derivatives. A covariant derivative V
on (M,P) is P-invariant if VxY € Xp(M) for all P-parallel
vector fields X and Y.

The next observation is a transcription of a well-known
result (see, e.g., [26], Proposition 1.4 in Chapter II) in the
context of parallelized manifolds.

Proposition 2.21. There is a one-to-one correspondence bet-
ween the set of P-invariant covariant derivatives V on (M,P)
and the vector space of R-bilinear mappings o on Xp(M) with
values in Xp(M) such that

a(X,Y)=VxY foradl X|Y € Xp(M).

Then (see Proposition 2.22) the following natural choices are
possible:

(A) a=0. In this case V is flat and

T := torsion of V = torsion of P.
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The covariant derivative specified in this way is called the
covariant derivative induced by P.
(B) Under the condition that Xp(M) is a Lie subalgebra of the
Lie algebra X(M):
(i) a(X,Y) := [X,Y] for X, Y € Xp(M). The corre-
sponding covariant derivative V7T is flat and its tor-
sion 1s —T.
(i) a(X,Y) := L[X,Y] for X,Y € Xp(M). The corre-
sponding covariant derivative V° is torsion-free, and
its curvature R° is given by

RUX,Y)Z = &[[X, Y], Z]; X,Y,Z € Xp(M).

Proposition 2.23. The geodesics of a P-invariant covariant
derivative on (M,P) coincide with the geodesics of (M,P) if,
and only if, the corresponding R-bilinear mapping is skew-
symmetric.

Corollary 2.24. The covariant derivatives V, V¥ and V°
defined above have the same geodesics as (M, P).

Corollary 2.25. Given any tangent vector v € T,M, there is
a unique mazximal geodesic v of (M, P) such that 4(0) = v.

Isomorphisms and automorphisms. An isomorphism of
(M,P) onto a parallelized manifold (M, P) is a diffeomorphism
@: M — M such that

(¢+)q © P(p,q) = P(¢(p), (q)) o (¢s)p for p,q € M.
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Equivalently,
pxovp = (p«(v))pop forany v e TM.

An isomorphism of (M,P) onto itself is an automorphism of
(M, P) (or of P). We write Aut(P) for the automorphism group
of (M, P). A subgroup of Aut(P) is the group

Sym(P) := {p € Diff (M) | pxX = X for all X € Xp(M)}

of symmetries (or translations) of (M,P).
If G is a connected Lie group, then

Sym(Pr) = {\, € Diff(G) | g € G}.

The group Aut(Pp) is larger than Sym(Pp): it contains also
the right translations and conjugations by the elements of G.

Propositions 2.34 and 2.35. The group Aut(P) is a subgroup
of the automorphism group of the covariant derivative induced
by P. If M is connected, then these groups are equal. The group
Aut(P) is a subgroup also of the automorphism group of the
spray generated by P.

Conjugate parallelisms. Two parallelisms P; and Py on M
are conjugate if

[X,Y]=0 forall X € Xp, (M) and Y € Xp,(M).

On a connected manifold every parallelism has at most one
conjugate parallelism. If a parallelism P on M admits a conju-
gate parallelism, then the torsion of P is parallel. Conversely,
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if (M,P) is a parallelized manifold with parallel torsion, then
every point of M has a neighbourhood in which a conjugate
parallelism exists (Lemmas 2.44, 2.46, cf. [20], Chapter IV, Prob-
lems).

Here we can make the following observations:

(i) If Py and Py are conjugate parallelisms on M, then their
induced covariant derivatives Vi and Vo are related by

(Vo)xY = (V1)y X +[X,Y]; X,Y € X(M).

The torsions of these parallelisms differ in sign (Lem-
mas 2.45 and 2.50). The covariant derivative Vi asso-
ciated to Py (see (B)/(i) above) ewists, and Vo = Vi
(Corollary 2.48).

(i) Conjugate parallelisms generate the same spray, and, if M
is connected, have the same automorphism group (Lem-
mas 2.49 and 2.51).

(iii) If P and P are conjugate parallelisms on M, X is a P-
parallel vector field, and ¢*: Dx C R x M — M is the
flow of X, then

(()s)p = P(p, (¢7)p)  for any (t,p) € Dx

(Lemma 2.52).

Conformal conjugacy. If P is a parallelism on M and o is a
positive smooth function on M, then the mapping

_o

P:(p.q) € M x M P(p,q) : UEq) P(p,q) € L(T,M,T,M)
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is also a parallelism on M, obtained by a conformal change of
P with conformal factor o. Then the covariant derivatives V
induced by P and V induced by P furthermore their torsions 7'
and T are related by

V=V+do®lyan and T =T+doAlxa,

respectively, where do A lx) = do @ 1y — lxr) ® do
(Proposition 2.56).

Two parallelisms P; and Py on M are called conformally
conjugate with conformal factor o € C°°(M) if the parallelisms
|51 and ISQ, obtained from P; and Ps by conformal change with
conformal factor o, are conjugate. This holds if, and only if,

[(X,Y] = (doAlxn)(X,Y) forall X € Xp, (M),Y € Xp,(M)

(Lemma 2.59).

Chapter 3. Finsler functions and parallelisms. Let
(M, P) be a parallelized manifold. We say that a Finsler function
F on T M is compatible with P if

F,o0P(p,q) =F, forall (p,q) € M x M.

More generally, F' is compatible with a covering parallelism
(Un, P*)en of M if F | 771(U,) is compatible with P* for all
ac A

Theorem 3.7. If M is a parallelizable manifold and a Finsler
function on TM is compatible with two conjugate parallelisms,
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then their common generated spray is the canonical spray of the
Finsler function.

Theorem 3.13. A Finsler manifold is a generalized Berwald
manifold if, and only if, the Finsler function is compatible with
a covering parallelism.

Theorem 3.14. A Lie group equipped with a left invariant
Finsler function is a generalized Berwald manifold.

As an application of Theorems 3.13 and 3.14, two examples
of proper generalized Berwald manifolds are given, thus ful-
filling a suggestion of Hashiguchi in [23]: ‘... find much more
interesting examples’.

Theorem 3.17. Suppose that there exist two covering paral-
lelisms (Up, PY)aea and (Un, PS)aca (with the same open cov-
ering) of a Finsler manifold (M, F) such that
(i) the Finsler function F is compatible with both covering
parallelisms;
(ii) for all a € A, the parallelisms P§ and P§ are conjugate.

Then (M, F) is a Berwald manifold.

Theorem 3.19. Suppose that there exist two covering paral-
lelisms (U, PY)aca and (Ua, PS)aca (with the same open cov-
ering) of a Finsler manifold (M, F) such that

(i) the Finsler function F is compatible with both covering
parallelisms;
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(i) for all a € A, the parallelisms Py and P§ are conformally
conjugate with the same conformal factor o.

Then (M, F) is a Wagner manifold.

A Finsler function F' is called strongly compatible with P if
they are compatible and their pregeodesics coincide.

Theorem 3.21. If P is a parallelism on M compatible with
a Finsler function F for M, then the following conditions are
equivalent:

(i) F is strongly compatible with P;
(ii) the geodesics of P and F coincide;

(#ii) the P-parallel vector fields are Killing vector fields of
(M, F).

Theorem 3.22. If P is a parallelism on M such that it is
strongly compatible with a Finsler function F' on T M, then
(M, F) is a Berwald manifold.

Corollary 3.23. Let G be a Lie group endowed with a left
invariant Finsler function F. If the pregeodesics of F are the

one-parameter subgroups of G and their translations, then
(G, F) is a Berwald manifold.

Theorem 3.24 (Structure theorem of parallelized Finsler mani-
folds). Assume that (M, F) is a connected Finsler manifold such
that there exists a complete parallelism P on M such that its tor-
ston is parallel, and it is strongly compatible with F'. Then:
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(i) M s diffeomorphic to H\G, where H is a discrete sub-
group of a simply connected Lie group G;

(ii) the parallelism P is induced by the left parallelism Py, on
G;

(iii) the Finsler function F is induced by a bi-invariant Finsler
function on the Lie group G (and hence, (M,F) is a
Berwald manifold).
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