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1. Bevezetés

Ha a modern fizika alappilléreir6l van sz6, még a nem szakma-
beliek kozott is viszonylag magatdl értetodé a kvantumelmélet és
a relativitdselmélet emlitése. Azonban van egy olyan teriilet, a
fazisatalakuldsok elmélete, amely kevésbé tlinik meghatarozé je-
lentGséglinek, pedig szintén alapvetd fontossagu. Gondoljunk csak
arra, hogy a Vildgegyetem is fazisatalakuldsok sordn nyerte el a
ma ismert alakjat. Vagy emlithetjik a CERN-ben nemrég felfede-
zett Higgs részecskét, ami szintén egy fazisdtmenet, az elektrogyenge
fazisatalakulds sordan ad tomeget elemi részecskéknek.
Fazisatalakuldsokkal mar elemi tanulmanyaink soran is taldlkozunk,
és jellemzésiikre bevezetiink termodinamikai fogalmakat, mint példaul
fazisatalakulasi hémérséklet, latens ho, stb. Ha azonban a termodi-
namika alapjaul szolgdld statisztikus fizikdbdl indulunk ki és egészen
preciz leirast akarunk, akkor be kell vezetniink a renormalasi csoport
moédszert. Jelen értekezésben fazisatalakuldsok vizsgédlataval foglalko-
zom az ugynevezett funkcionalis renormaldsi csoport hasznalataval.

2. Célkitilizés

Az altalam alkalmazott eljards fontos eleme, hogy klasszikus sta-
tisztikus fizikai rendszerek leképezheték kvantumtérelméleti modellek-
re, amelyek viszonylag kénnyen tanulmanyozhatok renormalasi cso-
port mdédszer funkciondlis (vagy egzakt) alakjdval, azaz a Wette-
rich egyenlettel. Specidlis, ugynevezett sine-Gordon tipusi kvan-
tumtérelméleti modelleket vizsgdlok, amelyek ko6zos jellemzdje, hogy
tartalmaznak egy periodikus 6nkolcsonhatést és szamos fontos fizikai
alkalmazdssal birnak. Ilyenek példaul bizonyos két-dimenzids rend-
szerekben (szupravezetd, szuperfolyékony filmek) tapasztalhaté to-
polégikus fazisatalakuldsok, melyek elméleti lefrdsdért (illetve a to-
polégikus fazisok vizsgalatdért) itélték oda a 2016-os fizikai Nobel dijat
David J. Thouless, F. Duncan M. Haldone, és J. Michael Kosterlitz
kutatéknak.

A szakirodalomban ismert a sine-Gordon modell d = 2 dimenziéban
vett funkcionalis renormélasi csoport vizsgdlata, ami az értekezésem
alapjaul szolgal.

A kovetkez6 kérdésekre kerestem a vélaszt. Milyen a sine-Gordon
modell fazisszerkezete d < 2 dimenzidban? Lehet-e reprodukalni
a kétdimenziés sine-Gordon modell (konformtérelméletbdl ismert) c-



fliggvényét az altalam hasznélt funkciondlis renormaldsi médszer ke-
retében? Milyen a faziszerkezete a sine-Gordon elmélet médositasasval
kapott sinh-Gordon modellnek, illetve a koztiik interpoldlé modellek-
nek?

3. Modbdszer

A fézisszerkezet vizsgdlatahoz a funkciondlis renormédlasi csoport
(FRG) médszert haszndltam, amelynek modern megfogalmazdsa a
Wetterich RG egyenlet (1), amely egy egykomponensii skalartér esetén
a kovetkez6 alakot o6lti

1 koL R
RORTelp] = 5Tr | ——5— |, (1)
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ahol T'x[¢] a blokkositott hatds Ff) [p] = 2Tk [g).

A Wetterich RG egyenlet kozelitésekkel oldhaté meg, hiszen egy
parcidlis integro-differencial egyenletrdl van sz6. A gradiens sorfejtés
vezeté rendjében (LPA), a Wetterich egyenlet (1) egy koézonséges dif-
ferencidlegyenletté redukalédik, ami egy skalafiiggé potencidlra Vi (p)
vonatkozik (konstans térkonfiguraciéval p(x) = @)
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ahol V! = 92V}, és hasznélva a dimenzi6tlan reguldtort (r(y) = Ri/p?),
tovabb egyszertisodik az alabbiak szerint
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ahol ag = Q4/(2(21)%), Qq = 202 T(d)2) és y = p?/k? és v’ = dr/dy.
A megfelel6 dimenzidtlan formét {gy irhatjuk
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ami érvényes a skélafiiggd, dimenziétlan potencidlra Vi (). Az integral
a (4) egyenletben altaldban numerikusan végrehajtandd, bar az anali-
tikus forma elérheté néhany tipusu regulatorra.



Gyengébb megszoritast, azaz pontosabb kozelitést jelent az LPA’,
ahol a gradiens sorfejtést LPA-hoz képest eggyel magasabb renddel
bezérdlag végezziik. Azaz ebben az esetben a hullamfliiggvény re-
normaldsi egyiitthato is egy futé csatolas szerepét tolti be, azonban
térfiiggetlen, 7y, = Zx(R),

el = [ ate | 3200 0%) + Vit 6

Ebben a kozelitésben a Wetterich egyenlet két differencidlegyenletre
redukalédik a skdlafiiggé potencidl és a térfliggetlen hullamfiiggvény
renormélassal.

4. Ijj tudomanyos eredmények

A bemutatott kutatéomunkdm kiindulé pontjaul szolgalt a két-
dimenziés sine-Gordon modell szakirodalomban ismert FRG vizsgéalata.
A sine-Gordon (SG) modell blokkositott (euklideszi) hatédsa a kévetkezd
alakt

Fulel = [ ate |50 + uccos(ie)|. ©)

ahol a frekvencia [ skélafiiggetlen LPA-ban és skalafiigg6 LPA’-ban. Az
SG modell ismert fazisdiagramjat a 1. abran mutatom be, feltiintetve
a c-figgvény értékét a fixpontokban.
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1. dbra. Az SG modell RG diagramja skalafiiggé frekvencia kozelitésnél.

Az értekezésben ismertetett sajat eredményeimet a 4-6 fejezetekben
targyaltam, és négy tézispontba rendeztem a kdvetkezo sorrendben.



Milyen a sine-Gordon modell fazisszerkezete d < 2 dimen-
ziéban?

Az FRG egyenlet megoldédsa kozelitések segitségével adhaté meg. Az
igy kapott megoldds egyrészt fiige az FRG mddszer regulatoratdl,
maésrészt a fazisszerkezetrél kapott informécié sem teljes. Megmutat-
tam példaul, hogy az LPA’ kozelitésben vett FRG moddszer spontan
szimmetriasértd fazis jelenlétét josolja d = 1 esetben, ami bizonyo-
san helytelen, hiszen a d = 1 dimenzi6 esetén a sine-Gordon kvan-
tumtérelmélet nem mas, mint egy kvantummechanikai rendszer, ahol
az alagut effektus miatt spontan szimmetriasérétés nem létezhet. Ezt
felhasznalva bevezettem egy 1j optimalizdlasi eljarast, amely azon ala-
pult, hogy a regulator megvalasztasatdl fiigg a helytelentil megjelend
szimmetriasértett fazis ,nagysaga”, lasd 2. abra.

T1: Azaz 14j optimalizalasi eljarast javasoltam, amely
arra épiil, hogy a koézelit6 hatas funkcional az egzakt
tulajdonsagoknak ellentmondé eredményre vezet és az el-
lentmondas ,,mértéke” az optimadlis reguldtornal a legkisebb.
Azonban megfeleléen feljavitott hatasfunkcional esetén
visszakapnank az elvart fazisszerkezetet.

A tézispontohz kapcsol6dé publikédcid: [1].
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2. dbra. Az SG modell fazisdiagramja d = 1 dimenziéban.



Lehet-e reprodukdilni a kétdimenziés sine-Gordon mo-
dell (konformtérelméletbdl ismert) c-fiiggvényét az altalam
hasznalt funkcionalis renormalasi médszer keretében?

Megvizsgdltam, hogy az SG modell ismert c-fiiggvénye és ¢ centrilis
toltése reprodukélhaté-e az FRG moédszer segitségével LPA kozeli-
tésben. Csak a fBr=n — 0 kezddéérték mellett kapjuk vissza a Ac =1
értéket, lasd 3. abra.

T2: Megallapitottam, hogy LPA kozelitésben az ismert c-
fliggvény értékek csak a Sy=p — 0 limeszben reprodukalhatdk.

A tézispontohz kapcsolédé publikécid: [2].
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3. dbra. c-fiiggvény RG futdsa LPA esetén az egyetlen frekvenciat tar-
talmaz6é SG modellre kiilonb6zé frekvencia-kezd&értékekre, kiilonbozd
regulatorokkal.

Megvizsgaltam, hogy hullamfiiggvény renormaléds figyelembevételével
reprodukélhaté-e az SG modell c-fliggvénye és a fixpontokban felvett
centralis toltés értékei az FRG mddszer keretében.

T3: Megallapitottam, hogy LPA’ kozelitésben a modell
tomeges fazisban (lasd I. tartomdny a 1 dbran) tetszdleges
(8% < 8m) frekvencia esetén j6 egyezést kaphatunk a szakiro-
dalommal.

A tézispontohz kapcsol6dé publikécid: [2].



Ez tekintheté a szakirodalomban kozolt c-fiiggvényre vonatkozo
FRG formula els6 nem trividlis alkalmazdsanak, mert tetszOleges
Br=a < 81 UV kezd&értékre sikeriilt j6 pontossidggal visszakapni az
egzakt Ac = 1 értéket, lasd 4. dbra.
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4. dbra. c-figgvény RG futdsa LPA’ esetén az egyetlen frekvencidt
tartalmaz6 SG modellre kiilonb6z6 frekvencia-kezdéértékekre.

Milyen a fazisszerkezete a sine-Gordon elmélet médositasaval
kapott sinh-Gordon modellnek, illetve a k6z6ttiik interpolalé
modelleknek?

A Sinh-Gordon (ShG) modell olyan skaldrtérelmélet, ahol az
onkolesonhatdst leird potencial egy hiperbolikus fliggvény (cosh(B¢)),
amit gy kapunk, hogy a periodikus SG modellben a (valés) frekvenciét
képzetesre cseréljiik (8 — i3). A szakirodalomban ismert egy, az SG
és ShG kozott polinomidlis fiiggvényeken keresztiil interpolalé modell,
a Shine-Gordon elmélet. RG futdsok eredménye az ShG modell esetén
a 5. dbran, az SnG elmélet esetén az 6. abran lathato.
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5. dbra. A ShG modell fazisszerkezete.
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6. dbra. A SnG modell fazisszerkezete.

T4: Az FRG moddszer alkalmazasaval megmutattam, hogy
az ShG modellnek egyetlen fazisa van, amelyet kritikus vonal
hatarol. Megadtam egy periodikus interpolalé modellt, az
Sn-Gordon (SnG) skaldrelméletet, és meghatiroztam az SnG
modell fazisszerkezetét, amelyet BKT tipust fazisatmenet
jellemez, kivéve az interpolacié egyik végpontjat, azaz az
ShG elméletet. Szarmaztattam a fazisokat szeparalé kritkus
frekvencia valtozasat az interpolacié sordan és megmutattam,
hogy az Sn-Gordon modell m — 1 hataratmenete nem anali-
tikus.

A tézispontohz kapesolédd publikécid: [3].



1. Introduction

If one has to identify the ”pillars” of modern physics it is almost obvious
(even for non-experts) to mention quantum theory and special relati-
vity. Let me note that statistical physics should also be mentioned
nevertheless it seems less important but it is easy to show that it plays
a fundamental role in various fields of contemporary physics. Indeed,
the Universe has gone through several phase transitions in order to re-
ach its present form. Another example is the Higgs particle recently
discovered at CERN which gives mass to gauge particles through the
electroweak phase transition.

Phase transitions are known from our elementary studies where we
introduce thermodynamical quantities (such as transition temperature,
latent heat etc) to describe the physics behind them. However, if one
would like to consider phase transitions in the framework of statistical
physics in details, then, the method of renormalization group is unavo-
idable. In this Thesis I investigate phase transitions by the functional
(or exact) renormalisation group (FRG) method.

2. Goals

One of the important step of the applied procedure is the mapping
between statistical models and quantum field theories (QFT) where the
latter can be studied easily by the FRG method, i.e. by the Wetterich
equation. Therefore, in order to consider statistical systems close to
phase transitions it is sufficient to determine the corresponding QFT-s
and then derive their critical behaviour. I studied Sine-Gordon-type
QFT models which consist of periodic self-interactions and they have
relevance in solid state and particle physics, too. For example, these
models are used to describe the topological phase transitions of two-
dimensional superconducting and superfluid systems. In the year 2016,
the Nobel prise has been awarded to David J. Thouless, F. Duncan M.
Haldone and J. Michael Kosterlitz for the study of topological phases
and phase transitions.

The FRG study of the SG model in d = 2 dimensions is known
from the literature and serves as the basis of the results presented in
this Thesis.

I was looking for answers to the following questions. What is the
phase structure of the SG model for dimensions d < 2?7 Can the c-
function of the two-dimensional SG model known from CFT be re-



produced in the framework of the FRG method? What is the phase
structure of the Sinh-Gordon (ShG) model which is the analytical conti-
nuation of the SG theory and in addition what are the phase structures
of interpolating models between the SG and ShG theories?

3. Method

To map out the phase structure of various QFT models I used the func-
tional renormalization group (FRG) method which has been developed
over the last few decades and its modern form is known as the Wetterich
FRG equation (7) which has the following form for the one-component
scalar field

(7)

1 kOxR
kopTk[e] = §Tr ( Rk )

Ry + TP [p]

where T[] is the blocked action with I‘f) [p] = 2Tk [g).

The Wetterich equation is a partial integro-differential equation,
thus, approximations are needed if one would like to look for its solu-
tion. In the leading order of the gradient (derivative) expansion (LPA)
the Wetterich equation (7) reduces to an ordinary differential equation
standing for the scale-dependent local potential Vi (p) (with constant
field configuration ¢(z) = ¢),

1 i ddp k@kRk
koL Vi == \ 8
where V! = 8§,Vk and by using a dimensionless regulator function

(r(y) = Ry /p?), it can be further simplified

0o 7,/ y%Jrl
kOLVi(p) = —agh? / dy —— (9)
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where ag = Qq/(2(27)%), Qq = 27%2/T'(d/2) and y = p?/k? and ' =
dr/dy. Tts dimensionless form reads as
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which stands for the scale-dependent dimensionless potential V().
The momentum integral in (10) can be calculated either numerically
(this is the typical case) or analytically for some special regulators.
Weaker constraint, i.e., more accurate description can be achieved
by the next-to-leading order of the gradient expansion, i.e., the LPA’.
In this case the wavefunction renormalization is considered to be a
running parameter but independent of the field variable, Z) = Zk(&s(),

el = [ ate | 3200 (0%) + Vit (1)

At this level of approximation, the Wetterich equation splits into two
coupled differential equations, one for the potential and another one
for the (field-independent) wavefunction renormalization.

4. Scientific results

The applied method and consequently the findings of this Thesis are
based on the FRG study at the two-dimensional Sine-Gordon model
(SG) known from the literature. The blocked (Euclidean) action of the
SG model is the following

el = [ ate |30, + uccos(se)|. (12

where the frequency S is scale-independent in LPA, and considered to
be scale-dependent in LPA’ (after rescaling the field variable). The
known phase diagram of the SG model is shown in Fig. 7 including the
value of the central charge at the fixed points.

My own results presented in section 4-6 of the Thesis are the follo-
wing.

What is the phase structure of the SG model for dimensions
d<2?

Solution of the FRG equation requires approximations which on
the one hand depend on choice of the regulator of the RG method
and on the other hand the resulting phase structure is not complete. I
showed, for example, that FRG method at LPA’ signals the existence of
spontaneous symmetry breaking (SSB) in d = 1 dimensions although it

10
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7. dbra. RG flow diagram of the SG model in LPA’.

is for sure incorrect since the one-dimensional SG model is equivalent
to a quantum rotor, where due to tuneling, SSB is not allowed. By
using this fact I selected between the regulators since the ,,area” of the
SSB phase depends on the particular choice of the regulator function,

see Fig. 8.

T1: Thus, I proposed a new optimization method based
on the fact that approximations of the functional form of the
action lead to contradictions to the (exact) known results
and the optimised regulator provides us the ,,smallest disag-
reement” which otherwise should disappear if the functional
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form of the action is improved appropriately.

Publications connected to this thesis point are: [1].
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8. dbra. Phase diagram of the SG model in d = 1 dimensions.

Can the c-function of the two-dimensional SG model known
from CFT be reproduced in the framework of the FRG met-
hod?

I investigated whether the known c-function and central charge of
the SG model can be reproduced by the FRG method in LPA. The
exact (known) result for the difference of the central charge Ac = 1 can
only be recovered by FRG if the UV initial value for the frequency is
set to be zero, i.e., Bx=p — 0, see Fig.9.

T2: I showed that in local potential approximation (LPA)
known results are recovered in the limit g — 0 only.

Publications connected to this thesis point are: [2].

12



1.0
0.8 b

0.8 -

L06F 1
06 Soal 1
=
o 02 F B
0.4 00 e
00 02 04 06 08 10
02 k/A — F=4007
— F=2007
— F=0057
0.0 : : :
0.0 02 0.4 0.6 08 1.0

k/A

9. dbra. RG running of the c-function of the single-frequency SG
model obtained at LPA for various initial values for the frequency and
for various choices for the regulator functions.

I investigated whether the inclusion of wave function renormalization
is sufficient to recover the known c-function and central charge of the
SG model in the framework of the FRG method.

T3: I demonstrated that at the LPA’ a good agreement
with the known results can be achieved for arbitrary frequ-
ency (3% < 87) in the so-called massive phase of the model,
(see region 1. of Fig. 7).

Publications connected to this thesis point are: [2].

Indeed, the difference of central charges associated to fixed points of the
SG model can be reproduced in the FRG method which is considered
as the first non-trivial application of the c-function formula taken from
literature. The known result Ac = 1 is reproduced for arbitrary initial
value for the frequency in the range By=5 < 8, see Fig. 10.

13
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10. dbra. RG running of the c-function of the single-frequency SG
model obtained at LPA’ for various initial values for the frequency.

What is the phase structure of the Sinh-Gordon (ShG) model
which is the analytical continuation of the SG theory and in

addition what are the phase structures of interpolating models
between the SG and ShG theories?

The Sinh-Gordon (ShG) model is a scalar field theory, where the
self-interaction is given by a hyperbolic function (cosh(S8¢), which can
be obtained by replacing the real value frequency with an imaginary
one (8 — if) in the SG model. The Shine-Gordon model is known
to interpolate between the SG and ShG models through non-periodic
(polynomial) functions. The RG running of the ShG and SG models
are shown in Fig. 11 and Fig. 12 respectively.

‘ ShG model, mass-cutoff
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11. 4bra. Phase structure of the ShG model.
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T4: I showed by FRG method that the ShG model has
a single phase bounded by a critical line. I constructed a
periodic scalar field theory, the Sn-Gordon (SnG) model,
which interpolates between the SG and ShG theories and
I showed that it undergoes a BKT-type phase transition,
except the end-point of the interpolation, i.e., the case of
the ShG theory. I determined the change in the critical
frequency over interpolation and showed that the limit m — 1
of the SnG model is non-analytic.

Publications connected to this thesis point are: [3].
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