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1. Elozmények, motivaciéo és célkitii-
zések

A Debreceni Egyetem Matematikai Intézetének legnagyobb
hagyomanyokkal rendelkez6 kutatédsai a differencidlgeometria
egy fontos, klasszikus fejezetének, a Finsler-geometrianak
targykorébe tartoznak. Ezeket a kutatasokat Varga Otto, vala-
mint koézvetlen tanitvanyai, Rapcsdk Andras, Tamdssy La-
jos, Modr Arthur és Sods Gyula inditottdk el. (Varga Otté
sziiletésének 100. évfordul6jarél 2009-ben emlékeztiink meg.)
Az értekezés témdjiban ezekhez a hagyomanyokhoz csatla-
kozik, s6t még régebbi forrasbdl is merit. Varga Otté tu-
domanyos munkassagat Ludwig Berwald iranyitasival a Pragai
Német Egyetemen kezdte el az 1930-as évek kdzepe tdjan. Lud-
wig Berwald (1883-1942) volt a klasszikus Finsler-geometria
tényleges megalapozdja és legkivdlébb miivel6je. Ertekezésiink
sokban tamaszkodik Berwald két nagyszerti dolgozatéara
([16],[17]), amelyekhez a lehetségek szerint terminolégiankban
és jeloléseinkben is igyeksziink igazodni. Mddszereinkben ugyan-
akkor azt az ezredforduld tdjan kidolgozott apparatust (ld. pl.
[57]) alkalmazzuk, amelynek szembeszoké formai jegye a klass-
zikus differencidlgeometria indexektdl tobzdédé irasmdédjanak
teljes hidnya. Tartalmilag: targyalasunk szinteréiil - a tobb
kindlkozé lehetdség koziil - egy sokasdg érintényaldbjinak a
hasftott érintényaldb projekcidja altali visszahuzottjat (,pull-
back”) vélasztottuk. Ennek megfelelen az alkalmazott formaliz-
musra a pull-back formalizmus elnevezés is hasznalatos az iroda-
lomban. Bar az utébbi idében szamos munka irédott ebben a for-
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malizmusban, a klasszikus elmélet még tavolrdl sincs atiiltetve
erre a nyelvre. Ennek szdmos oka van. Az egyik nyilvdnval6
ok az, hogy a kiilonboz6 iskoldk ragaszkodnak sajat, megszo-
kott nyelvezetiikh6z és eszkozeikhez. Egy mdésik, nyoméds ok
az, hogy a ,forditds” példdul a klasszikus tenzorkalkulusrél
a pull-back formalizmusra egyaltalan nem automatikus, és ez
hatvanyozottan igaz a bizonyitasok index-mentessé tételére.

A disszertacié vezérelve az a mar Berwaldndl kitapinthato
észrevétel, hogy

a Finsler geometria egy jelentds része kifejezhetd pusztin a
struktiurdt definialo Finsler-figguény dltal meghatdrozott
kanonikus sprayre alapozva.

Roviden:
a Finsler geometria nagy mértékben spray-geometria.

Ennek megfeleléen munkank soran egyik célkitizésiink az
volt, hogy - hatarozott prioritast biztositva a spray-struktiranak
- lehetéleg teljes és 6nmagabdl megérthetd (,self contained”)
modon kifejtsiik a spray-geometrianak azt a részét, amelyre a
vizsgdlni kivant specidlis problémék targyaldsandl sziikség van.
Ez a célkitlzés azt is maga utdn vonta, hogy énallo bizonyitdssal
egyiitt targyaljunk olyan, a hagyomanyos elméletbdl ismert
tényeket, amelyek a mi fogalmi kereteink ko6zott eddig nem
voltak elérheték. Az ebbe a kategoéridba tartozé vizsgédlataink
harom csoportba sorolhatdk:

(1) Technikai jellegli eredmények megfogalmazisa és iga-
zolasa. Tipikus példék: homogenitési tulajdonsagok, Ricci-
és Bianchi-azonossagok.



(2) Fontos klasszikus tételek 1j interpretaciéja és bizonyitasa.
Példak: a Schur-lemma Finsler-geometriai verzidja, a
skalargorbiileti Finsler-sokasagokra vonatkozé Berwald -
del Castillo - Szabd Z. tétel.

(3) A kétdimenzids Finsler-sokasagok Berwald-féle
elméletének atiiltetése a pull-back formalizmusba.

Vizsgédlataink  egy  tovabbi  része a  kovetkez6
problémafilvetés koré dsszpontosul:

Mit mondhatunk egy olyan Finsler-sokasdgrol, amelynek
valamelyik fontos tenzoridlis adata csakis helyfiggs?

A kérdés azért érdekes és természetes, mert a Finsler-
geometria tipikusan hely €s irdnyfiiggé objektumokkal dol-
gozik. Az els6 klasszikus tétel, amely ebbe a kategdridba
sorolhatd, éppen az imént emlitett Schur-lemma, amely
(tovdbbi, technikai feltételek mellett) azt allitja, hogy ha egy
Finsler-sokasig skalargorbiilete pusztdn a helytél fiigg, akkor
a skalargorbiilet konstans fiiggvény. A kérdéskor mddszeres
vizsgalatat témavezetom, Bacsé Sandor és Makoto Matsumoto
japéan professzor inditotta el az 1990-es évek végén, munkankkal
ezekhez a kutatdsokhoz csatlakoztunk.

A Finsler-geometria egyik legintenzivebben kutatott és igen
szertedgazé téméja a specialis - bizonyos tulajdonsiggal kitiinte-
tett - Finsler-sokasdgok vizsgdlata. A targykor talan legmélyebb
eredménye is erre a teriiletre esik: Szabé Zoltan 1981-ben
altalanos struktiratételt nyert az in. Berwald-sokasdgokra [55],
amelyet az utébbi években tovabb finomitott [56]. Dolgozatunk-
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ban szintén foglalkozunk bizonyos tenzoridlis feltételekkel de-
finidlt specidlis Finsler-sokasagokkal.

Rapcsdk Andrés az 1960-as évek elején fontos eredményeket
ért el az un. pdlyatarto leképezések elméletében, és egy ez-
zel szorosan rokon témadaban, a pdlyaterek metrizalhatosagdnak
vizsgalatdban. A targykor érdekességét aldhidzza, hogy Hil-
bertnek az 1900-as Parizsi Matematikai Kongresszuson tartott
hires el6addsdban felvetett IV. probléméija megfogalmazhato
ilyen metrizéldsi problémaként. A Rapcsdk Andris &ltal ka-
pott eredmények egy része az ezredforduld tdjdn modern meg-
fogalmazast és bizonyitdst nyert [61]; ezt a munkét is folytatni
kivantuk, kapcsolédva egyben témavezetom és M. Matsumoto
ide vonatkozé vizsgalataihoz ([2], ill. [38]).

2. Az értekezés tartalma és uj ered-
ményei

A kovetkezdkben rovid Osszefoglaldsat adjuk az egyes
fejezetek tartalmanak, és felsoroljuk, hogy mi az igazdn uj
eredmény benniik, ill. melyek a részben, vagy csupan technikai-
lag 1j észrevételek. Emlitést tesziink klasszikus eredmények ij
interpretdciojdarol és bizonyitdsardl is.

1. fejezet A munkdt a sziikséges elézmények rovid
osszefoglalasdval inditjuk. Ebben a fejezetben azokat a
legnélkiilozhetetlenebb  differencidlgeometriai  fogalmakat és
tényeket gytjtjiik Ossze, amelyekre a tovabbiakban végig



tamaszkodunk, rogzitve egytttal az alapvetd jelolésbeli és ter-
minolégiai megéllapodasokat is. A fejezet egyetlen, technikai
szempontbdl érdekes djdonsigot tartalmaz, a 7T-menti (lerl)_
tipusu tenzormezdk nyomdnak egy induktiv értelmezését, amely
késébbi, kévetkezetesen indexmentes szdmoldsainkban hasznos-
nak és hatékonynak fog bizonyulni. (Megjegyezziik, hogy az
operacié a koordindtds nyelvezetben természetesen igen egy-
szerd: Osszegzést jelent a kontavarians és az elsd kovarians in-
dexre.)

A teljesség kedvéért reprodukédlunk egy egyszerii bizonyitast
a differencialis Bianchi-azonossdgra, amelyet altaldnos (de
véges rangu) vektornyaldbon adott kovaridns derivéldsra fogal-
mazunk meg.

Vizsgalataink szintere a tovdbbiakban o 7 : TM — M
érintényaldb, ill. a 7 : TM — M hasitott érintonyaldab T, ll.
7 dltali visszahizottja, a

7 TM xyy TM — TM ,ill.a#:TM xy TM — TM

wpull-back” nyaldb; nevezzikk a rovidség kedvéért az utdbbit

Finsler-nyaldbnak. A # szelései altal alkotott Sec(#) C(TM)-
modulus tenzoralgebrdjan az ismert eljarassal bevezetink egy
kanonikus tenzorderivacidt, a VY vertikalis differencidlést.

2. fejezet Rogzitjilk, hogy mit értiink Fhresmann-
konnexion, és emlékeztetiink a spray fogalmdara, valamint en-
nek kiilonb6z6 verzidira (semispray, masodrend{i vektormezd,
affin spray). Bar mindkét fogalom jol ismert, a pontos de-
finidldsukra sziikség van, ugyanis az irodalomban szidmos nem
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ekvivalens varidnsukkal taldlkozhatunk. Leirjuk az Ehresmann-
konnexidk és a semisprayk kozott M. Crampin és J. Grifone dltal
felirt, alapvetd kapcsolatot. Bevezetjiik szamolasaink legfonto-
sabb technikai eszkozét, a Berwald-derivdldst (V), amely egy
Ehresmann-konnexié altal szarmaztatott ,horizontdlis rész”-
bél (V) és a vertikalis differencialasbdl épiil fel. Egy TM-en
értelmezett sima fliggvény mdsodik horizontélis differencialjara
levezetjiik a hh-Ricci azonossdgot. Ebben fellép az alapulvett
Ehresmann-konnexié R gorbiileti tenzora. Megmutatjuk, hogy
ennek horizontdlis differencidljara érvényes a
X PN

(X,Y,Z)(v R)(X,Y,Z)=0
Bianchi-azonossdg. Ezzel a fontos reldcidval nem taldlkoztunk az
irodalomban. Tartalmilag azt fejezi ki, amit a J. Grifone alap-
vetd dolgozatdnak [27] 1.61 allitdsdban szereplé

[h,R] =0

relacié. Itt a [,] szimbSlum az un. Frolicher-Nijenhuis zéréjel,
amelynek kiértékelése meglehetésen hosszadalmas. Az altalunk
felirttal szorosan rokon és hasonlé formaji Bianchi-azonossagot
nyert kordbban M. Crampin is [18], de sokkal kevéshé
természetes mddon.

3. fejezet Az Ehresmann-konnexiék Berwald-gorbiletét
vizsgaljuk, amelyet gy kapunk, hogy a Berwald-derivalasbdl
szarmaz6 szokdsos

RY(&,1) : Z € Sec(#t)  RY(&,)Z := VeV, Z~V Ve Z—Ve 1 Z € Sec(f)



gorbiileti operatort vertikalis és horizontdlis vektormezékon
értékeljiik ki:

B(X,Y) := RV(iX,HY) ; X,Y € Sec(%).

(Az i C°(TM)-lineéris leképezés azonositja a Sec(#) modulust
a TM folotti vertikélis vektormezdk modulusdval.)

Néhany, a kés6bbiekhez sziikséges technikai jellegli eredmény
(kiszamitdsi formula, szimmetria- és homogenitasi tulajd-
onsagok, a B tenzort tartalmazé Ricci-azonossdgok) levezetése
mellett megmutatjuk, hogy a Berwald-gdrbilet pontosan akkor
tinik el, ha az Ehresmann-konnexiobol szarmazé horizontdlis
derivdlds bdzikus abban az értelemben, hogy egy, az alapso-
kasagon adott

D:X(M)x X(M)— X(M), (X,Y)— DxY
kovaridns derivalas természetes liftje:

\Y ?zﬁx\Y;X,YGX(M);

h
b'e

4. fejezet Ebben a szakaszban az Ehresmann-konnexidk
un. affin gorbiletét diszkutdljuk, kiilonds tekintettel arra az
esetre, amikor az Ehresmann-konnexiét egy spray generdlja
a Crampin-Grifone konstrukcié szerint. Az affin gorbiiletet
az. Ehresmann-konnexiéhoz csatolt Berwald derivaldsbdl gy
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kapjuk, hogy annak gorbiileti operatorat két horizontdlis vek-
tormezén értékeljiik ki:

H(X,Y):= RV(HX,HY) ; X,Y € Sec(r).

Terminolégidnkban (,,affin gorbiilet”) L. Berwald széhasznélatét
kovetjiik [17]. Amennyiben VVH = 0, Z. Shen nyomdan azt
mondjuk, hogy az Ehresmann-konnexié R-kvadratikus.

Levezetjiikk a H affin gorbiileti és az R gorbiileti tenzor kdzott
fennallé

H(X,Y)Z = V'R(Z,X,Y)
és
R(X,Y) =H(X,Y)§ , ha az Ehresmann-konnezié homogén

kapcsolatot. (A mésodik reldciéban § a v € TM — §(v) =
(v,v) € TM xp TM kanonikus szelés.) Szintén homogén
Ehresmann-konnexi6 esetén megmutatjuk, hogy az R gorbiileti
tenzor els6foki, a H affin gorbiilet nulladfoki homogén.

A kovetkezOkre mnézve feltessziik, hogy az alapulvett
Ehresmann-konnexié torzidmentes, ami azzal ekvivalens, hogy
tetszOleges X, Y € X(M) vektormezdk esetén

(X" v - [Y" XY - [X, Y] =0.
Levezetjiikk a H tenzorra vonatkozo

6 H(X,Y)Z=0
(X,Y,2)



algebrai Bianchi-azonossdgot, valamint a H és a B tenzort tar-
talmazo

VYH(X,Y,Z,U)-V'B(Y,X,Z,U)+V"B(Z,X,Y,U) =0

differencidlis Bianchi-azonossdgot.

Tovabbi, késébbi meggondolasainkhoz sziikséges techni-
kai eredményként leszdrmaztatjuk a szelések és az 1-formak
miasodik horizontdlis kovaridns differencialjara vonatkozé Ricci-
formulakat, ezekben a H affin gorbiileti tenzor és az R gorbiileti
tenzor 1ép fel.

Mindezek birtokdaban be-, ill. levezetjiik azokat az Gssze-
fliggéseket, amelyeknek tenzorkomponensekben felirt alakjat
Berwald az alapvetd gorbiileti adatok definidldsara hasznalta
a mar emlitett, klasszikus dolgozataban. A kiindulépont ek-
kor egy S spray (Berwaldnél egy koordindtas formédban felirt
masodrendii differencidlegyenlet). Tekintjiik az S-b6l szarmazd
‘H Ehresmann-konnexiét és az ehhez tartozé V vertikalis
leképezést. A spray affin elhajldsi tenzora (Berwald termi-
nolégiaja) vagy Jacobi-endomorfizmusa a

K(X) := V[S,HX], X € Sec(%)

eloirassal értelmezett K (1)—tenzor. Megmutatjuk, hogy K-bdl
‘H gorbiileti tenzora az

R(X,Y) = %(V"K(?,X’) —~ V'K(X,Y)) ; X,Y € Sec(%)

Osszefiiggés szerint kaphat6 meg.
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A fejezetet egy spray lapossdganak (flatness) és izo-
tropidjanak rovid, el6zetes diszkusszidjaval zarjuk. A Jacobi-
endomorfizmus a definicié értelmében mindkét esetben nagyon
specidlis alakd. Azonnal kideriil, hogy a lapossdg igen erds
megszoritast jelent: a Jacobi-endomorfizmus eltinését vonja
maga utan, amibdl kévetkezik, hogy a H affin gorbiileti tenzor és
az R gorbiileti tenzor is eltiinik. Az izotrop sprayk részletesebb
tanulmanyozasara a Finsler-keretek kozott keritiink sort.

5. fejezet Azt mondjuk, hogy egy sprayn projektiv
valtoztatdst hajtunk végre, ha hozzdadjuk a Liouville vek-
tormezd egy fiiggvényszeresét tigy, hogy eredményiil tovdabbra
is sprayt kapjunk. Ehhez sziikséges és elegendd, hogy a
kérdéses fiiggvény, amelyet projektiv faktornak hivunk, az
érintésokasdgon C'-osztdlyd, a hasitott érintésokasdgon sima,
els6foku pozitiv homogén fliggvény legyen. Mas nézépontbdl: két
spray projektiven ekvivalens, ha kiilonbségiik a Liouville vektor-
mez6 mondott tulajdonsagi fiiggvényszerese.

A fejezet inditdsaként a sprayk projektiv véltoztatasaval
kapcsolatos alapvetd tényeket tekintjiik at. A tipikus jelenség
az, hogy projektiv valtoztatas sordn a sprayhez csatolt, ed-
dig emlitett Osszes objektum (Ehresmann konnexié és a hozzd
csatolt leképezések, horizontélis derivalt, Berwald-gorbiilet,
Jacobi-endormorfizmus, ...) valtozik. Felsoroljuk, a horizontalis
Berwald-derivalt esetén pedig le is vezetjiik az ,eredeti” és
az ,uj” spray ezen geometriai adatainak explicit kapcsolatat.
Megmutatjuk, hogy a B Berwald-gorbilet o spray projektiv
valtoztatdsa esetén akkor és csak akkor marad invaridns, ha
imvaridns marad o nyoma. B invariancidjanak kritériuma egy
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egyszerii parcidlis differencidlegyenletet ad a projektiv faktorra,
amelyet koordindtamentes médon megoldunk.

Ismeretes, hogy két olyan alapvetd tenzor konstrudlhato,
amely egy spray projektiv valtoztatasa soran invaridns marad: a
Douglas-girbilet (D) és a Weyl-endomorfizmus (W°); az el6bbi
a Berwald-gorbiiletb6l, az utébbi a Jacobi-endomorfizmusbél
szarmaztathato. Tovabbi projektiven invaridns tenzorok nyer-
heték D és WZ° vertikdlis differencialdsaval. Célkitiizéseink
szellemében mind a Douglas-gorbiiletet, mind a Weyl-
endomorfizmust indexmentesen vezetjiik be. W*° definidlasakor,
véltoztatva a véltoztatandokon, del Castillo egy munkdjat
[22] vettiik alapul, megadtuk azonban e tenzornak egy jéval
attekinthetébb, és igy haszonosabbnak bizonyulé el6allitasat is.

6. fejezet Indulasként pontosan rogzitjiik, hogy mit
értiink Finsler-figguényen, bevezetve igy disszertdcionk maésik
kozponti fogalmat. Koordindtamentesen definidljuk a Finsler-
fliggvényekhez csatolhatd, vizsgalatainkban nélkiilézhetetlen
geometriai adatokat (Hilbert 1-forma, normalizilt tamaszelem-
mez6, szogmetrika, Cartan-tenzorok, Landsberg-tenzor), és iga-
zolunk ezekkel kapcsolatban néhany, tébbé-kevéshé technikai jel-
legii, de az alkalmazdsok szempontjabdl fontos észrevételt. Meg-
adjuk egyebek mellett egy Finsler-fiiggvény harmadik vertikalis
differencidljanak kifejezését a kovaridns Cartan-tenzor, a nor-
malizdlt tdmaszelem-mez6 és a szogmetrika segitségével.

Emlékeztetiink a Finsler-fliggvények dltal meghatarozott ka-
nonikus spray kordindtamentes definicidéjara, amely az energia-
funkciondlhoz tartozé Euler-Lagrange egyenlet egy finom és
elegans atfogalmazdsan alapul. A kanonikus spray birtokdban
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a Finsler-geometriai vizsgalatokhoz sziikséges tenzoriélis objek-
tumok a

Finsler-figgvény — kanonikus spray —
Ehresmann-konnexic — gorbiletek

séma szerint vezethetok be, és Finsler-kontextusban is al-
kalmazhatéokka valnak a spray-elmélet altalanos konstrukcioi,
technikdi és eredményei. A kanonikus spray &ltal meg-
hatarozott Ehresmann-konnexiét ekkor Berwald-konnexionak
(vagy a Finsler-sokasdg kanonikus konnezidjinak) nevezziik.
A Berwald-konnexiébdl az ismert (és mér jelzett) mddon
szarmaztathat6 a Berwald-derivdlds (amely természetesen nem
tévesztend6 ssze a kiindulé Berwald-konnexidvall).

A fejezet egyetlen igazdn érdekes eredménye egy klasszi-
kus tétel modern interpretaldsa és bizonyitdsa. Mar tobbszor
is idézett munkdjaban [17] Berwald megmutatta, hogy egy
legaldbb  3-dimenzids skaldrgérbileti Finsler-sokasdg Weyl-
endomorfizmusa eltinik, és egy tovdbbi feltétel eldirisa mel-
lett a megforditast is igazolta. Szabd Zoltdn észrevette
[54], hogy a megforditdshoz nincs sziikség tovabbi feltételre,
tehat egy legalabb 3-dimenzios Finsler-sokasdg pontosan akkor
skalargorbiletd, ha a Weyl-tenzora eltinik. Jéval késébb ki-
deriilt, hogy Berwald tételének ezt az élesebb valtozatiat Szabd
Zoltannal lényegében egyidejilileg, de t6le teljesen fliggelteniil
L. del Castillo is felfedezte [22], Berwaldrdl nem téve emlitést.
(del Castillo - J. Grifone nyomén - teljesen index- és argumen-
tummentes kalkulust alkalmazott; munkaja valésziniileg ezért,
tovabba a rendkiviil tomor fogalmazés és a hidnyos hivatkozdsok
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miatt keriilte el a Finsler-geometriat tobbségiikben a klasszikus
tenzorkalkulus eszkozeivel miiveld kutatdk figyelmét.)

Megjegyezziik, hogy a skalargérbiilet fogalmat is Berwald
vezette be, a H gorbiileti tenzorhoz tartozé, a Riemann-
geometridbdl ismert eljarassal értelmezett metszetgdrbilet
segitségével, és ehhez fel kellett tennie, hogy a sokasag legalabb
3-dimenziés. Mi a tétel megfogalmazdsakor skaldrgorbiileti
Finsler-sokasag helyett zotrop Finsler-sokasdgrél szélunk,
értve ezen azt, hogy a kanonikus spray izotrop. Ez a feltétel a
harom vagy magasabb dimenziés esetben ekvivalens a Berwald
altal megkivant skalargorbiiletiiséggel, viszont két dimenziéban
is értelmes, és ekkor is ekvivalens a Weyl-endomorfizmus
eltlinésével. Azt mutatjuk meg tehat, hogy egy legaldbdb
kétdimenzios Finsler-sokasdg pontosan akkor izotrop, ha a
Weyl-endomorfizmusa a zérus transzformdcio. A kétdimenzids
esetet a 9. fejezetben kiilon is diszkutaljuk. Ellenorizziik azt a
jol ismert tényt, hogy ekkor a Weyl-endomorfizmus automati-
kusan zérus, és megmutatjuk, hogy a kanonikus spray izotrop.

7. fejezet A Finsler-geometria objektumai tipikusan ,hely-
és iranyfiiggdk”, megtorténhet azonban, hogy bizonyos objek-
tum csakis a ,helytdl fiigg”. Ez matematikailag gy fejezhet6
ki, hogy az illeté objektum (kanonikus) vertikdlis differencidlja
eltlinik. Felidéziink ennek illusztrélasira egy nevezetes, klasszi-
kus példat. A Berwald &ltal bevezetett skaldrgorbiilet-fiiggvény
megadhaté az

1

R = mtrK
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formuldval, ahol F a Finsler-fiiggvény, n a sokasig di-
menzi6ja, K pedig a (kanonikus spraybdl szérmazd) Jacobi-
endomorfizmus. Ez nulladfokd pozitiv homogén fiiggvény, ami
azért 1ényeges, mert egy 0-t6l kiilénb6z6 fokd homogenitdssal
rendelkezo és csakis helyfliggé objektum automatikusan zérus.
Berwald megmutatta, hogy ha egy legaldbb 3-dimenzids, dssze-
fiiggd Finsler-sokasdg skaldrgérbiilete csakis helyfiiggd, azaz ha
VYR =0, akkor a skalargorbiilet konstans.

Azoknak a Finsler-sokasidgoknak a szisztematikus ta-
lulmanyozasat, amelyek hordoznak csakis a helytdl fiiggd geo-
metriai objektumokat, Bacsé Siandor és Makoto Matsumoto
inditotta el [5]. Folytatva ezeket a vizsgalatokat, ebben a fejezet-
ben foglalkozunk az affin gérbiileti tenzor, tovabba a Landsberg-
tenzor (P) és a stretch-tenzor (X) irdnytdl valé fliggetlenségének
konzekvenciaival.

Jelentse g az adott Finsler-fliggvénybdl szarmazd metrikus
tenzort, azaz az %Fz energiafiiggvény masodik vertikalis diffe-
rencidljat. Emlékeztetiink ré, hogy a Landsberg-tenzort a

1
P:=—-V"
5V 9
a stretch-tenzort pedig a
N(X,Y,Z,0):=2(V"P(X,Y,Z,U)-V"P(Y,X,Z,0))
formuldval értelmezziik, ahol X , ?, Z, U a Finsler-nyalab

tetszbleges szelései.
Eredményeink a kovetkezok:
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(1) A Landsberg-tenzor és a stretch-tenzor irdny-figgetlensége
csakis trividlisan teljestilhet, azaz

VP=0=P=0, V'S=0 = = =0.

(Megjegyezziik, hogy maga az eredmény nem trividlis,
mert mind a P tenzor, mind pedig a ¥ tenzor nulladfoki
pozitiv homogén!)

(2) Az R-kvadratikus - tehdt irdny-figgetlen affin gorbilettel
rendelkezd - Finsler-sokasagok stretch-tenzora eltinik.

8. fejezet Legyen (M,F) Finsler-sokasdg, g a metrikus
tenzora. Euklideszi analégidra értelmezziik a Finsler-nyalab
tetszOleges szelésének a span(d) altér g-ortogonélis komplemen-
terére valé meréleges vetitését. A vetitési operator megadhaté
az egyszeri

1
=1-=V'F®/J
P ja ®

formuldval, ahol az 1 a Sec(7) modulus identikus transz-
formacidja. p segitségével értelemszeriien definidlhaté a (2) és
() (k > 1) tipusi Finsler-tenzormezdk (azaz 7 menti ten-
zormezdk) vetitett tenzora. Egy Finsler-sokasdgot ideiglenesen
p-Berwald sokasdgnak mondunk, ha a Berwald-gorbiletének
vetitett tenzora eltlinik. Ezzel kapcsolatban megmutatjuk a
kovetkezdket:

(1) Egy p-Berwald sokasdg pontosan akkor R-kvadratikus, ha
a stretch-tenzora eltiinik.
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(2) Egy legaldbb 3-dimenzids Finsler-sokasdg pontosan akkor
p-Berwald sokasdg, ha eltinik a Berwald gorbiilete.

Az eltlin6 Berwald-gorbiilettel rendelkez6 Finsler-sokasigok az
un. Berwald-sokasdgok; ezek alkotjak - mint mar jeleztiik -
a Finsler-sokasdgok legalaposabban kivizsgdlt osztdlydt. A (2)
eredmény ugy interpretdlhaté, mint a legaldbb 3-dimenzids
Berwald-sokasdgok egy 1j jellemzése. Ez szoros analdgiat mu-
tat T. Sakaguchi egy fontos tételével [51], amely szerint le-
galdbb 3-dimenziés Finsler-sokasag esetén a Douglas-gorbiilet
vetitettjének eltiinése ekvivalens maganak a Douglas-gorbiilet-
nek az eltinésével. Eredménylink bizonyitdsdban Sakaguchinak
ez a tétele 1ényeges szerepet jatszik.

A p projekcié-operator birtokdban egy izotrop Finsler-
sokasag Berwald-konnexi6janak gorbiilete a szamolasok szem-
pontjabdl igen kényelmes

1
R =Fp A (RV'F+3FV'R)

alakban fejezhetd ki, ahol az R filiggvény a miér emlitett
skalargorbiilet. Megforditva, ha az R tenzor a felirt alaku, akkor
az (M, F) Finsler-sokasdg skalargorbiilet.

Felhaszndlva ezeket az észrevételeket, demonstridlandé az
eszk6zeink hatékonysagdat, a fejezetet a Schur-lemma Finsler-
verzidjanak egy 1j bizonyitasaval zarjuk.

9. fejezet Berwald egyik tovabbi, alapveté dolgo-
zatdban [16] a klasszikus tenzorkalkulus nyelvén kidolgozta a
kétdimenzids Finsler-sokasdigok elméletének egy igen szép mega-
lapozasat. A [68] dolgozat megadta ennek egy elegins, modern
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interpretaciéjat az Ehresmann-konnexidk és Finsler-sokasigok
Grifone-féle elméletének [27] keretei kozott. E fejezet jelentds
részét annak szenteljik, hogy szintén koordinatamentes - és
ilyen értelemben intrinsic” - formdban kifejtsiik a 2-dimenzids
Finsler-sokasdgok elméletének alapjait az &altalunk hasznalt,
a Grifone-félénél gazdasagosabb ,pull-back formalizmusban”.
A térgyalds soran tjra feltiinik az el6zéekben szerephez ju-
tott fontos Finsler-geometriai objektumok legtébbje, de joval
attekinthet6bb alakban. Ez a jobb attekinthetdség - az alacsony
és konkrét dimenzié mellett - annak készdnhetd, hogy rendel-
kezéstinkre 4ll egy intrinsic médon megkonstrualt ortonormalt
kétél-mezd, a Berwald-féle kétél-mezd, és hatdsosan alkalmaz-
haté az erre vonatkozé Fourier-kifejtés. Ily médon ez a fejezet
részben ugy tekinthetd, mint eszkozeink és technikdink alkal-
mazdsa egy specidlisabb szitudcidoban; masrészt lehetoség adodik
arra, hogy néhany, mindeddig nyitva hagyott kérdést lezarjunk:

(1) Megadjuk a Jacobi-endomorfizmus egy olyan eldéllitasat,
amelybdl kozvetleniil kiolvashaté, hogy a kétdimenzids
Finsler-sokasagok kanonikus sprayje izotrop.

(2) Megmutatjuk, hogy a Weyl-endomorfizmus a Berwald-
féle kétél-mez6 mindkét tagjat annulldlja, és igy a
zérustranszformacio.

(3) Igazoljuk, hogy egy kétdimenziés Finsler-sokasig ponto-
san akkor p-Berwald sokasdg, ha a Berwald-gorbiilete
nyommentes. Ez azt jelenti, hogy a kétdimenzids p-
Berwald sokasdgok osztdlya egybeesik az in. gyengén Ber-
wald Finsler-sokasdgok osztalydval.
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(4) Bebizonyitjuk, hogy egy kétdimenzids Finsler-sokasdg
pontosan akkor Berwald sokasdg, ha eltiné Landsberg-
tenzorral rendelkezd gyengén Berwald sokasdg.

10. fejezet Kijeldlve egy sokasdg folott egy sprayt,
természetes mddon vetédnek fel a kovetkezo, teoretikusan is igen
érdekes, és példaul a fizikai alkalmazasok szempontjabdl fontos
kérdések:

(A) Milyen feltételek mellett létezik olyan Finsler-figguény az
alapulvett sokasdgon, amelynek kanonikus sprayje egybee-
sik az adott sprayvel?

(B) Milyen feltételek mellett létezik olyan Finsler-figguvény az
alapulvett sokasdgon, amelynek kanonikus sprayje pro-
jektiven ekvivalens a kijelélt sprayvel?

Az (A) kérdés a sprayk Finsler-metrizdlhatdsdganak vagy
Finsler-varidcidssdganak probléméja, a (B) kérdés pedig a
sprayk tdgabb értelemben vett Finsler-metrizdlhatosdgaé vagy
projektiv metrizdlhatosdgaé. Mindkét probléma igen nehéz. Ha
példaul a (B) esetben az adott spray a kanonikus lapos spray
R™ egy konvex nyilt halmaza folétt, akkor Hilbert hires IV.
problémadjanak Finsler-geometriai interpreticigjahoz jutunk.
Az 1960-as évek legelején Rapcsdk Andras fontos 1épéseket
tett a (B) probléma megtdmaddsanak irdnydban [49]. El6észor
is, a klasszikus tenzorkalkulus nyelvén, két, egyméssal ekviva-
lens, sziikséges és elegendo feltételt fogalmazott meg arra vonat-
kozdan, hogy - a mi terminolégidnkkal élve - ugyanazon sokasag
folotti két Finsler-fliggvény kanonikus sprayje projektiven ekvi-
valens legyen. Ezekben az egyik Finsler-fliggvénybdl szarmazo
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spray adatai és a mésik Finsler-fiiggvény parcidlis derivaltjai
szerepelnek, igy vilagos, hogy a Rapcsak-egyenletek kulcsot ad-
nak a (B) probléma vizsgalatahoz.

A fejezet elsé lényeges 1épéseként a Rapcsdk-egyenletek
egyikét intrinsic médon - elészor indexmentes, majd index-
és argumentummentes formaban - fogalmazzuk meg. Alkal-
mazva a Rapcsdk-egyenletek igy nyert uj alakjat, egyszeri
sziikséges és elegendd feltételt szdrmaztatunk le egy spray
Finsler-varidcidssdgdra. Alkalmazva ezt a kritériumot, szintén
rendkiviil egyszerd bizonyitast adunk a Finsler-sokasagok kano-
nikus konnexidjdnak unicitdsara.

A fejezet tovabbi részében sziikséges feltételeket vezetiink
le egy spray projektiv metrizdlhatdsdigara. A nyert eredmények
koziil a legérdekesebb (és legmunkaigényesebb) a kovetkezo:

Ha egqy F : TM — R Finsler-figgvény eleget tesz eqy M
falétti sprayre vonatkozé Rapcsdk-eqyenletnek, akkor a spraybdl
szarmazd K Jacobi-endomorfizmus ,onadjungdlt” o T =
VYVVF szimmetrikus (g) tenzorra vonatkozdan, azaz

AK(X),Y) = n(X,K(Y))

teljesiil minden X,Y € Sec(7) szelés esetén.
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1 History, motivations and aims

In a broad sense, the subject of our thesis is Finsler geome-
try, a classical chapter of differential geometry. Finsler geometry
is a traditional, perhaps the oldest research area in the Institute
of Mathematics of the University of Debrecen. These researches
were initiated by Otté Varga and his immediate students, A.
Rapcsdk, A. Modr, L. Tamdssy and Gy. Soés. (The centenary
of birth of Otté Varga was celebrated last year, 2009.) In its
main topics our thesis joins these traditions. It draws on, how-
ever, also the most important original sources of Finsler ge-
ometry, represented by the papers of Ludwig Berwald. Ludwig
Berwald (1883-1942) was the real originator of Finsler geometry,
and Ottd Varga started his studies in Finsler geometry under
Berwald’s direction in the early 1930s in the German University
at Prague. Our thesis is also debt to Berwald’s wonderful papers
[16], [17] in a large extent. In the choice of our terminology and
notation we followed Berwald’s conventions as far as we could.

Our conceptual framework and technique, however, is totally
different from the classical theory based on old-fashioned tensor
calculus, which appears visually as an impenetrable jungle of
indices up and down. On the contrary, the most striking formal
feature of our thesis is the complete absence of indices. As to the
essence, the scene of the theory in our approach is the pull-back
of the tangent bundle of a smooth manifold over the projection
map of the slit tangent bundle. This is only one of the possible
settings of the current modern formalisms. Our choice, however,
the pull-back formalism, is not a random selection. In our opin-
ion, the pull-back bundle is geometrically the most natural for
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the purposes of Finsler geometry, and, in addition, it is more
economical than, for example, Grifone’s ‘T'T' M -formalism’ [27].

Having fixed the scene, our guiding principle may be formu-
lated as follows:

A large part of Finsler geometry may be explained in terms of
the canonical spray arising from the Finsler function, which
determines the geometry.

Briefly:
A large part of Finsler geometry is spray geometry.

In the spirit of this principle, we set as an aim to elaborate
in a self-contained manner the part of spray geometry which is
necessary to a satisfactory treatment of our specific problems.
Thus we also present together with a new proof some classi-
cally well-known facts, which have not been translated into our
language until now. (Note that such a ‘translation’ is not so au-
tomatic and easy in general!) Our considerations of this type
may be classified into three groups:

(1) Formulation and proof of technical results. Typical exam-
ples: homogeneity properties, Bianchi and Ricci identities.

(2) New interpretation and proof of important classical the-
orems. Examples: a Finslerian version of Schur’s lemma;
Berwald - del Castillo - Szabd’s theorem on Finsler mani-
folds of scalar curvature.

(3) An elaboration of Berwald’s theory of two-dimensional
Finsler manifolds in the pull-back formalism.
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An important part of this dissertation deals with the follow-
ing problem:

Characterize the Finsler manifolds some of whose tensorial
data depend only on the position.

The question is interesting and quite natural since the objects
of Finsler geometry depend typically on position and direction.
The first classical theorem belonging to this category is just
the above mentioned Finslerian Schur-lemma. It states (under
some further conditions) that if the scalar curvature of a Finsler
manifold does not depend on the directions, then this function
is constant. A systematic investigation of problems of this type
was initiated by my supervisor Sdndor Bacsé and by Makoto
Matsumoto in the end of the 1990s. Our work joins this research.

In the early 1960s Andras Rapcsdk obtained important re-
sults concerning the path-preserving maps and the metrizabili-
ties of path-spaces. The importance of the subject lies, among
others, in the fact that the differential geometric version of
Hilbert’s famous Fourth Problem, formulated in his lecture de-
livered before the International Congress of Mathematicians at
Paris in 1900, is a metrizability problem of the mentioned type.
A part of Rapcsdk’s results was reformulated and proved in a
modern setting about 2000 (see e.g. [61]). In the dissertation we
aim to carry this program on, in connection with some related
works of S. Bécsé [2] and M. Matsumoto [38].
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2 Contents and new results

In the following we present a brief survey of chapter
contents, and give a list of what are really new and partly
or merely technically new. New interpretations and proofs of
classical results are also mentioned.

Chapter 1 In this chapter we give the necessary preliminar-
ies. We collect the most indispensable concepts and facts from
basic differential geometry, and standardize our notation and
terminology. We fix the main scene of our considerations: this
is the Finsler bundle

5 TM xy TM — TM,

the pull-back of the tangent bundle 7 : TM — M over the

projection of the slit tangent bundle 7 : TM — M. We also
need the vector bundle

m:TM xXp TM — TM,

the pull-back of 7 over 7. The modules of sections of these vector
bundles will be denoted by Sec(7) and Sec(r), respectively. We
introduce a canonical tensor derivation, the wvertical derivation

VY, over the tensor algebra of the COO(JO“M)—mOdule Sec(T).
The only new technicality is the inductively defined trace
operator acting on type (1) tensor fields along 7. This will
be proved to be effective and useful in our coordinate-free
calculations. For completeness, we reproduce a simple proof of

the differential Bianchi identity in the context of general vector
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bundles.

Chapter 2 Here we fix what we mean by an FEhresmann
connection and a spray. We also introduce some mutations of
a spray: semispray, second-order vector field, affine spray. All
this is necessary since we find different and non-equivalent def-
initions for these basic concepts in the literature. We recall the
fundamental relation between an Ehresmann connection and a
semispray, discovered (independently) by M. Crampin and J.
Grifone. We define the most important technical tool of our cal-
culations, the Berwald derivative V. It is built of a horizontal
part V" determined by an Ehresmann connection, and the ver-
tical derivative VV.

We derive a horizontal Ricci identity for functions, in which
the curvature tensor R of the Ehresmann connection appears.
We prove the following Bianchi identity for the horizontal dif-
ferential of the curvature:

& (V'R)(X,Y,Z)=0.

(X,Y,Z)
To our knowledge, this simple and useful relation has not ap-
peared in the literature (at least in this form). It corresponds
the Bianchi identity
[h,R] =0

in Proposition 1.61 in Grifone’s paper [27], where the symbol
[,] means Frolicher-Nijenhuis bracket, whose evaluation is quite
difficult. A similar Bianchi identity was obtained also by M.
Crampin [19], but in a quite artifical manner.
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Chapter 3 This chapter is devoted to a brief discussion of
the Berwald curvature of an Ehresmann connection . Consider
the usual curvature operator

RY(&,) : Z € Sec(#) — RY(&,0)Z := VeV, 2~V Ve Z—Vie 0 Z € Sec(7)

of the Berwald derivative V (£ and 7 are fixed vector fields on
TM ). Then the Berwald curvature B of H is defined by

B(X,Y):= RV(iX,HY) ; X,Y € Sec(#).

(The C°°(TM)-linear map i identifies the module Sec(#) with

the module of vertical vector fields on TM )

Beside some technicalities (convenient formulae for calcula-
tions of B, symmetry and homogeneity properties, Ricci identi-
ties involving B), we show that the Berwald curvature vanishes,
if and only if, the horizontal derivative arising from the connec-
tion is “h-basic”; i.e., roughly speaking, it is the natural lift of
a covariant derivative operator on the base manifold. More pre-
cisely, B vanishes, if and only if, there is a covariant derivative
operator D on M, such that

o —

VRY =DyY ; X,Y € X(M);

h
b's

X(v) = (v, X(r(v))) , v e TM.

Chapter 4 In this chapter we discuss the affine curvature
H of an Ehresmann connection, with specific emphasis on the
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case when the Ehresmann connection is generated by a spray.
By definition,

H(X,Y):= RV(HX,HY) ; X,Y € Sec(#).
Our terminology (‘affine curvature’) follows Berwald’s usage
[17]. If VVH = 0, we say after Z. Shen that the Ehresmann
connection is R-quadratic.

We derive between the affine curvature H and the curvature
R of H the following relations:

H(X,Y)Z = V'R(Z,X,Y);
R()?,f/) = H()?,?)é , if 'H is homogeneous.

(6 :veTMw— 6(v) = (v,v) is the canonical section of .)
Also in the homogeneous case, we show that R is homoge-
neous of degree 1, and H is homogeneous of degree 0.

We assume now that the Ehresmann connection H is
torsion-free.

We deduce
the algebraic Bianchi identity & H()A(, }?)2 =0,
(X,Y,Z)
and the differential Bianchi identity
VH(X,Y,Z,U)-V'B(Y,X,Z,U)+V'B(Z,X,Y,U) = 0.

As further technicalities, we derive the Ricci formulae for
the repeated horizontal differential of sections and 1-forms; they
involve the affine curvature.
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After these, we define and derive in an index-free manner the
basic relations which served, in the language of tensor calculus,
as the definitions of the basic curvature data in Berwald’s clas-
sical paper [17]. Let a spray S over M be given. (In Berwald’s
treatment the role of S is played by a system of second-order dif-
ferential equations written in terms of local coordinates.) The
affine deviation tensor (Berwald’s terminology) or the Jacobi
endomorphism of S is the type G) tensor field K along 7 given
by

K(X) := V[S,HX] , X € Sec(#),

where H is the Ehresmann connection associated to S, and V is
the vertical map belonging to H (Vo H = 0, V o i = identity).
We show in our formalism that the curvature of H and the affine
deviation tensor are related by

R(X,V) = %(VVK(T/,X) CVK(X, V) ; X,V € Sec(3).

We conclude this chapter with a brief discussion of the
flatness and the isotropy of a spray. In both cases, by definition,
the Jacobi endomorphism has a very specific form. It turns out
immediately that flatness implies the vanishing of the Jacobi
endomorphism, whence the curvature and the affine curvature
also vanish. Isotropic sprays will be studied in some detail in
the Finslerian case.

Chapter 5 Two sprays, S and S, over a smooth manifold
M are said to be projectively related if

S=5-2PC,
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where the projective factor P is a positive-homogeneous function

of degree 1 (smooth on ZO“M), and C' := iod is the Liouville vector
field. The transition from S to S is mentioned as a projective
change.

In this chapter first we review some basic facts concerning a
projective change of a spray. Then all of the basic geometric data
(Ehresmann connection and its associated objects, horizontal
derivative, Berwald curvature, Jacobi endomorphism,...) of the
spray change; we give the explicit formulas for these changes. We
show that the Berwald curvature and its trace remain invariant
under a projective change at the same time. The criterion of
their invariance leads to a simple PDE for the projective factor,
which we solve without using coordinates.

We recall an intrinsic definition of the two basic projectively
invariant tensors, the Douglas curvature (D), which may
be constructed from the Berwald curvature, and the Weyl
endomorphism (W?®), which may be built from the Jacobi
endomorphism. As for the Weyl endomorphism (or projective
deviation tensor in Berwald’s usage), we adopted del Castillo’s
definition [22], mutatis mutandis, but we expressed it in a
more convenient form in terms of K, trK and their vertical
differentials.

Chapter 6 We begin with the definition of a Finsler func-
tion and its fundamental geometric data (Hilbert 1-form, nor-
malized supporting element field, angular metric tensor, Cartan
tensor, Landsberg tensor). We present some simple, more or less
technical, observations about these basic objects. Next we recall
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an intrinsic definition of the canonical spray of a Finsler man-
ifold. The construction is just a fine intrinsic reformulation of
the Euler-Lagrange equation of the energy functional. From this
point, our general principles may be realized according to the
scheme

Finsler function — canonical spray — Ehresmann
connection — curvatures.

Note that the Ehresmann connection determined by the canon-
ical spray of a Finsler manifold is said to be the canonical con-
nection or Berwald connection of the Finsler manifold. From
this connection, as in the general theory, a covariant derivative
operator can be obtained by linearization in the Finsler bun-
dle #: TM xp TM — %M, this is the (Finslerian) Berwald
derivative. (It is dangerous to confuse the Berwald connection
with the Berwald derivative!)

The only truly interesting result in this chapter is essentially
classical. In his paper [17] Berwald has shown that an at least
3-dimensional isotropic Finsler manifold has vanishing Weyl
endomorphism. (His formulation is distinct to some extent, but
equivalent.) It was discovered by L. del Castillo and, indepen-
dently, by Z. I. Szabd, that the converse of Berwald’s theorem is
also true. We give here a simple proof of this important obser-
vation. (Berwald himself also proved the converse, but he used
an additional condition.) For completeness, we also present an
independent proof of Berwald’s above mentioned statement; in
fact, this is the harder part. Note that in Berwald’s and Szabd’s
formulation it is assumed that the Finsler manifold is at least
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3-dimensional. In our treatment this condition is superfluous.
However, we shall discuss the 2-dimensional case repeatedly in
Chapter 9. Then we shall check that the Weyl tensor is auto-
matically zero (which is a well-known fact), while the canonical
spray is isotropic (this will be obtained as an easy consequence).

Chapter 7 Finsler geometric objects are typically position
and direction dependent. It may happen, however, that some of
them depend only on the position. Mathematically expressed:
some Finsler geometric objects may have vanishing vertical dif-
ferential. We mention here an important, classical example. In
an n-dimensional, isotropic Finsler manifold (M, F') may be de-
fined by the scalar curvature function

1

=t
== yp"

K7

where K is the Jacobi endomorphism. It is positive-
homogeneous of degree 0. Berwald has shown in [17] that if R
“depends only on the position”, i.e., VVR = 0, and dimM > 3,
then the function R is constant. (It is presupposed that the
manifold is connected.) This is the Finslerian version of the well-
known Schur lemvma from Riemannian geometry.

As we have already mentioned, systematic investigation of
Finsler manifolds with direction-independent data was initiated
by S. Bacsé and M. Matsumoto [5]. In this chapter we show
that the direction independence of the Landsberg tensor and the
stretch tensor holds only trivially, i.e., if these tensors vanish.
We also prove that R-quadratic Finsler manifolds have vanish-
ing stretch tensor. To formulate these results more explicitly,
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consider
the metric tensor ¢ := %VVV"F2,
the Landsberg tensor P := —%th,

and the stretch tensor 3 defined by

X(X,Y,Z,U):=2(V'"P(X,Y,Z,U) - V'"P(Y, X, Z,U)).
Then we have

(1) VVP =0 = P =0

(2) V'E=0 = £=0;

(3) VVH=0 = = =0.

Chapter 8 Let (M, F) be a Finsler manifold with metric
tensor g. First we define the orthogonal projection of the module

of sections of the Finsler bundle # : T'M x mITM — TM onto the
g-orthogonal complement of span(d) (§ is the canonical section).
On Euclidean analogy, it may simply be given by

In a more compact form,
=1 1 V'F®4§
pP= A .

We also define, what we mean by the projected tensor of a type
(2) or a type (]16) “Finsler tensor” (k > 1).
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Temporarily, we say that a Finsler manifold is a p-Berwald
manifold, if the projected tensor of its Berwald curvature van-
ishes. QOur first observation is that a p-Berwald manifold is R-
quadratic, if and only if, its stretch tensor vanishes. Next we
show that the class of the at least 3-dimensional p-Berwald
manifolds is the same as the class of the at least 3-dimensional
Berwald manifolds. Thus we obtain a new characterization of
Berwald manifolds in dimension n > 3. This result is strongly
related to Sakaguchi’s important theorem in [51], which states
that an at least 3-dimensional Finsler manifold is a Douglas
manifold (i.e., has vanishing Douglas curvature), if and only if,
its projected Douglas curvature vanishes. Sakaguchi’s theorem
plays an essential role in our proof.

Having the projection operator p, we may express the curva-
ture of the Berwald connection of an isotropic Finsler manifold
(M, F) in the very convenient form

1
R =Fp A (RV'F + 3FV'R),

where R is the scalar curvature mentioned above. Conversely, if
the curvature R takes this form, then (M, F') is isotropic. If, in
addition, R ‘depends only on the position’, then we obtain

R=FR(p&V'F-V'F®p).

Starting from these observations, to demonstrate the efficiency
of our tools, we conclude the Chapter with a new proof of the
Finslerian Schur lemma.
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Chapter 9 The greater part of this chapter consists essen-
tially of transcriptions in order to give an intrinsic formulation
in our setup of Berwald’s theory of 2-dimensional Finsler man-
ifolds, explained by him so beautifully in terms of the classical
tensor calculus in [16]. In this process all ingredients of the pre-
ceding chapters appear once again, but in a more transparent
form. This transparency is mostly due to the fact that we have
an intrinsically constructed orthonormal 2-frame, called Berwald
frame, and we may apply Fourier expansion with respect to this
frame. So, on the one hand, this chapter may be considered as
an application of our tools and techniques to a concrete situa-
tion. On the other hand, we find an opportunity to tie up some
loose ends.

We give an explicit representation of the Jacobi endomor-
phism, and conclude that all 2-dimensional Finsler manifolds
are isotropic. On the other hand, we can easily show that the
Weyl endomorphism annulates both members of the Berwald
frame, and hence it is the zero transformation. We show that a
2-dimensional Finsler manifold is p-Berwald, if and only if, it
is weakly Berwald, i.e., its Berwald curvature is traceless. We
conclude, finally, that a 2-dimensional Finsler manifold is a
Berwald manifold, if and only if, it is weakly Berwald and has
vanishing Landsberg tensor.

Chapter 10 Given a spray over a manifold M, we may ask:

When does a Finsler function exist such that its canonical
spray is the given spray? When does a Finsler function exist
such that its canonical spray is projectively related to the given
spray?
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The first question is the problem of Finsler metrizability or
Finsler-variationality, the second one is the problem of Finsler
metrizablity in a broad sense or, briefly, the problem of projec-
tive metrizability. In terms of the classical tensor calculus, A.
Rapcsdk has formulated two equivalent criteria for the projec-
tive relatedness of the canonical sprays of two Finsler functions
F and F over the same manifold M. These criteria are men-
tioned as Rapcsdk equations nowadays. In Rapcsdk equations
we find the partial derivatives of F and the spray coefficients of
the canonical spray of (M, F), or the Christoffel symbols of the
Berwald connection of (M, F'). So it makes sense to speak of a
Rapcesdk equation for a Finsler function with respect to a spray.
In what follows, we use the term in this sense. Then, obviously,
Rapcesdk equations give a key to attack the problem of projective
metrizability.

In the first essential step of this chapter we formulate one
of the Rapcsdk equations in an intrinsic (first index-free, next
index and argumentum-free) manner. Using these new forms,
we derive a simple necessary and sufficient condition for Finsler
variationality. Applying this criterion, we obtain an extremely
simple proof for the unicity of the canonical connection of a
Finsler manifold.

The rest of the chapter is devoted to necessary conditions
for projective metrizability of a spray. The most interesting
among them (with the most difficult proof) is the following;:

If a Finsler function F : TM — R satisfies a Rapcsdk equa-
tion with respect to a spray over M, then the Jacobi endomor-
phism K determined by the spray is “self-adjoint” with respect
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to the symmetric type (3) tensor T := VYV'EF, i.e., for any
sections X, Y along 7 we have

AK(X),Y) = n(X, K(Y)).



36

3

Tudomanyos munkassag

Referalt kiadvanyokban megjelent, illetve elfo-
gadott dolgozatok

(1)

(2)

(3)

(4)

()

S. Bacso, Z. Szilasi, Notes on the representational possibi-
lities of projective quadrics in four dimensions, Teaching
Mathematics and Computer Science 4 2006, 167-177.

S. Bacso, Z. Szilasi, Generalized Rabl Mappings and
Apollonius-Type Problems, Journal for Geometry and
Graphics 11 2007, 27-38.

S. Bacso, Z. Szilasi, On the direction independence of two
remarkable Finsler tensors, Differential geometry and its
applications - Proceedings of the 10th International Con-
ference on DGA2007, World Scientific, 2008, 385-394.

S. Béacso, Z. Szilasi, P-Berwald manifolds, Publicationes
Mathematicae 74, 2009, 369-382.

S. Bécsé, Z. Szilasi, On the projective theory of
sprays, Acta Mathematica Academiae Paedagogiace
Nyiregyhdziensis, megjelenés alatt.

Egyéb dolgozatok

(1)

Szilasi Z., A centrdlaxonometridrél az A. 456. feladat
kapcsan, Kdzépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2009.
majus



37

Eloadasok

(1) Térgeometriai problémak megolddsa a ciklografikus
leképezés magasabb dimenzidés altaldnositdsdnak alkal-
mazasaval, 2006. majus 5., Budapest, Orszagos abrazold
geometria konferencia

(2) P-Berwald sokasdgok, 2008. december 5., Debrecen, Geo-
metria tanszéki szeminarium



38

Irodalomjegyzék

Hivatkozasok

[1]

2]

D. Bao, S. S. Chern and Z. Shen, An Introduction to
Riemann-Finsler Geometry, Springer-Verlag, Berlin, 2000.

S. Bacsd, On geodesic mappings of special Finsler spaces,
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Serie 11, 59
(1999), 83-87.

S. Béacsé and M. Matsumoto, On Finsler spaces of Dou-
glas type. A generalization of the notion of Berwald space,
Publicationes Mathematicae 51 (1997), 385-406.

S. Bacsé and M. Matsumoto, On Finsler spaces of Douglas
type II. Projectively flat spaces, Publicationes Mathemati-
cae 53 (1998), 423-438.

S. Bédcsé and M. Matsumoto, Finsler spaces with the h-
curvature tensor dependent on position alone, Publicationes
Mathematicae 55 (1999), 199-210.

S. Bacsé and M. Matsumoto, On Finsler spaces of Douglas
type 1L, in: Finslerian Geometries (ed. by P. Antonelli),
Kluwer Academic Publishers, 2000, 89-94.

S. Béacsé and M. Matsumoto, On Finsler spaces of Dou-
glas type IV. Projectively flat Kropina spaces, Publicatio-
nes Mathematicae 56 (2000), 213-221.



(8]

[10]

[11]

[12]

39

S. Bécsé and Z. Szilasi, On the direction independence of
two remarkable Finsler tensors, In: Differential Geometry
and its Applications - Proceedings of the 10th International
Conference on DGA2007, World Scientific, 2008, 385-394.

S. Bécso and Z. Szilasi, P-Berwald manifolds, Publicationes
Mathematicae, 74 (2009), 369-382.

S. Bacsé and Z. Szilasi, On the projective theory of sprays,
submitted.

S. Bacs6 and R. Yoshikawa, Weakly-Berwald spaces, Publi-
cationes Mathematicae, 61 (2002), 219-231.

W. Ballmann, Vector Bundles and
Connections, http://www.math.uni-
bonn.de/people/hwbllmnn /archiv/concurvb.ps

K. Bélteky, Special path-preserving maps, Thesis, Debrecen,
1966. (Hungarian).

L. Berwald, Uber Paralleliibertragung in Raumen mit all-
gemeiner Massbestimmung, Jber. Deutsch Math.- Verein 34
(1926), 213-220.

L. Berwald, Paralleliibertragung in allgemeinen R&aumen,
Atti. Congr. Intern. Mat. Bologna 4 (1928), 263-270.

L. Berwald, On Finsler and Cartan Geometries III, Ann.
of Math., 42 (1941), 84-112.



40

[17]

[18]

[19]

[23]

[24]

[25]

[26]

L. Berwald, Ueber Finslersche und Cartansche Geometrie
IV, Ann. of Math., 48 (1947), 755-781.

M. Crampin, On horizontal distributions on the tangent
bundle of a differentiable manifold, J. London Math. Soc.
(2) 3 (1971), 178-182.

M. Crampin, Generalized Binachi identities for horizontal
distributions, Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 94 (1983), 125-
132.

M. Crampin, Isotropic and R-flat sprays, Houston J. Math
33 (2007), 451-459.

A. Deicke, Uber die Finsler-Riume mit A; = 0, Arch. Math.
4 (1953), 45-51.

L. del Castillo, Tenseurs de Weyl d’une gerbe de directions,
C. R. Acad. Sc. Paris Ser. A 282 (1976), 595-598.

J. Douglas, The general geometry of paths, Ann. of Math.
(2) 29 (1928), 143-168.

L. P. Eisenhart, Non-Riemannian Geometry. Reprint: Do-
ver, New York, 2005.

W. Greub, S. Halperin and J. R. Vanstone, Connections,
Curvature, and Cohomology, Vols I-III, Academic Press,
New York, 1972., 1973., 1976.

M. Giaquinta and S. Hildebrand, Calculus of Variations,
Vols LII. Springer-Verlag, Berlin, 2004.



[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

41

J. Grifone, Structure presque tangente et connexions, I,
Ann. Inst. Fourier, Grenoble 22(1) (1972), 287-334.

J. Grifone and Z. Muzsnay, Variational Principles for
Second-order Differential Equations, World Scientific, Sin-
gapore, 2000.

J. Klein, Geometry of Sprays, In: Proc. of the Iutam-Isimm
Symposium on Analytical Mechanics, Torino, 1982, 177-
196.

S. Lang, Fundamentals of Differential Geometry (Corrected
2nd printing), Springer-Verlag, Berlin, 2001.

D. Laugwitz, Differential and Riemannian Geometry, Aca-
demic Press, New York and London, 1965.

D. Laugwitz, Bernard Riemann 1826-1899 (Turning Points
in the Conception of Mathematics), Birkhduser, Boston-
Basel-Berlin, 1999.

R. L. Lovas, A note on Finsler-Minkowski norms, Houston
J. Math. 33 (2007), 701-707.

E. Martinez, J. F. Carinena and W. Sarlet, Derivations of
differencial forms along the tangent bundle projection, Diff.
Geometry and its Applications 2 (1992), 17-43.

M. Matsumoto, On the indicatrices of a Finsler space, Pe-
riodica Mathematica Hungarica 8 (1977), 185-191.



42

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

M. Matsumoto, Projective changes of Finsler metrics and
projectively flat Finsler spaces, Tensor N. S. 34 (1980),
303-315.

M. Matsumoto, Foundations of Finsler Geometry and spe-
cial Finsler spaces, Kaiseisha Press, 1986.

M. Matsumoto, The Tavakol-van den Bergh conditions in
the theories of gravity and projective changes of Finsler
metrics, Publicationes Mathematicae 42(1-2) (1993), 155-
168.

M. Matsumoto, On the stretch curvature of a Finsler space
and certain open problems, J. Nat. Acad. Math. India 11
(1997), 22-32.

M. Matsumoto, Finsler Geometry in the 20th-Century, in:
Handbook of Finsler Geometry (ed. by P. Antonelli), Kluwer
Academic Publishers, Dordrecht, 2003.

T. Mestdag and V. Téth, On the geometry of Randers ma-
nifolds, Reports on Mathematical Physics 50 (2002), 167-
193.

T. Mestdag, Berwald-Type connections in time-dependent
mechanics and dynamics on affine Lie algebroids, PhD The-
sis, Gent, 2003.

A. Moér, Uber projektive Vernderung der Ubertragung
in Linienelementmannigfaltigkeiten, Acta Sci. Math. 24
(1963), 119-128.



[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

43

B. O’Neill, Semi-Riemannian Geometry with applications
to Relativity, Academic Press, 1983.

P. N. Pandey, On a Finsler space of zero projective curva-
ture, Acta Math. Acad. Sci. Hungar, 39 (1982), 387-388.

J. Pék, Ehresmann-sokasdgok, sprayk és vonalelem D-
sokasdgok transzformdcioi, PhD Thesis, Debrecen, 2009.

J. Pék and J. Szilasi, Automorphisms of Ehresmann
connections, Acta Math. Hungar., 123 (2009), 379-395.

P. Petersen, Riemannian Geometry (Second Edition),
Springer-Verlag, Berlin, 2006.

A. Rapcsék, Uber die bahntreuen Abbildungen metrischer
Réume, Publ. Math. Debrecen, 8 (1961), 285-290.

H. Rund, The Differential Geometry of Finsler Spaces,
Die Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften 101,
Springer-Verlag, Berlin, 1959.

T. Sakaguchi, On Finsler spaces of scalar curvature, Tensor,
N. S. 38, 1982, 211-219.

Z. Shen, Differential Geometry of Spray and Finsler Spaces,
Kluwer Academic Publishers, Dordrecht 2001.

M. Spivak, A Comprehensive Introduction to Differential
Geometry, Vols. I-V (2nd edition), Publish or Perish, Hou-
ston, Texas, 1979.



44

[54]

[59]

[60]

[61]

Z. 1. Szab6, Ein Finslerscher Raum is gerade dann
von skalarer Kriimmung, wenn seine Weylsche Projek-
tivkrimmung verschwindet, Acta Sci. Math., 39 (1977),
163-168.

Z. 1. Szab6, Positive definite Berwald spaces (Structure
theorems on Berwald spaces), Tensor N. S., 35 (1981), 25-
39.

Z. 1. Szabd, Berwald metrics constructed by Chevalley’s
polynomials, arXiv:math.DG/0601522, 2006.

J. Szilasi, A Setting for Spray and Finsler Geometry, in:
Handbook of Finsler Geometry, Kluwer Academic Publis-
hers, Dordrecht 2003, 1183-1426.

J. Szilasi, Calculus along the tangent bundle projection and
projective metrizability, In: Differential Geometry and its
Applications - Proceedings of the 10th International Confe-
rence on DGA2007, World Scientific, 2008, 527-546.

J. Szilasi, Variations on a theme of A. Rapcsdk, handwrit-
ten manuscript.

J. Szilasi and Sz. Vattamany, Erratum to ,,On the pro-
jective geometry of sprays”, Differential Geom. Appl. 13
(2000), 95-118.

J. Szilasi and Sz. Vattamany, On the Finsler-metrizabilities
of spray manifolds, Periodica Mathematica Hungarica 44
(2002),



[62]

[63]

[64]

[68]

[69]

[70]

45

J. Szilasi and A. Gydry, A generalization of Weyl’s theo-
rem on projectively related affine connections, Report on
Mathematical Physics , 53 (2007), 261-273.

J. Szilasi and A. Gydry, Topics in spray geometry (manus-
cript)

J. Szilasi, R. L. Lovas, Some aspects of Differential Theo-
ries, in: Handbook of Global Analysis, Elsevier, 2007, 1071-
1116.

L. Tamassy and M. Matsumoto, Direct method to charac-
terize conformally Minkowskian Finsler spaces, Tensor N.
S. 33 (1979), 379-384.

V. Téth, Metrics along the tangent bundle projection, PhD
Thesis, Debrecen, 2003.

Sz. Vattamdny, Projection onto the indicatrix bundle of a
Finsler manifold, Publicationes Mathematicae 58 (2001),
193-221.

Sz. Vattamany and Cs. Vincze, Two-dimensional Lands-
berg manifolds with vanishing Douglas tensor, Annales
Univ. Sci. Budapest 58 (2001), 11-26.

Sz. Vattamany, On the projective geometry and metrizabi-
lity of spray manifolds, PhD Thesis, Debrecen, 2004.

F. W. Warner, The Conjugate Locus of a Riemannian Ma-
nifold, American Journal of Mathematics 87 (1965), 575-
604.



