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. Semmi sem allando csak a

valtozas maga”

Heérakleitosz

Bevezetés

Az élet folyamatosan dontések elé allit minket. Tobb szdz kisebb dontést hozunk meg naponta,
€s tobb-kevesebb nagyobb dontéssel is meg kell birk6znunk az életiink sordn. Az élet
tulajdonképpen ezeknek a kisebb-nagyobb dontéseknek a ldncolata, folyamata. Ez azt jelenti,
hogy a pillanatnyi dontéseink segitségével irdnyithatjuk a kozeli és a tdvolabbi jovénket, azaz
az életiinket. Ez a fajta felfogds az életrdl, vagyis, hogy a jové tudatos dontéseink sorozata,
nem volt mindig jelen a tdrsadalomban. Az emberiség torténetében nagy attorésnek szamitott
az a felismerés, hogy a jovd nem feltétlen az istenek szesz€lyének a jatéka (BERNSTEIN,

1996). Egy-egy ilyen dontés pedig felelgsséggel jaré kockazatvallalds (ROKUSFALVY, 2002).

De mi is tulajdonképpen ez a kockdzat? A kockdzat komolyabb tanulmédnyozasinak kezdete a
reneszdnsz id&szakdra nyudlik vissza, amikor is egy Chevalier de Méré nevd francia
kartyajatékos Blaise Pascal-hoz fordult segitségért, annak megértésére, hogy a taktikajat
alkalmazva miért veszit folyamatosan a jatékban. Pascal pedig Pierre de Fermat-ot hivta
segitségiil a ,,feladvan” megfejtése érdekében. A két matematikus a megoldds érdekében tett
egyiittes erSfeszitése fektette le a valoszintis€gszamitds alapjait, ami természetesen a kockazat
matematikai megértésének is az alapkove. Ez a megoldds volt az els6 megnyilvanuldsa annak,
hogy a jovo eldrejelezhetd és erre alapozva a dontés is meghozhaté szdmok segitségével
(BERNSTEIN, 1996). Természetesen azdta egyre tobb tudds, kutatd, gondolkodo foglalkozott
€s foglalkozik a kockdzat pontosabb megismerésével, definidldsaval, leirdsdval,
modellezésével. Annak ellenére, hogy a kockdzat egyre jobban elGtérbe keriil minden kutatdsi
teriileten, a mai napig sem sikeriilt megfelelGen preciz, pontos képet alkotni réla. Pedig az

elrejelezhetdség €s a dontés meghozatala szempontjdbdl igen nagy sziikség lenne ra.

Ugy gondolom, hogy az elébbi gondolatmenetbdl is egyértelmten latszik, hogy a kockdzat
mindenhol jelen van, kozvetve, illetve kozvetleniil befolydsolva dontéseinket és ezdltal

életiinket. Kiemelked6 fontossdgunak tartom tehdt, hogy foglalkozzunk a kockdzat
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témakorével, ezért is vdlasztottam dolgozatom kozponti kérdésének a kockdzat pontosabb
megismerését. Természetesen a kockdzat bnmagdban nagyon tdg fogalom. A mai modern,
globalizélt vilagunkban pedig kiemelkedd jelentGséggel bir a kockdzat megismerése, mérése és
eldrejelezhetdsége tobbek kozott a pénziigyi teriileten is. A dolgozatomban tehét a pénziigyi

kockdzatra helyezem a hangsulyt.

Pénziigyi szempontbdl kiemelkedS szerepe van a kockdzat szdmszerdsitésének, illetve
modellezésének. Ez pedig nem vdélaszthaté el a matematikatél. Viszont, mint minden
hatarteriilet esetében, a pénziigyi matematikdnak sem egyszer feladat az elmélet és a
gyakorlat 0sszehangoldsa. A szakirodalomban szdmos matematikailag kifogastalan elméletet,
modellt taldlhatunk, amit a gyakorlatban nem vagy szinte alig lehet hasznositani. Rengeteg
példat lathatunk arra is, hogy a matematikai modellek a gyakorlatban pontatlanul, hidnyosan
vagy éppen hibdsan vannak megfogalmazva, haszndlva. Ez természetesen félreértésekhez,
téves eredményekhez és kovetkeztetésekhez vezethet. Dolgozatom egyik kiemelkedd célja, az
elmélet és a gyakorlat minél jobb, pontosabb Osszehangoldsa, a modellek és matematikai
fogalmak preciz megfogalmazdsa és tisztdzdsa, valamint megfeleld médon torténd alkalmazasa
konkrét részvényarfolyam adatokon. Teszem mindezt a részvények, illetve a portféliok
kockdzatdnak mérése, valamint az optimdlis portfolié kivalasztdsdnak kérdése koré

csoportositva.
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1. fejezet

Témafelvetés és célkitiizés

Egy lehetséges megfogalmazds szerint a kockdzat annak a lehetdségnek a mérlegelése, hogy
valami értékkel birdt elvesztiink vagy megnyeriink (,,Risk is the potential of losing something
of value, weighed against the potential to gain something of value.” (KUNGWANI, 2014)).
Ezt, a kockdzatnak egy nagyon dltaldnos megfogalmazdsat természetesen sokféleképpen
értelmezhetjiik. Az is egyértelmd, hogy a kockdzat jelentése és megfogalmazasa

tudomdnyteriiletenként véltozhat.

Az egyik ilyen teriilet, ahol a kockdzat megértése, mérése, elemzése és eldrejelzése kozponti
szerepet kap, a kozgazdasdgtan, azon beliil is a pénziigyi teriilet. A kozgazdasdgtan
szempontjabol uttorének szdmit Knight 1921-es ,,Risk, Uncertainty, and Profit” (KNIGHT,
1921) cim{ mive, amelyben részletesen targyalja a kiilonbséget a kockdzat és a bizonytalansag
kozott, és amellyel megalapozta a valészintségen alapul6 kozgazdasagtant (BELYACZ, 2010).
A pénziigyi kockdzat és egyben a modern portf6li6 elmélet alapjainak letétele Harry
Markowitz nevéhez flizddik, aki 1952-ben a ,,Portfolio Selection” (MARKOWITZ, 1952) cimi
cikkében a kockdzatot a portfolié szérdsdnak segitségével definidlta. A pénziigyi kockdzat
kezelése, azaz a kockdazati tényezGk azonositdsa, mérése és ellenGrzése, ma is elengedhetetlen

eszkoz barmely iizleti tevékenység fenntartdsdhoz (JORION, 1999).

Annak ellenére, hogy a pénziigyi kockdzat menedzselése egyre nagyobb teret kap, a
pénzpiacnak a régmiltban és a kozelmultban is tobb sulyosabb vélsaggal kellett szembenéznie.
Ilyenek voltak példaul az 1772-es hitelvélsdg, a Wall Street 6sszeomldsa 1929-ben, az 1973-as
olajvalsag, az 1997-es dzsiai valsag, vagy €ppen a legutébbi 2008-es gazdasagi vildgvalsdg. A

2007-2009-es pénziigyi valsdg példaul a masodlagos piacrdl indult el: a jelzdloghiteleket a
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tulajdonosaik olyan bonyolult értékpapirokba foglaltdk, hogy a vev6k nem tudtik felmérni
ezeknek a kockdzatit (BELYACZ, 2013). A vilsag az USA-bdl indult el, de gyorsan 4tterjedt
az egész vilagra. JelentGs mértékben sujtotta tobbek kozott Angliat, Németorszagot,
Trorszdgot, Spanyolorszagot, a Balti-dllamokat, Dubait, Szingapurt, Ausztréliat, és Uj Zélandot
is (HELLEINER, 2011). Ezt, és az ehhez hasonl6 jelenségeket, vagyis amikor egy bizonyos
(4ltaldban negativ) eseménynek jelentGs €s gyors hatdsa van tobb orszdgra is, pénziigyi

fert6zésnek nevezziik (KAMINSKY et al., 2003).

Az el6bbi példédk is mutatjak, hogy a mai modern, globalizalt életiink minden teriiletének egyik
legfontosabb épit6kove a kockdzat menedzselése, amihez viszont elengedhetetlen a kockazat
minél pontosabb megértése és mérése. A mérés azonban 6nmagiban még nem elég, a dontés

meghozatala szempontjdbol elengedhetetlen az 6sszehasonlithatdsag is.

A dolgozatomban a pénziigyi kockdzattal foglalkozok részletesebben. A szakirodalom a
pénziigyi kockdzaton beliil harom nagyobb csoportot kiilonboztet meg, ezek a piaci kockazat
(vagyis a részvények €s a kotvények arvéltozdsanak, az arfolyamok ingadozdsanak, valamint a
nyersanyagok darvéltozdsanak kockdzata), a hitel kockdzat (vagyis a vissza nem fizetési
kockdzat) és a miikodési kockazat (amit f6leg belsd folyamatok, emberi tényezdk, a rendszer
vagy éppen kiils§ események nem megfelel6 miikodése, hibdja okoz) (BORODOVSKY -
LORE, 2000; EMBRECHTS et al., 2005). En a hangstlyt a pénziigyi kockazaton beliil a piaci

kockdzatra helyezem.

Az teljesen egyértelmd, hogy sziikség van a pénziigyi kockdzat mérésére, matematikai
leirasdra, modellezésére. Az viszont a mai napig sem egyértelmd, hogy mi lehet az a
matematikai fogalom, mérték, amellyel a kockdzatot pontosan le lehet irni, ki lehet szamolni.
Célom, mind elméleti, mind pedig gyakorlati szinten megvizsgédlni, hogy a leggyakrabban
hasznélt kockdzati mértékek koziil melyik bizonyul jobbnak, melyikkel, illetve melyekkel
mérhetjiik pontosabban a kockdzatot. Ot kockdzati mértéket veszek gorcsé ald: a szérést, a
varianciat, a szemivarianciat, a kockaztatott értéket (Value at Risk - VaR) és a varhato
veszteséget (Expected Shortfall - ES). Részletesebb elemzést végzek a kockaztatott érték és az
varhaté veszteség! Osszehasonlitisdra az ugynevezett utétesztelés (backtesting) moddszerét

kovetve. Megvizsgdlom tovdbbd, hogy milyen hatdssal van a portféliéval kapcsolatos

'A szakirodalom egyik részében a CVaR-nak (feltételes kockaztatott értéknek) feleltetik meg, de vannak akik

kiilon kockazati mértékként kezelik.
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dontéseinkre, ha a hagyomédnyos hozam-variancia kritérium helyett a hozam-varhat6 veszteség

kritériumot hasznaljuk.

Nagy kihivést jelent a kockdzatmenedzsment szdmadra a kockdzat tobbdimenzids volta, tovabba
a nem vart extrém események megértése, elSrejelzése (EMBRECHTS et al., 2005). A
tobbdimenzids struktirdk modellezésére bemutatom az tUgynevezett kopula fliggvényt és
megvizsgilom, hogy ennek segitségével valéban pontosabb képet kaphatunk-e a kockédzatrol.
Az elemzésekhez hét, a Budapesti Ertékt6zsdén jegyzett részvény tizéves idtavra vonatkozé
napi d4rfolyamadatait haszndlom. Az Osszehasonlithatésdg €s bizonyos modellek
alkalmazhatésdga érdekében, a legtobb esetben, az ezekbdl az drfolyamokbdl képzett
hozamadatokkal szdmolok. Ebbdl kdvetkez&en dolgozatom tovébbi célja annak megvizsgdlasa,
hogy az egyszer(, vagy pedig a logaritmikus hozamot érdemesebb haszndlni a szdmitdsokhoz,

valamint, hogy az eredmények értékelése fiigg-e a hozam szdmitdsdnak modjatol.

A témdhoz kapcsol6do hipotéziseim:

H1. Az egyszerl vagy a logaritmikus hozam haszndlata nem befolydsolja a vizsgalati

eredményeket.

H2. A kockaztatott érték (VaR) helyett a varhaté veszteség (expected shortfall) a kockdzat

pontosabb mérését teszi lehetGvé.

H3. A hagyomdnyos hozam-variancia kritérium helyett a hozam-vérhat6 veszteség kritérium

haszndlata megvaltoztatja az optimaélis portfolié Osszetételét.

H4. A kockédzatszamitds pontossagit a kopula fliggvény javitja.

13
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2. fejezet

Szakirodalmi attekintés

Altaldban, ha kockdzatrdl beszéliink, akkor a legtobben negativ eseményekre, veszteségekre
gondolnak és természetesen a pénziigyi kockdzatra is lehet Ugy tekinteni mint annak a
valészintisége, hogy tényleges hozam kisebb lesz, mint az elvart hozam. Ezt a megkozelitést
nevezziik veszteség vagy alsédgi (downside) kockazatnak. Ezzel szemben példaul Damodaran
szerint a pénziigyi kockdzat annak a val6szintsége, hogy a befektetés hozama kiilonbozik az
elvart hozamtol. Tehdt, a kockdzat magdban foglalja a veszteség kockazat mellett a nyereség
vagy felsddgi (upside) kockdzatot is, vagyis amikor a tényleges hozam nagyobb, mint az elvart

(DAMODARAN, 2003).

2.1. Hogyan mérjiik a kockazatot? A kockazati mértékek

Annak ellenére, hogy a kockdzat megfogalmazdsa nem teljesen egységes €s pontos,
matematikai szempontbdl az a célunk, hogy minél egyszeriibb mutatékkal, lehetSleg egyetlen
mérdszammal jellemezziik, fejezziik ki azt. A pénziigyi eszkd6zokhoz és portféliokhoz rendelt,

a kockdzatot jellemzd mutatészamokat kockazati mértékeknek nevezziik (GALL — PAP, 2010).

Matematikailag a kovetkezGképpen fogalmazhatjuk meg a kockazatot: Legyen (Q, ¥, P) egy
valdszinlségi mezd! és legyen X valoszintiségi valtozoknak (portféliok, pénziigyi eszkozok
profitjdnak) egy halmaza Q-n. Kockdzati mértéknek (risk measure) neveziink minden X
halmazon értelmezett valds értékeket felvevs funkciondlt: p : X — R. Ez azt jelenti, hogy a

kockdzat mérése tulajdonképpen megfeleltethets egy kapcsolat 1étesitésével a véletlen valtozok

'A dolgozatban hasznélt alapvetd valdszintiségszdmitasi és statisztikai fogalmak megtaldlhatéak FAZEKAS,

2000 kdnyvében.
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és a valds szdmok kozott. Ez nagyon tdg fogalom, ezért ahhoz, hogy a kockdzat ,.értelmes”
definici6jdhoz jussunk, bizonyos korldtozdsokat, tulajdonsdgokat kell megfogalmazni a
kockazati mértékekkel kapcsolatban. Természetes modon tobb ilyen elvards is adédik. Az
irodalomban (példaul ARTZNER et al., 1999; RUSCHENDOREF, 2013; EMMER et al.,
2015) leggyakrabban elSforduld, legtobbet haszndlt tulajdonsdgok a monotonitds
(monotonicity), szubadditivitds (subadditivity), pozitiv homogenitds (positive homogeneity) €s

az eltolds invariancia (cash invariance/ translation invariance).

Monotonitas
Ha egy befektetés hozama sosem kisebb mint egy madsiké, akkor ez a befektetés nem lehet

kockazatosabb mint a masik, azaz
X <Y = p(X) = p(Y), VX,Y € X. 2.1

Szubadditivitas
A szubadditivitdst mds néven diverzifikdcids hatdsnak is nevezik. Ez azt jelenti, hogy két

befektetés eredd kockdzata nem lehet nagyobb, mint az egyedi kockdzataik Osszege, azaz
p(X+Y) < p(X)+ pY), VX,Y,X+Y € X. (2.2)

Természetesen tobb valtozo esetén is érvényes ez a tulajdonsag:

Zn: p(Xi) — p
i=1

n

S

i=1

>0, VX1, ... X, € X. (2.3)

Pozitiv homogenitas
Ha megtobbszoroziink egy portf6liot, de megtartjuk annak Osszetételét, akkor a kockdzat a

nagysdggal ardnyosan véltozzon, azaz
p(AX) = 1p(X), VX,1X € X,VA > 0. (2.4)

Eltolas invariancia
Ha pozicionkhoz adott hozamu kockédzatmentes eszkozt adunk, akkor a kockdzat ennek a

pénzdramnak a nagysdgdval csokkenjen, azaz
o(X +a)=p(X)—a VX, X +a€ X,VYa eR. (2.5)

Egy kockazati mértéket koherens kockdzati mértéknek (coherent risk measure) neveziink, ha
teljesiti a fent emlitett négy tulajdonsidgot, azaz monoton, szubadditiv, pozitiv homogén és

eltolds invaridns. A koherens tulajdonsdg matematikai dltaldnositdsa megtaldlhaté példaul

16



DELBAEN, 2002 cikkében.

Itt szeretnék rdmutatni arra, hogy az el6bb felsorolt négy tulajdonsdg koziil a monotonitdsi
tulajdonsdg a monoton csokkend fiiggvény fogalmat irja le. Valamint, hogy az eltolds
invariancia a matematikdban szokdsos mddon a kovetkez$ alakot Olti: ha a € R, valamint
X,X +a € y, akkor p(X + a) = p(X). A tovdbbiakban a fentebb bemutatott definiciékat és

elnevezéseket fogom haszndlni (nem pedig a matematikdban szokdsosakat).

Megjegyzendd tovabbd, hogy a pozitiv homogén tulajdonsdg esetén, ha A helyére nullat
helyettesitiink, akkor p(0) = 0, azaz, ha nem birtokolunk semmilyen pénziigyi eszkozt,
portf6liot, akkor a kockdzatunk nulla. Ezt a tulajdonsdgot és az eltolds invarianciat
felhaszndlva lathatjuk, hogy ha a € R, akkor p(a) = p(0 + a) = p(0) — a = —a. Ez azt jelenti,
hogy a biztos pénzaramlds kockdzati mértéke (-1)-szerese Onmagdnak. Vagyis a biztos

veszteség kockdzata pozitiv, a biztos nyereség kockdzata pedig negativ (GALL — PAP, 2010).
Az optimalizdcié szempontjabdl fontos tovdbbd kiemelni a konvexitdsi tulajdonsdgot. Egy
p : X — R kockdzati mértéket konvexnek neveziink, ha minden A € [0,1] és
X, Y, AX + (1 -2)Y € X esetén
PAX + (1 =2)Y) < 2p(X) + (1 = )p(Y) (2.6)

teljestil.
A pozitiv homogenitdsbdl €s a szubadditivitasbdl kovetkezik a konvexitas:

p(AX + (1= 2A)Y) < p(AX) + p((1 = )Y) = 2p(X) + (1 = )p(Y). (2.7
Tehat ahhoz, hogy a kockdzatot minél pontosabban és ésszeribben mérni tudjuk, egy olyan
kockazati mértékre van sziikség, amely kielégiti a fent emlitett négy tulajdonsigot, azaz

monoton, szubadditiv, pozitiv homogén és eltolds invaridns.

A tovadbbiakban az irodalomban €s a gyakorlatban legtobbet haszndlt kockdzati mértékeket

mutatom be, valamint megvizsgdlom, hogy a négy tulajdonsag koziil melyeket teljesitik.

17



2.1.1. Variancia és szoras

A variancia (variance), illetve ennek a négyzetgyoke, a szords (standard deviation) kockazati
mértékként valo bevezetése Markowitz (MARKOWITZ, 1952) nevéhez flizddik és igy az egyik

legrégebben haszndlt kockdzati mérték.

Az X val6szintiségi valtozo variancidjdt, valamint szordsét a kdvetkez8képpen definidlhatjuk:
o?(X) := B(X - E(X))%, (2.8)

illetve
o(X) := Vo3(X), (2.9)

ahol E(X) jeloli az X valdszintségi valtoz6 varhato értékét.

Ez azt jelenti, hogy ha az X jeloli a véletlenszerd hozamot, akkor egy befektetés hozamanak
kockdzatét a hozam 4tlagtdl valé eltérései négyzetének dtlagdval mérhetjiik (SZEGO, 2002). A
nagyobb szords érték magasabb kockazatra utal (BACON, 2011).

A gyakorlatban a hozamnak, mint valészindségi vdltozonak a minta realizacidjaval dolgozunk,

azaz egy folytonos valOszintségi valtozé adott, konkrét értékeivel. Jeldlje ezt a minta

realizaciétr;, i = 1,...,n éslegyen r = (ry,...,r,). Ebben az esetben a varianciat a kovetkezd
modon kozelithetjiik:
o(r) = M (2.10)
n—1
ahol r; az i-edik (i = 1,...,n) hozam-érték, mig r ezen hozamoknak az atlaga. A négyzetre

emelésre azért van sziikség, hogy az dtlagtdl vald pozitiv €s negativ eltérések ne oltsak ki
egymadst, tovdbbd a nagyobb eltérések igy nagyobb sitllyal szerepelnek a szdmitdsokban

(BACON, 2011).

A szorést pedig természetesen a variancia négyzetgyokével tudjuk kozeliteni:

n L —7)2
o(r) = \/Z:;(rf’lr) 2.11)

A variancidnak, illetve a szérdsnak az eszk6zok kombindcidja, azaz a portf6liok kockazatanak

mérésekor is meghatarozé szerepiik van. Markowitz nevéhez fizdik annak bevezetése, hogy a
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portf6lié kockdzatit a hozamok kozti egyiittes eloszldsfiiggvény segitségével mérhetjiik. Az
egyiittes eloszlasfiiggvényt pedig a margindlis eloszldsokkal és a fiiggdségi szerkezettel

jellemezhetjiik.  Markowitz ezt a fligglségi szerkezetet a hozamok pédronkénti linedris

cov(X,Y)

korreldcids egyiitthatéjaval irja le: p(X,Y) = T T

ahol cov(X,Y) az X és Y a hozamokat
szimbolizdlé valészintiségi véltozok kovariancidja (SZEGO, 2002).  Természetesen, a

gyakorlatban a minta realizdcidoval tudunk szdmolni, ezért a tapasztalati kovariancidra

bevezetem a cov(x, y) jelolést, ahol x = (xi,...,x,) az X val6szinségi véltozéhoz tartozd
minta realizacié, y = (yy, . . ., y,) pedig az Y val6sziniségi valtozohoz tartoz6 minta realizacio.

Ekkor a portfolié (P) kockdzata, illetve variancidja, a benne szerepld m eszkdz paronkénti

kovariancidjanak sulyozott szdmtani dtlaga:

(S - 3 S wamis ) -3 S 2 ()l
m=1

vagy maétrixos formdban kifejezve:

o} =w Zw, (2.13)
ahol w = (wy,...,wy) jeloli a portfélibban szerepl§ eszkozok sulyat, r™ = (ri", .., a
portféliéban szerepl§ m-edik eszkdz hozamait (m = 1,...,k), p (™, r!) valamint cov (r™, r!)

az m-edik és a [-edik eszk6z hozamainak linedris korreldci6jat, illetve kovariancidjat, X a
kovariancidkbdl képzett kovariancia matrixot és o (r™) az m-edik eszkdz hozamainak szordsat.

A linedris korreldciordl részletesebb leirds taldlhatd a 2.2.1 alfejezetben.

Mivel a kockdzat mérésére koherens kockdzati mértékre van sziikség, érdemes megvizsgélni,
hogy a variancia kielégiti-e a koherencia négy tulajdonsdgit. Ebben az esetben elmondhatd,
hogy annak ellenére, hogy a variancia az egyik legrégebben hasznalt kockdzati mérték, a négy
tulajdonsdg egyikét sem elégiti ki, azaz nem monoton, nem szubadditiv, nem pozitiv homogén
és nem eltolds invaridns. Ennek bizonyitdsa az A.1 fliggelékben taldlhat6. Egy masik
probléma, hogy a variancia nem tesz kiilonbséget a veszteségek és nyereségek kozott (BUGAR
— UZSOKI, 2006). Tekintsiik példdaul az X €s Y nyereségeket jelent§ valoszintiségi valtozokat,
amiket a kovetkezSképpen definidlunk: P(X = 2000 eFt) = 0,5 és P(X = 5000 eFt) = 0,5,
valamint P(Y = 1000 eFt) = 0,5 és P(Y = 500 eFt) = 0, 5. Ekkor a variancidk:

o?(X) = BE(X — E(X))? = E(X?) — (E(X))? = 2250 eFt

o2(Y) = E(Y - E(Y))* = E(Y?) — (E(Y))? = 62,5 eFt.
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Ha ugyanezt a példat végigszamoljuk a veszteségek esetében, azaz amikor
P(X = -2000 eFt) =P(X = —5000 eFt) = 0,5 és P(Y = —1000 eFt) = P(X = —500 eFt) = 0, 5,
akkor wugyanazt a varianciaértéket, azaz ugyanazt a kockdzatot kapjuk, hiszen

a2 (-X) = (-1)?c%(X) = o 2(X).

A variancia csak abban az esetben hasznalhat6 kockdzat mérésére, ha a valdszintiségi valtozé
(profit, hozam, stb.) eloszldsa elliptikus (EFTEKHARI et al., 2000). Az elliptikus eloszlasrél
bdvebben a B fliggelékben irtam.

A szérds a variancidtdl eltérGen kielégiti a szubadditivitdsi és a pozitiv homogenitdsi
tulajdonsdgokat, de a variancidhoz hasonléan nem monoton, nem eltolds invaridns

(bizonyitasok: A.2 fiiggelék) és az sem tesz kiilonbséget a nyereségek €s veszteségek kozott.

Vagyis elmondhatd, hogy sem a variancia, sem pedig a szérds nem alkalmas a kockdzat
mérésére, hiszen a variancia példaul (egyebek mellett) megsérti a szubadditivitasi
tulajdonsédgot, azaz azt a minimum kovetelményt, amely szerint a diverzifikdcié nem novelheti
a portfolié kockdzatat. Tovabba a variancia €s a szords szimmetrikus, azaz ugyandgy ,,biinteti”

a magas hozamot, mint a nagy veszteséget.

2.1.2. Szemivariancia

A variancia és a szords szimmetrikus tulajdonsagat tudjuk kikiiszobolni a szemivariancidval
(semivariance). Ez a kockdzati mérték az tigynevezett veszteség kockdzat mérésére szolgil,
azaz csak a varhaté értéknél (varhat6 hozamndl) kisebb értékeket veszi figyelembe

(ALEXANDER, 2009).

Az X val6szintségi valtozd szemivariancidjat a kovetkez6képpen hatarozhatjuk meg:
SV(X) := E((min{X — E(X), 0})?). (2.14)

Hasonl6an a variancidhoz, ez esetben is a hozamnak, mint val6szintiségi valtozénak a minta
realizdcigjaval dolgozunk, azaz egy folytonos valdszintiségi valtozé adott, konkrét értékeivel,

és ebben az esetben a szemivariancidt a kovetkez6 médon kozelithetjiik:

n : - 2
S\\/(r) _ 2.1 (min ir, r,0}) ’ 2.15)
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aholr = (ry,...,ry), r; azi-edik (i = 1,...n) hozam értéke, mig r ezeknek az atlaga.

Bebizonyithaté (A.3 fiiggelék), hogy a szemivariancia ugyan eltolds invaridns, de se nem
monoton, se nem pozitiv homogén €s a szubadditivitdsi tulajdonsdgot sem teljesiti, és ezzel a
Markowitz elmélet minimum kovetelményének, a diverzifikdciés elvnek sem tesz eleget.
Ugyan a szemivariancia nem szimmetrikus kockdzati mért€k, azaz ebbdl a szempontbodl
pontosabb képet ad a kockdzatr6l, mint a variancia, illetve a szOrds, viszont a négy
legfontosabb tulajdonsdgbodl csak egyet teljesit, tehdt a szemivariancia sem koherens, igy nem

alkalmas a kockdzat pontos mérésére.

2.1.3. A kockaztatott érték (VaR)

A kockdztatott érték az utébbi évek leggyakrabban haszndlt mértéke a kockdzat mérésére.
Haszndlata az 1980-as évek végén, az 1987-es részvénypiaci Osszeomlds utdn valt egyre

elterjedtebbé (JORION, 2006). Definidldsdhoz el6bb sziikség van a kvantilis fogalméra.

Legyen X egy val6s értékd valdszintiségi valtoz6 Fx eloszlasfiiggvénnyel és p € (0, 1). Ekkor
azt a g ért€ket amelyre:

PX<q)=p

P(X<q)<p

teljestil, az eloszlas p-kvantilisének (p-quantile) nevezziik.

Masképpen fogalmazva, a p-ed rendd kvantilis azt a szdmot jelenti, amelynél az Osszes
el6fordulé ismérvértékek p-ed része nem nagyobb és (1 — p)-ed része nem Kkisebb.
Egyszeribben fogalmazva, a p-ed rendd kvantilis az az érté€k, ahol az eloszlasfiiggvény

keresztezi vagy dtugorja a p értéket (NANDORI, 2009).

El6fordulhat, hogy a kvantilis nem egyértelmd, illetve egy x szdm tobb értéknek is az
x-kvantilise. A 2.1 abréan is lathatd, hogy példaul g-kvantilisnek nevezziik az [b, c] intervallum

minden elemét, illetve, hogy c egy s-kvantilis, ahol s € [g, r].

Vegyiik észre, hogy valamiféle inverz reldcié all fenn az eloszlasfiiggvény €s a kvantilis kozott,

de ez nem a hagyomdnyos értelemben vett inverz, mert az eloszlasfiiggvény éltaldban nem
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2.1. abra. Kvantilisek: Az ’a’ érték p-kvantilis, az [b,c] intervallum 6sszes eleme
q-kvantilis és a ’c’ érték s-kvantilis, ahol s eleme az [q,r] intervallumnak.

Forrds: sajat szerkesztés, NANDORI, 2009) alapjin

kolcsonosen egyértelmid. Ezért van sziikség az dltaldnositott inverz (generalized inverse)
fogalmdra, amely tulajdonképpen biztositja, hogy minden értékhez egyértelmiien valaszthaté

legyen kvantilis (EMBRECHTS — HOFERT, 2013).

Legyen G : R — R egy monoton novekvs fiiggvény, R := [—oo, +o0], valamint
G(—00) = limy|_o, G(x) és G(c0) = limye G(x), valamint inf{} = co. A G fiiggvény

G : R — R 4ltaldnositott inverzén a kivetkezd fiiggvényt értjiik:

G (p) = inf{x € R|G(x) > p}, p ER. (2.16)

Ha G = F : R — [0, 1] egy eloszlasfiiggvény, akkor annak az F : [0, 1] — R éltaldnositott

inverzét kvantilis fiiggvénynek (quantile function) nevezziik:

F (p)=inf{x eRIF(x) > p}, pe(01). 2.17)

Ahol az F eloszlasfiiggvény folytonos €s szigortian monoton ndvekvd ott F~ a hagyomanyos
inverznek (F~!) felel meg. Tovabbd az F-beli ugrasok F-ben konstans részt eredményeznek

és forditva, az F-beli konstans részek ugrdsok lesznek F-ben.
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A hatarpontokban, azaz 0-ban és 1-ben, édltaldban nem definidljuk a kvantilis fiiggvényt (a
fliggvény hatarpontokban val6é definidldsa megtaldlhaté példdul EMBRECHTS — HOFERT,
2013 mivében), hiszen a O-kvantilisnek, illetve az 1-kvantilisnek nem sok gyakorlati értelme

van (EMBRECHTS - HOFERT, 2013).

Az F jol definidlt, hiszen, mivel F jobbrdl folytonos és monoton ndvekvd (az
eloszlasfiiggvény definicidja miatt) az {x € R, F(x) > p} halmaz egy [a,+o0) tipusu

intervallum, igy a halmaz infimuma a.

A kvantilis fliggvény néhdny alaptulajdonsdga megtaldlhat6 EMBRECHTS — HOFERT, 2013

mivében.

Ahogy mér fentebb emlitettem, tobb kiilonbozd érték is lehet p-kvantilis, ezért eltérd jelolést
vezetek be az ugynevezett alsé és a fels§ kvantilis jelolésére. Az X valdszindségi valtozo

legkisebb p-kvantilise:
gp(X) := inf{x € R|Fx(x) > p} = F (p). (2.18)
Az X val6szintségi valtozo legnagyobb p-kvantilise:
g’ (X) := inf{x € R|Fx(x) > p}. (2.19)

Mivel igaz, hogy {x € R|Fx(x) > p} < {x € R|Fx(x) = p}, igy
inf{x € R|Fx(x) > p} > inf{x € R|Fx(x) > p}, vagyis g,(X) < ¢’(X). Azaz p € (0, 1) esetén

a p-kvantilisek halmaza egy zdrt, korldtos intervallum: [g,(X), g”(X)].

Az alsé és felsd kvantilisek akkor és csak akkor egyenlSek, ha az {x € R|Fx(x) = p} halmaz

legfeljebb egyelemti, ahol

[4p(X), ¢?(X)), ha P(X = ¢"(X)) >0
{x e R[Fx(x) = p} = (2.20)

[9p(X), ¢"(X)], ha P(X = ¢"(X)) = 0.

Osszefoglalva ez azt jelenti, hogy a p-hez tartozé alsé és fels§ kvantilisek abban az esetben

nem azonosak, ha az eloszlasfiiggvény egy szakaszon konstans és ezen a szakaszon az értéke

éppen p.
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A 2.2 4brén az eloszlasfiiggvény lehetséges formai lathatdak (POLANSKY, 2011). A legfelsd
fliggvény egy szigorian monoton novekvd, folytonos eloszldsfiiggvény. Ebben az esetben
qe = q%, F(qq) = F(q¢%) = a, valamint P (X = ¢g%) = 0 barmely a € (0, 1) szint esetén. A
kozépso fiiggvény egy monoton novekvs és folytonos eloszldsfiiggvény. Ezen az dbran mdr
megfigyelhetd, hogy az alsé és a fels6 kvantilisek nem minden esetben egyeznek meg
(qa = q%, de qp # ¢”). Elmondhat6 tovabba - hasonléan az els6 eloszldsfiiggvényhez -, hogy
F(qa) = F(q%) = @, F(qp) = F(q°) = B és P(X =¢%) = 0 barmely o, € (0,1) szint
esetén. A legalso fiiggvény egy monoton, jobbrdl folytonos 1é€pcsds eloszlasfiiggvény. Ebben
az esetben is lathat6, hogy az also és a felsd kvantilis értékek nem mindig azonosak. Eltér&en

s

az el6zGektdl pedig elmondhatd, hogy P (X = ¢%) > 0 valamint, hogy F (q,) = F (¢%) > a és
B =F(qp) < F(qp.)

Az also és a fels6 kvantilis ismeretében mar definidlhat6 az egyik legszélesebb korben hasznalt

kockazati mérték a kockdztatott érték (Value at Risk).

Legyen X egy valdszintiségi valtozo az (Q, 7, P) valészintiségi mezdn, és a € (0, 1). Ekkor X
fels6 @-ad rendd kockaztatott értékét az X legnagyobb a-kvantilisének (—1)-szeresével
definialjuk:

VaR*(X) := —¢*(X). (2.21)

Hasonl6an, X alsé a-ad rendd kockéztatott értéke az X valdszintiségi véltoz6 legkisebb a-

kvantilisének (—1)-szeresével egyezik meg:

VaR,(X) := —¢qo(X). (2.22)

A tovdbbiakban az angol elnevezés utin az esetek legnagyobb részében a VaR roviditést fogom

hasznalni a kockaztatott értékre.

A gyakorlatban a hozamoknak, mint folytonos valészintiségi valtozoknak a minta

realizacidjaval tudunk szamolni. Jelolje r; az i-edik hozam (i = 1,...,n) minta realizaciéjat,
r=(py,...,r) és rl.* az r; elemek novekvd sorrendbeli permutdcidjdnak az i-edik elemét:
rf < r; < ... <. Ekkor az «-kvantilis a k-adik elem, ahol

k = [na] = max{m|m < na,m € N}. Az als6 VaR-et ennek az elemnek a (-1)-szeresével

kozelithetjik.  Mashogy megfogalmazva, a VaR értéke az empirikus eloszlasfiiggvény
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altalanositott inverzének (-1)-szeresével becsiilhetd:
VaR,(r) = —r} = —F{jmrn}(a), (2.23)

ahol F{(r_u--v,rn}(x) = rlzz?:l l{rin}-

A fels6 VaR mintabeli becslése pedig:
VaR®(r) = -1/, (2.24)

ahol [ = min {m|m > na, m € N}.

Tehat a kockéztatott érték az a szdm, amelynél nagyobb veszteség a-ndl kisebb vagy egyenld
valészindséggel fordul elS. A negativ kockaztatott érték azt jelenti, hogy az adott cég nagyobb
kockdzatot is bevdllalhat, ekkor X-et elfogadhatonak nevezziik (DELBAEN, 2000). A 2.3
abran is l4thatd, hogy a hozamot dbrdzol6 eloszlasfiiggvény esetén az eloszlds bal farkdt, mig a

veszteség esetén az eloszlds jobb farkat vizsgaljuk.

Nyereség Veszteség

« «
Ga Q-

2.3. dbra. Az a-kvantilis a nyereséget, illetve a veszteséget abrazolé siriiségfiiggvények
esetén

Forrds: sajat szerkesztés

A VaR megmutatja, hogy mi az az érték amelynél bizonyos val6szintis€ggel nem fogunk tobbet
vesziteni, de az egyik nagy probléma a VaR-ral, hogy az ennél az értéknél nagyobb
veszteségekkel nem foglalkozik. A 2.4 dbrdn egy példat mutatok arra, amikor két
hozameloszlds koziil az egyik esetében a veszteség értéke sokkal nagyobb lehet (alsé
eloszlasfiiggvény), mint a masik esetében, és ennek ellenére a két eloszlds VaR értéke

megegyezik.

Beldthato (A.4 fiiggelék), hogy a VaR (mind az als6, mind a fels§) monoton, pozitiv homogén

és eltolas invaridns. Ugyanakkor tovabbi nagy probléma a VaR-el, - és taldn e miatt érte a
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2.4. abra. Két kiilonbozé strtségfiiggvény (eloszlas) megegyez6 VaR-kel

Forrés: sajat szerkesztés

legtobb kritika is - hogy nem tdmogatja a diverzifikdcidt, azaz nem szubadditiv. A kovetkezd
két példa ennek bemutatdsdra szolgil. Az elsd példa Stlete Gall Jézseftdl szarmazik (GALL —
PAP, 2010) és azt az esetet mutatja be, amelyben a valészintiségi valtozok nem fiiggetlenek
egymdstdl. A masodik példdban mar fiiggetlen valoszintiségi véltozokat veszek figyelembe és

az Otlet Paul Embrechtst6l szarmazik (EMBRECHTS — HOFERT, 2014).

1. Példa

Legyen (Q,F,P) valésziniségi mez6, Q = {wi,wi w3, ws} és P({wi}) = 0,02,
P{wz}) = Pws}) = 0,04, P({ws}) = 0,9. Legyen X és Y egy-egy portfoliobdl szarmazd
profit, ahol X(w;) = —80, X(w;z) = -30, X(w3) = -3, és X(w4) = 30, valamint Y(w;) = —80,
Y(wy) = =5, Y(w3) = =30 és Y(w4) = 30.

Egyértelmd, hogy ebben az esetben a két valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye megegyezik:
Fx(x) = Fy(x) (2.5 dbra). A 2.5 dbrardl leolvashatdok, valamint konnyen kiszamolhatok a
kiilonboz6 a szintekhez tartozé alsé €s felsG VaR értékek, amiket a 2.1 tdbldzatban foglaltam
Ossze. Az Y val6szinlségi valtozohoz tartozd alsé és fels6 VaR értékek egyenldek az X

valészintiségi véltozoéval, mert a két valdszintiségi véltozo eloszlasfiiggvénye megegyezik.

KovetkezG 1épésként veszem a két valdszintiségi valtozd osszegét: (X + Y)(w;) = —80 — 80,

27



”FX(z) = Fy ()

0.8 1
0.6 1
0.4 {

0.2 {

e——— 0
e—O
-8 o} ‘

80 30 -5 30 ,

2.5. abra. Az X és Y valosziniiségi valtozok eloszlasfiiggvényei.

Forrés: sajat szerkesztés

2.1. tablazat. VaR szubadditivitasa: Az X (illetve Y) valésziniiségi valtozohoz tartozo alsé

és felsg VaR értékek kiillonbozé o szinteken.

a VaR,(X) | VaR?*(X)
(0;0,02) 80 80
0,02 80 30
(0,02; 0,06) 30 30
0,06 30 5
(0,06;0,1) 5 5
0,1 5 -30
(0, 1;1) =30 -30

Forras: sajit szamitas
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(X + V)(w) = =30 =5, (X + Y)(ws) = =5 —30 és (X + ¥)(ws) = 30 + 30. Ekkor
P(X +Y = —160) = 0,02, P(X +Y = —35) = 0,08, P(X + Y = 60) = 0,9.

Az Osszeg eloszlasfliggvénye a 2.6 abran lathatd, a kiilonboz8 « szintekhez tartozé alsé és

fels6 VaR értékeket pedig a 2.2 tdblazatban foglaltam Gssze.

Fx iy ()
1t *—>
0.8 1
0.6
04 |
0.2t
@ O
8 C :
—160 —35 60

2.6. abra. Az X + Y valésziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye.

Forrés: sajat szerkesztés

2.2. tablazat. VaR szubadditivitasa: Az X + Y valészintiségi valtozohoz tartozé alsé és

felsé VaR értékek kiillonbozé o szintek esetén.

@ VaR,(X +Y) | VaR*(X +Y)
(0;0,02) 160 160
0,02 160 35
(0,02;0,1) 35 35
0,1 35 ~60
(0,1;1) ~60 ~60

Forras: sajat szamitas

Ekkor példaul @ = 0, 1 esetén VaR ;(X) = VaRq(Y) = 5, valamint VaRg (X +Y) = 35. Vagyis

VaRg (X +7Y) > VaR((X) + VaRg(Y),
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azaz a VaR nem szubadditiv.

2. Példa

Ellentétben az el6z8 példdval (ahol a két valésziniségi valtozé nem volt fiiggetlen), a masodik
példdban az X; (i = 1,...,100) fiiggetlen, azonos eloszlasu, szintén portf6lidkra vonatkozd
val6szintiségi valtozokat vizsgdlok, amelyek eloszldsa a kovetkezs: P(X; = 2) = 0,99 és
P(X; = —100) = 0,01. Ez azt jelenti tehat, hogy 99% annak az esélye, hogy egy-egy portf6lié 2

egység hasznot hoz, mig 1% annak az esélye, hogy 100 egységet veszitiink rajta.

Ekkor kiszdmolhatd, hogy VaR%0° (X;) = -2, azaz

100
Z VaR®%(X;) = —200.
i=1

Ennek a 100 valészindségi valtozd osszegének a VaR értéke pedig:

100

Z(Xi)

i=1

VaR%% = 106.

Azaz ismét lathatd, hogy a VaR nem szubadditiv, hiszen

100

Z(Xi)
i=1

100
> Z VaR%%(X;).
=1

1

VaR"%3

A szubadditivitds hidnya tulajdonképpen a diverzifikdcié hatdsardl alkotott képiinket sérti,
hiszen a diverzifikdci6 hatdsdra a kockdzatnak csokkennie kellene. De, ahogy azt két példaban

is bemutattam ennek pontosan az ellenkezdje kovetkezett be.

Tovabbi fontos tulajdonsdga a VaR-nak, hogy az a csokkend fliggvénye, azaz ha X egy
valdszintségi valtozo és a € (0, 1), akkor az @ +— VaR,(X) és @ — VaR?(X) fiiggvények
monoton csokkendk. Az allitds bizonyitdsa megtaldlhat6 az A.4 fiiggelékben, valamint az elsé

példa esetében a @ — VaR,(X) fliggvény az 2.7 dbran lathato.

Mindezeken feliil belathatd, hogy a VaR nem konvex kockdzati mérték. Az el6zGekben
bemutattam, hogy a VaR homogén €és nem szubadditiv kockdzati mérték. Ekkor példdul (a 2.7
képletben A = 0, 5 vdlasztassal):

VaR(0,5X + 0,5Y) = VaR(0,5(X +Y))

=0,5VaR(X +7Y) > 0,5(VaR(X) + VaR(Y)),

30



lVaR.(X)

80
30 joe
51 ce ‘
0.1 1 «
—30 o 0

2.7. abra. Az a — VaR,(X) fiiggvény az els6 példa esetén.

Forrés: sajat szerkesztés

azaz a VaR nem konvex, ami az optimalizalasi feladatokndl problémat jelenthet.

Osszefoglaléan elmondhaté teh4t, hogy a VaR pozitiv tulajdonsdga, hogy a kockdzatot egyetlen
szdmban és pénznemben hatdrozza meg, ellentétben a szérdssal, ahol intervallumot kapunk.
Ebbdl kovetkez6en a VaR konnyen értelmezhet6 és a kiilonboz6 értékek konnyen
osszehasonlithatdak (ACERBI et al., 2001). A VaR pozitiv tulajdonsdgai kozé tartozik az is,
hogy a szemivariancdhoz hasonléan als64gi kockdzati mérték. Ezen pozitiv tulajdonsdgok
mellett a VaR-nak stlyos hidnyossdgai is vannak. Egyik nagy hidnyossdga, hogy nem veszi
figyelembe a VaR-on tili veszteségeket (2.4 dbra), pedig a stlyos, extrém veszteségek pontos
ismerete fontos lenne. Annak ellenére, hogy a VaR a koherens kockazati mértékek négy
tulajdonsdgabdl haromnak megfelel, a szubadditivitds hidnya sérti a diverzifikdci6 elvét, ami
kockdzati mértékekkel szemben tdmasztott egyik minimum-kovetelmény.  Ezen kiviil
problémat jelent, hogy eltér6 konfidencia szintek mellett eltér§ kockdzati rangsoroldshoz

juthatunk (SZEGO, 2002). Mindezeken feliil, a konvexitds hidnya nagyon nehézkessé teszi a
VaR haszndlatat optimalizaciés problémak esetén (WOZABAL, 2008).

Tehat a VaR csak elliptikus eloszldsok (B fliggelék) esetén alkalmas a kockdzat mérésére. Nem
elliptikus eloszldsok esetén - ami a gyakorlatban nem ritka jelenség - a kockdzat téves
megitéléséhez vezethet, ami a 2007-2009 gazdasagi vildgvélsagban is szerepet jatszott (DAS
et al., 2013).
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2.1.4. Varhato veszteség (ES)

Lathat6, hogy a VaR sem elégitette ki a koherens kockdzati mértékek alapvet$ tulajdonségait.
Felmertil tehdt a kérdés, hogy 1étezik-e koherens kockdzati mérték. A vdlasz igen, példdul a
varhaté veszteség (expected shortfall - ES). Mivel a magyar szakirodalomban is az ES

roviditést hasznaljak, ezért én is azt haszndlom a tovdbbiakban.

A VaR esetében arra kerestiik a valaszt, hogy mi az a minimélis veszteség, ami az esetek
legrosszabb a = 100 szdzalékdban bekovetkezhet. Tegyiik fel most a kérdést kicsit masképpen:
Mi az a varhat6 veszteség, ami az esetek legrosszabb a * 100 szdzalékdban bekdvetkezhet
(ACERBI et al., 2001)? A valaszt az ES adja meg, amely az esetek legrosszabb a * 100
szdzalékdban mutatja a veszteség (profit) varhaté értékét, amit matematikailag a

kovetkezSkben bemutatottak szerint fogalmazhatunk meg.

Legyen X egy valdszintségi valtozd, valamint a € (0, 1) és tegyiik fel, hogy E((X)™) < oo, ahol

(X)~ az X negativ része. Ekkor X ES értéke a szinten a kdvetkezGképpen definidlhat6:

ESy(X) := —l/a qu(X)du = 1 /a Fy (u)du = ! /a VaR,(X)du. (2.25)
a Jo a Jo a Jo

Mivel az alsé és a fels§ kvantilisek csak egy nulla valészintiségi halmazon kiilonboznek
egymastol, és igy foa qu(X)du = /Oa q"(X)du, a definiciéban az alsé és a fels§ kvantilisek

kicserélhetbek, azaz

ES,(X) = —é ‘/Ow qu(X)du = —é '/004 q"(X)du. (2.26)

Azt mondhatjuk tehdt, hogy ellentétben a VaR-ral, az ES esetében nincs kiilonbség az alsé és a

felsS ES kozott (GALL — PAP, 2010).

A gyakorlatban a hozamoknak, mint folytonos valészintiségi valtozoknak a minta
realizacidjaval dolgozunk. Legyen r; az i-edik (i = 1,...n) hozam értéke, r = (ry,..., 1),

ekkor az ES kiszamitasdhoz el&szor novekvd sorrendbe kell rendezni az elemeket:

ri <ry <...<r,, ahol r/ jeloli az r; minta realizdci6 novekvd sorrendbeli permutécidjanak
i-edik elemét. Ezen sorrend alapjén a legrosszabb a szdzaléknyi eset: r{,rJ, .. .,r,’:, ahol

k = [na] = max {m|m < na,m € N} . Ekkor az a-kvantilis a k-adik elem, és az ES ennek a k
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elemnek az atlagdval kozelithet6 (ACERBI et al., 2001):

k P
ES,(r) = - =t kl i (2.27)
A (2.27) kifejezést atalakitva adodik:
k P n *
=a i z Zi= ri 1 <k
ESy(r) = - k1 _ 1k{l }

1 - * . k) - *
=7 (Z ey = i ey + )0 l{isk}) (2.28)

i=1 i=1 i=1

(S, o
=% (Z Ti l{rfSrzf} - Zri (l{r;‘Sr,j} B l{iSk})) ’

i=1 i=1

Vegyiik észre, hogy a (2.28) egyenletben a masodik sort tgy kaptam, hogy a kifejezéshez
ugyanazt a tagot adtam hozza, mint amit elvettem, igy a kifejezés értéke nem valtozik. Majd
kiemeltem a Y, r]" tényezSt. Az 1{,;9;} — 1i<xy kiilonbség értéke az esetek legnagyobb
részében nulla, hiszen az els6 €s a masodik halmaz megegyezik. A halmazok akkor kiilonboznek
egymdstol, ha i > k esetén létezik r,-al megegyez$ elem. Ezekben az esetekben l{ri*sr;:} =1
€s 1;<xy = 0, azaz a kiilonbség értéke 1-gyel egyenld. Igy a (2.28) egyenlet 4talakitdsa a
kovetkezSképpen folytathato:

n

ES,(r) = —% (Z rilg<ry = 1 Z (1{r1<r 1{isk}))

=1 (2.29)

n

nl . k
=7 (; Z rilg<ry =1y (; ; Loi<ry = ;)) ~

i=1

Mivel « %-nel, a varhat6 érték az atlaggal, mig a valésziniiség a kedvezG/0sszes kifejezésekkel
kozelithetd, illetve szdmolhato ki, igy l4thaté a (2.29) képletbdl, hogy az ES a kovetkezSekben

megfogalmazottak szerint is definidlhaté.

Legyen X valdszinlségi valtozé, melyre E((X)™) < oo és legyen a € (0, 1), ahol (X)™ az X

negativ része. Ekkor X ES értéke a-szinten:

ESa(X) =~ (B(XTxzq,000) + () = P(X < go(X))). 230

Bebizonyithatd, hogy a (2.25) és a (2.30) definicié megegyezik (GALL — PAP, 2010). Az
egyszerliség kedvéért a tovabbiakban ¢,(X) helyett a g, jelolést hasznalom. Ekkor egy kis
atalakitdssal a (2.30) egyenletbdl lathat6, hogy

1
ESe(X) = —— (E(XI{XSq(,}) + gola - FX(qa)))
‘f Fu(go) (2.31)
= ——E(X1(x<4,}) * G (1 - Q) )
(04 (04
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Folytonos esetben Fx(q,) = a és igy a (2.31) egyenletben a masodik tag nulla, és igy:
1
ES,(X) = —EE(XI{XS%}). (2.32)

Elmondhat6, hogy - ellentétben az eddig vizsgélt, és igen gyakran haszndlt kockdazati
mértékekkel - az ES monoton, szubadditv, pozitiv homogén és eltolds invaridns (bizonyitas A.5
fliggelékben), azaz koherens kockdzati mérték. Az ES tovédbbi fontos tulajdonsdga, hogy az «
folytonos és monoton névekvd fiiggvénye (bizonyitas A.S fiiggelékben). Annak ellenére, hogy
az ES nagyon sok pozitiv tulajdonsdggal rendelkezik, ez sem bizonyult tokéletesnek, hiszen
példaul, mig a VaR mindig létezik, addig az ES 1étezéséhez az E((X)™) < oo feltételezéssel kell

élniink.

Az ES definici6jdnak €és tulajdonsdgainak targyaldsa utdn két példat mutatok be annak

kiszamitasara.

1. Példa

Ez a példa megegyezik a VaR esetében bemutatottal, azaz legyen (Q, 7, P) valdszintségi
mezl, Q = {wi, wr, w3, ws} €s P({w1}) = 0,02, P{w>}) = P({ws}) = 0,04, P({w4}) = 0,9.
Legyen X és Y egy-egy portf6liébdl szarmazé profit, ahol X(w;) = —80, X(w;) = -30,
X(w3) = -5, és X(w4) = 30, valamint Y(w;) = =80, Y(wy) = =5, Y(w3) = =30 és Y(w4) = 30.
Tudjuk, hogy

a

1 ¢ 1 [e 1
ESQ(X):_E‘/O qx(X)dx:—E/O —VaRx(X)dx:E/O VaR (X)dx.

Vagyis a VaR esetében az elsd példanal bemutatott x — VaR,(X) fiiggvényt kell integréalni O és

a kozott. Igy példdul

1 0,01
E S X) = VaR.,(X)d
0,01(X) 0’01/0 aR(X)dx
| 0,01
= 80dx = 80
0,01/0 *
1 0,08
ES X) = VaR,(X)d
0,08(X) 0,08/0 aR . (X)dx
1 0,02 0,06 0,08
= (/ 80dx +/ 30dx +/ de) = 36,25
0,01 \Jo 0,02 0,06
1 0,2
ES()z(X) = / VaRx(X)dx
: 0.2 J,

1 0,02 0,06 0,01 02
= (/ 80dx +/ 30dx +/ S5dx +/ 3de) =0
0,2 \Jo 0,02 0,06 0.1
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Tovabbi ES értékek megtaldlhatdak a 2.3 tabldzatban.

2.3. tablazat. ES példa: az X valészintiségi valtozo ES értékei kiilonb6z6 o szinteken.

a ES
0,01 80
0,03 | 63,3
0,08 | 36,25

0,2 0
0,9 | 23,3

Forras: sajit szamitas

Itt kell megjegyezni, hogy ha példdul az egyik értéket megvaltoztatjuk, vagyis feltételezziik,
hogy bizonyos esemény hatdsdra extrém vesztes€g kovetkezhet be, azaz legyen
P({w1}) = —1000, akkor a VaR értéke a@ > 0,02 esetén nem valtozik, ezzel szemben az ES

értéke minden alfa szinten méri ezt a valtozast.

2. Példa
A kovetkezd példa Acerbitsl szarmazik (ACERBI, 2002).

Legyen (Q, F, P) val6szinlségi mezs, Q = {wi,wr w3} és P{w1}) = PHw2}) = p,
P({w3}) = 1 - 2p, ahol 0 < p < 1. Legyen N € R pozitiv és X, i = 1,2 két val6szintiségi
valtozd, ahol

—-N, hai=},

Xi(wj) =

0, egyébként.
Azaz Xi(w1) = =N, Xi(w2) = 0, Xi(w3) = 0, Xo(w1) = 0, Xo(w2) = =N, Xo(w3) = 0, és igy a
két valészintdségi valtozé Osszege (X| + Xo)(wy1) = =N + 0, (X7 + Xo)(wp) = 0 —= N,

(X] + Xz)(a)g,) =0+0.

Ekkor P(X; + X, = —=N) = 2p, PXi+X,=0)=1- 2p. A 2.8 dbran lathatéak az X;,i = 1,2,

valamint az X + X valdszinliségi valtozok eloszlasfiiggvényei. Ezek segitségével konnyen
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leolvashatdk, illetve kiszdmithatok a VaR és az ES értékek, amelyeket a 2.4 tabldzatban

foglaltam Ossze.

Fx,(z) = Fx,(z)

FX1+X2(37)

x

2.8. abra. Az X;,i = 1,2, valamint az X; + X, valészintiségi valtozok eloszlasfiiggvényei a

Forrés: sajat szerkesztés

2. példa alapjan

2.4. tablazat. A 2. példa alapjan szamolt VaR és ES értékek

p<a<?2p p=a P>«
Kockdzati mérték | X1 Xi1+Xo | Xip Xi+X2 | Xi2 X1+ X2
VaR, 0 N N N N N
VaR? 0 N 0 N N N
ES, Np/a N N N N N

Forrés: sajat szamitds, (ACERBI, 2002) alapjan

v

Az el6z6ekben olyan kockdzati mértéket kerestem, amely kielégiti a monotonitds, a
szubadditivitas, a pozitiv homogenitds és az eltolds invariancia tulajdonsédgait, azaz koherens.
A 2.5 tablazatban foglaltam Ossze a tapasztalatokat a variancia, a szdérds, a szemivariancia, a
VaR és az ES kockdazati mértékekrSl. Léthatd, hogy a legtobbet haszndlt kockdzati mértékek

koziil, csak az ES koherens.
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2.5. tablazat. Néhany ismert kockazati mérték tulajdonsagai

Monotonitds Szubadditivitds Pozitiv homogenitds Eltolds invariancia
variancia - - - -
szOras - v v -
szemivariancia - - - v
VaR v - v v
ES v v v v

Forras: sajat szerkesztés

2.2. A fiiggoségi struktiira

Mint, ahogy az az eddigiekben is lathaté volt, a diverzifikdcidnak nagy szerepe van a portfélié
kockdzatanak csokkentésében. Az irodalomban és a gyakorlatban is ismert kockdzati mérték,
amely tdmogatja a diverzifik4ciot, a varhat6 veszteség (ES). Ennek ellenére a torténelem sordn
tobb pénziigyi valsdggal is szembe kellett nézni. Ezeknek a vdlsdgoknak az egyik oka az lehet,
hogy egy esemény hatdsdra a portfélioban nem csak egy kockdzati faktor mutat extrém
viselkedést, hanem egyiittesen tobb kockdazati faktor is, €s ez tulajdonképpen kioltja a
diverzifikaci6 ,,védelmez$ hatdsat”. Az ilyen jellegli, egyiittesen bekovetkezd veszteségek
gyakorisdga sokkal nagyobb, mint azt az elliptikus eloszlasok esetén gondolnank (BENEDEK
et al., 2002).

A nagy veszteség elkeriilése €s pontosabb modellezhetGsége érdekében sziikség van a
valoszindségi valtozok, azaz a portfolidban 1€vS eszkozok kozotti kapesolatok megértésére €s
mérésére. A kovetkezGkben Osszefoglalom a legfontosabb és a kapcsolat szorossdganak

mérésére legtobbet hasznalt mutatdkat.

2.2.1. Linearis korrelacio

A linedris korrelaciot az tigynevezett korreldcios egyiitthatoval, vagy mas néven Pearson-féle

korrelacios egyiitthatoval (correlation coefficient/ Pearson correlation) tudjuk mérni.

Legyenek X és Y val6sziniségi vdltozok nem nulla, véges variancidval (02(X), o2(Y) < oo).
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Ekkor X és Y korreldcids egyiitthat6jan a

H(X.Y) = cov(X,Y) :cov(X,Y) (2.33)

T 2(X)o(Y) o(X)o(Y)

mennyiséget értjiik, ahol
cov(X,Y) =E[(X —-E(X))Y —E(Y))] = E(XY) - E(X)E(Y)

az X és Y valdszinliségi véltozok kovariancidja (covariance).

Minta realizacio esetén a linedris korrelacié kiszdmitdsa a kovetkezd képlettel torténik:

. 2 (i = X)(yi = y)
Vi (= B2 B (i - )

(2.34)

Ha X,Y : Q — R", akkor az nxn dimenziés X kovariancia matrix (i, j)-edik eleme megegyezik

cov(X;, Yj)-vel, azaz X;; = cov(X,Y);; = cov(X;,Y;),ahol 1 <1i,j < n.

A kovariancia elGjele mutatja meg, hogy a két valdszintiségi véltozé kozott pozitiv vagy
negativ iranyd kapcsolat van. Ha cov(X,Y) = 0, akkor a két valdszinliségi valtozot
korreldlatlannak nevezziik.  Egy valdszinliségi véltoz6 Onmagdval vett kovariancidja a

val6szintségi valtozé variancidja, azaz cov(X, X) = o2(X).

A korreldcios egyiitthatoval linearis korrelaciot tudunk mérni. Tokéletes linedris fiiggdség,
azaz P(Y = aX +b) = 1, (a e R\ {0}, b € R) esetén p(X,Y) = +1. Ha p(X,Y) = —1, akkor
tokéletes negativ fliggdségrdl, mig p(X,Y) = 1 esetén tokéletes pozitiv fliggdségrdl beszéliink.
Ami talan még ennél is fontosabb, hogy az allitds megforditasa is igaz. Egyéb esetekben pedig,

a korrelacios egyiitthato értéke —1 és 1 kozé esik (EMBRECHTS et al., 2001).

Ha X és Y fiiggetlenek, akkor E(XY) = E(X)E(Y) és igy cov(X,Y) = 0, vagyis p(X,Y) = 0. Az
allitds megforditdsa viszont mar nem igaz. Tegyiik fel példaul, hogy X egyenletes eloszldsu a
[-1,1] intervallumon (X ~ U(-1,1)) és ¥ = X?, amikor X és Y természetesen nem
fiiggetlenek, de cov(X,Y) = cov(X, X?) = E(XX?) — E(X)E(X?) = E(X?) - E(X)E(X?) = 0,
mert X véarhat6 értéke és harmadik momentuma is nulla. A fiiggetlenség és a korreldlatlansag
fogalma tehdt nem ugyanaz, és csak abban az esetben esik egybe, ha a két valészintségi

véltozo egyiittes eloszldsa normdlis.

Annak ellenére, hogy a linedris korreldcié igen gyakran haszndlt mérGszdm a fiiggéségi
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struktira kifejezésére, nagyon konnyen félrevezets is lehet. Nem elliptikus eloszldsok esetén
nem mérhetiink vele fiiggéséget, €és sokszor elliptikus eloszldsok esetén sem vezet megfeleld
eredményre (EMBRECHTS et al., 2001). A 2.9 dbran példaul két szimuldcié eredménye
lathat6. A két esetben ugyanaz a peremeloszlds (standard normdlis) és a linedris korreldcié
értéke (p = 0,7), de az dbrardl is jol lathatd, hogy teljesen mds fliggdségi struktirardl van sz6

(EMBRECHTS et al., 2001).

Problémit jelent tovdabb4, ha nem létezik az eloszlas elsG és/vagy masodik momentuma, vagy
ha az végtelen (pl. vastagfarki eloszldsok esetén), mert akkor a kovariancia nem szdmolhat6
ki. A kovariancia érzékeny a kiugro ért€kekre, vagyis ha nem normalis az eloszlés, akkor igen

instabil (EMBRECHTS et al., 2002).

2.9. abra. Két példa standard normalis peremeloszlasokkal és p = 0, 7 linearis korrelacios
egyiitthatoval rendelkezé eloszlasra.

Forrés: sajat szerkesztés

2.2.2. Rangkorrelacio

A rang korreldcio el6nye a linedris korreldcioval szemben, hogy nem csak linedris, hanem
monoton kapcsolatot is mérhetiink vele. Ez azt jelenti, hogy ha a két valtozé egyiitt mozog
(egyik novekedése esetén a mdsik is novekszik, vagy forditva, az egyik csokkenése esetén a
madsik is csokken), akkor a mérGszam tokéletes korreldciot mutat. A két legismertebb és
legtobbet hasznélt rangkorrelacios mérdszam a Kendall-féle v (Kendall 7) és a Spearman-féle
o (Spearman p). Ezek definidldsdhoz el6szor a megfeleld €s eltérd parok fogalmat mutatom be

(SZEGO, 2002).
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Legyenek X és Y folytonos valdszintségi véltozok €s vegylink ezekre vonatkozdan egy n € R

parbdl all6 minta realizaciot:

(xb )71), (x27 )72), L) (xna yn)-

Ezen pdrok kozil (3) = 4(n — D)n-féleképpen vdlaszthatunk ki két part: (x;, yi), (xj, y;),
1 < i,j < n. Ezeket megfelelé paroknak (concordant) nevezziik, ha x; > x; esetén y; > y;
teljesiil, azaz (x; — x;)(y; — y;) > 0, és eltérd pdrokrdl (discordant) besz€liink, ha x; > x;

esetén y; < y;, azaz (x; — x;)(yi — y;) < 0.

Vegyiik a kovetkezd példat:
(0, 1), (10, 100), (25, 400), (300, 500), (425, 501).

Ez egy otelemd minta, azaz n = 5. Ebbdl az Stelemd mintdbdl (;) = 10-féleképpen
vilaszthatunk ki két part:  {(0,1),(10,100)}, {(0,1),(25,400)}, {(0, 1), (300, 500)},
((0,1),(425,501)},  {(10,100), (25,400)}, {(10,100),(300,500)}, {(10, 100), (425, 501)},
{(25,400), (300, 500)}, {(25,400), (425, 501)}, {(300, 500), (425, 501)}.

Ezek vagy megfelels, vagy eltér6 parok lesznek. Ebben az esetben példaul az Osszes pér
megfeleld par. A tovabbiakban c-vel jelolom a megfeleld és d-vel az eltér6 parok szdmat. (A
példdban tehdt: ¢ = 10 és d = 0.) Mivel a két véltoz6 egylitt mozog — amikor az egyik

novekszik, akkor a mésik is —, tokéletes rangkorreldcié van kozottiik.

A kovetkezGekben bemutatom a Kendall-féle és a Spearman-féle rangkorrelaciot. A két

mérdszam leirdsdndl legnagyobb részt NELSEN, 2013 konyvére tdmaszkodom.

1. A Kendall-féle rangkorrelacio
A minta realizdci6 alapjan a Kendall-féle 7-t a megfeleld €s eltér6 parok valdszindségének a

kiilonbségeként szamolhatjuk ki, azaz:

(2.35)

A példa esetében tehat:

Altalanossagban, nem csak a mintdra, hanem az egész populdciéra hasonldéan szadmithaté ki

a Kendall-féle 7 értéke. Vegyiik az (X,Y) folytonos valdszintiségi valtozokbol allé vektort
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és legyen H ezek egyiittes eloszlasfiiggvénye. Legyenek tovabba (Xi,Y)) és (X», Y») fliggetlen
azonos eloszlast valdszintségi vektorvéltozok szintén a H egylittes eloszlasfiiggvénnyel. Ekkor

a Kendall-féle 7 a megfelels és eltérd parok valdszintiségének a kiilonbsége, azaz
T(X,Y)=P[(Xi - Xo)(1 - Y2) > 0] - P[(X; — Xo)(V1 — Y2) < O]. (2.36)

A Kendall-féle rangkorrelacié értéke -1 és 1 kozé esik (-1 < 7(X,Y) < 1). Fiiggetlenség
esetén 7(X,Y) = 0, tovabba 7(X,Y) = 7(Y, X) és (=X, Y) = 7(X, -Y) = -7(X,Y).

2. Spearman-féle rangkorrelacio
A Spearman-féle rangkorreldcié kiszdmitdsa minta realizacié esetén a kovetkez$ formuldval

torténik:
6 d?
nn? -1y

ahol n az elemszam, d; pedig az x; €s y; novekvd sorrendbeli sorszamanak a kiilonbségét jeloli.

ps = (2.37)

Az el6bbi példa esetében a szamolds menetét a 2.6 tabldzatban foglaltam Ossze.

2.6. tablazat. A Spearman-féle rang korrelaci6 kiszamitiasa a szampélda alapjan

X yi | sorszam(x;) | sorszam(y;) | d; a’l.2
0 1 1 1 00
10 | 100 2 2 00
25 | 400 3 3 00
300 | 500 4 4 00
425 | 501 5 5 0] 0

Forras: sajat szamitas

A 2.6 tablazatbeli értékeket behelyettesitve a formuldba azt kapom, hogy

6-0

—1-2 2 _1_0=1.
ps 5.24

Hasonl6an a Kendall-féle korreldciéhoz, ebben az esetben is megfogalmazhat6 dltaldnosabban a
populdciora vonatkozéan a Spearman-féle p. Legyenek X és Y valoszintségi valtozok F, illetve

G eloszlastiiggvénnyel, valamint X, X5 €s X3 az X-re, mig Y, ¥> és Y3 az Y-ra vonatkozé minték.
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Legyenek tovdbba (X1,Y)), (X, Y2) és (X3, Y3) azonos eloszlasu valdszintségi vektorvaltozok a
H egyiittes eloszlasfiiggvénnyel. A Spearman-féle rangkorreldcié ardnyos a megfelels és az

eltérd (X1, V1) €s (Xo, ¥3) parok valdszintdségének kiilonbségével, tehat
ps(X,Y) =3[P((X1 — X2)(1 — ¥3) > 0) — P((X; — Xo)( — ¥3) < 0)]. (2.38)

Ugyanudgy valaszthatnank az (X, ¥3) helyett az (X3, Y>) vektort is. Ami 1ényeges, hogy a két
vektornak megegyezé6 legyen a peremeloszlds fiiggvénye, viszont mig az egyik a H egyiittes
eloszlasfiiggvénnyel rendelkezik, addig a masik vektor komponensei fiiggetlenek egymastol (€s

igy az egyiittes eloszlasfiiggvénye: F(x)G(y)).

A Spearman-féle rangkorrelacié értéke -1 és 1 kozé esik (—1 < pg(X,Y) < 1). Fiiggetlenség

esetén ps(X,Y) = 0, tovabba pg(X,Y) = ps(Y, X) és ps(—X,Y) = ps(X,-Y) = —ps(X,Y).

Az el6z§ példabdl is lathatd, hogy ps = 7 = 1, azaz tokéletes pozitiv rangkorreldciordl
beszélhetlink. Viszont, ha kiszdmitjuk ugyanennél a példandl a linedris korreldcié értékét
((2.33) definicio), akkor p = 0,787-et kapunk. Tehdt a tokéletes rangkorrelacié nem feltétlen

jelent tokéletes linedris korrel4ciot is.

Annak ellenére, hogy a 7 és a pg is rangkorreldciot hataroz meg - és tokéletes korreldcié esetén
megegyezdek - teljesen kiilonbozG is lehet az értékiik.  Tobbek kozott a kovetkezd

Osszefliggések ismertek a két korrelacios mérdszam kozott:

1<3r-2ps <1, (2.39)
valamint

372_ L e ps < %7_72 hat >0 (2.40)
és

TZL;_IS;)SS L+37 har <o, (2.41)

A Kendall-féle és a Spearman-féle rangkorreldcidval kapcsolatos egyéb tételek, definicidk és

bizonyitdsok megtaldlhatok NELSEN, 2013 konyvében.

2.2.3. Szélekben valo fiiggdség

Amint mér emlitettem, a portfélié diverzifikdcidjaval a portféliét tobb kockazati faktor kdzott

oszthatjuk meg, igy egyes faktorok kedvezStlen hatdsit mdés faktorok pozitiv hatdsa
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kompenzdlhatja. Tehdt nem az egyes faktorok extrém viselkedése okozza a problémdt, hanem
az, ha azok ezt a viselkedést egyiittesen mutatjdk. Pénziigyi teriileten azt szoktdk mondani,
hogy rendkiviili esemény hatdséra a korreldcio novekszik, azaz annak ellenére, hogy bizonyos
véltozok kozott gyenge vagy kozepes reldciot mériink-e, egy rendkiviili esemény hatdsdra
egyiitt kezdenek el mozogni (BENEDEK et al., 2002; AAS, 2004). Ezt a fajta viselkedést

tudjuk mérni a szélekben valo fiiggdségi egyiitthatoval (tail dependence).

Vegyiik példdul az U; és U, egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozokat. A felsd szélekben
vagy mds néven felsd farokban val6 fiiggdség azt jelenti, hogy az U; magas értékeihez, magas
U, értékek tartoznak. Vagyis az egyiitthatdé azt méri, hogy ha U; elért egy adott g szintet,
akkor mennyi annak a valdszintsége, hogy U, is eléri ezt a szintet, ha g-val 1-hez tartunk. Ha
ez a val6szinliség g-ndl kisebb, akkor azt mondjuk, hogy a két valészintiségi viltoz6 nem fligg

a szélekben (SCHMIDT, 2007).

Legyenek X és Y valoszintiségi valtozok Fx és Fy eloszlasfiiggvényekkel. Ekkor X és Y felso
szélekben, vagy mas néven felsd farokban valo fiiggdsége (upper tail dependence) alatt (JOE,

1997) a

(X,Y) = ;l/ml P(Y > Fy (9| X > Fy (), (2.42)

egyiitthatot értjiik, feltéve, hogy a limit 1étezik és 1,(X,Y) € [0, 1]. Ha 4,(X,Y) > 0, akkor azt
mondjuk, hogy X és Y felsG farokban fiiggéek, mig ha 1,(X,Y) = 0, akkor a két valészindségi

véltozot a felsd farokban vagy mas néven aszimptotikusan fiiggetlennek tekintjiik.

Az also szélekben vagy mas néven also farokban valo fiiggdségi egyiitthato (lower tail

dependence) hasonl6an definidlhat6:
A(X,Y) = 1@) P(Y < Fy (9)1X < Fx (g)). (2.43)
q

feltéve, hogy a limit 1étezik és 4;(X,Y) € [0, 1]. Ha 4;(X,Y) > 0, akkor azt mondjuk, hogy X és
Y als6 farokban fiiggéek, mig ha 4;(X,Y) = 0, akkor a két valészinlségi valtozét az alséd

farokban vagy mds néven aszimptotikusan fiiggetlennek tekintjiik.

Elliptikus eloszldsok esetén A4,(X,Y) = A;/(X,Y), tovibbd megjegyzends, hogy ha X és Y
fliggetlenek, akkor 4,(X,Y) = 4;(X,Y) = 0. Az allitds megforditdsa viszont dltaldnossagban

nem igaz, vagyis az aszimptotikus fiiggetlenség nem feltétleniil vonja maga utdn a statisztikai
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értelemben vett fiiggetlenséget (vagyis amikor az egyik esemény bekovetkezése nincs hatdssal

a masik esemény bekovetkezésének valdszindségére) (AAS, 2004).

2.2.4. Kopula fiiggvények

Pénziigyi és gazdasagi teriileten az egyik legfontosabb probléma a tobbdimenzids eloszlasok
becslése és modellezése. A matematikai elméletek és modellek legtobb esetben normalis, de
legalabbis elliptikus eloszlast feltételeznek, annak ellenére, hogy az empirikus adatokbdl
l4that6, hogy ez a feltétel sok esetben nem teljesiil (HARDLE et al., 2008). Ezen kiviil
létezhetnek olyan fliggGségi struktirdk is, ahol a korrelacids egyiitthatok megegyeznek, de
maguk a struktarak teljesen eltéréek (2.9 dbra). Az el6z$ alfejezetekben bemutatott fliggdségi

mérdszamok ,,csak” paronkénti fiiggdséget mérnek. Ennél magasabb dimenzidju, dltalanosabb

fliggdséget irhatunk le az un. kopula fiiggvényekkel.

A fejezet megirasdban nagy segitséget jelentettek tobbek kozott DURANTE — SEMPI, 2010,
EMBRECHTS et al., 2001, EMBRECHTS et al., 2002, NELSEN, 2013 és CHERUBINI et al.,
2004 mivei. A bevezetd példa Schmidt-t61 (SCHMIDT, 2007) szdrmazik.

Vegyiik azt a kisérletet, amikor egy dobdkockdval kétszer dobunk. Legyenek X; és X, ezen
kockadobdsokat leir6 valdszintiségi véltozok. A kérdés az az, hogy ha csak az X; valdszintségi
valtozohoz tartoz6 minta realizdciot ismerjiik, meg tudjuk-e mondani, hogy mi lesz az X,-hoz
tartozé minta realizacié. Abban az esetben, ha X; az els6 dobads, és X, a masodik dobas
eredményét jelenti, akkor az X;-r8l kapott informédcié semmilyen informdciét nem szolgéltat
X,-re vonatkozdan. Abbdl, hogy példaul az elsé dobds 6tds, nem tudunk kovetkeztetni a

masodik dobdsra, hiszen a két dobds teljesen fliggetlen egymastol.

A két valdészinlségi valtozd egyiittes eloszldsa a 2.7 tdbldzatban, az uUgynevezett
kontingenciatdbldzatban l4that6. A tébldzat jobboldali és legalsé sora, a két valdszintiségi
véltoz6 kiilon-kiilon vett eloszldsa, az igynevezett margindlis vagy mds néven peremeloszlas.
Az 2.10 édbran l4thatéak az Xi-hez és az X;-hoz tartozé peremeloszlasok, azaz ezen
valdszintiségi valtozok eloszlasfiiggvényei (Fy,(x) := P(X; < x)). Vegyiik észre, hogy ebben a
konkrét példdban a két eloszlastiiggvény egyenls: Fy,(x) = Fx,(x) =1 F. A kozos

eloszlasfiiggvény pedig a fliggetlenség miatt a peremeloszlasok szorzatdval egyenld:

Fx, x,(x1,x2) 1= P(X; < x1, X2 < x2) = Fx,(x1)Fx,(x2) = F(x1)F(x2).
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Példaul, ha ki szeretnénk szdmolni a kozos eloszlastiiggvényt az x| = 4, x, = 3 helyen, akkor a
2.7 tablazat sziirkével jelolt részében 1évs értékeket kell Osszeadnunk, azaz:
Fx, x,(4,3) = P(X; <4,X; <3) = % = % Természetesen a fiiggetlenséget, azaz a margindlis
eloszlasfiiggvényekhez tartoz6 értékeket felhaszndlva (2.10 abra) ugyanerre az eredményre

jutunk: FX],X2(4, 3) = F(4)F(3) = % . % - %

2.7. tablazat. Kontingencia tablazat: két fiiggetlen kockadobas egyiittes eloszlasa

x\xi | 1t 23] 4563

1 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
1736 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
1736 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1

Mliaan|wv | & |w]|P

Forras: sajat szerkesztés

F(z)
1+ [
5
g e—oO
4
G *—oO
3
5 *—oO
2
5 —oO
1
§1 o
1 23456 8 @

2.10. abra. Kockadobashoz tartozoé eloszlasfiiggvény

Forrés: sajat szerkesztés

A tokéletes fliggetlenségrdl szol6 példa ellenkezdje, ha egyszer dobunk a kockaval és X és X,
is ennek a dobdsnak az eredményét irja le. Természetesen ekkor minden esetben egyértelmtien
meg tudjuk mondani az X,-hoz tartoz6 minta realizdciét, ha tudjuk Xj-et, hiszen a két

valdszintiségi valtozo egyenlS. Ekkor tokéletes fiiggdségrodl beszélhetiink.
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Végiil pedig vegyiik azt az esetet, amikor az X valdszintiségi valtozé a kisebb dobott értéket
irja le, azaz tudjuk, hogy X; < X,. Vagyis, példaul X; = 6 esetén egyértelmien meg tudjuk
mondani az X; értékét. Viszont példaul X; = 5 akkor 50-50% az esélye, hogy az X, véltozo
értéke 5 vagy 6 lesz, és igy tovabb. Tehat egyértelmd, hogy X;-bdl valamilyen kovetkeztetést
tudunk levonni X;-re vonatkozdan, de az is egyértelmd, hogy sem tokéletes fiiggdségrdl, sem
pedig tokéletes fiiggetlenségrél nem besz€lhetiink. A kozos eloszlasfiiggvény a kisérlet 2.8
kontingenciatdblazatabdl leolvashato, illetve képlettel megfogalmazva, a kovetkezGképpen
irhaté le:

Fx, x,(x1, x2) = 2F(min {x1, x2})F(x2) — F(min {x}, x2})?,

ahol F' tovdbbra is egyetlen kockadobds eredményének eloszlisfiiggvénye (2.10 dbra). Vegyiik
észre, hogy ebben az esetben mar a margindlis eloszldsok nem egyeznek meg. Hasonldan a
fliggetlen esethez, ha ki szeretnénk szdmolni az egylittes eloszlasfiiggvény értékét az x| = 4,
x> = 3 helyen, akkor 6ssze kell adnunk a kontingencia tablazat (2.8 tdbldzat) sziirkével jelolt
részein az értékeket, azaz Fx, x,(4,3) = P(X; < 4,X; < 3) = %. Természetesen a képletet

felhaszndlva ugyanerre az eredményre jutunk: Fx, x,(4,3) =

2F(min {4,3})F(3) - F(min {4,3})? = 2F(3)F(3) - F(3)* = F(3)* = (3/6)? = &

2.8. tablazat. Kontingencia tablazat: két kockadobas egyiittes eloszlasa, ahol X; < X,

N\X |1 2 | 3| 4|5 | 6| %
1 136 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 1/36
2 236 11361 0 | 0 | 0 | 0 | 3736
3 2136 1236|136 0 | 0 | 0 | 536
4 2/36 | 2/36 | 2/36 | 136 | 0 | 0 | 736
5 2/36 | 2/36 | 2/36 | 2/36 | 1/36 | 0 | 9/36
6 2136 | 2/36 | 2136 | 2/36 | 2136 | 1/36 | 11/36
Y | 11/36 | 9/36 | 7/36 | 5/36 | 3/36 | 1/36 | 1

Forrés: sajat szamitas

Lathat6 tehat, hogy a valdszinidségi valtozok pontos leirdsdhoz ismerni kell a két ,,0sszetevdt”:
az egyik a margindlis eloszlds, a masik pedig a ko6zos eloszldsfiiggvény, a fliggdségi struktura.
Es tulajdonképpen ez a fiiggSségi struktira a kopula. Az elébbi példa kozos

eloszlasfiiggvényét a 2.11 dbrdn szemléltetem.
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2.11. abra. A 2.8 kontingencia tablazathoz tartozé kozos eloszlasfiiggvény: két kocka
dobasa esetén, ahol az egyik valdszintiségi valtozo a kisebb dobas eredményét irja le

Forrés: sajat szerkesztés

Nagyon fontos tovdbbd megjegyezni, hogy a valdszinlségi valtozok egyiittes eloszldsa
meghatdrozza a peremeloszldsokat, de a peremeloszldsok nem hatdrozzdk meg egyértelmten
az egyiittes eloszlast. Ezt példaul a kockadobdsos kisérletbdl is lathatjuk, a 2.8 kontingencia
tdblazat alapjan. Ezen tdbldzat utolsé sorai jelentik a peremeloszldsokat. Ha csak ezek
lennének a tablazatba beirva (csak ezeket ismernénk), nem rendelkeznénk elég informacidval
ahhoz, hogy kitoltsiik a tdblazat tobbi részét, csak annyit tudndnk, hogy ugy kellene beirni a
szamokat, hogy ha Osszeadjuk azokat, akkor a sor, illetve oszlop végén taldlhaté szdmot
kapjuk. Ez végtelen lehetGséget jelent, azaz a peremeloszldsokbdl valoban nem tudjuk
meghatdrozni az egylittes eloszldst. Viszont, ha tudjuk az egyiittes eloszlast (a tdblazat kozépsd
része), akkor abbodl egyértelmiien kiszamolhatdk a peremeloszlas fliggvények, mert csak Ossze
kell adni a szdmokat a sorokban és az oszlopokban. Analég médon, a gondolatmenet igaz
folytonos esetben is. Az adatok elemzése sordn ez nehézségeket okozhat, mert a legtobb
esetben csak a peremeloszldsokat ismerjiik, viszont az egyiittes eloszldsfiiggvényekre lenne
sziikség a szamitasokhoz. A késGbbiekben bemutatott adatelemzés esetében hasonlé kihivassal
kell szembe néznem: az elemzéshez haszndlt részvénydradatok a peremeloszldsokat
hatdrozzdk meg, de nem ,,mondanak™ semmit a k6z0s viselkedésiikre vonatkozéan. A kockazat

kiszdmitdsandl pedig fontos ismerni a kozos eloszlasfiiggvényt.

Vegyiik észre tovabbd, hogy ha ugyanezt a kisérletet gy végeznénk el, hogy a dobdkockan

1,2,...,6 helyett példaul 11,12, ..., 16 lenne irva, akkor a fliggségi struktdra egyéltalan nem
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véltozna, viszont az egyiittes eloszlasfiiggvény nem lenne ugyanaz, el lenne tolva a térben.
Annak érdekében, hogy ilyen esetekben ne tegylink kiilonbséget a két struktira kozott, a
valoszindségi valtozokat egyenletes eloszldsiva transzformdljuk. Ezt az inverz
eloszlasfiiggvény modszer (inverse transform method) segitségével megtehetjilk, ami azt
mondja ki, hogy az X val6szinliségi véltoz6, az F eloszlasfiiggvénnyel mindig felirhaté
X = FT(U) formdban, ahol F az dltalanositott inverz, U pedig egyenletes eloszldsu

val6szintiségi valtozo a [0, 1] intervallumon.

A példa alapjan szinte magatol adédik, hogy matematikailag megfogalmazva a 2-dimenziés
kopula egy 2-dimenziés eloszlasfiiggvény a [0,1]* intervallumon, sztenderd egyenletes

eloszldsu peremeloszlasokkal.

Tehata C : [0,1] X [0, 1] — [0, 1] leképezést kopulanak nevezziik, ha rendelkezik a kovetkezd

tulajdonsdgokkal:
1. C(u,0) =C(0,v) =0, Yu,v € [0, 1]
2. Clu,1)=uésC(l,v)=v, Vuvel01]
3. C(up, v2)—C(up, vi)—C(uy, v2)+C(uy,vi) =20, Vuy,up,vi,va € [0,1]ésu; < up, vy < vy.

Tulajdonképpen ez a hdarom tulajdonsdg fejezi ki, hogy egy olyan tobbdimenzids
eloszlasfiiggvényr6l van sz6, aminek a peremeloszldsai egyenletes eloszlasiak a [0,1]
intervallumon. A harmadik tulajdonsidg a 2-dimenziés megfeleldje a nem csokkend
fliggvénynek (ami az eloszlasfiiggvények tulajdonsiga), az elsd tulajdonsag szintén sziikséges,
hogy eloszlasfiiggvényrdl beszélhessiink az egységkockdn (azaz a kopula értelmezési
tartomdnyan), mig a mdsodik tulajdonsdg adja, hogy a peremeloszlds fiiggvények egyenletes

eloszlasuak.

Sokszor vagyunk kivancsiak az extrém, specidlis esetekre. A fliggdség leirdsdnal ez a tokéletes
fliggetlenséget, valamint a tokéletes negativ és pozitiv fiiggdséget jelenti. Az elSbbit az
ugynevezett szorzat kopulaval (product/independent copula), mig az utébbiakat a minimum

(minimum copula) és maximum kopuldakkal (maximum copula) irhatjuk le:

1. Szorzat kopula

I(u, v) = uv, Yu,v € [0, 1]
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2. Minimum kopula

M(u,v) = min{u, v}, Yu,v € [0, 1]
3. Maximum kopula

W(u,v) = max{u +v — 1,0}, Yu,v € [0, 1]

Az el6bb felsorolt kopuldk eloszléasfiiggvényei a 2.12 dbran l4thatéak.

Konnyen leellendrizhet$ tovabbd, hogy a kopula definicidjdban felsorolt tulajdonsdgok mind a

harom példa esetén teljesiilnek, azaz valéban kopula fiiggvényekrdl van szo.

A kopula fiiggvény definici6ja ketténél magasabb dimenzidra is kiterjeszthetd: az n-dimenzids
kopula n-dimenzids eloszlasfiiggvény a [0, 1]” intervallumon, sztenderd egyenletes eloszlasu
peremeloszldsokkal. Tehdt, az n-dimenzids kopula egy C : [0, 1]" — [0, 1] leképezés, a

kovetkezd tulajdonsdgokkal:
1. C(uy,...,u,) minden komponensében novekvé Vu; € [0,1], i=1,...,n
2. C(L,...Lu,1,....,1)=u; VYu; €[0,1], i=1,...,n

3. Barmely (ay,...,a,), (b1,...,b,) €[0,1]" és a; < b; esetén
1'21:1 T Zi:l(—l)il+"'+i”C(u1il, e, um-n) >0,

ahol uj1 = aj, I/tj2=bj, i=1,...,n, j:I,...,n.
A kétdimenzios példék is kiterjeszthetSk n-dimenzidra:
1. n-dimenzids szorzat kopula

I,(a) = up- ... up, Yauae R, u=(uy...,u,)

2. n-dimenziés minimum kopula

M,(u) = min{uy, ..., u,}, Yue R Y a=(uy,...,u,)

3. n-dimenziés maximum ,.kopula”
W,(u) = max{u; +...+u, —n+ 1,0}, Yue R u=(uy,...,u,)

Fontos megjegyezni viszont, hogy a maximum kopula n > 3 esetén mar NEM kopula

fliggvény.
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Szorzat kopula
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7.

2.12. abra. A szorzat, minimum és maximum kopula eloszlasfiiggvényei

Forrés: sajat szerkesztés
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Minden kopula fiiggvény nagyobb vagy egyenld, mint a maximum kopula és kisebb vagy
egyenl§, mint a minimum kopula, azaz ha C egy n-dimenzids kopula, akkor barmely u € [0, 1]"
esetén:

W,(u) < C(u) < M, (u). (2.44)

A (2.44) egyenletben bemutatott hatarokat Fréchet-Hoffding hataroknak (Fréchet-Hoffding
bounds) nevezziik. Lathatd, hogy annak ellenére, hogy a maximum kopula nem teljesiti a
kopula fiiggvény tulajdonsdgait kett6nél magasabb dimenzié esetén, fontos szerepet tolt be,

mert az adja a kopula fliggvények als6 hatarat.

A kopula fliggvények témakorében az egyik legfontosabb tétel Sklar tétele (Sklar’s theorem).

Els6ként Sklar tételét 2 dimenziéban fogalmazom meg.

Legyen F egy 2 dimenzids eloszlasfiiggvény, F és F, peremeloszldsokkal. Ekkor létezik C
kopula, amelyre

F(Xl, XQ) = C(F1 (xl), Fz(Xz)), Vxl, Xy € ﬁ (2.45)

Ha F) és F, folytonos, akkor C egyértelmd, egyébként pedig egyértelmlien meghatarozott az
Fi(R) x F>(R) halmazon. Megforditva, ha C egy kopula fiiggvény és F| valamint F,
egyvaltozés eloszlasfiiggvények, akkor az F(xy, xo) = C(F(x1), F>(x2)) képlettel megadott F

fliggvény kétvaltozos eloszlasfiiggvény az F| és F, peremeloszldsokkal.

Tulajdonképpen ez a tétel kimondja, hogy a kozos eloszlastiiggvényt ,,szétszedhetjiik”

peremeloszlasokra €s a koztiik 1év fliggdségi struktirara, és ez a fiiggdségi struktira a kopula.

Miért van minderre sziikség? Tegyiik fel példdul, hogy ki szeretnénk szdmolni egy két
részvénybdl 4ll6 portfélio kockdzatit (VaR vagy az ES értékét). Legyenek X; és X a
hozamokat tartalmaz6 valdszintiségi valtozok és L = X; + Xp a portfélié. Ahhoz, hogy
kiszamitsuk a portfolionk kockazatat, sziikséges tudnunk Fy(x)-et, azaz az egyiittes

eloszlasfiiggvényt:
Fix)=P(L<x)=PX1+X,<x)=
Z” ZZ+VSX P(Xl =u, Xy = V) = Zu Zz+v§x pX1,X2(ua V) (2.46)

fj:o fi__b;, fx,.x,(u, v)dvdu

Az els§ egyenlet a diszkrét, mig a méasodik a folytonos esetre vonatkozik. A (2.46) egyenletbdl

latszik, hogy a portfolié eloszlasfiiggvényének meghatdrozasdhoz sziikség van a egyiittes
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strdségfiiggvényre (fx, x,(u, v)) és ennek kiszdmoldsdhoz haszndljuk a kopula fiiggvényt.

Jelolje a kopula fiiggvény sirdiségfiiggvényét kétvaltozés esetben c(u,v) (HARDLE et al.,

2008), ekkor:
2

oudv
A kopula sdrdségfiiggvényét ((2.47) egyenlet), Sklar tételét ((2.45) egyenlet) és a parcidlis

c(u,v) = Cu,v), wuvel01]. (2.47)

derivdlés szabdlyat felhaszndlva az egyiittes striségfiiggvény kovetkez6képpen szdmolhaté ki:

2 2
fx.x(x1, x2) = F T Fx, x,(x1, x2) = . C(Fy,(x1), Fx,(x2))
02
- auavc(u’ v) le (xl)fXg(XZ)

u=Fx, (x1),v=Fx, (x2)

= c(Fx, (x1), Fx,(x2)) fx, (x1) fx, (x2),

ahol x1, xo € R és f a megfeleld valoszintségi valtozohoz tartozd strdségfiiggvény.

A kopula fliggvények segitségével a 2.2.2 részfejezetben emlitett fliggdségi mérdszamokat,

azaz a Kendall féle tau-t s a Spearman féle rho-t is kifejezhetjiik:

1 1
7(X,Y) = 4 / / C(u, v)dC(u, v) — 1 (2.48)
0 0

1 1
os(X,Y) =12 / / C(u, v)dudv - 3, (2.49)
0 0

ahol C(u,v) az X és Y val6szinlségi valtozékhoz tartozo kopula.

A 2-dimenziés eset utdn Sklar tételét, valamint az egyiittes eloszldsfliiggvényt magasabb

dimenzidban is kimondhatjuk, megfogalmazhatjuk.

Legyen F n-dimenzids eloszlasfiiggvény, Fi,...,F, peremeloszldsokkal. Ekkor 1étezik C
kopula, amelyre

F(x1,...,x,) = C(Fi(x1), ..., Fu(xn), Vx €R. (2.50)

Ha F; minden i = 1,...,n esetén folytonos, akkor C egyértelmd, egyébként pedig
egyértelmtien meghatérozott az Fi(R) X - - - X F,(R) halmazon. Megforditva, ha C kopula
fliggvény és Fi,..., F, egyvéltozos eloszlasfiiggvények, akkor a (2.50) képlettel megadott F

fliggvény n-valtozos eloszlasfiiggvény az Fi, . . ., F, peremeloszlasokkal.

A kopula definiciéjabdl tudjuk, hogy maga a kopula egy eloszldsfiiggvény. Altaldban az
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eloszlasfiiggvény helyett a sirlségfiiggvényt szoktuk 4brdzolni (SCHMIDT, 2007). Ha a
kopula fiiggvény megfeleld sokszor differencidlhaté, akkor a shrdségfiiggvényt a

kovetkezSképpen szamithatjuk ki:

c(u) = o ” C(uy, ..., uy). (2.51)

Auy---0

A (2.51) egyenlet felhasznaldsdval pedig kiszamithato az egyiittes strdségfiiggvény:
Ixi X, (X1 X)) = ¢(Fx, (x1), - . -, Fx, (X)) n Ixi(x:), (2.52)
i=1

ahol x; e Rji = 1,...,nés f a megfeleld valdszinilségi valtozohoz tartozo strdségfiiggvény.

Megjegyzend§, hogy a minimum, illetve a maximum kopuldknak nem létezik

strdségfiiggvényiik, a szorzat kopula strdségfiiggvénye pedig a konstans egy fliggvény.

A legfontosabb definiciok és tételek utdn, a kovetkezGekben a legelterjedtebb kopula

fliggvényekre mutatok be példakat.

Tokéletes fiiggoség és fiiggetlenség
Ahogy mar fentebb emlitettem, az egyik legfontosabb kopula az tgynevezett fiiggetlenségi

vagy mds néven szorzat kopula:
IT,(u) = uy-...-uy, Yu € R"™.

Sklar tételébdl adddik, hogy valdszinlségi véltozok akkor és csak akkor fiiggetlennek, ha a
hozz4juk tartoz6 kopula a szorzat kopula. Ennek a kopuldnak a strtségfiiggvénye konstans.
Szintén emlitésre keriilt mar a Frechnet-Hoffding hatdrok felsé hatéra, az igynevezett minimum
kopula:

M,(u) = min{uy, ...u,}, Yu € R".

Angolul ezt a kopuldt comonotonocity copula-nak is nevezik, amely a tokéletes pozitiv
fliggGségre utal. A tokéletes negativ fiiggdséget (countermonotonocity copula) a
Frechnet-Hoffding hatdrok alsé hatdra, az ugynevezett maximum kopula testesiti meg.

Ismételten megjegyzendd, hogy ez a fliggvény csak két dimenzidban kopula:
W(u,v) = max{u +v — 1,0}, Yu,v € [0, 1].

A maximum és a minimum kopula egyike sem differencidlhaté minden pontjaban, igy ezeknek

nem létezik strdségfiiggvényiik. Az eloszlasfiiggvényeik 2-dimenzidban a 2.12 &dbrdn

53



lathatdak.

Implicit kopulak

Az implicit kopuldkat valamilyen jol ismert eloszldsfiiggvénybdl szarmaztatjuk, €s igy nem
feltétlentil 1étezik zart formula amivel leirhatéak. Ha ez az eloszlasfiiggvény elliptikus, akkor
elliptikus kopulardl beszéliink. Ilyenek példaul a pénziigyi teriileten igen gyakran haszndlt
Gauss és Student t-kopula. Ahogy a neviikbdl is kideriil az el6bbi a normélis, mig az utébbi a

Student-féle t-eloszlasbdl szarmaztathato.

A Gauss kopula eloszlasfiiggvénye a kovetkezd alakot olti:
@) = 05 (07 ()., 7 (), (2.53)

ahol @ jeloli a standard normalis eloszlds eloszlasfiiggvényét, mig @y az n-dimenzids normadlis
eloszlds eloszlasfiiggvénye nulla varhato értékkel €s X linedris korreldcids mdtrixszal. Ezeket

felhaszndlva tehat a két dimenzids Gauss kopula:

2 2
X{ = 2px1%2 + x5

G O () O (u2) 1
Co%ur,up) = / / ———exp|- dxidxy, (2.54)
g —oco oo 2n4/1 = p? 2(1-p?)

ahol p a kopula paraméter, a 2.53 egyenletben szerepl§ X pedig egy kétszer kettes matrix,

amelynek az atl6jaban egyesek szerepelnek, a tobbi elem pedig p. Ezt a métrixot a két dimenzids
normdlis eloszlds kovariancia matrix elemeinek dtskalazasaval kapjuk 1 variancidjuvd. Vegyiik
észre, hogy ebben az esetben p a linedris korrelacids egyiitthaténak felel meg. A Gauss kopula

eloszlasfiiggvény€ébdl megkaphatjuk a kétviltozds strtségtiiggvényt:

1 O2(u1)p? — 2007 (u)® ! (u2) + % (uz) p?
¢S4y, uy) = exp - (u1)p” = 2p0 (u1) i () (u2)p (2.55)
V1= p? 2(1 - p?)
A Kendall-féle tau és a Spearman-féle rho értéke a Gauss kopula esetén:
Ga 2 :
T7X,Y) = — arcsin p, (2.56)
Vs
valamint
Ga 6 . P
ps(X,Y) = - arcsin 5 (2.57)

Mivel elliptikus kopuldrél van szé (vagyis szimmetrikus), igy az alsé szélekben valo fiiggdség
megegyezik a fels§ szélekben val6 fiiggdséggel: 194(X,Y) = /llG”(X, Y) = 0, vagyis mindkét
sz€len a valdszindségi valtozokat fliggetlennek mondhatjuk. Ez azt jelenti, hogy akdrmilyen

magas korrelacids (p) értéket valasztunk is, ha az eloszlasfiiggvény sz€lén elég messzire
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megyiink, akkor az extrém események egymastdl fiiggetleniil kovetkeznek be. Vagy mashogy
megfogalmazva, ha az egyik valtozéban magas értéket mériink, akkor nem valészind, hogy a

masik véltozo is magas értéket fog mutatni (RAKONCZALI, 2009).

A kétvéltozés Gauss-kopula eloszlds-, valamint strdségfiiggvénye, és annak kontdrjai p = 0,3

esetén a 2.13 abran lathatdak.

S}
@ 5

s 22 2

2.13. abra. Gauss kopula. A baloldali oszlopban a kopula eloszlas és stirtiségfiiggvénye. A
jobboldali oszlopban ezek konturjai, p = 0, 3 esetén.

Forrés: sajat szerkesztés

A Student vagy més néven t-kopula a kovetkezSképpen irhato le:

Chsw) = 13 (65 ()0 (). (2.58)

ahol 1, az 1-dimenzids, v szabadsagfoku Student féle t-eloszlas eloszlasfiiggvénye, ¢, 5 pedig
az n-dimenziés Student féle t-eloszlds eloszlasfiiggvénye X korreldcidés matrixszal. Ezeket
felhaszndlva, a két dimenzi6s t-kopula eloszlasfiiggvénye a kovetkezd alakot oOlti:

v+2
2

i) e ) (%2 x? = 2px1xy + X2
C, 1, u2) = / / ) T i 2 dxidx,. (2.59)

L($)rvy/1 = p? v(1 - p?)
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A t-kopuldnak két paramétere van: v a szabadsagi fokok szama, mig X (vagy két dimenzidban
p) a korrelaciés matrix (linedris korreldcid). A kopula eloszlasfiiggvényébdsl megkaphaté a

strtiségfiiggvény, amely két valtozoban a

v+2
1,2 () =2t )t )+, (un) ] 7

redrg |1+ W)

() )

¢y p(ur, u2) = (2.60)

_yfl”
2

alakban irhato.

A Kendall-féle tau és a Spearman-féle rho értéke a t-kopula esetén megegyezik a Gauss

kopulédéval:
2
7/(X,Y) = = arcsin p, (2.61)
n
valamint
t 6 . P
ps(X,Y) = - aresin 5. (2.62)

Mivel a t-kopula is elliptikus, vagyis szimmetrikus, igy az alsé szélekben vald fiiggdség
megegyezik a fels§ szélekben val6 fiiggdséggel: 4;(X,Y) = A(X,Y) = 21,4, (—,/%) .
Minél erGsebb a linedris korreldci6, valamint minél kisebb a szabadsigi fokok szdma, anndl
erdsebb a szélekben valo fiiggdség. Megjegyzends, hogy a Student t-kopula akkor is
fliggdséget mutat a sz€lekben, amikor a p értéke negativ (> —1), vagy éppen nulla. A Stundent
t-kopula eloszlas- és stirségfiiggvénye, valamint azok konttrjai a 2.14 dbrén lathatéak p = 0, 3

és v = 2 paraméterek esetén.

Vegyitik észre, hogy a Student t-kopula és a Gauss kopula hasonldan viselkedik az eloszlas
kozepén, viszont teljesen eltérd viselkedést mutatnak a széleken. Annak ellenére, hogy a két
esetben a korreldci6 értéke megegyezik (p = 0, 3) lathatd, hogy a Student t-kopula esetében
mind a négy ,,sarokban” nagyobb csucsosoddst tapasztalhatunk, mint a Gauss kopula esetében,
ami azt jelenti, hogy ez a kopula sokkal jobban kifejezi az extrém eseményeket. Példaul, ha a
két valdszinliségi véltoz6 a veszteséget fejezi ki, akkor a (0,0) pontban 1év6 kiugré érték azt
jelenti, hogy a portféliéban 1év6 mindkét részvénnyel nagyot veszitettiink. Hasonléan, az (1,1)
pont azt fejezi ki, hogy mindkettGvel nagyot nyerhetiink. A Student kopula esetében tovibb4,
csucsosodas figyelhetd meg a (0,1) és (1,0) pontokban is, amely a kopula ,.kevert” természetét
mutatja, mert ezek a pontok fejezik ki azon eseteket, amikor egy egyik valészindségi véltozo

negativ, mig a masik pozitiv. Az, hogy a (0,0), illetve (1,1) pontokban sokkal nagyobb
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csucsosodas figyelhet6 meg, mint a (0,1), illetve (1,0) pontokban azt fejezi ki, hogy nagyobb
annak a valdészintisége, hogy a valészintiségi valtozoknak megegyezik az eldjeliik, mint annak,

hogy azok eltér6 elgjeliek. (SCHMIDT, 2007).

Explicit kopulak
Ellentétben azokkal a kopuldkkal, amelyek az eloszlasfiiggvényiikbdl fejezhetSek ki, az explicit
kopuldk viszonylag egyszer( zart formula segitségével is leirhatéak. Ezen kopuldk nagy része
az ugynevezett Arkhimédeszi kopulacsalddba tartozik. Az Archimédeszi kopulacsaldd a
kovetkezGekben leirtak szerint definidlhatd.
Legyen ¢ : [0, 1] — [0, o] folytonos, szigorian monoton csokkend fiiggvény, melyre ¢(1) = 0.
Ekkor a

Clien ) = ¢~ (p(wr) + ¢(u2)),  ha p(ur) + p(u2) < ¢(0) 2.63)

0, egyébként

fliggvény akkor és csak akkor kopula, ha ¢ konvex. Az ebben a formaban megadott kopulat
Arkhimédeszi kopuldnak (Archimedean copula) nevezzilkk, a ¢ fiiggvényt pedig a kopula
generdtordnak hivjuk. Ha ¢(0) = oo, akkor C(uj,u2) = ¢ '(¢(u1) + ¢(uz)). Ennek a
konstrukcidnak a segitségével sokféle kopulat generdlhatunk, melyek koziil, a kdvetkez&ekben,

a legfontosabbakat két valtozos esetben mutatom be.

Elséként a ¢(u) = (—Inu)® generitort veszem, ahol ©® > 1. Ekkor ¢(u) folytonos, monoton
csokkend, konvex és ¢(1) = 0, ¢(0) = co. A generdtor inverze: ¢~ '(u) = exp (—ué), amit a
(2.63) egyenletbe helyettesitve megkapjuk az ugynevezett Gumbel, vagy mds néven

Gumbel-Hougaard kopulat:
1
CS"(uy, uy) = exp [— ((— nu)® + (= In uz)g) @] . (2.64)

Abban az esetben, ha @ = 1, akkor a Gumbel kopula megegyezik a fliggetlen kopuldval, azaz
Clcu(ul,uz) = [](uy,uz), tovabba, ha ® — oo, akkor a Gumbel kopula a tokéletes pozitiv
fliggGséget kozeliti, vagyis limg_, 0 Cg”(ul, uy) = M(uy,uz). A Gumbel kopula olyan kopuldra
példa, amelynek csak egyik sz€lén mérhets fiiggdség, méghozza a fels§ szélekben. Az alsé

szélekben a kopulat fliggetlennek mondjuk: 4; =0, 1, =2 — 28,

A Spearman-féle rho nem fejezhet6 ki valamilyen zart formdban a Gumbel kopula

paraméterének (@) a segitségével. A Kendall-féle tau ezzel szemben igen:
1

79X, Y)=1- 5 (2.65)
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sy 2 2

Az 2.15 é4bran lathatok a Gumbel kopula eloszlds- és strdségfiiggvénye, valamint az ezekhez

tartozo kontarok @ = 2 esetén.
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2.15. Abra. Gumbel kopula. A baloldali oszlopban a kopula eloszlas és stirtiségfiiggvénye.
A jobboldali oszlopban ezek kontirjai, @ = 2 esetén.

Forrés: sajat szerkesztés

Misodik példaként a ¢(u) = (u=® — 1)/O generitort mutatom be, ahol @ € [—1, 00)\{0}.
Ekkor ¢(1) = 0 és ©® > 0 esetén ¢(u) folytonos, monoton csokkend, konvex és ¢(0) = co. A
genertor inverze ¢~ (u) = (u@ + 1)_5, melyet a (2.63) egyenletbe helyettesitve megkapjuk az
ugynevezett Clayton kopulat (vagy mds néven Cook and Johnson’s csalddot (RAKONCZALI,
2009)):

CSH (w1, uz) = max{(u;® +u;® — 1)78,0}. (2.66)

A Clayton kopula @ = -1 esetén megegyezik a maximum kopuldval, azaz
C_Cll(u 1, u2) = W(uy, uy). Tovabba, ha a paraméter a végtelenhez tart (@ — oo), akkor a Clayton
kopula a minimum kopuldt kozeliti, vagyis limg_,q Cgl(ul, up) = M(uy,up). Valamint, ha a
paraméterrel nulldhoz tartunk (6 — 0), akkor a Clayton kupola a fliggetlen kopuldt kozeliti:
limg o Cgl(ul,uz) = [I(u1,uz). A Clayton kopula esetében szintén csak egyik farokban
mérhet$ fiigglség, de ellentétben a Gumbel kopuldval itt a fels§ szélek fiiggetlenek: 4, = 0,

A = 2_5.
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A Kendall-féle tau ekkor a kovetkezs alakot oOlti:

6
Cl

XY)=——. 2.67
XY= (2.67)

sy 2 2

A 2.16 dbran lathaté a Clayton kopula eloszlas- és strdségfiiggvénye, valamint az ezekhez

tartozo konturok, @ = 0, 3 esetén.
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2.16. abra. Clayton kopula. A baloldali oszlopban a kopula eloszlas és siiriiségfiiggvénye.
A jobboldali oszlopban ezek kontirjai, © = 0, 3 esetén.
Forras: sajat szerkesztés

Harmadik példaként a ¢(u) = —In e;i)L generatort mutatom be, ahol ® € R\ {0}. Ekkor

T
¢(u) folytonos, monoton csokkend, konvex és ¢(1) = 0, ¢(0) = co. A generdtor fiiggvény
inverze: ¢ '(u) = —51In(e™ (e7® — 1) + 1). A generdtorfiiggvényt és annak inverzét a (2.63)

helyettesitve generdlhatjuk az ugynevezett Frank kopulat:

1 Ouy _ 1 Ouy _ 1
Co (ur,up) = ——=1n (e (e ) +

1]). 2.68
2] e 9 —1 ( )

A Frank kopula & — 0 esetén megegyezik a fiiggetlen kopuldval, azaz
limg_0 Cg’(ul,uz) = [l(ujup), ® — —oo esetén a maximum kopuldval, vagyis

limg__oo Cg’ (ur,up) = W(uup), illetve @ — oo esetén pedig a minimum kopuldval:
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limg_e0 C5 (1, u2) = M(uyuz).

A Frank kopula mindkét szélen fiiggetlenséget mutat: A,(X,Y) = 4;(X,Y) = 0. A Frank

kopuldhoz tartozé Kendall-féle és Spearman-féle rang korrelécid, pedig:

rx,yy=1 2 1/@ L ar (2.69)
T =l-—=|1-= )
: 2] 0, -1

illetve

12(1 9 ¢ 2 19 42
XY)=1-—=(= dt — — dt) . 2.70
ps(X.Y) ) @/0 1772 fy -1 2.70)

s 2 2

A 2.17 ébran lathat6ak a 2-dimenzids Frank kopula eloszlas- €s stiriségfiiggvényei, valamint az

ezekhez tartozo kontirok, @ = 5 esetén.
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2.17. abra. Frank kopula. A baloldali oszlopban a kopula eloszlas és siiriségfiiggvénye. A
jobboldali oszlopban ezek kontiirjai, ©® = 5 esetén.

Forras: sajat szerkesztés

Az Arkhimédeszi kopuldk definicidja kiterjeszthet§ n-dimenzidra is. Az n-dimenziés (n > 2)

Arkhimédeszi C" : [0, 1] — [0, 1] kopula a kovetkezd formaban {rhato:

C"(w) = ¢ (pQur) + ... + @(uy)), (2.71)
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ahol uy,...,u, € [0, 1], ¢ : [0,1] — [0, 00] egy folytonos, szigordan csokkend fiiggvény,
melyre ¢(0) = oo és (1) = 0, valamint ¢~ !-re igaz, hogy (—1)kj—:tgo_l(t) > 0, Vt € [0,0) és
k =0,1,2,... esetén. A gyakorlatban ez a Kkiterjesztés nem hasznalhat6 jol, mert az egész
bonyolult struktira egyetlen paramétertdl fiigg, tovabbd a vdltozok felcserélhetdk, azaz
(u1, . ..,u,) eloszldsa megegyezik (u;,, ..., u;, ) eloszldsaval Vj, # j, esetén (HARDLE et al.,
2008, EMBRECHTS et al., 2001). Ennél jobb kiterjesztést ,kindl” az ugynevezett hierarchikus
kopuldk csoportja:

C(u) = {‘Pn—l og !, [ N (902 o @7 (@1(u1) + @1(u2)) + 902(M3)) +...
(2.72)

oot gon_z(un—l)] + on-1(un), }

barmely ¢4_; o ‘704_11]' € L* i < j esetén, ahol:

L* = {a) [0, 00) — [0, 00)[w(0) = 0, w(co) = o0, (—j) ') >0,/ =1,.. ., oo} .

Kopula fiiggvény és a szélekben valo fiiggiség

A szélekben valé fiiggéségi mutaté segit megérteni az extrém események egyiittes
bekovetkezésének lehetGségeit. A 2.2.3 alfejezetben bemutatott alsé és felsé szélekben valo
fliggdségi mutatokat a kovetkezOképpen fejezhetjik ki a C kétdimenziés kopula

segitségével (CIZEK et al., 2005):

1-2v+Cl,
A, = lim —= (v, v) (2.73)
v,/ 1 1-v

C(v,
A, = Tim S0V, (2.74)
vN\,0 v

A 2.18 dbran lathatok az Ot tekintett kopulafiiggvény segitségével generdlt adatok két

dimenzidban. Ezek segitségével viszonylag konnyen leolvashatd, hogy a Gauss kopula mind az
alsé, mind pedig a fels6 szélekben fliggetlen, hiszen az adatok nem mutatnak stirisodést az
(1,1), illetve (0,0) pontok felé haladva. Ugyanez mondhaté el a Frank kopuldval kapcsolatban
is, mert a szélek felé¢ haladva nem tapasztalhaté jelentés strtisodés. Jol lathaté tovabba, hogy a
Clayton kopula az als6 szélekben fliggs, mig a Gumbel kopula a fels6 szélekben. Ez tehdt azt
jelenti, hogy a Clayton kopulédval jobban tudjuk modellezni a negativ események egylittes
bekovetkezését, mig a Gumbel kopuldval a pozitiv események egyiittes bekovetkezését. A
Student kopula esetében pedig, mind az alsd, mind pedig a felsG szélekben tapasztalhaté

fliggdség.
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u2
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2.18. abra. Kétdimenzios mintak a Gauss, a Student, a Clayton, a Frank és a Gumbel
kopuldkra

Forras: sajat szerkesztés
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3. fejezet
Anyag és modszer

A hipotézisek megerdsitéséhez illetve megcéafolasdhoz sziikséges szamitdsokhoz az adatokat a
Budapesti Ertékt6zsde honlapjardl (bet.hu) toltottem le. Hét részvény, nevezetesen az FHB,
MOL, MTELEKOM, OTP, Pannergy, Raba és Richter napi arfolyam adataival dolgoztam
2005.07.01-2015.06.29 kozott, azaz 10 évre vonatkozdéan. A néhdny hidnyzé értéket az el6z4
napi arfolyamértékkel toltottem ki (kivéve a hétvégéket) és igy egy 2607 értékbdl all6 adatsort

kaptam.

Ezen adatok megvizsgaldsdhoz, elemzés€hez és a szamitdsokhoz az R programot hasznaltam.
Az R egy nyilt forraskodu, ingyenes statisztikai programnyelv, amit egyre tobben és egyre
sz€lesebb korben haszndlnak szerte a vildgban (BURNS, 2007). Az R programnyelven beliil
tobb ezer programcsomag létezik, amelyek koziil a pénziigyi teriilet szempontjabdl
legfontosabbakat (egy kevés leirdssal) megtaldlhatjuk a CRAN Task View: Empirical Finance
(https://CRAN.R-project.org/view=Finance ) oldalon (WURTZ et al., 2009). A dolgozatomban

az elemzések legnagyobb részéhez az Rmetrics programcsomag eljardsait haszndltam.

3.1. Az adatok

A részvények ardnak idSbeli védltozdsa a 3.1 abran lathaté. Megfigyelhets, hogy az arak elég
véltozatos képet mutatnak, tovdbbd, hogy kiilonb6z6 skdlan mozognak.  Ezért - az
0sszehasonlithat6sag végett - a tovdbbiakban természetesen nem a részvény drakkal, hanem a
beldliik szdmolt hozamokkal, pontosabban a logaritmikus hozamokkal fogok szdmolni, hiszen
a hozamok skdlafiiggetlenek abban az értelemben, hogy nem fliggnek a mértékegységtol

(Forint, Euro, stb.) (RUPPERT, 2011). A hozamr6l részletes leiras taldlhaté a 3.2 fejezetben.
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3.1. abra. Az FHB, MOL, MTELEKOM, OTP, Pannergy, Raba és Richter részvények
napi arfolyamai 2005.07.01 és 2015.06.29 kozott.

Forrés: sajat szerkesztés
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3.1.1. Alapvet6 statisztikak és normalitasvizsgalat

Els§ 1€pésként megvizsgdlom, hogy milyen alapvetd statisztikai tulajdonsdgokkal rendelkeznek
a hét részvény logaritmikus hozamai. Az egyszertiség kedvéért a tovdbbiakban, ha hozamot
emlitek, akkor mindig a logaritmikus hozamra gondolok. A 3.2 és 3.3 dbrdkon lathat6 a hét
részvény napi hozama €s azok eloszldsa. A hisztogramba rajzolt narancssarga vonal az étlagot,
mig a piros gorbe az adatokbdl szamolt dtlaggal €s szérdssal megegyez$ atlagd €s szoérdsu

normadlis eloszlast jelenti.

A legtobb elmélet normalitést feltételez az adatok eloszldsdra vonatkozdan. A gyakorlatban
ez ritkdbban valésul meg, ami téves kovetkeztetésekhez vezethet. Igy el8szor az alapvetd
statisztikdkat €s a normalitdst vizsgdlom meg. Alapvet§ statisztikdk alatt értem a minimumot,
az elsd kvartilist, a medidnt, az dtlagot, a harmadik kvartilist, a maximumot, a szorést, a
ferdeséget, a lapultsdgot, a terjedelmet és az interkvartilis terjedelmet (IQR). A szdzalékban
kifejezett logaritmikus hozamokbdl szamolt alapvets statisztikdkat a 3.1 tdbldzatban foglaltam
Ossze. Lathatd, hogy az FHB részvény hozama rendelkezik a legnagyobb minimummal, a Raba
részvény hozama pedig a legnagyobb maximummal. Leolvashaté tovabba, hogy a hét részvény
koziil csak a Raba és a Richter rendelkezik pozitiv dtlaggal, valamint, hogy a szérds az OTP

esetében a legnagyobb.

3.1. tablazat. A hét részvény logaritmikus hozamaira vonatkozo alapvetd statisztikak

‘ ‘ ‘ FHB MOL MTELEKOM OTP Pannergy Raba Richter
Minimum -19,720% -16,223% -12,573% -16,235% -16,138% -16,229% -12,189%
1. kvartilis -1,140% -1,184% -0,905% -1,314% -0,786% -0,900% -0,954%
Medidn 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
Atlag -0,025% -0,008% -0,031% -0,009% 0,000% 0,021% 0,012%
3. kvartilis 0,970% 1,176% 0,860% 1,351% 0,645% 0,852% 0,961%
Maximum 20,891% 14,027% 11,680% 20,916% 13,961% 24,701% 9,074%
Széras 2,385% 2,268% 1,701% 2,686% 1,931% 2,131% 1,821%
Ferdeség 0,248 0,153 -0,535 -0,059 0,294 0,689 -0,105
Lapultsig 8,860 5,966 6,379 6,128 12,359 15,446 3,533
Terjedelem 40,611% 30,25% 24,253% 37,151% 30,099% 40,93% 21,263%
IQR 2,11% 2,36% 1,765% 2,665% 1,431% 1,752% 1,915%

Forras: sajit szamitas

A normalitds vizsgdlatinak egyik mddja a ferdeség €s a csucsossdg megvizsgdldsa. A
ferdeséggel tulajdonképpen a szimmetridtél valé eltérés mérhetS. A normdlis eloszlds

ferdesége példaul nulla, hiszen a Gauss gorbe szimmetrikus és barmely egyéb szimmetrikus
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3.2. abra. Az FHB, MOL, MTELEKOM és OTP részvények napi hozamai és azok
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eloszlasai 2005.07.01 és 2015.06.29 kozott.

Forrés: sajat szerkesztés
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3.3. dbra. A Pannergy, Raba és Richter részvények napi hozamai és azok eloszlasai
2005.07.01 és 2015.06.29 kozott.

Forrés: sajat szerkesztés
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eloszlas ferdesége szintén nulla. Negativ ferdeség azt jelenti, hogy az eloszlds bal széle
hosszabb, vastagabb, mig a pozitiv ferdeség hosszabb, illetve vastagabb jobb farkat jelent. A
vizsgalt részvények kozil az OTP és a Richter dllnak a legkdzelebb a szimmetrikus

eloszlashoz.

A lapultsdg tulajdonképpen azt mutatja meg, hogy az eloszlasfiiggvény hogyan viszonyul a
normélis eloszldshoz. A normdlis eloszlés strdségfiiggvényének lapultsdga nulla, mig az ennél
csucsosabb strtségfiiggvények pozitiv, a kevésbé csucsos strdségfiiggvények negativ
lapultsdgi mutatéval rendelkeznek. Az édltalam elemezni kivant hét részvény mind csicsosabb
a normédlis eloszldsndl. A mérGszam a Raba illetve a Pannergy esetén a legmagasabb: a Raba

esetében 15,446, mig a Pannergy esetében 12,359.

Az el6bbiekben a hozamok eloszldséara tett megéllapitdsok a 3.2 és a 3.3 dbrdk hisztogramjain
is megfigyelhetGek. Mind a hét részvény esetében viszonylag szimmetrikus eloszlasrél van
sz0, és lathatd, hogy mindegyik hozam eloszlésfiiggvénye sokkal csicsosabb, mint a normalis

eloszlasé. Tehdt az elsS vizsgdlatok alapjan egyik eloszlasrdl sem feltételezek normalitast.

Egy masik lehetGség a normalitds megvizsgaldsdra a hipotézis vizsgdlat. Tobbek kozott a
Shapiro-Wilk és a Kolmogorov-Smirnov teszt alkalmas annak a nullhipotézisnek a tesztelésére,
hogy az adatok normadlis eloszlasbdl szairmaznak-e. Mindkét tesztet lefuttattam a hét részvény
hozamainak tesztelésére és minden esetben a p-érték joval kisebb volt mint a vdlasztott
kiiszobérték (0,05). Ez azt jelenti, hogy mindkét teszt és mind a hét részvény esetén elvetjiik a

nullhipotézist, vagyis a hozamok nem normaélis eloszldsbdl szarmaznak.

Ezt tdmasztja ald az tgynevezett kvantilis-kvantilis (Q-Q plot) dbra (CARMONA, 2013) is (3.4
abra), amely a minta tapasztalati kvantiliseit veti Ossze az illesztett eloszlds kvantiliseivel.
Amennyiben a két eloszlds azonos a pontok egy egyenesen - a 45°-0s egyenesen -
helyezkednek el. Minél jobban rdsimulnak a pontok az egyenesre, anndl jobbnak mondhaté az
illeszkedés a két eloszlds kozott. A vizsgélt hét részvény egyikének esetében sem illeszkednek

a pontok az egyenesre annyira, hogy normalitést feltételezhetnénk az eloszlasukrol.

A hisztogramok, az eloszlds ferdesége €s csucsossdga, a normalitds teszt, valamint a
kvantilis-kvantilis dbrdk elemzése utdn elmondhaté tehat, hogy egyik részvény eloszldsardl

sem feltételezhet normalitas.
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3.1.2. A vizsgalt részvények kockazata

Ebben a részfejezetben a vizsgilt tiz évre vonatkozéan mutatom be a részvények kockazatat.
Az elméleti 2.1 fejezetben bemutatott 6t kockdzati mérték értékét szamolom ki a részvények
logaritmikus hozamait alapul véve a teljes tiz éves periddusra vonatkozéan. Ezen értékek, azaz
a részvények variancia (2.10 egyenlet), szords (2.11 egyenlet), szemivariancia (2.15 egyenlet),
VaR (2.23 egyenlet) és ES (2.27 egyenlet) értékei @ = 0,01 illetve @ = 0,05 szinteken a 3.2

tdblazatban lathatéak szazalékban kifejezve.

3.2. tablazat. A hét részvény logaritmikus hozamaira vonatkozo6 kockazati értékek

‘ ‘ FHB MOL MTELEKOM OTP Pannergy Raba Richter
variancia 5,688% 5,144% 2,893% -1,314% 7,215% 4,541% 3,316%
szOrds 2,385% 2,267% 1,701% 2,686% 1,931% 2,131% 1,821%
szemivariancia 0,027% 0,025% 0,015% 0,037% 0,017% 0,021% 0,017%
VaRo1 6,661% 5,904% 4,987% 7,224% 5,102% 5,670% 4,732%
VaRg 05 3,438% 3,447% 2,483% 4,082% 2,605% 2,817% 2,817%
ESo,01 9,425% 8,036% 7,410% 10,973% 7,780% 8,633% 6,673%
ESo,05 5,492% 5,073% 4,122% 6,348% 4,283% 4,819% 4,156%

Forrds: sajat szdmitds

Ezek alapjan l4that6, hogy mind a hét kiszadmitott kockdzati mérték alapjan az OTP a
legkockdzatosabb részvény a vizsgalt hét részvény koziil. A legkevésbé kockazatosnak pedig
az MTELEKOM és a Richter bizonyult. Az OTP value at risk ért€ke @ = 5%-o0s szinten:
4,082%. Ez azt jelenti, hogy 5% annak az esélye, hogy az OTP részvénnyel nagyobbat
vesztliink mint 4,082%. A kiilonbozé alfa értékeket hasonléan értelmezhetjiik. Az expected
shortfall esetén az 5%-os szinten az OTP esetében szdmitott 6,348% azt jelenti, hogy a
legrosszabb 5%-nyi esetben a vdrhaté veszteség 6,348%. Természetesen, kiilonbozd alfa

értékek esetén az 5%-o0s esethez hasonldan értelmezhets az ES értéke.

Tovédbbi részletesebb szamitdsok a részvények, illetve portfliok kockédzatira vonatkozdan

taldlhatéak a 4.2 fejezetben.

3.2. A hozam

A hozamot tobbféleképpen is kiszamithatjuk. A két legtobbet haszndlt hozam az Ggynevezett
egyszerd és a logaritmikus hozam. Ezek bemutatdsandl f6leg TSAY, 2005 és CALAFIORE —
EL GHAOUI, 2014 konyvére hagyatkozok.
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3.2.1. Részvény hozama

Els6ként a részvény egyszerd és logaritmikus hozamdra vonatkoz6 definiciokat és

osszefliggéseket vezetem le, foglalom Ossze.

a. Egyszerd hozam (simple return)
Az Oxford dictionary a hozamot, egy bizonyos idGintervallum alatt a befektetés nyereségeként
definidlja, az eredeti befektetés ardnydban. A kovetkezGekben a hozamot matematikai

szempontbdl mutatom be.

A részvény hozama esetében vegyiik a [0, '] idGintervallumot. Legyen tovdbba Py a részvény
dra a nulladik, mig Pr a részvény dra a T-edik idGpillanatban. Ha a nulladik és a T-edik

iddpillanat kozott nincs pénzaramlds, akkor egylépéses nettoé egyszerii hozamrdl (one-period

S

simple net return) beszélink és az R[O,T]

[1] jelolést vezetem be, ahol [0,T] jeloli az
idGintervallumot, S, hogy egyszeri hozamrdl van sz6, mig [1], hogy egylépésesrSl. Tehdt az
egylépéses nettd egyszer hozamot a kovetkez8képpen definidlhatjuk:

_Pr-Py Pr

S
R 1= =5— = 5= 1 (3.1)

Ebbdl kovetkezik, hogy az egylépéses brutté egyszerii hozam (one-period simple gross return):

P
N . N T
GrR[O,T][l] =1+ R[O,T][l] = P_O (3.2)

A tovdbbiakban, ha egyszerd hozamot emlitek, akkor az egylépéses netté egyszerd hozamra

gondolok.

A kovetkezSekben a [0,7] intervallumot felosztom n kisebb, paronként diszjunkt

részintervallumra. A nulladik idGpontot jelolje #y, az utolsé idSpontot jelolje ¢, := T és
legyenek a koztes id6pontok #;, ahol t;_1 < t;,i = 1,...,n, n € N. A definici6 alapjin ezeken a

részintervallumokon is kiszdmithatjuk az egylépéses egyszerd brutt6 hozamokat:
P,

GrR[S;A gl =1+ R[S;A gkl = P~ és ekkor a [0, 7] intervallumon a ,.hozam” értékének
i—154 i—14 i—-1

ezen részintervallumok hozamainak szorzata kell hogy legyen. Ezt nevezziik n-lépéses brutto
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egyszeri hozamnak (n-period simple gross return):

n

n
S - S =
l_llGrR[tl_m][l] = 1—[ (1 + R[ti—lati][l]) =

i=1

_ S S S _ 3.3
- (1 + R[Wl][l]) (1 + R[m[l]) N (1 + R[tn_l’tn][l]) - (3.3)
P, P P, P,
Pl P Pu s
Py, Py, P, Py ’

Megjegyzendd, hogy mivel 1) = 0 és 1, = T az n-1épéses egyszer( brutté hozam megegyezik az

egylépéses egyszerd brutté hozammal:

P, P
S _ it AT S
GrRylnl = 5 = 5 = GrRjp[1] (3.4)

Hasonl6an az egylépéses esethez, a netté hozam egyenld a brutté hozam eggyel csokkentve, és

igy az n-lépéses netto egyszerii hozam (n-period simple net return):

RF’O,T] [n] = == — 1. (3.5)

A (3.3) és a (3.5) egyenletek segitségével az n-lépéses egyszerd bruttdé hozamot a

kovetkezSképpen irhatjuk at:

n

GrRYy pylnl = o= = | [ 5= = 1+ R p[n]. (3.6)

b. Logaritmikus hozam (logarithmic/continuously compounded return)

A logaritmikus hozam definidlasdhoz osszuk fel a [0, 7] intervallumot n egyenld hosszisagu
részintervallumra. Az n-1épéses egyszerd hozamnal bemutatott jelolést haszndlom. Tételezziik
fel tovabba, hogy minden [t;_1, ;] részintervallumon a hozam értéke egyenlS nagysagui és az

egy R[O,T][l]—el jelolt, egylépéses hozam n-ed része. Jelolje ezeket a hozamokat R, azaz R :=

RE‘QT][I] /n. Ebben az esetben tehdt a (3.3) egyenlet a kovetkezSképpen irhato:

u Ry (1)
n 0T
GrRS [nl = [ ] (1 4 Rﬁiil,zi][l]) —(1+R)" =1+ n] ) . (3.7)
i=1
Mivel 1y a nulladik, mig 7, az utols6 idGpont, a (3.7) egyenlet 4tirhato:
1 17 P,
S _ ti
GrRS, 1,[n] = o ]_1[ P—”PT, (3.8)
és igy a (3.7) és (3.8) kifejezések segitségével a kovetkezd Osszefliggést kapjuk:
P R 1)
L= (1 TR LA U B (3.9)
Py n

74



Finomitsuk most a beosztdst a végtelenségig, vagyis az idGintervallumok hossza tartson nulldhoz,

és igy n a végtelenhez (n — o), ekkor

P Rop(11\"
lim =~ = lim (1 T ) b (3.10)

n—oo [y n—o0 n

vagyis az exponencidlis fliggvény definicidjat felhaszndlva

Pr .
= (R[O’T][l]) G.11)
és igy
P .
In (P_Z) = Riy (1. (3.12)

Ezt a hozamot, azaz az egylépéses egyszerd brutté hozam logaritmusat, egylépéses logaritmikus

hozamnak (one-period log return) nevezziik és R% _ [1]-el jeloljiik:

[0.7]
RE _[1]:=1In Pr =1In(1 +R3 _.[1]) (3.13)
ot =\ B | T oLt :

Az egyszerl hozamhoz hasonléan definidlhatjuk az n-lépéses logaritmikus hozamot (n-period

logarithmic return):

P, P P
RLOT[n]::ln Ll i [
[0.7] PtOPll Pln—l

n p ;
) ;ln (Pt ) B ZR[li—1,ti][l]'

i1 i=1

(3.14)

Lathatd, hogy ebben az esetben az n-1épéses logaritmikus hozam az egylépéses logaritmikus
hozamok 0sszegével egyenlS. Tobbek kozott ez az a tulajdonsdg, ami miatt tobbet hasznaljak a
szamitdsokndl a logaritmikus hozamot, mint az egyszerd hozamot. Példdul nulla kozeli
szdmok 0Osszeaddsa nem jelent gondot, de Osszeszorzdsukndl mar tapasztalhatunk aritmetikai

talcsordulast.

Mivel 1y és t, a nulladik, illetve utols6 idGpontnak felelnek meg, hasonléan az egyszerd hozam

esetéhez az egylépéses logaritmikus hozam megegyezik az n-1épéses logaritmikus hozammal:

Riom[1] = Rig ). (3.15)

Py

Megjegyzendd, hogy természetesen barmely idSintervallumon az el6zGekben leirtak szerint
lehet a hozamot kiszdmitani. @A dolgozatomban napi részvénydrakat haszndlok és napi
hozamokkal dolgozok, azaz az iltalam figyelembe vett idGintervallum mindig egy nap. Igy,

példaul az egylépéses egyszer( és logaritmikus hozam a kovetkezSképpen is irhaté:

P

RS =R’ (1]

_ 1, (3.16)
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illetve

P
RE-=RL  1]=1 L. 3.17
t -111 =In (Pt—l) (3.17)

A tovédbbiakban a szamitdsokhoz a (3.16) és a (3.17) egyenletben bemutatott hozamokkal fogok
szdmolni, és a ¢t idGpontbeli hozamrdl fogok beszélni. Vegyiik észre, hogy ezek alapjan mar

konnyen felirhat6 az egyszerd és a logaritmikus hozamok kozotti 0sszefiiggés:
RS = exp (Rf) -1, (3.18)

valamint

RL = 1n(1 +R,S). (3.19)

Bebizonyithat6 tovabba — az In(1 + x) ~ x, ha x =~ 0 kozelités esetén az x helyére az egyszerd
hozamot irva —, hogy ha az egyszeri hozamok nulldhoz kozeliek, akkor az egyszerd és

logaritmikus hozam kozott minimélis az eltérés:

P, P,
L _ 1 ~ Zi _ S S ~
RE [1]=In (Pz._l) < o= R bR TS0 (320)

3.2.2. Portfolio hozama

Ebben a részben a portfélié egyszerl €s logaritmikus hozaménak kiszamitdsat mutatom be,
amihez a kovetkezd jelolésrendszert haszndlom:

n: a portfélidban szerepld kiilonbozs tipusu részvények szama

S¢: a portfolié Osszértéke a t-edik idGpillanatban

Si.i: az i-edik részvény értéke a r-edik idGpillanatban

P, ;: az i-edik részvény dara a r-edik idGpillanatban

w;;: az i-edik részvény relativ stlya a portféliéban a r-edik idSpillanatban

k;: az i-edik részvény mennyisége a portfélidban

Vegylink most egy portf6liot, amely n részvénybdl all. Az eldz6 jeloléseket haszndlva lathato,

hogy az i-edik részvény értéke a t-edik idSpillanatban a kovetkezSképpen fejezhetd ki:
S[,l' = kiPl‘,i = W[’l‘S[. (321)
Tovabb4, a t-edik iddpillanatban a portf6lié 6sszértéke:

S, = Z‘ S = Z kiPy. (3.22)
i= i=
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A (3.21) és a (3.22) egyenleteket felhaszndlva ki tudjuk fejezni a relativ sdlyokat a ¢-edik

id6pillanatban:
_ S kiPy
S Y kiPi

A (3.23) egyenletben relativ sulyokat haszndlunk, mert az i-edik részvény értékének az aranyat

(3.23)

Wr.i

fejezi ki a portfolio Osszértékébdl. Ezek a sulyok a részvénydraknak megfeleléen idGben

véltoznak. A tovdbbiakban, ha silyt emlitek, akkor ezen relativ sulyokat értek.

Vegyiik észre tovabba, hogy az a természetes feltételezés, miszerint a sulyok Osszege eggyel

egyenld, ebben az esetben is barmely iddpillanatban megéllja a helyét, azaz:

n
Z wei = 1. (3.24)
i=1

Meg kell jegyezni, hogy a fent bemutatott, valamint a tovabbiakban levezetésre keriils képletek,

Osszetételében nem menedzselt portfélié hozaménak kiszdmitidsara vonatkoznak (k; konstans).

a. Egyszerd hozam (simple return)
A portfolio egyszerii hozamat a t-edik idGpillanatban Rf—el jeloljiik, és a részvény egyszerd

hozaméhoz hasonléan definidlhatjuk:

N
RS = L 1. (3.25)
Si-1
Felhaszndlva, hogy a sdlyok dsszege eggyel egyenld, valamint, hogy RY; = % — 1, ahol R,

az i-edik részvény t-edik idSpillanatbeli egyszer hozama, a (3.22) kifejezés a kovetkezSképpen

alakithato at:
Si= ) KkiPy= ) kPrii(l+ RS = > Sl + Ry = > Swini(1+ R, (3.26)
i=1 i=1 i=1 i=1

és igy a (3.25) definici6 a
S
RS = ———1= > w 1R}, (3.27)

modon is kifejezhetd. Lathaté tehdt, hogy a portf6li6 egyszeri hozama megegyezik a

portféliéban szerepld részvények egyszeri hozamainak stlyozott 6sszegével.

b. Logaritmikus hozam (logarithmic/continuously compounded return)
A portfdlié logaritmikus hozamdt a t-edik iddpillanatban RL szimbélummal jelsljiik, és a
részvény logaritmikus hozamahoz hasonléan a kovetkezSképpen definidljuk:

RF:=1n (i) : (3.28)
Si-1
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Az egyszerd és a logaritmikus hozam kozti osszefiiggést ((3.18) egyenlet) valamint a (3.27)

egyenletet felhaszndlva, a portfélié logaritmikus hozama a kovetkezSképpen is kifejezhetd:

RE 1(5 ) 1n(1+2w,1l ”) ln(ZwtlleXp( )) (3.29)

ahol RtLl. az i-edik részvény logaritmikus hozama a 7-edik idGpillanatban.

Vegyiik észre, hogy sajndlatos médon, a portf6lié logaritmikus hozama nem rendelkezik az
egyszerd hozamhoz hasonld, a (3.27) egyenletben bemutatott , kényelmes” tulajdonsdggal, azaz
NEM szamolhato ki az egyes részvények logaritmikus hozamdnak sulyozott Osszegeként. A
részvény hozamahoz hasonldan, az In(1 + x) =~ x kozelitést felhaszndlva, a portf6lié hozamar6l
is beldthatd, hogy ha a portf6lié egyszert hozamai nulldhoz kozeli értékek, akkor az egyszerd

és a logaritmikus hozamok minimalis eltérést mutatnak:
RL :ln(l +R§) ~ RS (3.30)

Tehat, ha felhasznéljuk azt a feltevést, hogy az egyszerti hozamok nulldhoz kozeliek, valamint

az exponencidlis fliggvény definicidjat, akkor l14thatd, hogy

n n
<885 = 3 o) ) -

i=1

0 oL P 1 Y

i=1 /:0

n

L
= W[—l,iRt’ia
i=1

azaz a portfolié logaritmikus hozama nem egyezik meg a benne szerepld részvények logaritmikus

hozamainak stlyozott osszegével, de kozelithets vele.
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4. fejezet

Vizsgalati eredmények és azok értékelése

Vizsgdlataim célja a pénziigyi kockdzat minél pontosabb matematikai leirdsa, mérése,

modellezése, illetve a mar meglévé modellek tovdbbfejlesztése és Osszehasonlitdsa volt.

4.1. Kockazati mértékek

A 2.1 fejezetben bemutattam illetve bebizonyitottam, hogy az 0t megvizsgdlt és gyakran
hasznalt kockazati mérték koziil, azaz a variancia, a szords, a szemivariancia, a kockaztatott
érték €s a varhat6 veszteség koziil csak az varhat6 veszteség alkalmas a kockdzat mérésére. Az
emlitett kockdzati mértékek koziil az ES az egyetlen koherens kockazati mérték, vagyis csak ez
rendelkezik az elvart négy tulajdonsdg (monotonitas, szubadditivitds, pozitiv homogenitas €s
eltolds invariancia) mindegyikével. = A kockdzati mértékek tulajdonsdgai Osszefoglalva

megtaldlhat6ak a 2.5 tablazatban, a bizonyitasok pedig az A fliggelékben.

4.2. Egyszeri vs. logaritmikus hozam

Természetesen nem csak elméleti, de gyakorlati szinten is fontos a kockdzat pontos mérése,
modellezése. A gyakorlati szdmitdsokhoz, elemzésekhez hét részvény tiz évre vonatkozé
arfolyam adatait haszndltam fel. = Mivel célom nemcsak a kockdzat mérése, hanem
Osszehasonlitdsa is volt, ezért az drak helyett az azokbdl képzett hozamokat haszndltam a

szamitasokhoz.

A 3.2 részben pontositottam az ugynevezett egyszer és logaritmikus hozam definicidjat,

tovabbd meghatdroztam a koztiik 1€vS Osszefiiggéseket és kiilonbségeket. Megéllapithatd, hogy

a logaritmikus hozamnak az egyszerd hozammal szemben az az el6nye, hogy az n-lépéses
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logaritmikus hozamot kiszdmolhatjuk az egylépéses logaritmikus hozamok 6sszegeként, mig
az n-1épéses egyszeri hozam az egylépéses egyszeri hozamok szorzata, ami nulla kozeli

értékek esetében szamoldsi problémakhoz vezethet.

Portfélidk esetében fontos kiemelni, hogy a portf6li6 relativ silyai a portfélioban szerepld
részvények aratdl (is) fiiggnek, igy id6ben valtoznak. Egyenl§ stlyt portf6lié esetén minden
iddpillanatban udjra kell szdmolni a portfélioban 1évS részvények szamit. Egyenl§ sulyd
portféliénak nevezem azt a portfdliét, ahol a portfélioban 1évs részvények silya megegyezik,
azaz wy; = w;;, barmely ¢, illetve i # j esetén. Ebbdl kovetkezGen egyenld siilyt portf6lié
esetén w;; = % Fontos megemliteni, hogy a portf6lié egyszerti hozama megegyezik a benne
szerepld részvények egyszerl hozamainak sulyozott Osszegével. Ezzel szemben a portf6lio
logaritmikus hozamét csak kozeliteni tudjuk a benne szerepld részvények logaritmikus

hozamainak stlyozott 0sszegével.

4.2.1. A részvények, valamint a beldliik képzett portfolio egyszerd és

logaritmikus hozam-eloszlasainak osszehasonlitasa

Mind a részvények, mind pedig a portf6liok esetében ldthaté volt, hogy ha az egyszerd
hozamok nulldhoz kozeliek, akkor az egyszerd és a logaritmikus hozamok k6zott minimélis az
eltérés. Ezt az elméleti megdllapitdast gyakorlati szinten is szeretném megvizsgdlni. A

szamitasokhoz haszndlt R kédok az C.1 fiiggelékben taldlhatéak.

Mint azt mér a 3.1 fejezetben bemutattam hét részvény drai dllnak rendelkezésemre tiz évre
vonatkozdan. Az els§ adatok 2005.07.01-i részvénydradatok, igy ezt az idSpontot tekintem
t = 0-nak, mig az utolsé 2015.06.29-i részvényaradatokat t = 2607-nek. Az egyszerl és a
logaritmikus hozamok 0sszehasonlitdsdhoz el8szor a részvények egyszerd €s logaritmikus
hozamainak kiszdmitdsdara van sziikség a (3.16) és (3.17) egyenleteket haszndlva. Meg kell
jegyezni, hogy a definiciok és a konstrukcié miatt az els§ hozam értékét a [t = 0,r = 1]
intervallumon lehet kiszamolni, aminek a jelolése minden egyes i = 1,...,7 részvény esetén

Rfl., illetve RlLl.. A részvények egyszer( és logaritmikus hozamaira vonatkoz6 alapstatisztikakat

a 4.1 és 4.2 tablazatban foglaltam Ossze.
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4.1. tablazat. Részvények egyszerii hozamainak alapvetd statisztikai jellemzdi

FHB MOL MTELEKOM oTP Pannergy Raba Richter
Minimum -17,898% | -14,975% -11,815% -14,985% | -14,903% | -14,981% | -11,475%
Alsé kvantilis | -1,134% | -1,177% -0,901% -1,305% | -0,783% | -0,896% | -0,949%
Median 0,000% 0,000% 0,000% 0,000% 0,000% 0,000% 0,000%
Atlag 0,004% 0,018% -0,017% 0,027% 0,018% 0,043% 0,028%
Fels6 kvantilis | 0,974% 1,183% 0,863% 1,361% 0,647% 0,855% 0,965%
Maximum 23,234% | 15,058% 12,389% 23,264% | 14,983% | 28,019% | 9,498%
Terjedelem 41,130% | 30,033% 24,204% 38,249% | 29,886% | 43,000% | 20,973%
IQR 2,108% 2,360% 1,764% 2,666% 1,430% 1,751% 1,914%

Forrds: sajat szdmitas

4.2. tablazat. Részvények logaritmikus hozamainak alapvetd statisztikai jellemzdi

FHB MOL MTELEKOM oTP Pannergy Raba Richter
Minimum -19,720% | -16,223% -12,573% -16,235% | -16,138% | -16,229% | -12,189%
Alsé kvantilis | -1,140% | -1,184% -0,905% -1,314% | -0,786% | -0,900% | -0,954%
Median 0,000% 0,000% 0,000% 0,000% 0,000% 0,000% 0,000%
Atlag -0,024% | -0,008% -0,031% -0,009% | 0,000% 0,021% 0,012%
Fels6 kvantilis | 0,970% 1,176% 0,860% 1,351% 0,645% 0,852% 0,961%
Maximum 20,891% | 14,026% 11,680% 20,916% | 13,960% | 24,701% | 9,074%
Terjedelem 40,611% | 30,250% 24,253% 37,150% | 30,100% | 40,930% | 21,263%
IQR 2,110% 2,360% 1,765% 2,665% 1,431% 1,752% 1,915%

Forras: sajat szamitas
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A 4.1 és 4.2 tablazatokbdl is lathatjuk, hogy a hozamok nulldhoz kozeliek: a medidn minden
esetben nulla, az interkvartilis terjedelem (IQR: fels§ kvartilis és az als6 kvartilis kiilonbsége)
pedig mindkét esetben és minden részvény esetében viszonylag kicsi. Az atlagok szintén
nulldhoz kozeli értékek. Az egyszerd hozamok esetén az MTELEKOM részvényen kiviil
minden részvénynek pozitiv az atlaghozama, mig a logaritmikus hozamok esetében csak a
Raba és a Richter részvények rendelkeznek pozitiv dtlaghozammal. Az egyszerdi hozamok
esetében a legnagyobb maximummal a Raba (28,019 %), mig a legnagyobb minimummal az
FHB (-17,898%) rendelkezik. Logaritmikus hozamok esetén ugyanez tapasztalhat6: a Raba
24,701%-al a legnagyobb maximummal, mig az FHB -19,720%-al a legnagyobb minimummal

rendelkezd részvény.

A 4.1 és a 4.2 tablazatok Osszehasonlitdsdbol kideriil, hogy a részvények egyszerd és
logaritmikus hozamainak eloszldsa csak kis mértékben tér el egymastol, megerdsitve ezzel az

elméleti megdllapitast.

A részvények utdn azt vizsgdlom meg, hogy a kozelités a portfoliok esetén is megéllja-e a
helyét a gyakorlatban. A vizsgalathoz egy olyan portf6liét hozok 1étre, amelyben mind a hét
részvénybdl egy-egy darab szerepel, azaz k; = 1,i = 1,...,7, a (3.27) és (3.28) egyenleteket
felhasznédlva kiszdmolom ennek a portfélionak az egyszerd és logaritmikus hozamait. A
hozamokat box-plot dbrdk segitségével foglaltam, illetve hasonlitottam Ossze, amelyek a 4.1
abran lathatok. A két box-plot dbra 0sszehasonlitdsabdl egyértelmiien megallapithatd, hogy a
portfolié egyszerd és logaritmikus hozamai nulldhoz kozeli értékek és nagyon hasonld

eloszlasuak.

A 4.2 4bran lathaté egy mdsik vizudlis modja az Osszehasonlitdsnak: az egyik tengelyen az
egyszerd, mig a masik tengelyen a logaritmikus hozamot tiintettem fel. Ezen az dbrdn, minél
kozelebb esnek a pontok a 45°-o0s egyeneshez, anndl kozelebb van a két eloszlds egymdshoz.
Err6l az 4brardl (4.2 édbra) is leolvashatd tehdt, hogy a hét részvénybdl képzett portfolié

s 2

egyszerd €s logaritmikus hozamainak eloszlasa szinte azonos.
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4.1. abra. Box-plot: A hét részvénybdl allo portfélio egyszerd és logaritmikus hozamai

Forrés: sajat szerkesztés
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4.2. abra. A portfolio egyszeri és logaritmikus hozamanak osszehasonlitasa

Forrés: sajat szerkesztés
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4.2.2. A Kkockazati sorrend oOsszehasonlitiasa egyszerd és logaritmikus

hozamok esetén

e

Az el6z6ekben elméleti és gyakorlati szinten is bemutattam, hogy ha az egyszeri hozam
értékei nullahoz kozeliek, akkor az egyszerd és a logaritmikus hozam értékek kozel azonosak
(mind részvények, mind pedig portfélick esetén). Ebb6l a megdllapitdsbol arra
kovetkeztethetiink, hogy tulajdonképpen mindegy, hogy az egyszer( vagy pedig a logaritmikus
hozamot hasznéljuk a szamitdsainkhoz, végiil ugyanarra a kovetkeztetésre és igy ugyanarra a
dontésre kellene jutnunk. A tovdbbiakban ezt a feltételezést fogom megvizsgilni el§szor

részvény, majd portfolié adatokra tdmaszkodva, kiilonb6z8 kockazati mértékek esetén.

Részvények esetén a mddszer, amit hasznalok a kovetkezs (és az otlete Bugartél (BUGAR —
UZSOKI, 2006) szdrmazik): eldszor kiszdmolom mind a hét részvény egyszer( (3.16 egyenlet)
és logaritmikus (3.17 egyenlet) hozamait, majd ezeket alapul véve a részvények kockdzatat.
Ezek alapjdn pedig mindkét esetben (egyszer és logaritmikus hozam) kockdzati sorrendet
allitok fel. Ebben a sorrendben az elsG helyre keriil az adott kockdzati mértéknek megfeleld
legkockédzatosabb részvény, mésodik helyre a kovetkez$ legkockdzatosabb, stb. A kockdzat
kiszamitdsdhoz négy, a 2.1 fejezetben bemutatott kockazati mértéket fogok haszndlni, a szorast,

a szemivariancidt, a kockdztatott értéket (VaR) €s a varhat6 veszteséget (ES).

A szadmitdsok ugyanazt a kockdzati sorrendet eredményezték az egyszerd, illetve a
logaritmikus hozamok felhasznaldsa esetén, amely sorrend megtaldlhaté a 4.3 abréan. A piros
szind oszlop jelenti a szOrds szerinti sorrendet, a lila a szemivariancia szerinti sorrendet, a zold,
illetve a sotétzold a VaR szerinti sorrendet jeloli 5%-os, illetve 1%-os alfa szintek esetén, mig a
vildgos és sotétkék oszlopok az ES szerinti sorrendet mutatjdk, szintén 5%-os és 1%-os alfa
esetében. A logaritmikus hozamok esetén, a kiilonboz6 kockazati értékek megtaldlhatak a 3.2

tablazatban.

A 4.3 4dbra eredményeibdl leolvashatd, hogy a szords, a szemivariancia és az @ = 5%-0s szintd
ES ugyanarra a kockdzati sorrendre vezetett, azaz ezen kockdzati mértékek alapjdn a
legkockdzatosabb részvény az OTP, ezt koveti az FHB, a MOL, a Raba, a Pannergy, a Richter
és végiil az MTELEKOM. Meg kell jegyezni tovdbbd, hogy az egyetlen, amiben a kockazati
mértékek ,,egyet értenek”, hogy az OTP részvény a legkockdzatosabb, mert mind a hatféle

mérték ezt a részvényt sorolta az els6 helyre. A tovdbbiakban a hasznalt kockdzati mérték
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Részvények kockazati sorrendje

1. -
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MTELEKOM Pannergy Raba Richter

4.3. abra. Részvények kockazati sorrendje Kiilonboz6 kockazati mértékek esetén.

Forras: sajat szmitas

fliggvényében a sorrend véltozékonyabb képet mutat. Kiemelkedd eltérésnek gondolom, hogy
a Richter az 5%-0s VaR-t haszndlva a negyedik helyen van, ezzel szemben az 1%-os VaR-t
hasznalva mar a hetedik helyen, azaz ez a legkevésbé kockézatos részvény. Hasonldan, a tobbi

kockazati mérték is a hatodik vagy hetedik helyre sorolja a Richtert.

Erdemes megvizsgélni, hogy mi torténik akkor, ha feltételezziik, hogy valamilyen esemény
hatdsdra az egyik részvény dra megvdltozik, ezzel példdul nagyobb negativ hozamot
eredményezve. Kisérleti jelleggel a Richter részvény hozamai esetében vezettem be egy kiugrd
értéket. Ennek hatdsdra a Richter egyszerd hozamainak a minimuma —16,9%-ra, mig a
logaritmikus hozamainak minimuma —18, 5%-ra csokkent. Logaritmikus hozamok esetén a
4.4 4bran lathatd, kékkel szinezve, a hét részvény kiindulési értékeinek box plot dbrdi. A
Richter] nevd, piros szinnel jelolt box plot diagram mutatja a megvaltoztatott Richter részvény
eloszlasat, a tobbi részvényhez viszonyitva. Egyértelmiien lathat6 az dbrdn a bevezetett kiugrd

érték.

Ezen hozamok segitségével ismételten kiszdmoltam a kockdzati sorrendeket. A kapott

eredmények a 4.3 tdblazatban l4that6ak.
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4.4. abra. A részvények logaritmikus hozamainak box plot abrija

Forras: sajat szerkesztés

4.3. tablazat. Részvények kockazati sorrendjének osszehasonlitasa

Szords Szemi- VaR 01 VaR 05 ESo,01 ESo0s
variancia
egyszerd log
FHB 2 2 2 3 2 2 2
MOL 3 3 3 2 4 3 3
MTELEKOM 7 7 6 7 6 7 7
oTpP 1 1 1 1 1 1 1
Pannergy 5 6 5 6 5 6 5
Raba 4 4 4 5 3 4 4
wae | o | s | 7 |+ | 7 IE

Forras: sajat szamitas

Azt tapasztaltam, hogy mar ez a kis valtoztatds is eltérést eredményezett az 5%-os ES esetében.
Az egyszerl hozamok alapjan szdmitott kockdzati sorrend az OTP-t sorolja az els6 helyre. Ezt
koveti az FHB, MOL, Raba, Richter, Pannergy és végiil az MTELEKOM. Ezzel szemben, ha a
logaritmikus hozamokat haszndlom a szdmitdsokhoz, akkor az 6todik és hatodik hely
felcserélddik (4.3 tdbldzat piros celldi), azaz a Richter kockdzatosabb részvénynek bizonyul a

Pannergy-nél. A tobbi kockdzati mérték esetében az egyszerd és a logaritmikus hozamokkal
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szamolt kockdzati értékek ugyanazt a sorrendet eredményezték (ezért a 4.3 tabldzatban nem
jelolom ezeket kiilon). Ez a sorrend a sz6rds, a VaR (mindkét alfa szint) és az 1%-o0s ES esetén
megegyezik a vdltoztatds el6tt szdmolt sorrendekkel (4.3 dbra). A szemivariancia esetében
annyi véltozds figyelhetd meg, hogy az 6todik és a hatodik helyen 1évé Pannergy és Richter

helyet cseréltek, vagyis az Gjabb adatokkal szdmolva a Richter kockdzatosabb mint a Pannergy.

A fent bemutatott szamitdsokbdl egyértelmden kideriil, hogy annak ellenére, hogy az egyszerd
és logaritmikus hozamok eloszldsa szinte megegyezik, mégsem mindegy, hogy melyiket
haszndljuk a szamitdsokhoz. Lathat6, hogy pl. az egyetlen koherens kockdzati mérték, az ES
segitségével kiszdmolt kockdzati sorrend kiilonbozik az egyik, illetve a masik hozamtipust
véve alapul. Meg kell jegyezni tovabba, hogy nagyobb kiugré érték, illetve tobb részvénynél is
tapasztalhat6 kiugr6 értékek, tovibbi eltéréseket eredményezhetnek a két hozamtipus alapjan

szamolt kockézati sorrendekben, ami pedig eltér§ dontésekhez vezethet.

A részvények utdn a portfoliokat vizsgdlom meg. A portfoliok esetében hasonlé mddszert
hasznalok, mint a részvényeknél. Ugy hozok létre hét kiilonboz6 portfliét a részvényekbdl,
hogy minden portfélié hat kiillonb6z6 részvénybdl tartalmaz egyet-egyet. Ezt ugy érem el,
hogy minden esetben kihagyok a hét részvénybdl egyet, azaz a Portf6li61 nem tartalmazza az
FHB-t, a Portf6li62 a MOL részvényt, a Portf6lio3 az MTELEKOM részvényt, stb. Majd
ezeknek a portfélioknak az egyszer(d (3.25 egyenlet) és logaritmikus hozamait (3.28 egyenlet)
felhaszndlva kiszamitom a kockdzataikat, amelyek segitségével kockézati sorrendet 4llitok fel.
A kockazat kiszdmitdsdhoz a két leggyakrabban haszndlt kockdzati mértéket, a VaR-et és az
ES-t haszndlom. A kockdzati sorrendek a 4.5 dbrdn lathatéak. Mivel nem tapasztaltam eltérd
sorrendet egyik esetben sem, ezért az dbrdn lathat oszlopok a kockdzati sorrendet mutatjak
a = 0,05 és @ = 0,01 szinteken, mind az egyszerd, mind pedig a logaritmikus hozamok
esetén. A zold, illetve a sotétzold oszlopok jelentik a VaR szerinti sorrendet 5%-os, illetve
1%-o0s alfa szintek esetén, mig a vildgos és sotétkék oszlopok az ES szerinti sorrendet

mutatjak, szintén 5%-os és 1%-os alfa esetében.

Mind a négy kockdzati mérték szerint a Portf6lié7 (osszetétele: FHB, MOL, MTELEKOM,
OTP, Pannergy, Raba) a legkockazatosabb portfolié. A két legkevésbé kockdzatos portfolio a
Portf6li62 (osszetétele: FHB, MOL, MTELEKOM, OTP, Pannergy, Raba, Richter) és a
Portfolio4d (Osszetétele: FHB, MOL, MTELEKOM, Pannergy, Raba, Richter). Portf6li61
(0sszetétele: MOL, MTELEKOM, OTP, Pannergy, Raba, Richter) esetében pedig elég nagy
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Portfoliok kockazati sorrendje
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4.5. abra. A portféliok kockazati sorrendje VaR és ES esetén

Forrés: sajat szerkesztés

kiilonbség vehet§ észre a két alfa szint kozott, mind a VaR, mind pedig az ES kockazati
mértéket haszndlva. Példdul a VaR esetében 5%-os szinten a Portf6lié1 az 6todik, mig 1%-os

szinten a médsodik helyen all.

Erdemes ismételten megvizsgalni, hogy el6fordulhat-e olyan eset, amikor az egyszer(, illetve a
logaritmikus hozam haszndlata eltér6 kockdzati sorrendhez vezetne. Ennek érdekében
ismételten egy kiugro értéket vezetek be a Richter részvény hozamaihoz hasonléan. Ebben az
esetben a részvények logaritmikus hozamainak eloszldsa megtaldlhaté a 4.4 box plot dbran. A
kék szinnel jelolt értékek az eredetiek, mig a zold (Richter2) a most bevezetett, egy kiugrd
értékkel rendelkezd Richter részvény. Ezekbdl az adatokbdl a fentebb leirt médon portfoliokat
képzek, majd kiszamitom ezek egyszer(l és logaritmikus hozamait, és kiilonbozg alfa szinteken
ismételten meghatdrozom az ES és a VaR értékeket, 1étrehozva egy 1j kockdzati sorrendet. Az

osszefoglalt eredmények a 4.4 tdblazatban taldlhatdak.

A 4.4 tiblazatbdl 14thatd, hogy a mind a két alfa szinten, mind az egyszerd, mind pedig a
logaritmikus hozamok esetén ugyanazt a sorrendet eredményezi, tehdt ebben az esetben a
sorrend nem fiigg a szdmitdsokhoz haszndlt hozamtipustol. Az ES esetében 1%-o0s szinten -

hasonléan a VaR-hez - nem tapasztalhaté sorrendbeli eltérés sem az egyszeri, sem a
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4.4. tablazat. Portféliok kockazati sorrendjének osszehasonlitasa

VaR ES
a 0,05 0,01 0,05 0,01
hozam egyszerd log egyszerd log egyszerd log egyszerd log
Portf6liol 5 5 4 4 5 5 4 4
izl 7| 7 1 | 7 (RN
Portf6lio3 3 3 5 5 4 4 5 5
Portfélio4 6 6 6 6 _ 7 7
Portf6lio5 2 2 3 3 2 2 3 3
Portf6lio6 4 4 2 2 3 3 6 6
Portf6lio7 1 1 1 1 1 1 2 2

Forrds: sajat szamitas

logaritmikus hozam esetében. Nem mondhat6 ugyanez el az ES-r6l 5%-os szinten: a hatodik
és a hetedik helyen 1évS portfolidk felcserélddtek (4.4 tablazat pirossal jelolt celldi). Ez az
eltérd sorrend pedig azt jelenti, hogy ebben az esetben is eltérd médon dontenénk az egyszerd

vagy a logaritmikus hozamot haszndlva a szdmitdsokhoz.

Az eredményekbdl az is egyértelmien ldthat, hogy nem csak a hozam tipusa (egyszerd vagy
logaritmikus), vagy a vdlasztott kockdzati mérték, de az adott kockdzati mérték mellett a
vdlasztott alfa szintnek is nagy szerepe lehet a sorrend kialakitdsaban és igy a dontés
meghozataldban. Példaul a VaR a Portf6lio6-ot az negyedik helyre sorolja @ = 0, 05 kockézati
szinten, viszont ugyanezt a portfoliét a masodik helyre teszi @ = 0,01 szinten. Egy madsik
példa Portf6lié3, amely 5%-os szinten a harmadik, mig 1%-os szinten az 6todik a kockazati

sorrendben.

A fenti szamitdsok alapjan elmondhatd, hogy - hasonldan a részvényekhez - a portf6liok esetén
is megfigyelhetS a kockézati sorrend valtozdsa a hozam tipusdnak fiiggvényében. Itt is meg
kell jegyezni tovabbd, hogy tobb kiugrd érték, vagy a portf6lio masfajta Osszetétele tovabbi

sorrendbeli eltéréseket eredményezhet.

4.3. Utotesztelés

A 2.1 alfejezetben bebizonyitottam, hogy elméleti szinten sem a variancia, sem a sz6érds, sem a

szemivariancia, sem pedig a leggyakrabban hasznalt VaR nem alkalmas a kockdzat mérésére,
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hiszen egyik sem elégiti ki a koherencia tulajdonsdgot, igy egyik sem koherens. Azt is
bemutattam, hogy létezik koherens kockazati mérték, mégpedig a varhaté veszteség (ES).
Ennek a fejezetnek az a célja, hogy a ma leggyakrabban haszndlt két kockédzati mértéket, azaz a
VaR-et és az ES-t 0sszehasonlitsa a gyakorlati alkalmazdsi lehet8ségeit is figyelemben véve.
Az dgynevezett utotesztelés (backtesting) mdodszert haszndlom annak a megvizsgdldsara, hogy
melyik kockédzati mérték bizonyul jobbnak. Jobbnak akkor nevezem a kockédzati mértéket, ha
azzal pontosabban meg tudjuk becsiilni a kockdzatot, azaz, ha a tényleges és a becsiilt értékek

kozott kisebb eltérés tapasztalhato.

A piaci kockdzat kiszdmitdsanak harom f6bb mddszere ismert: a variancia-kovariancia
modszer, a Monte Carlo szimuladcié és a torténeti szimulaci6 (EMBRECHTS et al., 2005).
Ezek a modszerek tulajdonképpen a hozam/veszteség (Profit & Loss) eloszlasfiiggvény
becslésének modszerében kiilonboznek egymastdl (BUGAR — UZSOKI, 2006). Mivel a
fejezet célja a VaR és az ES 0sszehasonlitdsa torténeti szimuléci6 segitségével, igy a mdsik két

modszerrdl csak emlitést teszek.

A variancia-kovariancia modszer 1ényege - ahogy a neve is mutatja - a portfolioban szerepld
eszkozok variancidjanak, valamint ezen eszkozok paronkénti kovariancidjdnak a kiszamitdsa.
A variancia-kovariancia matrixot (a portfélioban szereplS eszk6zoknek megfelelGen) silyozva
kapjuk meg a portfélié variancidjat. Ahhoz, hogy a variancia segitségével kiszdmitsuk a
kockdzatot, valamilyen feltételezéssel kell élni a hozamok eloszldsdra vonatkozdan.
Legkézenfekvibb (f6leg szamoldsi szempontbdl) a normalitds feltételezése (DAMODARAN,
2008). A hozamok normalitdsa a legtobb esetben, f6leg napi, illetve rovid idSintervallumra
vonatkoz6 hozamok esetén, nem teljesiil a gyakorlatban, mint ahogy az altalam bemutatott
adatok esetén sem (3.1.1 fejezet).Napi adatok esetén a normalis eloszlasnal sokkal csucsosabb
eloszlds tapasztalhat6: a napi hozamokra jellemzd eloszlds ,,kdzépsG” része sokkal vékonyabb,
valamint jéval hosszabb és vastagabb farokkal rendelkezik, mint a normadlis eloszlds. Ez azt is
jelenti, hogy tobb extrém érték jellemz$ ezen hozamokra, mint amit a normélis eloszlds
feltételez, ami a kockazat alulbecsléséhez vezethet (EMBRECHTS et al., 2005). Ezen
probléma orvosldsdra az irodalomban tobb javaslatot is taldlhatunk, de nem-normalis modellek
esetében, a paraméterek becslése, valamint a kockézat kiszdmitdsa igen bonyolulttd vélhat.
Tovabbi pontatlansdgot okozhat az az altaldnos feltevés, hogy a variancidk és a kovariancidk
idében dlland6éak.  Ezzel szemben a kiilonb6z6 GARCH (Generalized Autoregressive

Conditional Heteroskedasticity) modellek segitségével, az id6beli valtozast is figyelembe véve
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becsiilhetjiik meg a variancidt, amivel pontosabb képet alkothatunk a varianciirdl, illetve a
kockazatrol (DAMODARAN, 2008). Egy tovdbbi kritikdja a variancia-kovariancia
modszernek, hogy nem csak a kockézati faktorok tobbdimenzids normalis eloszldsat, hanem
azt is feltételezi, hogy az eloszlasfiiggvény a kockdzati faktorok linedris fiiggvénye. Ezen

feltevések dltaldban a valésdgban nem teljesiilnek (EMBRECHTS et al., 2005).

Egy masik, igen gyakran haszndlt médszer a piaci kockdzat becslésére a Monte Carlo
szimuldcié. A Monte Carlo szimulécié 0sszefoglalé neve minden olyan médszernek, amelyben
az eloszlasfiiggvényt szimulacié segitségével becsiiljiik. A szimuldcié elsé 1épése egy modell
illesztése és kalibrdlasa a torténeti adatokra. Mdasodik 1€pés a modell segitségével, az adatokkal
megegyezl eloszldsd, m (nagy szamu) realizacié generdldsa. Ezen m szcendrié segitségével
meghatdrozhaté az eloszlasfiiggvény, amelybdl a kockdzat mér kiszdmolhatd. Vegyiik észre,
hogy a mdédszer nem oldja meg a modell-illesztési problémat, és a szimuldcié eredménye az
illesztett modell pontossdgatdl fiigg (EMBRECHTS et al., 2005). A gyakorlatban sokat
el6forduld példa a Monte Carlo szimuldcidra, amikor a részvénydrak véaltozdsat az igynevezett
geometriai Brown-mozgassal (GBM) szimuldljdk. A GBM azzal a feltételezéssel él, hogy a
logaritmikus hozamok normélis eloszlast kovetnek (HULL, 2006; ARRATIA, 2014). Mint azt
mar tobbszor megemlitettem, az dltalam elemezni kivdnt adatok hozamai nem kovetnek

normadlis eloszlast, igy a GBM alkalmazdsa téves eredményre vezetne.

A fentieket is figyelembe véve, a kovetkezGekben csak a torténeti szimuldcioval fogok

foglalkozni. Ennek a médszernek az elénye az el§zGekkel szemben, hogy semmilyen elézetes

feltételezéssel nem kell élni az eloszldsfiiggvényekre vonatkozdan.

4.3.1. Utotesztelés torténeti szimulacio segitségével

Az utotesztelés végrehajtasahoz 1étre kell hozni az ugynevezett id6-ablakokat (time window).
Az irodalomban és a gyakorlatban is az id§-ablakok értéke leggyakrabban egy év, azaz 250
kereskedési nap (T = 250). Az els6 ablak az 1. naptdl a 250. napig tart, a masodik ablak a 2.
naptdl a 251. napig, €s igy tovabb. Az els§ idG-ablak adatait felhaszndlva ki lehet szdmolni a
sziikséges kockdzati mérték értékét az els6 250 napra vonatkozdan, ami egyben ellrejelzés a
251. napra. Ha rendelkezésre all a 251. napi hozam is, akkor az els§ idG-ablak alapjin
szamitott becsiilt érték Osszehasonlithaté a valédi hozam értékével. Ekkor mar kiszdmolhat a

masodik id6-ablakra vonatkoz6 kockézati mérték, ami egy becsiilt érték lesz a kovetkezd napra,
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azaz a 252. napra vonatkozéan. Ha rendelkezésre all a 252. napi hozam, akkor a becsiilt

kockdzat Osszehasonlithatd a tényleges értékkel. Es igy tovabb, az 0sszes adaton
végiglépkedve, ahogy azt a 4.5 tdbldzatban Osszefoglaltam. Ezt a moddszert torténeti
szimuldcionak (historical simulation) nevezziik, hiszen azzal a feltételezéssel él, hogy a

multban tortént eseményekkel le tudjuk irni, meg tudjuk becsiilni a jovébeli eseményeket.

4.5. tablazat. A szamitasokhoz hasznalt id§-ablakok

id6-ablak | elsé nap | utolsé nap | becslés
1. 1. 250. 251.
2. 2. 251. 252.
3. 3. 252. 253.
(n-249). | (n — 249). n. (n+1).

Forrés: sajat szerkesztés

4.3.2. VaR vs. ES

A 4.3.1 fejezetben bemutatott médszert alkalmazom a két leggyakrabban hasznalt kockazati
mérték osszehasonlitdsdra. Elméleti szinten mar a 2.1 fejezetben egyértelmtivé vélt, hogy csak
az ES alkalmas a kockdzat mérésére, hiszen ez az egy kockdzati mérték koherens. Ezért a

tovdbbiakban azt vizsgdlom, hogy a VaR vagy az ES bizonyul jobbnak a gyakorlatban.

A szdmitdsokhoz, a 3.1 fejezetben is haszndlt, hét részvény tiz évre vonatkoz6 logaritmikus
hozamait haszndlom fel. A részvényekbdl olyan portf6liét hozok létre, amely mind a hét
részvénybdl pontosan egyet tartalmaz. Ahogy azt a 3.2.2 alfejezetben is leirtam, a portf6lié
logaritmikus hozama a portfélié-drfolyamokbdl szdmolt logaritmikus hozammal egyezik meg
(PETTERS - DONG, 2016).

képeznek (4.6. dbra).

Igy, a portf6li6 hozamok n = 2606 elembdl 4ll6 adatsort

A szdmitdsokhoz — a konnyebb attekinthetdség végett — elGszor tdblazatba rendezem a portfolié
hozamokat, azaz az adatokat: az els§ oszlopba keriil az els6 250 elem, a masodikba a masodik
250 elem és igy tovabb (4.6 tdblazat). Igy minden oszlop tulajdonképpen egy id6-ablak, ami az

adott esetben megegyezik az tgynevezett szcendridval. (A szcendrid, vagy mds néven
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A portféli6 hozama

0.00 0.05 0.10
I I I

Hozam

-0.05

-0.10

T T T T T
2006-01-01 2008-01-01 2010-01-01 2012-01-01 2014-01-01

-0.15

4.6. abra. A portf6lié napi logaritmikus hozamai 2005.07.01 és 2015.06.29 kozott.

forgatokonyv a jovG egy lehetséges dllapotét irja le.) A modellben jelolje r" az m—edik
szcendridhoz és r—edik idGpillanathoz tartoz6 logaritmikus hozam értékét, aholm = 1,..., M
ést=1,...,T. Az elemezni kivant adatok esetében az n = 2606, a T = 250 és az M = 2357.
Vegyiik észre, hogy a konstrukcié miatt példaul az r21 = rl2 vagy az r31 = r22 = r13. A VaR? és az
ES]' jelolik az m-edik szcendri6 adataibdl szamolt VaR és ES értékeket. Természetesen, mivel
minta realizaciordl van sz6, a kockdzati mértékek kiszdmitdsdhoz a (2.23) és (2.27) képleteket
haszndlom, azaz ha ' = (ri", e, rénso)’ akkor

% —~

m _ _m _ e
VaR, = -1 = F{r;ﬂ,...,rggo}’

illetve
k . rm*
=1"1
E'SZ1 = —T,
ahol k = min{/|l > na,l € N}, rl.m* pedig az r;" minta realizdci6 novekvs sorrendbeli

permutédcidjanak i-edik elemét jeloli (i = 1,...,250) az adott m-edik szcendridra vonatkozdan.

a. A VaR utétesztelése

Ahogy mar fentebb emlitettem, a VaR tesztelésére idG-ablakokat haszndlok. Ezen id§-ablakok
adatait felhasznalva, ki lehet szamolni a VaR értékét és ezt az értéket 0ssze lehet hasonlitani a
kovetkezd napi valédi hozam értékével. Az Osszehasonlitds azt jelenti, hogy minden egyes
esetben megvizsgdlom, hogy az adott hozam értéke kisebb-e, mint az arra a napra becsiilt VaR

érték (-1)-szerese, majd O0sszeszamolom, hogy hany esetben volt ez tapasztalhatd, azaz hogy
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4.6. tablazat. Portféli6 logaritmikus hozamainak id6-ablakokba rendezése

Szcenario (m)
m=1 m=2 m=3 --- m=2356 m=2357
_ 1 2 3 . 2356 2357
t=1 r r r r r
_ 1 2 3 2356 2357
=2 r, r; r; r; r
—_
N
© _ 1 2 3 . 2356 2357
= t=3 I3 r3 rs rs r3
_ 1 2 3 o 2356 2357
t=250 || 7,5 50 50 250 50
1 2 3 2356 2357
VaR, VaR; VaR;, --- VaR} VaR;;
1 2 3 2356 2357
ES, ES; ES, --- ES; ES;

Forrés: sajat szerkesztés

hany esetben becsiilte ald a VaR a tényleges kockdzat értékét. Ennek a valdszintisége - a VaR
definiciéja alapjdan - meg kell, hogy egyezzen a konfidenciaszinttel, azaz

a-val (DANIELSSON, 2011).

Jelolje R™ az m-edik szcendridhoz tartozé valdszindségi valtozot és r/" az R™ egy minta

realizacigjat, aholat = 1,...,250. A VaR definicidja alapjan:

P(R™! < —VaR,(R™)) = o

és igy
@ = P(R™! < - VaR,(R"*)) @.1)
=E (I{Rm+l<—VaRa(Rm+l)}) ’

ahol 1y pm1 c_vagr,, (Rm+1)) AZ {R™! < —VaR,(R™ ")} halmaz indikdtorfiiggvénye.

A minta realizacio segitségéve,l a varhato értéket a relativ gyakorisaggal, mig az (m + 1)-edik

szcendridhoz tartoz6 VaR az m-edik szcendridhoz tartozé empirikus eloszlasfiiggvény
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segitségével kozelithetd, és igy:

ME

m+l <— VaR”' (42)

3

Minél kozelebb van a becsiilt kockdzat a ténylegeshez, azaz minél pontosabban becsiilhetjiik

meg a VaR-el a kockdzatot, anndl kozelebb lesz ez az érték a-hoz.

b. Az ES utoétesztelése

A Bazeli Bizottsdg 2012-ben - az 1996 6ta hasznélt VaR kockdzati mérték helyett - az ES, mint
Uj szabdlyoz6i kockdzati mérték bevezetését javasolta. A probléma csak az volt, hogy
ellentétben a VaR-ral ugy gondoltdk, hogy bizonyos matematikai tulajdonsdga (elicitability)
miatt, az ES nem utétesztelhetS. (A definicié és részletes leirds a témdval kapcsolatban
megtaldlhat6 példaul EMMER et al. (2015) és ACERBI — SZEKELY (2014) cikkében.) Igy, a
Bazeli Bizottsag azt javasolta, hogy adaptéljak az ES-t mint kockézati mértéket és folytassak az
utétesztelést a VaR haszndlatdval. A legdjabb kutatdsok megoldani latszanak ezt a problémat

is, mert kimutattak, hogy az ES is utétesztelhetd.
Az ES utétesztelését ACERBI — SZEKELY, 2014 cikke alapjan végzem el.

Belathat6 (ACERBI, 2002), hogy az ES folytonos esetben a kovetkezSképpen irhatd fel:
1
ESQ(X) = _;E(Xl{x<q(,})- (43)

Tovédbbra is jelolje R™ az m-edik szcendriohoz tartoz6 valoszintségi valtozot, €s r/" az R™
egy minta realizdcidjat, t = 1,...,250, valamint VaR}), illetve ES] az m-edik szcendri6hoz
tartoz6 minta realizdciobdl szdmolt VaR €s ES ért€keket a-szinten. Az I"™ := 1pm_ iR, (r)}

jeloléssel, valamint az X = R™ helyettesitéssel élve a (4.3) egyenlet a kovetkezd alakot olti:
1
ESy(R™) = ——E(R™I™). 4.4)
a

A (4.4) egyenletet, valamint a varhat6 érték tulajdonsagait felhaszndlva lathat6, hogy:

1 lem
0=-FE|—| +1. (4.5)
a \ES,(R™)

Mindkét oldal M-szerinti dtlagat véve:

1 < 1 <
7229737 2

lE (ﬂ) + 1] . (4.6)



A (4.6) egyenlet atrendezésével pedig lathatd, hogy

M
1 Rm[™
0=FE|— i — , 4.7
(M n; ESQ(R’“)) Ta “.7)
azaz "
1 Rm[™
- pl— S 2| 4.
¢ (M n; ES(,(R’“)) (48)

Hasonldéan a VaR-hez, a varhat6 érték a relativ gyakorisdggal kozelithet§ és igy a minta
realizaciobol szamolt a becsiilt értéke:

T

_ _% Z Z r] l{rE<SmVaR’”}. (4.9)

r=1
Minél kozelebb van a becsiilt kockdzat a ténylegeshez, azaz minél pontosabban becsiilhetjiik

meg a ES-el a kockdzatot, anndl kozelebb lesz ez az érték a-hoz.

4.3.3. Eredmények

A szamitdsokat a mar bemutatott adatokon, az R statisztikai program segitségével végeztem el.
A felhaszndlt programok az C.2 fiiggelékben taldlhaték. Az 4.7. tdbldzatban lathatéak az
utétesztelés eredményei, 0, 5%, 1%, 2%, 2, 5% és 5%-os szinteken, a VaR-ra, valamint az ES-re
vonatkozdan. Az @ oszlopokban tiintettem fel a torténeti szimuldciéval kapott alfa értékeket.
Az |@ — a| oszlopokban 1év§ szdamok azt mutatjdk, hogy a tényleges alfa érték mennyire tér el

az eldrejelzések alapjan szdmitott alfa értéktdl.

4.7. tablazat. A torténeti utotesztelés eredménye

VaR ES

a a la — a| a la — a|
0,5% | 0,89% | 0,39% || 0,41% | 0,09%
1% | 1,27% | 0,27% || 0,83% | 0,17%
2% | 1,99% | 0,01% | 1,68% | 0,32%
2,5% | 2,72% | 0,22% || 2,42% | 0,08%

5% | 5,17% | 0,17% || 4,85% | 0,15%

Forrés: sajat szerkesztés

A szamitdsokhoz haszndlt adatok alapjan, az utétesztelés eredményeibsl lathatd, hogy

a = 2%-os szinten a VaR sokkal jobbnak bizonyul az ES-nél. Kozeli eredmények sziilettek
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a = 5%-os szinten: a VaR esetében az eltérés 0, 17%, mig az ES esetében 0, 15%), azaz ezen a
szinten az ES bizonyult jobbnak, az dsszes tobbi alfa értékhez hasonléan. Ez azt jelenti, hogy
a = 2% kivételével minden vizsgalt alfa szinten az ES-sel szamitott alfa ért€k kozelebb volt az

elméleti értékhez, mint a VaR-ral szamitott alfak.

A két kockazati mérték, a kiilonboz4§ alfa szinteken szamolt abszolit hibdk vizsgdlata mellett
Osszehasonlithaté a relativ hiba segitségével is. Vektorok relativ hibdjanak kiszdmitdsa a

kovetkezd Osszefiiggéssel torténik (PRYCE, 1984):

& = M, (4.10)
| al
ahol @ = (@, ay,...,q,) jeloli az elméleti értékekbdl, mig @ = (ay,a2,...,a,), n € N a

szamitott, mért értékekbdl képzett vektort. A VaR és az ES relativ hibdinak 6sszehasonlitdsdhoz
a leggyakrabban haszndlt normét, az euklideszi normdt haszndlom:

S (@ - @)’
- . 4.11)

8re =
\/21'5:1 a;

A (4.11) egyenlet alapjan, a VaR relativ hibdja a 4.7. tdbldzatban bemutatott alfa szinteket

figyelembe véve EYAR = 0,091, mig az ES relativ hibdja EE5 = 0,068. Vagyis a tobbdimenzids
relativ hibdkat Osszehasonlitva elmondhat6, hogy az ES-nek kisebb a relativ hibdja, igy

Osszességében jobb kockdzati mértéknek bizonyul.

A fentebb bemutatott szdmitdsokat, valamint az elméleti tényeket is figyelembe véve ugy
gondolom, hogy az varhat6 veszteséggel pontosabb képet kaphatunk a kockdzatrdl, mint a VaR

kockéazati mértéket hasznalva.

4.4. A hozam-variancia Kkritérium helyett a hozam-ES
kritérium hasznilata megvaltoztatja a portfélioval
kapcsolatos dontéseinket

A modern portféliéelmélet (modern portfolio theory, MPT) alapgondolata Markowitz (1952)
nevéhez flz6dik (MARKOWITZ, 1952, 1959), amiért 1990-ben gazdasdgtudomdanyi
Nobel-dijat érdemelt ki. Az MPT abban segiti a raciondlis befektetSket, hogy a diverzifikaciot

felhaszndlva hogyan tudjdk a kockézatos eszkozokbdl all6 portfolidjukat optimalizélni.
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Miutédn elméleti szinten bebizonyosodott, hogy az ES jobb kockdzati mérték, mint a VaR - amit
a torténeti szimuldcio alapjan végzett utitesztelés is aldtdmasztott -, és ellentétben a VaR-el az
ES koherens is, és igy tdmogatja a diverzifikaciot, érdemes megvizsgdlni, hogy mi torténik
abban az esetben, ha a hagyomanyos Markowitz-féle atlag-variancia portf6lié optimalizacio

helyett az atlag-ES optimalizaciot hasznaljuk.

El6szor a hozam-variancia optimalizdciés modellt mutatom be, ahol a kockdzatot a variancia
segitségével hatdrozzuk meg. A hozam-variancia modell bemutatdsa utdn megvizsgalom, hogy
mennyiben véltoztat az optimdlis portfélio Osszetételén, ha a variancia helyett az ES-t
haszndljuk a portf6li6 kockdzatdnak kiszdmitdsdhoz. Mivel a legtdbbet haszndlt kockazati
mérték a VaR nem konvex (2.1.3 részfejezet), azért lehetetlenné valik az optimalizacids
feladatokndl val6 alkalmazdsa. A modellek leirdsanal f&leg WURTZ et al., 2009 és
CORNUEJOLS - TUTUNCU, 2006 konyvére tdmaszkodom.

4.4.1. Hozam-variancia portfélié optimalizacio

A modell az eszk6zok hozamdt valdszinliségi valtozoknak tekinti, mig magét a portfdliét az
eszkozok sulyozott kombindcidjdval irja le. Az MPT feltételezi tovdbbd, hogy az eszkozok
hozama normélis vagy elliptikus eloszldsu, a befektetSk raciondlisak és kockazatkeriildk, azaz
két azonos varhat6 hozamu portfélié koziil a kevésbé kockdzatosat valasztandk, nincsenek
tranzakcios koltségek és az eszkozok tetszOlegesen oszthatok (vehetiink példdul 0,5869

részvényt is).

Elmondhat6 tehét, hogy a portf6lié varhat6 hozama a benne 1év6 n (n € N) eszkdz varhat6
hozamainak a silyozott 6sszege, azaz ha R, jeloli a portfoliot, R; pedig az i-edik (i = 1,...,n)
eszk0z hozamat, valamint E(R;) = w;, az i-edik eszkoz varhaté hozama és u € R" pedig az ezen

hozamokat tartalmazé vektor, akkor a portfélié varhaté hozama:
n n
B(Rp) = ) E(R)wi = > piiw; = ', (4.12)
i=1 i=1

ahol w; az i-edik eszkoz stlya a portfélioban, valamint w € R" az ezeket a sulyokat tartalmazé
vektor. Ez azt jelenti, hogy a portf6li6 reprezentdlhaté egy n-elemd w valés vektorral

(VARGA-HASZONITS, 2006). Ezek a sulyok megegyeznek a 3.2 fejezetben bemutatott adott
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i . L Sii kP,
id6pillanatra vonatkozo relativ sulyokkal (w;; = S%’ =3 =)
i=1 Kilt,i

A vérhat6 hozam mellett a portf6li6 variancidja a kovetkezGképpen szdmolhato ki:
n n
o= Z Z wiw; cov(R;, R;), (4.13)
i=1 j=1
vagy matrixos forméban felirva:

o-[% = w!Zw, 4.14)

ahol X a kovarianciamdtrix, azaz X; ; = cov(R;, R;).

A Markowitz modellben a hozamot a minta atlagdval, mig a kockdzatot a portfélioban 1év4
eszkdzok hozamdnak szérdsdval becsiiljiik (WURTZ et al., 2009). Abban az esetben, amikor a
cél egységnyi t6két befektetve, egy adott r portfélié hozam mellett a kockdzat (variancia)

minimalizalédsa, akkor az optimalizacids probléma a kovetkezd alakot olti:

minw! Tw

weRn?
W'w=7 (4.15)
wil=1,

ahol 1 n-dimenzids egységvektor.

Ezt az optimalizacids feladatot nevezziik Markowitz-feladatnak. Az elsé kifejezés azt mutatja,
hogy a variancidt, azaz a kockdzatot szeretnénk minimalizdlni. A madsodikbdl kifejezésbdl
lathatd, hogy a minimumot adott varhaté hozam mellett akarjuk elérni. Az utolsé egyenlet
pedig azt fejezi ki, hogy a portfélidsilyok Osszege egyenld az indul6 tGkével (ezt nevezziik

koltségvetési korlatnak) (VARGA-HASZONITS, 2006).

A Markowitz modellnek pontosan egy megolddsa van (WURTZ et al., 2009), ami a kovetkezd

alakban irhato:

w' =Twy + wi, (4.16)
ahol az
A= ,uTE_l,u
B=1x11 (4.17)
C=12""u
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jelolések bevezetésével

., B lu-cz 1
WO =

—_ (2
AB-C" (4.18)
. Cxlu— Azl
T T AB-

Ekkor az adott 7 hozamhoz tartozé optimélis portf6lié szérasa:

BF —2CT+ A
ot =B A (4.19)
AB—C?

A (4.19) egyenlet négyzetre emelésével és atrendezésével az optimadlis portfdli6 variancidjara a

kovetkezd kifejezés adodik:

2

B C 1

o= B [ 6 L (4.20)
AB - C? B B

Az optimaliz4cids feladat megoldasat hatdarpontoknak nevezziik, és a (4.20) képletbdl is 14thatd,

hogy ha a hozam-variancia sikban dbrdzoljuk ezeket a pontokat, akkor egy parabolaivet kapunk.

Ennek alternativdjaként, dltalaban a gyakorlatban a vizszintes tengelyen a szorast, a fiiggdleges

tengelyen a hozamot, majd ebben a sikban az Osszes lehetséges portfdliot szoktuk abrazolni. A

(4.20) egyenlet dtrendezésével a kovetkezd hiperbola egyenletet kapjuk:

*2 __QZ
o2 (7 —5) -1, “.21)

1/B  D/B?

ahol D = AB — C? és igy a hiperbola csdcspontja a (\/g, %) koordinatdju pont (4.7 4bra).
Tehat lathat6, hogy mig a hatdrpontokat a hozam-variancia sikon dbrdzolva parabolaivet, addig

a hozam-szords sikon dbrédzolva hiperbolaivet kapunk (BARUCCI, 2003).

Maga a hiperbolaiv, valamint az ettdl a hiperbolaivtdl ,,jobbra” taldlhaté pontok halmaza adja a
lehetséges portfoliok halmazat, mig az ettdl ,,balra” esd teriileten nem fordulhat el portfélié.
Lathato, hogy ha o > \/g, akkor a szérds minden értékéhez két hatarportfolio tartozik. Ezek
koziil természetesen mindig a nagyobb vdrhaté hozamui a hatékonyabb, ezért a hiperbolaiv
felsS részét (hozam> C/B) hatékony hatdrvonalnak (efficient frontier) nevezziik. A hatékony
hatarvonal legkisebb kockdzati portfélidja az tgynevezett globdlisan legkisebb variancidajii
portfolio (global minimum variance portfolio, MVP).

A kockdzatmentes eszkdz hozamat (r7) a hatdrvonalon 1év6 valamely portfélidval 6sszekotd

egyenes az Ugynevezett tékeallokdcios (capital allocation line, CAL) vagy mds néven tokepiaci
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egyenes (capital market line, CML). Ez az egyenes mutatja meg a kockdzatmentes eszkoz és az
adott portf6lié linedris kombindciéjat. Ha minden pénziinket a kockdzatmentes eszkdzbe
tessziik, akkor a fiiggbleges tengelyen vagyunk, ha pedig minden pénziinket az adott P;,i € N
portfolioba fektetjiik, akkor a CAL egyenes P; pontjaban. Ezen pontok kozott barmely pont az
egyenesen azt jelenti, hogy megosztjuk a befektetésiinket a kockdzatmentes eszkoz és a P;
portf6lié kozott. Minél meredekebb a CAL egyenes anndl jobb, hiszen akkor egységnyi
kockdzatnovekedéshez nagyobb vérhaté hozamnovekedés tartozik. A meredekséget a

kovetkezSképpen szamolhatjuk ki:

portf6li6é varhaté hozama — kockdzatmentes hozam

4.22
portfolié kockazata (422)
A CAL egyenes meredekségét Sharpe indexnek (Sharpe ratio) nevezziik:
E(R,) —r
sp= 2B =rr (4.23)
op

Minél nagyobb a Sharpe index értéke, anndl meredekebb az egyenes (BACON, 2011). Vagyis a

legjobb ilyen egyenes az a hatékony hatdrvonalhoz huizott érintd.

hatékony hatarvonal

lehetséges
portfoliok
CAL(P;) halmaza

CAL(P,)

kockazat (o)

4.7. abra. A kockazat-hozam sikon a lehetséges portféliok halmaza, hatarportféliok, a
hatékony hatarvonal és a tokeallokacids egyenesek.

Forrés: sajat szerkesztés

A sz6ras konvexitdsdnak koszonhetGen a Markowitz-modell azt mondja ki, hogy adott indulé
t6ke és elvart hozam mellett érdemesebb a pénziinket diverzifikdlni, azaz jobban jarunk, ha
megosztjuk azt tobb pénziigyi eszkoz kozott, ahelyett, hogy az egészet egy eszkdzbe

fektetnénk. A varhaté hozamot minden befektet6 szubjektiv moddon vélasztja meg
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(VARGA-HASZONITS, 2006).

A kovetkezdekben, 3.1 fejezetben bemutatott adatok segitségével vizsgdlom meg, hogy milyen
eredményhez vezet az optimalizacio. A portf6li6 optimalizdldshoz az Rmetrics
programcsomagot, azon beliil is az fPortfolio modult haszndlom és Wiirtz (WURTZ et al.,
2009) konyve alapjan dolgozom. Az elemzés soran a rovidre eladast (short selling) kizdrom a
modellbdl, igy a portfélidsulyok nulla és egy kozé esnek (0 < w; < 1). (A rovidre eladdsnak
tulajdonképpen az a lényege, hogy kolcsont is vesziink fel, tehdt nem csak a sajat t6kénket
fektetjiik be, és ilyenkor negativ értékl eszkdzardnyok is megjelenhetnek.) Az optimalizdcié

eredménye a 4.8 dbran valamint a 4.8 tabldzatban lathat6. Meg kell jegyezni, hogy mivel napi

adatokkal szdmoltam, igy a kapott hozameredmények is napi hozamok.

4.8. tablazat. Specialis portfoliok varhaté hozama, szérasa, VaR és ES értéke az

atlag-variancia portfélio optimalizalas eredményeként

Portfolio Hozam | Széras VaR ES
Egyenld sulyu -0,0001 | 0,0138 | 0,0209 | 0,0332
Hatékony (hozam=0) 0,0000 | 0,0121 | 0,0182 | 0,0287

Hatékony (hozam=0,0001) | 0,0001 | 0,0131 | 0,0190 | 0,0307
Maximadlis Sharpe-index 0,0002 | 0,0198 | 0,0262 | 0,0451

Minimum kockazat -0,0001 | 0,0119 | 0,0185 | 0,0286

Forras: sajit szamitas

A 4.8 dbrén a hiperbolaiv a Markowitz-modell megolddsa, amelytdl ,,jobbra” helyezkednek el a
lehetséges portfoliok. A hatarportféliok koziil a hatékonyabbakat fekete pontok jeldlik, ez a
hatékony hatdrvonal. A szines korok az egyes részvényeket dbrazoljak, amelyek segitségével le
lehet olvasni (ill. ki lehet szdmolni) a kockdzatot és a hozza tartozé hozamot abban az esetben,
ha a portféliéban egyediil csak az adott részvény szerepelne. Ldathat6, hogy igy csak a
Raba-val, valamint a Richterrel érhet§ el pozitiv hozam. A legkisebb kockdzata az

MTELEKOM-nak, mig a legmagasabb az OTP-nek van.

Az EWP (equaly weighted portfolio), azaz egyenld siilyii portfolio, azt a portféliét mutatja,
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4.8. abra. A hatékony hatarvonal, amikor a kockazat mérésére a szoérast hasznaljuk

Forrds: sajat szamitas
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amit akkor kapndnk, ha minden részvény egyenl§ stllyal szerepelne a portfélioban. Lathato,
hogy ennek a portféliéonak a kockdzata (szérdsa) 0,0138, ami az elemzett portféliok kozott a
masodik legmagasabb, rdaddsul az igy kapott hozam negativ (-0,01%). Sd&t ugyanekkora
kockdzattal magasabb hozamot, vagy ugyanekkora hozamot kisebb kockdazattal is elérhetnénk.
A szamitogépes elemzésbdl az is kideriil (4.8 tabldzat), hogy ebben az esetben a VaR értéke

0,0209, mig az ES értéke 0,0332.

A hiperbola gorbén ldthaté piros pont a minimdlis kockdzati portf6liét jelenti a hozam
rogzitése nélkiill. A minimélis kockdzatd (szérds értéke 0,0119) portfélidhoz tartozé hozam
negativ: -0,01%. Az 4.8 dbran a kék vonal a maximalis meredekségi allokécids egyenes, ami a
kockdzatmentes ratitdl a hatékony hatdrvonalhoz huzott érints, azaz ennek a legnagyobb a
Sharpe indexe. Ezt az érintési pontot a hatékony hatdrvonalon kékkel jeloltem.
Kockédzatmentes ratanak tekinthetd a Magyar Kincstari Takarékjegy hozama, aminek az értéke
1,5% és 2,5% kozott mozog. Az elemzés készitésekor (2016. 03. 29.) az éves hozam 2% volt,

ami napi hozamra 4tszamolva 0,008 %.

A narancssdrga vonal maga a Sharpe-index és a 4.8 dbra jobb oldaldan lathaté ennek a
szOorddasa, ami ebben az esetben -0,00898 és 0,00594 koz¢€ esik. A Sharpe index, azaz a hozam
kockdzat ardny maximalizdldsa arra az eredményre vezetett, hogy az elérhet§ maximadlis hozam
0,02% és csak két részvény maradt a portfélioban, ami a Raba (90,59%) és a Richter (9,41%)
volt. Természetesen ezen a hozamszinten a kockézat értéke viszonylag magas (sz6rds=0,0166)

és barmelyik kockdzati mértéket tekintve ez a legkockdzatosabb portf6li6 (4.8 tabldzat).

A 4.9 abran l4thaté négy specidlis portfolioban a részvények eloszldsa. Az als6 sorban jobbra
taldlhat6 a Sharpe index szerint végzett portf6li6 optimalizaci6 eredménye. Ahogy mdr
emlitettem két részvény marad a portfélioban ez pedig a Raba és a Richter, rendre 90,% és
9,4%-ban. Ha ebbe a portféliéba fektetiink, akkor 0,02%-0s hozamot érhetiink el, a szoérés
értéke 0,0198, a VaR értéke 0,0262 €s az ES értéke pedig 0,0451 (4.8 tablazat). A 4.9 dbrin a
fels6 sorban taldlhaté két hatékony portf6lié Osszetétele, tehat ezek a hatékony hatdrvonalon
helyezkednek el. Az els§ amikor a varhaté hozam értéke nulla, mig a méasodik amikor a
varhaté hozam 0,01%. Megfigyelhetd, hogy abban az esetben, mikor a varhaté hozam értéke
nulla, a hét részvénybdl az OTP kivételével minden részvény benne marad a portféliéban. A
legnagyobb siillyal a Pannergy (29,2%) és a Richter (29%) szerepelnek, majd ezeket koveti az
MTELEKOM (20,8%), Raba (18,5%), FHB (2,5%) és végiil a MOL (0,1%). 0,01%-os varhat6
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hozam esetén mar csak négy részvényt tartalmaz az optimélis portfolid, ezek: Richter (39,6%),
Pannergy (30,1%), Raba (28,8%) és az MTELEKOM (1,5%). A 4.8 tdblazatbdl leolvashatéak
ezekben az esetekben is az adott varhatdé hozam mellett, a szérdas, VaR és ES értékek.
Megfigyelhets, hogy a legnagyobb hozam a legnagyobb kockdzattal érhet§ el, hiszen a
legkockédzatosabb portf6lio (mind a hidrom kockizati mérték szerint) a maximadlis Sharpe
indexd portf6lié és ez igéri a legmagasabb hozamot is. Erdemes megfigyelni tovdbbd, hogy a
masodik legkockédzatosabb portf6lié az egyenld sulyd portfdlid, viszont ebben az esetben a

legkisebb a hozam értéke, rdaddsul negativ is.

A kordiagramok koziil az utolsé a hozam rogzitése nélkiil elérhetd a minimdlis kockédzata
portfolié (bal als6 a 4.9 abran). Ez a portf6lié a hatékony hatarvonal dbrdn (4.8 dbra) a piros
pont. Léthatd, hogy ebben az esetben a hét részvény koziil az OTP és a MOL nem szerepelnek
a portfélibban. A minimum kockazatd portfélioban legnagyobb silyd az MTELEKOM
(29,3%), majd a Pannergy (28,5%), Richter (23,5%), Raba (13,4%), és az FHB (5,3%)
kovetkeznek. Az is lathatd, hogy annak ellenére, hogy ezzel a portfdli6 osszetétellel érnénk el a
legkisebb kockdzatot a hozam értéke ebben az esetben is negativ lenne: -0,01% (4.8 tablazat).

Weights Weights

Hatékony portf6lié (hozam=0%) Hatékony portf6lié6 (hozam=0,01%)
Pannergy +
O FHB  Pannergy + MTELEKOMA 15 505 O MTELEKOM O +15%
O moL O +0.1% B Pannergy B +30.1%
O MTELEKOM O +208% B Raba B +288%
B Pannergy W +292% B Richteraba + B +39.6%
B Raba héISB +18.5%
W Richter W 29% MTELEKOM +
Raba +
Richter +
Richter +
Weights Weights
Minimum kockézatu portf6lié Maximum Sharpe indexu portfélié
MTELEKOM +
O FHB O +53% B Raba W +90.6%
O MTELEKOM O +293% B Richter B +94%
[ Pannergy Bl +285%
B Raba W +134% Raba +
i FHB
| R‘ggm{ergy+ W +235%

Richter +

Richter +

Raba +

4.9. abra. A hatékony, a minimélis kockazati és a maximalis Sharpe-indexd
portfoliokban a részvények silyai a szoras minimalizalasakor

Forras: sajat szerkesztés
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4.4.2. Hozam-ES portf6lié optimalizacio

Ebben a fejezetben a sz6rds helyett az ES-t haszndlom, mint kockdzati mértéket és a cél ennek a
minimalizaldsa. Ellentétben az hozam-variancia portf6lié optimalizdldsaval, ebben az esetben
nem kell elliptikus eloszlést feltételezni (WURTZ et al., 2009). Ekkor a Markowitz-modellel

megegyezd jelolések mellett az optimalizécids feladat a kovetkezd formdban irhaté:

min ES,(w)
weR”?
,uTw =7
wil=1.

Lathato, hogy a feltételek ugyanazok, mint az 4tlag-variancia portf6lié optimalizaldsa esetén,
azaz egy egységnyi tOke befektetése esetén a cél egy adott r hozam mellett a kockazat (ES)

minimalizalasa.

A kovetkez6ekben a hozam-ES optimalizdciés modellt technikai okokbdl a
veszteségfiiggvényre mutatom be, ellentétben az eddig ismertetett profit fiiggvény esetével.

Ebbdl addédik az is, hogy a VaR és az ES definicidja egy kicsit eltér az eddig leirtaktol.

Legyen r; := Rj(w), r = (ry,...,n) minta realizici6 és jelolje f(w,r) a portfolié
veszteségtiiggvényét abban az esetben, ha a lehetséges portfoliok halmazabdl a w € R”
portfoliot vélasztottuk. Feltételezziik tovabbd, hogy az R, valdszintiségi vektorviltozonak
1étezik a p(r)-rel jelolt stirdségfiiggvénye. Ekkor fix w mellett a veszteség eloszlasfiiggvénye a

kovetkezSképpen hatdrozhaté meg:

Y(w,y):= / p(r)dr. (4.24)
flwr)<y
Az ehhez a portfélidhoz tartoz6 VaR értéke a szinten:
VaR,(w) :=inf {y e RiI¥(w,y) > a} (4.25)
és az ES értéke, szintén « szinten:

1

ES,(w) :== —— fw, r)p(r)dr. (4.26)
l-a fw,r)<VaR,(w)

Mivel az ES fiiggvény definici6jaban a VaR explicit médon szerepel bonyolult kdzvetleniil ennek

a fiiggvénynek az optimalizécidja, ezért helyette a kdvetkezd fliggvényt tekintjiik:

Falwy) =y + /f ) =yt “.27)
w,r)>y

1 -«
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Ekkor
min ES,(w) = min F,(w,7y), (4.28)
weX weX,y

ahol X a lehetséges portf6liok halmaza.

Gyakran problémat okoz, hogy a p(r) egyiittes eloszlasfiiggvény kiszamitdsa, meghatarozasa
lehetetlen. Helyette valamilyen y;, s = 1,...,S szcendridkkal lehet szdmolni, mely értékek
példaul torténeti adatokbdl vagy szdmitégépes szimuldciobdl szarmaznak. Ha feltételezziik,
hogy minden szcendriénak ugyanakkora a valdszintisége, akkor a kovetkezd becslés irhaté fel

az F,(w, y) fiiggvényre:

_ 1 5
Favuy) =7+ =055 ;(f(w, DEDIN (4.29)

ahol z* = max{z, 0}.

Az optimaliziciés feladat megoldasdhoz, a képletek részletesebb levezetéséhez és a

bizonyitdsokhoz tekintsiik példdul CORNUEJOLS — TUTUNCU, 2006.

A kovetkezGekben, hasonldan az 4tlag-variancia portf6lié optimalizdlashoz, megvizsgdlom a

hatékony hatdrvonalat és a lehetséges portféliok halmazat a 3.1 fejezetben bemutatott adatokon.

A hatékony hatarvonal a 4.10 dbran lathato, @ = 0,05 esetén. A jelolésrendszer ugyanaz, mint
amit a hozam-variancia optimalizdcié esetében haszndltam. Az x-tengelyen lathaté CVaR
megjelolés a feltételes kockaztatott értékre utal (Conditional Value at Risk), ami folytonos
esetben (a hozam folytonos valészindségi valtozd) megegyezik az expected shortfall-al

(EMBRECHTS — HOFERT, 2014).

A sotétebb pontok jelentik a hatékony hatdrvonalat, a szines korok az egy-egy részvénybdl 4ll6
portf6lidt, a piros pont a legkisebb kockdzatu portfdliét (a hozam rogzitése nélkiil), mig a kék
pont a legnagyobb hozamit. A kék egyenes a hatékony hatdrvonalhoz huzott érint§ és a
narancssdrga vonal a Sharpe index. A Sharpe index értéke -0,0034 és 0,00262 kozott valtozik.
Ismét lathato, hogy a részvények onmagukban negativ hozamot hoznak, a Raba €s a Richter
kivételével. A legnagyobb hozam ismételten a Raba és a Richter kombindci6jabol allé
portfélidval érhetS el, melynek értéke 0,02%. Ekkor a szérds értéke 0,0208, a VaR értéke
0,0273 és az ES értéke pedig 0,0472 (4.9 tblazat).
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4.10. abra. Hatékony hatarvonal: hozam-ES portf6lio optimalizalas esetén (o = 0, 05)

Forrds: sajat szdmitds
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4.9. tablazat. Specialis portfoliok varhaté hozama, szérasa, VaR és ES értéke az atlag-ES

portfolié optimalizalas eredményeként (o = 0, 05)

Portfolio Hozam | Szoéras VaR ES
Egyenld suilyd -0,0001 | 0,0138 | 0,0209 | 0,0332
Hatékony (hozam=0) 0, 0000 | 0,0121 | 0,0181 | 0,0286

Hatékony (hozam=0,0001) | 0,0001 | 0,0131 | 0,0192 | 0,0307

Maximalis Sharpe-index 0,0002 | 0,0208 | 0,0273 | 0,0472

Minimum kockdzat 0,0000 | 0,0121 | 0,0183 | 0,0284

Forrds: sajat szamitas

Négy specidlis portfolié Osszetételérdl a 4.11 dbran lathatdéak a kordiagramok: két hatékony
portfolié, a maximadlis Sharpe indexd és a minimdlis kockdzatu portf6lié. A két hatékony
portf6lié koziil az elsd esetében a rogzitett varhaté hozam 0%, mig a méasodik esetben 0,01%.
Mindkét portfélioban a Richter részvény szerepel a legnagyobb sillyal (33,2% illetve 40,5%).
A 0%-o0s hozamu portf6liondl ezt koveti a Pannergy (32,2%), az MTELEKOM (18,3%), a
Raba (13,1%) és végiil az FHB (3%). Ladthatd, hogy a hét részvénybdl itt csak 6t maradt
a portfélioban. Ha megnoveljiik a varhaté hozamot 0,01%-ra, akkor a Richter részvényt a
Pannergy (31,7%), Raba (27,1%) majd az MTELEKOM (0,7%) koveti. A 4.11 4brdn a masik
két kordiagrambdl a bal alsé a minimélis kockdzatd portfolié Osszetételét mutatja (a hozam
rogzitése nélkiil), a jobb alsé pedig a legmagasabb Sharpe indexszel rendelkez&t. A minimélis
kockazata portfolio osszetétele: Pannergy (33,6%), Richter (30,2%), MTELEKOM (22%), Raba
(8%), FHB (6,1%). A legnagyobb Sharpe indexszel rendelkez$ portfolié két részvénybdl 4ll:
97% Raba, 3% Richter. Megfigyelhetd, hogy az OTP és a MOL egyik optimadlis portf6lioban
sem szerepel. A 4.9 tdblazatbdl leolvashatéak ezekben az esetekben is a varhaté hozam, szords,

VaR és ES értékek.

4.4.3. Osszehasonlitas

A kérdés tehat az, hogy eltérd dontést hozhatunk-e abban az esetben, ha a sz6rds helyett az ES-t
haszndljuk a kockdzat mérésére. =~ Ahhoz, hogy ezt meg tudjam vélaszolni, a hatékony

hatdrvonal mentén kiszdmoltam a sulyok eloszldsat, azaz a portfoli6 Osszetételét az
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Weights
Hatékony portf6lié (hozam=0%)

O FHB  Pannergy + MTELEKOL T+ +3 %
O MTELEKOM 0O +183%
@ Pannergy B +322%
H Raba W +131%
W Richter cHp® +332%
Raba +
Richter +
Weights

Minimum kockézatd portfélio

MTELEKOM +

O FHB O +61%
O MTELEKOM O +22%
@ Pannergy B +33.6%
m RaB3Mmeroy m 8%

W Richter FHB i +3029%

Richter +

Weights
Hatékony portf6lié6 (hozam=0,01%)
Pannergy +
O MTELEKOM O +07%
@ Pannergy B +31.7%
H Raba W +271%
B RichteRaba + B +405%
MTELEKOM +
Richter +
Weights
Maximum Sharpe indexu portfélid
H Raba W +97%
B Richter B 3%
Raba +
Richter +

4.11. abra. A hatékony, a minimalis kockazati és a maximalis Sharpe-indexi

portféliokban a részvények silyai az ES minimalizalasa esetén (o = 0, 05)

Forrés: sajat szerkesztés
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atlag-variancia és atlag-ES esetében, @ = 5Y%-0s és @ = 1%-os szinteken (4.12 dbra). A
fliggdleges tengelyen lathatéak a sulyok, a vizszintes tengelyen lent a hozam, mig fent a
kockdazat értékei. Az els esetben ez a kockdzat a szords, a masodik két esetben pedig az ES,
rendre 5%-os illetve 1%-os kockazati szinten. Az erdsebb fiigg6leges vonal jeloli a minimdlis

kockazata portf6liét (ez a hatékony hatdrvonalon a piros pont).

Els§ ranézésre, pontosabb szamitdsok nélkiil 1dthatd, hogy a harom dbra hasonl6 eloszlasa
ellenére szembetlinGek a kiilonbségek is. Ezért a tovdbbiakban egy kicsit kozelebbrdl is
megvizsgdlom ezen eltéréseket, csak a pozitiv vdrhaté hozamra koncentrdlva.  Ehhez
kiszamoltam egy-egy portfolié osszetételét a hatékony hatdrvonalon, rogzitett hozam mellett.

Negativ hozam elérését nem tdzziik ki célul és az el6zGekben lattuk, hogy a legmagasabb

hozam, amit ezekkel a részvényekkel elérhetiink 0,0002, azaz 0 < hozam < 0, 0002.

A 4.13 édbran, az adott példdkon lathatd, hogy eltérések tapasztalhatdak a kiilonbozd
optimalizaciok kozott. A portfolié dsszetétele ugyan rogzitett 0,015%-os, illetve 0,01%-o0s
hozam mellett megegyezik, de ezeknek eltér az ardnya. 0,015%-o0s rogzitett hozam esetén az
optimélis portf6li6 harom részvénybdl dll: Raba, Richter és Pannergy (de eltérd silyokkal),
mig 0,01%-os rogzitett hozam esetén négy részvénybsl: Richter, Pannergy, Raba és
MTELEKOM (szintén eltérd sulyokkal). Ezekben a konkrét esetekben tehdt, a sulyok
kiilonboz8sége miatt, egy bizonyos helyzetben kiilonbozSképpen dontenénk a portfolié
Osszetételére vonatkozdéan. Még nagyobb eltérés tapasztalhaté példaul 0,005%-0s hozam
rogzitése mellett, mert itt mar a portfolick Osszetétele sem egyezik meg. A szords
minimalizdldsdval kapott portfélioban 6t részvény szerepel, név szerint: Richter, Pannergy,
Raba, MTELEKOM, MOL. Az ESos, illetve ESpo; minimalizdldsdval kapott portféliban
pedig csak négy részvény szerepel, hiszen ebben az esetben a MOL nem része az optimdlis
portfélionak. Vagyis l4thatd, hogy példdul ebben a konkrét esetben is eltérd dontést hozndnk a
kockazati mérték megvalasztdsdnak fiiggvényében, nem csak a portfélioban szerepld

részvények stlyéra, hanem az optimdlis portf6lié osszetételére vonatkozdan is.
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Weights Atlag-variancia portfélio

Target Risk
0.016 0.0136 0.0126 0.012 0.012 0.0125 0.0136 0.0193
o _ u
E”H -ll I
g G
©
° .III I |:| MOL
© MTELEKOI
i) n
[ o
<
o I Pannergy
o~ I Raba
S
I I Richter
o II
o T T T T L
—0.000302 —0.00016 -1.83e-05 0.000124 0.000194
Target Return
Weights Atlag-ES portfdlio (alfa=5%) Target Risk
0.017 0.0139 0.0127 0.0122 0.0121 0.0124 0.0133 0.0176
o
Ee I
2
@
[=} - MoL
uy
© MTELEKO
S IIIII 0
[ o
<
o I Pannergy
~ I Raba
S
I I Richter
o T T T T T T -t 1
-0.000314 -0.000172 -3.02e-05 0.000112 0.000183
Target Return
Weights Atlag-ES portfélié (alfa=1%) Target Risk
0.017 0.0142 0.0129 0.0121 0.012 0.0125 0.0135 0.0176
< —
& T I
g |:| FHB
@ - --
o -... |:| MOL
© | III [] mretexo
o
I II |:| oTP
<
(=} I Pannergy
~ I I Raba
S
I I Richter
o I
o T T T T T T -1 1
—0.000314 —0.000172 —-3.02e-05 0.000112 0.000183

Target Return

4.12. dbra. A sulyok alakulasa az atlag-széras portf6lio, atlag-ES portfoliéo a = 0,05 és
a = 0,01 esetén a hatékony hatarvonal mentén

Forrés: sajat szerkesztés
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Sulyok Sulyok Sulyok
Atlag-variancia portf6li6 (hozam=0,005%) Atlag=variancia portf6li6 (hozam=0,01%) Atlag-variancia portf6lio (hozam=0,015%)
0O moL Pannergy +, O +01% O MTELEKOM Pannergy + O +15% @ Pannergy Raba + | +89%
O MTELEKOM O +121% @ Pannergy B +301% B Raba W +491%
@ Pannergy MTELEKONF +29.8 % W Raba Raba + W +288% W Richter Pannergy Ml +42 %
W Raba MOL+ H +236% W Richter MTELEKOM+ +39.6 %
W Richer R+ | 344%
Richter + Richter + ichter +
Salyok Salyok Salyok
Atlag~ES (alfa=5%) portfoli6 (hozam=0,005%) AtlagES (alfa=5%) portfdli6 (hozam=0,01%) AtlagES (alfa=5%) portfoli6 (hozam=0,015%)
O MTELEKOM  pannergy +, 0O +109% O MTELEKOM Pannergy + O +07% @ Pannergy Raba +, | 74%
@ Pannergy B +321% @ Pannergy B +317% B Raba B +471%
W Raba MTELEKOME+ +21 % Raba Raba + W 271% W Richter pannergy M +45.5 %
W Richter W +36% W Richter MTELEKOS + +40.5 %
Raba +
Richter + ichter + ichter +
Sulyok Sulyok Sulyok
Atlag=ES (alfa=1%) portfoli6 (hozam=0,005%) Atlag~ES (alfa=1%) portfoli6 (hozam=0,01%) AtlagES (alfa=1%) portfoli6 (hozam=0,015%)
O MTELEKOM annergy + O +134% O MTELEKOM O +19% M@ Pannergy Raba 4 | +55%
@ Pannergy m +23% @ Pamnergy  Raba Pannergy + @ 423.9% B Raba W +146%
MTELEKO!
W Raba Raba + W +20.4% W Raba W +222% W Richter pannergy M +499%
W Richter W +432% W Richter MTELEKOM * +52.1 9%
ichter + Richter + ichter +

4.13. abra. A silyok alakulasa az atlag-széras portfolio, atlag-ES portfolié « = 0,05 és
a = 0,01 esetén a hatékony hatarvonal mentén kiilonb6zd rogzitett hozamok mellett.

.z

Forrés: sajat szerkesztés
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4.5. A kopulafiiggvény hatasa a  Kkockazatszamitas

pontossagara

Ahogy arra mdr az elméleti bevezetSben is utaltam a diverzifikdcié fontos szerepet jatszik a
kockdzat csokkentésében. Mig a VaR nem, addig az ES tdmogatja ezt. A problémdt viszont
az okozhatja, ha bizonyos esemény hatdsara a portfélioban 1évS részvények, vagy azok egy
része ugyanugy viselkedik, azaz egyszerre kezd el novekedni vagy csokkenni. Ez kiolthatja a
diverzifikici6 ,,védelmez8” hatdsat. Ezért kell nagy hangsulyt fektetni a fliggdségi struktira
vizsgélatira. A fejezet tovdbbi részében tehat én is arra keresem a vdlaszt, hogy van-e és
milyen fliggGségi struktira a részvények kozott, illetve, hogy ennek segitségével hogyan lehetne
kiszamitani a kockazat (VaR és ES) értékét. Tovdbbd, hogy az igy kiszdmitott értékek jobb

megkozelitései-e a valésdgnak, mint az eddig bemutatott médszerek altal szamitott értékek.

4.5.1. Paronkénti korrelacio

A korrelacié vizsgdlatat az adatok paronkénti dbrdzoldsaval kezdtem. Az eredmény a 4.14
abran lathaté. A pontfelhSk alapjan megéllapithat6, hogy a részvények logaritmikus hozamai

nem fliggetlenek, valamiféle korrelacio éll fenn minden par kozott.

A vizudlis megjelenités mellett természetesen szdmszerileg is kiszamolhatd a Pearson, Kendall
és Spearman korrel4cids egyiitthaté értéke, a (2.33), (2.35) és (2.37) egyenleteket felhaszndlva.
Az eredmények a 4.15 dbrdn lithatéak. A korreldcié értéke minden esetben pozitiv, tehdt
egyértelmden latszik, hogy a hét részvény nem fliggetlen egymadstol. A legszorosabb korreldcio
az OTP és a MOL kozott mérhet6 mind a harom korreldcids egyiitthat6 alapjan, valamint az is
megfigyelhetd, hogy a Pannergy szinte fiiggetlen az 0sszes tobbi részvénytdl, hiszen nulldhoz

kozeli korrelacios értékeket szamoltam.

4.5.2. Kopula

A részvények kozotti korrelacié pontosabb vizsgdlata a kockdzat meghatdrozasa szempontjabol

7. 2

igen fontos. Ehhez viszont a paronkénti korreldcié mérésénél tobbre van sziikség. A kettdnél

magasabb dimenzidju korrelaciot pedig, a kopula fiiggvényekkel tudjuk leirni.

A fejezet célja szamitasokkal is aldtdmasztani, vagy esetleg megcdafolni azt az 4llitast, miszerint
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4.14. abra. Részvények logaritmikus hozamainak paronkénti abrazolasa

Forrés: sajat szerkesztés
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Pearson Correlation Image
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4.15. abra. A Pearson, Kendall és a Spearman korrelacio értékei

Forrds: sajat szamitds
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a kopulafiiggvény a kockdzatszdmitds hatékonysdgat javithatja. Ez alatt azt értem, hogy ha a
torténeti szimulécid helyett a kopula fiiggvények segitségével szadmitjuk ki a VaR illetve az ES
értékét, pontosabb kockdzati értéket kapunk. Pontosabbnak, illetve jobbnak tovédbbra is akkor
nevezek egy kockdzati mértéket, ha a tényleges és a becsiilt ért€k minél kozelebb van
egymdshoz. Ez az el6z6ekhez hasonléan az utétesztelés modszerével ellendrizhetd. Most is a
4.3 fejezetben leirtaknak megfelelGen fogok eljarni. Azaz elGszor tekintem az elsd idG-ablakot
és ennek felhasznaldsdval megbecsiilom a kovetkezd napi kockdzatot, majd ezt a kockazatot
Osszehasonlitom a valédi hozam értékével. Ezt a folyamatot ismétlem minden id§-ablakon
végiglépkedve. A kockdzat kiszdmitdsdhoz pedig most a kopula fiiggvényen alapulé Monte

Carlo szimulaciét fogom haszndlni.

A kopuldn alapulé6 Monte Carlo szimuldcié segitségével végzett kockdzatszdmitds 1épései a

kovetkezGek (XU — CHEN, 2012):

1. A kopula modell kivédlasztdsa (Gauss, Student, Arkhimédeszi stb.)
2. A peremeloszldsok kivélasztdsa és ezen eloszldsok paramétereinek a becslése
3. Az adatok 4ttranszformaldsa a kopula fliggvény értelmezési tartomanydba

4. Kopula fiiggvény illesztése a (transzformdlt) adatokra, valamint ezen kopulafiiggvény

paramétereinek becslése

Pl P 7z

5. A becsiilt kopulafiiggvénynek megfelels egyiittes stirtiségfiiggvénnyel rendelkezs véletlen

valtozok generdldsa
6. A peremeloszldsok inverz fliggvényét haszndlva véletlen véltozok generdldsa
7. A szimulalt adatok segitségével a portfdlié nyereségének/veszteségének a kiszdmitdsa

8. Az 1-7. 1épések ismétlése annyiszor, hogy a szimulélt eloszlds megfelelGen kozel legyen

a ,,valodi” eloszlashoz
9. VaR és ES kiszdmitdsa az eloszlasfiiggvény segitségével

A kovetkez&ekben ezen 1épéseket fejtem ki részletesebben a sajit adatokra és jelolésrendszerre
atliltetve. A 1épések kifejtésénél DEUSS, 2009 cikkére tdmaszkodom. Mivel egyben

utdtesztelést is végzek, igy ezt a kilenc 1€pést minden egyes id§-ablakokra el kell végezni és a
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feltételeknek minden egyes idG-ablakra igaznak kell hogy legyenek. Az utétesztelésrdl a 4.3

fejezetben irtam részletesebben. A kilenc 1épést az elsd id§-ablakra mutatom be.

1. A kopula modell kivalasztasa

Az elemzést az implicit kopuldk koziil a Gauss és a Student kopuldval, az explicit kopuldk
koziil pedig a Frank, Clayton és Gumbel kopuldkkal szeretném elvégezni. Ezen kopuldk
részletes lefrdsa megtaldlhato a 2.2.4 részfejezetben. A Gumbel kopulat viszont mar az elején
ki kell zarni az elemzésbdl, hiszen ennek a kopuldnak a paramétere ® > 1. Ez azt jelenti - a
(2.65) képletet haszndlva -, hogy a Kendall-féle tau értéke nulla és egy kozé esik. Vagyis, csak
pozitivan korrelalt adatok esetén alkalmazhatd, és ennek igaznak kell lennie minden idG-ablak
esetén. Az els§ id6-ablak vizsgdlatakor kideriil, hogy a Raba és a Pannergy kozott a
Kendall-féle tau értéke -0,004, ami kizarja a Gumbel kopula hasznalatinak a lehetSségét. Igy

tehat az elemzést a Gauss, Student-féle t, Frank és Clayton kopuldkkal végzem el.

2. A peremeloszlasok kivalasztasa és ezen eloszlasok paramétereinek a becslése
Az elemzés sordn az empirikus eloszldsfiiggvényt fogom haszndlni a portféliéban 1évé minden
egyes részvény eloszldsanak becslésére. Ezek az eloszlasok a peremeloszldsok. Az empirikus

eloszlasfiiggvényeket minden egyes idS-ablak esetén meg kell hatdrozni.

Jelolje r;; az i-edik (i = 1,...,n) részvény t-edik (+ = 1,...,7T) idOpontjadhoz tartozo
logaritmikus hozam értékét. Ekkor az els$ id6-ablakhoz (¢ = 1,...,250,i = 1,...,7) tartozé

adatmatrix a kovetkezd alakot Olti:

I, r,2 N ry7
R =

50,1 12502 --- 12507

Ebben az id§-ablakban az i-edik részvény empirikus eloszlisfiiggvénye:

R 1 250
() = Fyy, gy ()= = 21] 1, < (). (4.30)

L

A (4.30) egyenletben szerepl$ 7

faktorra azért van sziikség, mert igy az eloszlasfiiggvényt
mesterségesen egy alatt tarthatjuk (Fj(x) € [0,1)), hiszen az problémdkat okozhat a
kés6bbiekben a szamitdsokndl (DEUSS, 2009). A 4.16 abran lathat6ak az els6 250 napra

vonatkoz6 empirikus eloszldsfiiggvények.
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FHB empirikus eloszlasfiiggvény MOL empirikus eloszlasfliggvény
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4.16. abra. A hét részvény elsé 250 napjara vonatkozé empirikus eloszlasfiiggvények

Forrés: sajat szerkesztés
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3. Az adatok attranszformalasa a kopula fiiggvény értelmezési tartomanyaba
A kovetkezéekben egy Embrechtst6l (EMBRECHTS — HOFERT, 2014) szdrmazé példan

mutatom be, hogy miért is fontos ez a 1épés, azaz az adatok 4ttranszformdldsa egyenletes

peremeloszlasuva. A 4.17 abran két 500 elemid adathalmazt lathatunk, F; és F»
peremeloszlasokkal. Az elsén F; és F, standard normadlis -eloszlasfiiggvények:
Fi(x) = F(x) = ¢(x), mig a masodikon standard exponencidlis eloszlast kovetnek:

Fi(x) = Fo(x) = 1 —exp(—x). Els6 ranézésre a két dbra kozott semmi Osszefiiggés nem lathato.
A probléma viszont az, hogy a két ponthalmaz teljesen mds skdldn mozog, ezért az
Osszehasonlitds lehetetlenné valik. Ahhoz, hogy valéban 0Ossze tudjuk hasonlitani a két
eloszlast 4t kell transzformdlni a peremeloszldsokat standard egyenletes eloszlasuva. Tudjuk,
hogy ha X; ~ F; és F; folytonos, akkor F;(X;) ~ U[0, 1]. A transzformdcié eredménye a 4.18
4bran lathat6. Igy mar 6ssze lehet hasonlitani a két dbrat és észrevehetd, hogy a kettd teljesen
ugyanaz. Mivel a peremeloszldsok standard egyenletes eloszldsuak, igy a 4.18 dbrdn egy

mintdt lathatunk az (Uy, U) = (F1(X1), F2(X3)) ~ C kopulara.

x2

x1 x1
4.17. abra. Standard normalis peremeloszlasokkal (balra), illetve standard exponencialis
peremeloszlasokkal (jobbra) rendelkezd 500 elemi minta

Forrés: sajat szerkesztés, EMBRECHTS — HOFERT, 2014 alapjén

A gyakorlatban az Fj és F, peremeloszldsok nem ismertek. Ilyenkor, mint ahogy mér emlitettem,
az empirikus eloszlasfiiggvény hasznalhat6 a fiiggGségi struktiira vizsgalatara. Igy kaphat6 meg

az ugynevezett pszeudo-megfigyelés (pseudo-observation):
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4.18. abra. A 4.17 abran generalt minta attranszformalasaval képzet 500 elem mintak

Forras: sajat szerkesztés, EMBRECHTS — HOFERT, 2014 alapjan

Fi(rip) ... Fi(r7) rank(ry1) ... rank(ryy)
1
U = : : : =
1 : : : T+ 1
Fi(rason) ... Fr(raso7) rank(rso1) ... rank(rasoz)
(4.31)
Uil PN ui7
uzs0,1 ... U2507
A (4.31) egyenletben felhasznaltam, hogy az empirikus eloszlastiiggvényt az
~ rank(ry;)
Firi) = —— 1~ (4.32)

formulaval kozelithetjiik, ahol rank(r;;) az i-edik részvény t-edik elemének a rangja az adott
részvény logaritmikus hozamai alapjan szamitva. Az inverz eloszlasfliggvény mddszer alapjian
pedig lathatjuk, hogy az igy generdlt pszeudo-megfigyelések eloszldsa egyenletes a [0, 1]

intervallumon.

4. Kopula fiiggvény illesztése a (transzformalt) adatokra, valamint ezen kopulafiiggvény
paramétereinek becslése
A (megfelel§) kopula paramétereinek becsléséhez az uUgynevezett kanonikus maximum

likelihood modszert (canonical maximum likelihood method, CML) hasznalom, hiszen ez a
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becslési modszer az empirikus peremeloszlas fliggvényeken alapszik. Ennek segitségével meg
lehet becsiilni a kopula paramétereket anélkiil, hogy specifikdlni kellene a peremeloszldsokat
és azok paramétereit (YAN, 2007).

Jelolje az egyes F;,i = 1,...,n peremeloszlds fiiggvény paramétereit 6; = (91.1

2 SRTRT
05, .. .), jelolje
tovabba 6 = (9',02, ...) a valasztott C kopula paramétereit. Ekkor Sklar tétele (2.50) a

kovetkezd formdban terjeszthetS ki (DEUSS, 2009):
F()C], ey Xny 91, ey Qn, 9) = C(F] (xl, 91), ey Fn(xn, Qn), 9). (433)

Példaul, ha a peremeloszldsok normalis eloszlést kovetnek, akkor ezeknek két paraméteriik van:
az atlag és a szords. Ha egy kopulat illesztiink ezen adatokra, akkor tovabbi paraméter becslésére
van sziikség, ami példdul a Gauss kopula esetében a korrelacids matrix ((2.54) Osszefliggés).
Mindezeket alapul véve és az egyiittes eloszlas strdségfiiggvényét ((2.52) egyenlet) felhasznélva
a kopula modell likelihood fiiggvénye az els6 idG-ablakra €s a konkrét logaritmikus hozamokra

vonatkozodan:

250 7
L(r1, 250,01, 00,0) = | [ e(Firin, 00 . Fy(rz, 09), ) [ | firiin 00, (434)
i=1

r=1
ahol r; = (ry,...,750,), valamint f; az i-edik (i = 1,...,n) részvény silrdségfiiggvénye. A
(4.34) egyenlet logaritmusa adja a log-likelihood fliggvényt:

250 7
I(ry,...,150,01,...,07,0) = Z Inc(Fi(re1,61), - .., Fi(ri7,67),0) l_[ filrein0:).  (4.35)
t=1 i=1

Mivel az empirikus eloszlasfiiggvényekkel szdmolok, azért a peremeloszldsok paramétereinek
becslését nem kell elvégezni, hiszen azok nem fiiggnek a paraméterektsl (DEUSS, 2009). Igy a
log-likelihood fiiggvény az

250
[(r1, . 7250,0) = D Ine(Fi(ria) ..., Fo(ri7), 6) (4.36)
t=1

alakban irhato.

Osszefoglalva ez azt jelenti, hogy a kopulaparaméter a kovetkezSképpen becsiilhetd:

250
0 = arg rglezg;; Inc(uy,...,u7,0), (4.37)

ahol O jeldli a modell szempontjabdl lehetséges paraméterek halmazat.
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5. A becsiilt kopulafiiggvénynek megfelelé egyiittes siriségfiiggvénnyel rendelkezd
véletlen valtozok generalasa

Sklar tétele alapjan tudjuk, hogy
C(Fi(x1),...,Fy(xy) = F(x1,...,xn). (4.38)

Tegyiik fel, hogy a peremeloszlasok folytonosak és igy létezik az inverziik: Fl.‘l,i =1...,n
Vezessiik be tovabba a Fj(x;) := v; jelolést, és igy x; = Fl._l(vl-). Ezen jelolések felhasznalasaval

a (4.38) egyenlet a kovetkezSképpen irhaté:

C(vi,...,vp) = F (Fl_l(vl), N .,F,;‘(v,,)) . (4.39)
Ebben az esetben tehdta v = (vy, . .., v,) vektor eloszldsa a C kopulafiiggvénynek megfeleld.

6. A peremeloszlasok inverz fiiggvényét hasznalva véletlen valtozok generalasa
A v vektorbdl a peremeloszldsok inverz fiiggvényét haszndlva megkaphaté az xi,...,x,
szimulalt logaritmikus hozam minden egyes részvény esetén (a kovetkez§ napra vonatkozdan),

hiszen: x| = Fl_l(vl) = Fl_l(Fl(xl)), o Xn = V) = E7Y(Fu(x)).

7. A szimuldlt adatok segitségével a portfolio nyereségének vagy veszteségének a
kiszamitasa

A 6. pontban megkapott, szimuldlt értékek a 251. nap logaritmikus hozamainak a becslései,
minden egyes részvény esetében. Ezen értékeket és a 250. napnak az arfolyamdt ismerve a

(3.17) egyenlet alapjan kiszamolhat6 a részvények 251. napra becsiilt dra:

P51 = P25, exp(x251,),

ahol P;; jeloli az i-edik részvény r-edik napi drat, x;; pedig az i-edik részvény r-edik napra
becsiilt logaritmikus hozamat. Tehdt az els§ idS-ablak esetén xpsg; a 6. pontban szimulalt
értékeknek felel meg, azaz x2s51; := x;. Paso,, azaz az ,,e16z8” napi ar a torténeti adatokbodl

szarmazik.

A részvények draibdl pedig kiszdmolhaté azon portfélié logaritmikus hozama, amely minden

egyes részvénybdl pontosan egyet tartalmaz ((3.28) egyenlet):

S2s51 )

L
Ry, =1In (gso

ahol ebben az esetben S, = 37", P;;.
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8. Az 1-7. 1épések ismétlése annyiszor, hogy a szimulalt eloszlas megfeleléen kozel legyen
a,,valodi” eloszlashoz

Irodalmi utaldsok és elGzetes sajat szamitdsok alapjan ugy gondolom, hogy a szimuléci6t
6000-szer ismételve a ,tényleges” és a szimulalt eloszlds kozott az eltérés minimadlis és a

program eléggé stabil.

9. VaR és ES kiszamitasa az eloszlasfiiggvény segitségével

A 8. pontban generalt eloszlasbdl kiszamithat6 a VaR €és az ES értéke.

A fent bemutatott kilenc pontot végig kell szimolni minden egyes id§-ablak esetén, majd a 4.3
fejezetben részletesen targyalt utétesztelés modszerével letesztelhetd a szimuldcié pontossaga,

hatékonysdga, mind a VaR, mind pedig az ES esetében.

A szimuldci6 megirdsdhoz ismételten az R programot, azon belil is a ’copula’
programcsomagot (HOFERT et al., 2014) haszndltam. A program az C.3 fiiggelékben
taldlhat6, mig az eredményeket a 4.10 tdbldazatban foglaltam Ossze. A tdbldzatban 5%-os,
2,5%-0s és 1%-os szinten lithat6 a kopula fiiggvény segitségével végzett Monte Carlo

szimulécio utétesztelésének az eredménye VaR €s ES esetén.

4.10. tablazat. Kopulan alapul6 Monte Carlo szimuléaci6 utdétesztelésének eredményei

VaR ES
alfa
5% 2,5% 1% 5% 2,5% 1%
kopula
Gauss 5,7749% | 3,3121% | 1,5287% || 4,9875% | 2,4867% | 0,9858%
Clayton 5,6900% | 2,9299% | 1,1890% || 4,9880% | 2,4872% | 0,9862%
Frank 6,4112% | 3,9490% | 1,9958% || 4,9872% | 2,4865% | 0,9856%
Student 5,9023% | 3,3121% | 1,4013% || 4,9877% | 2,4870% | 0,9861%

Forrds: sajat szdmitds

Mivel a mddszer pontossagét az hatdrozza meg, hogy a szimuldcié segitségével kapott alfa
értékek milyen kozel vannak az elméleti (eredeti) alfa értékekhez, ezért a 4.11 tablazatban
feltiintettem az adott négy kopula és harom kockdzati szint mellett ezeket az eltéréseket is, a

VaR és az ES esetén.
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4.11. tablazat. Kopulan alapulé Monte Carlo szimulici6 utétesztelés-eredményeinek

eltérése az elméleti értékektol

VaR ES
alfa
5% 2,5% 1% 5% 2,5% 1%
kopula
Gauss 0,7749% | 0,8121% | 0,5287% || 0,0125% | 0,0133% | 0,0142%
Clayton 0,6900% | 0,4299% | 0,1890% || 0,0120% | 0,0128% | 0,0138%
Frank 1,4112% | 1,4490% | 0,9958% || 0,0128% | 0,0135% | 0,0144%
Student 0,9023% | 0,8121% | 0,4013% || 0,0123% | 0,0130% | 0,0139%

Forrds: sajat szamitas

A 4.11 téblazatbdl kideriil, hogy mind a VaR mind pedig az ES esetén, minden alfa szinten a
legjobb kozelitést a négy kopula fiiggvény koziil a Clayton kopula adja. A legrosszabbnak
pedig a Frank kopula bizonyult, mindkét kockdzati mérték €s minden alfa szint esetén.
Altaldban pénziigyi teriileten a normal kopuldndl a t-kopula hasznosabbnak bizonyul, hiszen a
t-kopula vastagabb farokkal rendelkezik, mint a normél kopula. Az adatok a legtobb esetben
nem normélis eloszlasbdl szarmaznak és problémat jelent az extrém események modellezése.
Ezek az extrém események dltaldban tobbszor fordulnak el§ a valdsdgban, mint ahogy azt a
normélis eloszlas feltételezi. A sajat adataimon kiszdmolt értékek is ezt tdmasztjak ala.
Lathatd, hogy a Gauss kopula csak 5%-os szinten és csak a VaR esetén bizonyult jobbnak a

t-kopuldndl. A szélekben és az ES esetén a t-kopula pontosabban modellezi a kockdzatot.

Ha a VaR-et hasonlitom 0ssze az ES-al azt tapasztalom, hogy az ES minden kopula és minden
alfa szint esetén sokkal pontosabb, jobb kockdzati mértéknek bizonyul, ami ismét az ES

hasznalatat erGsiti a VaR-el szemben.

Az el6zbekben tehdt bemutattam, hogy bizonyos kopuldk pontosabb, mig mdsok kevésbé
pontos modellezését adjak a valésdgnak. Az is kideriilt, hogy az ES minden esetben jobbnak
bizonyult a VaR-ndl a kopulan alapulé szimulécié esetében. Viszont egy tovabbi fontos kérdés,
hogy a kopuldn alapulé szimulacié jobb kozelitése-e a valésdgnak mint példaul a torténeti
szimuldcion alapul6 (4.3 fejezet). Az Osszehasonlitds megkonnyitése céljdbol az eredmények
Osszefoglalva a VaR esetén a 4.12, mig ES esetén a 4.13 tdbldzatban lathatéak. Mindkét

tdblazatban a szdmok az elméleti €s a szamitasok segitségével kozelitett alfa ért€kek kozotti
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eltéréseket mutatjdk.

4.12. tablazat. A kopulan és a torténeti szimulacion alapul6 kockazatszamitas eredményei

a kockaztatott érték esetén

VaR
modell
Gauss | Clayton | Frank | Student | Torténeti
alfa
5% 0,7749% | 0,6900% | 1,4112% | 0,9023% | 0,1761%
2,5% 0,8121% | 0,4299% | 1,4490% | 0,8121% | 0,2153%
1% 0,5287% | 0,1890% | 0,9958% | 0,4013% | 0,2728%

Forras: sajat szamitas

4.13. tablazat. A kopuléan és a torténeti szimulacion alapul6 kockazatszamitas eredményei

az expected shortfall esetén

ES
modell
Gauss | Clayton | Frank | Student | Torténeti
alfa
5% 0,0125% | 0,0120% | 0,0128% | 0,0123% | 0,0149%
2,5% 0,0133% | 0,0128% | 0,0135% | 0,0130% | 0,0775%
1% 0,0142% | 0,0138% | 0,0144% | 0,0139% | 0,1712%

Forrés: sajat szamitds

A VaR esetében azt tapasztaltam, hogy a legtobb esetben a torténeti szimuldcié pontosabb
képet ad a kockazatrol, mint a kopula segitségével végzett Monte Carlo szimuldcié. Az altalam
haszndlt adatok esetében a kopula mddszer egy esetben bizonyult jobbnak: a Clayton kopula
esetén, @ = 1%-os szinten. Ebben az esetben tehdt, a tekintett négy kopula koziil a legjobbnak
szamit6 Clayton kopula segitségével pontosabb képet kaptam az extrém események
alakuldsar6l (melynek mérése igen nehéz feladat), valamint a kockdzatrél, mint a torténeti

szimuldcio segitségével.

Az ES esetében mar sokkal egyértelmiibb eredmények sziilettek. Mind a négy kopula modell,
mind a hdrom alfa szinten pontosabban becsiilte meg a kockdzatot, mint a torténeti

szimuldcidval végzett kockdzatszamitas.
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5. fejezet

Kovetkeztetések, javaslatok

Kutatdsaim célja az volt, hogy megvizsgédljam, hogy milyen moddszerekkel lehetne mérni,
modellezni, jellemezni minél pontosabban egy portfélié kockazatat. Ugy gondolom, hogy az
egyik legnehezebb feladatot az elmélet é€s a gyakorlat Osszehangoldsa jelenti. A preciz
matematikai lefrdst megtartva, azokat gyakorlati szdmitdsokkal aldtdmasztva, a portfolié

kockazat pontosabb mérésének kutatdsan beliil a kovetkezd hipotéziseket vizsgaltam:

H1. Az egyszerd vagy a logaritmikus hozam hasznilata nem befolyasolja a vizsgalati
eredményeket

A val6sag minél pontosabb modellezése fontos szerepet jatszik dontéseink meghozataldban. A
jovo eldrejelzése segit egy konkrét dontési helyzetben meghozni a megfelel§ dontést. A dontés
meghozataldhoz pedig mérlegelniink kell kiilonboz6 lehetdségek koziil. Ezért nagyon fontos,
hogy a modellek, szdmitdsok egymadssal 0sszehasonlithatéak legyenek. Példaul a részvények
arait nem tudjuk Osszehasonlitani, mert azok kiilonb6z§ tartomdnyokban mozognak. Ahhoz,
hogy szdmitdsokat tudjunk végezni és kovetkeztetéseket tudjunk levonni ,.kozos skaldn” kell
ket mérni. Az drak helyett tehat a hozamokat haszndljuk. Kétféle hozamot vizsgaltam és
hasonlitottam 0ssze: az egyszer(d €s logaritmikus hozamot. Bebizonyithat6é hogy ezen kétféle
hozam értékei egymashoz kozeli értékek. Igy felvetédik a kérdés, hogy tulajdonképpen
mindegy, hogy melyiket haszndljuk a szdmitdsokhoz. A gyakorlati elemzésembdl kideriil,
hogy eltérd kockdzati sorrendet eredményezhet az egyik illetve mésik hozam tipus haszndlata,

amely igy ugyanabban a dontési helyzetben kiilonb6z6 dontéshez vezetne.

H2. A kockaztatott érték (VaR) helyett a varhatoé veszteség (expected shortfall) a kockazat

pontosabb mérését teszi lehetévé
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Elméleti és gyakorlati szamitdsok alapjdn is azt tapasztaltam, hogy a haszndlt kockazati
mértékek mindegyike rendelkezik olyan tulajdonsdggal, amely esetlegesen a kockdzat téves
megitéléséhez vezethet. A kockdztatott értéket nagyon sok kritika érte, hiszen példaul nem
veszi figyelembe a VaR-on tili értékeket €s a diverzifikdciot sem tdmogatja, igy nem alkalmas
a kockdzat mérésére. Ezzel szemben az expected shortfall egy koherens kockazati mérték, azaz
a kockazati mértékekkel szemben feldllitott kovetelményeknek eleget tesz. Az tgynevezett
utétesztelés modszerével ellendrizhetjiik le azt, hogy egy adott kockdzati mértékkel mennyire
pontosan tudjuk eldrejelezni a kockdzatot. A torténeti utdtesztelés eredménye a tekintett Ot
kockdzati szint koziil egyben taldlta csak jobbnak a VaR-et. Igy az elméleti és a gyakorlati
eredményeket (abszolut €s relatdv hibdk) is dsszevetve ugy gondolom, hogy az ES pontosabb

képet ad a kockazatrdl, mint a VaR.

H3. A hagyomanyos hozam-variancia Kkritérium helyett a hozam-expected shortfall
kritérium hasznalata megvaltoztatja az optimalis portfoli osszetételét

A modern portf6li6 optimalizdcié alapjainak letétele Markowitz nevéhez filiz6dik, aki a
portf6lié kockdzatét a variancia segitségével szamitotta ki. Az optimalizaci6 sordn a cél adott
hozam mellett egy olyan portf6lié Osszedllitdsa aminek a kockdzata minimadlis, illetve adott
kockdzat mellett a maximdlis hozamu portf6lié Osszetételének meghatdrozasa. Mivel lathattuk,
hogy a variancia nem alkalmas a kockdzat mérésére, felmeriil a kérdés, hogy milyen hatdssal
van az optimalizdciéra, ha a variancia helyett az expected shortfall-t haszndljuk. Az
optimaliziciot elvégeztem az ES esetén @ = 5%-0s és @ = 1%-os szinten is. Az optimadlis
portfélidk hatékony hatdrvonal mentén torténd Gsszehasonlitdsa alapjan az tapasztalhatd, hogy
az elérni kivdnt hozam fiiggvényében mds és mds lehet a portfolié Osszetétele, illetve az

osszetétel ardnya a kiilonbozd alfa szintek, illetve kockdzati mért€k haszndlata esetén. Ez pedig

természetesen megvaltoztathatja a portf6lio osszetételére vonatkoz6 dontéseinket.

H4. A kockazatszamitas pontossagat a kopula fiiggvény javitja

A kockdzatszdmitds szempontjabol nagyon fontos megvizsgdlni a portfélioban szerepld
eszkozok kapcsolatat, fiiggdségi struktirdjat. Hidba diverzifikdlunk a kockdzat csokkentése
érdekében, ha egy bekovetkezett esemény hatdsdra a portfélioban szerepld eszkozok, vagy
azoknak egy része ugyantgy viselkedik, kioltva ezzel a diverzifikdci6 hatdsat. A kopula
fliggvények haszndlatdval viszont fényt derithetiink ezekre az Osszefiiggésekre, ami a kockazat
pontosabb modellezéséhez vezethet. A kopula fiiggvények segitségével végzett szimuldcid

alapu kockdzatszdmitds szintén az utétesztelés moddszerével tesztelhetd. Az eredményeket

128



Osszehasonlitva a torténeti szimuldcid esetével, tapasztalhaté volt, hogy a kopulafiiggvény

segithet pontosabb képet alkotni a kockdzatrol.

Tovabbi kutatdsok témadja lehetne mindazondltal egy, az dltalam haszndlt kopuldkndl, jobb,
pontosabb kopula-modell felédllitisa. Hasznos lenne tovdbbd az eddig ismert kockdazati
mértékeknél is kevesebb negativ tulajdonsdggal rendelkez6 mérGszam a kockdzat mérésére. Az
extrém események hatdsdnak részletesebb, pontosabb tanulminyozdsa is pontosithatja a
kockdzatszamitast €s az eldrejelzést. (Ezzel az ugynevezett Extreme Value Theory
foglalkozik.) Természetesen izgalmas €s érdekes kutatdsi témékat, kérdéseket és eredményeket

vethet fel a kopulaelmélet pénziigyi tertileten tali alkalmazasa.

Itt jegyezném meg tovabbd, Donnelly és Embrechts (DONNELLY — EMBRECHTS, 2010)
gondolataival egyetértésben, hogy a matematikai eszk6zok és modellek alkalmazasival a
gyakorlatban nagyon koriltekintGen kell(ene) banni. Fontos a modell egyértelmd,
matematikailag korrekt lefrdsa, valamint az alkalmazds elStti megértése. Figyelembe kell venni
tovdbbd az alkalmazhatdsdg feltételeit. (Példdul a geometria Brown-mozgdson alapuld
szimuldci6 alkalmazdsa nem normadlis eloszlasu logaritmikus hozamokon félrevezetd
eredményt adna.) Mindezek elmulasztdsa, illetve figyelmen kiviill hagydsa félrevezetd

eredményekhez vezethet, aminek silyos kovetkezményei lehetnek.
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6. fejezet

Az értekezés fontosabb megallapitasai, 1j

illetve 0jszerd eredményei

1. Osszefoglaltam az elméleti és gyakorlati tudnivalékat néhdny ismertebb kockdzati
mértékrdl. Matematikai pontossaggal (definiciok, tételek, stb.) bemutattam 6t kockdzati
mértéket: a szordst, a varianciat, a szemivarianciat, a kockaztatott értéket (VaR) és az
Expected Shortfall-t (ES). Bebizonyitottam, hogy ezen kockdzati mértékek koziil
egyediil az ES koherens, igy a tekintett kockdzati mértékek koziil elméleti szinten csak az
ES érdemes a kockdzat mérésére. Kiilon kitértem tovabbd ezen kockdzati mértékek

minta realizaciébol torténd kiszamitdsanak modjara.

2. Tisztaztam a részvények illetve a portfélié egyszerd és logaritmikus hozamainak
kiszdmit4dsi modjait, valamint a koztiik 1évS legfontosabb kapcsolatokat. A kockdzati
sorrendre gyakorolt hatdsaik vizsgdlataval, egy kisebb empirikus tanulmany segitségével
bebizonyitottam, hogy a hasznalt hozam tipusdnak, valamint a pontos relativ silyok

2 2

helyett kozelitS értékek haszndlatdnak befolydsa van a vizsgélati eredményekre.

3. Pontositottam a torténi szimuldcion alapuld utétesztelés modszerének a leirdsat mind a
VaR mind pedig az ES esetén. Mivel sokdig azt gondoltik, hogy az ES nem
utétesztelhets, ezért Gjszerd eredménynek tartom az ES utétesztelését konkrét részvény
adatokra vonatkozéan. A mddszer segitségével bebizonyitottam, hogy az ES jobb
kockdzati mértéknek bizonyul mint a VaR. A szdmitdsokhoz nem normadlis, illetve nem

elliptikus eloszl4dsbdl szdrmaz6 adatokat hasznédltam.

4. Gyakorlati elemzés segitségével bebizonyitottam, hogy ha a hagyomanyos

hozam-variancia kritérium helyett a hozam-ES kritériumot hasznéljuk a portf6lio
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optimalizdldsandl, az megvaltoztathatja a portfolié Osszetételére vonatkoz6 dontéseinket

2.z

. Rdmutattam, hogy mennyire fontos a portfélioban 1évé eszkozok kozotti kapcsolat
feltérképezése. Bemutattam, hogy mindezt magasabb dimenziéban az tugynevezett
kopula fiiggvények segitségével tehetjiik meg. A kopula fiiggvények segitségével hét
dimenziéban tudtam vizsgdlni a fliggdségi strukturat, valamint ezt Osszekapcsolva az
utétesztelés modszerével, szimuldciés programot irtam annak megvizsgaldsira, hogy
melyik kopula fiiggvény bizonyul jobbnak a gyakorlatban. Ezen szimulaci6 segitségével
bebizonyitottam, hogy a kopula fiiggvény haszndlata javitja a kockéazatszamitas

pontossagat.
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Osszefoglalas

A pénziigy és a matematika kéz a kézben jarnak. A matematika eszkozoket €s modelleket ad a
pénziigy szdmdra, a pénziigyi teriilet pedig kérdésekkel és megolddsra varé feladatokkal latja el

a matematikusokat. Nagyon lényeges viszont, hogy a két teriilet pontosan megértse egymast.

A dolgozatomban a pénziigyi kockdzat néhdny témakorén beliil a matematikai elméletet
otvoztem a pénziigyi gyakorlattal. Mar a legelején felvet6dott a kérdés, hogy mi is az a
kockdzat és hogy hogyan lehet ezt mérni matematikai mutaték segitségével. Definidltam és
részletesen bemutattam Ot, a gyakorlatban haszndlt kockdzati mértéket. Ezek voltak a
variancia, a szOrds, a szemivariancia, a kockaztatott érték, vagy mds néven value at risk (VaR)

és az expected shortfall (ES).

A gyakorlat azt feltételezi, hogy ha egy befektetés hozama sosem kisebb mint egy masiké,
akkor ez a befektetés nem kockdzatosabb mint a mdsik, vagy ha megtobbszordziink egy
portf6lit, de megtartjuk az Osszetételét, akkor a kockdzat a nagysdggal ardnyosan véltozik.
Megkoveteli tovabbd, hogy ha a pozicionkhoz adott hozamu kockdzatmentes eszkozt adunk,
akkor a kockazat ennek a pénzdramnak a nagysdgaval csokkenjen. Szintén természetes
feltételezés, hogy a diverzifikacio ne novelje a befektetés kockazatat. Ha ezeket a elvardsokat
leforditjuk a matematika nyelvére, akkor azt mondhatjuk, hogy a kockazatot egy olyan
leképezéssel mérhetjiik (a véletlen valtozok €s a valos szdmok kozott), amely monoton, pozitiv
homogén, eltolds invaridns, valamint szubadditiv. Bebizonyithatd, hogy az 6t kockdzati mérték
koziil csak az ES elégiti ki mind a négy tulajdonsdgot, azaz ez az egyetlen koherens kockazati

mérték, igy az egyetlen, amely elméletileg alkalmas a kockdzat mérésre.

Ennek ellenére pénziigyi teriileten még mindig a VaR a leggyakrabban hasznalt kockézati
mérték, amely csak ugynevezett elliptikus eloszldsok esetén bizonyul koherensnek. A

gyakorlatban hasznélt adatok tobbsége pedig nem elliptikus eloszldsbdl szarmazik.

133



A gyakorlati szdmitdsokhoz hét részvény ar adatait haszndltam tiz évre vonatkozdan. Az
alapvet6 statisztikdk, dabrdzoldsok és néhany teszt elvégzésével ¢&s vizsgalatdval
megéllapitottam, hogy egyik részvény logaritmikus hozamai sem kovetnek normdlis eloszl4st,
amit a legtobb matematikai modell feltételez. Igy példaul nem tudtam alkalmazni - a
gyakorlatban igen gyakran a részvénydrak szimuldcidjara haszndlt - geometriai

Brown-mozgdst, hiszen az a logaritmikus hozamok normalitdsét feltételezi.

Tobbek kozott azért is fontos, hogy minél pontosabban modellezni tudjuk a valésagot és meg
tudjuk becsiilni a kockdzatot, mert bizonyos helyzetekben ezek alapjdn akarunk, tudunk
donteni. Annak érdekében pedig, hogy ezt a dontést meg tudjuk hozni, az adatoknak, az
eredményiil kapott mérGszadmoknak, vagy kifejezéseknek 0sszehasonlithatéaknak kell lennitik.
Ebbdl adéddan egyértelmiivé vélik példaul, hogy a portfélié drakat nem tudjuk egymadssal
Osszehasonlitani, ezért van sziikség a hozam meghatarozdsira. A dolgozatomban matematikai
precizitissal mutattam be az egyszer €s a logaritmikus hozamot. Egyértelmisitettem a
definicidkat, jeloléseket valamint a két fogalom kozotti osszefliggéseket €s eltéréseket, mind az
eszkozok, mint pedig a portfolidk esetén. Mivel - ha az egyszerli hozamok nulldhoz kozeli
értékek - a kétféleképpen szdmolt hozamértékek eloszldsa kozel azonos, felvetddik a kérdés,
hogy befolydssal van-e egydltaldn az eredményekre ha az egyik illetve a mdsik hozamtipust
haszndljuk. A kockdazati sorrend elemzése egyértelmiivé tette, hogy nem mindegy, hogy
milyen adatokat haszndlunk a szamitdsainkhoz, még akkor sem, ha azok eloszldsa nagyon

kozel van egymdshoz, mas eredményre juthatunk.

Portf6lié optimalizdcié szempontjabdl sem mindegy, hogy melyik kockdzati mértéket
vélasztjuk a kockdzat mérésére. Osszehasonlitottam a hagyomanyos Markowitz-féle modellt,
vagyis, amikor a kockdzat mérésére a variancidt haszndljuk, azzal a modellel, ahol pedig az
expected shortfall-t. Megjegyezném, hogy a variancia a kivant négy tulajdonsdg egyikét sem
elégiti ki, mig az ES mindegyiket. Az optimalizdcié szempontjabdl - a gyakorlatban legtobbet
haszndlt - VaR nem johet szdmitdsba, hiszen nem konvex, ami pedig nagy mértékben
megnovelheti az optimalizacié komplexitdsat, vagy éppen lehetetlenné teheti annak elvégzését.
Azt tapasztaltam, hogy a kétféle modellel végzett optimalizacié kiilonboz$ eredményhez
vezetett, ami alatt azt értem, hogy ugyanazon rogzitett hozam mellett mésféle portf6lié
osszetételt javasol a kockdzat minimalizdldsa érdekében. Ez pedig azt jelenti, hogy kiilonb6z4

dontést hozndnk ugyanabban a helyzetben az egyik illetve a masik modell alkalmazdsaval.
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A Markowitz elmélet egyik alapgondolata, hogy a diverzifikdcié csokkenti a portf6lié
kockdzatiat. A diverzifikdcionak ezt a kockdzatcsokkentd hatdsat viszont a portféliéban 1évs
részvények egyiittes mozgdsa kiolthatja. Hidba diverzifikdlunk, ha egy esemény hatdsira a
részvények, vagy azok egy része egyiitt mutat extrém viselkedést. Ezért kell megvizsgélni a
portfolioban 1évS eszkozok fliggdségi rendszerét, korrelacidjat. Paronkénti linedris korrelaciot
mérhetiink a Pearson-féle korreldcios egyiitthatdval, mig rangkorreldciot a Kendall-, illetve a
Spearman-féle mutatékkal. Az extrém esetek paronkénti feltérképezésénél a szélekben vald
fliggdségi mutatd segithet. Magasabb rendd és komplexebb fiiggdségi struktira vizsgélatira

szolgédlnak az ugynevezett kopula fliggvények.

Ezen kopula fiiggvények koziil a gyakorlatban is leggyakrabban haszndltakat hasonlitottam
0ssze, név szerint a normalis (Gauss), Student-féle t, Gumbel, Clayton és Frank kopuldkat. Az
Osszehasonlitds azt jelenti, hogy megvizsgéltam, hogy melyiket alkalmazva lehet pontosabban
megbecsiilni a kockdzatot. Pontosabbnak akkor nevezek egy modellt vagy mértéket, ha az
altala becsiilt értékek és a tényleges értékek kozott minimdlis az eltérés. Ez az Ggynevezett
utétesztelés modszere. Az adatokat bizonyos id@intervallumokra osztva megbecsiiljik a
masnapi kockdzatot, majd ezt a becsiilt értéket Osszehasonlitjuk a valds értékkel. Ezt
elvégezziik az Osszes idGintervallumon €s megszamoljuk, hogy hédnyszor becsiiltiik ald a
kockdzatot. Ha ehhez az elemzéshez a torténeti adatokat haszndljuk, akkor torténeti
szimuldcion alapuld, mig ha kopuldk altal kozelitett adatokat, akkor pedig kopuldn alapul6

utétesztelésrdl beszélhetiink.

Az eredmények elGszor is azt igazoljdk, hogy az expected shortfall valéban jobb kockazati
mértéknek bizonyul, mint a kockéztatott érték. A fentebb felsorolt kopuldk koziil a Gumbel
kopula nem haszndlhat6 az elemzéshez, bizonyos paraméterfeltételek nem teljesiilése miatt. A
tobbi kopula koziil a legjobban a Clayton kopula segitségével tudtam megbecsiilni a
kockdzatot, mig a legrosszabb eredményt a Frank kopula adta. A normalis és a t-kopula
Osszehasonlitdsdban egyértelmien kimutathaté az a tény, hogy az extrém események
modellezésére (a sz€lekben valé fiiggdség miatt) a t-kopula alkalmasabb. Ezért is részesitik ezt
el6nyben a pénziigyi szamitdsokndl a Gauss kopuldval szemben. MegfigyelhetS volt tovabba,

hogy a kockdzatszdmitds pontossagét a kopula modellekkel javitani tudjuk.
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Summary

Finance and Mathematics go hand in hand. Mathematics provides tools and models for
finance, while finance provides questions and problems to be solved for mathematicians.

Therefore it is important that the two areas understand each other.

In my thesis - within some of the topics of financial risk - I tried to combine the mathematical
theory with the financial practice. Already at the beginning the question arose: what is the risk
and how it can be measured with mathematical notions. I defined and explained in details the
five in practice most often used risk measures. These are the following: variance, the standard

deviation, the semivariance, the value at risk (VaR) and the expected shortfall (ES).

Practice assumes that if the return on an investment is smaller than on another one, then this
investment should not have larger risk than the other one, or if we multiply the portfolio value
but keep the relative proportion of the assets in it, the risk of the portfolio should change
proportionally to the value of the portfolio. It assumes moreover, that if we realize an
additional fixed cash flow then the risk should be reduced by exactly the sum of the cash flow.
It is also a natural assumption that the diversification should not increase the riskiness of a
portfolio. By translating these expectations to the language of mathematics, we can say, that
the risk can be measured by a monotone, positive homogeneous, translation invariant and
subadditive map (between the set of random variables and the real numbers). It can be proven
that out of the five risk measures considered only ES satisfies all the four properties, thus ES is
the only so-called coherent risk measure. = Consequently ES is the only one of the

aforementioned risk measures which is theoretically suitable for measuring risk.

Despite its non-coherence, VaR is still the most frequently used risk measure in the financial
sector, which is coherent only in the case of the so-called elliptical distributions. Most of data

used in practice is not elliptically distributed.
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For the empirical study I used seven stock price data over ten years. After examining the basic
statistics, several test results, plots and figures, I found that the logarithmic returns of the stocks
do not follow normal distributions as most mathematical models in finance assume. For
example, 1 could not use geometric Brownian motion, which is often used in practice to

simulate the stock prices, because the model assumes normality of the logarithmic returns.

Among other things it is very important to model the reality and predict the risk accurately,
because in some situations we want to, we have to decide based on these predictions. In order
to be able to make this decision, the data and also the results must be comparable. For example,
it is obvious that portfolio prices cannot be compared with each other, therefore it is necessary
to determine the return first. In my thesis, with mathematical accuracy I presented the simple
and the logarithmic returns. I clarified the definitions, the notations and the differences as well
as the connections between the two notions, both in terms of assets and portfolios. If the
simple returns are close to zero, the distribution of the returns calculated in two ways are nearly
the same. The question arises whether the return type used has any influence on the results.
The analysis of the riskiness order clearly showed that the result of the calculation can strongly

depend on the type of data used, even if the distributions are close to each other.

As far as portfolio optimization is concerned it is also important which risk measure is chosen
to measure the risk. I compared the traditional Markowitz model which uses variance for
measuring the risk, with the model, which uses expected shortfall. T would like to add that
variance does not satisfy any of the four expected properties, whereas ES satisfies all of them.
The most widely used risk measure VaR cannot be considered in the case of optimization
because it is not convex, which can highly increase the complexity of the optimization or it can
make it even impossible to use. I came to the conclusion, that the two optimization models led
to different results, and thus suggest different portfolio composition to minimize the risk (with
fixed returns). This means that we would make different decisions in the same situation using

one or the other model.

One of the basic concepts of the Markowitz theory is that diversification reduces the risk of the
portfolio. This risk-reducing effect of the diversification can, however, be canceled by the same
behavior of the stocks in the portfolio. There is no point in diversification if all or some of the

stocks in the portfolio react on an event with the same extreme behavior. That is why it is
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necessary to examine the dependence and correlation of the assets in the portfolio. Pairwise
linear correlation can be measured by the Pearson correlation coefficient, while rank
correlation can be measured by the Kendall and the Spearman coeflicients. Higher order and

more complex dependency structures can be measured by the so-called copula functions.

I compared the most commonly used copula functions in practice, namely the normal (Gauss),
the Student-t, the Gumbel, the Clayton and the Frank copulas. Comparison means that I
analyzed which copula function measures more precisely the risk. I call a model or a measure
more precise if the difference between the values it estimated and the actual values is minimal.
This is the so-called backtesting method. More precisely, we divide the data into time intervals
to estimate the risk of tomorrow and then we compare this estimated value with the real value.
We repeat this for all the time windows and we count how many times the risk measure
underestimated the risk. If historical data were used for the analysis the model is called
historical backtesting, while if it was based on copula method the model is called copula

backtesting.

The results show that the expected shortfall is indeed a better risk measure than the value at
risk. From the above mentioned copula functions the Gumbel copula could not be used for my
analysis due to the failure to meet certain parameter conditions. Among the other copulas I
could the best estimate the risk with the Clayton copula, while the worst result was given by the
Frank copula. The comparison of the normal and Student-t copula clearly shows that the
Student-t copula is more suitable for modeling extreme events (because of the tail dependence).
That is why the Student-t copula is prefered in financial calculations. It could be also observed

that the efficiency of risk calculation can be improved with copula models.
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A. fuggelék

Kockazati mértékek tulajdonsagainak

vizsgalata

A.1. Variancia tulajdonsagai

A koherens kockazati mértékektdl elvart négy tulajdonség teljesiilésének vizsgdlata a variancia

esetében, JOSHI — PATERSON, 2013 konyve alapjén.

Monotonitas

Viszonylag konny( példat konstrudlni annak megmutatdsdra, hogy a variancia nem teljesiti a
monoton tulajdonsdgot. Példaul definidljuk az X valdszintségi valtozot a kovetkezSképpen:
P(X =2)=05¢é P(X =5) =0,5, mig az Y valészintiségi valtozét: P(Y = 1) = 0,5 és

P(Y =0,5) =0,5. Azaz minden esetben X > Y. Ekkor a variancidkat kiszamitva
o*(X) = E(X — E(X))* = E(X?) - (B(X))? = 2,25

o2(Y) = E(Y - E(Y))? = E(Y?) - (E(Y))* = 0,0625.

lathatd, hogy X > Y esetén o*(X) > o->(Y) teljesiil, azaz a variancia nem monoton.

Szubadditivitas

A variancia alaptulajdonsédgaibdl tudjuk, hogy:
T2(X +Y) = 02(X) + o2(Y) + 2cov(X, Y).

Azokban az esetekben, amikor a kovariancia pozitiv, azaz cov(X,Y) > 0, akkor

oX (X +Y) > 0?(X) + 02(Y). Tehdt, a szubadditiv tulajdonsag sem teljesiil.
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Pozitiv homogenitas

Legyen A4 > 0, ekkor a variancia alaptulajdonsédgai alapjan:
o2(AX) = 253(X).

Vagyis a variancia nem pozitiv homogén.

Eltolas invariancia

Legyen a € R, ekkor ismételten a variancia egyik alaptulajdonsdgat felhasznélva:
(X + a) = o*(X).

Azaz a variancia az eltolds invariancia tulajdonsagét sem teljesiti.

A.2. Széras tulajdonsagai

Ebben a részfejezetben azt vizsgdlom meg, hogy hogyan viselkedik a szords, a koherens
kockdzati mértékek mely tulajdonsdgait elégiti ki. A bizonyitdsokat JOSHI — PATERSON,

2013 konyve alapjan végzem el.

Monotonitas

A variancidndl bemutatott példa esetében:
o(X)=+o%X)=1,5
oY) =+c%Y)=0,25.

Vagyis X > Y esetén o (X) > o(Y), azaz a sz6rds nem monoton.

Szubadditivitas
Tudjuk, hogy
F2(X +Y)=02(X) + o2(Y) +2cov(X,Y)

illetve, hogy
cov(X,Y) :=a(X)o(Y)p(X,Y).

Mivel o(X) > 0és o(Y) > 0, valamint —1 < p(X,Y) < 1, ezért cov(X,Y) < o(X)o(Y).

Vagyis 02(X +Y) < 02(X) + 02(Y) + 20(X)o(Y) = (0(X) + o(Y))>. EbbSl pedig
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gyokvondssal kovetkezik, hogy o(X +Y) < o(X) + o(Y), azaz a sz6rds szubadditiv.

Pozitiv homogenitas

Tudjuk, hogy o?(1X) = A%0%(X), ahol 1 > 0 . Ebbsl gydkvondssal adédik, hogy

0(AX) = Ao (X), vagyis a szords esetében a pozitiv homogén tulajdonsag is teljesiil.

Eltolas invariancia
Legyen a € R, ekkor hasonléan az el6zéekhez a (X + a) = o*(X) egyenletbdl gyokvondssal

kapjuk, hogy o(X + a) = 0(X), azaz a szords nem eltolds invaridns.

A.3. Szemivariancia tulajdonsagai

Ebben a részfejezetben bebizonyitom, hogy a szemivariancia sem koherens, hiszen nem

monoton és nem szubadditiv ( JOSHI — PATERSON, 2013).

Monotonitas
Tovdbbra is a variancidndl bemutatott példira kiszdmolva a szemivariancia értékét:

SV(X) = 1,125 é SV(Y) = 0,03125. Azaz X > Y esetén SV(X) > SV(Y), azaz a

szemivariancia nem monoton.

Szubadditivitas

Az egyszeriiség kedvéért a kovetkezd jeloléseket vezetem be:
A := min{X - E(X), 0},

B := min{Y — E(Y),0}.
Ekkor:
SV(X) +SV(Y) = E ((min{X _E(X), 0})2) +E ((min{Y _E(Y), 0})2)
-E ((min{X _E(X),0})% + (min{Y — E(Y), 0})2)
_E (A2 + BZ) B (A2 + B+ 2AB) _E(2AB)
-E ((A + B)Z) _2E(AB)
-E ((min{X ~E(X),0} + min{Y — E(Y), 0})2) _ 2E(AB).
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Tegyiik fel, hogy X —E(X) < 0és ¥ —E(Y) < 0. Ebben az esetben A = X ~E(X), B = ¥ ~E(Y),
2E(AB) > 0, valamint min{X — E(X), 0} + min{¥ — E(Y),0} = min{X — E(X) + ¥ —E(Y), 0} és
igy
E ((min{X _E(X),0} + min{Y — E(Y), 0})2) _ 2E(AB)
-E ((min{X _E(X)+Y - E(Y), 0})2) _ 2E(AB)
= SV(X +Y) - 2E(AB).

Azaz ebben az esetben SV(X +Y) > SV(X) + SV(Y), tehdt a szemivariancia nem szubadditiv.

Pozitiv homogenitas

Legyen 1 > 0, ekkor
SV(X) = E ((min{/lX _B(1X), 0})2)
= B (min{A(X - B(X)), 0}?)

- ’E ((min{X _E(X), 0})2) = 22SV(X).

Lathatjuk tehét, hogy a szemivariancia sem elégiti ki a pozitiv homogén tulajdonsédgot.

Eltolas invariancia

Legyen a € R, ekkor
SV(X+a)=E ((min{X +a-EX +a), 0})2)
-E ((min{X +a-E(X)-a, 0})2)

_E ((min{X ~E(X), 0})2) = SV(X).

Azaz a szemivariancia eltolas invarians.

A.4. Kockaztatott érték tulajdonsagai

A kovetkez&ekben azt vizsgdlom meg, hogy a koherens kockdzati mértékektSl elvart négy
tulajdonsdg koziil hanyat teljesit a VaR. A bizonyitdsokat kiilon elvégzem az alsé és a felsG

VaR esetére és GALL — PAP, 2010 konyvére tdmaszkodom.

Monotonitas

Altaldnosan igaz, hogy ha X <Y, akkor Fx(x) > Fy(x) minden x € R esetén, hiszen X <Y
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akkor és csak akkor, ha VY(wpw) € Q x Q : X(w;) <
{w1 € QX (w1) < x} D {wr € QY (wy) < x}.

a. Alsé VaR esetén:

A fentiekbdl kovetkezik, hogy

{x e R|Fy(x) = a} € {x € R|Fx(x) > a}
= inf{x € R|Fy(x) > a} > inf{x € R|Fx(x) > a}
= qo(Y) = qo(X)
= — VaR,(Y) > — VaR,(X)
= VaR,(Y) < VaR,(X).
b. Fels6 VaR esetén:
Hasonl6an, a fentebb leirtakbol kovetkezik, hogy
{x e R|Fy(x) > a} Cc {x € R|Fx(x) > a}
= inf{x € R|Fy(x) > a} > inf{x € R|Fx(x) > a}
= q"(Y) 2 ¢“(X)
= — VaR*(Y) > — VaR“(X)

= VaR%(Y) < VaR*(X).

Lathatjuk tehat, hogy a felsd és az als6 VaR is monoton.

Szubadditivitas

A 2.1.3 fejezetben két példat is tekintek annak bemutatdsara, hogy a VaR nem szubadditiv.

Pozitiv homogenitas

Ha A > 0, akkor Fyx(x) = Fx(x/1), minden x € R esetén. Igy

a. Alsé VaR esetén:

inf{x € R|Fyx(x) > a} = inf{x € R|Fx(x/1) > a} = Ainf{y € R|Fx(y) > a}.

Azaz

qo(1X) = Aqa(X)
= — VaR,(1X) = =1 VaR,(X)

= VaR,(1X) = 1 VaR,(X).
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b. Fels6 VaR esetén:
inf{x € R|Fyx(x) > a} = inf{x € R|Fx(x/1) > a} = Ainf{y € R|Fx(y) > a}.
Azaz
g (AX) = 1¢"(X)
— — VaR%(1X) = —1 VaR*(X)
= VaR%(1X) = A VaR*(X).

Vagyis az alsé és a felsd VaR is kielégiti a pozitiv homogén tulajdonsagot.

Eltolas invariancia

Ha a € R, akkor Fy,,(x) = Fx(x — a), minden x € R esetén. Igy

a. Also VaR esetén:

inf{x € R|Fyx44(x) > a} = inf{x € R|Fx(x —a) > a} = inf{y € R|Fx(y) = a} + a.
Azaz
do(X +a) = a + go(X)
= — VaR, (X + a) = a — VaR,(X)
= VaR,(X + a) = VaR,(X) — a.
b. Felsd VaR esetén:
inf{x € R|Fx;q4(x) > a} = inf{x € R|Fx(x —a) > a} = inf{y € R|Fx(y) > a} + a.
Azaz
q"(X +a)=a+q"(X)
= — VaR%(X + a) = a — VaR*(X)
= VaR%(X + a) = VaR*(X) — a.

Tehat, az alsé és a felsé VaR is eltolas invaridans kockazati mérték.

Egy tovabbi fontos tulajdonsdga a VaR-nek, hogy ha X egy valészindségi valtoz6 és
a € (0,1), akkor az @ — VaR,(X) és a@ — VaR*(X) fliggvények monoton csokkenéek azaz,

ha @) < a; akkor VaR"(X) > VaR*(X) illetve VaR,,(X) > VaR,,(X).

Ha a; < ap akkor
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a. also VaR esetén:

{x e R|Fx(x) > @} C {x € R|Fx(x) > a1}
= inf{x € R|Fx(x) > ap} > inf{x € R|Fx(x) > a1}
= gy (X) 2 qo (X)
= — VaR,,(X) > — VaR,,(X)

= VaR,,(X) < VaR,, (X).

b. fels6 VaR esetén:

{x € RIFy(x) > &2} € {x € R|Fx(x) > a1}
= inf{x € R|Fx(x) > aa} > inf{x € R|Fx(x) > a1}
= ¢™(X) = g™ (X)
= - VaR®(X) > — VaR"(X)

= VaR®(X) < VaR"'(X).

A.5. Expected Shortfall tulajdonsagai

A tovédbbiakban azt bizonyitom be, hogy az ES kielégiti az elvart mind a négy tulajdonsigot,

azaz egy koherens kockdzati mértékrdl van szo.

Monotonitas
Teljesen hasonléan a VaR-hez belathat6, hogy az Expected Shortfall is monoton, azaz ha

X <Y, akkor ES,(X) > ES,(Y).

Pozitiv homogenitas
Ebben az esetben is hasonléan a VaR-hez beldthatd, hogy az Expected Shortfall is pozitiv
homogén, azaz VA > 0 esetén ES,(1X) = A ES,(X).

Eltolas invariancia
A VaR mintdjara lathatjuk, hogy az ES eltolds invaridns, azaz Va € R esetén

ESo(X + a) = ES,(X) — a.
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Szubadditivitas
A szubadditiv tulajdonsdg megvizsgalasdhoz az expected shortfall-t kifejezziik egy masik, talan

kevésbé szemléletes, de nem kevésbé hasznos formulaval is:

ESy(X) = ——E(Xl Nea))

ahol

@ — F(qq)
1¢ =1 + —— 1y
{X<q } {Xﬁqn} P(){ — qa) {X—QQ}

Lix<ga)» ha P(X = qa) = 0,
Lixzq,) + 375 (Z::;l{x o) haP(X = q,) > 0.

Fontos megemliteni, hogy 1¢ @ kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:

{X<q

i. O<1({’X<q}sl

ii. E(I{X<q })
iii. %, = LE(X19,_ )= 1E(X1 )+ (1 = Flaw)
- e o= (X<qa)) = @ (X<qa) 922 ) gq.

Bizonyitas.

i. Ha F folytonos, azaz P(X = q,) = 0, akkor F(g,) = a és
1, ha X(w) < ga(X),
1?X<q y = = Lix<q,) =

0, ha X(w) > go(X).

Ha F nem folytonos, azaz P(X = ¢q,) > 0, akkor F(q,) > «a, és

Q'_F(CIQ) _P(XZQQ)+Q_F(‘]CX)

Hxzani=a. =14 pox = g) ~ P(X = qq)
_ F(qa) — F(qo-) + @ — F(qa)
P(X = qa)
@ — F(qa-) € [0, 1],

" F(qa) - F(qa)
ahol F(qo-) := Supx<qa{F(X)}.

Vagyis ebben az esetben:

O’ ha X(LL)) > Qa(X)a
Wyegn) = | TS, ha X(w) = gu(X),
1, ha X(w) < go(X).
Azaz l{X< ) e [0, 1].
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ii. Legyena = ;’)(_;:(Z‘;)) eR.

@ - F(q,)

El1 + —"
{X<4qa} P(X — qa)

Lix=g,} | = E (L{x<q,)) + @B (1{x=¢,})

= P(X < qa) + aP(X = q,)
:F(QQ)+‘1P(X:(IQ)

_ a— F(qa) _
= F(qq) + P(X = qa)P(X = qa)

=a.
iii.

1

_ 1 a— F(ch)
Yo = EE(XI?XS%}) = EE’ (Xl{qua} +X )

_ 1

P(X = gq) 7%
@ — F(ga)

Xl{X:‘I(x}P(X — q(:))

la- F(‘]a')

——EB(X1x=

aP(X — qa) ( {X—%l})

l a- F(Qa') _
EP(X—:qa)an(X = qq)

1 F(qa)
= EE(XI{XSQQ}) + da (1 - 4 )

1 1

= EE(XI{XS‘M}) + EE (
1

= EE(XI{XSqa}) +

1
= EE(XI{XS(]H/}) +

@

Vegyiik észre, hogy ES, = —X,.

Ezen tulajdonsdgok és allitasok felhaszndldsaval mar beldthato, hogy az ES szubadditiv:
Legyen Z = X + Y. Ekkor

(X = ga(X)) (I?Zsfm(Z)} - 1?XS%<X>}) 20,

hiszen ha X(w) = ¢.(X), akkor az elsé tényez§ nulla, igy a szorzat is nulla. Ha X(w) > ¢, (X),

(04
akkor Iy, x)
a

esetben nemnegativ. Es végiil, ha X(w) < ¢ (X), akkor 1 (X<qu(X)) = 1, azaz egy negativ és egy

= 0, azaz egy pozitiv és egy nemnegativ szdm szorzatdrdl van sz, ami minden

nempozitiv szam szorzatardl beszEliink, ami szintén nemnegativ. Igy
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A(ESo(X)+ ES,(Y) — ESy(2))

a [0 a
=E (ZI{Z<q @y ~ Xx<gaxyy ~ Yl{Y%(Y)})
[0 o a o
=E (X Vizciuzy * Y z<002y ~ XVx<guxy ~ Yiv<q, <Y>})

—_ a

= (X(l{z<qa<z>} Ui <qooop) VY Xzeguizy — {y<qa<y>}))

= B (X = 00Oy, 2 = Uequion) * ¥ = DAy 2 = Vyeuiny)
+E (%(X)(l (Z2g0(2) ~ Yxzgop) T 9 X{z24 2)) I?YS%(Y)}))

1(

> go(X)E(1¢ (X<qu (X)}) + %(Y)E(l{z<q )y~ {Y<qn(Y)})

{Z<qa(2)}

= go(X)(@ = @) + go(Y)(@ — @) =

Vagyis a(ESy(X) + ES,(Y) — ESy(Z)) > 0, azaz az expected shortfall szubadditiv:

ESy(X +Y) < ESy(X) + ESy(Y).
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B. fiiggelék

Elliptikus eloszlasok

Ebben arészben két, a normalis eloszlasnal altalanosabb eloszlascsaladot mutatok be, a korkoros

€s az elliptikus eloszldst BOISBUNON, 2012, EMBRECHTS et al., 2002, FANG et al., 1990.

B.1. Definicié. Korkoros eloszlas (Spherical Distribution)
Azt mondjuk, hogy az X = (X1, , Xn)! valosziniiségi vektorviltozé korkoros eloszldsi, ha
bdarmely U € R™" ortogondlis transzformdcié (azaz, ahol U kielégiti az UUT = UTU = I,

egyenloséget) esetén UX eloszlasa megegyezik X eloszlasaval, vagyis
X =4UX,
ahol =, eloszlasban valo egyenldséget jelent.

Az ilyen tipusi eloszldsoknak (t) karakterisztikus fiiggvénye kielégiti a kovetkezd
egyenldséget: W(t) = ¢(t't), ahol ¢(.) egy skaldr fiiggvény, amit az eloszlds karakterisztikus
generdtorfiiggvényének neveziink.

Jelolése: X ~ S, (o).

Korkoros eloszlds példdul a tobbdimenzids standard normélis, centrdlis Student-t illetve a
standard logisztikus eloszlds. Az egyvdltozds és a kétvéltozds eseteket az B.1 és B.2 dbran

lathatjuk.

A korkoros eloszlasndl dltaldnosabb eloszldscsaldd az elliptikus eloszldsok csalddja.

B.2. Definicio. Elliptikus eloszlds (Elliptical Distribution)

Azt mondjuk, hogy az X = (X1, - -+, X,,)T valosziniiségi vektorviltozo elliptikus eloszldsii u € R"
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0.4

Eloszlasok

——— normalis

——  Student-t (s21.=3)

——  logisztikus

Cauchy

f(x)

0.2

0.1

T T T T T
-4 -2 0 2 4

B.1. dbra. Példak egyvaltozos korkoros eloszlasokra: standard normélis, 3
szabadsagfoku centralis Student-t, standard logisztikus és Cauchy eloszlas (amely az 1
szabadsagfoki Student-t eloszlas) siirtségfiiggvényei.

Forrés: sajat szerkesztés

Kétvaltoz6s (centrdlis) Student-t eloszlas
(sz.f.=3)

Kétvaltozés standard normalis eloszlas Kétvaltozés standard logisztikus eloszlas

B.2. abra. Példak kétvaltozos korkoros eloszlasokra. A felsé sorban a standard normalis,
3 szabadsagfoku centralis Student-t és standard logisztikus eloszlas kétdimenzids
striségfiiggvényei. Az alsé sorban pedig ezen eloszlasok korkoros kontirjai lathatéak.

Forrés: sajat szerkesztés
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és T € R™" paraméterekkel, ha X eloszldsa megegyezik u + ATY eloszldsdval, vagyis
X=4u+A’Y,

aholY ~ S,(¢) és ATA =%, A e R™".

Az ilyen tipusu eloszldasok (t) karakterisztikus fiiggvénye a kovetkezd alakot olti:

W(t) = explir” p)g(t"Zt).

Jelolése: X ~ E,(u, 2, ¢)

Elliptikus eloszlas példaul a tobbdimenziés normalis, Student-t illetve a logisztikus

eloszlds. A kétviltozds eseteket az B.3 dbréan lathatjuk.

Kétvaltoz6s (nem centrdlis) Student-t
eloszlas

Kétvaltozés normalis eloszlas Kétvaltozds logisztikus eloszlas

B.3. abra. Példak kétvaltozés elliptikus eloszlasokra: normalis, (nem centralis) Student-t
és logisztikus eloszlas. A Kkorrelacids egyiitthaté értéke rendre 0.5, -0.8 és 0.3. Ezen
eloszlasok kontirjai ellipszisek.

Forrés: sajat szerkesztés

B.1. Tétel. Az elliptikus eloszldsu valosziniiségi vektorvailtozok a kovetkezd tulajdonsdgokkal

rendelkeznek:

1. Az elliptikus eloszldsiu valosziniiségi valtozok barmely linedris kombindcidja is elliptikus

eloszlasu, ugyanazzal a karakterisztikus generatorfiiggvénnyel.
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2. Az elliptikus eloszldasu valészintiségi valtozok peremeloszlasa is elliptikus eloszldsu,

ugyanazzal a karakterisztikus generdatorfiiggvénnyel.

3. Ha a X szigorian pozitiv definit, akkor X1, X,-re vonatkoztatott feltételes valosziniisége is

elliptikus eloszldsu, de kiilonbozd karakterisztikus generdtorfiiggvénnyel.

B.1. Megjegyzés.

1. Tulajdonképpen azt mondhatjuk, hogy azokat a tobbdimenzios eloszldsokat nevezziik

elliptikusnak, amelyekre a siiriiségfiiggvény nivofeliiletei ellipszoidok.

2. X eloszldsa nem hatdrozza meg egyértelmiien a hozza tartozo elliptikus eloszldst, csak a

u paramétert. X és ¢ konstans erejéig egyértelmiiek. !

LA korkoros és elliptikus eloszldsokrol részletesebb leirdst, valamint a bizonyitdsokat megtaldlhatjuk Embrechts-

Mcneil-Straumann EMBRECHTS et al., 2002 munkéjaban.
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C. fuggelék

R kodok

C.1. Egyszeri vs. logaritmikus hozam

library(fPortfolio)

library(PerformanceAnalytics)

setwd("D:/Panni/Egyetem/agrar/PhD/dolgozat/adatok™)
data<-readSeries(file="data_stocks.csv", header=T, sep=";", format="%Y.%

m.%d")
price<-align(data, by="1d", method="before", include.weekends=FALSE)

#részvények egyszerid és logaritmikus hozamai
simplereturn<-matrix(data=NA, nrow=2606, ncol=7)
for (j in 1:7 )
{
for (i in 1:2606)
{
simplereturn[i,jl<-(as.numeric(price[(i+1),j])/as.numeric(priceli, j

1))-1
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logreturn<-returns(price)

summary (logreturn)

summary (simplereturn)

#portf6lid egyszerii és logaritmikus hozamai
portfolio_price<-c()

for(i in 1:2607)

{

portfolio_price[i]<-sum(price[i,])

portfolio_simplereturn<-c()
for (i in 1:2606)
{

portfolio_simplereturn[i]l<-(portfolio_price[i+1]/portfolio_price[i])-1

portfolio_logreturn<-returns(portfolio_price)[2:2607]

#abrak
portfolio_returns<-cbind(portfolio_simplereturn, portfolio_logreturn)

boxPlot (portfolio_returns)

par(family = "serif™)
plot(portfolio_simplereturn,portfolio_logreturn,
xlab="Egyszert hozam", ylab="Logaritmikus hozam",
main="A portf6lié egyszerid és logaritmikus hozamanak
0sszehasonlitasa™)

abline(coef=c(0®,1), col="red"™)

#irészvények szérasa

variance_log<-c()

166



SD_log<-c()

for(i in 1:7)

{
variance_log[i]<-var(logreturn[,i])

SD_log[il<-sd(logreturn[,i])

variance_simple<-c()

SD_simple<-c()

for(i in 1:7)

{
variance_simple[i]<-var(simplereturn[,i])

SD_simple[i]<-sd(simplereturn[,i])

height<-rbind(abs(SD_simple), abs(SD_log))
mp <- barplot(height, beside = TRUE,
names.arg = c("FHB", "MOL", "MTELEKOM", "OTP", "Pannergy", "
Raba", "Richter"),

col=c("purple", "blue"), main="Széras",cex.main=2)

#részvények szemivariancidja

semivarl_log<-matrix(data=NA, nrow=2606, ncol=7)

for (j in 1:7)

{

semivarl_log[,jl<-logreturn[, j]l-mean(logreturn[,j]l)

semivarl_log[semivarl_log>0]<-0

semivar2_log<-semivarl_logA2

semivar_log<-c()
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for (i in 1:7)
{

semivar_log[i]<-mean(semivar2_log[,i])

semivarl_simple<-matrix(data=NA, nrow=2606, ncol=7)
for (j in 1:7)
{

semivarl_simple[, jl<-simplereturn[, j]l-mean(simplereturn[,j])

semivarl_simple[semivarl_simple>0]<-0

semivar2_simple<-semivarl_simpleA2

semivar_simple<-c()
for (i in 1:7)
{

semivar_simple[i]<-mean(semivar2_simple[,i])

height<-rbind(abs(semivar_simple), abs(semivar_log))
mp <- barplot(height, beside = TRUE,
names.arg = c("FHB", "MOL", "MTELEKOM", "OTP","Pannergy", "
Raba", "Richter"),

col=c("purple", "blue"), main="Szemivariancia", cex.main=2)

#részvények VaR értéke (alpha=0,01)
VaR_log<-c()
for(i in 1:7)
{
VaR_log[i]<-varRisk(logreturn[,i], weight=rep(1,2606), alpha=0.01)
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VaR_simple<-c()
for(i in 1:7)
{
VaR_simple[i]<-varRisk(simplereturn[,i], weight=rep(1,2606), alpha
=0.01)

height<-rbind(abs(VaR_simple), abs(VaR_log))
mp <- barplot(height, beside = TRUE,
names.arg = c("FHB", "MOL", "MTELEKOM", "OTP","Pannergy", "
Raba", "Richter"),
col=c("purple", "blue"), main="Value at Risk (alpha=0,01)",

cex.main=2)

#részvények ES értéke (alpha=0,01)
ES_log<-c(Q)
for(i in 1:7)
{
ES_log[i]l<-cvarRisk(logreturn[,i], weight=rep(1,2606), alpha=0.01)

ES_simple<-c()
for(i in 1:7)
{
ES_simple[i]<-cvarRisk(simplereturn[,i], weight=rep(1,2606), alpha
=0.01)

height<-rbind(abs(ES_simple), abs(ES_log))
mp <- barplot(height, beside = TRUE,
names.arg = c("FHB", "MOL", "MTELEKOM", "OTP","Pannergy", "

Raba", "Richter"),
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col=c("purple", "blue"), main="Expected Shortfall (alpha

=0,01)", cex.main=2)

#portfélidk kockazata (alpha=0,01)
VaR_log<-c()

VaR_simple<-c()

ES_log<-c(Q)

ES_simple<-c()

for (j in 1:7)
{

for(i in 1:2607)
{

portfolio_pricel[i]l<-sum(pricel[i,-j1)

portfolio_simplereturn<-c()

for (k in 1:2606)

{

portfolio_simplereturn[k]<-(portfolio_price[k+1]/portfolio_price[k])-1

}

VaR_simple[j]<-varRisk(portfolio_simplereturn, weight=rep(1,2606), alpha
=0.01)

ES_simple[j]<-cvarRisk(portfolio_simplereturn, weight=rep(1,2606), alpha
=0.01)

portfolio_logreturn<-returns(portfolio_price)[2:2607]
VaR_log[j]<-varRisk(portfolio_logreturn, weight=rep(1,2606), alpha=0.01)
ES_log[jl<-cvarRisk(portfolio_logreturn, weight=rep(1,2606), alpha=0.01)

}

#kozelitett értékek
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#egyszerd hozam
simplereturn<-matrix(data=NA, nrow=2606, ncol=7)
for (j in 1:7 )
{
for (i in 1:2606)
{
simplereturn[i,jl<-(as.numeric(price[(i+1),j])/as.numeric(priceli, j

1))-1

}

app_portfolio_simplereturn<-c()

for (i in 1:2606)

{
app_portfolio_simplereturn[i]<-1/7*(sum(simplereturn[i,]))

}

app_simple<-cbind(app_portfolio_simplereturn, portfolio_simplereturn)

#logaritmikus hozaml

logreturn<-returns(price)

app_portfolio_logreturnl<-c()

for(i in 1:2606)

{
app_portfolio_logreturnl[i]<-log(1l/7*sum(exp(logreturn)[i,]))

#logaritmikus hozam2
logreturn<-returns(price)
app_portfolio_logreturn2<-c()
for(i in 1:2606)

{

app_portfolio_logreturn2[i]<-1/7*sum(logreturn[i,])
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#abra
par(mfrow=c(3,1))
plot(portfolio_simplereturn, app_portfolio_simplereturn, xlim=c(-0.85,
0.15),
xlab="Portf6lié egyszerd hozam", ylab="Kétzelités",
main="Portf6lié egyszeri hozamanak kozelitése™)
abline(coef=c(0,1), col="red")
plot(portfolio_logreturn, app_portfolio_logreturnl, xlim=c(-0.85, 0.15),
xlab="Portfolio logaritmikus hozam", ylab="Kozelités",
main="Portf6lié logaritmikus hozamanak kozelitése")
abline(coef=c(0,1), col="red")
plot(portfolio_logreturn, app_portfolio_logreturn2, xlim=c(-0.85, 0.15),
xlab="Portf6lié logaritmikus hozam", ylab="Kozelités",
main="Portf6lié logaritmikus hozamanak kozelitése")

abline(coef=c(0,1), col="red")

#kockazati sorrend kiszamitasa a kozelitett értékek segitségével (alpha
=0,01)

VaR_logl<-c()

VaR_log2<-c()

VaR_simple<-c()

ES_logl<-c()

ES_log2<-c()

ES_simple<-c()

for(p in 1:7)
{

simplereturn<-matrix(data=NA, nrow=2606, ncol=6)

for (j in 1:6)

{
for (i in 1:2606)
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simplereturn[i, jl<-(as.numeric(price[,-p][(i+1),j]l)/as.numeric(price

[,-pl[1,31))-1

}

app_portfolio_simplereturn<-c()
for (i in 1:2606)
{

app_portfolio_simplereturn[i]<-1/6*(sum(simplereturn[i,]))

VaR_simple[p]<-varRisk(app_portfolio_simplereturn, weight=rep(l,2606),
alpha=0.01)

ES_simple[p]<-cvarRisk(app_portfolio_simplereturn, weight=rep(1,2606),
alpha=0.01)

logreturn<-returns(price[,-p]l)

app_portfolio_logreturnl<-c()

for(i in 1:2606)

{
app_portfolio_logreturnl[i]<-1log(1/6*(sum(exp(logreturn)[i,])))

VaR_logl[p]<-varRisk(app_portfolio_logreturnl, weight=rep(1,2606), alpha
=0.01)

ES_logl[p]l<-cvarRisk(app_portfolio_logreturnl, weight=rep(1,2606), alpha
=0.01)

logreturn<-returns(pricel[,-p]l)
app_portfolio_logreturn2<-c()
for(i in 1:2606)

{

app_portfolio_logreturn2[i]<-1/6*sum(logreturn[i,])
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VaR_log2[p]<-varRisk(app_portfolio_logreturn2, weight=rep(1,2606), alpha
=0.01)

ES_log2[p]<-cvarRisk(app_portfolio_logreturn2, weight=rep(1,2606), alpha
=0.01)

#abrak

height<-rbind(abs(VaR_simple), abs(VaR_logl), abs(VaR_log2))

mp <- barplot(height, beside = TRUE, ylim=c(0,0.085),
names.arg = c("p1", "pP2", "P3", "P4","P5", "P6", "P7"),
col=c("purple", "orange", "blue"), main="Value at Risk (

alpha=0,01)")

height<-rbind(abs(ES_simple), abs(ES_logl), abs(ES_log2))

mp <- barplot(height, beside = TRUE, ylim=c(0,0.085),
names.arg = c("p1", "P2", "P3", "P4","P5", "P6", "P7"),
col=c("purple", "orange", "blue"), main="Expected Shortfall

(alpha=0,01)")

C.2. Utoétesztelés torténeti szimulacio segitségével

a. A VaR utotesztelése

library(fPortfolio)

data<-readSeries(file="data_stocks.csv", header=T, sep=";", format="%Y.%
m.%d")
data2<-align(data, by="1d", method="before", include.weekends=FALSE)

dataRet<-returns(data2)

portfolio<-c()
for (j in 1:2607)
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portfolio[j]<-sum(data2[j,])

portfolioRet<-returns(portfolio)[2:2607]
T=250

I=matrix(data=NA, nrow=T, ncol=2606-(T-1))

for (j in 1:(2606-(T-1)))
{
I[,jl<-portfolioRet[j:(T-1+j)]

VaR_vector<-rep(0,4)

pos=1

list.alpha<-c(0.01, 0.02, 0.025, 0.05)
for (alpha in list.alpha)

{

z<-rep(0,2606-(T-1))
for (m in 1:(2606-(T-1)))
{
z[m]<-varRisk(I[,m],weights=rep(1,T), alpha=alpha)

i<-rep(0,2606)
for (m in 1:(2606-T))
{
if (T[T, (m+1)]<z[m])
{

i[m]<-1
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else

i[m]<-0

s<-sum(i)
e<-(s/(2606-(T-1)))
VaR_vector[pos]=e
pos=pos+1

}

VaR_vector

diff<-abs(list.alpha-VaR_vector)

diff

b. Backtesting ES

library(fPortfolio)

data<-readSeries(file="data_stocks.csv", header=T, sep=";", format="%Y.%

m.%d")

data2<-align(data, by="1d", method="before", include.weekends=FALSE)

dataRet<-returns(data2)

T=250
portfolio<-c()
for (j in 1:2607)

{
portfolio[j]<-sum(data2[j,])

portfolioRet<-returns(portfolio)[2:2607]
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I=matrix(data=NA, nrow=T, ncol=2606-(T-1))

for (j in 1:(2606-(T-1)))

{
I[,jl<-portfolioRet[j:((T-1)+j)]

ES_vector<-rep(0,5)

pos=1

list.alpha<-c(0.005, 0.01, 0.02, 0.025, 0.05)
for (alpha in list.alpha)

{

VaR<-c()
ES<-c(O)

for (m in 1:(2606-(T-1)))

{
VaR[m]<-as.vector(varRisk(I[,m],weights=rep(1,T), alpha=alpha))
ES[m]<-as.vector(cvarRisk(I[,m] ,weights=rep(1,T), alpha=alpha))

i<-matrix(data=NA, nrow=T, ncol=2606-(T-1))

for (m in 1:(2606-(T-1)))
{
for (t in 1:T)
{
if (I[t,m]<VaR[m])

{
i[t,m]<-I[t,m]
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else

i[t,m]<-0

z<-rep(0®, (2606-(T-1)))

for (m in 1:(2606-(T-1)))

{
z[m]<-sum(i[,m])/(ES[m]*T)

s<-sum(z)
e<-s/(2606-(T-1))
e
ES_vector[pos]=e
pos=pos+1

}

ES_vector

diff<-abs(list.alpha-ES_vector)
diff

C.3. Kopulan alapulé Monte Carlo szimulacié

library(copula)
library(fPortfolio)

setwd("D:/Panni/Egyetem/agrar/PhD/dolgozat/adatok")
data<-readSeries(file="data_stocks.csv", header=T, sep=";", format="%Y.%

m.%d")

178



#részvény arak
stock_prices<-align(data, by="1d", method="before", include.weekends=
FALSE)

#a részvények hozamainak kiszamitasa

stock_returns<-returns(stock_prices)

#a portf6lié aranak kiszamitasa

portfolio_price<-c()

for(i in 1:2607)

{
portfolio_price[i]<-sum(stock_prices[i,])

}

#a portfélié hozamanak kiszamitasa

portfolio_returns<-returns(portfolio_price)[2:2607]

NBR_days <- 2606 #a napok szama
NBR_stocks <- 7 #a részvények szama
scenario_length <-6000 #a szcendrié hossza

alpha <- 0.050

#inverz fuggvény definidldsa
inverse<-function(f, lower=-100, upper=100){
function(y) uniroot((function(x) f(x)-y),

extendInt="yes", lower=lower, upper=upper)[1]}

#A becstilt kopulafliggvénynek megfelelé egylittes silrtiségfiiggvénnyel
rendelkezé véletlen valtozdok generalasa Gauss kopula esetén

I=matrix(data=NA, nrow=scenario_length, ncol=NBR_days-249)

tmp_matrix <-matrix(data=NA, nrow = NBR_stocks, ncol = scenario_length,
byrow = FALSE)

for(i in 251:NBR_days)

{
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#az adatok attranszformaldsa a kopula filiggvény értelmezési
tartomanyaba

pseudo_obs<-pobs(t(datal, (i-250):(i-1)1))

#kopulafiggvény kivalasztdasa

normal<-normalCopula(dim=NBR_stocks)

#kopulafiggvény illesztése a transzformalt adatokra

fit_normal<-fitCopula(normal,pseudo_obs)

#a becsult kopulafiiggvénynek megfelelé véletlen valtozdék generalasa
copula_tmp_scenario <- rCopula(scenario_length, normalCopula(coef(

fit_normal), dim=NBR_stocks))

copula_tmp_scenario <- t(copula_tmp_scenario)

#a peremeloszlasok inverz fliggvényét hasznalva véletlen valtozoék
generalasa

for(k in 1:NBR_stocks)

{
#empirical distribution of the marginals
emp_cumulative_distr_function<-ecdf(datalk, (i-250):(i-1)1)
inverse_ecdf<-inverse(function(x) emp_cumulative_distr_function(x),
min(as.numeric(copula_tmp_scenariolk,])),

max(as.numeric(copula_tmp_scenariol[k,])))

for(l in 1l:scenario_length)

{
tmp_matrix[k,l]<-as.numeric(inverse_ecdf(copula_tmp_scenario[k,1

1)
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scenario_price<-matrix(data=NA, nrow=NBR_stocks, ncol=
scenario_length)
for(p in 1: 7)
{
scenario_price[p,]<-stock_prices[(i-1),p]*exp(tmp_matrix[p,])
}
scenario_portfolio_price<-c()
for(r in 1l:scenario_length)
{
scenario_portfolio_price[r]<-sum(scenario_price[,r])
3
scenario_portfolio_values <- rep(0®,scenario_length)
for(j in 1l:scenario_length)
{
scenario_portfolio_values[j]<-log(scenario_portfolio_price[j]/

portfolio_price[i-1])

I[,i-250]<-scenario_portfolio_values

#az egyes szcenaridkhoz tartozé VaR és ES értékek kiszamitdasa

scenario_VARs<-c()

scenario_ESs<-c()

for (m in 1:(NBR_days-250))

scenario_VARs[m]<-varRisk(as.vector(I[,m]),weights=rep(1,

scenario_length), alpha=alpha)

scenario_ESs[m]<-cvarRisk(as.vector(I[,m]),weights=rep(1,

scenario_length), alpha=alpha)

#Backtesting VaR
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I<-rep(®,NBR_days-250-1)
for (i in 1:(NBR_days-250-1))
{

if (portfolio_returns[i+250]<scenario_VARs[i])

{
Ifi]<-1

else

I[i]<-0

}

s<-sum(I)
e<-(s/(NBR_days-250-1))

e

#Backtesting ES

M<-matrix(data=NA, nrow=scenario_length, ncol=NBR_days-250)

for (m in 1:(NBR_days-250))
{

for (t in 1l:scenario_length)

{

if (I[t,m]<scenario_VARs[m])
{
M[t,m]<-I[t,m]

else

M[t,m]<-0
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z<-c(Q)
for (m in 1:(NBR_days-250))
{

z[m]<-sum(M[,m])/(scenario_ESs[m]*scenario_length)

s<-sum(z)
e<-s/(NBR_days-250)

e
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