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Bevezetés

Dolgozatunk két fejezetbsl all, melyek témajukat tekintve csatlakoznak
egymashoz. A linearis rekurziv sorozatok értekezésiink f6 témdjat jelentik, két
altalanos tétel kivételével ezekkel foglalkozunk.

Az els6 fejezetben modulo 1 eloszlasi kérdéseket vizsgalunk. Valos értéki
masodrendd linearis rekurziv sorozatok esetében kézenfekvé a mod 1 eloszlasok
tanulmanyozasa. Egész értéktt G, sorozatok esetén az f valds fuggvénnyel képzett

f(G,) sorozatok eloszlasaval foglalkozunk. Kilén figyelmet forditunk a linearis

rekurziv sorozatok tagjainak hanyadosabol képzett sorozatok eloszlasara, mivel ezek a
sorozatok a diofantoszi approximaciéban fontos szerepet jatszanak.

A masodik fejezet témaja a valés masodfoku algebrai szamok és komplex értékd
masodfoku algebrai szamok abszolut értékének diofantoszi approximacidja. Az
approximaci6 soran a kévetkez6 szempontokbol minél tobbet igyeksziink figyelembe
venni. Olyan approximalé sorozatokat tartunk idealisnak, melyek:

e Explicit alakban adottak,

e A lanctortképzési proceduratol figgetlendl fellelhetSk,

e Az approximacié alapegyenlétlenségében k=2 ¢és a konstans a lehetd
legnagyobb

e Minden olyan tortet tartalmaz, mely az el6z6 feltételt kielégiti.

A feltételek els6 harom pontjat minden valés masodfoku algebrai egészre és minden
komplex masodfoku algebrai egész abszolat értékére (ha ez nem racionalis) tudjuk
teljesiteni. Megadunk azonban végtelen sok olyan masodfoku algebrai szamot is,
melyekhez mind a négy feltételt teljesité sorozatot elé tudunk allitani.

A dolgozat elkészitése soran munkam hatékony segitéséért ezuton is szeretném
kifejezni koszonetemet mindenek el6tt témavezetémnek, Dr. Pintér Akosnak.
Koszonom tovabba Gyéry Kalman professzor trnak, hogy munkamat mindvégig
figyelemmel kisérte, valamint Kiss Péter professzor urnak, hogy palyamon elinditott.



Fogalmak és jelolések

Linearis rekurziv sorozatok:

Masodrendd linearis rekurziv sorozatnak nevezzik a
ey G =AG, 4 + BG, (n20)

formulaval és az A,B,G,G€Z paraméterekkel definialt sorozatot, ahol A B # 0
és G +Gi#0 feltételek teljesiilnek. Az A,B,G,,G, paraméterekkel definidlt

masodrendd linearis rekurziv sorozatot G =(G,,) ;il =G(A,B,Gy,G;) mobdokon

fogjuk jelolni. A kévetkez6 specialis esetekre az alabbi jeloléseket fogjuk alkalmazni.
Ha A=B=G;=1 é G, =0, akkor az ismert Fibonacci sorozatot kapjuk és ezt

F=(F,) 2 =F1,1,0,1) — gyel jeléljiik és roviden csak F sorozatnak mondjuk. R
, Ri=G,=1, A,BeZ (A;B+#0)
R=R(A,B,0,1). Az A,BeZ , (A;B#0) 1V,=2,1"1=.A4 paraméterekkel

értelmezett 17 =17(A,B,2,.A4) sorozat az un. Lucas sorozat.

bl

sorozatrol beszélink, ha Ry =G, =0

Ha a masodrendld linearis rekurziv sorozat definici6jaban a A,B,G,Gq

paraméterek értékeinek valés szamokat engedink meg, akkor a wvalos értékd
masodrendd linearis rekurziv sorozat értelmezését kapjuk.

A miasodrendd linedris rekurziv sorozatoknak és a valds értéki masodrendu linearis
rekurziv sorozatoknak egy ismert tulajdonsaga, hogy tagjaik az ugynevezett Binet-
formula segitségével zart alakba irhaték. Ehhez a karakterisztikus polinom
zérushelyeit hasznaljuk fel. A G(A,B,G(,G) sorozat karakterisztikus

polinomjanak a P(x)=x _Ax-B polinomot, karakterisztikus egyenletének a
x*=Ax—-B=0 egyenletet nevezzik. A karakterisztikus polinom zérushelyeit
dolgozatunkban mindvégie o —val és [ — val fogjuk jel6lni, mégpedig az |a| > | ,B|
relacibnak megfeleléen. A konvergenciaval kapcsolatos tulajdonsagok miatt, ha
el > |8

polinom D = A% + 4B diszkriminansat a rovidebb fogalmazhatésag érdekében

, akkor az a — t dominans gyokként fogjuk emlegetni. A karakterisztikus

egyidejlleg a sorozat diszkriminansanak is fogjuk nevezni.

Ha a # [ , akkor minden nem negativ 7 egész szamra érvényes a

©) G,=aa" —bp" (n20)

n

Osszefiiggés, ahol



G, -G G, —-Gya
o GG GG
a-p a-p

A (2) formulat nevezziik Binet-formulanak.

Gyakran szokas eltekinteni az A4,B,G(,G1€Z feltételektSl, megengedvén, hogy a

paraméterek racionalis vagy valos szamok legyenek. Mi is fogunk dolgozatunkban
valés értékd linearis rekurziv sorozatokkal foglalkozni. Féként ilyenkor jut jelentds
szerephez az alabbi fogalom: A G sorozatot nem degeneralt masodrendd linearis
rekurziv sorozatnak nevezzik, ha o/ f nem egységgyok és a-b # 0 .
Dolgozatunkban, a tovabbiakban mindig érvényesnek tekintjiik, hogy ha mast nem
mondunk, a G sorozat misodrendd linearis rekurziv sorozatot, az F sorozat a
Fibonacci sorozatot, az R és V sorozat az el6z6ekben leirt sorozatokat jel6li.

A k—adrendi G=(G,) ", linearis rekurziv sorozatot a

rekurzioval definidljuk, ahol a = G; kezddértekek és a A, (7=0,1,..&£-1)

egyutthatok adott racionalis egészek. Ha a paraméterek értékeinek valds szamokat
engediink meg, akkor valds értéki k — ad rendd sorozatot kapunk.

Modulo 1 eloszlasok:

A modulo 1 eloszlasokkal kapcsolatos témakorben az L. KUIPERS és H.
NIEDERREITER [19] monografia, a diofantikus approximaci6é témakorben pedig a J.
W. S. CASSELS [2] konyv fogalom rendszerét fogjuk alkalmazni. A jel6léseknél viszont
praktikus okokbdl idénként eltérink az emlitett konyvek jelolésrendszerétél. Ennek
megfelelGen:

Ha ®=(a,),., egy valés szamsorozat, N egy pozitiv egész szam és
EcI=[0,1), akkor az A(E;N;w) — val jeloljuk az @ sorozat azon a,
tagjainak a szamat, melyekre # < N és {a,} € E teljesil, ahol {y} jeldliaz y
valods szam tortrészét.

Megjegyezzik, hogy a {} szimboélumot halmazzardjelként is fogjuk hasznalni, de

torekszlnk arra, hogy a jelentése mindig egyértelmd legyen.
Ha nem okoz félreértést, mert példaul egy adott fogalomban vagy tételben csak
egyetlen sorozat szerepel, akkor  Al([z,b); N ;0)) helyett réviden csak

A([a,b); N') — et irunk.
Mint ismeretes az @ = (a,) .o, sorozatot modulo 1 egyenletes eloszlastnak

nevezzik, ha minden olyan a, b szamparra, melyre 0<a </ <1 teljestl, érvényes a



@ lim A([a,b);N;a))
N—>o© N

=b—a

egyenl6ség. Azt, hogy egy @ sorozat modulo 1 egyenletes eloszlasu — az angol
elnevezés alapjan — gy fogjuk roviditeni, hogy @ u.d.mod 1.

o0 , . 2 , 2
Haaz w=(a,),., szamsorozathoz minden 0<x <1 valds szam esetén

létezik a

lim A([O,x);N;a))
N—> N
hatarérték, akkor a

5) g:9(x) = lim A([O’X>;N;a’), 0<x<1
N—w N

figevényt az @ sorozat modulo 1 aszimptotikus eloszlasfiiggvényének (roviden a.
d. f. mod 1) nevezziik.

Legyen aq,a,,...,ay avaldsszamoknak egy véges sorozata. A
Alea,p);N
©) Dy =Dn(ay,az,.--5an) = sup M—(ﬂ—“)‘
0<a<pf<1 N

értéket az adott sorozat diszkrepancidjanak nevezziik, ahol A([a ,B) ;N ) jeloli
azon a; elemek szamat (1<7/< N) ,amelyekre {a;} €[a,f) teljesul.

A szokasoknak megfelel6en diszkrepanciardl beszélink akkor is ha (6) helyett
A(l0,a);N) a‘

7 D =Dx(aq,ay,...,an) = s u
(7 N N(a1,ay N) p N

O<a <l

relaciot {runk.
A két érték kozott a

Dy <Dy <2Dy
egyenl6tlenségek érvényesek.
Annak eldontésére, hogy egy sorozat modulo 1 egyenletes eloszlasi — e vagy

sem, gyakran a Weyl kritériumot hasznaljuk: Az (x,) -, sorozat akkor és csakis

akkor egyenletes eloszlasu modulo 1, ha minden 4 # 0 egész szamra



A [0,1] intervallumot 6nmagara leképezé f fuggvényt egyenletes eloszlast

megtart6 fuggvénynek (az angol uniform distribution preserve elnevezés alapjan u. d.

p. fiiggvénynek) nevezziik, ha minden modulo 1 egyenletes eloszlasi & = (a,) -,

sorozatra az 1] = ( f{a ”})) *°, sorozat is modulo 1 egyenletes eloszlast sorozat.

Egyik tételinkben szikségiink lesz a Jordan-féle kiilsé mértékre, valamint a
mindentitt sGrd halmaz fogalmara.
Legyen H a valés szamok halmazanak egy korlatos részhalmaza. Fedjik le a H

halmazt az [aq,b¢],[a5,05], ... ,[a,,b,] Véges sok intervallummal. Az Osszes ilyen

7n
lefedésre kiterjesztett " (H) = inf Z (b; —a;) értéketa H halmaz Jordan-féle
i=1
kiilsé mértékének nevezziik.
Az 1 intervallum H részhalmaza mindenttt str( az 1 intervallumban, ha az 1
barmely pontjanak tetszéleges kornyezete tartalmazza H — nak pontjat.

Algebrai szamok:

Az a komplex szam algebrai szam, ha létezik olyan racionalis egyttthatés nem nulla
P polinom, melyre P(ar)=0 .

Az «a algebrai szam definialé polinomja az a minimalis foku, racionalis egytitthatos
normalt polinom, melynek o gyoke.

Az «a algebrai szam foka (fokszama) a definial6 polinomjanak a foka.

Egy algebrai szamot algebrai egésznek neveziink, ha definialé polinomja egész
egyutthatds polinom.

Az o algebrai szam nevez6jén (denominatoran) azt a legkisebb U pozitiv egész
szamot értjiik, melyre Ua  egy algebrai egész szam.

Az «a algebrai szam definial6 polinomjanak gyokei az a konjugaltjai.

Dolgozatunk elsé részében szerephez jutnak a Pisot — Vijajaraghavan (réviden
PV) szamok.

Az a>1 valds algebrai egész szamot PV szamnak nevezziik, ha valamennyi o —
tol kiilonb6z6 konjugaltjanak abszolut értéke egynél kisebb.

Legyen & egy komplex szam, Q pedig a racionalis szimtest. A komplex
szamtestnek azt a legsziikebb résztestét, amely ¢ —tés Q —t tartalmazza, a Q
testnek 8 —val valé egyszert bévitésének nevezziik, és Q (&) — val jeloljik. Ha 8
egy algebrai szam, akkor egyszer( algebrai b6vitésrol beszélink.

A lanctértekkel kapcsolatos fogalmak és jelolések:



Jelolje [x] az x valos szam egész részét, {x} pedig a tort részét. Legyen o egy
valos szam és tekintsik a kovetkezo algoritmust. Legyen
co=la] é a;={a}, ekkor a=c¢y+a,
Ha o4 # 0 , akkor legyen
1

c1=|—| és a,=4— ,cekkor a=cy+ta;=cqy+
0{1 0(1 €1+0(2

Ha a, #0 ,akkor — egész és tort részét képezzik, és igy tovabb. Altaldban, ha a

@
C0sC1s-esC, €5 O1,0p,...,0, 1 ¢értékeket mar meghataroztuk és «a, 4 #0 ,
akkor legyen
|1 , 1
Cnrl = €S &yyp =
a1 &yt
Az
N 1
a=c
0 1
€1+ 1
6'2"‘
1
I
Cop1 T Xy
tobbemeletes tortet lanctértnek nevezzik, és L (cg,61,60, v 56,11, 0n) — Vel

jeloljik. Ha «,,, =0 akkor az eljaras véget ért. A ¢, ¢y, ¢5, ... egész szamokat az

o szam lanctort jegyeinek nevezziik.

Ismeretes, hogy az «a valds szam lanctort jegyeinek a sorozata akkor és csak akkor
véges, ha a racionalis szam.

Legyenek az «  irracionalis szam lanctort jegyei ¢, ¢q,¢9,... . Az «

lanctortalakjanak szeleteit dolgozatunkban végig h,/k, — nel fogjuk jelolni:
L(co,e1560,.0¢,) = h,/k, ,ahol h,>0, (h,k,)=1 é neN.

Fontos ismeret, hogy a lanctortalak véges szeletei szarmaztathatok az alabbi
rekurziéval.
Legyenek ¢g,cq,¢5, ... tetszéleges egész szamok, ahol ¢; >0 ,ha 7>1. Legyen
bozfo, b1:€150+1, bﬂ:[ﬂbﬂ—l—"—bﬂ—Z’
/éO:1, /é1:€1, /énzfnlé”_1+/é”_2 (ﬂZZ)

Ekkor



b”
L(fo,fl,fz, ves ,f”) = /é_

és
by haa (=1
k

bl

7 n—1 & n—1 IS n

tovabba
(h,,k,)=1 é n>0 esetén £k, <k, .

A h,/k, értékeketaz L.(¢q,cq,¢9,...,¢, ... ) szam konvergenseinek nevezzik.
Az o valés szamnak a hozza legkézelebb esé egész szamtol mért tavolsagat || o || -
krl-alf.

Az o valés szamnak a  p/q tort (p,geZ ) legjobb approximaciés tortje, ha

valjeléljiik: ha £€Z—re &<a<k+1,akkor |a||=min{la—¢

b

minden 0<g¢g,<¢q (g, €Z) esetén

loal<|ga]-
Haegy ¢ = (p ./ qﬂ) . sorozat minden egyes tagja az @ irraciondlis

szamnak legjobb approximacios tortje, akkor legjobban approximalé sorozatrél
beszélink. Ekkor nyilvan lim p,/¢,=a .

71—>»0

Pell egyenletnek az
) xi=Dy*=1

diofantikus egyenletet nevezzik, ahol D egy pozitiv egész, de nem négyzetszam. A
(8) Pell egyenletnek azt az (egyértelmien meghatirozott) (&,n7) megoldasat,

amelyre £>0, n>0 és &+ 77\/5 minimalis, alapmegolddsnak nevezzik. Az

alapmegoldasbdl hatvanyozassal az 6sszes megoldas szarmaztathato.



Modulo 1 eloszlasok

A linearis rekurziv sorozatokat a Fibonacci sorozat altalanositasaként vezették
be. Alapértelmezésben a tagjai egész szamok. Ezért, ha a G linearis rekurziv sorozat
closzlasa szoba jon, természetszerden a mod m eloszlasokhoz (m > 1 egész szam)
asszocialunk. Ha viszont képezzik a szomszédos tagok hanyadosaibol allo

(G,Z o/ Gn)“io sorozatot, vagy egy tetszéleges [ valds fuggvénnyel (melynek

értelmezési tartomanyaba G elemei beletartoznak) az f (G, ) sorozatot, akkor a

mod 1 eloszlasok és bizonyos konvergencia vizsgalatok — melyek pl. a diofantikus
approximaciohoz kellenek — azonnal érdekessé valnak.

Ha a G sorozat definialé paraméterei koézott nem egész valds szamokat is
megengedunk, akkor ez ugyanilyen természetességgel indokolja a mod 1 eloszlasok
¢s a konvergencia tanulmanyozasat.

A témakornek igen kiterjedt szakirodalma van. Az eredmények kézil most csakis
azokat emlitjik meg, melyek dolgozatunk témajaval kézvetlen kapcsolatban vannak.
Példaul Kiss PETER [11] és MATYAS FERENC [22]a G, ; /G, (i tOgzitett) tipusd
hanyadosok konvergenciadjara vonatkozo allitasok  segitségével  bizonyitottak
diofantikus approximaciéval kapcsolatos tételeket. W. GERDES [5] eltekintett attol,
hogy a G sorozat kezd6 értékei és az A, B konstansai egész szamok legyenek,
helyette tetszéleges valos szamokat megengedett. Meghatarozta a  Gy,Gy,A,Be R

é¢s G,,,=AG,, 1+BG, (n=0) eseténa (Gﬂ);il

feltételét. Eredménye szerint ahhoz, hogy a G sorozat konvergens legyen, az (A, B)
szamparnak egy altala meghatarozott sikbeli tartomanyba kell esnie.

Tételét 6 maga, W. GERDES [6] — ban altalanositotta harmadrendd linearis rekurziv
sorozatokra.

sorozat konvergenciajanak

R. L. DUNCAN [3] és L. KUIPERS [17] a (log Fﬂ);il sorozatrol megmutattak, hogy

mod 1 egyenletes eloszlasi (ahol F, a Fibonacci sorozat n — edik elemét, a log a
természetes logaritmust jeloli). Ezt az allitast L. KUIPERS [18]  altalanositotta
tetszéleges £>1, be N alapu logaritmusra.

M. B. LEVIN és I. E. SPARLINSZKI] [21] olyan valds paramétereket konstrualtak,
amelyekkel képzett G sorozat mod 1 egyenletes eloszlasu.

Ki1ss PETER és R. F. TICHY [13] meghataroztak a (G w1/ Gﬂ) sorozat modulo

0

n=0
1 aszimptotikus eloszlasfuggvényét abban az esetben, ha a G masodrendd linearis
rekurziv  sorozat karakterisztikus  polinomjanak a  diszkriminansa negativ.

Eredményiiket MOLNAR SANDOR  [29]  dlualdnositota (G0 /G,)”
n=

sorozatokra, ahol £ zérustol kilonb6z6 rogzitett egész szamot jelol.



C. Pisor Kklasszikus [32] dolgozata alapjan nyilvanvalé a szoros kapcsolat a

(,ui”);:l sorozat (,A€R) mod 1 ecloszlasa, és a (x Gn);;:o sorozat mod 1

eloszlasa (ahol G egy k — ad rendd linearis rekurziv sorozat) kozott.
Kiss Péterrel koz6s dolgozatunkban, KisS PETER és MOLNAR SANDOR [23] - ben két

tételt bizonyitottunk az (x G, )”fo (ahol G egy k — ad rendd linearis rekurziv

sorozat) modulo 1 eloszlasaval kapcsolatban. Ezeket a tételeket jelen dolgozatban
nem szerepeltetjik, de megemlitjik, hogy az egyik tételben és egy kévetkezményben
végtelen sok olyan xeR illetve yeR  szamot adtunk meg, melyekkel az

(x G, )}ZO sorozat mod 1 mindentitt sird, de nem egyenletes eloszlasa [0, 1 [ — ben

, lletve ( G, )”020 sorozatnak végtelen sok torlédasi pontja van mod 1, de nem

mindenttt sird [0, 1 [— ben.

Olyan masodrendd linearis rekurziv sorozatokat is kereshetiink, melyek valds
paraméterekkel vannak definidlva és mod 1 mindenitt strtek a [ 0, 1 [ —
intervallumban. R. F. TICHY [36] megmutatta, hogy kontinuum sok valds értékd
masodrendd linearis rekurziv sorozat van pozitiv diszkriminanssal, melyekre teljestl,

hogy (Gﬂ );1020 mod 1 mindendttt strd, a [ 0, 1 [ intervallumon, de (G” )ﬂfo nem

egyenletes eloszlasu mod 1. MOLNAR SANDOR [26] az alabbi tétellel ugyanezt
igazolta negativ diszkriminansu sorozatokra.

1. TETEL: Legyen A egy valds szim, melyre —2 < A <2 és
1
®=—-arccos(A/2)
27
irraciondlis.
Legyen B=-1, G, #0, G,,G, € R éslegyen G, .,=AG, 1+BG, ,ha n20.
G=Gh

Ha a Binet formuliban s3erepld a= konstanssal az 1 =2|d |22 egés s3anm,

akkor (Gﬂ )”(:O modnlo 1 mindeniitt siirdi, de nem egyenletes eloszlasii a [0, 1 [ intervallumban.

A kovetkezé tétel megfogalmazasahoz néhany jelolést vezetiink be. Legyen n  egy

egész szam és  legyen 1 az  el6z6  tételben  bevezetett  érték:
Gl o GO ﬂ
n=2la| = 2| =0 )
a-p




Legyen
n, ha >0
K,=
max{n,—r}, ha 7<0
és
min {#+x,n}, ha 720,
L,(x)=
ahol 0 < x <1

Ezen jelolések alkalmazasaval bizonyitjuk a kévetkez6t:

max{n+x,-n}, ha #<0

2. TETEL: Legyen A egy valds szim, melyre —2 < A < 2 és
1
®=——-arccos(A/2)
2r

trvaciondlis. Legyen B=—1, G;#0, G, ,Gi € R. Ekkora
G,»=AG, 1+BG, (n=0)

n

linedris refeurziv sorozat modulo 1 aszimptotikus eloszlasfiigavénye

(7] . (x
F(X):% z (arccos(&J—arccos[L/( )Jj , 0<x<1.

=] 1 1

1. KOVETKEZMENY: Kontinuum sok val6s értéki linearis rekurziv sorozat van
negativ diszkriminanssal, amely modulo 1 mindenttt sirt, de nem egyenletes
eloszlasa a [ 0,1 [ intervallumon.

M. B. GREGORI ¢és J. M. METZGER [8] a lim sin (#,x7) hatarértéket vizsgaltak,
n—>0

, , o] . . P , . " .
ahol x egy valos szamot, (#,),—, pedig egy Fibonacci tipusu sorozatot jeldl, vagyis
egy olyan masodrendd linearis rekurziv sorozatot, amelyben A =B =1 és #,,u
tetszéleges egész szamok ( de természetesen nem mindketté nulla ):

u=(n,) 2o =u(lluyu). Bizonyitottak, hogy ez a hatarérték akkor és csakis

akkor létezik, ha x eleme a Q(\/g ) test egy — altaluk meghatarozott — specialis

részhalmazanak. Tovabba ilyenkor sziikségszerden lim sin (#,x77)=0 teljesil.
7n—>00

M. B. Gregori és J. M. Metzger idézett eredményét [24] — ben altalanositottuk
G(A,1,Gy,Gy) sorozatokra (.A,Gy,G;  egész szamok). Ekkor mar a hatarérték
nem feltétlentil nulla. Miel6tt az allitist pontosan ismertetnénk, az alabbiakat
bocsatjuk elére.
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Ha csak azokat az x valds szamokat keresstk, melyekkel a lim sin (G, x7)=0
7—>0

egyenlGség teljesill, akkor eredményesen hasznalhatjuk a Pisot — Vijayaraghavan
szamokkal, vagyis a PV szamokkal kapcsolatos ismereteket (vo. J. W. S. CASSELS [2]
133 — 134 old.).

Viszont, ha a G sorozat nem Fibonacci tipusd a  lim sin (G,x7) hatarérték
n—>0

kilonbozhet zérustdl, ezért mas megfontolasokra is szitkség van. Bzzel egyiitt
érdemes a hatarérték targyalasat azzal elkezdeni, hogy eldontjik, a G sorozat
karakterisztikus polinomjanak dominans zérushelye PV szam, vagy nem. Bizonyithato

példaul, hogy az |a |>| B |>l esetén, a  lim sin (G,x7) létezése maga utan vonja,
7n—>0

hogy x raciondlis szim. Ugyanez érvényes, ha ¢ és S komplex szamok. Ha
viszont «a PV sziam, akkor mar az x lehet irraciondlis szam is, de ebben az
esetben is csak az x € Q(a) feltételt teljesits irracionalis szam johet szoba.

A [24] - beli médszer minden olyan G sorozatra mikodik, melynek egyik gyoke
PV  szam, de a szerteagazé esetek nehezen formalizalhatok, ezért nem irjuk le
altalanossagban. Tovabba konkrét esetekben olyankor is eredményre vezethet, ha a
karakterisztikus polinom zérushelyei kézott nincs PV szam. Megemlitjiik, hogy az
alkalmazhatésagot egy konkrét esetben a G(4,3,G,,G;) sorozatra egy korabbi

dolgozatban illusztraltuk, MOLNAR SANDOR [25].

Eléljaréban megjegyezziik, hogy a probléma nem azonos az (xG,), o, sorozat mod
1 konvergencidjanak problémajaval. Példaul ha  A=10, B=1, Gy=1, G;=4 ¢és
x=1/5 , akkor paros n—re {xG,}=1/5, mig paratlan n-re {xG,}=4/5, ezért

(xG,), 2 mod 1 nem konvergens, de a lim sin (G,x7) létezik ( =sin(x/5) ).

n—>0
Mistésztél ha A=7,B=1,Gy= G, =1 é x=1/7,akkor lim {xG,}=1/7,deaz n
7—>0
= 3k + 2 alakd szdmokra lim sin (G,x7) =—sin(7/7), mig minden mas esetben
n—>00
lim sin (G,x7) =sin(zr/7) adédik.
n—>0

Most az alabbi, [24] - beli tételiinket idézziik:

3. TETEL: Legyen a G mdsodrendii linedris rekurgiv sorozat az  A,B,Gy, Gy egész
szamokkal és a G, ,=AG, +BG, (n=0) rekurzioval definidlva. Tegyiik fel, hogy
A#0,B=1 és G3+G12¢O. Jeloljon x egy valos szdamot. A

lim sin (G, x )
n—>0

hatdrérték akkor és csak akkor léteik, ha
) X:2(51_‘2/3)+(41_j12ﬂ)
(G1=Gy f)a

11



ahol ¢ co 65 e tetszileges egésy sxdmokat jelolnek, tovabbi ha A - paratlan szdim, akkor
tetszbleges ko egész szammal, dy,dy €{2k) A; 1=2k] A}, migha A pdros szim, akkor

tetszileges ke egész szammal dy=d,=2k/ A vagy ha A
dy,dye{2k/ A; 1-2k/ A}

2k akkor paros A esetén is

Ha x afenti formdnak eleget tesz, akkor lim sin (G, x ) =sin (2&7/.A)

71—> 0

A [27] — ben bevezettik az f invarians eloszlasu sorozat fogalmat.

DEFINICIO: Iegyenck a):(xn )nfo és &= ( f (xn))nioo valos szamsorozatok,

ahol [ egy valos fugevény Haaz @ ésa ¢ sorozatoknak egyarint létezik a
mod 1 aszimptotikus eloszlasfiiggvénytik (a.d.f. mod 1) és ezek a fluggvények
egymiéssal egyenlSk, akkor az @ sorozatot modulo 1 f  invatidns eloszlasunak
nevezzik. (a tovabbiakban az angol i.d. mod 1 to f réviditést alkalmazzuk).

Példak:
1. Ha © egy porzitiv irraciondlis szam, akkor az w=(ﬂ®)ﬂfo és a
& :(\/ﬂ_ );:0 sorozatok egyarant mod 1 egyenletes eloszlasuak, ezért
mindkett6hoz van a.d.f. mod 1 és ezek azonosak: F(x)=x, 0<x<1. Az

e8] , . . ., A
w—(n @)”:0 sorozat négyzetgyok invarians eloszlasu sorozat mod 1 .
2. Ismertink olyan eseteket is, amikor a sorozathoz van a.d.f. mod 1, a sorozat

nem egyenletes eloszlasi mod 1, de valamely f fiiggvénnyel f invarins
closzlasi mod 1. A [29] — ben megadtuk annak feltételét, hogy a G linearis

rekurziv sorozattal képzett |G,/ Gﬂ) * , sorozat modulo 1 f(x)=1/x
n=

invarians eloszlasu legyen. Az ilyen sorozatokat modulo 1 reciprokinvarians
eloszlasunak is szoktuk nevezni.

3. Vannak olyan figgvények is pl.  fi(x)={x} vagy fo(x)=x+k ,akol £
egy egész szam, melyekre nézve minden olyan valés szamsorozat, melynek
van mod 1 aszimptotikus eloszlasfiggvénye, modulo 1 invarians eloszlasu. Ha
viszont a & nem egész szamot jelol, akkor nem minden a.d.f. mod 1 — gyel
rendelkezé sorozat f, invarians eloszlast mod 1, de a mod 1 egyenletes
eloszlasa sorozatok ekkor is  f, invarians eloszlastak mod 1 .

Vegytk észre, hogy éppen azok az f  valds fuggvények az egyenletes eloszlast
megbrzé (u.d.p.) figgvények, melyek a [0,1] intervallumot a [0,1] intervallumra
képezik le és barmely mod 1 egyenletes eloszlasu sorozat tagjai tortrészébol allo
sorozat f invaridns eloszldsi mod 1 .

12



Az ud.p. figgvények szamos tulajdonsagat megtalalhatjuk pl. S. PORUBSKY, T.
SALAT, és O. STRAUCH [33] dolgozataban.

A tovabbiakban hidrom tételt fogalmazunk meg a mod 1 f invaridns eloszlasa

sorozatokra. Ehhez néhany jelolésre van szikségink. Azokat a fiiggvényeket,
melyeknek értelmezési tartomanya és értékkészlete egyarant valos szamokbol all, a
tovabbiakban roviden csak valds figgvényeknek fogjuk nevezni, mell6zve a
pontosabb, de hosszabb valds — valés fiiggvény elnevezést.

Az [ valos fliggvény értelmezési tartominyat D, - el jeldljik. A graf f
halmazt, mint ismeretes, az alabbi formulaval értelmezziik:

graf f={(x,))|x €D, y=f(x)} .

Ebbél a graf f mod 1 halmaz az x és y koordinaitak mod 1 redukalasaval

szarmaztathato, vagyis:
graf f modl={(x,y)|3k,i€Z, x+k €D, y+i=f(x+k) & 0<x,y<l}

Bizonyitjuk az alabbi tételeket:

4. TETEL: Legyen az [ valds értékii fiiggény értelmezve a D + S R halmazon és legyenck
az F és G a [0,1] intervallumon értelmezett nem csikkend valds fiiggvények. Legyen tovabbd
F(0)=G(0)=0 & F()=G(1)=1.

Akkor és csakis akkor litezik barmely F és G fiiggenyhex ohan  ©=(a,) oo valds
szamsorozat, melyre «  mod 1 aszimptotikus eloszldsfiigvénye Fés & =( f (dﬂ))ﬂfo mod 1
asgimptotikus eloszlasfiggrénye G, ha graf [ mod 1 mindeniitt sirii a 0<x<1, 0< y<1
egységnégyzeten.

Ebbél F = G helyettesitéssel adodik:

2. KOVETKEZMENY: Ha [ egy olyan valés fiiggvény, melynek graf f mod 1
halmaza mindenitt sird a 0<x<1,0< y<1 egységnégyzeten, akkor minden, a
[0,1] intervallumon nemcs6kkené F(0) = 0 és F(1) = 1 feltételek szerinti valés I

figevényhez létezik w  valdés szamsorozat, melynek mod 1 aszimptotikus
eloszlasfuggvénye F,és w f invatidns eloszlasi mod 1.

5. TETEL: Legien [ egy valds fiiggény. Akkor és csakis akkor litezik olyan mod 1
egyenletes elosglasi o szamsorozat mely  f invaridns eloszldsii modulo 1 , ha a [0,1]
intervallum tetszileges véges S0k pdronként diszgjuntkt
[ay, 01, as,05] ..., a,,b,| részintervallumadra

SIS
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(10) w*({ 3|38, 35 €lag, b [ = (x, y)€ graf fmod1 )2 (b;—a;)
i=1

(11) w* (x| 3%,3 y€lag, b= (x, 2) e gaf fmod1})2Y (b —a;)
i=1
teljesiil, ahol m" (H) jelili a H halmaz; Jordan — féle kiilsé mértékeét.

MEG]EGYZES: Koénnyen ellenérizhetd, hogy a 4. tétel feltételeit a sin, cos, tg, ctg
¢és barmely olyan folytonos periodikus fiigevény kielégiti, melynek periédushossza
irracionalis szam és értékkészlete olyan intervallum, melynek hossza legalabb 1. Ezek
a fuggvények az 5. tétel feltételeit szintén kielégitik. Az  f(x)=1/x, x#0

figevény eleget tesz az 5. tétel feltételrendszerének.

A tovabbiakban azzal foglalkozunk, hogy a G linearis rekurziv sorozattal képzett
0=(G,,,/G,) ~, sorozat mikor mod 1 reciprok invaridns eloszlisi. Ehhez

szilkségiink lesz a nevezett sorozat és annak reciprokdanak mod 1 aszimptotikus
eloszlastiiggvényére. Ha a G sorozat karakterisztikus polinomjanak zérushelyei valos
szamok, akkor viszonylag egyszert esettel allunk szemben. Bonyolultabb a helyzet, ha
a G sorozat karakterisztikus polinomjanak zérushelyei komplex szamok, vagyis a
diszkriminans értéke negativ.

Negativ diszkriminans esetére, KISS PETER és R. F. TICHY [13] meghataroztak a

(G,.1/G,) -4 sorozat modulo 1 aszimptotikus eloszlasfiiggvényét . Most a

(G,er/G,) oy esetre altalanositjuk eredményiiket, ezt kovetGen adjuk meg annak

szitkséges és elegendd feltételét, hogy (G ,.1/G,), -, sorozat reciprokinvarians

closzlasi legyen mod 1. Roégzitett 0 <x <1 esetén a kovetkezé jelolést

alkalmazzuk:
1 ha 0<{y}<x<1,

Z:Z(X’J)Z{O ha x<{y}

6. TETEL: ILegern a G = (Gn )}ZO mdsodrendil linedris rekurziy sorogat definidlva a
G,.r=AG, 1 +BG, (n20) formuldval, az A, B érustol kiilinbozd valds szdamokkal és
a Gy ,Gy valds kezdd értékekkel, melyekre Gg +G12 #0.
Legyen a D= A*+4B diszkerimindns negatiy és legyen k# 0 fetsgileges egész szanm.

1
Ha a ©®=—arctan

A =D
Vs A

van modulo 1 aszimptotikus eloszldsfiiggvénye és az;

irraciondlis szdm, akkor az @ Z(G pae/ G”)

*  sorozatnak
n=0
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(12) H(x)=H(x—{c})+H;({¢})

ahol
in(2
(13) H, (%)= +—~arctan Sin (277 )
T exp(27|d|) —cos (27 x)
tovdabbd
c=rk cos(km O) , d:—r/esin(/éﬂ®)és

~al[ vl ran )2

Ervényes tovibbi az

1
N G,

n=

34-[ ‘r/esin(/éﬂ'@)D-,/AN+6AN

becslés, ahol A =An (On) =D\ (On) a (@ n):):l sorozat disgkrepancidjit jelili.

N+ng-1 Gn+k 1
x| x, —j)((x,c+dtan(7t(y+w))dy <
ny 0

7. TETEL: ILegen a G = (Gﬂ )”C:O mdsodrendil linedris rekurziv sorogat definidlva a
G,i0n=AG, 1 +BG, , (n20) formulaval, az A, B zérustol kiilonbizd valds szdamokkal
b a Gy,G, valds kexds értékekkel, melyekre Go+Gi#0. Legyen a D=A>+4B
diszkriminans negatip.
Az w=(G”+1 /Gn)
ha B=—1 .

0 , . . . ., s .
o Soroxat akkor és csakis akkor reciprokinvaridns elosglasi mod 1,
n=

8.TETEL: Legen a G :(G” )”O;JO mdsodrendii linedris refurgiy sorogat definidlva a
Gn=AG, 1 +BG, , (n20) formulival, az A, B érustol kiilinbizd egésy szamokkal
é a Gy,G eglsy kexdd értékekkel, melyekre Gg + Glz #0. Legyen a D= A*+4B
diszkrimindns poitiv.

A% w:(Gn+l /Gn) ©

o Soroxat akkor és csakis akkor reciprokinvaridns eloszlasi mod 1,
n=
ha B=1 .
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Maiasodfoku valds algebrai szamok approximacioja
masodrendii linearis rekurziv sorozatok tagjainak
hanyadosaval

Mint ismeretes, barmely masodfoku valos algebrai 7 szamra a

(14)

egyenl6tlenségnek végtelen sok  p,g€ Z megoldasa van. A lanctérteknél szokasosan

alkalmazott jel6lések szerinti

h
(15) /é—”zf‘ﬂ:L(CO,fl,fz,...,fﬂ) , nelN

n

megoldasa a (14) egyenl6tlenségnek. Ha az

(16)

egyenl6tlenség megoldasait keressiik, ezeket kivétel nélkil az emlitett (15) halmazban
talaljuk.
Az alapproblémat az

(17) 2

r—+
9

<

k
cq

egyenl6tlenség jelenti, ahol ¢ és k pozitiv valos szamok és  p,qg €Z .
Ebben £ értcke £ =2-1ig,a c értéke r=4/5 - ig javithato, az

P 1
=<

7| 5 qz
egyenl6tlenségnek barmely 7  valds irracionalis algebrai szam esetén végtelen sok
megoldasa van.

Az, hogy 4 maximalis értéke (17) —ben £ = 2 , azt jelenti, hogy tetszbleges pozitiv

(18)

& estén az
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egyenlStlenségnek egyetlen 7  valds algebrai szam esetén sincs végtelen sok
megoldasa (7 # 0), barmely pozitiv szam is legyen a ¢ . Ezzel szemben az, hogy ¢
maximalis értéke c=+/5 | azt jelenti, hogy tetszéleges pozitiv ¢ estén van olyan ¢
valds irracionalis algebrai szam, melyre az

A PR S
7| (5+¢€)q’

egyenl6tlenségnek nincs végtelen sok  p,g €Z megoldasa. Ezen szamok kozil

legismertebb az (1+ V5 )/ 2.

A (17) egyenl6tlenséggel kapcsolatban a mar emlitettekhez képest tobb elindulasi

irany ismeretes.

Egyrészrél nyilvanvalé, hogy hiba lenne olyan éles hatarvonalat hizni, hogy az
1

z‘—f <? egyenlStlenség ¢ = 1— re érdekes, ¢ =0,99— dal pedig nem is

foglalkozunk. Ez annal is inkabb igy van, mert a ¢ =1— hez tartozé6 (14)

egyenl6tlenségnek sincs minden megoldasa (15) — ben. Ebben a témakorben két
eredményt emeliink ki.

® Ha az (14) egyenl6tlenség fenndll, akkor valamely n pozitiv egész szammal és
a (15) —beli jelolésekkel, — p/qg=(jh,+h,_1)/(jk,+k,_1) teljestl, ahol
j=0,1 vagy ¢,,q (lasd: LANG [20]) .

= RT.WORLEY [35] a (17) egyenlStlenségben £ =2 valasztas mellett a
0<e¢<2 feltételt irta el6. Ebben a témaban szép eredményeket ért el.

Megadott harom formulat melyek kozil a p/q valamelyiknek

szlikségszertien eleget tesz, barmelyik megolddsa legyen is a p/g az
P
9

1
<—5 egyenl6tlenségnek.

“q

A masik, ezzel ellentétes tendencia & = 2 valasztas mellett cZ\/E esetén megadni

az {r,|r,=h,/k,, n€N} (15 halmaz egy végtelen részhalmazit, mellyel (17)

4
teljesil. A ¢ 2 \/g megvalasztasa, mint tudjuk tavolrél sem 6nkényes, maximuma a t
szamtol figg. J. W. S. CASSELS [2] p. 24. szerint, ha pl. a masodrendd valés algebrai
egész szam definial6 egyenlete x? = Ax-B=0 , akkor ¢ o Sw/AZ +4B=+/D .

Itt lényegében arrdl van szo, hogy egyes algebrai szamokat sikertlt £ = 2 feltétel

mellett az elképzelheté legjobb ¢ konstanssal approximalni, konkrét sorozat
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segitségével (best approximalé sorozat). Ez a konkrét sorozat nyilvan csakis (15)
részsorozata lehet.

A kutatasok egy harmadik iranyat képezi, amikor konkrét algebrai szamot
approximalunk konkrét sorozattal, 0<£<2 feltétel szerint. Ez az eset azért lehet

érdekes, mert itt az approximaci6 altalaban a bonyolult lanctort eléallitasi rekurziv
procedurat megkeriilve, gyakran explicite adott sorozattal torténik.

Az utobb emlitett két iranyban Kiss Péter, egri professzor kutatiasai messze
kiemelkedéek. Kiss Péter (kés6bb munkatarsaival kézosen) elsésorban  linearis
rekurziv sorozatok szomszédos tagjainak hanyadosaval ért el szép eredményeket a
témakdorben.

= [KiSs PETER [11] egyrészrél az  R(A, B, 0, 1) linearis rekurziv sorozatra,
melyre AB#0, A% +4B>0 bizonyitotta, hogy « -val jeldlve a sorozat
karakterisztikus polinomjanak dominins zérushelyét az
1

A% +4B R?

végtelen sok n-re, ha |B|=1. Misrészt megmutatta, ha  p/g -ra

< egyenlStlenség akkor és csakis akkor teljestl

n

p 1 s
o——|< — érvényes, akkor p/q  benne van az
9| A*+4B4?

R,.1/R, , neN halmazban.

=  Olyan sorozatokra, melyekre |B |¢1 Kiss Péter és Sinka Zsolt (P. Kiss és Zs.

oGt

Gﬂ

SINKA [16] ) megadtak annak feltételét, hogy végtelen

k
olG
sok n-re teljestljon, ahol A B#0,és A% +4B>0 feltételek tovibbra is

érvényesek. Itt a & értéke egy logaritmus formulaval van megadva és
értékére 0<k<2 igaz, ha |B |¢1 teljesil,  pontosabban

0<k< kOZZ—(log|B|)/log|a| .

= J. P. JONES és P. Kiss [9] a masodrendt linearis rekurziv sorozat pozitiv
D=A*+4B>0 diszkrimindnsinak négyzetgyokét approximaltak a
17(A,B,2,A) Lucas sorozat, és az R(A,B,0,1) R sorozat 17,/R,
hanyadosaval. Akkor és csak akkor kaptak legjobban approximalé sorozatot,

haa B definial6 konstansra az |B|=1 teljestl.
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= P.J. GRABNER, P. Kiss AND R. F. TICHY [7] negativ diszkriminans esetén

approximaltak a |D| szamot, valamint a karakterisztikus gyok |a'|

abszolut  értékét 1/n nagysagrendben. Azt kaptak, hogy az

1% 2./ D

[| D| _ 2l < | |
R n

n

egyenl6tlenségnek végtelen sok megoldasa van. A

Baker modszer felhasznalasaval igazoltak, hogy alkalmas k  pozitiv
, s 1, 1 o
konstanssal, ,,elég nagy n — re ”mar |D| - =] > % teljestl.
n
Ha a ¢ valés masodfoku algebrai szamot egy konkrét sorozattal

approximaljuk el6fordulhat, hogy az approximalé sorozat éppen a 7  szam
konvergensei (15) sorozatanak egy végtelen részsorozata.

Val6s masodfoku algebrai szam konkrét racionalis szamsorozattal valé approximalasat
optimalisnak tekinthetjiik, ha

i Az o=(G, /H, ) approximalé sorozat zart alakban adott

g (G, /H,),%, app

(it) Az o —talanctortektol fuggetlendl allitjuk el6

(iii) Az |t— G, < - cgyenlStlenségben  £=2 & =0, =cp, (1),
Bl A,

(¢max jelOli azt a legnagyobb valés szamot, mellyel a (17) — nek £=2

esetén végtelen sok megoldasa van).

(iv) Az @ sorozat minden olyan p/g  tortet tartalmaz, melyre
1
1=l fennall
2
71 Cmax 9

Ez azt jelenti, hogy a lanctortektdl fuggetleniil képzett, zart alakban adott sorozattal
kivalogatjuk a (15) konvergensek kozil a ,,Jegjobban approximalé tagokat”.

A problémara a Kiss Péterék olyan és csakis olyan 7 algebrai egészekre adtak meg a

valaszt, melyek definidld egyenleteiben |B| =1 , wvagyis amelyek a
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t2— Ar+1=0 egyenletek  valamelyikének  tesznek  eleget. Ekkor a

0]
diszkriminansok D= 4% +4 alakuak, és mint ismeretes Z

Azokkal a valés masodfoku algebrai szamokkal, melyek nem algebrai egészek, Kiss
Péterék nem foglalkoztak.

Azok a wvalés masodfokd algebrai szamok, melyek nem algebrai egészek,
approximacios szempontbdl nyilvanvaléan megkozelithetéek az alabbi médon is:

Ha t egy masodfoku algebrai szam, de nem algebrai egész, akkor a denominatorral
(eloljik U — val) szorozva masodfoku algebrai egészet kapunk. Jeloljuk ezt « -val.
Az o -t approximalhatjuk az «a  definialé egyenletében szereplé B értékétdl

R 1
fiiggben Kiss PETER [11] — beli tételével | o ——2*1|<

R, | JA*+4B R?

szerint (ha  |B[=1) , vagy P. Kiss és Zs. SINKA [16] — beli tételével

egyenl6tlenség

G . , L
—Znl 7 szerint (ha |B| # 1), az ott megadott ¢ ¢és £ értékekkel. Az
G, | o)
aktualis egyenl6tlenséget az U denominatorral végigosztva a t=a /U

approximaciojat kapjuk. Ekkor az elsé esetben az approximacios konstans leromlik,

\A®+4B
az U\/A2+4B-R3=T(UR”)2 egyenl6ség miatt U — ad részére. A

masodik esetben £ > 1 esetén romlik a konstans, 0 < £ <1 esetén javul. Ekkor
viszont egyrészt az approximacié fokara jocskan rafér a javitds, masrészt A#2

esetén a konstans, mint ismeretes kevésbé jut fontos szerephez.

Ebbdl kiindulva a t valés masodfokd algebrai szam approximaciéja helyett valds
masodfoku algebrai egészekkel képzett Q(a) egyszerd testbévitések elemeinek
kozvetlen approximacidjaval kezdtiink el foglalkozni. Els6 ranézésre az irracionalis
algebrai, de nem algebrai egész szamokrol az el6bb mondottak szerint ez
logikatlannak tinhet, de mindjart alatamasztjuk a létjogosultsagat. Ekkor az
approximalé sorozatot az «a - hoz tartozé6 R sorozat felhasznalasaval készitett

§=(R” 1/ Rﬂ) o alakban nyilvan nem kereshetjiik, hisz’ ennek hatarértéke maga a

karakterisztikus polinom dominans zérushelye, « lesz. Ha a masodrendd linearis
rekurziv  sorozatok koézott  keressik a  megoldast, a Q(a) elemeit

a):(G” o/ H ”) o alakd sorozatokkal ' van esélytink j6l approximalni, ahol az &

0
n=0

tételeihez formailag kézel allo alakot vélasztottuk.

20

! Természetesen ¢ = (G” / Hﬂ) ugyanugy alkalmas, de tiszteletbdl, szandékosan a Kiss Péter



algebrai egész definidlé polinomja egyben a G és H sorozatok kozés definiald
polinomja is. A kezd6értékek (G,Gq,H,H ) alkalmas megvalasztasaval érhetd

el, hogy az @ hatarértéke az elére adott 7 € Q (&) legyen.

Ezt a koncepcidt erésiti meg Kiss Péter (P. Kiss [12]) dolgozata is, mely szerint a
valés masodfoku algebrai szam konvergenseinek sorozata mindig véges sok olyan
sorozatra bonthatd, melyek masodrendd linearis rekurziv sorozatok hanyadosaként
allnak el6. Ebben a dolgozataban Kiss Péter nem foglalkozik ezen részsorozatok
approximacioinak mindségével, tovabba természetszerileg fel sem veti ezen
sorozatoknak a lanctortképzési proceduratol fiiggetlen eléallitasi lehet6ségét.

Mivel barmely t valés masodfoku algebrai szamhoz végtelen sok « wvalds
masodfoku algebrai egész szam van, melyre 7 e€Q (&) , ezért még ha egy t algebrai

egészet helyeziink is el egy masik masodfoku valés algebrai egész altal 1étrehozott
tesb6vitésben, 7€Q (a”) , még akkor is van esélyiink a [16] —belinél magasabb

approximacios fokokat talalni.
Az, hogy ez nem egyszerien esély, hanem realitas, a MOLNAR SANDOR [28] —dolgozat
példaibol derdl ki.

A MOLNAR SANDOR ([28], [30]) dolgozatok tételeivel a kovetkezSket tudjuk
elvégezni.

e Barmely valés masodfoku algebrai egész szamhoz (specialisan t=vD — hez
is) meg tudunk adni (i), (i) és (iii) feltételeknek is eleget tevé legjobban
approximalé sorozatot.

e Barmely nem wvalés (komplex) masodfokd algebrai egész szam abszolut
értékéhez, ha az nem raciondlis szam, meg tudunk adni (i), (i) és (i)
feltételeknek is eleget tevé legjobban approximal6 sorozatot.

e Barmely valés masodfoku algebrai szamhoz meg tudunk adni olyan k = 2
szerinti approximald sorozatot, amely az (i) és (1) feltételeket teljesiti (az (iii) —
ben a ¢=¢.,(?) feltételt tébbnyire nem tudjuk garantilni, ha az
approximalandé szam nem algebrai egész).

e Barmely nem valés masodfoku algebrai szam abszolat értékéhez, ha az nem
racionalis szam, meg tudunk adni olyan £ =2  szerinti approximalo
sorozatot, amely az (1) és (i) feltételeket teljesiti. Az (iif) — ben a £ = 2
feltételt mindig, a ¢=¢,, (#) feltételt tébbnyire nem tudjuk garantalni, ha a
széban forgd szam abszolut értéke nem algebrai egész.

e Barmely olyan valés masodfoku algebrai szamhoz, melyet denominatoraval

megszorozva olyan algebrai egészet kapunk, melynek x? = Ax-B=0
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minimél egyenletében | B|=1, meg tudunk adni az (i), (ii), (iii) és (iv) (tehat
mind a négy) feltételt kielégité approximalé sorozatot.

e A valés masodfoku algebrai, de nem algebrai egész szamok egy ,,széles”
osztalya esetén (i), (i) és (i) feltételek szerinti approximalé sorozatot. Ezek
korvonalazasat a tételek megfogalmazasa el6tt ésszerttlen lenne elvégezni, azt
kovetéen célszerd elvégezni oszthatdsagi feltételek segitségével.

A tételek megfogalmazasa el6tt még egy megjegyzést teszink az (1) — (iv)
kivanalomrendszerhez.

Nem mindenaron fogunk térekedni mind a négy feltételt kielégité approximald
sorozatot megadni.

Ha példaul az 17 +56x—23=0 cgyenlet ar=(-56++/3527) /34 gyoket akarjuk

approximalni, akkor erre a célra az (i) és (iii) feltételeket egyarant teljesité approximald
sorozatnak a G*(63, 1,2,129) ¢és H*(63, 1,5,314) sorozatokkal, valaminta G~ (63,
1,7, 440) ésa H(63, 1, 17, 1071)  sorozatokkal képezhets 5:(@5‘” /Hj, ),:o

o0
valamint az a):(G;: /H ;: )n=0 sorozatok mindegyike megfelel. A két sorozat fésis

egyesitésével el6allé sorozat (iv) feltételt is teljesiti. Csakhogy az (i) feltételt nem
teljesitettitk a sorozatok megtalalasa soran. Ilyen dontési helyzetben a tovabbiakban
mindig az (i) feltételt fogjuk preferalni, akar az (i) feltétel rovasara is.

Mar emlitettik, hogy lehet mind a négy feltételt egyidejileg teljesiteni. Példaul a
t=(1+\/§)/6 masodfoku algebrai, de nem algebrai egész szamota G(7,—1,0,1) ésa

H(7,-1,2,13) sorozatokbdl képzett w= (G”H /H, )”fo sorozat mind a négy

feltételt teljesitve approximalja. (Ennek belatasahoz a kévetkezoket kell felhasznalni:

1
Egyrészrél  F-el jelolve a Fibonacci sorozatot, a G, :g-FM és H, 1 =F,,4

egyenl6ségek miatt %1 5 - Gli’;l % < \/El 2
n I,

igaz, masrészrol

akkor és csak akkor teljesil, ha

1445 p

2 q

|1+\/g_F4ﬂ+4|< 1
‘ 2 f1”+3‘ \ﬁg'f1i+3

1

V547

F
akkor teljesill, ha van olyan £ egész szam, mellyel 2 Fi . Bzen kivil vegytik
q 2k-1
tigyelembe, hogy 3| F, akkor és csak akkor,ha 4|#.)

<

pontosan
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Most az alabbi tételeket bizonyitjuk:

9. TETEL: Legyenck azx A é B oban raciondlis egész szimok, mebyekre AB#0 és
D=A*+4B>0 nem teljes négyzet. Jelolje o és P az x%—Ax—B=0 egyenlet két gyoket,

ahol |a| >| ﬂ| Legyen az s, g > 0, p#0 és r egésg szamokkal z‘:£+£a . Definidljuk

o q
_A*+4B
 ede?
A G(A,B,qr, psB) é H(A,B,0,qsB) madsodrendii linedris refuriv sorozatokkal felirt
G| 1

<—
H,| H?

n

a cq syamotaz ¢ egyenliséggel és jeliljon ¢ egy pozitiv sgdmot.

[_

egyenlotlenség
() akkor és csakis akkor teljesiil végtelen sok egész n értékre, ha |B| =1és c<¢,

(i2) akkor és csakis akkor teljesiil minden n egész szamra, ha B = —1 és ¢<¢ .

10. TETEL: Legenck azx A és B olyan raciondlis egész szamok, melyekre AB#0 és
D=A*+4B>0 nem teljes négyzet. Jelolje o és P az x%—Ax—B=0 egyenlet két gyoket,
ahol |0(|>| ,H| Legyen az s, g > 0, p#0 é5 regész sgdmokkal z‘:£+£a . Definidljuk a
g
ko —1
WDl

B log|B| '
‘ gsB ‘ |pJB|

ko €5 ¢ szdmokat ag Ky =2
log|a|

& op= egyenliségeeel és

Jeliljon ¢ egy pozitiv szdmot.
A G(A,B,qr, psB)és H(A,B,0,qsB) mdsodrendii linedris rekurgiv sorozatokkal felirt
Gi’l+1 1

e
ol |*

Hﬂ
egyenlitlenség akkor és csakis akkor teljesiil végtelen sok egész n  értékre, ha:
(i)  k<ky,vag
(7))  k=ky é c<cq,vagy

(i)  k=ky,c=cq é B>0,vagy
(jﬁ) /é:/éo,fzfo,B<O és /é0>1

(Megjegyezziik, hogy #£,>0 , mivel [B| =|Ot ﬂ|<a2 )
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Most néhany példaval illusztraljuk, hogyan lehet a Q (&) elemeinek approximalasaval
jobb eredményt elérni, mint amit a [16] dolgozat felkinal.

PELDAK:

1. PELDA: t= o valés masodfoku algebrai egész.

Legyen G(4,19,G,,Gy) , ahol Gy,Gy €Z éslegyen Gy és G kozil legalabb egy
nem nulla. A karakterisztikus egyenlet xt—4x-19=0 és a =(4+ \/9_2) /2 . Haa
t=oa szam approximacidjat [10] szerint a @@= (G” +1/G, )” fo sorozattal
képezzik, akkor £&;=2-1log19/logax=0,4634845713... adddik.

A 92=4%+4B egyenl6séget végtelen sok A és B segitségével felirhatjuk:
224422 424419, 6% +4-14,8%+4-7,10° —4-2,12° - 413, ...

Haa |B| minimdlis éreékét vilasatuk @ =(10+4100-8)/2 = A4=10, B=—2 &
0aeQ(ay), a=a;—3 kovetkezik. Az approximaciot a 10.tételiinkkel végezve
G(10,-2,-3,-2) , H(10,-2,0,-2), és igy &, =2-log|-2|/log|et;|=1,696248791... .

2. PELDA: t= o val6és masodfoku algebrai, de nem algebrai egész szam.

Legyen t a 306 x? =894 x+1399=0 egyenlet dominans gytke ( |l| > |Z| ) . Az
5% =894 x+36-1399=x% —894 x + 50364 =0 egyenlet gyokeit jeldliik a, -el és B

-el.

Mivel 7= %cq , vagyls 1€ Q(ay) , ezért a 10.tétellel tudjuk approximalni a t
szimot: ky =2—log|B|/log|er;|=0,3902074312..., ¢, =0,002251014... .

Most alkalmas testb6vitésbe valé befoglalassal javitunk az eredményen.

Mivel D=894%—-4.36-1399=22.3%. (432 —4), JD=2.3%.,/(43% —4), ezért az
xZ —43x4+1=0 egyenlet o gyokével is igaz, hogy 7€ Q (&)

Ezt felhasznélva, t=§+%a toviabba G(43,-1,10,—3), H(43,-1,0,~6) . Haa

G4/ H, hanyadossal approximalunk &,=2, ¢, =2,386303511 ...értékeket kapjuk,

vagyis ¢y > \/g és igy végtelen sok n egész szamra teljestl az
Gl 1 1

p——ntli o < egyenl6tlenség.
H,| ¢, H? +5H?

24



3. PELDA: f=q; nem valés masodfoku algebrai egész szam.

Legyen az o minimal egyenlete xZ+3x+10=0 . Ekkor
lan|=[-3+i+/31)/2=V10 adédik.

Igy |a1|=m=(6+m)/2—3 = |a1|eQ(a) kovetkezik, ahol o  az

x%—6x—1=0 egyenletnek a dominans gyoke, tovabba |051| =a—3.

A G(6,1,-3,1) és H(6,1,0,1) sorozatokkal szimolva kg =2 ¢és ¢, :m és gy

Gﬂ+1|
| H,

az elképzelhet6 legjobb approximaciot kapjuk: |a1| -

1
210 H?

4. PELDA: f=0q nem valés masodfoku algebrai, de nem algebrai egész szam.

L ) —5—,/25-96

Legyen az a; minimal egyenlete 4x”+5x+6=0. Ekkor |a1|= I e—
J24 1 +4+44/47+4-2 1

és |a1|= 1 :E 5 —1250( —1 kovetkezik, ahol o — wval az

x?—4x—-2=0 egyenlet dominans gyokét jeloltik. Igy a 10.TETEL —ben A = 4,
B=2, G@4,2,-22) és H(4,2,0,4) értékekkel szamolunk.
ky=2-log|-2|/log|a|=1,535669821..., ¢;=0,5573569115... értékeket kapjuk, mely
javithatd, mert a G,,,/ H, hianyadosokban egyszerlsiteni lehet. Az egyszersités
utin 2 G (4,2-11) é H'(42,02) , ki=ky, c5=2"-0,=1615905914...
értékeket kapjuk.

Az el6z6 négy példaban esetenként nagyon jo, egyszer az elképzelheté legjobb
approximacioval talalkoztunk. Az alkalmazasi lehet&séget attekintettiik, de a legjobb
approximaciokhoz tobbnyire csak véletlenil, vagy az un. ,tenyésztett” feladatok
kapcsan jutunk. Ezt a problémat kiisz6boli ki a kovetkezd harom tételiink.
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11. TETEL: Legyenck az A ,B és U olyan raciondlis egész szimok, mebekre ABU#0 és
D=A*+4BU>0 nem teljes négyzet. Jelilje o és p az U x? = Ax—-B=0 egyenlet két

Qyikét, ahol |(5| > |p| Legyen az 5, ¢ > 0,p#0 &5 reglsz szamokkal z‘=£+£6 .
9
o L, logpu] o [VD [T
Definidljuk a kg és cq szamokat az Ry =2 log|(5 U| a0 _‘QJBU‘ |pJB|

egyenliségekfeel és jeliljenck &k és ¢ pozitiv sgdamokat. A G(A,BU,qr, psB) és
H(A,BU,0,4sBU) masodrendsi linedris refurziv sorogatokkal felirt

I_G;H-l
Hﬂ

1

<—
olH,|*

egyenlitlenség akkor és csakis akkor teljesiil végtelen sok egész n  értékre, ha:
(1)  k<kq ,vag

(7))  k=ky é c<cq,vagy

(i)  k=ky,c=cq é UB>0,vagy

()  k=ky,c=cy, UB<O0 é& ky>1.

(Megjegyezziik, hogy k, >0 , tekintve, hogy |(5|2 >|0p|:|B/U| = |O'U|2 >|BU|
= 2> log|BU|/logls U )

12. TETEL: Legyen ¢ egy valds misodfokii algebrai egész szim. Legyen t definidld polinomja
P(X)=x2 —Ax—B. Jeilje az 772 —(AZ +4B) 52 =1 Pell egyenlet alapmegolddsdit
(S0-710)-

Hd f:f b) ﬂ/é/éOV G(2770> - 19 Aé:O - 770 ’_1) és H(Zno [ 1’ O>_2§O) €J‘€Z‘€,ﬂ)
A+ A% +4B
2

esetén minden poitiv egész n —re teljesiil ag

mig ha t= , akkor G(2ng,—1, AL, +1ny,1) & H(2ny,—1,0,-2&,)

_ Gﬂ+1 | 1

<
H, \/ A*+4B-H 5 egyenlitlenség.

!
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3. KOVETKEZMENY: Legyen a £ pozitiv egész, de nem teljes négyzet. Legyen az
772 —4kn=1 Pell egyenlet alapmegoldasa (&,,77,). A  G(2ng,—1L1mg,1) és a
H(2ny,—1,0,2§,) masodrendd linedris rekurziv sorozatokkal az

\/E_Gﬂ+l|< 1

H,| 2+k-H?

minden #»eN7'  esetén teljestl.

4. KOVETKEZMENY: Legyen t masodfoku algebrai egész nem valds (komplex)
szam. P(x)=x" — Ax— B definialé polinommal és legyen |f|§£ Q.

Jelolje az n’ —4B & =1 Pell egyenlet alapmegoldasat  (&,,779). A
G(2ng,—1,Mmg,1) és a H(2n,,—-1,0,28,) masodrendd linearis rekurziv

sorozatokkal az

Gn+1 1 1
|1]- < —<
H, | 2d-B-H, -(A4*>+4B)-H?

minden # eNT esetén teljesiil.

13. TETEL: Legyen ¢ egy valds masodfoki algebrai, de nem algebrai egész, szim.
Legyen t  definidls polinomja P(x)=Ux*—Ax—B, (|[U|>1,A4,BeZ) Jelije az
N> —(A* +4BU)E* =1 Pell egyentet alapmegoldisdr (E,,11,) -

Ha Z‘Z[A"r'\,AZ +4BU) /ZU, akkor G(2ny,—-1, A&, —ny,—-1) és
H(2n,,—-1,0,-2U &) esetén,  mig  ha z‘Z[A—wlAZ +4BU) /2U, akkor

G(2ny,—1, ALy +ng,1) & H(2ny,—1,0,-2U &) esetén minden pozitiv egész n —re

teljesiil ag

_ Gﬂ+1
H

n

Y]

\ A% +4BU - H?

?

<

egyenlotlenség.

Megjegyzés: Ha a 12. tételben és a 13. tételben valamint a 3. kovetkezményben és 4.
kovetkezményben a Pell egyenlet alapmegoldasa helyett Pell egyenlet megoldasat
mondunk, az allitasok igazak maradnak, de az ugy el6allé sorozatok mindig csak
részsorozatait (szikebb halmazt) adjak az eredeti verzibban megadottaknak.

A 12. tételben valamint a 3. kovetkezményben és 4. kévetkezményben szerepld

konstansok értéke a lehetd legjobb lasd: J. W .S. CASSELS [2] p. 24.
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A TETELEK BIZONYITASA

Az 1. TETEL bizonyitasa:

Ha D=A%+4B<0 ,akkora (2) Binet-formulaban szereplé a és B valamint

a ¢és b komplex szamok és felirhatok

valamint
1 1
20 a=—re' 2" b=——re 27
2! 2!
alakban, ahol
1 - 1
0 <O =— arctg <=,
27 2

AG,-2G, 1
0<w=—arctg ————— < —

2 GoN-D 2
és r,ry pozitiv valés szamok (r; #0 és igy a#0,b# 0. Az r; #0 ugyanis az
ry =0, ellentmondana a D <0 feltételnek.)
Legyen (G,).-, az 1.Tétel feltételeit kielégits sorozat. Az 1. Tételben D <0 , ezért
a (2) Binet formula és a (3) alapjan

1 ; 1 —
1) G” =—r P _€ZZ7Z(0) +70) + 571 P 27 (@ + nO)

=r " cos2r(@+n®)) ,

ahol
| Aty A =4| | A+i4-A° 1
r=\1a|= = = .
2 2
Ezt figyelembe véve (21) — bl
(22) G, =ricos(2r(w+n®))

adodik.
Legyen Ce[0,1) . Mivel 7, 22 , ezért létezik olyan 4 €[0,1) , melyre
cos (2md) = C/riérvényes.
A O irracionalis szam, ezért mint ismeretes az
(@,),20 = (@ +10) 7,
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sorozat egyenletes eloszlasu mod 1. Ekkor viszont mod 1 mindenttt strd a [0,1)

intervallumban, s igy ki lehet valasztani olyan (a) +n @) ¥ részsorozatat, amely

modulo 1 konvergal d — hez. De akkor a
(G”/ );O:O = (7’1 cos(2r(w + ﬂ]-®)));-il

sorozat konvergal a fentebb tetszblegesen valasztott C  szamhoz, amiért is a C

szamnak tetszbleges pozitiv kornyezetében van a (Gn)nio sorozatnak eleme, tehat

(G n)nio mindeniitt sird a [0,1) intervallumban. De akkor modulo 1 is stra.

Bizonyitjuk azonban, hogy modulo 1 nem egyenletes eloszlasi. Ehhez
felhasznaljuk a Weyl kritériumot.
H. Weyl koézismert dolgozataban , H. WEYL [34] — ben bizonyitotta, hogy az

(x,) ;il sorozat akkor és csakis akkor egyenletes eloszlasi modulo 1, ha

N-—>x©

1 X :
(23) lim — 3 f({x, 1) = | Sy
n=1 0

teljesil minden olyan valds valtozés, valés vagy komplex értékd folytonos — f
tiigevényre, melynek periédushossza 1. Minthogy az 6sszes folytonos 1 periédusu
figevény egyenletesen approximalhaté trigonometrikus  polinomokkal, ebbdl

kovetkezik a Weyl kritérium: Az (x ) ;:il sorozat akkor és csakis akkor egyenletes

eloszlasi modulo 1, ha

.
2w ibx,

24) lim

N—> n=1

minden 4/ # 0 egész szamra igaz.

Mivel © egy irracionalis szam, ezért az (a) + n@)nio sorozat egyenletes eloszlasa

modulo 1, sigya (23) relaciot alkalmazhatjuk az

S(x)=¢

fuggvényre és igy (24) bal oldalara
1 N Y 1 N ) "
lim — Z . 27ihG, = lim — z . 27ibhry cos 2w (w+n0))
N—)ooN

27ihrycos(2mx)

n=1 n=1
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1
27ihry cos (27 x
— .[ ¢ 1 ( ) dX
0

adodik.
De 5 # 0 esetén konnyen belathat6, hogy

1

2mwihry cos (27 x
je 1 cos (27x) dx #0
0

ezért a (G ”) o= (”1 cos (272' (a)+ﬂ®))) o sorozat nem egyenletes eloszlasi

modulo 1.

A 2. TETEL bizonyitasa

A u= (Gn)nio sorozat modulo 1 aszimptotikus eloszlasfiiggvényének a
0<x<1 helyen felvett értéke definici6 szerint:

F(x)= lim %A([O,x);N;,u) :

N —>x

Jeloljik W —vel a

1, ha ye|a,b),
Wi (b)) y)=

0, ha yé&la,b)
karakterisztikus fuggvényt. Haszndljuk a G, (22) — beli alakjat, jeloljik { y}— nal az
y valos szam tortrészét, fgya 0 < x <1 szamra

F(x)= lim %A([O,x};N; 1 cos(27z(a)+n®))

N—>o

N

lim LZ ‘P([O,X);{m COS(2”(0)+”®)})
N—>w Nﬂ:l

1N [71]
=lim — z ‘P([j,j+x);r1cos(27z(a)+ﬂ®)))

Nowo NOT 25

1N [r1]-1
> > ‘P([j,j—i-x);r1cos(272'(a)+n®)))

N—o N n=1 \ j=[-r1]+1

Il
5.
|
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+ ¥ ([[71],min{[71]+x,rl}); 1 COS(27Z’(G)+%®))

+ ‘P([—rl,max{—rl,[—r1]+x}); 1 cos(27r(a)+n®))) J

[r1]-1 .
lim —Z 2 z ‘P{lzlarccosj-i_x Larccos—} {w+n@}}

N> j=[—7‘1 ]+1 27 7"1 27 7'1

21 7'1 27 7'1

oy Hiarccos min{[r]+x, 7} ’ iarccos[r—] (o +”®}J

27[ 7‘1 272- 7‘1

1 max{—r; , [-r ]+ x} 1 —r
+ ‘I’(l:—arccos s lon g —arccos—} {ow +n®}}
Mivel a © irracionalis szam, ezért (a)+ﬂ®) _, cgyenletes eloszlasi modulo 1, igy

(1= . .
1 1 +
F(x) = Z (; arccos-L — — arccos L= J

==+ oz "

1 [r] 1 min{[r,|+x, 7}
+ — arccos—— — — arccos

pia 7, Pia r,

-r 1 max{—ry , [—ry]+x}

+ — arccos—— — — arccos

T 71 T ™

a1 1 K, 1 L (x)

= Z —arccos—~ — —arccos

o 7 r, pia r,

Ezzel a 2 Tételt igazoltuk.

A 1. KOVETKEZMENY bizonyitasa:
A (3) és (20) relaciokbol

- pBG

ry =2 f————
a-p
kovetkezik.
Ha G,=0, ,ahol ;j 21 egész szam, akkor r; =2 ;7> 2 egész
szam lesz.
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Nyilvanvaléan kontinuum sok AeR  szam létezik a —-2<.A4<2  és

1
e = Z—arccos(A /2) irracionalis feltételekkel, ezért az 1. Tétel feltételei kontinuum
z

sok olyan G sorozatra teljesiilnek, melynek diszkriminansa: D = A4 4 negativ, s

ez az
1. Kévetkezményt igazolja.

A 3. TETEL bizonyitasa:
Legyenek az x és q valds szamok olyanok, melyekkel teljestl a
(25) ”h_r)réo sin (G, x7)=sin(qr)

1
egyenlség. Nem megy az altalanossag rovasara, ha feltételezziik, hogy _ES q SE .

Definialjuk a g; sorozatot az

G,x =g, (mod 2)
kongruenciaval és a —1<g; <1 egyenl6tlenségrendszerrel. A (25) konvergencia
miatt tetszlegesen kicsiny pozitiv ¢  valdés szamhoz létezik olyan N =N (¢)

kiiszobindex, hogy #»> N esetén,
ha ¢=>0 , akkor az

(26) g”’—q‘<g és ¢g=20,
vagy
27) &~ (1—4)‘ <e & ¢20,
mig ha ¢<0 ,akkor az
28) gn’—q‘<5 ¢ g<0
vagy
29) 2 —(—1—4)‘<5 & g<0
egyenl6tlenségek  érvényesek,  mivel sin(gr)=sin((1-¢) ) illetve

1
sin(gr)=sin((-=1—¢)z) egyenlStlenségek igazak aszerint, hogy 0<g<— | illetve

[\

1
——<¢<0 feltételek koztl melyik teljestl.
2

1 . )
Haa |q|¢§ esetén az ¢ szamot a
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bl

2 I 2
teltétel teljesiilésével valasztjuk, akkor barmely #»=N=N(¢) esetén a (20), (27), (28)
és (29) relaciok kozul pontosan egy teljestl.

1

1
Legyen #>N . Ha |q|:E , akkor legyen g, =g¢ . Ha viszont |q|¢5 )

akkor legyen g,=¢, 1—¢, ¢, lletve —1—g aszerint, hogy a (20), (27), (28) illetve

0<8<min{

g—(1-9)| Iq—(—l—q)l}

(29) egyenlStlenség rendszer teljestl.

A g, ésa g, sorozatok definicidjanak kévetkeztében 72> N — re alkalmas
P, egész szammal teljestl a
(30) Gu=2p,+8,=2p,+2,+1,

egyenlség, ahol az 7, — et ¢éppen a (30) — al definialtuk, és nyilvanvaléan

|r” |:‘ g, — 4, |<e kovetkezik. Ekkor viszont |rﬂ |—>O , ha n—o . Ebbdl és a

G,ir—AG, .1 —BG,=0 azonossagbdl adédik, hogy az
(31) ‘Sn = 2Pﬂ+2 t 842 A(Zpﬂ+1 + gn+l) - B(Zpﬂ - gﬂ) =
=G”+ZX—V”+2 —A(Gﬂ+1X—7‘”+1)—B(G”X—V”) =—(7””+2 - Arﬂ+1 _Brﬂ)

sorozat nullahoz tart, ha #— 0.
De mivel a g, — nek csak két kilonboz6 értéke lehet, a  p; szamok egészek, igy

n>N esetén az S, tortrésze csak véges sok értéket vehet fel. Igy aztin

(32) S,=0 ha #n2ny=2N.

A (31) és (32) egyenlSségekbdl latszik, hogy a  (2p,+ g”);j”o és az (r”);jno
sorozatok masodrendd linedris rekurziv sorozatok, x?—Ax—1 karakterisztikus
polinommal, és igy a Binet-formula felhasznalasaval az #n=>n, értékekre

2]);7 T8, =na T _bl ﬂ o
és

_ n—=ny __ n—ny _ __ n—ng
h=aa by B ==b,

Osszefuiggéseket kapjuk. Itt felhasznaltuk, hogy az |a |>| p

, valamint az | r, |—>O ,
ha 7n-—>00 maga utan vonja az a, =0 egyenléséget.

Irjuk be a konkrét értékeket a (30) egyenléségbe és akkor az
(@aa”=bp")x=a,a” " =b BT —b T
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relaciot kapjuk, amibdl az
(a/B) " (axa” —a))=bxp" —b—b,

egyenl6ség kovetkezik.

A jobboldalon egy konstans van, viszont az ‘(0{/,3)”_”0 — o, ha n—o . Ekkor

viszont (axa” —a;)=0. Fejezzik ki az x — et és helyettesitsitk be az a és a4

konkrét értékét:

ay zzpn+1 +gn0+l_(2pn0 +gﬂ0ﬁ) _ 2(€l_€2ﬂ)+(gﬂ0+l_gnoﬂ>
a-a’ (G =Gop)-a™ (G =Gop)-a™

(33) x=

5

ahol ¢; és ¢, egész szamokat jelolnek.

A most kovetkezSkben meg fogjuk mutatni, hogy q eleget tesz a 2&/ A vagy az
1-2k/.A4 formanak.

. o] , 2 : s ’
Mivel (2 Pyt g ) _ miasodrenddi linearis rekurziv sorozat — x— Ax—1
n nIn=n,

karakterisztikus polinommal, ezért 72=7, —ra valamely #; egész szammal

34 Giv2=Agi 1+ g, +2¢; .

A sin((—=1=¢g)m)=sin[((1-¢)—2)7)]=sin((1-¢)7) kovetkeztében feltételezhetjilk,
hogy ¢;=q vagy ¢;=l=q , (j=ng,n041,%042,--)-
Ezeket figyelembe véve a (g,,5,4,4+1,84,) Szamharmasnak tetszéleges 72, estén

csak nyolc kilonb6z6 értéke lehet:

@ (9-9-9)

(1) (I-9,1=-9,1=-q) ,
(1) (¢,1=9,9),

(iv) (=9, 9,1=q) ,
(v) (¢, 9,1=9),

(vi) (¢,1=9,1=9),
(vii) (1=-9,1-9,49) ,
(viii) (I1-9,9,9) -

A (i) esetben az (34) figyelembevételével azt kapjuk, hogy
g=Ag+qg+2¢,,
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amibdl ¢ = 2&/ A kovetkezik alkalmas egész szammal.

Az (i), (i) és (iv) esetekben teljesen hasonléan kapjuk a q — ra , hogy
rendre ¢g=1-2k/A ,qg=1-2k/A é g=2k/A.

A (v) esetben a g,.,=¢q , g,,1=9 ¢ g,=1—¢q értékeket
behelyettesitve az (34) — be az adddik, hogy ¢ =(2&+1)/(A—-2) , ahol £ egy
egész szam, tovabba A4 —2# 0 , tekintve, hogy 2&+1 soha nem lehet nulla,

amikor £ egy egész szam. A (g,) ’Z”o sorozat kovetkez6 eleme g,,3 =g vagy
g,43=1—¢q . De g,.3=qg az (1) esetre vezet, ezért feltételezhetjik, hogy
g,43=1—¢q . Haaz (1-g¢,9,9) szamharmast helyettesitjuk (34) — be, akkor az

g=02h+1)/(A+2) Osszefiggéshez jutunk, ahol /) egy egész szam és az
el6z6ekhez hasonléan A+ 2#0 , mert 2/ +1#0 . jgy aztan ebben az esetben,
vagyis a (V) esetén

_2h+1 2k+1

S A+2 A-2

9

ami maga utan vonja a

2£+1

2h+1=2k+1+4-

=2k+1+4yg

egyenl6séget.
Mivel —-1/2<¢g<1/2 ¢érvényes, ezért az el6z6bs8l ¢ ==%1/2 adddik, tovabba
szintén onnan kapjuk, hogy .4 egy paros szam, s6t a 4|A relaci6 is érvényes.
Ebben az esetben tehat A4 egy 4& alakd szam és ¢ eleget tesz a g =+2k/ A
formanak.

A (vi), (vii) és (viii) esetekben hasonldan lehet megmutatni, hogy valamely
k egész szammal g=2k/ A vagy g=1-2k/ A .

Mivel sin((2&/ A)z) =sin((1 - 24/ A)x) ezért a hatarérték minden egyes
esetben a 3. Tételben mondottak szerint alakul és igy a (33) értelmében

. 20cy =)+ (dy —dyp)

(G =GyPa’
ahol ¢q,c, ¢és ¢ tetszbleges egész szamok és d1,d26{2/é/A,1—2/é/A} ,

valamely £ egész szammal.
Most meg fogjuk mutatni, hogy a feltételeink elégségesek. Tekintsik a

_ 20cy =)+ (dy —dyP)
(G =GP’

legyenek  ¢q,c, és ¢ egész szamok és valamely £ egész szammal legyen

sin(G, x 7)) oy sorozatot. Az  x kifejezésben
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d; =2k/ A vagy d,=1-2k/ A (G = 1,2).Haszniljuk fel az a+ f=A
azonossagot. Valamely ¢; egész szammal x eleget tesz az alabbi formulanak:

X = = .

(G1-Gypa’ (G- Gpa’
Felhasznilvaa G, =aa” — b " Binet formulit és az
G = Gop
a=————+#0

a-f
relaciot, azt kapjuk, hogy
n—e _ pn—e n—et+l _ pun—etl
G,x=axa" —bxp" = 253M+2[2a P
a

aﬂ—e _ pn—e aﬂ—e _ pn—e an—e+l _ pn—etl
s, ¥ =P L P p

a—ﬂ a—ﬂ o —

ﬂﬂ—ﬁ
a-p

7”_ m
a p R,
a-p

sorozatnak, az R(A,1,0,1) sorozatnak az m — edik eleme, ezért az értékei, az

Ebben a kifejezésben az egy masodrendd linearis rekurziv

R = (R m) o eclemei egész szamok. Tovabba 4, és d, raciondlis szamok és a
|,B|<1 kovetkeztében 2 " —0 , ha n—>o . Ezekbdl és abbdl, hogy

sin(r7r) = sin((1—r)m) az kévetkezik, hogy a (sin(G , x 7)) -, sorozatnak akkor és

csakis akkor 1étezik a hatarértéke, ha az ,,elegendéen nagy” 7 egész szamokra

H,=-Ad,R,+dR,+d,R, . =r vagy 1-r (mod 2) ,

ahol r egy rogzitett racionalis szam. Ekkor a hatarérték: lim sin(G, x7) = sin(rr)
71—>0

A tovabbiakban sziikségink lesz az R(A,1,0,1) sorozat néhany
tulajdonsagara. Tetsz6leges nem negativ 7 egész szamra érvényes
R,, =0 (mod A)
és
R2m+l =1 (mOdA)’

amibdl kovetkezik tetszbleges nem negativ 7 egész szamra az
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(35) R, +R, 1=t A+1,

tetszOleges pozitiv paratlan szamra az

és tetsz6leges nem negativ paros szamra az
(37) R, —R,, =t A1

egyenlGség, ahol 7,7, és 75 alkalmas egész szamokat jel6lnek.

Ha A egy paros szam, akkor az R(.A4,1,0,1) sorozatra

(38) R,,=0 (mod2)
és
(39) Ry, =1 (mod2),

mig ha A paratlan szam, akkor

(40) R;,=0 (mod 2)
és
(41) Ry,u =1 (mod2)

teljestil minden nem negativ # egész szamra.
Ezek egyrészt ismert tulajdonsagok, masrészt bizonyitasuk egyszerten elvégezhetd.
Legyen most el6sz6r dy =d, =2k/.A . Ekkor —Ad,R,=0 (mod2) ,

igy aztan a (35) felhasznalasaval tetszéleges nem negativ 7 egész szamra igaz a

2k 2k
Hﬂ E;(Rn—i—Riﬁ-l)E; (mOdZ)

kongruencia. A d{=d, =2k/ A esetben ezért

2
lim sin(Gﬂxﬂ)zsin( /éﬁj .
A

n—>0

A dy=2k/A, dy=1-2k/ A esetben

H,=- A(l - %jR” + %R” + (1 - %jR”H
A A A

2k
=—AR, +R,,, + ;(R” “R,,) (mod2).

Ha A paros, akkor — AR, =0 (mod 2) , és az (36), (37), (38) és (39) relacidkat

n

felhasznalva paratlan n — re
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H,=— (mod 2)
mig paros n — re
H,=1-— (mod2),
A
fgy
lim sin(G,xx)=sin((2&/ A)x) =sin((1 -2/ A)x) .
n—>0

Ha viszont .4 paratlan egész szam, akkor a (360) , (40) és (41) figyelembevételével
az n=06¢+1 alakd szamokra

n

2
H,= 28 (mod 2) ,
A
az n=06¢+ 3 alakd szamokra viszont
2
H,=1+ 2 (mod 2)
A

és igy paratlan 4 szamok esetén a lim sin(G, x ) hatarérték csak akkor létezik,
n—>0

ha 2&/ A egészszam (ekkora g =0 érvényes).

A di=1-2k/A, dy=2k/A az cl6z6 esettel teljesen analog médon
targyalhato, ezértitt csaka dy =1-2k/ A, d,=1-2k/ A esettel foglalkozunk.

2k 2k
Hﬂ E—A(l —ijﬂ +(l —gj(R” +R”+1)

2
=—AR,+R, +R —f(R” + R”H) (mod 2) .

Ha A paros szam, akkor a (35), (38) és (39) felhasznalasaval barmely nemnegativ
n egész szamra igaz a

H”El—% (mod 2)
A

lim sin(G,x7) =sin (l - %jfr = sin(%ﬁ) .
n—>0 A A

Ha A paratlan szam, akkor a -A-R,+R,=0 (mod 2) és

relacio, és igy

R,+R,; ;=1 (mod _A) barmely nem negativ #» egész szamra igaz, igy minden #

— 1re
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2
H ER”_H—; (modZ)
Ebbdl az kévetkezik, hogy az 7 =37 —1 alaku egészekre
H,=- 28 (mod 2) ,
A

az n =3¢ ésaz n =3¢+ 1alakd szamokra viszont

H”El—% (mod 2) .
A

Igyaztana lim sin(G,x ) hatarérték akkor és csakis akkor létezik, ha

n—>0
. ( Zéﬂj . ( 2@)
sin| ——— |=sin| |1 —-— |7
A A

vagyishaa 2k/.A egy egész szam.
Ezzel a 3. TETEL — t bebizonyitottuk.

A 4. TETEL bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy a graf f mod 1 halmaz mindeniitt sard a 0<x<1, 0< y<1
egységnégyzeten. Legyenek az F és G nemcsokkend fiiggvények definialva a [0,1]
zart intervallumon ugy, hogy az  F(0)=G(0)=0 ¢és az F(1)=G(1)=1 feltételek
teljestljenek. Ismeretes, hogy ilyen feltételek esetén (KKUIPERS és NIEDERREITER [19]
pp. 138 — 139) létezik a [0,1) itervallum csupa killonboz6 elemébél 46 6=(c,) -
illetve 0=(d,)),-; valés szamsorozat, melynek mod 1 aszimptotikus eloszlsfiiggvénye

F illetve G. Bontsuk fel a o sorozatot blokkokra oly médon, hogy a k — adik blokk
(£=1,2,3,...) pontosan azokat az elemeket tartalmazza, melyekre a

-1 1
g <n< @ feltételek teljesiilnek. A £— adik blokknak éppen £ darab

eleme van, melyeket — mivel kilonbozéek — nagysag szerint sorba tudjuk rendezni:
a%@ <05(2/€) <.< a(/f) . Teljesen hasonléan bontsuk fel most a o  sorozatot
blokkokra. A £ — adik blokk azon d, eclemeket tartalmazza, melyek a

k—=1)k k(k+1 . . . . .
% <n< % feltételeket kielégitik. A £ — adik blokk elemeit most is

névekvéen rendezziik at és bevezetjiik ezekre a Y9 < g << S (f) jelolést. Mivel

39



a graf f mod 1 halmaz mindeniitt sird a 0<x<1, 0< y<1 egységnégyzeten, ezért

léteznek a graf f mod 1 halmaznak olyan PS-@ (x(f) Ny ])) pontjai, melyekre az

aF//-e) <x<f) <0{<//-?1 ésa f %) < yUe) <p 2@1 feltételek teljesiilnek minden olyan ;
egész szamra, melyre 1< /<k—1 , tovabbd « (/f) < xf) <1l é p (/f) <y (/f) <1.
Ezek felhasznalasaval most definidljuk a 95:(%);';1 és a

1=(3,)e sorozatokat:

1 2 3 £ k I3
VRN ORI OV OV ORI RV I O

és
2 2 3 3 3 £ £ £
w0, 5P D, 5 5, 0L

Most megmutatjuk, hogy a £ sorozat modulo 1 aszimptotikus eloszlasfiiggvénye
létezik, és az éppen F .
Mindenekel6tt a tetszbleges 0 < o < 1 valds szamra igazoljuk a

1
A([O,a); /é(/é;_ ) ; fj <k =F(a)
Osszefliggést.

Hasonlitsuk 6ssze a 6 és a & sorozatok 4 — adik blokkjait. A o sorozat £ — adik

lim
k—oo k(k+1)

blokkjanak 0{(1/6) O (2@ ,asf) —nak vagy ugyanannyi, vagy egyel t6bb eleme van a

[0,a) intervallumban, mint a £ sorozat k — adik blokkjanak, x(l@, x<2/€ 2 - ,x(/f) —

nak.
Igy aztan

O<A([O )é(k;l) j A([o,a);@;gj%

amib6l
2 1
lim A([O,a); M; O')
ko k(k+1) 2
1
= lim A([o,a); A(k+1) ;§J:F(a)
k—o k(k+1) 2
kovetkezik.
Legyen N egy pozitiv egész szam, és definialjuk a £ egész szamot a
k(k+D) _ N < (£+1)(£+2)

egyenl6tlenségekkel. Ekkor viszont a
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k(k+1)
2

OSA([O,a);N;f)—A([O,a); ;§)3/6+1

Osszefuiggést figyelembe véve irhatjuk, hogy

lim iA([O,Ot);l\f;gg)z

N—>o

i 2 kD L)
e k(,é+1)A([O’a)’ 2 ’éj F@)

Igy aztan az F fuggvény valdban a & =(,)~; sorozat modulo 1 aszimptotikus
closzlastiigegvénye.
Hasonlban lehet igazolni, hogy a G figgvény a u sorozat a.d.f. mod 1 —e . A
bizonyitast most nem részletezzik.

Mivel P,(v,,z,) € graf f mod 1, ezért tetszéleges n pozitiv egész szamhoz
léteznek olyan s, és 7, egész szamok, melyekkel f(v,+s,)=7,+7,.
Az F wvalamint a G fluggvények modulo 1 aszimptotikus eloszlasfiiggvényei az
o= (a”);i1 = (v, +Jﬂ)”oil valamint a @ = (f(a”));; =(z, +z‘”)”°i1 sorozatoknak,
amivel a feltételek elégséges voltat belattuk.

Most a feltételek sziikségességét fogjuk igazolni.
Tegyik fel indirekt, hogy a graf f mod 1 halmaz nem mindeniitt sird a
0<x<1,0< y<1 egységnégyzeten. Akkor van olyan  F(xy,y,) pont az
egységnégyzetben (0 < x, 35 <1) és olyan pozitiv r valdés szam , mellyel a B,
pont r sugari kornyezetében a graf f mod 1 halmaznak egyetlen pontja sem
talalhat6. Valasszuk meg az r értékét olyan kicsinynek, hogy a F, pont r sugard
kornyezete teljes egészében a 0<x <1, 0< y<1 egységnégyzetbe essen. Definialjuk
most az I illetve G fuggvényeket az alabbiak szerint:

P 0, ha 0<x<x,
X)) =
() 1 ha x5 <x <1,

b

illetve
0, ha 0< y<y,
G =
1, ha yo<y<1
Megmutatjuk, hogy nem léteznek olyan @ = (a,),; és @ =(f(a,)),o; sorozatok,
melyekkel az @ = (a,),.; sorozatad.f.mod1—e F ésa @=(f(a,)), o sorozat

adf mod1—e G figgvény lenne. Ekkor ugyanis haaz @ =(a,),-, sorozatot gy
valasztjuk, hogy mod 1 aszimptotikus eloszlasfiigevénye I legyen, és képezzik a

@ =(f(a,)), o sorozatot, akkor
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és
lim —A

\T—>oo

Z\—>oo L 2

]O’yO 2) N ¢] 0

érvényes, és ezérta @ = (f(gﬂ))ﬂoi1 sorozatnak az a.d.f. mod 1 —e nemleheta G

figevény. Ezzel az ellentmondassal a tételink bizonyitasa teljes.

Az 5. TETEL bizonyitasa:

El6szor a feltételek sziikségességét fogjuk bizonyitani.

Legyen f egy valos fiiggvény és legyen @ = (u,)~, egy olyan modulo 1
egyenletes eloszlast sorozat, melyre @ = (f(u,)),-; sorozat szintén u.d. mod 1.
Legyenek az [a4,by),[a5,b5),...,[a,,b,) intervallumok a [0,1) intervallumnak

olyan részintervallumai, melyekre a 0<a,<b;<a,<b,< ...<a <b <1 éslegyen

H, = {y|§|z dx€la;,b;) ;(x, y)egraf [ modl}
és

H, = {x| dz,3y€la; ,b;) 5(x, )/)Egraffrnodl}
Tegyiik fel, hogy

m (Hy) <D (b; —a;),
/=1

ahol " (H) a H halmaz Jordan féle kiilsé mértékét jeloli.
Akkor létezik a  [0,1) intervallumnak véges sok [¢y,d4),[¢0,d2), ..., [cp,d})

részintervalluma, melyek lefedik a H; halmazt és a hosszaik 6sszegére teljesil a

£ 5
D =)< D (b —a;)
i=1 =1

relacié.
Minthogy az @ sorozat ud.mod1,ezérta j=1,2,...,s értékekre
_ 1
lil_r:zoﬁ/l([ o /) N ; a)) b/—aj
¢s igy mivel az [a;,b ;) intervallumok (j=1,2,...,s) paronként diszjunktak,

42



lim NAU /‘);N;a) =Z(b/’_ﬂj)
N—oo j=1 J=1
adodik.

Feltételeink szetint az {u ,}€[a,;,b;) telaciobdl f(u,) € H, kovetkezik,

ezért azt kapjuk, hogy

5 £
hm—ZA( cnd )N 9)2 Y 0, —a ) > D~ )
J=1 =1

N—)oo

Ezekbdl kévetkezik, hogy van olyan i, index, melyre

) N,§0)>d —¢;

7o "

lim iA([c

ZO > ZO
N—>o

Akkor viszonta @ = ( I (ﬂﬂ))ﬂﬁ1 sorozat nem modulo 1 egyenletes eloszlasa. Ez az

ellentmondas az (10) relacié sziikséges voltat igazolja. A (11) relacié sziikségessége
anal6g moédon lathato be.
Legyen most az f  egy olyan valés flggvény, mely eleget tesz a tétel

feltételeinek. Bontsuk fel a2 0<x<1,0< y<1 egységnégyzetet k° darab Fl.(j.)

tartomanyra ugy, hogy a FZ( /> , 1<i,j<k pontosan azokat az (x,y) pontokat

1 :
S < < i relaciok érvényesek. Az

k
egységnégyzetnek ez a particionaldsa és az f flggvény definidlnak egy Ax4£ tipusd

7—1 7,
tartalmazza, melyekre az = Sx<— ¢és

r® matrixot, melynek y; ;, 1<7,7 <4 eclemei:
7i; =1 'ha van olyan (x,y)€ F( ) melyre (x, y)egraf f modl , tovabba
7i; =0 haminden (x,y)€ F( ~) esetén (x, y) & graf fmod1.

Az (10) és (11) fenndllisa miatt a '™ matrix barmely s darab
oszlopahoz létezik s darab sor, ugy hogy kézilik minden egyes sornak van legalabb
egy nem zérus k6z0s eleme az s darab oszlop valamelyikével, tovabba barmelyik s
darab sorhoz létezik s darab oszlop tgy, hogy ezen oszlopok mindegyikének van az
s sor kézil legalabb egyel kozos nem zérus eleme. Ezért ki tudunk vélasztania T
matrix elemei kozil k darab y,; =1 elemet melyek kiilénb6z6 sorokban és

kiilonb6z6 oszlopokban helyezkednek el. Ezekhez a  y, ;  elemekhez valasszunk a

r®

i tartomanyokbol  olyan ( ; / , yl /) pontokat,  melyekre
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()

(x fkj) , )/Z /) € grat fmod1 teljestil. A Nyilvanvaléan killonb6z6  x;;  szdmoknak
legyen
0P <o® < <oP

a nagysag szerinti elrendezettje.
Jeldljik rendre

(k) (k) (k)
sH, 5,5

—val a megfelel6 y értékek sorozatat. A graf fmodl halmaz definiciéja miatt

®) (&)
Zj’qu

(f}ﬂ%/,yf}

léteznek olyan p egész szamok, melyekkel

+q”)€graff

Minden a)t(k) éreck (=1, 2, ..., & azonos valamelyik xl.(,];.) értékkel, igy
definidlhatjuk az u*  szamokat az (/6) = x(/e) + p(fﬁ formulaval, ahol
xz(/ej) =w g/e) és ])5? azonos a fentebb mondottakkal.

Tekintsiik az
42) R S I R I S RS O S RS
ésa
43 5060 50, 5O 59 5O, 6B 5B 5B

sorozatokat. Jeloljik a (42) sorozat n — edik elemét u,—el, a (43) sorozat n — edik

elemét &8,— el. Meg fogjuk mutatni, hogy az @ = (u,),y ésa @=(f(u#,)
sorozatok egyarant modulo 1 egyenletes eloszlasu sorozatok.
Tekintsiik most azta 4 = (u,),~; sorozatot, melynek tagjai
0010 1201 23
17272737 3737474747 4°
A u=(u,),-, sorozat mod 1 egyenletes eloszlasi (v6.: L. KUIPERS and H.

NIEDERREITER [19] p. 7, Problem 1. 13). Bontsuk most fel blokkokra a u,®,¢

sorozatokat ugy, hogy az m — edik blokk azon elemeket tartalmazza, melyek indexeire
(m=Vym m(m+1)

az ——t—<n< T relaciék teljestilnek. A sorozatainkra definicioi szerint
,u(’”)<a)( )<,u( )<a)( )« ﬂI(”W)Sa)’(ZZ)
és

ui <5 <yl Sé'l.(z’”) Coul < 5(’”)

3
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kovetkezik, ahol  u'" a  u  sorozat m — edik blokkjinak i — edik eleme, és

Dislyyennsl az 1, 2, . . ., m) elemeknek egy permutacidja, tehat

o l.(lm),ﬁ l.(zm), ..., 0 l.(mm) egy permuticiéja a ¢ sorozat mod 1 redukdltja m — edik
blokkjanak.

Legyen N (> 2) egy egész szam, és legyen a £ természetes szam definidlva

—'é(/é;_l) <N —(/é+1)2(/é+2) formulaval. A O<a <1 feltételek szerinti «

szamhoz jeloljik A(a,m,z) —vel a %:(%ﬂ)

0 .
, sorozatazon g, elemeinek a
n=

szamat, melyek a g sorozat m — edik blokkjaban talalhatok, tovabbaa 0<3,6 <«

feltételeket is teljesitik. Akkor

A(a ym,pu)— A(a,m,o)=0 vagy 1
és
ACa ,m,pu)y— A(a ,m,@)=0 vagy 1

érvényes m = 1, 2, ..., k esetén. Hasonl6 relaciokat irhatunk fela g és @
sorozatokra, ha a £ — adik blokk utols6 elemétél az N — edik elemig talalhato

elemeket tekintjiik.

. o0 . ’ ’ . z
Viszont a & =10, | sorozat nincs atrendezve nagysig szerint, igy csak azt
n=

irhatjuk, hogy _
0<A([0,@); N; 1) = A([0,@); N ;@) < k+1

és
0< A([0,0); N;u) — A([0,@); N; 9 )< k+k+1 .
Ezekbél
lim iA([o,a);N;a))z lim iA([o,a);N;u)
N—oow N N—o©
és
lim iA([o,a);N;go): lim iA([o,a);N;u)
N—owo N N—
kovetkezik.

Mivel a g sorozat modulo 1 egyenletes eloszlasu, ezértaz @ ésa ¢ sorozatok is
modulo 1 egyenletes eloszlast sorozatok, amivel a tételink bizonyitasa teljes.
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A 6. TETEL bizonyitasa:

A [0,x) intervallumhoz tartozé karakterisztikus figgvényt jeloljik y — vel:

1, ha 0<{y}<x<1,
s x(x, )=
2 () 0, ha x<{y}.
Ezen jeloléssel az  (a,) o sorozat modulo 1 aszimptotikus eloszlasfiggvénye
1<
F:F(x)=lim — ) z(x,a,) , 0<x<1,
N—w n=1

ha ez a hatarérték létezik.
A Dy(a,) diszkrepancia pedig

N

1
— D x(x.a,) - x
n=1

AN(gn)le*\](dn)z sup

0<x<1

Technikai megfontolasok miatt ebben a bizonyitisbana © ¢ésaz r; nem ugyanazt

jeloli, mint amit az 1. és 2. tétel bizonyitasaban jelolt.
Legyen a G egy olyan masodrendd linearis rekurziv sorozat mely kielégiti a 6. tétel
feltételeit. A ® egy irraciondlis szam, ezért sorozatunk nem degeneralt. Kiss Péter
[10] — ben bizonyitotta, hogy a G nemdegeneralt sorozat maximum egy zéruselemet
tartalmaz. Egyetlen elem nem relevans a modulo 1 aszimptotikus eloszlasfiiggvény
szempontjabol, ezért az altalanossag csorbitasa nélkil feltételezhetjiik, hogy G, #0

ha »20.

bl

Mivel D=A?+4B<0 az (2)—ben «a és f valamint « és —b komplex

konjugalt szamok, ezért

(44) a=rexp(in®) , P=rexp(-in0)
és
(45) a=riexp(iTtw) , b=—=riexp(—inw),
ahol exp x a természetes alapu exponencialis fliggvényt jeloli,
1 N —D AGy—-2
0 < ®=—arctan <1 , w=—arctan Go =26

T A T Gy~ —D

és r,r; pozitiv valés szamok (r;#0 ugyanis D <0) ésigy a-0#0 is érvényes.
A (2) Binet-formula, (44) és (45) felhasznalasaval minden ﬂZmax{O,—/é }Iﬂo

természetes szamra

n+k

r " R exp(im(@+(n+ R)O))+r "

G, ot Fexp(—iz(w+(n+£)O)

G, r r”exp(iﬂ'(a)—l-n@))—l-rl r’ exp(—im(w+n0))
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_ 4 CSE(DF(HRIO)) _ k(o (7 £O)sin (1 £0)-tan(z (@ +1O)) =
cos(m (w+n ®))

=c+dtan(r(0+70))
adédik, ahol ¢=r* cos(kmr®), d=- *sin (kr®) n — t8l figgetlen, zérustdl

kulonbozdé valds szamok.

1
Definialjuk a tetszéleges 0 < & < 5 valés szamhoza @ fliggvényt:

1 1
tg(zy), ‘ha {y}< 5 ¢ vagy §+8SU},
(46) O:D(y) = . 1
— ha ——-&e<y<—+¢.
2 2

Legyen tovabba

Wi (x,0) = 2 (%0t d ig(z(y+ @),
(47)

W, (x, 9) = y(x,c+d D (y+w)).
A W, é W, figegvények argumentumaiban talalhaté egységnyi periédushosszi
c+dtg(r(y+w)) és c+d®(y+w) fuggvények egy periddushosszon belil csak
egy 2¢& hosszisagu intervallumon kilonboznek egymdstdl. Valamely 0 <6, <1
szammal

(48) [Pa(x, ) = Wi, 0)]dy =266

o'-—,»4

érvényes. Az

1 N+ng—1
— ¥ m0) —¥ , 10
~ Z [V (x,10) = ¥, (x,20)]

kilonbség nagysaganak becsléséhez az (ﬂ @) 2, mod 1 egyenletes eloszlisd sorozat

AN = AN (#0O) diszkrepancidjara is szitkség van.
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N+ng—1
n=rn

Akkor viszont a (48) és (49) egyenlGségeket Gsszeadva és atrendezve

I\T+”O—1
1
(50) < = %(xn@)—j%(x N
n= i’l()
1 N+ny—1
= < Y ‘Pz(xn@)—j‘l’z(xy)@/+2548+25 Ay
n= ﬂO
ahol ‘54‘S1 .

A W, yo>W,(x,y) fuggvény (rogzitett x esetén) a [0, 1] intervallumon

kotlatos valtozasu, melynek V ,,valtozasara” felsé becslést adunk.
A W, avéges sok szakadasi pont kivételével konstans (0 vagy 1). A szakadasi

pontok szamara konnyt felsé korlatot adni:

4.1 1+]d|t (n(l—g)) <4. 1+L <4. 1+m
8 2 sin(7 &) 2e

Ezeket figyelembe véve

1) V£4-(m+1].

2&

Alkalmazhatjuk a Koksma egyenl6tlenséget (L. KUIPERS and H. NIEDERREITER [19],
143. old.)

(52) L'I\T%_l‘y(Xﬂ@)—j‘P(xy)@/ ST A~ <4A |d|+1
N 2 2 N Nl 5,

n=rn

Az (50) és (52) relaciokbdl tetszéleges 0 < & <1/2—re
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N+ny—1

3 ‘Iﬁ(w@)—j%(»« 2)dy

n=ng 0

<4A (|d|+lJ+2A +2 =A (M+6J+25
< N N N .

2¢& &

N

A &= (n@);il sorozat u. d. mod 1, ezért A >0 (N —>o) . Alkalmasan

1

1/ 1/
valasztott N, esetén (|d|AN) <—,ha N >N, ,ezért 8=(|d|AN)

valasztassal N > N, esetén 0<é&<1/2 teljesil. Ekkor

N+ng—1
1
ONN Z ‘1’1(Xﬂ®)—f‘1’1(xy)dy

<4|d| 2" 160y :4-(,/‘%@@@@)0 [Ax +6Ay .

Most kiszamoljuk a

1/2
(54)  H(x)= [ x(v,erdg(m(yro)d = [ 2(x,c+dg(x(y+0)d
0 -1/2
integral értékéta ¢ = 0 esetben.
Az u=dtg(mw )/) helyettesités utan a
(55)  H,(x)=12! j "(“’) 0<x<1

Osszefliggésre jutunk.
Hasznaljuk fel a y karakterisztikus figgvény

1 < sin(2
X (xc,n)=x+— ZMCOS(Zﬂ'm%)
m=1 7
1 - 2
- Z L2cos@amx) o2 mu)
7z o) 7

Fourier sorat és az
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T

J- cos(27wmu) . exp(—27rm|d|) ,

dn =

S, 4 “yu” | | o
integral formulakat (Id. H. B. DWIGHT [4]) .

Lebesgue konvergencia tételét alkalmazzuk, felcserélhetjik az integralas és az

Osszegzés sorrendjét, és igy

Hy(x) =+ iw exp(~27m|d|) =x+— Im i v
m T

m=1 ”

]" sin (27 mu)

dn =0
A% +u®

m=1
adodik, ahol  w = exp( 27[(—| d|+z'x)) .
A —|d|<0 miatt [w|<1é Re(l-w)>0 kévetkezik, amiért is
o0 wlﬂ
Z—=—log(l—u/)
m=1 ”
Az J(1-w)=exp(—27 |d|)sin(27x) és

R(1-w)=1-exp(—27 |d|) cos(27x) reliciokbol az

exp(—27 | d|)sin(27 x)
1-exp(-2r7 |d|) cos(27mx)

1
H, (x)=x+—arctan
T

_ sin (277 x)
= X +-—arctan .
V/d exp(272'|d|)— cos(27mx)
egyenléség kovetkezik.
Legyen most
1 in(2
H,: H(x) = x+—arctan Sin (27 x) , xR
T exp(272'|d|)— cos(27 x)

Felhasznalvaa H;(—x)=—H;(x) ,valaminta
H(x)=H;(x—{c})—H;({=¢})=H;(x—{c})+H;({¢})  Osszefliggéscket, a tétel

bizonyitasa teljes lesz.
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A 7. TETEL bizonyitasa:

Legyen a G egy olyan sorozat, mely a 7. Tétel feltételeit kielégiti. Akkor a

(Gn 4 /G, )::1 sorozat modulo 1 aszimptotikus eloszlasfiiggvénye a [13] szerint
F)=F(x—{4/2))+F({4/2}) ,
ahol
in(2
Fi(x)= x +larctan Sin (277 ) .
V4 exp(ﬂ\/—D)— cos (27 x)

Ervényes az

a):(Gﬂ /Gn+l) z (Gﬂ—l /Gﬂ )noil = §

n=o =
Osszeflggés és ezértaz @ és & sorozatok esetén az a.d.f. mod 1 egyarant létezik és
azonos. Hasznalhatjuk az 6. TETEL eredményét & = —1 helyettesitéssel.

rcos(®) A

Haviszont, £=—1 akkor ¢=r"" cos(—zm®)= 5 =—— ¢és
r 2B
i \J D
d:—r_1sin(—7r®): rs1n(27z®):_ .
r 2B
fgy H(x)=H,(x—{-A/2B})+H,({- A/2B}),
ahol Hj(x)= x+larctan Sin (27 ) (xeR).
% exp (7 /=D /(=B))~ cos(27 x)

Most meg fogjuk hatarozni annak szitkséges és elégséges feltételét, hogy az
(56) F(x)=H(x) 0<x<1

egyenl6ség fennalljon.
Mindenekel6tt kiszamoljuk az F és H fuggvények derivaltjat:

E, cos(27r(x - {A/Z})) -1

57) F (X)=1+2~E%_2E1COS(27[( —{4/2})+1

(58) H’ (x)=1+ 2 2E2COS(27Z( e
E; - 2E2cos(27z(x - {—A/(ZB)}))+1

adédik, ahol

E =esp(7=D ) & E,=explz(=D/(-B)).
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Az F’ figgvénynek az {A/2} pontban,a H  fiiggvénynek az {—.A4/(2B)}

pontban van a maximuma. De a (56) értelmében F ' = H . Ez viszont csak ugy

lehet,ha {A4/2} = {—A/(2B)} .
Ezt a k6z0s értéket jeloljik x( —lal : xg = {A/2} = {~A/(2B)} .

Ekkor
F(xg)=F0)+ F,({A/2}) = F1({A4/2})

és

H(xg)=H(0) + Hi({-A/(2B)}) = H,({-A/(2B)}) .
Mastésztol ezekbdl {A/2} = {—A/(2B)} miatt

Fy(tA/25) = Hy(1A4/2))
kovetkezik, ami maga utan vonja az

CXp(ﬂJ —D): exp(ﬂ,/ -D /(—B))
egyenlGséget, igy az exp fuggvény kolesondsen egyértelmi tulajdonsagat felhasznalva
B=-1.
Haviszont B=-1, az F(x)=H(x) 0<x<1 trivialisanigaz. A B =-1
feltétel tehat a sziikséges és elegendd feltétele annak, hogy a (G” 1/ Gﬂ) o

sorozat modulo 1 reciprokinvarians eloszlasu legyen.
Ezzel 7. TETELT bebizonyitottuk.

A 8. TETEL bizonyitasa:

A tételben szerepld G  sorozat karakterisztikus polinomjanak o és f
zérushelyére tételezzik fel az |a|2| ﬂ| relaciot. A 8. Tétel feltételei szerint D > 0,
ezért |a|>|B|. Az a f=—BeZ ésa B#0 —bdl |a| >1 kévetkezik.

Akkor viszont a (Gn 1/ G”) o és (Gn /G, +1) o egyarant konvergens (F.

MATYAS [22]).
Nevezetesen,

o Oy @@ 0BT @Bl
o G e aa” —bp" n—>0 1=(b/a)(p/a)

és
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Ez utébbi két hatarértékbdl az kovetkezik, hogy a (Gﬂ w1/ Gﬂ);io sorozat csak
akkor lehet reciprokinvarians eloszlisi modulo 1 ,ha a=1/a (mod1).

Ha a>1, akkor 0<(1/a)<1 ,ezértlétezik olyan ¢ pozitiv egész szam , melyre
a—c=1/c.

Ha az egyenletet megszorozzuk «a — val azt kapjuk, hogy

(59) a’—ca—-1=0 .

Haviszont a < -1 ,akkor —1<(1/a)<0 , ésigy
(60) a’*—(c—1)a—1=0 ahol ceZ.
Van tehat olyan A egész szam, hogy o az

61) x = Ax—1=0

egyenletnek a gyoke.

A 8. tétel feltételei szerint a G sorozat paraméterei egész szamok, és a (61) a > 1
és a <—1 esetén egyarant a G sorozat karakterisztikus egyenlete, amibdl lathato,
hogya B =1 feltétel sziikséges feltétel.

Egyszert szamolassal belathatd, hogy ha |a| >1 é B=1, a (G”H /Gﬂ);io ésa

(Gn /G, ) ;io sorozatok mindegyike alternalva kozelit a hatarértékéhez, tehat annal

felvaltva nagyobb, illetve kisebb.
Akkor viszont mindkét sorozatnak létezik a modulo 1 aszimptotikus
closzlastiiggvénye és az mindkét esetben

0, ha 0 < x <{a},
F(x)=41/2, hax={a},
1, ha {a} < x < 1.

Ezzel a 8. tételt bizonyitottuk.
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A 9. TETEL bizonyitasa:

Mindenekel6tt megmutatjuk, hogy az |B |=l egy sziikséges feltétel. A karakterisztikus
polinom zérushelyeit jeloljuk o — val és S — val, az | a | > | p | relaciénak
megfelel6en.

A (2) alapjan teljestil, hogy G,=a;0" —bB" és H,=aa" —bf" , ahol

- - H,—-H H,—-H
ﬂl:G1a_C;oB’ b= G —Gpa g = 0P b = 1(1_[300‘

oa—PB ’ a—PB

bl

Mosta D # 0 miatt |a|>|,B

, ezért

G”+1 :f_‘zla”+1 —b Bﬂ+l ~ ara” —a (1”+1—th” +0 Bn+1

H, aa” —bp” B aa” —bp”

[_

_at—a0—(bt—b BY(B/a) _, al—a0

, ha n—>w .
a—b(p/a) a
1
Masrészt, 0< t—% <—5 = l—% —> 0 (» = ©) , ugyanis
n fHﬂ Hﬂ
la|>1 miatt H, > 00 (2 = o).
at—a\ &

Egy sorozatnak legfeljebb egy hatarértéke lehet, ezért 0 , vagyis

a
(62) at—a00=0.
(Egyszerl szamolassal konnyen belathato, hogy a 9. tétel — ben szerepl6 sorozatokra

az (62) teljesil.)
Ebbdl az kévetkezik, hogy

_Gn+1 _ _WB” +h1 Bﬂﬂ

(63) ?
H, ad” —bHp"
Szorozzuk meg az f—% < covenlétlenséoet H 2 — vel majd hasznaljuk fel
u g 5 Cgy g =V ] alju

n n

a (63) —at, akkor a
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ol | g

Z-_

(64) 1 >
¢

n

= |(aBy

= ‘(MB” —b [3”*1)(”” —bB”)

relaciokat kapjuk.
A bt=bf#0, ugyanis a bt—b =0 (64) értelmében maga utin vonja a
G

z‘zlg—HEQ Osszefuggést, amit a tételink feltételei nem engednek meg. A

n

lim (a—b(ﬂ/a)” ): a és bt—bP = konstans érvényes. A (64) végtelen sok n

n—>0

:|(05ﬂ)|”= |—B|ﬂ=l, vagyis |B|=l.

egészre teljestl és ezért ‘ (aB)’

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a | B |=1 relaci6 a tételunk szitkséges feltételét jelenti.

Megjegyezzik, hogy a | B |:l— bél | p | <1 koévetkezik.

Legyen most | B | =1
Ha a (64) — ben elvégezziik a beszorzasokat, akkor

1 G
- > f—Ii’I—” “Hy =|(br—0,B)

¢ n

g(— B)ﬂ _ 5[32”

adodik.
Ha a H, sorozatnak az 9. tétel — ben szereplé  H(A,B,0,¢sB) alakjat

n

telhasznaljuk, akkor

oo Hztob M o HimHea Hy oo 6oobal =A%
a—p a—p a—p a—P a
Akkor
(65) %> ( 4z %Bj ) = op*| =] - B)' — 0B
_ Zﬂ
=16/l BY - 08%|=[ | H,(-B)'-H,f8 |G1 H1|‘
a—p | a B\
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2
G1H1 ‘1 BZﬂ — |1i/q|5‘f l_BZﬂ . ha B=—1,
2
G\l/%h‘(_un_ﬁzn _ |]i/4|5f ‘(_1);1_[32” . ha B=1,
ahol /D =/ A% +4B .
Ha B = , (65) akkor és csak akkor teljestil minden egész #— re, ha
B
0
o T

Ha B =1 az (65 akkor és csak akkor teljesil végtelen sok egész n — re, ha

\/_ 1//1 +4 @
= a
IMI pgs® "

szamra teljestl).

¢<¢y , akkor  (65) minden nemnegativ paros

Mivel a tétel masodik részét a |B|=l feltétel mellett bizonyitottuk, a 9. tétel

feltételeinek sziikséges és elégséges voltat belattuk.

A 10. TETEL bizonyitasa

Jelolie a és f az x?—Ax—-B=0 egyenlet két gyokét, ahol |a| Z|,B| A
(2) ésa (3) formulak alapjan
G”+1=ﬂ10{”+1—b1ﬂ”+1 és H”:ﬂa”_bﬂ”
minden 720 egész szamra érvényes, ahol
—Goﬂ:psB—qr,b’ ) _psB—gra
a-p a-p U a-p

ﬂlz

és

_q@sB-0B  ¢sB he gsB
a-p a-p° a-p
Tegyik fel, hogy valamely 7 >0 egész szammal és ¢ valamint £ pozitiv valos

szamokkal
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(66) ‘z‘ -~ Gy <1

érvényes.
Helyettesitstik be a sorozatok explicit értékeit és hasznaljuk fel a
B B—
67) cteaa=TB (I Ly | 2Bmab
a-p\s ¢ a-p
egyenl6séget. Akkor a (66) — bol
1 1
f_Gﬂ+1|= s T | _|(at—aqyya” (= B)B" | _
H, aa"—bfp" | aa"—bp" | H,
kovetkezik.

Es mivel most a H sorozat konkrét alakja miatt @ =4 ,a (66) egyenlStlenség a

kovetkezd alakot Olti:

(68) 1>¢|H, | % |p——2£L

&1
1—&(&)‘ .‘Igﬂ
a\a

=eld a7 81) e 8

=l [ ety

k=1

a

2]

A diszkrimindns pozitiv, ezért | B/a|<1 ésaz aff =— B Osszefuggés miatt a

(68) egyenl6tlenség csak akkor teljesiilhet végtelen sok #» pozitiv egész szamra, ha
|Blla|*™ =|B|la|“ < 1, vagyis, ha £<2-log|B|/log|a|= g, tovibbs
1

|bt=b, B

_ . . . . < .
a k=+k, esetben még azt is feltételezziik, hogy a ¢ _| |k0 = is

érvényes.
A (67) relaciobdl ésaz a =b egyenl6ségbdl az
\b1—b B|=

4210!

_b1

—|a1a blﬂ| ‘Gl‘—|psB|
adodik.

Hasznaljuk fel tovabba az a—f = VD az0Nossagot, igy a
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ko —1

VD

gsB

L
psB| "

c<

relaciéhoz jutunk.

Mivel B és £ el6jele kilonbozo, ezért a a (68) értelmében (66) pontosan
a

akkor teljestil végtelen sok # pozitiv egész szamra, ha
(V)  k<k, vagy

(vi)  k=kqy és ¢<c( ,vagy

(vii)  k=ky,c=c¢q és B>0 vagy

(viil)  k=ky,c=c5, B<O és £y>1.

A 11. TETEL bizonyitasa:

Jelslie o és P az x*—Ax—UB=0 cgyenlet két gyékét, ahol l|>| 8| . Ekkor
oc=a/U.

A (2) és (3) értelmében minden n=0 egész szamra

G, =aja" —b g és H,=aa" —b "
ahol
_G1=GyB_ psB—qrB

ﬂl—

) _ psB—gra

ap  a-p boap
gsBU—-0B  ¢sBU b gsBU

a = = 5 = .

a-f  a-P a—f

Tegyik fel, hogy az #» >0 egész szammal, valamint a ¢ és £ pozitiv valos
szamokkal

(69) f_Gn+1 < 1 .
Hﬂ €|H”|
teljestl.
Felhasznalva a
B B—
(70) atmaa=dBU[r po ) pBmarB
(X—B Ky q U a_B

egyenlGséget és behelyettesitve a sorozatok tagjainak explicit értékeit, azt kapjuk, hogy
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(at—a; )" —(bt—by B)B”
aa” —bp" ‘

, dl(lﬂ+l _bl Bﬂ+l |_

ao” —bp"

_ Gﬂ+1|:
H

n

¢

|or-npp|
|

n

Az a = b alkalmazasa utan (69) az

(71) 1>c|H, | % ;_% =, e, 5) 7
k-1 ” o[
=claa”| 1—é(£) ‘ ‘,3” |bf—/71ﬂ|
a\a

= ol (et 181) 111

1— (_A j
a
alakot 6lti.

A |ﬂ/a|<1 , a-f=—BU és bt —b; B #0 (ugyanisa bt —0b; f =0 maga

utin vonna a 7 =(G,,1/H,)eQ &sszefiiggést, amit a tétel feltételrendszere nem

enged meg). A (71) egyenlStlenség csak akkor teljestl végtelen sok 7 pozitiv egész

log|BU| _ 5 log|BU|

log|a| log |O‘U|
1

" pr—by B

szamra, ha |B| |0L|/€_l :|BU||0L|k_2 <1 ,vagyis ha £<2-

:,éo ,

tovabba a k=kq esetben még azt is feltételezziik, hogy ¢<

A (70) = b6l ,az a = b egyenl6ségbdl és (2) — bl

b1=b,B|= b‘“ﬂ“_bls‘:pm b BJ=|Gy || piB.

kovetkezik.
Ha felhaszniljuk az o — f=~/D &sszefiiggést, a

ky—1

VD

gsBU

1
- —_— [O

[ peB]

egyenlStlenséghez jutunk. Mivel UB és  f/a  eldjele kilonbozo, ezért a (71)

<

alapjan az adddik, hogy (69) pontosan akkor teljesiil végtelen sok 7 egész szamra,
ha
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i) A<k vagy

(i) A=k, és ¢<cq ,vagy

(i)  k=kg,c=c¢y és UB > 0,vagy
(iv) k=ky,c=c5,UB<O0 és ky>1.

A 12. TETEL bizonyitasa

A+ A>+4B -] 4% 448
——————— esetben végezzikel (a f=————

2 2
eset analég médon targyalhato).

A bizonyitast csak a 7=

Legyen az xz—(Zﬂo)x+l=0 egyenlet két gyoke o és B (|a|2|ﬂ|) Mivel

210 ++/(21) *=4 2170 =/ (210) >~ 4

ny>0 ezért a= és f= érvényes.

2 2
A++] A% +4B

2

- ) A++ A2 +4B 4 A/ A*>+4B
= =t
2 2 2
R R R TR IR (e E

A 1= tortet 2&, — lal bévitve és atalakitva

2 28, 2 2 28, 2
:£+ 1 —2ﬂ0+2ﬂ0+\/(2no)2_4
2 28, 2
A me 1AM L
2028, 25, 28 28

adodik.

Hasznaljuk a (72) — bdl kiolvashaté  p=1, ¢=2&,, r=A,—-ny ¢és s=2§,
értékeket.

Alkalmazhatjuk a 9. Tételt a G (217,,-1,2&, (AE —1y),-2E,)  és a
H* (2770 ,—1,0,-4&2) sorozatokkal.

és a H™sorozatok kozoés D diszkriminansara

\/_ \/(2110) —4= \/(A2+4B)(2§0) —|2§O|\/A2+4B
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teljestl.
A G, =26,G, és H,=280H, , neN sorozatokkal, a 9. tételb6l az

I_Gn+1 =‘[_2§o Gy =‘f_GZ+1 < |Pq|‘2
_ |2§0|(2650)2 1

bl

\/AZ +4B [2&)| (26, H,)? \/A2 +4B H’
egyenl6tlenséget kapjuk, amivel az 12. tételt bebizonyitottuk.

A 13. TETEL bizonyitasa

A+ A +4B A—A*+4B
esetben végezzik el (a 7=

2U 2U

eset analég médon targyalhato).

A bizonyitast csak a 7=

Legyen az x> —(21,)x+1=0 cgyenlet két gyéke o és P (|a|2|ﬂ|) Mivel

:2770 +\/(2770)2_4 & ﬂzzﬂo_\/(zﬂo)2_4
2 2

n,>0, a érvényes.

Végezzik el ugyanazt az atalakitast, amit az el6z6 tételben elvégeztink, akkor a

73 f_A+w/A2+4BU_ Agy-my , 1

2U 20E,  2UE,

relaciot kapjuk.
A (73) — bdl kiolvashaté  p=1, ¢=2Uf,, r=AE,—my és s=2UE, értékekkel,

valamint 2 G* (21, ,—1,2U&, (AE -1, ),—2UE,) és H*(2n,,—1,0,-4U%3)
sorozatokkal alkalmazhatjuk a 9. tételt.

Vegyiik figyelembe a G, =2UE,G, , H, =2U¢,H, , neN  egyenlSségeket.
A G és a H sorozatok kézés D” diszkriminansara érvényes

VD" =eny 2 -4 =42 +4BU)EZ -4 = g || 4%+ 4BU

Osszefuiggés felhasznalasaval a 9.tétel alkalmazasanak eredményeképpen az
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P Gt | _ P 208 G, 41 _ ‘f_ Gyt < |M|52
U g|(2Ug, U]

) 28| y A +4BU (2Ug, H, ) B \A%*+4BU H?

egyenl6tlenséget kapjuk, amivel a 13.tételt bizonyitottuk.

A 3. KOVETKEZMENY bizonyitasa

. é_m_oh/o%%
22 '

szamra, melynek definial6 polinomija: P(x) = x% = Ox — £ .

Alkalmazzuk a 12. tételt a

A 4. KOVETKEZMENY bizonyitasa
A4 A7 +4B  A+iy[-(42+4B)
- 2 - 2

2 2
3.kovetkezményt a | ¢ | =\/A — (/j +4B) =V-B ¢Q szamra.

Ha = akkor

5
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Summary:

On the distribution modulo 1 of sequences

Let G=G(A,B,Gy,G)=(G,),o9 be a second order linear recursive sequence of

rational integers defined by the recursion

G,.,=AG, . +BG, (n20) ,

n
where A, B and the initial terms G, G, are fixed integers, with restrictions . 4AB#0,

D=.A4*+4B#0 and not both Gy and G; are zero.

It is well-known that the terms of G can be written in the form
_ n n
G,=aa”"—=bp",

where o and P ate the roots of the characteristic polynomial x?—Ax—B of the
sequence G and azw , bzm (see e.g. [31], p.91).
a=p a-f
Throughout this paper we assume that |a |Z| Yo | and the sequence G is
non-degenerate, i.e. o/ is nota root of unity and ab#0.1f Gy=0 we may
also suppose that G,#0 for n > 0 since in [10] it was proved that a non-

degenerate sequence G has at most one zero term and after a movement of indices
this condition can be fulfilled. G sequence can be defined in a similarly way if the
parameters are real numbers.

In the following we shall use the terminology and notation of L. KUIPERS and
H. NIEDERREITER [19] adapted to suit our purposes.

Let @=(x,); ,be a given sequence of real numbers. For a positive integer N
and a subset E of [0, 1), let the counting function A(E;N;®) be defined as the
number of terms x, , 1<#< N , for which {x,}e E .

We need the following known definitions.

DEFINITION 1: The sequence @ = (x,),-; of real numbers is said to be uniformly
distributed modulo 1 (abbreviated by u. d. mod 1) if for every pair (a,b) of real
numbers with 0<a </ <1 we have
lim Ala,b); N;0) _ e
N—» N

a
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DEFINITION 2: The sequence @ = (x,) -, is said to have asymptotic distribution
function modulo 1(abbreviated by a.d.f. mod 1) F if

A([0,x); N )
N

lim

N—>®©

=F(x) for 0<x<1.

R. F. TICHY [35] showed that there are infinitely many linear recursive sequences G
which are everywhere dense modulo 1 on the unit interval but they are not uniformly
distributed, if the parameters .4,B,G,,G; of the sequence G are real numbers.

However, the characteristic polynomials of the sequences in Tichy ’s construction
have positive discriminants: D=A>+4B>0. In [20] we extended this result to

sequences having negative discriminants furthermore we gave the asymptotic
distribution functions, too. The following two theorems show our results.

THEOREM 1: Let A be a real number with restrictions —2<A<2  and
0= iarccos(A/Z) is an irrational number. Let B=—-1, G; #0, G(,G,€ R and let
G, =AG, 4 +BG, (n20).

G -Gy p

If n=2la|=2
a—

=2 s an integer then G is everywhere dense modulo 1 on the unit

interval [0,1) baut it is not uniformly distributed.

We need the following notations. Let #» be an integer and let 7 as in
theorem 1. We denote
n, if  #20,
K,= )
max{z,—n} ,if #<0
and
min{z+x, r}, if  #20,

b

Lﬂ(X)={

max{n+x,—n}, it #<0

where 0 < x < 1.

We have:

THEOREM 2: let A  be a real number with restrictions —2<.4<2 and
1

®= 2—arccos(/1/2) is an irrational number. Let B=—1, G1 #0, Gy,G1€ R and let
T

n

The sequence G has asymptotic distribution function modulo 1 F , where
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(7] . .
F(X):% Z [arccos (&]—arccos[L/ (X)D 0<x<1.
]

. 7 7
J=l=n 1 1

COROLLARY 1: There are infinitely many linear recursive sequences G which are
everywhere dense modulo 1 on the unit interval [0,1) but they are not uniformly

distributed, if the parameters .4, B,G,G; of the sequence G are real numbers and
the characteristic polynomials of the sequences have negative discriminants:
D=A*+4B<0.

Some limit properties of the linear recurrences were studied by several
authors. For example P. Kiss [11] and F. MATYAS [22] investigated the limit

lim G,,;/G, forfixed / and they gave the best rational approximation of the limit
n—>00

in the case | B|=1. W. GERDES [5] gave the condition for the existence of the limit

lim G, , if the parameters .4, B,G,,G; of the sequence G are real numbers. In [0]
71—>0

this result is extended to third order recurrences.

In the case A =B=1, the sequence G of integers is called Fibonacci-type

sequence and we denote its terms by %, uq,4,...

M. B. GREGORY and J. M. METZGER [8] investigated the limit

lim sin (#,x7) ,
7n—>0

where x is a fixed real number. They have showed that if the limit exists then it must
be zero and x is a number of the quadratic number field Q(\/g ) .
In [24] we generalized the results of Gregory and Metzger for more general

second order linear recurrences. If we look for x for which

lim sin (G, x7)=0,
n—>00

we can use the results on Pisot-Vijayaraghavan numbers (see J. W. S. CASSELS [2]).
But we shall show that the limit can be not only zero in general.
We note that the problem is not identical with the problem of studying the

convergence of the sequence ({G,x}) ~, , where {y} is the fractional part of y.
Namely, for example, in the case A =10,B=1 Gy=1,G;=4 and x=1/5 we
have {G,x}=1/5 for even » and {G,x}=4/5 for odd = , thus

lim sin (G, x7) =sin(zr/5) but lim {G,x} does not exist. Another example: if
7n—>0 7—>0
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A=7,B=1 Gy=G=1 and x=1/7, then lim {G,x}=1/7, but

n—>0
sin (G,xm)=—sin (7 /7) for integers of the form n=3k+2 and
sin (G,x7) =sin (7 /7) for other n’s.

We prove the following theorem.

THEOREM 3: Let G be a second order recurrence defined by integers A,B,Gy and Gy with

restriction A#0,B=1 and Gg +Gl2 #0. Let x be a real number. The limit

lim sin (G,x7)
7n—>0
excists if and only if x has the form
Xzz(fl_fz p)+(di—dy f)
(G =Gy B)-a’

where ¢y,¢c,,¢ are arbitrary integers, dy,d, G{Zé /Ay 1-2k/ A } with some integer ko if A
is an even number, and d,=d, =2k A with some integer k or dy,d,€{2k) A; 1-2k/ A}
with integer & for which 2k/ A is an integer, if A is odd. If x has this form then

lim sin (G,x7) =sin (2kx/A) .

7n—>0

Suppose that a sequence @ has a. d. f. mod 1 which is F.If f is a real
valued function, defined at the terms of @, and the sequence & = (f(x,)) -, also
has a.d.f. mod 1, then, in general, the two distribution functions are distinct. E.g. if
@ = (n0) ;L , where ® is an irrational number, and f(x)=cosx or
f(x)=1/x, then the a.d.f. mod 1 of @ is different from the a.d.f. mod 1 of the

sequence & = (cos#®) -, . Another most striking example is the following one: The

sequence @ = (F,) 2, of the Fibonacci numbers has a non-continuous a.d.f. mod 1

but the a.d.f. mod 1 of the sequence & = (log F,) -, is continuous, see L. KUIPERS

[17]. (The sequence of the Fibonacci numbers is a second order linear recurrence
defined by the constants A = B =F, =1 and F, = 0. However, there are

sequences @ and functions f such that the sequences @ =(x,) -, and

E=(f(x,)) 24 have the same a. d. f. mod 1.

We introduce a definition.
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DEFINITION 3: Tet @=(x,) -, and &=(f(x,) -, be sequences of real

numbers, where f is a real — valued function. If the sequences @ and ¢ have a.d.f.

mod 1 and these functions are identical, then we say that @ 1is an f invariant
distributed sequence modulo 1 (abbreviated by i.d. mod 1 to f).

EXAMPLES 1: If ® is a positive irrational number, then the sequences
o=x0) -, and 95:(1/77@);0:1 are ud. mod 1 and they have common

asymptotic distribution function mod 1 (F(x)=x). Thus @ is a square root

invariant distributed sequence mod 1 .

2: We know sequences also having a.d.f. mod 1 which are not uniformly
distributed mod 1 but they are invariant distributed to a function. In this paper we
will give conditions for second — order linear recurrences G such that the sequence

©=(G,/G 1) ey tobeinvariant distributed to the function f(x)=1/x (we say

reciprocal invariant).
3: There are functions, e.g. f1(x)={x} or fy(x)=x+ 4k ,where £ isan

integer, such that any sequence of real numbers, which has a.d.f mod 1, is invariant
distributed mod 1 to these functions. But if a real number ¢ is not integer, then not
every sequences is invariant distributed mod 1 to the function f3(x)=x +¢ , but

each uniformly distributed sequence mod 1 is i.d. mod 1 to f5.

The functions f that map the interval [0,1] into itself and any uniformly

distributed sequence mod 1 is invariant distributed mod 1to f are called uniform
distributed preserving function (u.d.p.). Some results for u.d.p. functions can be
found in S. PORUBSKI, T. SALAT and O. STRAUCH [33].

We prove four theorems for mod 1 invariant distributed sequences. We need some
notations.
For a real valued function / we denote its domain of definition by D,

furthermore the set graph f is defined by
graph f ={(, )|x € Dy, y = f(x)}

We write graph fmod 1 instead of graph /f if we reduce the coordinates x, y mod 1:

graph f mod1={(x, y)| 3k,i € Z,x+k €D/, y+i= f(x+k) and 0<x, y<1}.

THEOREM 4: Let [ be a real-valued function with D = R and let F and G be non —
decreasing  functions defined on the interval  [0,1] such that  F(0)=G(0)=0  and

F\)=G(1)=1. For any such functions F and G there exists a sequence @ =(a,) -y of
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real numbers, such that the asymptotic distribution function mod 1 of @ is F and the a.d.f. mod
1 of the sequence @ = (f(a,)) oy is G if and only if graph fmod 1 is everywhere dense on
the unit square 0 <x <1, 0< y<1.

From this theorem , with F =G, we obtain

COROLLARY 2: If f is a real-valued function such that graph fmod 1 is everywhere
dense on the unit square, then for every nondecreasing function F, for which
F(0)=0 and F(1)=1, there exists a sequence @ of real numbers such that F is

the asymptotic distribution function modulo 1 of @ and @ is mod 1 f invariant
distributed.

THEOREM 5: Let [ be a real — valued function. There exists a sequence @ = (u,)) oy of real

numbers, which is uniformly distributed mod 1 and [ invariant distributed mod 1 if and only if for
any painwise disjunct finitely many subintervals [ay,by| ,[a,b5],...,[a,, b of [0,]]
#"({ 7|38, 3x €lag, b= (x, ) egraph f mod1 })ZZ@ ~a)
and -
(]38, 3y el bel = (x, egraph fmod1 )2 Y (5, -a)
where m*(H ) denotes the Jordan outer measure of the set H . _

NOTES: It is easy to check that the conditions of Theorem 4 for the function f are
satisfied by the functions sin, cos, tg, ctg, and by any continuous periodic function for
which the period length is irrational and the range of this function is an interval of
length at least one. These functions satisfy also the conditions of Theorem 5,
moreover, the function 1/x also satisfies the conditions.

P. Kiss and R. F. TICHY in [13] investigated the asymptotic distribution
function modulo 1 of the sequence ( G,.1/G ) when D < 0 . Their theorem can

be extended to any sequence ( ar! G ) _, Where £#0integer number. In [29] we

proved

THEOREM 6: L& G Z(Gﬂ )noio be a linear recurring  sequence  defined by

G,=AG, +BG,_, , (n>1) with non-gero real coefficients . A,B, real initial values
Gy ,Gy (not both Gy and Gy are gero) and with negative discriminant D=A*+4B . Let
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. 1 A
k#0  be an integer number. If the number ©=—arctan is irrational, then the

T

A —D
A
asymptotic distribution function modulo 1 of the sequence (Gﬂ /G, );il zs given by

H(x)=H,(x —{c})+ H, ({c})
with
sin (271 x)

1
Hj(x)=x+—arctan ,
n exp (27| d ) —cos (27 x)

where czrkcos(/éﬁ(a) , dz—r/esin(/éﬁﬁ))zmd r:|a|:‘(A+1/A2+4Bj/2‘.

THEOREM 7: Let G =(G” );20 be a non-degenerate second order linear recursive sequence defined
by G,=AG, +BG,_, , (n>1) with non-zero real coefficients A,B , real initial values
Gy, Gy (whereGy +Gi#0 ) and negative discriminant D=_A*+4B .

The sequence a):(G” /G, );0:1 is reciprocal invariant distributed modulo 1 if and only if
B=-1.

THEOREM 8: Ler G =(Gﬂ )ﬂio be a non-degenerate second order linear recursive sequence
defined by the recursion G,=AG,_ 1+BG,_5 , (n>1) with non-zero integer coefficients A,B

integer initial values Gy ,Gy (where GOZ + Glz #0 ) and with positive discriminant D= A*+4B .

The sequence @ =(G” /G, );0:1 is reciprocal invariant distributed modulo 1 if and only if B =1.
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On the approximation of quadratic algebraic numbers by

the quotients of terms of linear recurrences

Let G=G(A,B,Gy,G)=(G,),o9 be a second order linear recursive sequence of

rational integers defined by the recursion

Gn:AGn—]+BGn—2 (ﬂ>1) ,

where A, B and the initial terms G, G, are fixed integers, with restrictions . 4AB#0,

D=_A4*+4B#0 and not both Gy and G; are zero.
It is well-known that there are connections between the diophantine approximation

of real quadratic algebraic numbers and second order linear recurrences. For example,
we know that the inequality
I+ \/E _ iy n+l | 1

2 E, <\/?F”2

holds for infinitely many n, where F,, F, F,, ... denote the Fibonacci numbers.
We shall deal with similar inequalities for arbitrary real quadratic algebraic integers,
permitting the numerators and denominators of the approximating fractions belong
to different second order linear recurrences.

In the case D=A2+4B>O, the roots of the characteristic polynomial are
al>|f], and (B/a)’ > 0 as n—>wand so by (1) lim G,,/G,=a
n—o0

follows. (F. MATYAS, [22])
Several authors have dealt with the approximation of real quadratic algebraic integer

o using the sequence G,,, / G, . For example, P. Kiss ([11]) proved that the

<L is fulfilled for infinitely many integers n if and only if

GZ

n

|B|=1 ,when Gy=0 and G;=1.

real,

inequality | Gt

n
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1

_r
a \/qu

9

<

Furthermore , if |B|:1 , then the solutions 2 of the inequality
g

have the form G, /G, .

and the

144/5
2

Thereby P. Kiss generalized an important property of the number

Fibonacci sequence to other irrational numbers and the respective linear recursive
sequences. In [10], P. Kiss and Zs. SINKA, determined the values of £<2 and

o — Gﬂ+l

1
<——— had infinitely many
Gﬂ

¢>0 for |B|¢1 so that the inequality Z
c|G”|

solutions.

If D<O0,then o and P are non real complex numbers with |a |=| p | and
by (1) we have

n+l
Cper 1 (b/a)(B/a) —-a . But |ﬂ/a|:1,thus lim Gyt does not even
G, 1=(b/a)(p/a) e G,

exist. The approximation of |a| by rationals of the form |Gﬂ 1/ G”| was considered

e.g. in [16],[14] and [15]. In [16] it is proved that if G is a non-degenerate second
order linear recurrence with D <0 and the initial values G;=0,G; =1, then there

exists a constant ¢ >0, depending only on the sequence G, such that

Gﬂ+1
G

n

“
n

|0(| - <— for infinitely many n.

The case when D >0 has been studied by a larger number of authors since it
is more important, thus several results are known in this case. For example, in [7],[9],

\/5 was approximated with the quotients of the generalized Fibonacci numbers and
the generalized Lucas numbers.

In [12], P. Kiss divided the set of the convergents of the real quadratic
algebraic number t into finite disjunct subsets so that the subsets could be generated
by the quotient G,/ H, of the terms of second order linear recurrences. He did not

study the connections between the constants defining the number t and those
defining the sequences G and H, or the constants of the approximation.

In [11] the root a of the polynomial x*—Ax—B was not approximated
by the rationals of the form G,,,/G, butby G,/ H,, whete H, is aterm of an

appropriately chosen second order linear recursive sequence H.
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We gave a better approximation for |0(| if D <0, and for o in the most cases if
D >0, than it was given by the authors in [16]. This can be achieved by the
approximation of the numbers of the quadratic number field Q(a") when D*>0 .
This can be done since there exists infinitely many quadratic algebraic integers o
for any quadratic real algebraic number « , so that @€ Q (a)

Using o —s, different approximation qualities can be reached. We saw in [28] that the
root of the characteristic polynomial x?—Ax—B can often be better approximated
by an appropriate G,/ H, thanby G,,,/G, ,as described in [16].

We attach second order linear recurrences G and H to any quadratic
algebraic integer t to fulfil the inequality

_ Gﬂ+l
Hﬂ

1
< b
ND H?

forall n, where ¢=~/D is the possible best constant which gives infinitely many

=2l (see p24 of 2)).
q| ¢cq

t

solutions for the inequality

Essentially, we give an appropriate partial sequence of the convergents of 7 in explicit
form, where we use Binet’s formula instead of the continued fraction process.

In the corollaries, we approximate \/Z with the best constant to second degree,
where k is an arbitrary integer but not a perfect square, or the absolute value of any
complex quadratic algebraic integer, when the absolute value is not a rational number.
In Theorem 13, we give approximation to second degree but not with the best
constant to arbitrary quadratic algebraic numbers, which are not algebraic integers.

We have:

THEOREM 9: Ler A and B be rational integers with the restrictions AB#0 and

D=A>+4B>0 is not a perfect square. Denote the roots of equation x?— Ax—B=0 by a
and B, where |o|>|B|. Let r="1 L e Q (o) with integers s, g>0, p#0 and r.
S q

\A%+4B

- 2
[pgls
linear recurrences G(A,B,qr, psB) and H(.A,B,0,9sB) , the inequality

Define the number co by ¢, and let ¢ be a positive real number. Then with

= Gﬂ+1
H

n

1
cH?

n

<
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() holds for infinitely many integer n if and only if |B|:1 and ¢<c¢ ,
(if) holds for all positive integer n if and only if B=—1 and ¢<c, .

If we want to approximate a quadratic real algebraic number, which is not an

algebraic integer ie. the root o« of the equality Ux?—Ax—B=0, where
U, A,BeZ and |U|>1, then the zero of f(x)=x’—Ax—UB=0 is suitably
applicable for a" since it results the same field extension. That is why our next
theorem may be of interest.

THEOREM 10: Ler A and B be rational integers with the restrictions AB#0  and

D=A*+4B>0 is not a perfect square. Denote the roots of equation x? = Ax—B=0 by a

and [3 , where |a|>|,8|. Let 1=l L e Q (o) with integers s, g>0, p#0 and r. Define
9

ko —1
WD
and ¢y = -
log|a| ‘ gsB ‘ | psB|
a positive real number. Then with linear recurrences G (A, B, gr, psB) and H (A, B,0,4sB)
the inequality

the numbers ky and ¢y by ky=2-— and let ¢ be

Gn+1
Hﬂ

1

f— [
olH,|*

<

holds for infinitely many integers n if and only if

(ix)  k<kqy ,or
(x)  k=ky and ¢<cg ,or
(xi)  k=ky,c=cy and B>0 ,or
(xii)  k=ky,c=cq, B<O and ky>1.
(Note that £, >0 since |B|:|0( ﬂ|<(l2 2
THEOREM 11: 1et A, B and U be rational integers with the restrictions ABU#0 and

D=A*+4BU>0 is not a perfect square. Denote o and p  the roots of the equation
Ux?—=Ax—B=0, where |G|>|p|. Let l‘=£+£GEQ((5) with integers s, g>0, p#0
9

and 1. Define the numbers ky and cq by

73



log|BU| o [P
=208l

- an. o= 5 .

ooV e B
and let & and ¢ be positive real numbers. Then with linear recurrences G(A, BU, grU, psBU)
and H(A, BU, 0, gsBU’) the inequality

1

G| _
el |

Hﬂ

t_

holds for infinitely many integers n if and only if one of the following conditions holds:

(1) k<ky and c is arbitrary,

(i2) k=ky and c<c ,

(i)  k=ky,c=cq and B>0,

(iv) k=ky,c=cq, B<O and ky>1.

log|BU|
log|6 U| '

(Note that £,>0 since |0|2>|0p|=‘g‘ = [oU]' >[BU| = 2>

THEOREM 12: et t be a real quadratic algebraic integer. Let the polynomial defining t be
P(x):x2 — Ax—B. Denote the basic solution of the Pell equation 772 —(AZ +43)§2 =1

with (8y,M) -

A+, A% +4B ,
If t=—————, then with the sequences G(2145,—1, AEy—1ny,~1) and

2
:A—W/A2+4B

H(2n,,-1,0,-2&;) or if ¢t f’ then — with  the  sequences
G(2ng,—1, A&, + My, 1) and H(2no,—1,0,-2&,) the inequality
F— Gn+1|< 1
H, | | A>+4B-H

holds for all positive integers n .

COROLLARY 3: Let £ be a positive integer but not a perfect square. Let the basic
solution of the Pell equation n* —4£&E%*=1 be (9,1 o) - With the second order linear
recurrences G(217, —1, 7¢,1) and H(2n(, —1,0,2&,) the inequality
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n+1|

2\/ZH

ﬂ

holds for all zeN "

COROLLARY 4: Let t be a not real quadratic algebraic integer with the defining
polynomial P(x)=x —Ax—B andlet |#|¢Q.
Let the basic solution of the Pell equation 772 — 4BE% =1 be (&p,10) . With the
second order linear recutring sequences G(217, —1,174,1) and H(2n, —1,0,2&,)
the inequality

1 1
ENETNTE \/ (A2+4B)- H?

‘M G |

ﬂ

holds for all zeN"*

THEOREM 13: Let t be a guadratic algebraic but not algebraic integer with the defining
pobynomial P(x)=Ux*~Ax—B, ([U|>1,4,BeZ).
Denote the basic solution of the Pell equation n*—(A* +4BU)YE =1 by (&oo10)-

If z‘=(A+w/A2 +4BU) /ZU , then with the sequences G(211y,—1, A&y —1y,~1) and

H(2ny,-1,0,-2U¢&,) or i t=(A—w/A2+4BUj /ZU , then with the sequences
G(2ng,—1, AEy + Mg, 1) and H(2ny,—1,0,-2U&)) the inequality

holds for all positive integer n .

Note: If we use an other solution instead of the basic solution of the Pell equation in
Theorem 12 or 13, or Corollary 3 or 4, then statements will hold true but the above
sequences will be subsequences of the was given in the original version.

The constants in Theorem 12, Corollary 3 and Corollary 4 are the possible best. (See

J. W. S. CASSELS [2] p. 24.)
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