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Bevezetés

Fizikai jelenségek matematikai modellezésekor gyakran parcidlis
differencidlegyenletek felirdsara keriil sor. Ilyen példaul a hulldmegyenlet, mely homogén
kozegben terjedd hullamszerii mozgast ir le; a hovezetés egyenlete, mely a ho terjedését irja le
homogén kozegben; a Schrodinger-egyenlet, mellyel részecske allapotok kiilonbozo
tulajdonsdgai hatdrozhatok meg vagy a rezgd har probléma. Az emlitett példakbol is
kovetkeztethetiink arra, hogy a miiszaki- és természettudoméanyokban fontos szerepet toltenek

be az ott gyakran el6forduldé masodrendii linearis parcialis differencialegyenletek.

Elliptikus egyenletek olyan fizikai jelenségek modellezésénél fordulnak eld, melyek

egyensulyi allapotokat irnak le, illetve az id6 nem befolyasold tényezd.

A dolgozat elliptikus differencialegyenletek, els6sorban a Poisson—egyenlet numerikus
megoldasat ismerteti a tobbféle megoldasi eljaras koziil kivalasztott végeselem modszerrel.
Az elliptikus egyenletek megoldasa — ezen beliil a Poisson—egyenleté — igen fontos feladat,
hiszen a parabolikus differencidlegyenletek is elliptikus egyenletekre vezethetdk vissza azok
numerikus megolddsdhoz, mindemellett a Poisson- egyenlettel tobbféle fizikai jelenség
modellezheté (pl: vékony rudak csavardsa; magneses tér vagy elektrosztatikus mezé
potencialja; gézok illetve folyadékok aramlasa; a hovezetési egyenlet, ha a hdmérséklet nem

fiigg az 1d6tol).

A végeselem modszernek a mérndki munkaban nagyon sok alkalmazasi teriilete van
(példaul repiilégép- ¢és autdiparban). Néhany modern végeselem program kiilonb6zo
szimuldciés munkakornyezetet is tartalmaz. Egy rendszer modellezéséhez és elemzéséhez
hatékony segitséget nyujthat a szimuldcid, a kiilonbozé (esetleg extrém) kornyezeti
paraméterek beallitasa. Nem beszélve arrol, hogy egy ilyen software segitségével tervezett
virtualis prototipus tesztelésének, modositasanak a koltsége, a tér- és az iddigénye, valamint a

munkaerdigénye joval kevesebb, mint egy fizikailag megvalositotté.

A végeselem modszer 0sszefoglalva a kdvetkezd 1épésekbdl all:
— A kitizétt peremérték feladatrdl egy alkalmasan kivalasztott Hilbert—térben

attériink a variacios egyenletre.



— Ennek Iétezik egyértelmii, stabil (in. altalanositott) megoldasa
— A varidciés feladat kozelité megoldasahoz a kivalasztott Hilbert—térrol
annak egy végesdimenziods alterére tériink at. Ebben az altérben szintén
létezik egyértelmii, stabil megoldas, és a Céa-lemma alapjan a diszkrét
feladat kozelité megoldasanak eltérése a pontos megoldastdl nem nagyobb
mint a legjobb kozelitésé.
— A diszkrét feladat ekvivalens egy linedris egyenletrendszerrel, melynek
matrixa szimmetrikus és pozitiv definit.
A dolgozatban ezen lépések végrehajtdsdhoz sziikséges elméleti ismeretek feldolgozasara
keriil sor, ennek gyakorlati megvaldsitasa a MATLAB rendszer segitségével torténik. A
dolgozat szerves részét képezd ellip megold.m program elséfaju peremfeltétellel adott

Poisson—egyenlet ©# megoldasat szolgaltatja barmely f (adott) fiiggvény esetén az

egységnégyzeten — melynek diszkretizaciojahoz T6 elemeket hasznalunk.



Parcialis differencialegyenletek

Parciélis differencidlegyenlet alatt olyan differencidlegyenletet értiink, melyet egy
ismeretlen tobbvaltozos fliggvény parcidlis derivaltjai ismeretében —esetleg kezdeti feltételek
mellett- irunk fel.

Parciélis differencidlegyenlet rendjén a benne szerepld parcialis derivaltak maximalis
rendjét értjiik.

A forészében linearis masodrendii parcialis differencialegyenlet altalanos alakja:

2
o*u +F(xl,...,xn,u,%,---aa_u) =0
OX. X . ox, ox

L

z Ay (X)55X,)
ij

ahol u: R" >R, neNés i, j=1..n
Konstans egyiitthatos az egyenlet, ha a parcialis derivaltak egylitthat6i nem fiiggenek

az x,,...,x, valtozoktol. Ebben az esetben a fiiggetlen valtozok egy homogén linearis

crer

2
ZCia—?+F(xl,...,xn,u,a—u ..... a_u):() (neN¢ési=1,..,n),
T OX; ox,  Ox,

ahol ¢, € {~1,0,1}.
A ¢, egyiitthatok értékétdl fliggden a kovetkezd csoportokba sorolhatjuk a parcidlis

differencidlegyenleteket:

1. Elliptikus differencidlegyenletrdl beszéliink, ha barmely i-rec, =1.
2. Hiperbolikus differenciadlegyenletrdl beszéliink, ha barmely i-re ¢, # 0 és az egyik

egylitthato eldjele kiilonbozik az Gsszes tobbiétdl.

3. Parabolikus differencidlegyenletrdl beszéliink, ha a ¢, egyiitthatok koziil pontosan egy

nulla, a tobbi azonos eldjeld. [5]



A Poisson-egyenlet

A Poisson-egyenlet

Au+f =0,
ahol Qc R?, és adott f:Q — R fiiggvény esetén keressiik az u:Q — R fiiggvényt.

A a Laplace-operatort jeloli.

A kétdimenzios Laplace-operator:
B o’u  Ou

Au="2+52
ox; ox)

Elliptikus egyenleteket legtobbszor valamilyen peremfeltétel mellett oldunk meg.
A Poisson-egyenlet peremérték feladata:

Au+f=0 xeQ
u(x)=g(x) haxel

ahol I' az Q) tartomany pereme.

Ha g(x) =0, akkor homogén peremfeltételekrdl besz¢liink.
xz L

wix)=10 T

Au+f=0

=

Az adott Q) tartomany I' peremén meg kell adnunk a keresett megoldés értékét, a

tartomany belsejében érvényes a differencialegyenlet, és ez hatarozza meg a megoldast.



Megfelelo feltételek — az € tartomany I' peremének Lipschitz-folytonossdga ¢és a
differencidloperator egyenletes elliptikussdga — mellett egy ilyen feladat megoldésa 1étezik,
egyértelmii és folytonosan fiigg a feladat adataitol. A peremérték feladat korrekt kitlizésii, ha

rendelkezik az egzisztencidhoz, az unicitashoz és a stabilitashoz sziikséges tulajdonsagokkal.

Definicio: (Lipschitz-folytonos perem)
Legyen QQc R" korlatos tartomany. Az Q tartomany [' pereme Lipschitz-
folytonos, ha van olyan véges lefedése nyilt R"-beli kornyezetekbdl, melyek
mindegyikében, alkalmasan vélasztott lokalis koordinatarendszerben a perem

egyenlete x, = ¢(x,,...,x, ,) alakq, ahol ¢:R"" — R Lipschitz-folytonos. [3]

Megjegyzés: Az n-dimenzios gomb és az n-dimenzids kocka is ilyen peremmel rendelkezik.
gy feladatunkban - ahol Q két dimenzids téglalap tartomany — a peremre

teljesiil a Lipschitz-folytonossagi feltétel.

Definicio: (egyenletes elliptikussag)
Egy differencialoperatort egyenletesen elliptikusnak neveziink Q-ban, ha az

egylitthatoibol dsszeallitott 4 = A(x) matrix egyenletesen pozitiv definit, azaz az

euklideszi skalarszorzatban pozitiv k, konstanssal teljesiil

2 , minden & € R” -re és minden x € Q-ra. [3]

(A(x)E,&) > k|2

A Poisson-egyenletben szereplé A differencidloperator esetén az egyliitthatomatrix:

10
A= = E,

’ ,ami k,=1 mellett éppen az operator elliptikussagat eredményezi.

igy (A(x)&,&)=(&.¢)=¢

Definicio: Azt mondjuk, hogy a

Au+f=0 xeQ
u(x)=g(x) haxel



peremérték feladatnak van klasszikus megolddsa, ha Ilétezik olyan
ueC’ (Q)m C(ﬁ) fliggvény, mely kielégiti az egyenletet és a hozza tartozo
peremfeltételt. [3]
Megjegyzés: A fenti definicioban az u € C* (Q)m C (ﬁ) kévetelmény u € C? (ﬁ) helyett azt
fejezi ki, hogy a mésodik derivaltakra csak a tartomany belsejében van sziikség, mig a

peremfeltételek miatt u € C (ﬁ)-ra szamitunk.

A variacios feladat

A homogén Poisson-egyenlet fenti megfogalmazasarol attériink az tigynevezett gyenge

vagy variacios egyenletre. Ehhez sziikséges a parcialis integralas tétele (kétdimenzidban):

J-—vdx Iu-v-ni ds—juﬂdx
Q

Ox,

l

ahol Qc R” tartomany, u,v:Q — R, I' a tartomany pereme, n a perem kifelé mutatd

normalis vektora: n = (n,,n,) és x = (x,,x,) e R?

Tekintslik a Poisson-egyenlet homogén peremfeltételek mellett:
-Au=f xeQ
u(x)=0 haxel

o*u 0’u
_(az 8x2j /)

egyenletet szorozzuk meg egy olyan v(x) ugynevezett tesztfliggvénnyel, mely az

Q tartoméanyon folytonosan differencialhatd és kielégiti a homogén peremfeltételeket (azaz

v(x)=0,ha x eI teljesiil), majd a kapott

0’u 0u
—[ " axzj v(x) = f(x)v(x)

egyenletet integraljuk Q felett:

-f [ s jv(x)dx [ £ o) dx
.X



Az egyenlet bal oldala:

_J‘(ﬁ j w(x) dx = U—v(x)dx+j—v(x)dxj
x

X

A parcidlis integralas tételét alkalmazva:
j—v(x) dx = j— v(x)-n ds—|— — Y dx
50X, 6x1

.[—v(x)dx .[— v(x)-n,ds—|— —d

50x, Ox,

Mivel v(x) =0,ha x e I, a peremen vett integralok eltlinnek:

J-—v(x)d -|— —dx

50x; Ox,

.[—v(x)d - |— —dx
50x, Ox,
gy

j(a” j v(x) dx = %24_6_” ﬁdx
o5 50x, Ox, Ox, Ox,
Ezért az egyenlet a kdvetkez6 alakot o6lti:

6_uﬁ+6_u Py = .[f(x)v(x)dx
50x, Ox, Ox, Ox,

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

ou ov Ou Ov
au,v)=|——+
50x, Ox, Ox, 8x2

p(v) = [ f((x) dx
Q
Egy alkalmasan kivalasztott /' Hilbert-térben a fenti jelolések mellett a peremérték feladatrol
attérhetiink a kovetkezd egyenletre:
Keresiink olyan u € V' -t, hogy

a(u,v) = @(v), minden v € V' esetén

Ezt nevezziik gyenge vagy variacidés megfogalmazasnak



Szoboljev-terek

L, -terek: Legyen 1< p <oo valds szam, L"(X, A, ) az X mérhetd halmazon a x4 mértekre

nézve p-edik hatvanyon integralhat6 fliggvények halmaza.

f.gelL, esetén f =g akkor és csak akkor, ha f(x)=g(x) majdnem minden

x € X -re.

Az L, -belinorma: ha f €L, akkor

1, {ﬂfvdu]”

A p =2 esetben L, anégyzetesen integralhato fliggvények tere, mely az
(/.2)=[/ gdu
X
skalaris szorzattal Hilbert-tér.

Hilbert-tér: Egy X halmazt Hilbert-térnek neveziink, ha az X belsdszorzattal ellatott linearis

tér teljes (a belsdszorzatbol szdrmazd norma altal indukalt metrikaval).

Legyen Q — R” olyan nyilt 6sszefiiggd halmaz, melynek I' = 0Q hatéra szakaszonként sima.

A Soboljev-terek az L, (Q,/i) terekbdl szarmaztathatok (itt A a Lebesgue-mérték).
L, (Q, /1) az Q f0lott négyzetesen integralhatd valos fliggvények tere.

Két fliggvényt, f,g e L,-t azonosnak tekintiink, ha egy Lebesgue-szerint nullmértékii

halmaztdl eltekintve minden x € X esetén f(x) = g(x) teljesiil.

L,(Q, 1) egy Hilbert-tér a kovetkezd skalarszorzattal
(7.8) = (f.2), = [ F(0)-g(x) dx
Q

¢s a megfeleld, belsdszorzatbdl szarmazd normaval:

=),



Definiciéo: Azt mondjuk, hogy az f €L, (Q) fliggvény a-adrendii altalanositott derivaltja,
vagy Szoboljev-féle derivaltjaa g =0“f, ge L, (Q) fiiggvény, ha teljesiil

(0.2), = (1) (070, £), Ve Cr(Q).[5]

Megjegyzés:
1. It C °°(Q) jeloli az akarhanyszor differencialhato fiiggvények terét, C, (Q)
pedig azon C” (Q)-beli fliggvények, melyek csak Q egy kompakt részhalmazan

nem tinnek el.

2. Ha egy fliggvény differencidlhatd a klasszikus értelemben, akkor létezik a

Szoboljev-derivaltja is, és a két derivalt megegyezik.

Definicié: Legyen m > 0 egész szam adott, és jelolje H" () azon f €L, (Q) fliggvények
halmazat, melyeknek létezik a 0 / Szoboljev-féle derivatja minden |a| < m
esetén.

H"(Q)-n a kovetkezo skalarszorzatot definialhatjuk:

(1.8), = X(e“f.0°g),

‘a‘Sm

amelybdl a kdvetkezd norma szarmazik:

171, =V ) = Z

0° f

2
L@

2

l, = 2

‘a‘:m

o“f

L,(Q)

fiiggvény félnormat definial A" (QQ) -n.

H"(Q) -t Szoboljev-térnek nevezziik. [6]

Megjegyzés: H"(Q) teljes a || . ||m normaval, igy Hilbert-tér.
Definicié: Azon H"™(Q)-beli fliggvények halmazat, amelyeknek a nyoma 0 I'-n H ' (Q) -val
jeloljiik.

Megjegyzés: Ha Q korlatos, akkor | . |m norma /' () -n (amely ekvivalens || . ||m -val).

10



A variacios feladat megoldhatosaga

A tovébbiakbana H"(Q), illetve a H ' (€2) terekre lesz sziikségiink. Az el6zd fejezetben

leirtak alapjan:
i, = [ .
Q
o ou )
u u
| | j(@xlj (6x2j .
o, =y} <,
Ekkor || : ||1 normét definial H'(Q)-n, mig | : | , felnorma. Ha Q korlatos, akkor | | , horma
H,(Q)-n.

A vari4cios feladatban vélasszuk a V = H, (Q) Hilbert-teret. Igy olyan u € H)(Q) fiiggvényt

keresiink, melyre

a(u,v) = p(v) teljesiil Vv e H, esetén.
A variacios egyenletben szerepld a(u,v) kifejezés V' x ¥V -n definialt funkcional:

a:H,xH, —>R.

Az a bilinearis:

— mindkét valtozojaban additiv és homogén:

)= ja(qua-v) 8w+8(u+a-v)_ ow

alu+a-v,w dx =
ox, ox, ox,
ou v | ow [ Ou ov | ow
=||—+a— | —+ +a : dx =
axl ox, ox, ) Ox,

fed
I3

u 8w 8u GWJ (8\/ ow 0v awj
+ : + : dx =

a
ox, axl 8x2 ox, ox, Ox, Ox, Ox,

alu, w)+a-a(v,w)

alu,v+a-w)=alu,v)+a-a(u,w)

minden « € R -re, és minden u,v,we H (1) -re.

11



Az a korlatos (vagyis folytonos):
l1étezik olyan M € R, hogy

|alu,v)] < Ml [v],

Az a szimmetrikus:

a(u,v):J-—-—Jr—-—dx: = ——dx =a(v,u)
50x, Ox, Ox, Ox, 50x, Ox, Ox, Ox,

¢és V-elliptikus:

l1étezik olyan m > 0 konstans, hogy

2 2
ou ou . .
alu,u)= g[(a_xl] + (%] dx > m||v||1 minden v € H, esetén.

A go(v) kifejezés linearis funkcional:
— ¢ additiv és homogén a v argumentumaban:

(o(v+a-w)zJ.f(x)-[v(x)wta-w(x)]dx:jf(x)v(x)dx+a-jf(x)w(x)dx:

= p(v)+ a - p(w) minden v,w e H}-re és o € R -re.

A ¢ korlatos:
o0} <[ 71,

Tétel: (variacios feladat megoldasanak egzisztenciaja, unicitasa, stabilitdsa)

Legyen az a(u,v)=¢@(v) (VvelV) varidcios feladatban V7 Hilbert-tér a

||||V =«/(',- )V normaval, az a bilinearis forma szimmetrikus és FV-elliptikus, ¢

linearis funkcional V-n. Ekkor a variacios feladatnak pontosan egy altaldnositott

megoldasa van, mely eleget tesz a kdvetkezd stabilitasi becslésnek:

u

M 2]
m

v

12



Véges elemek

A variacios feladat numerikus megoldasa soran az Q — R* tartoményt fel fogjuk osztani

véges sok résztartomanyra, ¢s minden résztartomany folott egy adott fokszamu polinommal

kozelitjiik a keresett u : Q2 — R” fiiggvényt.

Definicio: Legyen 7, = {Q si=1,M } az Q tartomany egy felosztasa haromszogekre vagy

crer

kovetkezo feltételek:
—_— M —_—
a) Q=Q,
i=1
b) ha Q, NQ, pontosan egy pontot tartalmaz, akkor az Q, és Q,
ko6zds csucspontja,

¢) hai#jés Q NQ, egynél tobb pontot tartalmaz, akkor Q, N Q2
az Q, és Q; kozds oldala. [6]

Megjegyzés:
1. Ilyen felosztas akkor létezik, ha az Q — R* tartomany I pereme torottvonal.

2. AT, = {Ql. ,i=1.,M } felosztast trianguldcionak nevezziik, még akkor is, ha

Q. -k nem haromszogek.

A tovabbiakban csak haromszoges elemekkel foglakozunk.

A fenti definici6 kizarja, hogy a felosztas soran valamelyik haromszdg csucspontja egy masik

haromszog oldalanak belsé pontja legyen:

Miutan az Q) poligonalis tartomanyt felosztottuk haromszogekre, minden haromszog folott

egy adott fokszdmu — esetiinkben masodfoku — polinommal fogjuk az u fiiggvényt kozeliteni.

13



(k+1)-(k+2)

Egy kétvaltozés k-adfoku polinomnak szabad paramétere van. Ez azt jelenti,

(k+1)-(k+2)

hogy egy haromszog folott alkalmasan megvalasztott darab pontban el6irva

egy k-adfoku polinom értékét az egyértelmiien megadhato.

Egy ilyen alkalmas pontrendszert kapunk, ha a haromszdg minden oldalat £ +1 ponttal k&
egyenld részre osztjuk gy, hogy a sz€lsé pontok a haromszog csucsai; majd a szomszédos
oldalak megfelel6 osztopontjait 6sszekotjiik. Az oldalakon felvett pontok, illetve a szakaszok

(k+1)-(k +2)
2

metszéspontjai darab pontot hataroznak meg.

Példaul k& =4 esetén:

Ezen pontokban eldirva egy kétvaltozds k-adfoku polinom értékeit a polinom egyértelmiien
definialt a haromszog folott. A polinom a haromszog tetszdleges oldalara lesziikitve egy
egyvaltozos, k-adfokt polinom lesz, amelyet az adott oldalon felvett (k+1) darab pontban
eldirt értéke egyértelmilen meghataroz. Ez azt jelenti, hogy két szomszédos hdromszog kozos
oldalan ugyanazokat a helyettesitési értékeket eldirva az egyes haromszogek folott adott
polinomok szaméra a két polinom meg fog egyezni a kozos oldalon. Igy elérhetd, hogy a
triangulacié haromszogein elemenként definialt polinom folytonos legyen az egész tartomany

folott.

Definicié: Azokat a linearis funkcionalokat, melyek megadjak az egyes csomopontokban a

fiiggvényértékeket, szabadsagi fokoknak nevezziik. [3]

14



Az Q,-hez tartoz6 szabadsagi fokok halmaza: y, = {1/‘, x' e Q[}, illetve a lokalis szdmozas
esetén: y, = {w[’l,...,l//i"”"} [3]
Megjegyzés:

1. Egy x* csomoponthoz hozzarendelt y* linearis funkcional, mint szabadsagi

fok esetén:

2. Szabadsagi fok lehet fliggvényérték és a derivaltak értékei is.
Lagrange-tipusu elemrdl beszéliink, ha a szabadsagi fokok mind

figgvényértékek. Mi Lagrange-tipusu elemekkel fogunk foglalkozni.

Minden y* szabadsagi fokhoz rendeljiink hozza egy w, € V' fliggvényt a kdvetkezOk szerint:
—  w, lesziikitése Q,-re legyen p,, polinom
— minden egyes . -n P(Ql.) a {P,-,k} polinomok linearis halmaza, és ha az Q) -hez

tartozo csomodpontok halmaza

akkor a
p; (x) = Zpi,k/ (x)ai/'
j=l

altal definialt P(Ql.)-beli polinom ¢« egyitthatoi egyértelmiien meg legyenek

hatarozva

— ha x",.. x" az Q, egy tetszdleges rogzitett oldalan 1évé csomopontok, akkor a
q; (x) = z Piy, (x)aij
Jj=1

polinom egyértelmilen meg legyen hatdrozva €, oldalan a {y/k‘ (ql. )y/k (ql. )}

értékek megadésa utan.
Ha w" (wk ) =0,,,akkora V, végeselem tér bazisa éppen {w1 yees W, }

m

Definicié: Véges elemnek neveziink egy {Q,,,, P(Q, )} harmast. [3]
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A T6 elem

Osszuk fel az Q < R* tartomanyt véges sok Q. = A, hdromszdgre, igy hogy a haromszdgek

crer

2

A csomopontok a haromszog cstcsai: x™', x™?, x"*, valamint az oldalfelez6 pontok:
9 9 9

S I . S I . S I .
i,4 il i,2 i,5 i,2 i3 i,6 il i3
x == Ax"), x ==+ x), X ==+t
Lt %), 5 = Lo ) w0 Lot a0)
P(Q,)=P(A,), a A, felett definialt masodfokii polinomok tere ( azaz a 6 szabadsagi fokkal
rendelkezd, a,, +a,,x, + @, X, + @, . X, X, + @, 5X; + @, X; = u(xi) alaku polinomok).
A lineéris funkcionalok:

v, =" vi(p)=pl) pep(a) 0<j<6).
Egy ilyen mésodrendii haromszogelemet T6-tal jeloliink.

3

1 4 2
A w, bazisfiiggvények lesziikitése A,-re, azaz a p,, polinomok a legegyszeriibben a

haromszog 4,, 4,, A, baricentrikus koordinatainak segitségével adhaté meg.

Definicio: Legyen A egy haromszog, jeldlje S, = (xl., yl.), i=1,2,3 a haromszog csucsait.
Legyen tovabba P = (x, y) a haromszog egy pontja. Ha 4, 4,, 1, -ra

X, ox, x4 X

oy, Y| A=y
1 1 1 )A 1

teljesiil, akkor 4,,4,,4,-at a P pont baricentrikus koordinatainak nevezziik a A

haromszdgben. [1]
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A definiciéban szereplé matrix determinansa egyenlé a A haromszog terliletének

kétszeresével:
1
|A| - E(xlyz VX X V3 T Xy XY y3x1)

X Xy X3

Vi Y2 Vs =x1y2+x2y3+x3y1—y2x3—y3x1—y1x2=2|A|
1 1 1

Megjegyzés: A baricentrikus koordinatdk hasznalatdval a haromszog f6l6tt definialt

polinomok a haromszdgek helyzetétdl fiiggetleniil irhatok fol.

A fentieknek megfeleléen a T6 elem lokalis bazisfliggvényei:
x"'-hez p, = 4, (2/11 —1)
x"?-hoz p, = 1,(24, 1)
x"-hoz py = A,(24, - 1)
x"*-hez p, =44,4,
x"-hdz ps =44, 4,
x"*-hoz p, = 44,4, tartozik.

Megjegyzés:

1.  Ezen fliggvényekre teljesiil, hogy a nekik megfeleld x" pontban értékiik 1, mig
a tobbi x™/ pontban nulla.

2. AV, végeselem tér w, bazisfiiggvényei folytonosak a szomszédos haromszogek

kozos oldalén keresztiil is, hiszen V, ¢ H}(Q).
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A A haromszog f0l16tt definialt polinomok integraljainak kiszamitasat a kovetkez6 Lemma irja
le.

Lemma: ([8] ) Legyen Ae T, egy tetszOleges haromszog, és jelolje 4,,41,, A, a A-beli

baricentrikus koordinatakat. Ekkor

ot om k! m!
{/11 22/13 dXdy—2|A|m
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A diszkrét egyenlet

A variacios feladat kozelitd megoldasahoz a V' = H, helyett, annak egy V,  V véges

n-dimenzios alterét valasztjuk.
V, egy bazisa legyen {v,,...,v, }, ekkor u, €V, pontosan akkor, ha:

n
u,= Zyivi
i=1

teljesiil, ahol y,,...,y, keresett.

Ezek utan a varidcids feladat diszkrét megfogalmazasa a kovetkezo:
Olyan u, €V, fliggvényt keresiink, melyre

a(u,,v,)=@(v,) teljesiil minden v, €V, esetén.

Megjegyzés: Miutan V, a V' Hilbert-tér altere, maga is Hilbert-tér a || . || , normaval, igy az a
és ¢ funkciondlok megtartjak J -beli tulajdonsagaikat V, -ban. Ezért a variacios
feladat megoldasara vonatkoz6 tétel érvényes V), -ban, azaz a kozelitd u, €V,

megoldas létezik, egyértelmii és stabil.

A diszkrét feladat megoldasa legyen u,, a variacios feladaté pedig u. Ekkor minden

v, €V, cV esetén:

a(u,v,)=ol, )}

a(uh Vi ) = (D(Vh )
azaz

a(u—uh,vh):O.

Ez azt jelenti, hogy az u —u, hiba ortogonalis a V, altérre az w/a( e ) skalarszorzatban,
pontosabban az u, kozelitd megoldas az u altalanositott megoldas legjobb a-normaju

kozelitése V), -ban.
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Megjegyzés: Egy Hilbert-térben egyértelmiien 1étezik a legjobb kozelités, és annak

meghatdrozasa a fent emlitett ortogonalitasi tulajdonsaggal torténhet.

Az a-norma és a V-norma ekvivalensek, de altalaban a ( e )V skalarszorzatban nincs sz6

ortogonalitasrol.

Lemma: (Céa-lemma)
Legyen az a(u,v) V' xV -n definialt bilinearis funkcional V-ben pozitiv definit (azaz

szimmetrikus és V-elliptikus). Ekkor a végeselem modszer hibaja egy konstans

szorz6tol eltekintve ugyanakkora, mint a legjobb kozelitésé. [2]

A numerikus megoldashoz a {v,,...,v,} ¥, -beli bazis segitségével a
a(u,,v,)=@(v,) (minden v, €V, esetén)
diszkrét feladat atfogalmazhat6 a kdvetkezdvé:
aQ yv..v;)=o(v,),ahol j=1,..n
i=1

amibdl

n

Zyi -a(v;,v;)=@(v,),ahol j=1,.,n

i=1

azaz az

Wi (0("1)
= b=|

Y o(v,)
A:(aij) a; :a(vi,vj)

Megjegyzés: A linearis egyenletrendszer 4 = (al. j) matrixa szimmetrikus és pozitiv definit,

amely tulajdonsagokat az a bilinearis funkcionaltol — és igy az eredeti

feladattol — 6rokol. [2]
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A feladat végeselem megoldasa

Tekintsik a
-Au=f xeQ
u(x) =0 haxel

homogén Poisson-egyenletet az egységnégyzeten.

A gyakorlati megvalositashoz:
— Kivalasztjuk a ¥, tér haromszdgenként masodfoku polinomokbol 4116 bazisat
— Felépitjiik az 4 matrixot
— A jobboldali vektor komponenseit kiszamitjuk numerikus integralassal
— Megoldjuk a keletkezett linearis egyenletrendszert

— A kapott y megoldasi vektor szolgaltatja a diszkrét feladat kozelitd megoldasat.

eleget tevd T6 haromszog elemekkel. Adjuk meg a T6 elemhez tartozé bazist.

Ehhez vizsgaljuk meg a B linedris leképezést, mely a kovetkezd A, gynevezett standard
haromszoget transzformalja tetszéleges A haromszoggé:
74 ¥ oA

(2.2]

Ekkor

ahol
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det(B) _(J’2_y1) Xy =X

b (ys—yl —(xa—xl)j

ahol det (B)= 2| A

, @ haromszog teriiletének kétszerese.

Az A matrix elemeinek kiszamitasahoz sziikséges az integraltranszformacios formula:

j—au (x.) q(x,y)dxdy = det (B)I(—av(g’ 1) 0¢ + Ma_ﬂj -p(&,m)dédn

o Ox A, o0& Ox on Ox
illetve
ou (x,y) (%(5,77)85 GV(&U)GUJ
q\x,y)dxdy =det(B)|| ————=+——"—"—|-p\&,n)dd&dn,
iﬁy() ()iacf@y@n@y()
ahol

W& n)=ulx(& 7). y(& 7))
p(&.n)=q(x(&, 7). y(E.7)).

Az egységnégyzet standard triangulécidja:

Felosztjuk az egységnégyzetet N* darab egybevagé kisebb négyzetre, majd minden
kapott négyzetet az DNY-EK iranyu atlojaval két haromszogre:

N=4 esetén a standard triangulacio

Ekkor kétféle haromszoggel van dolgunk:
Az elso tipus a (0, O), (0, %), (—%, Oj csucsponti haromszdgbdl eltolassal kaphato

haromszogek.



Itt a B leképezés matrixa:

1
() I
B= N :l.(o _1]
1 N (1 0
N
Ekkor
det(B):—z
és
4 0 1
B =N-
-1 0

A masodik tipusu haromszogek a (0, O), (%, Oj , [0, —%) csucsponti haromszogbal

eltolassal kaphato haromszogek.

Fanr
\zﬂ-—
ER
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tovabba

det (B):NL

2

Bon |’ !
1o

és

Ha A egy els6 tipust haromszog, akkor az integraltranszformacios formula alapjan:

- Ou, Ou;
a(ul,u/) j Ou, U, +8ul L\ dx,dx, =
"\ Ox; Ox; Ox, Ox,

_ det(B) I(@%ﬂ@]{%%%m}
A0S ox;  On ox 0§ ox, 0On oOx,

0& ox, 0n oOx, o0& ox, On ox,

_ L (av 0+ (—N)J-[%-O+%-(—N)J+

os  On

. : ov, ov,
{% 0z, o, 677],[ v, 0 o, anjdm:

9 ov.
o LN Do LN D0 gy -
e oy ) ee T T an

ov, ov, ov, ov,
:%jN VNN gy — j[ﬁv P o ]dfdn
N apon o o¢

Ha A egy masodik tipusu haromszog, akkor:

- Ou, - Ou;
a(ui,u_/)=j Ou, M, +8ul L dx,dx, =
"\ Ox; Ox;, Ox, Ox,

A\ 0S ox,  On ox o0& ox, 0On oOx,

o0& ox, 0n oOx, o0& ox, On ox,

| ov, v,
NEFACE an az; an

. : ov, ov,
{% 0z , o, 677],[ v, 08 v, anjdm:
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+(%-(—N)+%

FE on

ov, o, v, oy @
- e /BTN dgdn—j(av’ P Jdﬁdn
N ey o N o e o& 0f  on on

oj (8\/ (- N)+%-ojd§d77=

PE: on

Ez azt jelenti, hogy a linedris egyenletrendszer A alapmatrixanak felirasahoz azt az A4

loc

lokalis matrixot kell meghatarozni, melynek a; elemei

J. op. %, , op, %P, dedn (i, j=1,...,6),
o 0¢  on on

ahol a p, (i=1,...,6) fliggvények a referencia hdromszog folott definidlt masodfoku

polinomok.

A A, referencia haromszdg baricentrikus koordin4tai:

0 1 0Y 4 &
0 0 1|A,|=|n|,azaz 4, =1-&-n, A, =&, 4, =n
1 1 1)\4 1

fgy a A, folott definialt polinomok:
p=40@4-1)=01-¢-n)1-25-29)
(22, -1)=£(25-1)
ps =424, -1)=n(2n-1)
Py =420 =41-¢-n)
ps =40, =4én

P =444, = 4(1_5_77)77
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A referencia haromszog f6l6tt adott bazisfiiggvények parcialis derivaltjai:

ap, _ol-&-n)1-26-29)] _af1-3¢ -3y +2&> +4én+20°]

g g ¢
—4E+4n -3 =44, +44, -3

op, _oll-g-n)i-26-29)] _ofi-3¢-3p+2£" +aén+2n?]
on on on

=45 +4n-3=44,+44, -3

o _leen) et -e] 4o i 4y

o0& 0§ 0¢

op, _ols@s-1)]_,

on on

ops _dlnn-1)] _,

o& of

op, _oln(2n-1)]_ or? —77]:4,7_1:413 1

on on on

Y & L) 15 e LSk e /) I PR
0¢ 0¢ 0¢ Lo
v, _ali-c-n)e]_opc-as —aen]_ . .

on on on ?
%26[4577]:477:413

o5 o

v _ilen)_,,_,,

on on :

op, _ ol4-¢-n)n] _ oan—4gn-an’] _ 4p=a)

o o o ’

o, _d-g-nn] _ofn-acn-an’]_, .. o . 4
on on on 1 :

Az 4, lokalis matrix szimmetrikus, igy elegendd a felsé haromszoghoz tartoz6 a,; elemeket
kiszdmolni:

a; :a(pl.,pj) (i,j=1,...,6)
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op, Op, , Op, Op B , i )
Iagl agl al al dédﬂ—i(4/12+4/13—3) +(44, +42, -3) dé&dn =

= 322 +324 +644,4, — 484, — 484, +18 dédn =

21 I 1! 1! 0!

2!
2-|A,|| 32 32 64 —48 —48 18— |=
|°|( (2+2)!+ (2+2)!+ (+1+2)  (1+2) (1+2)!Jr 2!]
2. L3

A
23

op, Op, 6191 op,
dédn = (44, + 424, —3)-(44, —1)+(44, + 44, —3)-0 d&dn =
o [T g dain= [(42,+ 45, -3) (4 1)+ )

= [1643 =164, +164,4, —44, +3 dédn =

Ao

21 1 1 1 or ) 1
:2'|A°|[16'(2+2)!_16'(1+2)!+16'(1+1+2)!_4'(1+2)!+3'(0+2)!j23

ay = [(42, +44,-3)-0+ (42, +44, -3)- (42, -1) dé&dn =

Ao

= [1643 =164, +16),), — 47, +3 déd =

21 1 1 1 or ) 1
:2'|A°|[16'(2+2)!_16'(1+2)!+16'(1+1+2)!_4'(1+2)!+3'(0+2)!j23

= [(44, +44,=3)-(44, - 44, )+ (44, + 44, -3)-(-44,) dédn =

Ao

= [164,4, +164, 4, =322, 4, =324, =124, + 244, dédn =
Ay
11! 11! 11! 2!
=2-|A,| 16+ ——+16- -32. -32- -
|°|( (1+1+2)!Jr (1+1+2)! (1+1+2) (2+2)
1! 1! 2
4 24— ==
(1+2)!Jr (1+2) 3

~12.
ays = [(42, +44, —3)- 44, + (44, +44, -3)- 4, dédy =
Ay

= [1643 +162 +322,4, 124, 124, d&dn =

Ao
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'(1+1+2)!_12'(1+2)!_12 (1+2)

2! 2! 11! 1! 1!
:2-|AO|(16-(2+2)!+16-(2+2)!+32 j:

ay, = [(44, +44,=3)- (- 44,)+ (42, + 42, -3)- (44, - 44,) dédn =

Ao

= [(-322 +164,4, +164,4, 32,4, ~12, +241,) dédn =
Ay
2! 1! I

=2-A ]| =32 416 —— < 16—~
|°|( (2+2)!+ (1+1+2)!Jr (1+1+2)

11! 1! 1! j_ 2

(1+1+2) 2'(1+2)!+24'(1+—.2)! 3

ay, = [(42,=1) + 0 d&dn = [1625 -84, +1 dédn =

Ay Ao

21 1 0 ) 1
:2'|A°|[16'(2+2)!_8'(1+2)!+(0+2)!j:§

ay = [(44, —1)-0+0-(42, ~1) dédn =0

Ao

@y, = [(42,-1)-(42, = 44,)+0-(=44,) d&dn = [164,4, —1615 — 44, +42, dédn =

Ao Ay

11! 2! 1! 1! 2
=2-|A,| 16+ ——~—16- —4. 4. =-=
|°|( (1+1+2)! (2+2)! (1+2)!Jr (1+2)J 3

ays = [ (42, =1)- 42, +0-44, dédn = [162,2, - 44, dédn =

Ay Ag

aay16- 5 VAP LI
(+1+2)  (1+2)

ay = [(42, =1)=44,)+0- (42, —44,) dédn = [(-162,4, +44,) d&dn =

Ay Ag

ST PR L1 LR VI
=2 - r1e2) e2))”

ay = [0°+(42, —1)° dédn = [164} -84, +1 d&dn =

Ao Ao

2! o0 )
:2.|A°|(16'(2+2)!_8'(1+2)!+(0+2)J_5
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ay, = [0-(44, = 42,)+ (44, ~1)-(-44,) dédn = [(~162,4, +44,) dédn =

Ao Ao

N R L L (IR
=208 - rte2)r  e2))”

ays = [0-42,+ (42, ~1)-42, dédn = [162,2,~42, déd =

Ao Ao

216 R U
+1+2)! +2)!
(1 1+2)1  (1+2)!

—jo + (42, =1)-(44, —44,) dédn = [16,4, 162 + 44, — 44, dédn =

Ag

11! 2! 1! 1! 2
=2-|A,| 16—~ —16- 4. —4. ==
|°|[ (1+1+2)! (2+2)!+ (1+2)! (1+2)!j 3

ay = [(44 -44,) +(=44,) dédn = [162] +3225 ~324,4, d&dn =
Ao

21 21 11! 8

=2.|A,| 16- 32 _32— _|==

| °|( (2+2)!+ (2+2) (1+1+2)J 3

ay = [(44 —44,)-42, +(-44,)- 42, dédn=[164,4,~164,4, 164, dé&dn =

Ay Ao
11! 1! 21 4
=2-A,l16-——————-16- -16- -_Z
| °|( (1+1+2)! (1+1+2)! (2+2)!j 3
Ay = I(4/11 _4/12)'(_ 4/13)"'(_ 42’2)'(4}“1 _4/13) dffd’] = _"32/1213 _16/112«2 —1611/13 dggdﬂ =
Ay Ao
111! 11! 11!
—2.A 32— _16- _16. -
| °|( (1+1+2)! (1+1+2)! (1+1+2)J

21 21 8
= (44.)Y +(41,) dé&dn = (1642 +164% dédn=2-]A] 16- 16- =2
ass &[( 3) +( 2) &n &[ ) T ; d&dn | 0|( (2+2)!+ (2+2)!j 3

ag = j 42, -(—42,)+ 44, - (44, —44,) d&dn = j 16,4, —161,4, —1612 d&dn =

Ao

111! 111! 21 4
=2.|A,|| 16 —————16- ~16- -
|°|[ (1+1+2)! (1+1+2)! (2+2)!j 3

= j + (44, —44,) dédn = (167 +3245 =324,4, dédn =

Ao
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| | 11
:2'|Ao| 16- 2! +32. 2 _32.L _8
(2+2)! (2+2) (1+1+2)) 3
, L2 4, _2
6 6 3 3
1y 22 5
6 2 3
% 0 % 0 0 -3
Aloc_
I . A A
3 3 3 3
o o o -2 8 _4
3 3 3
22, 22y 4 8
3 3 3 3

A lineéris egyenletrendszer felirasdhoz sziikséges
ol)=[ 1, () s (=1en)
Q

integralok meghatarozasahoz a kovetkezd kubatara képletet hasznaljuk:

[ f(x) dx= Zm:jf(x) de~S|a,| 0t et s

i=1 A, P 3
ahol A,,...,A, az Q egy triangulacidja, f,,, f,,, f,; az f fliggvény helyettesitési értékei a
A, haromszog oldalfelez6 pontjaiban. [1]
Ha az egységnégyzet standard triangulaciojakor a négyzet oldalait N egyenld részre osztjuk,
akkor a V), tér leirasdhoz n :(2N +1)2 fiiggvényt hasznalunk. Ezek a kis haromszogek
csucspontjaihoz és oldalfelezd pontjaihoz rendelt fiiggvények, minden v, fliggvény ezen

pontok koziil pontosan egyben vesz fel nullatol kiilonbozo értéket: 1-et.
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N= 4 esetén az abran lathato pontokhoz tartoz6 v, fliggvényekre van sziikség.

Az I flx j(x) dx integralok kozelitésénél a kubatira képlet alapjan az f(x)v j(x)
Q

figgvényeknek a héaromszégek oldalfelezd pontjaiban felvett helyettesitési értékeivel
dolgozunk.

[, 5) s = 20,4 10, 5 1)

ahol fv.,f, v, f,v, a A, haromszog oldalfelezd pontjaiban az f (x)v i (x) helyettesitési
érteke.

Ha a v, fliggvény valamelyik haromszdg csicspontjahoz tartozik, akkor értéke az Osszes
oldalfelez6 pontban 0. Ha v, valamelyik haromszog egyik oldalfelez6 pontjahoz tartozik,

akkor itt az értéke 1, a masik két oldalfelezd pontban pedig 0. igy az integralkdzelité osszeg

o

értéke egy ilyen haromszog folott 3 f;»ahol f, az f fliggvény azon oldalfelez8 pontbeli

ertéke, melyben v, nem tiinik el.,

A| a kis haromszog teriilete. A négyzet belsejében

elhelyezkedd oldalfelez6 pontok két haromszoghdz is tartoznak, igy az Q folotti
2:|A

integralkozelitd Osszeg ilyen v, fliggvény esetén

4

felezOpontok esetén — 1, .

f;» mig a peremen elhelyezkedd

Az inhomogén peremfeltétellel adott feladatot a diszkrét megoldas soran homogén

peremfeltétellel adott feladatra vezetjik vissza. Ha a v,v,,...,v (n:(ZN +1)2)

n

fliggvényeket két csoportra osztjuk aszerint, hogy belsd- (v, ,i e I,) vagy perempontokhoz
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(v,,iel,) tartoznak — ahol 7, U, = {1,2,...,(2N+1)2}, akkor a keresett u, :Zyivl.
i=1
fliggvény

u, = Zyivi + Zyivi

iel, iel,

alakba irhat6, ahol a perempontokban ismert az u, fliggvény értéke.

Az Ay =0>b linedris egyenletrendszer felirasandl figyelmen kiviil hagyjuk a
peremfeltételt, majd az y vektor perempontbeli (i € /,) koordinatai helyett a g fliggvény

azokban felvett helyettesitési értékeit irjuk. Ekkor az y ismeretlen vektor néhany
koordinatdja mar adott, az ezeknek megfeleld tagokat az egyenletrendszer jobboldaldra

rendezziik, majd az i €/, indexi sorokat elhagyjuk a rendszerbdl. A kapott egyenletrendszer

megoldasa utan a keresett y vektort kapjuk.
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