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Hipotézisek, rovid attekintés

Dolgozatomban a kdzépiskolai korosztaly matematikai kompetencidinak fejlettségét
¢és a hagyomanyos iskolai teljesitmény értékelést szeretném Osszehasonlitani. Olyan
mérési modszert szeretnék kidolgozni, amelynek segitségével vizsgalni lehet a
kozépiskolai tanulok matematikai kompetencidit a hagyomanyos teljesitmény
értékeléssel 0sszehasonlitva. A kovetkezd kérdésekre szeretnék valaszt kapni:
1. Milyen Osszefiiggés van a matematikai teljesitmény és a matematikai
készségek, képességek fejlettsége kdzott?
2. Hogyan lehet a kettét 6sszehasonlitani?
3. Milyen kovetkeztetéseket lehet levonni az Osszehasonlitasbol a tanulok
szamara a fejlesztendo teriiletek meghatarozasa érdekében?
4. Hogyan lehet az iskolai értékelésben figyelembe venni a tanuldok
matematikai kompetenciajanak fejlettségét?

A kérdésekkel kapcsolatos hipotéziseim a kovetkezok:

1. A matematikai teljesitmény noOvekedése a matematikai kompetencia
fejlettségével korrelacioban all.

2. A matematikai teljesitmény ¢és a kompetencia mérésére kidolgozott
hanyados alkalmas a tanulék matematikai teljesitd képességének,
potencialjanak mérésére.

3. A matematikai kompetencia mind tartalom kozpont, mind tevékenység
alapu, problémacentrikus tanitasi stratégiakkal fejleszthetd.

4. Uj tipust, kompetencidkra fokuszalo szemlélet segit meghatirozni a
tanarnak a tanulok erésségeit, gyengeségeit, a fejlesztendo teriileteket.

A feltett kérdések megvalaszolasdhoz és a hipotézisek igazolasdhoz elészor egy
altalanos attekintést adok a matematikai kompetencia értelmezésérél, a kompetencia
ismertetem azt a felmérést és kutatast, melyet a kérdések megvalaszolasdhoz
végeztem négy kozépiskolai évfolyam Gsszesen 278 tanuldjan. Evfolyamonként
egy-egy 5 feladatbol allo feladatlapot készitettem és oldattam meg a tanulokkal.
Vizsgaltam a feladatokra adott megolddsaikat mind a hagyomanyos matematikai
teljesitmény, mind egy ujfajta kompetencia értékelés szerint. Az eredményekbol
megallapitottam egy olyan értéket (hanyadost), amely szandékaim szerint jol
modellezi a tanulok teljesitményének és képességeinek viszonyat. Feltevésem, hogy
a kétféle megkozelités egymassal korrelacioban all, és a matematikai képességek
fejlettségének novekedése a teljesitmény novekedését vonja maga utan.

A kétféle értékelés Osszehasonlitasat két osztaly (11. és 12. évfolyam) négy
témazard dolgozatandl is elvégeztem. Ennek célja, hogy megmutassam, a
kidolgozott mérési modszer hogyan alkalmazhat6 az iskolai oktatasban, és milyen
egyedi kovetkeztetéseket lehet levonni beldle.

Véleményem szerint a kompetencia alapu oktatasi modell bevezetésével at kell
alakulnia az iskolai értékelési rendszernek is, mely figyelembe veszi nem csak a
teljesitményt, hanem a kompetenciat is. Dolgozatom tovabbi részében néhany példat
szeretnék bemutatni arra, hogyan lehet a tanulok irdsos munkaibol kovetkeztetni a
matematikai kompetenciakra.



Végezetiil néhany kovetkeztetést fogalmazok meg a Iehetséges fejlesztési
iranyokrol.

A dolgozat egy hosszatavu kutatas kezdetét jelenti. Célja els6sorban a problémak
feltarasa és olyan vizsgalati modszer kialakitdsa, mely a kozoktatds koriilményei
kozott is jol alkalmazhatd. A fejlesztési modszerek kiprobalasa, és azok
eredményességének kimutatasa tovabbi vizsgalatokat igényel, mely tulmutat jelen
dolgozat keretein.



Hypotheses, short summary

In my dissertation | would like to compare the advancement of mathematical
competences and the traditional school evaluation of mathematical achievement of
secondary school students. | would like to develop a measurement method, in which
we can examine the secondary school students’ mathematical competences in
comparison with the achievement. | would like to find the answer to the following
questions:
1. What is the connection between mathematical achievement and the
advancement of mathematical skills and abilities?
2. How is it possible to compare them?
3. What conclusions can we draw from the comparison to define the areas
of further development for the students?
4. How is it possible to take into account the advancement of mathematical
competences in school evaluation?

My hypotheses regarding the questions above are:

1. The growth of school achievement is in correlation with the
advancement of mathematical competences.

2. The defined qoutient of the mathematical achievement points and the
competence points is suitable to measure students’ mathematical
capacity, potential.

3. We can develop mathematical competences with content based teaching
methods as well as activity and problem based teaching strategies.

4. A new point of view, focusing on the competences helps the teacher to
find out the students’ strengths and weaknesses and to define the fields
of development.

To find the answers to these questions and to prove the hypotheses, first | give a
general review of the interpretation of mathematical competences, the conception of
competence based education from the principles to the introduction. Then | present
the survey and research carried out with 278 secondary school students of four
grades to answer the hypotheses. | prepared tests with 5 exercises for each grades. |
examined the students’ solutions according to the traditional school evaluation
methods as well as to a new kind of competence evaluation method. From the results
of the two different evaluations | defined a value (a quotient), which can model the
connection between the students’ achievement and competences. According to my
assumptions, the two different types of approach is in correlation, and the
development of mathematical competences implies the growth of achievement.

| have carried out the above mentioned comparison of the two different types of
evaluation also for four school tests of two classes of grades 11 and 12. The aim of
this second research is to show how the elaborated evaluation method can be used in
school situations, and what conclusions can be drawn from this for some students.
With the introduction of competence based education the school evaluation system
should also be transformed so as to take into account the competences as well as the
achievement. Henceforth some examples are represented to show how students’
mathematical competences can be concluded from their written works.

Finally I draw some conclusions concerning the possible ways of development.
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The present work is only the beginning of a long research. The main goal is to reveal
some problems and to develop a new examination method, which can also be used
in the present circumstances of public education. Testing the development strategies,
and the demonstration of their results need further research, which is beyond the
frames of the current work.



1. A matematikai kompetenciardl altalaban —
felfogasok és értelmezések. A kompetencia fogalom
fejlodése

1.1. A kulecskompetenciak és a matematikai kompetencia

A XXI. szazad els évtizedében az oktatas kiilonbdzd szintjein nagyon sok szo6 esik
a kiilonboz6 kompetencidkrdl, kompetencia alapti oktatasrol. Az Eurdpai Bizottsag
2000-ben ajanlast adott ki a tagallamok oktatasanak fejlesztésére, melyet az Eurdpai
Tanacs lisszaboni kiilonleges tilésszaka fogalmazott meg. Ebben a tagallamok
szamara olyan, a tudasalapu tarsadalom kialakitasara alkalmas oktatas bevezetését
javasolja, amely dinamikusabb, versenyképesebb munkaerét, nagyobb
foglalkoztatasi aranyt, erésebb tarsadalmi kohézidt biztositva alapjat képezheti egy
fenntarthaté fejlodésnek. Ennek megvaldsitasahoz 1) tipust, magas szintli €s
szinvonali oktatasi €s képzési rendszert kell kialakitani. Az Eurdpai Bizottsag
kidolgozta az egész ¢€leten at tartd tanulashoz sziikséges kulcskompetenciak eurdpai
referenciakeretét. Ez tartalmazza az informacios és kommunikacios technologiak és
egyéb technologidk alkalmazasidhoz sziikséges alapvetd készségeket, az idegen
nyelvi, a vallalkozoi, a szocialis képességeket, valamint az alapvetd iras-olvasasi,
szamolasi készséget, a matematikai és természettudomanyos alapkészségeket,
valamint a kultira befogadasanak képességét. Ezutan az Eurdpai Tanacs barcelonai
értekezletén elfogadott egy részletes munkaprogramot a kozos célok eléréséhez,
melyet 2010-ig kellett kidolgozni. 2006-ban az Eur6pai Parlament és Tanacs
elfogadta a 2006/962/EK ajanlasat (2006. december 18.), az egész életen at tartd
tanulashoz  sziikséges  kulcskompetencidk  referenciakeretét.  [http://eur-
lex.europa.eu/legal-content]. Mindekdzben mas forumokon is komoly kutatasok
folytak a sikeres élethez sziikséges kulcskompetencidk meghatarozasaban. Az
OECD DeSeCo (Kompetencidk meghatarozasa ¢és kivalasztasa) projektje azt
vizsgalta, melyek azok az alapvetd kompetenciak, amelyek a sikeres élethez €s a jol
miikodd gazdasag és tarsadalom megteremtéséhez sziikségesek. Az ASEM (Azsia-
Eurépa Talalkozd) az egész €leten 4t tartd tanulds szempontjabol atfogdan viszgalta
az alapvetd készségeket és képességeket. Megfogalmazasuk szerint a kompetencia
»az egyén képességeinek és szélesebb értelemben vett tarsadalmi céljainak
kompetenciaknak az Eurydice vizsgalta (kereszttantervi kompetenciak). Az alapvetd
kompetenciak fejlesztésének fontossagara hivta fel a figyelmet az OECD altal
szervezett PISA (Programme for International Student Assessment) felmérés is,
mely 2000-t6]1 harom évenként a résztvevé orszagok 15 éves korosztalyanak
vizsgalja a matematikai, szOvegértési, természettudomanyos készségeit és
képességeit, valamint a motivaciot és a tanulasi attitiidoket. Ilyen el6zmények utan
hatdroztak meg, melyek azok a kulcskompetenciak, melyeknek elsajatitasara a
tagallamok oktatasanak kiilonosen nagy hangsulyt kell fektetnie, és mindezt az
egész ¢életen at tartd tanulds szemszogéb6l nézve kell megvaldsitani. A
munkacsoport egy nyolc kompetenciabol allo referenciakeretet hatarozott meg.
Megkozelitésiik szerint a kulcskompetencia a készségek, ismeretek, adottsagok és
attitidok olyan egyiittese, mellyel mindenkinek rendelkeznie kell ahhoz, hogy a
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tarsadalomba beilleszkedve képes legyen sikeres életet folytatni, személyiségét
fejleszteni és a munkaerdpiacon eséllyel elhelyezkedni. Az ajanlés szerint ezeket a
kulcskompetencidkat a kotelezd oktatds keretein beliil kell elsajatitani, és ezek
képezik az alapjat az egész életen 4at tartd tanulds képességének - a
kulcskompetenciak  elengedhetetlenek a  valtozasokhoz  valé  rugalmas
alkalmazkodéshoz, a valtozdsok befogaddsdhoz, sajat sorsunk alakitdsdhoz. A
kulecskompetenciak nyolc teriilete a kdvetkezo:

- anyanyelvi kompetencia

- idegennyelvi kompetencia

- matematikai, természettudomanyos és technologiai kompetencidk

- digitalis kompetencia

- a tanulas tanulasa

- személykozi és allampolgari kompetenciak

- vallalkoz6i kompetencia

- kulturalis kompetencia.
Az EU ajanlasa mellett megujulast kovetelt az is, hogy a PISA felmérések alapjan a
magyar fiatalok tudasa ugy tinik, lemaradéban van bizonyos fejlett és fejl6dod
orszagok fiataljaihoz képest: mint megfogalmaztak, tudasuk nem elég modern, a mai
kor kihivasainak nem felel meg. Ennek hatdsara hazankban is elindultak olyan
projektek, melyek az oktatas fejlesztését szolgaltak. 2002-ben a Nemzeti Fejlesztési
Terv keretében megfogalmaztdk azokat a kompetencidkat, amelyekre a
kozoktatasnak kiilonos figyelmet kell forditani. Mar a 2003-as Nemazeti
Alaptantervben  megjelent a  kompetencia fogalma  (243/2003(XI11:17.)
Kormanyrendelet), de konkrét formaban eldszor a 2007-es Nemzeti Alaptantervben
jelentek meg a kovetkezéképpen (202/2007(VIIL:31.) Kormanyrendelet):

- anyanyelvi kommunikacio

- idegennyelvi kommunikécio

- matematikai kompetencia

- természettudomanyos kompetencia

- digitalis kompetencia

- hatékony és 6nallo tanulas képessége

- szocialis és allampolgari kompetencia

- kezdeményezoképesség és vallalkozoi kompetencia

- esztétikai-miivészeti tudatossag és kifejez6 képesség.
Mindekdzben megindultak a HEFOP (Human Erdforras Fejlesztési Operativ
Program)-on keresztiil a tananyag és modszertani fejlesztdé munkak, majd palyazati
kereteken beliil a kidolgozott programok kiprobalasa kiilonbozo iskolakban. Mara
ennek kézzelfoghatd eredményei talalhatok tankonyvek, segédanyagok, interaktiv
oldalak, elektronikus tudastarak formajaban. A szemlélet elterjedését azonban
lassitotta a pedagdgusok egy részének bizonytalansaga, elutasitd magatartasa, a
kozoktatasi folyamatok valtozdsainak nehézkessége, sot idonként a sziilok negativ
reakcidja is. Minden ujdonsagot nehéz elfogadni, de ha jol el6 van készitve, és ala
van tamasztva vizsgalatokkal, akkor az megkdnnyiti az elfogadast. A kozben eltelt
évtized alatt a kozoktatasban elterjedt a kompetencia fogalma, megtanultuk
értelmezni és hasznalni. Nagy tapasztalattal rendelkez6 oktatasi szakembereknek,
tanaroknak is komoly feladatot jelentett, hogy a kompetencia alapi oktatas
fogalmanak 1étjogosultsagat elfogadjak, és megértsék a Kor kihivasait.
Tulajdonképpen mar korabban is jelen volt oktatasunkban a kompetencia alapu
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szemlélet, SOK jO tanar tanitott ennek szellemében, éppen csak az ,elnevezés”
hianyzott hozza. Aki jol értelmezte a matematikatanitas céljait és feladatait, az
korabban is fontosnak tartotta a készségek, képességek fejlesztését, a
problémacentrikus, gyakorlati életben hasznosithatd tudas atadasat. Az 1 szemlélet
tulajdonképpen nem a matematikatanitas teljes atstrukturalasat kellett hogy jelentse,
inkabb a hangsulyok eltolédasat a tartalom kozpontd, elméletibb oktatastol a
gyakorlatiasabb, fejleszt szemlélet felé.
Mirdl is beszéliink tulajdonképpen? A matematikai kompetenciat az OECD a PISA-
felmérésekhez kapcsolodoan a kovetkezOképpen fogalmazta meg 2000-ben: A
matematikai kompetencia olyan felkésziiltség, amely alkalmassa tesz a matematikai
problémak azonositasara, megértésére, kezelésére, valamint arra, hogy megalapozott
véleményt formaljunk a matematikdnak az egyén jelenlegi és jovObeni Szakmai
palyafutasaban, maganéletében, csalddi és tarsadalmi kapcsolatainak alakitasaban
betoltott szerepérdl.”[5] Ennek alapjan a kovetkezo Osszetevoit hataroztak meg [17]:

1) matematikai gondolkodas, kovetkeztetés

2) matematikai érvelés, bizonyitas

3) matematikai kommunikécio

4) matematikai modellezés

5) problémafelvetés és problémamegoldas

6) reprezentacio

7) szimbolikus és formalis nyelv, miiveletek

8) eszk6z0k hasznalata.

Ezen 6sszetevOk harom fejlettségi szinten lehetnek:

a) reproduktiv — rutin, sztenderd feladatok végrehajtasa, definiciok
alkalmazasa,

b) konnektiv — Osszetett, de még mindig sztenderd feladatok elvégzése,
integracio;

c) reflektiv — komplex problémak kezelése, eredeti megkdzelités, altalanositas.

Az Eurdpai Bizottsdg munkacsoportja a kovetkezOképpen hatarozta meg a
matematikai kompetenciat: ,,A legalapvetobb szinten a matematikai kompetencia az
Osszeadas, kivonas, szorzas, osztas, a szazalékok és a tortek hasznalatanak
képességét foglalja magaban fejben és irasban végzett szamitdsok soran, kiilonféle
mindennapi problémak megoldasa céljabol. Egy magasabb fejlettségi szinten a
matematikai kompetencia a matematikai gondolkodasmod (logikus és térbeli
gondolkodés) és a valdsdg magyardzatara és leirasdra egyetemesen hasznalt
matematikai kifejezésmod (képletek, modellek, geometriai abrak, gorbék,
grafikonok) hasznalatara vald képesség és készség az adott kontextusnak
megfelelden.”[21] Emellett megfogalmazta azokat az ismereteket, készségeket €s
attitidoket, amelyek a kompetencia keretrendszerét alkotjak.

Ismeretek:
- a szamok ¢és mértékegységek biztos ismerete és a mindennapi szituaciokban
valé hasznalata, amely a szamtani alapmiveletek és a matematikai
kifejezésmod alapvetd formainak — a grafikonoknak, képleteknek ¢és
statisztikdknak — az ismeretét foglalja magaban.
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- a matematikai kifejezések és fogalmak biztos ismerete a legfontosabb
geometriai €s algebrai tételeket is beleértve.

- a matematika segitségével megvalaszolhatd kérdésfajtdk ismerete ¢és
megértése.

Készségek és képességek:
- a matematikai kompetencia alapelemeinek (6sszeadas és kivonas, szorzas és
osztas, szazalékok és tortek, mértékegységek, sth.) alkalmazasa a mindennapi
¢életben felmeriild problémak megkdzelitése és megoldasa soran. Példaul a
haztartasi koltségvetés kezelése (a bevételek és a kiadasok kiegyensulyozésa,
tervezés, megtakaritas); a vasarlas (arak Osszehasonlitasa, mértékegységek, ar-
érték arany ismerete); az utazas és a szabadidd (tavolsag és utazasi id6 kozotti
Osszefiiggés felismerése, pénznemek és arak 6sszehasonlitasa).
- a masok altal eldadott indoklas kovetése és értékelése, az indoklas
alapgondolatanak felismerése (kiilonosen bizonyitas esetén).
- a matematikai jelek és képletek hasznalata, a matematika nyelvének
dekodolasa és értelmezése, valamint a matematika nyelve és a természetes
nyelv kozotti osszefiiggések felismerése. A matematika segitségével torténd és
a matematikarol sz6l6 kommunikacio.
- matematikai gondolkodds és érvelés, a matematikai gondolkodasmod
elsajatitasa: absztrakcid és altalanositas, ha a kérdés megkoveteli, matematikai
modellezés, azaz modellek elemzése ¢és készitése, meglévé modellek
alkalmazasa a feltett kérdés megvalaszolasahoz.
- matematikai feladatok, jelenségek és szitudciok kiilonféle leirdsainak,
abrazolasainak megértése ¢s alkalmazasa (jelentés megfejtése, értelmezése és
az abrazolasmédok kozotti  killonbségtétel), valamint a leirds- és
abrazolasmodok kozotti valasztas és valtas az adott helyzet kdvetelményeinek
megfelelden.
- a kritikai gondolkodasra vald hajlam; kiilonb6z6 matematikai allitasok (pl.
allitas és feltevés) megkiilonboztetése; matematikai bizonyitasok megértése,
fogalmak alkalmazasi kdrének és korlatainak a felismerése.
- segédeszkdzok és egyéb eszkozok (koztik informatikai eszk6zok) hasznalata.
A felsorolas nem teljes, nehéz is lenne minden olyan készséget és képességet
Osszegyljteni, amely kapcsolatban all a matematikai gondolkodassal.

Attitlidok:
- torekvés a ,,szamoktol valo félelem” lekiizdésére.
- hajlandésag a szamtani miiveletek hasznalatara a mindennapi munkéaban és a
haztartasban adodo problémak megoldasara.
- az igazsagnak, mint a matematikai gondolkodas alapjanak tisztelete.
- torekvés az allitdsok alatamasztasara, indoklasara.
- hajlandésag masok véleményének érvényes (vagy nem érvényes) indokok
vagy bizonyitékok alapjan torténd elfogadasara, illetve elutasitasara.

Pszichologusok és elméleti pedagdgiaval foglalkozé szakemberek a matematikai
kompetenciat tovabbi készségekre és képességekre bontottak faktoranalizis és
tartalmi elemzés alapjan. A kovetkezd tablazatban egy lehetséges felosztasa
talalhat6 azoknak a gondolkodasi, kommunikacids és tudasszerz6 képességeknek és
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készségeknek, melyek sziikségesek a matematikai problémak megértéséhez és
megoldasahoz:
Készségek Gondolkodasi | Kommunikécios | Tudasszerzé | Tanulési
képességek képességek képességek képességek
szamlalas rendszerezés relacioszokincs | probléma figyelem
szamolas kombinativi- szovegértés érzékenység | rész-egész
mennyiségi tas szovegértelme- | probléma észlelés
kovetkeztetés | deduktiv 7€s reprezenta- emlékezet
becslés kovetkeztetés | térlatas, térbeli | cid feladattar-
mérés induktiv viszonyok eredetiség tas
mértékegy- kovetkeztetés | észlelése kreativitas feladat
ség atvaltas valosziniiségi | abrazolas probléma megoldasi
szoveges kovetkeztetés | prezentacid megoldas sebesség
feladat érvelés, reprezentacio metakogni-
megoldasa bizonyitas cio

1. tablazat: Matematikai készségek és képességek

A fentiek, ha jol végiggondoljuk, mind valoban fontos Osszetevéi az alkalmazas-
képes matematikatudasnak, azonban olyan sokrétii, szerteagazo ismeretrendszert
jelentenek, hogy talan a matematikat tanitok sem feltétleniil rendelkeznek mindezen
képességekkel megfeleld szinten. Egy ilyen felosztas a hétkoznapi életben, a
matematika tanitasa soran nagyon nehézkesen alkalmazhato, éppen Osszetettsége
miatt. A napi munkahoz olyan matematikai kompetencia modellre van sziikség,
amely konnyen értelmezhet6 és vizsgalhato.

A 2006-os PISA jelentésben mar a kovetkez6 megfogalmazast talaljuk a
matematikai kompetenciara: ,,Az alkalmazott matematikai miiveltség azt jelenti,
hogy az egyén felismeri és érti a matematika szerepét a valds vilagban, jol
megalapozott dontéseket hoz, és matematikatudasa hozzasegiti ahhoz, hogy sajat
életének valds problémait helyesen oldja meg, és a tarsadalom konstruktiv,
érdekl6d6, megfontolt tagjava valjék.”[6.]

Ha mas forrasokat vizsgalunk, jabb és Gjabb megfogalmazasokkal talalkozunk. Ez
a sokféle hozzaallas egyrészt azt mutatja, hogy a matematikai kompetenciak kutatasa
nem lezart teriilet, szakirodalma még kialakuléban van, az ezen alapuld oktatési
formak még fejlesztés alatt allnak. Masrészt éppen ezért elfogaddsa nem konnyii. Ha
lefektetnek néhany (6-8) vezérelvet, ami mentén el lehet indulni egy fejlesztd
programmal, akkor az konnyebben kovethetd. A kiilfoldi szakirodalomban egyre
jobban elterjedt az utdbbi években az OECD altal megfogalmazott 8 pontbol allo
meghatarozdas a harom fejlettségi szinttel (ezeket manapsag PISA-féle
kompetencidknak nevezik — 14. oldal). Ezek a komponensek érthetéek, nem térnek
ki a matematikai miiveltség kiillonb6zo teriileteire, eléggé altalanosak, mégis
konkrétak, lefedik a matematikai készségek és képességek teljes spektrumat. Ez a
megkdzelités jol kezelhetd, a faktoranalizis alapjan beazonositott sokféle képesség,
készség besorolhatd valamelyik pont ald. Nem szabad azonban figyelmen kiviil
hagyni azt sem, hogy a készségek, képességek fejlesztését a tananyagba
beagyazottan, és nem attol fliggetleniil kell elérniink. Ahogyan Csapd Bend irja ,,a
kompetencia ... a hozzaértés, a szakértelem, az értelmes, felhasznalhato tudas
megjelolésére szolgal, a tudas kiilonbozd elemeinek, az ismereteknek és
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képességeknek az Gsszehangolt egységére utal.” Fejlédése soran az adott teriilet
ismeret- és készségrendszerének egyre tobb elemét birtokolja az egyén, és egyben
tudasa egyre szervezettebbé valik. [26] Az igazi matematikai kompetencia tehat két
részbdl all: az egyik a targyi tudds (tudni mit?), a masik a képességek, készségek
Osszessége (tudni hogyan?). A kettd nem valaszthatd el egymastdl, véleményem
szerint kéz-a-kézben fejleszthet6. Dolgozatomban a kompetencia szot a fenti
meghatarozas értelmében hasznalom, azonban vizsgalataimban helyenként sziikebb
értelemben, csak a készségekrdl és képességekrol beszélek — ezért sziikséges a
kétféle szohasznalat.

1.2. Hagyomanyos oktatas — kompetencia alapu oktatas

Miel6tt a hagyomanyos és kompetencia alapi  oktatasi modszereket
Osszehasonlitjuk, tisztazni kell, miért is tanitunk matematikat. A célok
megfogalmazasa, kijelolése utan lehet a tananyagot és a modszereket meghatdrozni.
Az oktatas tartalmat mindig a tarsadalmi elvarasok hatarozzak meg, azokat a
képességeket, készségeket kell fejleszteni, amelyek az egyén tarsadalmi
beilleszkedéséhez, életének alakitasahoz elengedhetetleniil sziikségesek. A tartalmak
és modszerek kidolgozasaban természetesen figyelembe kell venni a pszichologiai
és pedagogiai szempontokat is. A matematika tanitasa soran nagyon sok olyan
pszichés tulajdonsagot lehet fejleszteni, amely a tarsadalmi beilleszkedés, az
¢életvitel fontos része. Ez az egyik legfontosabb nevelési cél. Oktatasi célként
megfogalmazhatd, hogy olyan élményeket, képzeteket, ismereteket kozvetitsiink a
matematika tanitdsa soran, melyek fogalmak, Osszefiiggések, terminoldgia,
miveletek, értelmes cselekvési tervek, egyszerli és Osszetett alkalmazisanak
képességeit alakitjak ki. A legfontosabb képzési cél, hogy a tanultakat alkoté médon
tudjadk a tanuldok hasznalni, jartassagokat alakitsunk ki, olyan személyiség
tulajdonsagokat, amelyek segitik az egész életen at tarté tanulasi folyamatot.[1]

Talan elcsépelten hangzik, de a felgyorsult fejlodés, a tarsadalom, a technologia
gyors valtozasai 0j kihivasok elé allitottak a kozoktatas szerepldit, amire minél
késébb reagalunk, annal inkabb lemaradunk. Németorszag az elsd, 2000-es PISA
felmérés gyenge eredményét kdvetden olyan, a tarsadalom széles rétegei altal
elfogadott és tdmogatott oktatasfejlesztési munkaba kezdett, amelynek eredménye
mar a kdvetkezd, harom évvel késébbi, majd a 2006-os vizsgalatban is szignifikans
javulast mutatott [5, 6]. Természetesen, a PISA eredményeit, kovetkeztetéseit
megfeleld kritikaval kell szemlélni, és figyelembe kell venni a vizsgalat
korilményeit, a mérés filozofiajat és céljait. A PISA nagyon nagy mértékben eltér a
korabbi nemzetkozi tanuloi tudasszint mérésektél (IEA, TIMSS). Célja nem a
tananyag elsajatitisanak, az iskolai tuddsnak a mérése, hanem erdsen
gyakorlatorientalt, problémamegoldd gondolkodasra épitd alkalmazoi ismeretek
mérése. Uj elemek jelentek meg, melyeket tobb dimenzidban vizsgalt: a
tudéstartalom, a struktara mellett a megvalositando folyamat jellegzetességei, a
tudas, készségek alkalmazasanak az 9sszefliggései, annak bemutatasa. A matematika
feladatokban a tartalmi elemekbél hangsulyosan a mennyiség, a tér, a forma, a
valtozas, a viszony illetve a bizonytalansag jelentek meg. A folyamatok koziil a
reprodukcio, a reflexio, a kapcsolatok felismerése, az altalanositas és az analizalas
hatékonysaganak vizsgalata jelent meg. Az alkalmazas képes tudas tekintetében azt
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céloztak meg a feladatok, hogy a tanulok miképp tudjak a matematikai ismereteiket
hasznositani az élet, a munka, a tudomany elvarasai kdzott. A megcélzott korosztaly
(15 évesek) a legtobb orszagban a kotelezd oktatds utolsé évében jar.
Magyarorszagon ez a korosztaly még csak a kdzépfoku oktatds masodik évét jarja -
tehat még tobb évnyi tanulas el6tt all (az 1991-ben és utana sziiletettek szamara 18
éves korig kotelez6 az oktatas — a 9. osztalyt 2012/13-as tanévben kezd6k szamara
mar felmend rendszerben Gjra 16 éves korig) — ezt szintén figyelembe kell venni a
kovetkeztetések levonasahoz. Az IEA felmérésekben hazank t6bb, mint 30 éve részt
vesz (8. osztalyosok teljesitményét méri). Ez a mérés mind feladataiban, mind
mérési modszereiben kdzelebb all a magyar oktatdsi hagyomanyokhoz. Ezekben a
mérésekben tanuldink matematikabol egyenletes, jO szinvonalu teljesitményt
nyuyjtottak, teljesitményiik nem maradt el a nemzetkdzi atlagtdl (az orszagok
rangsoraban a ko&zépsé harmadban helyezkedtiink el). A TIMSS mérésekben,
amelyek inkabb tananyag kozpontiak, matematikabol a nemzetkozi atlag felett van
a magyar tanulok teljesitménye. A PISA vizsgalatok értékelésénél figyelembe kell
venni a magyar oktatadsi hagyomanyokat, melyek inkabb az elméleti, lexikalisabb
tudasra helyezik a hangsulyt, a feladatmegoldasi rutin megszerzésére, a
felsGoktatasra valo felkészitésre. A PISA jellemzden nem ezt méri, hanem a vald
¢életben eldforduld problémak matematikai modellezését és a problémamegoldd
gondolkodast. Megfigyelhetd, hogy azon orszagok tanuldi érték el a legjobb
eredményeket, akiknek matematika oktatasa ilyen alapokra épit (pl. Finnorszag,
Hollandia) — gyakorlatias, problémacentrikus. A magyar tanulok szamara szokatlan
volt a feladatok megfogalmazasa, a szovegkornyezet. Az IEA és a TIMSS feladatai
sokkal kozelebb 4llnak a magyar tankonyvek ¢és feladatgyiijtemények
feladattipusaihoz. Mindenesetre a PISA mérés felhivja a figyelmet néhany olyan
jelenségre, amelyet érdemes figyelembe venni az oktatds modernizacidja
szempontjabol: a magyar tanulok gyengébb problémamegoldd képességét, valamint
a szovegértés, szovegértelmezés képességét fejleszteni kell, mert ez szoros
Osszefliggést mutat a matematikai teljesitménnyel.

Felmeriil a kérdés, vajon mennyire fontos a magyar kdzoktatas szdmara az a fajta
tudas és képességek, melyeket a PISA mér? Hogyan lehet az oktatas hagyomanyain
ugy valtoztatni, hogy a régi értékeket megtartsuk, és megfeleljiink a korszerii
elvarasoknak?  Ugy  gondolom, a hagyoméanyos, tartalom  kozpontl
matematikaoktatasban is nagyon sok olyan értékes momentum van, amelyeket nem
szabad eldobni, at kell menteni az 01j formak és modszerek kozé. Ha jol megnéziink
régi tankonyveket, feladatgyiijteményeket, sok gyakorlatias szoveges feladattal
talalkozunk, nem igaz tehat, hogy a gyakorlatias problémak nem voltak jelen a
magyar matematikaoktatasban. Ezek a példak ma is éppen olyan jol hasznalhatok a
tanitds soran, mint régen, csak a szoveget kell aktualizalni a mai viszonyokra. A
hazai matematikaoktatas a kozépiskolaban arra torekedett, hogy a matematika minél
tobb teriiletérél szerezzenek ismereteket a tanulok, rutinra tegyenek szert sokféle
feladattipus megoldasaban, felkésziiljenek a felsGoktatasba vald belépésre. A
tananyag felépitése a matematika, mint tudomény feldl a gyakorlati alkalmazés felé
halad. Emellett azért nem szabad megfeledkezniink arrdl sem, hogy olyan el6dok
didaktikai elveire is épitettiilk a matematikaoktatasunkat, mint Polya Gyorgy, Varga
Tamas és Dienes Zoltan, akiknél nagy hangsulyt kaptak a jatékos, tevékenység
alapu, problémacentrikus, aktiv tanulasra épitd modszerek. Ezek elemeiben tehat
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régota részét képezték a tantervnek, csak kisebb hangsullyal. A Nemzeti Alaptanterv
2003-as 4atdolgozasa tobb olyan teriiletet érintett, amely eddig éveken keresztiil
fontos része volt a kozépiskolai tananyagnak és az érettségi vizsganak, de
sziikségessége megkérddjelezhetd (ilyen példaul az Osszetettebb trigonometrikus
egyenletek, addicios tételek témakore) — ezek az alapkdvetelmények koziil
kikeriiltek. Ezen valtoztatasok mar a modernizacié jeleit mutattak. Valamint az is,
hogy olyan teriileteket pedig beemeltek, amelyek eddig nem, vagy csak
érint6legesen szerepeltek (ilyen példaul a statisztika és a valdszinliségszamitas
elemei). A kozépiskolai tananyagnak ezek a valtozasai és hangsuly eltolodasai mar a
2000-es lisszaboni hatarozat eredményének tekinthet6k, melyek elinditottak a
fejlesztési folyamatokat. Azonban az Oraszamok csokkentése, a tanuldcsoportok
l1étszamanak névekedése, és a hagyomanyos iskolai keretek megtartasa nehezen tette
lehetévé, hogy hatékonyan lehessen ij modszereket alkalmazni. Az is megneheziti a
hatékony munkat, hogy bar a gyereklétszam évrol évre csokkendben van, az 1990-es
évek struktara atalakitasanak kovetkezményeképpen a gyerekek nagyobb hanyada
jar érettségit add kozépiskolaba, mint kordbban. Ezekben az iskoldkban pedig
hagyomanyosan elméletibb, kevésbé gyakorlatorientdlt oktatds folyik, mint a
szakképzd intézményekben. Ezért olyan gyerekek is rakényszeriilnek az elméleti
ismeretek elsajatitasara, akiknek erre kevésbé van igénylik, sziikségiik, és az alapok
hianyossagai miatt nem is képesek ra, hogy elsajatitsak. Ez szintén a tananyag
atstrukturaladsanak €s a tanulasi modszerek valtozatossa tételének igényét veti fel.
Véleményem szerint a magyar matematikaoktatds hagyomanyaiban benne rejlik a
matematikai kompetencidk fejlesztésének lehetosége, csak ki kell akndzni. A
kompetencia alapti oktatas megvalositdsahoz azonban az oktatds kereteit és
értékelési rendjét is at kell formalni, nem csak a tartalmat és modszereit.
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2. Felmérés a matematikai kompetenciakrol
kozépiskolai osztalyokban. A teljesitmény és a
kompetencia osszehasonlitasa

2.1. A felmérés résztvevoi és feladatai

Felmérésem célja az volt, hogy a hagyomanyos oktatasban részt vevd (bar
kiilonb6z6 palyazatok elnyerése folytan részben kompetencia alapu oktatasi
modszereket kiprobald) iskolaban tanuld kozépiskolai diakok korében felmérjem,
hogy milyen az alkalmazhaté matematika tudasuk. Ehhez az egri Eszterhazy Karoly
Fdiskola Gyakorloiskolajaban, 12 kozépiskolai osztalyban (évfolyamonként 3
osztaly) végeztem mérést egy-egy 45 percre kidolgozott feladatlappal, a 2009-2010
tanév soran. A felmérésben Gsszesen 278 tanuld vett részt. A gimnaziumi osztalyok
alaptantervli matematika tananyagot tanulnak, nincs koztiik specialis matematikai
csoport. Az iskola a rajz és vizualis kommunikaci6, az ének-zene és az idegen
nyelvek felé orientalodé gyerekeknek nytijt emelt szinti képzeést, illetve egy-egy fél
osztaly évfolyamonként informatikat tanul emelt oOraszamban. Matematikabol
atlagos felkésziiltséggel rendelkeznek. A mérésben részt vett tanuloknak legalabb a
fele bejar6 vagy kollégista, az emelt szintli rajz vagy ének-zene képzésekre jarok
kozott ez az arany még magasabb. A tanulok kiilon felkészitést erre a felmérésre
nem kaptak, a feladatlapot egy matematika oran toltotték ki, melyhez nyujtott
segitséget kollégaimnak, Erdés Gy6zénének, Pelbart Zoltannénak és Lénartné Pintér
Katalinnak eziton is megkdszodndm.
Felmérésem nem  tekinthetd  orszagosan reprezentativnak, de lokalis
reprezentativitasa, gy gondolom, van: egy kisvarosi gimnazium teljes spektrumat
feloleli a mérés.
A feladatokat részben az Educatio Kht. altal kidolgozott ,,Kompetencia alapti
munkatankonyv”-ekb6l, részben a Nemzeti Tankonyvkiadd kozépiskolai
példataraibol vettem, és volt olyan feladat is, amelyet az Eszterhazy Karoly Féiskola
matematikatanar mesterképzéses hallgatoinak gyiijtésébdl vettem at. A feladatok
Osszegylijtésénél az alabbi szempontokat vettem figyelembe:

- gyakorlatias feladatok legyenek,

- lehetdleg sokféle képességet, készséget mérjenek,

- minden évfolyamnal csak olyan ismereteket igényeljenek, amit mar el6z6

tanévben, tanévekben megtanultak,

- jatékosak, valtozatosak legyenek,

- egyszeriibb és dsszetettebb feladatok egyarant legyenek.
Minden évfolyam tanuléi egy 5 feladatbol allo feladatlapot kaptak, melyeket 45 perc
alatt kellett megoldaniuk. Az id6 bdségesen elég kellett hogy legyen még azok
szamara is, akik nehezebben olvasnak, lassabban haladnak. Mivel a feladatok mind
szovegesek voltak, a szovegértési képesség nyilvan befolyasolta az eredményt. Azt,
hogy egy tanulonak a matematika feladatokban nyujtott teljesitményét mennyire
befolyasolja a szovegértés, sajnos egy teszt alapjan nem lehet megitélni, csak a
folyamatos munka soran. Mindenesetre a PISA mérések eredményei azt mutatjak,
hogy az ilyen tipusu feladatokban a szdvegértés, szovegértelmezés képességének
fejlettsége erdsen befolyasolja a teljesitményt [6., 7]. Minden feladatlapon szerepelt
feladat, mely a szamolasi készséget, a logikai készséget, a kombinativitast, a
fliggvényszeri, algoritmikus gondolkodas képességét, a térlatast, a térbeli viszonyok
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észlelését mérte. A feladatok értékelésénél azt vettem figyelembe, hogy milyen
gondolati, szamolasi egységekben lehet a megoldashoz eljutni. Kétféle értékelést
készitettem a feladatlapokhoz: egy a tanarok altal az iskolai gyakorlatban
alkalmazott hagyomanyos teljesitmény értékelést, és egy ujszerii kompetencia
értékelést. E kettd Oszehasonlitasaval szeretnék valaszt kapni a hiptézisben feltett
kérdésekre, valamint arra, hogy melyek lehetnek a f6 fejlesztési iranyok, amelyekkel
a tanulok matematikai kompetenciai ugy fejlesztheték, hogy az az iskolai
matematika teljesitményiikben is novekedést eredményezzen. [20]

2.2. A felmérés feladatlapjai évfolyamonként
2.2.1. Feladatlap a 9. osztalyosoknak

1. Kétkari mérlegiink van és négyféle sulyunk: 1 dkg, 4dkg, 7 dkg és 10dkg-0s.
Melyik tomeg nem mérhetd le ezek segitségével?
A: 15 dkg B: 16 dkg C: 19 dkg D:13 dkg.
Amelyik lemérhetd, az hogyan?

2. Julcsi néni egy kis faluban éldegél. Husvétra a csalad apraja nagyja meglatogatja.
Hogy ne kelljen kapkodnia, elhatarozza, hogy a kovetkez6 honap elsejétdl
kezdve egy honapon keresztiil minden nap annyi tojast vesz, amennyi nap mar
eltelt a honapbol (31 napos a honap). Hogyan gyarapszik Julcsi néni
tojaskészlete?

a) Készits tablazatot és grafikont a tojasok napi gyarapodasarol!

b) Hany nap mutlva lesz mar legalabb 100 tojasa?

3. A Kovacs csaladban 4 embernek kezdddik a keresztneve B betiivel. Négyen
teniszeznek, és négyen kerékparoznak rendszeresen. A csalad tagjair6l még a
kovetkezoket tudjuk:

- Csak Bea és Barbara jar teniszezni is és kerékparozni is;

- Egyediil Balazs nem 1izi egyik sportagat sem,;

- Zoli probalja testvérét, Borit a teniszezOktdl hozzajuk, a kerékparozokhoz
csabitani, sikertelentil.

a) A fentiek alapjan legalabb hany tagja van a Kovacs csaladnak?

Egyik nap Barbara, Bea, Bori és Balazs barataikkal vonaton utaztak, és hogy
jobban teljen az ido, jatszottak. A jaték kezdetekor a tirsasdg minden tagjanak
egy-egy olyan haromjegyl pozitiv szdmra kellett gondolnia, amelynek minden
szamjegye 4-nél nagyobb és 7-nél kisebb. Amikor sorra megmondtak a gondolt
szamot, kidertilt, hogy nincs a mondott szamok kdzott azonos.

b) Legfeljebb hany tagh lehetett a tarsasag?

Egy masik alkalommal Barbara, Bea, Bori, Balazs és 4 baratjuk (Attila, Andras,
Ali és Anna) moziba ment. Mind a 8 jegy egy sorba, egymas mellé szolt.

€) A 8 ember hany kiilonb6z6 iilésrendben foglalhat helyet, ha az azonos betiivel

kezd6do keresztneviiek koziil semelyik ketté nem keriil egymas mellé?
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4. Valaszd ki, hogy melyik rajz az dbran lathat6 pecsét lenyomata a négy koziil!

5. Egy 130 méter hosszll tehervonat 6ranként 42 kilométert tesz meg. Hany perc
alatt halad 4t a 220 méteres alaguton?

2.2.2. Feladatlap a 10. osztalyosoknak

1. A képen egy hagyomanyos dobdkockat latsz, melyen a szemkozti lapokon 1évo
pontok dsszege mindig 7. Rajzold le, milyen képet lathatunk, ha ezt a kockat az
oramutaté jarasaval ellentétes iranyban 90°-kal elforgatjuk!

O
6 9 o
@)
OQO
o o |o
O O

2. Egy keresked6 kétféle arucikket vasarolt: inget és polot. Az inget kétszer annyiért
vette, mint a polét. Az ingeket 15%, a polokat 20% haszonnal adta el. igy 100-
100 darab eladasa utan 31500 Ft volt a nyeresége.

a) Mennyiért vasarolta és mennyiért adta el a termékeket?

b) Hany szazalék volt az Gsszes haszna?

3. Egy hajo hosszanak, az arboc magassaganak, a kapitanynak és a kisfia
¢életkoranak szorzata 303335, mind a négy szam pozitiv egész. Hany éves a
kapitany?

4. Enikd bankkartyajanak négyjegyi PIN kodjat a kovetkezképpen titkositva irja
noteszébe:
- a szamban eggyel tobb az ezres, mint a tizes
- az ezresek és tizesek szamanak szorzata megegyezik a szdzasok és tizesek
szamanak
szorzataval
- a szam éppen tizenegyszerese az utolsd harom jegybdl allo szaménak
- a szam a 10 tobbszdrdse.
Fejtsiik meg a kodot!
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5.

a)

a)

Egy siksagon két torony all egymastol 60 m tavolsagra. Az egyik magassaga 50
m, a masiké 40 m. A két torony alapjat 6sszekotd szakaszon, a tornyok csucsatol
egyenld tavolsagra van egy kut. Milyen messze van a kut a két torony alapjatol?

2.2.3. Feladatlap 11. osztalyosoknak

Ot jobarat észrevette, hogy a telefonszamaik olyan 7-jegyti szdmok, amelyeknek
els6 szamjegye 3, mindegyik szamjegylik kiilonb6z0, €s az egymas utan
lenyomott gombok a sakkjaték lougrasanak szabalya szerint kovetik egymast.

Mi az 6t telefonszam?

Lehet-e 6tnél tobb ilyen telefonszam?

1 2 3

4 5 6

7 8 9
0

Feri édesapja a pincéjiikkbe két 90° nyilasszogli halogén lampat szeretne
felszerelni. Az egyiket a 6 m széles mennyezet kdzepére, ekkor 1-1 m széles sav
vilagitas nélkiil maradna. A masikat pedig tigy, hogy az egész padlot bevilagitsa.
Milyen messze kell felszerelni a masik lampat az kozépsotdl, ha a kozépsé a
padlon egy 4 m széles részt vilagit be?

Im 4m

»

> 4—>

—b
|

X

A A

6m
Egy nap Barbara, Bea, Bori és Balazs barataikkal vonaton utaztak, és hogy
jobban teljen az ido, jatszottak. A jaték kezdetekor a tarsasdg minden tagjanak
egy-egy olyan haromjegyl pozitiv szdmra kellett gondolnia, amelynek minden
szamjegye 4-nél nagyobb és 7-nél kisebb. Amikor sorra megmondtak a gondolt
szamot, kideriilt, hogy nincs a mondott szdmok kdzott azonos.
Legfeljebb hany tagl lehetett a tarsasag?
Egy masik alkalommal Barbara, Bea, Bori, Balazs és 4 baratjuk (Attila, Andras,
Ali és Anna) moziba ment. Mind a 8 jegy egy sorba, egymas mellé szolt.

b) A 8 ember hany kiilonbozé tilésrendben foglalhat helyet, ha az azonos betiivel

kezd6do keresztneviiek koziil semelyik kettd nem keriil egymas mellé?
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4. Valaszd ki, hogy melyik rajz az abran lathat6 pecsét lenyomata a négy koziil!

5. Egy 130 méter hosszll tehervonat dranként 42 kilométert tesz meg. Hany perc
alatt halad 4t a 220 méteres alaguton?

2.2.4. Feladatlap a 12. osztalyosoknak

1. Négy ilires edényiink van, melyeknek a térfogata egyenld, de alakjuk az abran
lathato. Elkezdjiik feltdlteni vizzel egyenletesen mind a négyet. Hatarozd meg,
hogy az egyes edényekben melyik grafikon szerint valtozik a viz magassaga az
edénybe toltott viz mennyiségének fiiggvényében!

. \
térfo gat‘ __________________

»PMmagassag

2. Zedorszagban az emberek éves keresetiik utan a kdvetkezéképpen adoznak:

- ha az éves kereset nem éri el az 500 zedet, akkor a kereset 20%-a az ado;

- ha a kereset 500 és 1000 zed kozott van, akkor 100 zed és a kereset 500 zedet
meghalado részének 30%-a az ado;

- ha a kereset 1000 zed folott van, akkor 250 zed és a kereset 1000 zedet
meghalado részének 40%-a az ado.

a) Hany zed az éves addja annak, akinek a keresete 850 zed?

b) Hany zed az éves addja annak, akinek adozas utan 1650 zed marad?

€) Mennyi az éves keresete annak, aki 112 zed adot fizet?
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3. Mennyibe keriilne egy 16, ha csak a patkoszegekért kellene fizetni a
kovetkezoképpen: az elsé patkoszegért 1 fillért, €s minden kovetkezoért kétszer
annyit, mint a megel6z6ért? Egy patkohoz 8 szog tartozik.

4. Pityke 6rmesterék lefoglaltak néhany magyar bankjegyet, és 6t6t elkiilonitettek,
mivel sejtheté volt, hogy koziiliik kettd hamis. Ot szakérté gyorsan megvizsgalta
ezeket a kiilonféle cimletii bankjegyeket (ezres, kétezres, Otezres, tizezres ¢€s
huszezres), és a kovetkezo szakvéleményeket adtak.

1. szakértd: a kétezres €s az Otezres a hamis.

2. szakértd: a kétezres és a tizezres nem eredeti.

3. szakértd: az Otezres €s a huszezres hamisitvany.

4. szakértd: a kétezres és a hiiszezres nem eredeti.

5. szakértO: a tizezres és a huszezres hamis.

Az alaposabb kivizsgalas késobb kideritette, hogy az 6t bankd koziil valdban
ketté nem lehet igazi, raadasul az is kideriilt, hogy négy szakértének csak ,,félig"
volt igaza, mivel négyiik csak az egyik hamisitvanyt talalta el, egyikiik viszont
mindkett6t eltalalta. Vajon melyik két bankjegy a hamis?

5. Egy derékszdgii trapézba kor irhato.

a) Mekkora a beleirhatd kor sugara, ha az alapok hossza 4 cm és 12 cm, a nem
derékszogl szar pedig 1 dm?

b) Mekkorak az alapon fekvo szogek?

c) Mekkora teriiletii a trapéz kordn kiviili teriilete? Hany szazaléka ez az eredeti
trapéz teriiletének?

2.3. A felmérés teljesitmény értékelése

A kitoltott feladatlapokat az eldre elkészitett javitasi utmutatd alapjan pontoztam,
egy-egy gondolati vagy szdmoldsi egység 1-1 pontot ért, az érettségi pontozasi
szabalyaihoz hasonldéan. A pontszamokat feladatonként és Osszegezve egy Excel
tablazatba vittem. Az Excel alkalmazasait vettem igénybe a kiértékelésnél: a tanulok
Osszpontszamait, szazalékos eredményét, az egyes feladatok eredményeinek atlagat,
szorasat, és egy-egy évfolyam Osszpontszamainak atlagat, szorasat vizsgaltam. Az
Osszpontszamokrol és azok eloszlasarol grafikonokat készitettem. Sajnos,
nehézséget okozott az értékelésben az, hogy a hagyomanyosan eredmény orientalt
oktatdshoz szokott tanuloink koziil néhanyan nem vették komolyan a tesztet, mivel
ugymond ,,nem volt tétje”. Az ilyen feladatlapokat probaltam kisziirni, mert ezek
nem a valds tudast reprezentalnak, csak a hozzaallast (amelynek vizsgalata szintén
érdekes lenne, de ennek a felmérésnek nem ez volt a f6 célja). A 10. évfolyamon
talalkoztam a legtobb ilyen ,komolytalan” feladatlap kitoltéssel. A teljesitmény
értékelésnél a minimum szintet 20%-nal allapitottam meg, az optimalis szint a 60%
feletti. Ebben is az érettségi értékelési rendjét vettem alapul, amelyben az elégséges
szint a 20%, a 60% feletti teljesitmény pedig jo, illetve jeles (az azota eltelt id6ben
ezek a hatarok megvaltoztak, de a mérés évében még ez volt az érvényes szabaly).
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2.3.1. A 9. évfolyam feladatainak megoldasa és pontozasa

Feladat | Megoldas Teljesitmény
pontok
1. Nem mérhetd ki 19 dkg. 2 pont
e 15 dkg: egyik oldalon a mérendd suly, a masikon az 1, | 2 pont
4, és 10 dkg-os.
e 16 dkg: egyik oldalon a mérendd suly és az 1 dkg-0s,a | 2 pont | 8
masikon a 7 és 10 dkg-os. pont
e 13 dkg: egyik oldalon a mérend§ sily és a 4 dkg-0s,a | 2 pont
masikon a 7 és 10 dkg-0s vagy egyik oldalon a
mérendo suly és az 1 dkg-os, a masikon a 4 és 10 dkg-
0S.
2. a)
4 pont
nap 1.2 |3. |4 |5 (6. [7. |.. |31
tojas [0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 ... 130
2 pont
12
pont
nnnnn 2 pont
Osszefiiggés: t=n-1
2 pont
b)@ > 100, azaz n(n — 1) > 200,
probalgatassal: 2 pont
12-11=132,13-12=156, 14-13 =182, 15-14 =210,
tehat 15 nap miilva mar tobb, mint 100 tojasa lesz.
3. a) Abrazoljuk a csaladtagokat Venn-diagramon: 4 pont
‘ Bea
ta Barbi
par
| Balazs 12
: = . pont
A feltételek alapjan legalabb 7 f6s a Kovacs csalad. 1 pont
b) A szamjegyek 5 ¢s 6 lehetnek, ezek ismétlédhetnek is. | 1 pont
A lehetséges haromjegy(i szamok szama 2° = 8. (555, 2 pont
556, 566, 655, 656, 665, 666)Tehat a tarsasag legfeljebb
8 tagl lehetett. 1 pont
c¢) Az iilésrend ABABABAB vagy BABABABA 1 pont
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mintazatu lehet. Az A-val kezd6do6 neviiek 6sszesen 4! 2 pont
sorrendben iilhetnek, ugyancsak a B-vel kezd6d6 neviiek.
Osszesen: 2-4!-4! = 1152-f¢le iilésrend lehetséges.

4, A ,,b” jelii a helyes lenyomat. 3pont |3
pont
5. Az alagut és vonat hossza egyiitt 130m + 220m = 350m 1 pont
=0,35 km. Ennyi utat kell megtennie, hogy atérjen az 2pont |5
alagiton. Mivel t = > ezért t =222 = 0,00833(h) = | 2Pont | pont

0,5 (perc) alatt ér at a vonat.

2.3.2. A 9. évfolyam feladatlapjainak értékelése

35 - 61 — i
30 9-evfolyam

25 Atlag: 14 pont , 1T [y , |||||
20 opt..

15 ...:::::!!!!!!!

10

5

O IIIIIIII|I|I|I|IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

1 4 7 10131619 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 67 70 73 76

1. abra: 9. évfolyam feladatlapjanak teljesitmény értékelése

F(e;{;(rj]?f 1. 2. 3. 4, 5. Osszesen %
szam) | @P) | (12p) | (@2p) | @p) | (Gp) | 40p.
4,71 p. 3,75 p.
‘ 3,30 p. 0 0 1,44 p. 0,81 p.
Atlag (41.25 %) (39,)25/0 (31,)25/0 48%) | (16,2%) 14,01 p. |35,03
Szoras | 2,79 p. 3,84 p. 3,03 p. 1,51 p. 134p. | 7,05p. |17,63

2. tablazat: 9. eévfolyam feladatlapjanak pontszamai, teljesitmény értékelése

Lathat6, hogy a minimalis szint (8 pont) alatt a 77 vizsgalt tanulobol 14-en
teljesitettek, optimalis szinten (24 pont), illetve a folott pedig 11 tanuld. Az
atlageredmény (14 pont, amely 35%-ot jelent az Osszesen 40 pontos feladatlap
esetében) kozelebb van a minimum teljesitményhez, mint az optimalishoz, ami
gyenge Osszteljesitményt jelent. Az atlag alatt és az atlag felett kortilbeliil azonos
szamu tanulo teljesitett, a minta medidnja megegyezik az atlaggal. Az egyes
feladatok koziil legjobb atlageredményt a 4. feladatban értek el a tanuldk, amely a
térlatast mérte, itt a tanulok kozel fele jol valaszolt (csak 3 vagy O pontot lehetett
elérni). A masodik legjobb eredményt a 1. feladatban érték el, amely elsésorban a
logikus gondolkodast és a szamolasi készséget mérte. A leggyengébb
atlageredményt az 5. feladatban tapasztaltam, ez a fiiggvényszerli gondolkodasra
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épiil, de a megfogalmazasaban fizikai 6sszefiiggésre utal, és sokan emiatt neki sem
lattak a feladatnak — ez is mutatja, hogy a matematikai ismereteknek mas
szovegkornyezetben valo alkalmazdsa mar sok tanulondl nehézségekbe {itkozik.
Mindegyik feladatban nagy volt a pontszamok szérasa, ami azt mutatja, hogy az
egyéni teljesitmények kdzott nagy kiillonbségek mutatkoztak.

Két olyan tanul6 volt a 9. évfolyamon, akinek teljesitménye kimagaslik, 75 és 80
szazalékkal, 6k kiillonb6z6 osztalyokba jarnak és matematika tanaruk is mas. A
leggyengébb teljesitményt nywjtod tanulok is kiillonb6zo osztalyokba jarnak. A jobb
teljesitményt nyujtdo tanulok esetében az iskolai matematika oOran nytjtott
teljesitménytiik is a jok kozott van. Az eredmények tehat nem kothetok egy adott
tanarhoz, és annak tanitasi modszeréhez.

2.3.3. A 10. évfolyam feladatainak megoldasa és pontozasa

Feladat | Megoldas Teljesitmény
pontok
1. S 2 pont
5° ° 6% 2 pont
R o ) 2 pont
o 6
(minden | pont
© © P helyes
lapra)
2. Vételi ar nyereség eladasi ar
polé:  x 0,2x 1,2x 2 pont
ing:  2x 0,15-2x=0,3x 1,15-2x=2,3x 2 pont
100-100 darab eladasa utan a nyereség:
100(0,2x + 0,3x) = 31500 2 pont
100-0,5x = 31500
50x = 31500
ebbdl: x =630 2 pont
a) A po6lot 630 Ft-ért vasarolta és 1,2-630= 756 Ft- | 2 pont
ért adta el, az inget 1260 Ft-ért vasarolta és 12
1,15-1260= 1449 Ft-ért adta el. 2 pont | pont
b) 100- 100 db ara: 100-(630 + 1260) = 189000Ft,
ez a 100%
31500100 _ 16,67 % volt az sszes haszna.
189000
3. Legyen h a hajo hossza, m a magassaga, k a kapitany
életkora, f pedig a fia életkora. Feltétel: ~-m-k-f =303335 | 2 pont
Vegyiik a primtényez6s felbontasat!
303335 |5
60667 | 19
3193 |31
103 {103 4 pont 10
1 pont
tehat 303335 =5-19-31-103.
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27

A négy szam koziil — hétkoznapi tapasztalatok alapjan — | 4 pont
a 31 év lehet a kapitany életkora. (5 év a fia életkora, 19
az arboc magassaga és 103 a haj6 hossza.)
4, Mivel a szdm oszthatd 10-zel, az utolsd szdmjegye csak | 1 pont 12
0 lehet. pont
A tizesek szama legyen x, a szazasoké y, ekkor a feltétel | 1 pont
szerint az ezresek szdma x+1. 3 pont
A masodik feltétel szerint (x+1)x = yx, amibdl y=x+1 2 pont
vagy x=0 kovetkezik. x=0 esetén y=1, és a PIN-kod
1100 2 pont
A harmadik feltétel szerint:
1000(x+1)+100(x+1)+10x=11(100(x+1)+10x) 2 pont
1110x+1100=1210x+1100 1 pont
1110x=1210x, amibdl szintén x=0
adodik.
Tehat a kod csak 1100 lehet.
5. Abra jelolésekkel:
50 I\\/x/}ao 4 pont
LYy 60-y
A két derékszogli haromszogre irjuk fel Pithagorasz
tételét: 2 pont
502+ y? = x* és (60 —y)*+ 40% = x°, amibél 1pont |12
50% + y? = (60 — y)? + 40? 1pont | pont
2500 + y* = 3600 — 120y + y* + 1600
2500 = 5200 — 120y
120y = 2700 2 pont
y=22,5 Tehat az egyik torony alapjatol 22,5 m-re, a 2 pont
masiktol 37,5 m-re van a kt.
2.3.4. A 10. évfolyam feladatlapjainak értékelése
50
A tanulok pontszdmai névekvo sorrendben
40 10: évfulyaul
2 Atlag: 14,7 pontee . MiBi—
U
20 T
10
o ot LLLLLLLLLLLEEER L EERL L LREERD LR LERRDD),
1 3 5 7 9 1113151719 2123 2527 29 3133 3537394143 4547
2. abra: 10. évfolyam feladatlapjanak teljesitmény értékelése




F?:)?;:]a}i 1. 2. 3. 4.( 5. Osszesen %
szém) 6p.) (12 p) (10 p) 12 p.) (12 p.) 52 p.
Atlag (856‘;,26$% (114,71?% 23p. | 40p. (1lij16$% 147p. | 282
\ ) (23%) | (33,3%) \
Szoéras 1,69 p. 2,85 p. 3,61 p. 4,47 p. 2,43 p. 8,51p. (16,36

3. tablazat:10. évfolyam feladatlapjanak pontszami, teljesitmény értékelése

Ezen az évfolyamon érték el a tanuldk a leggyengébb teljesitményt, emellett a
vizsgalt 72 tanulobol csak 47 feladatlapja volt értékelhetd, a tobbiek motivacidjaval
volt probléma, nem vették komolyan a feladatlap kitoltését (csak a nyilvanvaldéan
komolytalanokat vettem ki). Az atlageredmény is itt a legalacsonyabb, a 14,7 pont
mindossze 28%-a az Osszpontszamnak. Nagyon sok tanuld teljesitett a minimalis
20% (a grafikonon a piros vonal) alatt, és minddssze 3 tanuld teljesitménye érte el az
optimalis 60%-ot. A minta medianja is a minimum szintnél van, ami mutatja, hogy
az atlag felett joval kevesebben teljesitettek, mint az atlag alatt. Ennek a gyenge
teljesitménynek egyik oka lehet az is, hogy a 10. évfolyam talan a legkritikusabb
id6szak a kozépiskolaban: mar ,,otthon érzik magukat™ a gimnaziumban, tal vannak
egy tanéven, de még nem érzik az érettségi €s a tovabbtanulas sulyat, nem kelléen
motivaltak, nem veszik elég komolyan a tanulast. Ezenkiviil az is kozrejatszik, hogy
ennek az évfolyamnak a legheterogénabb az 0sszetétele.

A legjobb eredményt az 1. feladatban érték el a tanulok, ami egyszerd, térlatast mérd
feladat volt. A leggyengébb eredményt ezen az évfolyamon az 5. feladatban érték el,
ami egy geometriai szamitasi feladat volt. Itt gyakorlatilag legtobben csak az abra
elkészitéséig jutottak el, az utana kovetkezé szamolashoz mar hozza sem kezdtek.
Masodik leggyengébb atlagot a 2. feladat esetén értek el, pedig az iskolai
tananyaghoz ez allt a legk6zelebb — szoveges feladatbol els6foka egyenlet felirasa és
megoldasa — itt legnagyobb gondot az értelmezés jelenthetett. Ez a két feladat volt a
legdsszetettebb az ot feladat kozott. Ez mutatja a tanulok problémamegoldd
gondolkodéséanak fejletlenségét, ami Osszecseng a kordbban emlitett PISA mérések
kovetkeztetéseivel.

Egy tanuld teljesitménye magasan a tobbi folé emelkedik, harman 60% koril
teljesitettek, és a tobbség a minimum kornyékén. A négy legjobb teljesitményt elérd
tanuld matematika 6rai munkaja, érdemjegye is jo. Mind a négyen ugyanabba az
osztalyba jarnak, matematika tanaruk is ugyanaz. A minimum alatt teljesitok kozott
(19 tanuld) mar vegyesebb a kép, bar a ,,legjobbak™ osztalyabol csak 3 tanuld keriilt
ebbe a kategoridba, mig a masik két osztalybol 8-8 tanulo. Ezen az évfolyamon nagy
kiilonbség mutatkozott a teljesitményben az osztalyok kozott, mashol ezt nem
tapasztaltam.
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2.3.5. A 11. évfolyam feladatainak megoldasa és pontozasa

Feladat | Megoldas Teljesitmény pontok
1. A feltételeknek megfeleld lehetdségek (a 5 pont
l6ugras szabalya szerint haladva): (minden
3-4-9-2-7-6-0 helyes
3-4-9-2-7-6-1 telefon- 6 pont
3-4-0-6-7-2-9 szamra)
3-8-1-6-7-2-9
3-8-1-0-4-9-2
Mas nem létezik, mert a l6ugras 1épéseit
betartva szamismétlédés lenne. Indoklas: 1 pont
fagraffal.
0
9> 2 Ny . 7 6 7
3 SN
0 6 2
AEPS NE
1 9
\ 2
2. D C Abra
| i értelmezése:
E E 2 pont
' h i
X i 6 % X
E A B
F
ABCA egyenlszara derékszogli =h=AB/2=2 m | 2 pont
DEFA derékszogli, az EF atfogohoz tartozo 12
magassiga szintén h=2 m, az 4tmérd két szelete: | 2 pont pont
X €és 6 —x hosszlsagu.
A magassagtétel alapjan: x(6 — x) = 2° 2 pont
amibgl: x* — 6x + 4 = 0 adédik.
A megoldoképlet felhasznalasaval: x; , = 2 pont
VI amibsl % =3-V5=076 | 2 pont
és x, =3 + /5= 5,24 kovetkezik.
Tehat a masik lampat a C kézépponttol 3 — 0,76 =
2,24 m tavolsagban kell felszerelni.
3. b) A szamjegyek 5 és 6 lehetnek, ezek 1 pont
ismétlédhetnek is. 2 pont
A lehetséges haromjegyti szamok szdma 2° = 8.
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(555, 556, 566, 655, 656, 665, 666) Tehat a 1 pont
tarsasag legfeljebb 8 tagl lehetett. 1 pont
¢) Az iilésrend ABABABAB vagy BABABABA | 2 pont 7 pont
mintazata lehet. Az A-val kezd6d6 neviiek
Osszesen 4! sorrendben iilhetnek, ugyancsak a B-
vel kezd8dé neviiek. Osszesen: 2-4!-4! = 1152-
féle iilésrend lehetséges.
4. A ,,b” jelii a helyes lenyomat. 3 pont 3 pont
5. Az alagut és vonat hossza egyiitt 130m + 220m = | 1 pont
350m =0,35 km. Ennyi utat kell megtennie, hogy | 2 pont 5 pont
atérjen az alaguton. Mivel t=s/v=10,35/42 = 2 pont

0,00833h = 0,5perc alatt ér at a vonat.

2.3.6. A 11. évfolyam feladatlapjainak értékelése

35 A 16} “mai névekvs T

30 11. évfolyam
55 Atlag: 10 pont

20 -
15
10

5 TETTEEENN]
O IIIIIIIIIIIIIIIIIIII|I|III|I|IIIII|I|III|I|IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

1 4 710131619222528313437404346495255586164677073767982

, Ming , opt.:

3. abra: 11. évfolyam feladatlapjanak teljesitmény értékelése

F(?)I:r?t{it 1.(6 p.) 2. 3. 4, 5. Dsszesen %
szém) (2p) | (7p) @p) | Gp) | 33p.

, 339p. | 056p. | 2,98p. | 1,76p. [1,50p.

Allag | 56 506y | (a.67%) | (42,57%) | (58,67%) | (30%) | 1018 - | 30.86
Szoras | 2,37p. | 151p. | 227p. | 149p. [197p. | 455p. | 13,79

4. tablazat: 11. évfolyam feladatlapjanak pontszamai, teljesitmény értékelése

A 11. évfolyamon tudtam legtdbb tanuldval (82) kitoltetni a feladatlapot. Ezen az
évfolyamon is sokan (22-en) teljesitettek a minimum szint (20%) alatt vagy
kozelében, és ami rosszabb, hogy az optimalis szintet csak 1 tanuld haladta meg,
igaz 6 minden téren kimagaslo teljesitményt szokott nyljtani. Az utdna kdvetkezd
legjobb 5 tanuld is csak 50% koriili teljesitményt nyujtott. Atlag (10,18 pont,
30,86%) alatti és atlag feletti pontszamot koriilbeliil azonos szamu tanulé ért el, a
minta medianja gyakorlatilag megegyezik az atlaggal, az is 10 pont. Ezen az
évfolyamon viszonylag kisebb volt a pontok szorasa feladatonként és Gsszességében
is az el6z6 évfolyamokhoz képest.
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Legjobb eredményt a tanulok az elsé feladatban értek el, amely a logikus
gondolkodast és a kombinativitast mérte, hasonldo eredményt mutat a 4. feladat is,
amely a térlatast vizsgalja. Legrosszabbul sikertilt a 2. feladat, pedig ez a geometriai
szamitasokat igényld feladat all legkdzelebb az iskolai tananyaghoz. Igaz, ez volt a
legdsszetettebb az 6t feladat kozott, a legkevesebb tampontot adta a megoldas
moédjara — tehat Ujra szembesiilhetlink a problémamegoldd gondolkodas
gyengeségével. 67 tanulonak lett ez a feladata O pontos, és a legmagasabb elért
pontszam 8 volt (az adhatdo 12 pontbdl), amit két tanuld teljesitett. Ennek a
feladatnak a megfogalmazasa a hagyomanyos feladatgylijteményekben szerepld
feladatokéhoz hasonld volt, mégis nehézséget okozott a legtobb tanulonak.
Elgondolkodtatd, hogy talan nem is annyira a tananyag Osszetételével, az ismeretek
frissességével van probléma, hanem a nyelvezettel? A matematika sok gyerek
szamara azért nehéz, mert ,forditdsi” problémat jelent: nem tudja a kdznapi
problémat a matematika nyelvére leforditani, ezért nem tudja sok esetben
megoldani. Ha megkonnyitjiik neki az atiiltetést, akkor a tanult formulakat az adott
szituaciora mar tudja alkalmazni, de nehezen taldl ra a sok formula ko6zott arra,
amely az aktualis problémara alkalmazhatd. Szamomra ez ennck a feladatnak a
tanulsaga.

A 11. évfolyam pontszamainak eloszlasa és a kisebb szorasok is azt mutatjak, hogy
ez az évfolyam sokkal egységesebb, mint a tizedik. Sokkal tobb az azonos vagy
hasonl6 pontszamot elért tanulo, mintha ugymond ,,belesimulnanak™ a tdmegbe.

2.3.7. A 12. évfolyam feladatainak megoldasa és pontozasa

Feladat | Megoldas Teljesitmény
pontok

1. 1-B 1-1 pont

2-A minden

3-D helyes 4

4— megoldasra | pont
2. a) A kereset 500 és 1000 zed kdzott van, aminek az

adogja: 2 pont

100 + 0,3-(850-500) = 100 + 105 = 205 zed az ado.
1 pont
b) A kereset legyen x zed. Mivel a nett6 kereset
>1000 zed, ezért addjanak szamitasa: 1 pont
250 + 0,4-(x-1000), és a nettd jovedelem 1650 zed: 2 pont
X —1[250+ 0,4-(x — 1000)] = 1650
X —[250 + 0,4x — 400] = 1650

X — 250 + 0,4x + 400 = 1650 12
0,6x + 150 = 1650 pont
0,6x = 1500 2 pont

X = 2500 Tehat az add 2500 — 1650= 850 zed volt. 1 pont
¢) Ha az ad6 112 zed, akkor a kereset 500 és 1000
zed kozott lehet, tehat az ado kiszamitasi modja: 2 pont
100 +0,3-(x —500) = 112

31




100 + 0,3x — 150 = 112

0,3x—-50 =112 1 pont
0,3x =162
X = 540 zed volt a keresete.
Osszesen van 4-8 = 32 patkoszdg 1 pont
1. szog: 1 fillér
2. szog: 2 fillér
3. szbg: 4 fillér
4. szog: 8 fillér 2 pont
n. szog: 2" fillér (mértani sorozat, a;=1 és 1 pont 8
0=2) 2 pont pont
” " o _ai(qt-1)  23%2-1
Az els6 32 tag 0sszege: Szp= prr e 2 pont
232 -1
Az 6sszeg 4.294.967.295 fillér = 42.949.673 Ft.
Vizsgaljuk meg, melyik szakért6 talalhatta el
mindkét hamis pénzt!
Ha az 1. szakérto allitasa igaz, akkor a 2., 3. és 4. 1 pont
szakért6 egyet talalt el, az 5. viszont egyet sem — ez
ellentmond a feltételnek. 1 pont
Ha a 2. szakért6 allitasa igaz, akkor az 1., 4. és 5.
szakért6 egyet talalt el, de 3. egyet sem — ez is 1 pont
ellentmond a feltételnek.
Ha a 3. szakért6 allitasa igaz, akkor az 1., 4. és 5. 1 pont 6
szakért6 egyet talalt el, de a 2. egyet sem — ez is p
ellentmond a feltételnek. 1 pont 0
Ha a 4. szakérto6 allitasa igaz, akkor a masik négy n
pontosan egyet talalt el, ez megfelel a feltételnek. 1 pont t
Ha az 5. szakértd allitasa igaz, akkor a 2., 3. és 4.
szakértd egyet talalt el, de az 1. szakértd egyet sem,
ami Ujra ellentmondas.
Tehat: a 4. szakérto talalta el mind a két hamis
bankjegyet, melyek a 2000 és 20000 forintosak.
Abra:
c=4 cm
d b=10cm
\ 2 pont
a=12 cm 16
a) Pithagorasz-tétel a keletkezett derékszogi 1 pont pont
haromszogre:
d®+(@a—-c)P=b’
d? + 8% = 10? 2 pont
d’ =36
d=6, ez egyben a beirt kor atmérdje, tehat =3 cm | 2 pont

b) Két szog a feltétel szerint 90° - 90°, a masik két
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sz0g pedig egymas kiegészitd szogei.

A fenti derékszogli haromszdgben: cosa =
amibdl o = 36,87° és 180°- o= 143,13°, valamint

két szoge derékszog.
c)

A trapéz tertilete: Tiqp = ate

2
cm?

Ha 48cm?— 100 %

19,73 cm?— x %, akkor x =

19,73:100

A Kor tertlete: Ty, = r’r = 28,27 cm?
d = 48 cm?
A trapéz koron kiviili teriilete: Tiap — Tier = 19,73

a—cC 8

=41%a
koron kiviili rész teriilete a trapéz teriiletének.

10’

2 pont
2 pont
1 pont

1 pont
1 pont

2 pont

2.3.8. A 12. évfolyam feladatlapjainak értékelése

0 - A 161 Amai ndvekvé

35 sorrendben

30 1202t il
25 ATlagis,>pont min.:

20 opt.:

T — —l

10

5 (W

0 IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

1 4 7 1013 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 67 70

4, abra: 12. évfolyam feladatlapjanak teljesitmény értékelése

F(Elglr?i t 1. 2. 3. 4. 5. Osszesen %
szém) (4p) (12p) | 8p) | (6p) (16 p.) 46 p.

; 3,45 p. 1,18 p. |3,44p. | 2,23 p. 3,32 p.

Atlag | g6 7506) | (9.83%) | (43%) | (37.17%) | (20,75%) | 1302 P- | 29,61
Szoras | 1,01p. | 145p. [271p. | 1,31p. | 477p. | 7,26p. | 1577

5. tablazat: 12. évfolyam feladatlapjanak pontszamai, teljesitmény értékelése

A végzés évfolyam atlaga 30% alatt van egy kicsivel, de lathatéan az
Osszpontszamok sokkal szélesebb skalan oszlanak meg, mint a 11. évfolyamon. Ami
szomoru, hogy érettségi elott allo évfolyambol 21 tanulo teljesitménye nem érte el a
20%-ot, optimalis eredményt pedig 8 tanulo ért el. Igaz, az érettségi dolgozat nem
ilyen jellegli feladatokbol all, sokkal inkabb tananyagcentrikus. Az atlag joval
kozelebb van a minimalis szinthez, mint az optimalishoz, a minta medianja 11 pont,
ami csak 1 ponttal haladja meg a minimalisan elvarhatét. Erdekes médon itt a
legjobb 8 tanulé nem az iskoldban legjobb teljesitményt mutatok kozil keriilt ki.
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Ugy tiinik, a kozépiskola végére mar szignifikins kiilonbség van az iskolai
elvarasok, ¢s a feladatlap feladattipusai kozott. Ennek oka az lehet, hogy az utolso
tanévben koncentréltan az érettségi kovetelményeihez igazodunk a tanitas soran, ami
ma még inkdbb a hagyomdanyos oktatasi formdkra és feladattipusokra épit. Az
alacsonyabb évfolyamokon tanulok mar gyakrabban talalkozhattak a feladatlapon
szereplékhoz hasonlé feladatokkal, még akkor is, ha direkt felkészitést erre nem
kaptak.

Legjobban az 1. feladat sikeriilt, amely a térbeli viszonyok felismerését, a térlatast
mérte. A leggyengébben sikeriilt feladat a masodik volt, mely gyakorlatorientalt,
szamolasi készséget, Osszfliggések felismerését igényld Osszetett szoveges feladat
volt. Gyengén sikeriilt még az 6todik geometriai szamitasi feladat is. Itt sokan csak
az abra felrajzolasaig jutottak el, mégis 10 tanuld teljes, vagy ahhoz kdozeli
megoldast adott. Ez a feladat allt legkdzelebb az érettségi dsszetettebb feladataihoz,
mind téméja, mind megfogalmazésa alapjan. Szomoru tény, hogy a masodik feladat,
amelynek szintén nagyon gyenge lett az atlaga, olyan témat érintett — addzas —
amivel a késébbiek soran minden bizonnyal taldlkozni fognak a tanuldk. A tanulok
megoldésaibol az latszott, hogy nem igazan értették meg a problémat, mert a legjobb
eredményeket elérok is csak az adhatd pontszam felét kaptak erre a feladatra.

2.3.9. A teljesitmény értékelés Gsszegzése

Mind a négy évfolyamon a tanulok gyenge atlagteljesitményt nyujtottak. A 9.
évfolyamon volt a legjobb a tanulok teljesitménye 35,03%-kal, és leggyengébben a
10. évfolyamnak sikeriilt teljesitenie 28,2%-kal (mind a négy évfolyamra nézve az
atlagteljesitmény 30,9% volt). Az elézményeket tekintve nem meglepd ez az
eredmény:

- nem kaptak direkt felkészitést a feladatokra,

- nem volt megjeldlve, milyen témakorhoz tartoztak a feladatok,

- szamologépen kiviil mas segédeszkozt nem hasznalhattak,

- a feladatlapok kitdltése soran tandraiktél semmilyen segitséget nem

kaphattak a tanulok.

A grafikonokrdl leolvashatd, hogy 6sszesen 74 a minimalis 20% alatt teljesitok
szama, ez a vizsgalt minta 26,5%-a — iskolai osztalyzatra atvaltva ez elégtelen lenne.
Az 6 iskolai matematika teljesitménytiik is alacsony, az elégséges szintet éri csak el.
Kevés az optimalis 60%-ot elérd, illetve meghaladé teljesitmény, minddssze 23
tanuld, ami a minta 8,3%-at teszi ki. Ez a teljesitmény a 4-5 szintnek felel meg az
iskolai eredményekben. Ennél azért tobb olyan tanuld van, akinek iskolai osztalyzata
matematikabol jo vagy jeles. A tobbség teljesitménye 20% és 60% kozotti, ami 2-3
iskolai érdemjegynek felelne meg. Erdekességképpen megvizsgalhatjuk, hogy
milyen eloszlasa lenne a teljesitménynek iskolai érdemjegyekre atvaltva:

0% - 19,9% - elégtelen (1)

20% - 39,9% - elégséges (2)

40% - 59,9% - kozepes (3)

60% - 79,9% - jo (4)

80% - 100% - jeles (5) skalazassal a kdvetkez6 eredményt kapjuk:
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elégtelen (1) |elégséges (2) | kozepes (3) | jo (4) jeles (5)

9. évfolyam | 14 db 34 db 18 db 10 db 1db
10. 19.db 17 db 9db 2db -
évfolyam

11. 22 db 44 db 16 db - 1db
évfolyam

12. 21db 38db 4 db 8db -
évfolyam

6. tdbldzat: teljesitmény értékelés atvaltisa érdemjegyekre

50
40
30 - m 9. évfolyam
20 4 H 10. évfolyam
10 - 11. évfolyam

0 - W 12. évfolyam

elégtelen (1) elégséges kozepes (3) j6 (4) jeles (5)
(2)

5. dbra: A teljesitmény értékelés érdemjegyeinek eloszlasa

Persze ez az Osszehasonlitas kicsit hamis, mert a feladatok megfogalmazasa, a
kérdésfeltevés modja a legtobb tanulonak jszerti, szokatlan, és el6zetes felkészités
nélkiili volt. Ezért a teljesitményiik nyilvanvaloan elmaradt a hossza tavua iskolai
teljesitményiiktol, igy nem célszer(i ezen egyetlen mérés eredményeit Gsszevetni az
egész éves tanulasi folyamattal ¢és annak eredményével — mely nem a
kompetencidkat, hanem a tananyag elsajatitasanak szintjét méri. Az els6 PISA-
mérések, és annak nyoman az els6 kompetencia-mérések hasonldan ,,varatlan
helyzetbe hoztak” a magyar tanuldkat, mint ez a felmérés. Ezért nem szabad
messzemend kovetkeztetéseket levonni az iskolai teljesitményre vonatkozoan egy
kompetenciakat mérd tesztbol.

Mind a négy évfolyamra igaz, hogy legjobb eredményt az egyszer(i felelet-valasztos
feladatok megoldasaban értek el a tanulok (9./4, 10./1, 11./4, 12/1 feladatok). Ezek a
feladatok mind a térlatast vizsgaltak. Viszonylag jol sikeriiltek még a logikus
gondolkodast, kombinativitast mérd, kevesebb szamolast igényl6 feladatok is (9./3,
10./4, 11./1, 11./3, 12./3, 12./4 feladatok). A leggyengébb eredményt minden
évfolyam esetén valamelyik 0sszetett feladatban érték el a tanulok (9./5, 10./2, 10./5,
11./2, 12./2 feladatok). Ezeknél a feladatoknal a problémamegoldé gondolkodas
fejletlensége okozhatta a legtobb nehézséget. Ennek elemei (tobbek kozott) az értd
olvasas képessége, az Osszefliggések megtalalasa, a tervezés, a terv végrehajtasa és a
reflexio. Az Osszetett feladatok megoldasa elmélyiilést igényel, és ez a korosztaly a
konnyen, gyorsan elérhetd eredményeket ado feladatokat részesiti elonyben a
tiirelmet, kitartast igényldkkel szemben. A problémamegold6 gondolkodas az egyik
olyan teriilet, melynek fejlesztése a matematikaoktatds egyik fontos feladata. A
felmérés eredményei is azt tiikrozik, hogy ezen a teriileten van még mit tenni.
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Az érettségi pontozasi utmutatdjanak megfeleld teljesitmény  értékelést
tulajdonképpen a matematikai képességek, készségek értékelésével valod
Osszehasonlitas miatt végeztem el. Célom annak kideritése, milyen Osszefiiggés van
az iskolai matematikai teljesitmény és a matematikai kompetencak fejlettsége
ko6zott, ezért az el0z0 értékelést a kovetkezo moddszerrel szeretném Osszehasonlitani.

2.4. A felmérés kompetencia értékelése

A kozoktatasban egyeldre ritkan jelenik meg a kompetenciak mérése és értékelése.
A PISA-felmérések nyoman elinditott orszagos kompetencia mérés hivatott a
tanulok tudasat, képességeit, készségeit és attitlidjeit vizsgalni két teriileten: a
szOvegértésben €s a matematikai eszkdzhasznalatban. Ez a méréssorozat orszagos
szinten, évrol évre ugyanazon korosztalyokat (4, 6, 8, 10 évfolyam) méri, azonos
koriilmények kozott, egységesen. A mérés metodikajaban és a kiértékelés modjaban
is a PISA vizsgalatok tendenciajat koveti. Igy az éves eredmények kiértékelésével a
tanulok kompetenciainak alakulasa nyomon kdvethetd. A probléma inkabb az, hogy
a pedagogusok tobbsége nincs tisztaban azzal, hogy tulajdonképpen mit is mérnek, a
kapott eredmény mit jelent a tanar és a didk szdmara. Nehéz Osszevetni a
kompetencia pontokat az iskolai teljesitménnyel. Sok esetben ezeket Ossze is
keverik. Ezért fontosnak tartom kiilonvalasztani a kompetencidk vizsgalatat a
teljesitményét6l. Ha arra a kérdésre szeretnénk valaszt kapni, hogy a feladat
megoldasa soran a tanul6é milyen matematikai készségeket, képességeket aktivizalt,
hogyan allt hozza a feladat megoldasahoz, akkor egészen masféle kérdéseket kell
feltenniink, mint amikor tisztan a matematikai teljesitményt értékeljik.

2.4.1. A kompetencia értékelés szempontjai

A matematikai kompetencia, mint az elsé fejezetben kifejtettem, nagyon Osszetett
fogalom. Nehéz olyan szempontrendszert talalni, mely lefedi a teljes spektrumat. Az
bizonyos, hogy mig a teljesitmény értékelésénél a ,tudni mit” jellegli ismeretet
értékeljiik elsdsorban, a kompetencia értékelésénél a hangsily a ,tudni hogyan”
jellegi tudason van. Mivel a kettd egymassal atfedésben van, nehezen
szétvalaszthato, ezért nem konnyli megfeleld kérdéseket talalni. Igyekeztem olyan
modszert keresni, amelyben a lehetd legkevesebb kozos elem van a teljesitmény
értékelése és a kompetenciak értékelése kozott, annak érdekében, hogy a kétféle
értékelés a lehet6 legnagyobb mértékben elkiiloniiljon egymastol. A kompetencia
vizsgalatat felmérésemben a kovetkezo szempontok alapjan végeztem:

a) hozzakezd a feladathoz;
b) jol értelmezi a feladatot;
€) van értékelheté a munkajaban;
d) készit hozza abrat, tablazatot, rendszerezi az adatokat;
e) amegoldas szempontjabol hasznalhato abrat, tablazatot, rendszerezést készit;
f) hasznal (matematikai) jel6léseket;
0) készit tervet;
h) tervszerli a megoldasa (még ha terve nem volt is);
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i) motivalt a feladat megoldasara;

J) indokolja allitasait;

K) keres ok-okozati osszefliggéseket, kapcsolatokat;

I) torekszik zart formaban torténé megjelenitésre;

torekszik a teljes megoldasra, valaszt ad a feltett kérdés(ek)re.

A szempontok kivalasztasaban tdmaszkodtam a dr. Czeglédy Istvan A4ltal
kidolgozott, és miskolci altalanos iskoldkban végzett felmérés modszerére [2].
Minden egyes feladat esetén beazonositottam, hogy a fenti 13 item ko6ziil melyek
jelenhetnek meg a megoldas soran, hiszen nem egyforman relevans mind a
kiilonb6z6 tipusu feladatokban. Mig egy Osszetettebb feladat esetén mind a 13 item
értékelhetd, addig egy felelet-valasztos, vagy egyszerl térlatast vizsgalo feladatban
csak néhany.

Az egyes feladatokban megjelend kompetencia itemek évfolyamonként a
kovetkezok:
1.feladat 2.feladat 3.feladat 4.feladat 5.feladat
9.0sztaly mérleg tojasok csalad, pecsét vonat az
egyenstlya | huasvétra tarsasag, lenyomata | alagatban
iilésrend
Osszesen: | a,b,c,d,e, | ab,cde |[abcde |abcim|abcd-e,
53 pont i,j, k,m f,g,hi,j, | f,9,hij 5) f, g, hi,j,
€)] k, I, k,I,m K, I, m
(13) (13) (13)
10.0sztaly | dobokocka | pol6 ésing | hany évesa | PIN-koéd | akut helye
forgatas eladasa kapitany | megfejtése
Osszesen: | a,b,c,i,m | a,b,c,f,g |ab,cgh |abcfg |abcde,
50 pont (5) hi,j, kI, | i,j,k,I,m | hij k]l | fg,hij
m (10) m k, I,
(11) (11) (13)
11.0sztaly telefon- lampak a | barati tars. pecsét vonat az
szamok pincében | ésiilésrend | lenyomata | alagatban
Osszesen: | a,b,c,g,h, | ab,cfg |abcde |abcim]abcde,
50 pont i,j,k,m h,i,k,I, m | f g, h,ij, 5) f, g, hi,j,
9) (10) k, I, m K, 1, m
(13) (13)
12.0sztaly | folyadék az | Zedorszag |patkoszogek |hamis pénz |érintétrapéz
edényekben | adozasa kivalasztasa
Osszesen: | a,b,c,i,k, | a,b,c,f,g | ab,cde |abycde |abcde,
54 pont m h,i,j,k I, | f,g,hi,j, | g,h i, j,k | f,gh1ij
(6) m k, I,m m k, I, m
(11) (13) (11) (13)

7. tabldzat: kompetencia itemek évfolyamonkeént és feladatonként

Ezek utan a feladat végeredményétdl és teljesitmény értékelésétol fliggetleniil O
vagy 1 ponttal értékeltem, hogy az adott tanuld munkéajdban megfigyelheto-e
valamely kompetencia item, vagy sem. Ezen szempontok alapjan értékelve a
feladatlapokat egy-egy Excel tablazatban Gsszesitettem évfolyamonként az egyes
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tanulok ,,kompetenciapontjait”. A kompetenciapontokat grafikonon abrazoltam. Az
Osszehasonlithatosag miatt a tanulok ugyanazon sorrendben jelennek meg, mint a
teljesitmény értékelés grafikonjain. Az 1j grafikonokat dsszehasonlitva a korabbival,
szembedtld a kiilonbség: a teljesitmény értékelésnél elért ndvekvd pontszamok
szerint sorba rendezett tanulok képességpontjainak 0sszege nem mutat egyenletes
novekedést.

Mit jelenthet ez? Az iskolai teljesitmény nem egyenesen aranyos a kompetenciaval?
Ahogyan azt tanarként sokszor ,érzi” az ember, vannak tanulok, akik a
dolgozatokban a képességeik alatt teljesitenck, mig masok esetleg a képességeik
felett. Mi lehet annak az oka, ha egy tanulé nem tud a képességeinek megfeleléen
teljesiteni? Természetesen, erre nagyon sokféle valasz lehetséges: alulmotivaltsag,
hianyossagok a tudasanyagban, kevés 1d6, olvasasi nehézségek, pillanatnyi allapot,
értelem nélkiili tanulas (magolas), stb. Az egyes tanulok esetén ezt meg lehet
vizsgalni. Célom azonban egy altaldnos kép megalkotasa, ami megmutatja, hogy
milyen Osszefiiggés van a matematikai teljesitmény és a kompetencia kozott. Olyan
mutatot szeretnék talalni, amely alkalmas lehet ennek vizsgalatara.
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2.4.2. A kompetencia értékelés eredményei
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6. abra: Képesség és teljesitmény pontok dsszehasonlitasa évfolyamonként
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A kapott eredmények alapjan elemeztem a tanulok teljesitmény és kompetencia
pontjainak az Osszes elérhetd ponthoz viszonyitott szazalékos értékeit.
Megvizsgaltam, vajon a teljesitmény és a kompetencia pontok korrelacioban allnak-
e egymassal? Az egyes évfolyamokra a korrelacids egyiitthatd szamitasat a Pearson-
féle képlettel szamitottam [27]:
_ _ZT®-T)X(KG)-K)
VETO-D2EED-K)?’ B

ahol T'(i) az egyes tanulok teljesitménypontjainak szazalékos értéke, T az évfolyam
teljesitményének (%) atlaga, K(i) az egyes tanulok kompetencia pontjainak
szazalékos értéke, K pedig az évfolyam kompetencia pontjainak (%) étlaga.
Evfolyamokra lebontva a korrelacios egyiitthato értékei a kovetkezéképpen
alakultak.

9.évfolyam 10.¢évfolyam 11.évfolyam 12.évfolyam
T 35,03 28,2 31,11 29,61
K 45,01 44,51 40,75 48,85
r 0,8225 0,8046 0,8551 0,8222

8. tablazat: Korrelacio szamitads a teljesitmény és a kompetencia pontok kozott

Mint l4thatd, minden évfolyamon a korrelacio értéke 0,8 folott van, ami azt jelenti,
hogy a teljesitmény nagyon jol korreldl a kompetenciaval, ahogyan ezt
hipotézisemben feltettem. Tehat az iskolaban elért matematikai teljesitményben a
matematikai kompetencia fejlettsége megnyilvanul. Miért tapasztaltuk akkor mégis
azt, hogy a teljesitmények novekedésével nincs egyenes aranyban a kompetencia
pontok novekedése? Milyen okokra vezethet vissza, hogy viszonylag sok tanuld
Lalulteljesit” matematikabol?

2.4.3. A potencial bevezetése

Ennek vizsgalatdhoz vegyiik a teljesitmény- és a kompetenciapontok szazalékos
értékeinek aranyat, legyen ez:

P:= %.
K%

Ugy gondolom, ez egyfajta potencialt mutat, ami a matematikai kompetencianak a
teljesitményben valod realizalasat jellemzi (ezért valasztottam a P jeldlést). A
hanyados értelmezésével, és az egyes tanulok esetén elvégzett elemzéssel talan
valaszt kaphatunk arra, mi lehet a jO vagy gyenge matematikai teljesitmény
hatterében. Az egyes tanulok esetén a P értékét 1-gyel kell 6sszehasonlitani. Milyen
kovetkeztetéseket lehet levonni ebb6l1?

- ha egy tanul6 esetében a P értéke megkozeliti az 1-et, az ugy értelmezhetd,
hogy a matematikai teljesitménye a Kompetenciajanak megfelelé. Ez nem
jelenti azt, hogy esetleg nem szorul fejlesztésre valamibdl (gyenge
képességpontok €s gyenge teljesitmény pontok hanyadosa is kozelitheti az 1-
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et), — de a pillanatnyi kép, egy felméré vagy dolgozat esetén azt mutatja, hogy
jelenleg ,.kihozza magabol, amit lehet”.

- ha ez az érték esetleg meghaladja az 1-et, akkor a kompetenciaja felett
teljesitett. Felvetddik a kérdés, hogy ez lehetséges-e, és vajon mit jelent? A
teljesitmény Osszetevdi nem csak a kompetenciatol fiiggnek? A felmérés
értékeinek elemzésébdl talan erre is adhatunk valamilyen valaszt.

- ha az érték jocskan elmarad az 1-t6l, akkor a tanuld a meglévé matematikai
kompetenciajat nem tudta kamatoztatni a feladatlap megoldasa soran, aminek
okait fel kell tarni: alulmotivaltsag, hidnyossagok a tudasanyagban, kevés ido,
olvasasi nehézségek, pillanatnyi allapot, értelem nélkiili tanulas (magolas), stb.

Egy ilyen elemzés sokat segithet a matematika tanarnak abban, hogy felmérje,
tanuléi milyen mértékben tudjak kompetencidjukat realizdlni a feladatok
megoldéasaban, illetve, hogy mely tanuloknak milyen iranyu fejlesztése sziikséges:
egyes képességei hianyosak, vagy a tudasa. Minden teljesitmény szinten lathatunk a
képességei alatt és felett teljesitd tanulokat is, de a jobb teljesitményt nyjtd tanulok
szinte mind ,,kihoztak magukbol”, amit lehetett. Ez szintén azt latszik alatdmasztani,
hogy az iskolai teljesitményben a készségek, képességek mellett a targyi tudés is
fontos szerepet jatszik. Masrészt az, hogy a jobb teljesitményt nyUjtdé tanulok
esetében a P értéke 1 kozelében van (esetenként 1-nél nagyobb értékek is adodtak),
azt is jelenti, hogy a hagyoméanyos moddszerekkel, ahol a tananyag van a
kozéppontban, lehet a matematikai kompetencidkat fejleszteni — a képességeket
egylitt a szaktudassal. A mérések alapjan azt lehet megallapitani, hogy joval tobben
teljesitettek kompetenciajuk alatt, mint annak megfeleléen, vagy folétte. Ez azt a
feltevést latszik alatimasztani, hogy a képességek fejlesztése dnmagaban nem elég
az iskolai teljesitmény novekedéséhez, a szakmai ismeretek elsajatitasa, az értelmes
tanulas is fontos az alkalmazasképes tudashoz — ami a jo értelemben vett
matematikai kompetenciat jelenti.

A fenti megfontolasok alapjan az egyes tanulok P értékeibél grafikonokat
készitettem a mérés eredményei alapjan. A mérési eredményeket egy Excel
tablazatban rdgzitettem, majd a korabbi teljesitmény értékeléssel egyiitt (6. abra
alapjan) kiszamitottam a hanyadost tanulonként és évfolyamonként.
Evfolyamonként sszehasonlitottam a kompetencia pontok szazalékos értékeit a P
értékeivel, de itt kimutathat6 korrelaciot nem talaltam egyik évfolyamon sem:

P a kompetencia pontok fiiggvényében, 9. évfolyam

1,50
2 2
L g ¢, o
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* o
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7.abra: P értékei a kompetencia fliggvényében

A kovetkez6 grafikonokon a tanulok sorrendje tovabbra is a ndvekvo teljesitmény
pontszdm szerinti (tehat az elézoekkel megegyezik) — azaz a kovetkezd
grafikonokon tulajdonképpen P-t a teljesitmény fiiggvényében abrazoltam:
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P = telj%/komp%b
9. évfolyam

1,50
1,00
0,50
0,00 T T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
P = telj%/komp%
10. évfolyam
1,50
1,00 7S
: o o000 0000 Mt
0,50 * o
> ¢ ¢
0,00 T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60
P = telj%/komp%
11. évfolyam
1,50
1,00
0,50
O'OO T T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
P = telj%/komp%
12. évfolyam
1,50
¢
1,00 /
® L )
0,50 - i
L 2
0,00 T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

8.4bra: P értékének alakulasa évfolyamonként és tanulonként a teljesitmény
fliggvényében
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A grafikonokon mind a négy évfolyam esetében a P értékének enyhe emelkedése
figyelhetd meg a teljesitmény pontok emelkedésével. Mit mutat ez az emelkedés? A
magasabb P értéket mutatd tanulok altalaban a jobb teljesitményt nyajtok kozil
keriiltek ki — ez azt a korabbi megallapitasomat tamasztja ala, hogy a jo matematikai
teljesitmény eléréséhez a képességek és a tudas egyiittese sziikséges. A gyenge
teljesitményt nyujtoé tanulok esetében altalaban a P értéke is alacsonyabb, ami azt
mutatja, hogy ahhoz, hogy a tanulok matematikai teljesitménye ndvekedjen, el kell
érni, hogy a kialakitott matematikai készségeket, képességeket az adott probléma
megoldasa esetén képesek legyenek aktivizalni. Ehhez pedig véleményem szerint az
adott problémahoz tartozé matematikai ismeretek értelmes tanuldsa, az altalanos
problémamegoldd stratégidk elsajatitisa €s a matematikai modellalkotas
képességének fejlesztése vezethet. A grafikonokon néhany esetben talalhatunk
kiugrd P értékeket is a gyengébben teljesitd tanulok kozott. Mi lehet ezen kiugrd
értékek oka? Ugy gondolom, ezt tanuldnként kiilon-kiilon lehetne elemezni. Lehet
ez egy egyszeri kiugro teljesitmény, de ha egy tanulonal tobbszori értékelés mellett
is megmutatkozik, akkor az azt valoszinisiti, hogy kompetenciajanak fejlesztésével
nala tovabbi teljesitmény novekedést lehet elérni. Mikor mondhaté ,,jo”-nak a P
értéke? Nyilvan akkor, ha kozel van 1-hez. Mivel ehhez hasonlé hanyadossal eddig
nem talalkoztam, ezért nincs hivatkozasi alap arra, hogyan milyen értéktol
mondhatjuk azt, hogy a tanul6 a matematikai kompetenciajanak megfelelden teljesit.
Ha feltessziik, hogy a 0,8-nél nagyobb értékek esetén mar igaz az el6z0 allitas, akkor
érdemes megvizsgalni, hogy a felmérés alapjan hany tanuld teljesitett
kompetencidjanak megfeleléen. A tobbi évfolyamhoz képest a 12. évfolyam
grafikonjan lathat6, hogy a P értéke nagyon sok tanuldnal kisebb 0,8-nél — ami
gyenge potencialt mutat. Ennek okai talan abban keresenddk, hogy a gimnazium
utols6 évére a tanulok a matematikdinak mar nagyon sok teriiletével
megismerkedtek, sokféle Osszefiiggéssel, ismerettel, struktirdval, algoritmussal,
modellel talalkoztak, sokkal tobbel, mint az alacsonyabb évfolyamon tanuldk. Ez
természetesen megneheziti a megfeleld modell kivalasztasat, ha ehhez tdmpontot,
segitséget nem kapnak — a vizsgalat elvégzésekor pedig kifejezett kérésem volt,
hogy a tanulok ilyen jellegii instrukcidt ne kapjanak.

. L képességeinek képességeit
Teljesitménye kep Ie)sseg; ! ; latt megfeleld meghalado
S 0,8<P<1 P>1
9. osztaly 45 tanul6 (59%) 21 tanuld (27%) 11 tanuld (14%)
10. osztaly 37 tanulo (78%) 8 tanul6 (17%) 2 tanul6 (5%)
11. osztaly 48 tanul6 (58%) 26 tanul6 (31%) 9 tanuld (11%)
12. osztaly 63 tanulo (89%) 6 tanulo (8%) 2 tanul6 (3%)

9. tablazat: a teljesitmény és a képesség pontok ardnydnak alakuldsa a vizsgalt
mintaban

A fenti tablazat szamai azt mutatjak, hogy sok tanulonal a képességek nem
realizalodnak a feladatmegoldas soran matematikai teljesitményként — ezeken az
aranyokon  javitani  alapos  ismeretekkel, jol  strukturalt,  atgondolt
tananyagfelépitéssel, motivalassal lehetne. Talan itt is igaz a mondas, hogy a
kevesebb néha tobb. A matematika széles spektrumabdl kellene kivéalasztani azokat
a teriileteket, amelyek a gyakorlati életben el6forduld problémak esetében jol
alkalmazhato ismereteket jelentenek. Ezek alaposabb, mélyebb megismertetésére
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lenne sziikség a matematika oktatasaban. Az uj ismeretek elsajatitasan tal (70-75%-a
az Oraknak) ma nagyon kevés idot tudunk gyakorlasra, elmélyitésre,
problémamegoldasra forditani, minddssze az Gsszes oraszam 15-20%-at — ezen az
aranyon kellene valtoztatni a gyakorlds és a problémamegoldds novekedésének
iranyaba.

2.5. Tovabbi vizsgalatok, megallapitiasok

A tanulok teljesitményének és kompetencigjanak vizsgalatan tal a kompetencia
itemek statisztikai elemzése arra is alkalmas, hogy megvizsgaljuk, mely képességek
mutatkoztak meg legkevésbé a feladatmegoldasok soran. A tablazatokbol kiemeltem
azokat az itemeket évfolyamonként és feladatonként, amelyek a legkevesebb
tanulonal jelentek meg — ezek azok a készségek, képességek, amelyek leginkabb
fejlesztésre szorulnak:

Ev- Fa Itemek megjelenése a tanuloknal (%)
folyam
Itemek a|blc|d|e|f|lg|h]|i]|] | k[l |m
9. 1. 190 |73 |78 |22 |17 | - - - |64 |52|21| - |27
(77 2. 193 |78 |78 {838 | 71| 9 |16 |21 |55 26|62 | 1 |21
tanulé) | 3. |97 |88 |88 (40 36| 4 |14 25|68 |31 |65| 4 |32
4, 1100 (100 | 49 | - - - - - | 73] - - - | 56
5 |75 |36 |35 |16| 8 29|14 |17 (35|16 |55 | 9 | 18
10. 1. |100 | 91| 94 | - - - - - 194 - - - 191
(47 2. |74 |49 | 43 | - - | 551431304313 |64 |15 28
tanulé) | 3. |70 | 60 | 47 | - - - 11713038 |11 |57 (15|21
4, |81 |72 |66 | - - 128123123 |55 9 |62]|11]40
5. 18 | 74|70 (8372|194 |4 (13| 4 |13 | 2 |19
11. 1. 192 |77 |78 | - - - 4 | 53|69 | 1 54| - |53
(83 2. |46 | 25| 18 | - - 1231|415 - 1221210
tanulo) | 3. |90 |82 |78 |35 |35 2 | 8 |67 |67 | 2 |71 |27 | 34
4, 1100 | 81 | 59 | - - - - - 180 - - - | 58
5. |71 |49 |43 (25|11 |35|19 24|39 7 |58]|22] 30
12. 1. |J100 {100 {200 | - | - | - | - | - |99 | - [92] - |99
(71 2. |79 |56 |58 - - |18| 6 |13 |24 | 4 |48 | 8 | 15
tanulé) | 3. |97 |92 |83 | 4 | 4 | 23|42 |51 |65 |17 |96 |51 |61
4, 194 (89 |86 | 11| 10| - 7 113 |58 | 7 |75 - | 28
5. |87 |62 |68 [ 83|61 |48 |10 |14 (31| 6 |46 | 23| 20
Itemek
a?;%a 86 | 72 |66 |41 |33 |24 | 15|26 |54 | 14 | 57 | 15 | 38
0

10.tabldzat: Az egyes kompetencia itemek megjelenése évfolyamonként és
feladatonkeént

A vizsgalt kompetencia itemek felsorolasa a 38-39. oldalon taldlhato.
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A fenti tablazat alapjan megallapithatd, hogy a legnagyobb hianyossagok a
kovetkezo itemekben jelentek meg:

- indoklas (j) — 14%,

- terv készitése (g) — 15%,

- zart formaban torténd megjelenités (1) — 15%,

- jelolések hasznalata (f) — 24%,

- tervszeri megoldas (h) — 26%,

- megoldas szempontjabdl relevans abra, rendszerezés alkalmazasa (e) — 33%,

- teljes megoldasra valo torekvés (m) — 38%.

Az eredmények azt mutatjak, hogy a kovetkezo teriileteken sziikséges leginkabb a
képességek fejlesztése:

- indoklési, bizonyitasi képességek fejlesztése (értelmes tanulas)

- Osszetett feladatok megoldasanak tervezése, a terv véghez vitele (altalanos
problémamegold6 gondolkodés),

- kdznyelven megfogalmazott feladatok, problémak atiiltetése matematikai
nyelvre (modellalkotas)

- matematikai  eszkdzkészlet alkalmazhatdsagara mintak, tipusfeladatok
kidolgozasa (problémamegoldo6 stratégiak),

- feladattartas, tlirelem, hosszantartdé figyelem fejlesztése (memoria, tanulasi
stratégiak).

Ezek a teriiletek leginkabb a problémamegoldds és a modellalkotas kompetencia
Osszetevokhoz tartoznak. Ennek fejlesztésére iranyadonak vehetjiik Polya Gyorgy
munkassagat €s a heurisztikus tanitasi-tanuldsi moddszereket [10., 11]. Poélya
modelljében nagyon fontos szerepe van a tervezésnek, a tervszeri megoldasnak és a
matematikai modellalkotdsnak is. Az indoklasi, bizonyitdsi képességek
fejlesztéséhez ezek a moddszerek szintén hasznosak lehetnek. Szem elott kell
tartanunk azt is, hogy a matematikat, mint rendszert kell felépiteni, amihez a
tananyagot rendszerszemléletben érdemes tanitani — ekkor nagyobb eséllyel lesznek
képesek a tanulok a problémahoz a megfelelé megoldasi modot megtalalni [1]. A
feladattartas, a tiirelem, a hosszantarto figyelem fejlesztése mar inkabb pszichologiai
ismereteket igényel a tanartol: fel kell mérni, hogy az adott korosztaly mennyi ideig
képes a figyelmét egy adott feladatra koncentralni, és ehhez kell igazitani a feladatok
Osszetettségét. A terhelést pedig fokozatosan novelve lehet fejlddést elérni [13].

A matematikai kompetencia fejlesztésé¢hez tehat vannak olyan modelljeink, amelyek
régota ismertek €s a napi gyakorlatban is alkalmazhatok. Ezeket a modszereket
minden matematikatanar tanulta a tanarképzés soran, csak fel kell 6ket idézni, és
megfelelden beépiteni a napi rutinba [3].
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3. Néhany konkrét témakor teljesitmény és
kompetencia mutatéinak 6sszehasonlitasa

3.1. A vizsgalat leirasa

A hagyomanyos iskolai dolgozatokat rendszerint az érettségi pontozasi
utmutatojadhoz hasonléan, gondolkodasi egységekre adott részpontokkal, analitikus
moédon szoktuk értékelni. Az Eszterhazy Karoly Gyakorlo Iskola két gimnaziumi
osztalyanak (egy 11. és egy 12. évfolyamos), két-két témazard dolgozatat vettem
vizsgalat ala. Mindkét osztaly normal matematika tanterv szerint tanul, a tanulok
kivétel nélkiil kozépszintli érettségire késziilnek fel. Matematika tandruk Lénartné
Pintér Katalin. A dolgozatokat a 2012-13-es tanévben a tanulok valos helyzetben, a
tantervnek megfeleld idOpontban, egy-egy matematikaoran irtdk meg. A
teljesitmény értékelést a tanarnd végezte az érettségi értékelési szempontjainak
megfeleléen. A kapott pontokat az iskola értékelési szabalyzata szerint valtotta at
érdemjegyekre. A kivalasztott témazard dolgozatok a két évfolyam tananyagaban és
az érettségiben is fontos szerepet jatszanak. A 11. évfolyamon az exponencialis és
logaritmikus egyenletek, egyenl6tlenségek, egyenletrendszerek valamint a
trigonometria  alkalmazasai  (szinusz és  koszinusz  tétel, egyenletek,
egyenldtlenségek) témakorok dolgozatait értékeltem kompetenciak szempontjabol.
A 12. évfolyamon a sorozatok témakort és a sik- és térgeometriai szamitdsok
témakort vettem vizsgalat ald. Mind a négy dolgozat esetében 0sszehasonlitottam a
teljesitményértékelést (amelyet az osztalyt tanitdé nagy gyakorlattal rendelkez6 tanar
készitett, és végzett el) az altalam hasznalt kompetencia értékelési rendszerrel. Ezek
utan megvizsgaltam az el6z6 mérés soran bevezetett P értékének alakulasat — vajon
hogyan viselkedik ez a ,,potencial” valds iskolai szituacioban.

A kompetencia értékelés szempontrendszere Ugyanaz, melyet a korabbi vizsgalatnal
is alkalmaztam [2].

A korabban felsorolt (38-39. oldal) 13 item alapjan 0 vagyl pontot adtam, aszerint,
hogy az adott item megjelent-e a megoldas soran. Természetesen, nem minden
feladat esetén lehetett értékelni mind a 13 itemet. Ezért feladatonként kiilon-kiilon
beazonositottam, hogy melyek a relevans itemek. Az i) pontot ezen vizsgalatbol
kihagytam: iskolai dolgozat esetén a motivacio kérdése nem igazan olvashato ki a
dolgozatbdl, 1évén az érdemjeggyel torténd értékelésnek ecleve van egy kiilsd
motivacids szerepe, tehat fliggetleniil a bels6 motivaciotdl, a tanuldk igyekeznek a
rendelkezésre 4ll6 id6 alatt annyi feladatot megoldani, amennyit csak tudnak. Ugy
éreztem, hogy a motivacid hianyat vagy meglétét ilyen korilmények kozott
nemérdemes az értékelési szempontok kdzé venni, bar a Czeglédy-féle kompetencia
szempontrendszernek lényeges része. Mivel a dolgozatok irasanal nem voltam jelen,
meég ,,szubjektiv’ véleményt sem tudtam alkotni a tanulok attitiidjér6l. Mind a négy
dolgozat esetén az osztily két csoportja mas-mas feladatlapot kapott (A és B
csoport), de a feladattipusok mindkét csoportban ugyanazok voltak.
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3.2. Exponencialis és logaritmikus egyenletek,
egyenlétlenségek, egyenletrendszerek (11. évfolyam)

A feladatlap els6 része harom egyszerii, a definicio értelmezésével megoldhato
egyenletet, egyenlOtlenséget tartalmazott. Utana két exponencialis egyenlet
kovetkezett, majd két logaritmikus egyenlet és egy logaritmikus egyenletrendszer.
Mindegyik feladat a kozépszintii érettségi kovetelményeinek és elvarisainak
megfeleld szintii volt. A feladatlapok a kovetkezdk voltak:

A csoport B csoport
1./a) 73%*2 = 49 1./ a)6***> =36
b) log:(4x —2) < =2 b) logi(3x —2) < -2
5 4
c)log,(3x—4) =3 c) logz(5x+7) =3
2./ 4*+2**1 =80 2./ 9*+3**1 =108
3/ 9x*-8x+12 —q 3/ gx*-5x+6 — 1
4./ log,(logz(x —15)) =0 4./ loge(logz(x —1)) =0
5/ 1. 6-lgx+4-1gy=2 5/ 1. 5-1lgx—3-lgy =2
Il. 3-lgx—lgy =4 . 2-1gx —1gy =3
6./1g(x + 3) +1g(x —3) =lg(x + 11) 6./ 1g(5x) +lglx—-1) =1

11. tablazat: Exponencidlis és logaritmikus egyenletek dolgozat feladatai

A teljesitmény értékelésénél az osztalyt tanitdo tanarnd, Lénartné Pintér Katalin
értékelési €és pontozasi rendszerét megtartottam, azon nem valtoztattam. A
kompetencia itemek meghatarozasanal természetesen figyelembe kellett venni a
feladatok tipusat. Mivel mind hagyomanyos, matematikai szimbolumokat
tartalmazo, matematikai nyelven megfogalmazott, nem szoveges feladat volt, ezért a
d), e), f) és 1) pontok vizsgalatanak nem volt szerepe a kompetenciaértékelésben
(dbrara, adatok rendszerezésére nem volt sziikség, a feladat eleve matematikai
jeleket hasznalt, a zart formaban vald megjelenités is adott volt). Igy a
kompetenciaértékelésnél mindegyik feladatra a kodvetkez6 kérdésekre kerestem a
valaszt: a), b), c), h), j), k), m) — a kompetencia pontok tehat feladatonként 0-7
kozott mozogtak. Természetesen, ha egy tanuld egy feladattal egyaltalan nem
foglalkozott, akkor ott a teljesitmény és a kompetencia pontja is 0 lett. Ha mar
elkezdett foglalkozni egy feladattal, akkor a kompetencia pontja nem biztos, hogy 0,
akkor is, ha a teljesitményére O pontot kapott.

A feladatlap egyes feladataira adhaté maximalis pontok a kovetkezd tablazatban
szerepelnek:
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Feladat la |1b |[1lc |2 3 4 5 6 Osszesen
Teljesitmény |, |g 14 |g |6 |8 |8 |6 |50pont
pont

Kompetencia \ ;17 |7 |7 |7 |7 |7 |7 |56pont
pont

12. tablazat: 11. évfolyam, exp-log egyenletek dolgozat pontozdsa

A dolgozatot 29 tanuld irta meg. A teljesitmény értékelés érdemjegyekre valod
atvaltasa az iskola értékelési rendjének megfeleld volt:

0-14 pont — elégtelen (1)

15-24 pont — elégséges (2)

25-34 pont — kozepes (3)

35-42 pont —jo (4)

43-50 pont — jeles (5)

Az eredmények: 1 tanuld dolgozata lett elégtelen, 7 tanuld dolgozata elégséges, 14
tanulo dolgozata kdzepes, 3 tanulo ért el j6 eredményt és 4 tanulo jelest.

A matematikai teljesitmény atlaga 56,48% lett, a kompetencia pontok atlaga pedig
73,21%. A kovetkezd grafikon mutatja a tanuldk pontszdmait — a kordbbi
vizsgalatnak megfelelden — a teljesitmény szerint ndvekvd sorrendbe téve a
tanulokat.
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9. abra: 11. osztaly, exponencialis és logaritmikus egyenletek dolgozat eredményei

A kompetencia pontok viszonylag magasabb aranya véleményem szerint annak
koszonhetd, hogy a tanulok igyekeztek minél tobb feladattal probalkozni, még ha a
feladat megoldasa nem is sikeriilt. A masik ok pedig az lehet, hogy egy ilyen
dolgozat esetén a tanulok felkésziiltek, altalaban tudjak, hogy ,,mit kell csinalni”, a
megoldas sikerét az adott tananyag ismereteinek, modszereinek elsajatitasi szintje és
az altalanos matematikai képességeik, készségeik szintje egyiitt hatarozzak meg. A
vizsgalt kompetencia itemek koziil az ,,indoklas” (j), és a ,teljes megoldasra
torekvés, valaszadas a feltett kérdésre” (m) jelent meg viszonylag kevesebbszer. A
feladatokhoz jellemzden hozzakezdtek a tanulok, és altalaban jol is értelmezték (a
témakor friss volt, eldtte csak ezzel foglalkoztak, a dolgozatiras Gsszefoglald ora
utan keriilt sorra). A gyengébben teljesitd tanulok esetén a tanult Osszefliggések
alkalmazasaval voltak leginkabb problémak, és a tervszerliség is rajuk volt kevésbé
jellemz6é. A 11. évfolyamra a tanuldknak mar el kell sajatitani mindazokat az
alapvetd matematikai készségeket, képességeket, amelyek alkalmassa teszik Oket a
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hasonl6 szimbolikus matematikai problémak megoldasara —tehat varhato volt, hogy
a kompetencia pontok atlaga magasabb lesz.

A korabbi felméréshez hasonléan Osszehasonlitottam a tanuldk teljesitmény és
kompetencia pontjainak szazalékos aranyat (P). A kapott értékeket egy grafikonon
abrazoltam, ahol a tanulok az el6z6ekhez hasonloan a ndvekvo teljesitmény pontok
szerint helyezkednek el. A kapott abra nagyon hasonldé a korabbi felmérés
grafikonjaihoz. Itt is azt tapasztaltam, hogy a P értéke novekszik a jobb teljesitményt
elért tanulok felé haladva. Tehat nem csak egyszeri esetben, a kompetenciak
mérésére Osszeallitott feladatlap esetén, hanem egy hagyomanyos iskolai
dolgozatndl is azt lathatjuk, hogy a teljesitmény és a kompetencia nem egyenesen
aranyos egymassal: a jobb teljesitményt elért tanuldk jobban tudtdk kamatoztatni
matematikai kompetenciaikat.

P=T%/K%
11. osztaly, exp-log egyenletek
1,5
| ety gttt T
* -
0,5 LY 24000y L
*
0 T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35

10. abra: 11. osztaly exponencialis és logaritmikus egyenletek dolgozat P értékei
tanulonként

Ebben a dolgozatban megvizsgalva a P értékeit, azt talaljuk, hogy 18 tanuld esetén
az érték 0,8 alatt van, és csak 11 tanuld esetén éri el, illetve haladja meg a 0,8
értéket, ami korabbi megallapitisom alapjan ,,j6”-nak mondhato. Tehat a potencial
értelmezése szerint tobb tanulo teljesitett a képességei alatt, mint annak megfelelden.
Az is leolvashatdo a grafikonrol, hogy a jo potencial értékeket elért tanulok
jellemzben a jobb teljesitményt mutatd tanuldk koziil keriiltek ki (a grafikon jobb
oldalan taldlhatjuk o6ket). Ez is azt a koOvetkeztetést tamasztja ala, hogy a jobb
matematika teljesitmény eléréséhez a képességek, készségek fejlettsége mellett a
szaktudas is fontos szerepet jatszik. Ahhoz, hogy a tanult Osszefliggéseket
megfelelen, tervszeriien tudja alkalmazni, a korabbi ismereteit és a mar Kialakult
matematikai kompetenciat integralni kell az 0j ismeretekkel. Ehhez a megértésen
alapulo, rendszerszemléletii tanulason keresztiil vezethet az 1t.

3.3 Trigonometria alkalmazasai — szinusz és Koszinusz tétel,
egyenletek (11. évfolyam)

A masodik vizsgalt dolgozat feladatlapja két részbdl allt. Az els6 részben harom, a
szinusz ¢és koszinusz tétel alkalmazasat igényld szoveges feladat volt, mig a méasodik
részben négy hagyomanyos trigonometrikus egyenlet szerepelt (a kozépszintl
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érettségi  kovetelményeinek megfeleld nehézségi szintliek). A feladatlap a két

csoportra a kovetkezo volt:

A csoport

B csoport

1./a Egy haromszdg teriilete 201 cm®.
Két oldala 38 cm és 26 cm hosszu.
Mekkora a kozbezart sz6g? Mekkora a
harmadik oldal? Mekkorak a haromszog
szogei?

1./a Egy haromszog teriilete 158 cm®.
Két oldala 24 cm és 36 cm hosszu.
Mekkora a kdzbezart szog? Mekkora a
harmadik  oldal?  Mekkorak a
haromszdg szogei?

1./b Egy haromszog két oldala 8,5 cm és
11,2 cm hosszii, a nagyobbikkal
szemben fekvd szog 65°-0s. Mekkorak
az ismeretlen szogek és milyen hosszi
az ismeretlen oldal?

1./b Egy haromszog két oldala 9 cm és
12 cm hosszi, a nagyobbikkal
szemben fekvo szog 67°-0s. Mekkorak
az ismeretlen szogek és milyen hosszl
az ismeretlen oldal?

1./c Egy haromszog oldalai 6,5 cm, 7 cm

1./c Egy haromszog oldalai 13 cm,

és 9,5 cm hosszuak. Mekkora a | 17,5 cm és 18,5 cm hosszuak.
legnagyobb szoge? Mekkora a legnagyobb szoge?
2/a sin*x—1= —% 2/a —1+ cos?®x = —z

2:/b 3-cos®?x—5-cosx+2=0 2/b 3-cos?x—2-cosx—1=0

2./c cosx = 0,5358 2./c sinx = 0,9537

V3

2/d sinx = - 2./d cosx = —g

13. tablazat: Trigonometria alkalmazasa dolgozat feladatai

Mivel a szoveges feladatokban tobb kompetencia item is megjelenhet, azokat az a),
b), c), d), e), f), h), k), 1), m) itemek szerint vizsgaltam, mig az egyenletek
megoldasanal az a), b), c¢), h), k), 1), m) itemeket néztem (az eleve szimbolikus
forméban megadott feladatban a d), e), ) itemek nem relevansak). fgy az adhato
kompetencia pontok az els6 harom feladat esetén 0-10 kozott, mig a masodik négy
feladat esetén 0-7 pont kozott mozogtak. A teljesitmény pontok esetén tovabbra is
megtartottam a tanarno értékelését.

A feladatokra adhaté maximalis pontok a kdvetkezok:

Feladat la 1b 1c 2a 2b 2C 2d Osszesen
Teljesitmény 10 10 6 8 8 4 6 50 pont
pont

Kompetencia 10 10 10 7 7 7 7 58 pont
pont

14. tabldzat: Trigonometria alkalmazdsa dolgozat pontozadsa
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Ezt a dolgozatot 25 tanul6 irta meg (ugyanaz az osztdly, mint az exponencialis —
logaritmikus egyenletek dolgozatot). A matematikai teljesitményiik atlaga 59,6%
volt. A teljesitmény értékelés érdemjegyekre atvaltasa az eléz6 dolgozattal
megegyez6 volt. Ennek alapjan 2 tanuldé dolgozata elégtelen, 5 tanulé dolgozata
elégséges, 8 tanuld dolgozata kozepes, 3 tanuldé jo, és 6 tanuloé pedig jeles lett.

A kompetencia pontok atlaga 71,03%. A kovetkezd grafikon mutatja a tanuldok
pontszamait novekvo teljesitmény pontok szerint sorba rendezve.
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11. &bra: 11. évfolyam trigonometria dolgozat eredményei

Itt is tapasztalhatdé a kompetencia pontok magasabb értéke, sokszor a gyenge
teljesitményt nytjté tanuloknal is. Az elozdleg emlitett okok mellett az is
megallapithato, hogy a gyengébb matematikai teljesitmény mogott inkabb az adott
tananyag elsajatitdsanak hianyossagai allhatnak, mint a matematikai kompetencia
gyengesége — példaul a 12. és 14. szamu tanul6 esetén, akik viszonylag magas
kompetencia pontszammal csak kdzepes eredményt értek el. Az 6 esetiikben
rendelkezésre allnak azok a képességek, készségek, modszerek, -eljarasok,
amelyekkel jo eredményt lehet elérni az adott teriileten, ezért tananyagbeli
hianyossagok, szamolasi hibak, esetleg a figyelem zavarai okozhatjak a gyengébb
teljesitményt. Természetesen a pontos okokat csak a dolgozatok és a tanulok egyedi
vizsgalataval lehet megmondani. A vizsgalt kompetencia itemek koziil a legtobb
hianyossagot a ,tervszeri megoldas” (h) és a ,teljes megoldasra torekvés,
vélaszadas a kérdésre” (m) itemekben tapasztaltam. Altalanossagban elmondhato,
hogy a tanulok minden feladattal foglalkoztak, néhany esettdl eltekintve jol
értelmezték a feladatot, a matematikai szimbolumokat jol kezelték, ahol sziikséges
volt, abrat készitettek. A gyengébb teljesitményt elért tanuldknal tobb esetben is
eléfordult, hogy az abra tal sematikus volt, hianyoztak a jelolések, igy nem tudtak
alkalmazni a megfelelé Osszefiiggéseket a feladat megoldasdhoz. A dolgozat
eredményei azt mutatjak, hogy megfelelden felkésziiltek, és a dolgozat jol el volt
készitve. A kétféle értékelés aranya ennél a dolgozatnal is az elé6zéekhez hasonld
emelkedd tendenciat mutat:
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P=T%/K%
11. osztaly, trigonometria
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12. abra: 11. osztaly, trigonometria dolgozat P értékei tanulonként

P értéke ennél a dolgozatnal 11 tanuld esetében alacsonyabb 0,8-nél, 14 tanulod
esetében 0,8 folott van, ebbdl 4 tanuldnal az érték meghaladja az 1-et. Utdbbiak
matematikai teljesitménye is a legjobbak kozott van. Ennek a dolgozatnak az
eredményei is azt mutatjdk, hogy a mar meglévd matematikai készségeket,
képességeket a tanuldk akkor tudjak a dolgozatban jol alkalmazni, ha az adott
teriilethez tartozd ismeretanyagot Osszefliggéseiben, a korabbi ismeretekkel
integralva tanultdk meg. A pusztan szimbolumok memorizalasaval torténd rogzités
esetén a problémamegoldas soran nehezen tudjak a modellt az adott helyzetre
alkalmazni. Ez is a kordbban megallapitott problémamegoldasi képességek
fejlesztésének sziikségességét helyezi eldtérbe.

3.4. Szamtani és mértani sorozatok (12. évfolyam)

A szamtani és mértani sorozatok témakorében egy szintén altalanos matematika
tantervli 12. évfolyamos osztaly dolgozatait vizsgaltam. Kétféle feladatlap késziilt, a
dolgozatot 31 tanulé irta meg, ugyancsak a 2012-13-as tanévben. A feladatlapok a
kovetkezok voltak:

A csoport B csoport

1./ Egy szamtani sorozat képzési | 1./ Egy szamtani sorozat képzési
szabalya a,, = 4n + 5. Mennyi az a, és | szabalya a,, = 3n + 2. Mennyi az a, és
S10? Si0?

2./ Egy teremben 16 sor sz&ék van. A | 2./ Egy nézG6tér elsé soraban 50 személy
legelsé sorban 24 szék van, és minden | {ilhet. Hany embernek van helye a
sorban 4-gyel tobb, mint az elbtte | néz6téren, ha 22 sor van, és minden
lévében. Hany iil6hely van ebben a | sorban az el6z6nél 6-tal tobb iilohely
teremben? van?

3./ Egy derékszogli haromszdg oldalai | 3./ Egy derékszogii haromszdg oldalai
egy szamtani sorozat szomszédos tagjai, | egy szamtani sorozat szomszédos tagjai,
keriilete pedig 24 cm. Mekkorak a | keriilete pedig 48 cm. Mekorak a
haromszog oldalai és szogei? haromszog oldalai és szogei?
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4./ Egy szamtani sorozat els6 harom
tagjanak osszege 21. Ha az els6 tagbol 1-
et elvesziink, a masodikhoz 1-et és a
harmadikhoz 21-et hozzdadunk, akkor
egy mértani sorozat harom szomszédos
tagjat kapjuk. Melyek ezek a sorozatok?
Mennyi a ,,d” és mennyi a ,,q” értéke?

4./ Egy szamtani sorozat els6 harom
tagjanak 0sszege 27. Ha az els6 tagbol 2-
t elvesziink, a masodikbol 1-et
elvesziink, a harmadikhoz pedig 18-at
hozzaadunk, akkor egy mértani sorozat
harom szomszédos tagjat  kapjuk.
Melyek ezek a sorozatok? Mennyi a ,,d”
és mennyi a ,,q” értéke?

5./ Bankba tesziink 500 000 forintot évi
6,5%-0s kamatra.

a/ Hany forintot kapunk vissza 8 ¢év
mulva?

b/ Hany év mulva duplazédik meg a
pénziink?

¢/ Hany szazalék kamatot fizet a bank,
ha 500 000 forint betét utan 5 év mulva
701 276 forintot kapunk vissza?

5./ Bankba betesziink 600 000 forintot
évi 5,2%-0s kamatra.

a/ Hany forintot kapunk vissza 10 év
mulva?

b/ Hany év mulva duplazédik meg a
pénziink?

¢/ Hany szazalék kamatot fizet a bank,
ha 600 000 forint betétre 6 év mulva 900
438 forintot kapunk vissza?

15. tablazat: Sorozatok dolgozat feladatai

Az elézéekhez hasonldan, a teljesitmény értékelés esetén a tanarn® pontozasi
rendszerét nem valtoztattam meg. Az eredmények érdemjegyekre valo atvaltasa is az
el6z6 dolgozatokhoz hasonldan tortént.

Mindkét csoportban a dolgozat feladatai koziil az elsé egy szimbolikus formaban
megadott feladat, ahol a kompetencia itemek koziil az a), b), ¢), h), k), m) itemeket
vizsgaltam. A tobbi négy feladat szoveges, gyakorlati élethez kapcsolddo, itt az a),
b), c), d), e), f) h), k), m) itemek megjelenését néztem, valamint a 4. és 5. feladat
esetén az 1) itemet is relevansnak éreztem, ezért ott ezt is figyelembe vettem. igy a
feladatlap feladatainak maximalis pontjai a kovetkez6képpen alakultak:

Feladat 1. 2. 3. 4. S. Osszesen
Teljesitmény 6 6 10 12 16 50 pont
pont

Kompetencia 6 9 9 10 10 44 pont
pont

16. tablazat: sorozatok dolgozat pontozdsa

A dolgozatot megirt 31 tanulé matematikai teljesitményének atlaga 55, 61% lett. Az
érdemjegyek megoszlasa a kovetkezd volt: 3 tanul6 irt elégtelen dolgozatot, 9 tanuld
elégségest, 8 tanuld dolgozata lett kdzepes, 6 tanuldé jo és 5 tanuldnak sikeriilt
jelesre a dolgozat. A kompetencia pontok atlaga 70,89%. Erettségi el6tt all6 tanulok
esetén nem lehet véletlen, hogy a kompetencia pontok atlaga viszonylag magas.
Ekkorra mar birtokaban kell lenniiik mindazoknak a mddszereknek, stratégidknak,
eljarasoknak, amelyek képessé teszik Oket egy szoveggel megadott, esetleg
hétkoznapi €letbdl vett problémaval foglalkozo feladat matematikai modellezésére.
Természetesen a behatarolt témakdr, és a tipusfeladatok begyakorlasa is
megkonnyiti ilyen esetekben a megfelel6 matematikai modell alkalmazasat — ez
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tehat nem ad informaciot nekiink arr6l, hogy a tanuldok milyen szinten allnak
altalaban az ©6nalld matematikai modellalkotasban. Az eredmények (tovabbra is
novekvo teljesitmény szerint sorba rendezve a tanulokat) a kovetkezé grafikonon
lathatok:
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13. ébra: 12. évfolyam sorozatok dolgozat eredményei

Itt is lathatd, hogy néhany tanuldnal viszonylag magasabb kompetencia pontszam
mellett kozepes vagy gyengébb a teljesitmény pontszama (pl. 4., 9., 12., 14.
sorszamu tanulok esetén). Ez szintén azt mutatja, hogy a modszerek, stratégiak
birtokaban a gyengébb teljesitményt inkabb a tananyagbeli hianyossagok okozzak,
mintsem a képességek, készségek hianyossagai. Tehat alapvetden tisztadban vannak a
tanulok azzal, hogyan kellene megoldani a feladatot, de a képletek, osszefiiggések
hibas felidézése, helytelen alkalmazasa, szamolasi hibak, korabbi ismeretek
hidnyossagai miatt rossz eredményt kapnak. Ez természetesen bizonyos készségek,
képességek hianyossagaival is tarsulhat, am onmagaban nem ez a legfobb oka a
gyenge teljesitménynek.

A kétféle pontozas aranya ebben az esetben is az el6z6ekhez hasonld grafikont
eredményezett:

P=T%/K%
12. osztaly, sorozatok
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14. abra: 12. osztaly, sorozatok dolgozat P értékei tanulonként

A dolgozatok kompetencia értékelésénél a legkevesebbszer a ,teljes megoldasra
torekvés” (m) item szerepelt, sokan az egyenlet felirdsa és megoldasa utin nem
valaszoltak a feltett kérdésekre. A matematikai szimbolumok, jelolések
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hasznalataval (f), a zart formaban valé megjelenitéssel (1) ezeknél a feladatoknal
nem volt probléma — erre a korosztalyra mar a szimbolikus gondolkodas jellemzd,
ami még a gyengébb teljesitményt elért tanuloknal is megjelent. Szintén nem volt
probléma az abra, tabldzat, adatok rendszerezése itemmel (d), azonban a tervszeri
megoldas (h) mar inkabb csak a jobb teljesitményt elért tanuldkra volt jellemz6. A
gyengébb eredményt mutatd tanulok tobbszor tévesztettek a megfeleld Osszefiiggés
megtalaldsdban, és a megoldasukra inkabb a véletlenszerli szamitasok voltak
jellemzok.

A P magasabb értékei itt is egyértelmiien a jobb teljesitményt elért tanuldknal
jelennek meg (a grafikon jobb oldalan). 15 tanuld, tehat gyakorlatilag az osztaly fele
ért el 0,8 feletti értéket. A jobb teljesitményt nyQjté tanulok esetében tehat
megallapithatd, hogy képességeik, készségeik megfeleld ismerettel parosulva
valoban alkalmazhat6é tudast eredményeztek — véleményem szerint ez lenne a
kompetencia alapt matematikaoktatas {6 célkitiizése.

3.5.  Sik- és térgeometria (12. évfolyam)

A kozépiskolai tananyagok koOzott ez az utolso, melyet ,,ij tananyag’-ként
targyalunk 12. évfolyamon. Az érettségihez kozeledve a gyakorld és szamonkérd
feladatok mar egyre jobban az érettségi megfogalmazasanak, szintjének
megfeleldek. A dolgozatban a tanarndé 6 feladatot tlizott ki, melyek mindegyike
szoveges, van koztiik matematikai nyelven megfogalmazott, és hétkoznapi ¢életbol
vett példa egyarant.

A csoport (A feladatok megoldasahoz | B csoport (A feladatok megoldasahoz
készits vazlatrajzot ahol sziikséges!) készits vazlatrajzot ahol sziikséges!)

1./ Egy téglatest éleinek aranya 2:3:5. | 1./ Egy téglatest éleinek aranya 3:4:5.
Térfogata 6480 cm®. Mekkorak az élei és | Térfogata 7500 cm®. Mekkorak az élei
mennyi a felszine? €s mennyi a felszine?

2./ Egy szabalyos haromszog alapu | 2./ Egy szabalyos haromszog alapu
hasab alapélei 4 cm hossziak, | hasab alapélei 8 cm hosszuak,
magassaga kétszer akkora. Mennyi a | magassiaga kétszer akkora. Mennyi a
hasab térfogata és felszine? hasab térfogata és felszine?

3./ Egy téglalap alaku park egyik oldala | 3./ Egy téglalap alaki park egyik
42 m hosszu. Egy ut atlésan vezet | oldala 42 m hosszi. Egy ut atlosan
keresztiil a parkon, mely 70 méteres. | vezet keresztiil a parkon, mely 70
Hany méter kerités-anyagot vasaroljunk | méteres. Hany méter kerités-anyagot
a park korbe keritéséhez, ha 6,5%-kal | vasaroljunk a park korbe keritéséhez,
tobbet vasarolunk a szamitotthoz képest? | ha 6,5%-kal tobbet vasarolunk a
szamitotthoz képest?

4./ Egy kup alapkorének atmérdje 18 cm | 4./ Egy szabalyos négyoldali guala
hosszi, alkotdja 24 cm. Szamold ki a | alapélei 14 cm hossziak, az oldallap
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kap térfogatat és a kupba irhatd gomb | magassaga 2 dm. Szamold ki a guila

sugarat! térfogatat ¢és a gulaba irhatd gomb
Mennyi a térfogata a kuppal azonos | sugarat!
alapteriiletii és magassagu hengernek? Mennyi a térfogata a gulaval azonos

alapteriiletii és magassagu hasabnak?

5./ Mekkora a felszine annak a gébmbnek, | 5./ Mekkora a felszine annak a

amelynek térfogata 904,32 cm®? gombnek, amelynek térfogata 1436
3

cm™?

6./ Egy szimmetrikus trapézt | 6./ Egy  szimmetrikus  trapézt
megforgatunk a hosszabbik alapja koriil. | megforgatunk a hosszabbik alapja
Szamold ki a keletkezett forgastest | koril. Szamold ki a keletkezett
felszinét és térfogatat! A trapéz alapjai | forgastest felszinét és térfogatat! A
26 cm és 14 cm hosszuak, szarai pedig | trapéz alapjai 24 cm ¢és 12 cm
10 cm hosszuak. hosszuak, a szarai pedig 10 cm
hosszuak.

17. tablazat: Sik- és térgeometria dolgozat feladatai

A legtobb feladat esetében vizsgalhattam a kompetencia itemekbél 10-et ( a), b), c),
d), e), f), h), k), I), m) ). Mivel indoklast egyik feladat sem kért, a j) itemre nem
vizsgaltam a dolgozatokat. Az 5. feladat esetén az abra felrajzolasa nem igazan
segitette volna a feladat megoldésat, ezért ott a d), e) pontokat kihagytam (ritka eset
egy geometriai feladat esetén, de annyira egyértelmli a szovegezés, hogy a
megoldashoz nincs sziikség a gomb felrajzolasara). A teljesitmény pontokkal egyiitt
— melyekben szintén nem valtoztattam meg a tanarné értékelését — a feladatlap
kétféle értekelése a kdvetkezo volt:

Feladat 1. 2. 3. 4, 5. 6. Osszesen

Teljesitmény 8 10 6 12 4 10 50 pont
pont
pont

18. tablazat: geometriai szamitdasok dolgozat pontozdsa

A dolgozatot 30 tanuld irta meg, ugyanaz az osztaly, mely az el6z6, sorozatok
témakor dolgozatat. A matematikai teljesitményiik atlaga 51% lett. Erdemjegyre
atvaltva 4 tanulo irt elégtelen dolgozatot, 11 tanulo elégségest, 6-6 tanuld ért el
kozepes és jO eredményt, mig jelest 3 tanuld kapott. Matematikai teljesitmény
szempontjabdl tehat ez a dolgozat gyengébben sikeriilt, mint az el6z6. Ennek oka
lehet a tobb Osszetettebb feladat, valamint a témakdr azon sajatossaga, hogy sokféle
kiilonb6zo 0Osszefiiggés ismeretét feltételezik a feladatok, mélyebb szintii
problémamegold6 gondolkodast tételeznek fel. A kompetencia pontok atlaga 71,2%.
Itt is elmondhato, hogy a viszonylag magas kompetencia pontok azt mutatjak, hogy
a kozépiskolai tanulméanyok végéhez kozeledve, a tanuldk egyre jobban tudjak,
hogyan kell egy matematika feladathoz hozzakezdeni, az adott témakdrben milyen
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elvarasok vannak a feladatok megoldasaval kapcsolatban. Itt is meghatarozo, hogy a
tanulok alaposan felkészités utan irtak meg a dolgozatot.
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15. abra: 12. évfolyam, sik- és térgeometria dolgozat eredményei

A fenti grafikonrol jol latszik, hogy viszonylag magas kompetencia pontszamot
értek el olyan tanuldk is, akiknek a matematika teljesitménye kozepes vagy
gyengébb (pl. a 3., 4., 9., 12., 14. 17. tanulok). Ezeknél a tanuloknal érdemes
megvizsgalni, hogy mi lehet az oka a gyenge teljesitménynek: tobb esetben a
képletek helytelen felidézése, szamolasi hibak, a feladat befejezetlensége
eredményezte a sikertelenséget ( a h), k) m) itemek hianya). El6fordult az is, hogy
egy jo elindulés, abra, adatok rendszerezése utan hidnyzott a tervszeri gondolkodas
(h), ami ad hoc szamolasokat eredményezett, melyek nem voltak értékelhetdk. A
matematikai teljesitmény gyengesége sokszor korabbi hianyossagokra vezethetd
vissza. Gyakori hiba volt az abrak sematikus volta ( e), f) itemek), azokon a sajat
jelolések hidnya, ami azt eredményezte, hogy a ,képlet” szokasos jeloléseit
hasznalva értelem nélkiili szamolast végeztek a tanulok.

A dolgozat alapjan elkészitett grafikon a P értékérdl ugyancsak azt mutatja, hogy a
jobb teljesitményt ny0jté tanuloknal ez a hanyados magasabb, mint a gyengébb
teljesitményt elért tanuloknal. A kompetencidk iskolai teljesitményben valod
megjelenése tehat attol fligg, hogy az elsajatitott ismereteket milyen jol tudja
alkalmazni a tanul6 — ehhez pedig az értelmes tanulason keresztiil vezet az ut.

P=T%/K%
12. évf. sik-és térgeometria

1,5

1
ettt o0ttt
05 .9“.00..:.9_0’ * M

o-—Q’ : : : : : : .

0 5 10 15 20 25 30 35

16. abra: 12. évfolyam, sik- és térgeometria dolgozat P értékei tanulonként
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3.6. Kovetkeztetések

Talan szokatlan, hogy a hagyomanyos iskolai témazard dolgozatokat matematikai
kompetenciak alapjan értékeljiink. Mégis gy gondolom, ez a vizsgalat hasznosnak
bizonyult j6 néhany kompetenciakkal kapcsolatos kérdés megvalaszolasara. Mig az
elsd vizsgalat esetén f6 célom az volt, hogy hogyan lehet Osszehasonlitani a
hagyomanyos teljesitmény értékelést a matematikai kompetenciak mérésével,
valamint megallapitani, mely matematikai kompetencia komponensek azok,
amelyeket fejleszteni kell, hogy a tanuldk jobb teljesitményt tudjanak elérni, itt a
hangstly mar méson volt: a matematika tanulmanyaik végéhez kizeledve a tanulok
milyen kompetencidkkal rendelkeznek ahhoz, hogy egy matematikai problémat meg
tudjanak oldani, és ezeket adott témakorokben hogyan tudjék alkalmazni. Ugy
gondolom, a magyar kdzoktatds szerkezetének is jobban megfelel a 11-12. évfolyam
vizsgalata kompetenciak szempontjabol, mint a 15 éves korosztalyé (melyet a PISA
vizsgal), mert akkor még csak a kdzépfokl tanulmanyaik kezdetén jarnak a tanulok,
mind tananyagban, mind Oraszamban kevesebbet tanultak még mas orszdgok
hasonlé korosztalyahoz képest [28]. A valds iskolai helyzetben a kompetencia
értékelés és a matematikai teljesitmények Gsszehasonlitasara alkotott P ugyanolyan
tendenciat mutatott mind a négy vizsgalt esetben, mint a kompetencia tesztek esetén:
a jobb teljesitményt nyujto tanulok esetében magasabb az érték, mint a gyengébben
teljesitok kozott. Mik azok a lényeges elemek, amelyekben a jobban teljesitok
eltérnek a gyengébb eredményt eléroktol? A nagyon gyenge teljesitményt nyujtok
esetében nyilvadn a gyengébb matematikai képességek, készségek nagy mértékben
felelések a rossz teljesitményért. Ez parosulhat hibas tanulasi stratégiaval,
alulmotivaltsaggal, ami évek alatt egylitt eredményezi a matematikatol valo
elfordulast. Ennek idOben valo felismerését segithetik a fentiekhez hasonld
vizsgalatok, melyekbdl a tanuldkra egyedi megallapitasokat lehet tenni, és a tanar
ennek megfelelden készitheti el a differencialt feljesztési terveket. A jobb
teljesitmények esetén a motivacié mellett valosziniileg a jobb tanulési stratégiak is
hozzajarulnak ahhoz, hogy a tanulok kompetenciaikat jobban tudjak kamatoztatni az
iskolai dolgozatokban. Ezt latszik alatamasztani az a vizsgalat is, melyet magyar
kutatok a 2003-as és 2012-es PISA vizsgalatok masodelemzéseként végeztek el
[28]. Ebben megallapitottak, hogy a gyengébb eredményt elért tanulok esetén
jellemzé a memorizacios, ismétléses tanulasi stratégia (esetenként a mélyebb
megértés nélkiil). A jobban teljesitok esetében azonban mar az elaboracids stratégia
a jellemzobb, azaz a meglévo és az Uj tudas Osszekapesoldsa, a mélyebb megértésen
alapulé tanulas. Ugy gondolom, hogy a vizsgalataimban tapasztalt P novekedésének
hatterében is hasonld okok htizodhatnak meg. Azonban biztosat csak akkor lehetne
mondani, ha megkérdeztem volna a tanuldkat a tanulési, felkésziilési modszereikrol.
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4. Esettanulmanyok: matematikai kompetenciak
megjelenése a tanulok feladatmegoldasaiban

Az el6z6 vizsgalatokbol és a szakirodalom elemzésébdl is lathatd, hogy matematikali
tudasunk kettds: egyrészt all olyan ismeretekbdl, amelyek a matematika, mint
rendszer, tudomany  alapjat  képezik, masrészt olyan eljarasokbol,
gondolkodasmodokbol, stratégiakbol, amelyek megmutatjak, hogyan oldjuk meg a
matematikai jellegli problémakat. A ketté szoros Osszefiiggésben all egymassal,
egyik sem miikodik a masik nélkiil. [15] Az utobbi magaban foglalja azokat a
készségeket, képességeket, amelyek a matematikai kompetencia lényeges részét
jelentik. Ehhez tarsul a szaktudas, az ismeretek Osszessége, az attitiidok, melyek
egylitt alkotjdk a matematikai kompetencidt. A bevezet6ben targyalt sokféle
megkdzelités koziil a PISA-féle matematikai kompetencia modellt vizsgdljuk meg
olyan szempontbodl, hogy az egyes komponensek milyen gondolkodasi képességek
és készségek birtoklasat jelentik. Az intelligencia faktoranalizise és tartalmi
elemzések alapjan korabban bemutatott, a matematikai kompetenciara jellemzd
készségeket és képességeket be lehet sorolni a nyolc komponenshez. Ezek kozott
vannak szorosan a matematikai megismeréshez kapcsolodok, és vannak altalanosabb
gondolkodési, tanulasi, tudasszerzo, kommunikacios készségek és képességek is.
Egy lehetséges besorolasuk a kovetkezo:

1. | Matematikai rendszerezés, kombinativitas, analizis, szintézis,
gondolkodés: analdgias gondolkodas, logikai kdvetkeztetés,
valdszinliségi kovetkeztetés

2. | Problémafelvetés | problémaérzékenység, probléma reprezentacio,

és -megoldas: szovegertés, szovegértelmezés, eredetiség, hajlékonysag,
rugalmassag, transzferalas, divergens és konvergens
gondolkodas, feladattartas, kreativitas, tervezés

3. | Modellalkotas: tervezés, tervszerliség, rész-egész észlelés,
Osszefiiggések keresése, asszociativ memoria,
metakognicid, analogids gondolkodas

4. | Ervelés, deduktiv és induktiv kdvetkeztetés, itéloképesség,
bizonyitas: igazsagérzet, altalanositas, logikai kovetkeztetés, ok-
okozati viszonyok felismerése
5. | Reprezentacio: abrazolas, térlatas, térbeli viszonyok észlelése,

transzferalas, prezentacio, rész-egész észlelés

6. | Szimbolumok és | szimbolikus gondolkodas képessége, emlékezet,
formalizmus: fliggvényszerti gondolkodas, algoritmikus gondolkodas,
értelmes memoria, dsszefliggések felismerése,
asszociativ memoria

7. | Matematikali relacidszokincs, érvelés, onreflexid, metakognicio,
kommunikéacio: narrativ memoria, szovegértés, szovegértelmezes,
figyelem
8. | Matematikai szamlalas-szamolas készsége, becslés, mennyiségi

eszkdzhasznalat: | kovetkeztetés, mérés, deduktiv és induktiv gondolkodas,
feladat megoldasi sebesség, algoritmikus gondolkodas

19. tdblazat: Készségek és képességek besoroldsa a kompetencia komponenseihez
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A felsorolas nyilvan nem teljes, és azt hiszem, soha nem is lesz teljes. Egy mas
megkdzelitésbol mas készségeket s képességeket is fel lehetne sorolni, esetleg egy-
egy képességet tobb komponens ala is besorolhatunk (mint ahogy én is tettem). Ugy
gondolom, minél tébbet tudunk meg az emberi megismerésrdl €s gondolkodasrol
annal részletesebb felsorolast adhatunk [19]. Dolgozatom kovetkezé részében
néhany tanulo irasbeli munkait szeretném olyan szempontok szerint elemezni, hogy
a feladat megoldasa soran a fenti készségek, képességek koziil melyek jelennek
meg, €s hogyan lehet ezt felismerni. Egy ilyen elemzés hozzasegitheti a
matematikatanart ahhoz, hogy megallapitsa, tanitvanya milyen fejlettségi szinten all,
mik az er0sségei, a gyengeségei, és meghatarozza a sziikséges fejlesztési iranyokat
[29].

4.1. Feladatok elemzése matematikai készségek, képességek
szempontjabol

Ahhoz, hogy egy ilyen elemzéshez hozzakezdjiink, ,,bele kell helyezkedniink a
didkjaink elméjébe, és amennyire lehet, megprobalni megérteni fogalmaik
forrasait és erésségeit” (H. Gardner) [16]. A tapasztalt matematikatanar gyakran
érzi azt egy feladat értékelése, egy dolgozat javitasa kozben, hogy egyik didk
(esetleg hibas, nem teljes) megoldasa ,,tobbet ér”, mint egy masik hasonlé megoldas,
mert van benne valami, amit nehéz megragadni, mégis értékesebbnek tartjuk. Ez a
nehezen korvonalazhaté valami a matematikai kompetencia, amely akkor is
megnyilvanulhat, ha a tanuld targyi tudasa az adott teriileten hianyos, vagy
szamolasi hibat vétett. Természetesen az lenne az elérendd cél, hogy a kompetencidk
és a targyi tudas egyszerre jelenjen meg a megoldasban. A targyi tudas mérésére jol
bevalt modszereink vannak, a matematika érettségi feladatok javitasi és pontozasi
utmutatoja ehhez nagyon jo tampontot ad. A tanar fejleszté munkajahoz és a tanulok
ismereteinek alaposabb felméréséhez azonban meg kell probalnunk mas szemmel
(is) nézni a feladatok megoldasait. Fel kell tudni ismerni, hogy a feladatmegoldas,
problémamegoldas soran milyen készségek, képességek aktivizalodtak, melyek nem
(ez segit eldonteni a tovabbi fejlesztés iranyat is). Természetesen, egy adott feladat
vagy probléma nem igényli az 0sszes matematikai jellegli gondolkodasi képesség,
készség alkalmazasat egyszerre — a tanar feladata, hogy beazonositsa, az adott
feladat megoldasahoz melyek sziikségesek. Tanari palyam husz éve alatt sok és
sokféle tanuloi feladatmegoldassal taldlkoztam. FEzekbol szeretnék néhanyat
bemutatni, elemezve a benniik megjelend matematikai kompetenciat — amelyhez a
kompetenciak fenti gondolkodasi készségek és képességek szerinti felosztasat
hasznalom. Az elemzés soran természetesen figyelni kell arra is, hogy ne ,,lassunk
bele” olyan készségeket, képességet a megoldasba, ami nem jellemzé az adott
feladatra: nem szabad abba a hibaba esni, hogy a tanuldt ismerve tobbet gondoljunk
bele a feladatba, mint ami valdban kiolvashatd. A feladatok kozott van érai munka,
felmérés, dolgozat feladata — ezt jelzem az adott feladat leirasanal. Mind 6nallo
tanul6i munka. A feladatok megoldoi kozépiskolai tanulok, tobbségiik az egri
Eszterhazy Karoly Gyakorl6 Gimnazium tanuldja.
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4.1.1. Megoldas elemzése: térgeometria, 12. évfolyam

A feladat: Mekkora annak a szabadlyos 24-oldalu egyenes gulinak a térfogata,
amelynek alapéle 1,9 cm, és az oldallapok alaplappal bezart szége 87°11°?
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17.4bra: térgeometria feladat, 12. évfolyam

A 17. dbra egy matematikat emelt szinten tanulé fiu 6rai munkaja. Minden szoveges
feladat megoldasanak alapja a jo szovegértés, szovegértelmezés, ennek hidnyaban a
tanulok el sem tudnak kezdeni a feladat megoldasat. A térgeometria feladatokhoz
szintén fontos a térlatas, ami a feladathoz készitett abrak alapjan jonak mondhaté:
az elsOként készitett abran nem latszanak megfeleléen az adatok, ezért a tanuld
készitett egy alkalmasabb nézetet. JO a reprezentacios képessége, az abrazolas
megfeleld a feladat megoldasahoz, a jeloléseket célszeriien valasztotta meg. A
tanulé tervszeriien dolgozott, jol hasznalta a matematikai szimbélumokat,
megtalalta a sziikséges osszefiiggéseket, mennyiségi kovetkeztetései helyesek (a
és v szogek meghatarozasa). A szamolégép hasznalatiban jartas, azt célszeriien
hasznalta. Fejlett az analitikus-szintetikus gondolkodasa. Jol latszik a
gyakorlottsag a megoldasban, nincsenek felesleges 1épések, jo a feladattartasa,
valaszt ad a feltett kérdésre. Mint latjuk, egy ilyen geometria feladat sokféle
készséget, képességet mozgosit, melyekkel a tanuld rendelkezik. Természetesen egy
j6 megoldasrodl sok informacid leolvashato, de a kevésbé latvanyos megoldasokbol
is hasznos kovetkeztetéseket vonhat le a tanar.
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4.1.2. Megoldas elemzése: halmazelmélet, 9. évfolyam

A feladat: Az M:={a; b; c; d; e; f} alaphalmaz A, B, és C részhalmazairdl a
kovetkezdket tudjuk: ANB={b}), (AUB)NC={e; f}, A\C={b; c; d}, C\B={a; e}.
Hatdrozza meg az A, B, C halmazokat!

18. abra: halmazelmélet feladat, 9. évfolyam

A feladat egy iskolai dolgozatban volt kitlizve, a 18. dbra mutatja az egyik tanuld
megoldasat. A tanuld helyesen értelmezte a féleg matematikai szimbolumokkal leirt
feladatot (szovegértelmezés) és megfeleléen reprezentalta. Az adatok kozti
osszefiiggéseket értette, azokat helyesen rendszerezte. Jol hasznalta a deduktiv
kovetkeztetést: a halmazmiiveletek tulajdonsagait helyesen alkalmazta a konrétan
megadott halmazokra. Helyesen értelmezte és alkalmazta a matematikai
szimbélumokat — ez 9. évfolyamon még nem minden tanuléra jellemz6. Egy 1j
momentum is megjelent megoldas soran: a Venn-diagramban a kisatirozott, el6szor
,rossz” helyen megjelenitett elemek az onreflexié képességét mutatjak, és a
torekvést a teljes megoldasra. Ez a feladatmegoldas is helyes, és bar kevésbé
latvanyos, mégis jol mutatja a mogotte rejlé gondolkodasi folyamatot.
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4.1.3. Megoldas elemzése: gondolkodasi modszerek, 10. osztaly

A feladat: Eniké bankkartydjanak négyjegyii PIN- kodjat a kovetkezdképpen
titkositva irja noteszébe:

- a szamban eggyel tobb az ezres, mint a tizes;

- az ezresek és tizesek szamanak szorzata megegyezik a szazasok és tizesek szamanak
szorzataval;

- a szam éppen tizenegyszerese az utolso harom jegybol allo szaménak;

- a szam a 10 t6bbszorése.

Fejtsiik meg a kédot!

Ez a feladat az elsd kompetencia felmérésem egyik feladata volt. Ennek két
kiilonboz6 tanuldi megoldasat mutatom be. Az elsé megoldasban (19. dbra) nyomon
kovethetd az dsszefiiggések keresése, a szimbolikus gondolkodas - ugyan még
sajatsagos egyedi szimbolumokat hasznal, de ezzel mar eléri azt, ami a matematikai
szimbolumok egyik fontos szerepe: a gondolkodds megkonnyitése, a
munkamemoria teriileteinek felszabaditasa. Jol reprezentalja a feladatot, érti és
értelmezi a szoveget, helyes a logikai kovetkeztetése. Sokkal tobbet végez
»fejben”, mint amennyit lejegyez, mégis gondolkodasa a leirtak alapjan kovetheto.
Bar probalja a matematikdban gyakran hasznalt x és y betliket alkalmazni az
ismeretlenek jelolésére, ezeket gyakorlatilag nem hasznalja — de végigviszi a
gondolatmenetét, és valaszt ad a kérdésre, a feladattartasa jo. Amit nem tudunk
leolvasni a megoldasbdl, az éppen az, hogy hogyan sziirte ki a lehetséges esetek
koziil a helyeset. Az Osszefliggések felismerése utan mar nem jutott el a helyes
matematikai modellig (jelen esetben az egyenletek felirasaig), tehat modellakotd
képessége még fejletlen, nem eléggé gyakorlott. Valdszinlsithetd, hogy fejben
végiggondolta a konkrét eseteket (tehat induktiv kovetkeztetést alkalmazhatott),
azonban ez mar nem keriilt rogzitésre.
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19. abra:PIN-kod megfejtése-1. valtozat

A masodik megoldasa ugyanennek a feladatnak (20. dbra) egy teljesen eltérd
gondolkodasmadrol tantaskodik: 6 is jol értelmezi a feladat szovegét, de masképpen
reprezentalja. Ez a megoldas tervszeriiségrol, jO6 kombinativitasrol,
osszefiiggések keresésérol és végiil helyes logikai kovetkeztetésrol arulkodik. Az
el6z6 tanuldhoz képest sokkal konkrétabb a gondolkodédsa, szimbolikus
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gondolkodéasa még kevésbé fejlett, de szamolasi készsége és feladattartasa szintén
jo. Valodszinlileg tudattalanul, de jol alkalmazta Polya Gyorgynek a
problémamegold6 gondolkodds folyamataban hasznalt egyik modszerét: hagyjuk el
az egyik feltételt, és nézziik az igy konnyitett feladat lehetséges megoldasait [11]. A
,,SZam tizenegyszerese az utolsd harom jegybdl allo szamnak™ feltételt csak a végén
vette figyelembe, és igy vonta le helyes kovetkeztetést. Azt lehet mondani, hogy a

konkrét miiveletek szintjén a problémamegoldasa megfeleld.

Fejtsiik meg a kédot!
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20. abra: PIN-kod megfejtése - masodik valtozat
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4.1.4. Megoldas elemzése: geometriai szamitasok, 11. évfolyam

A feladat: Egy derékszogii trapezba kor irhato.

a) Mekkora a beleirhato kor sugara, ha az alapok hossza 4 cm és 12 cm, a nem
derékszogii szar pedig 1 dm?

b) Mekkorak az alapon fekvé szégek?

¢) Mekkora a trapéz koron kiviili teriilete? Hany szdzaléka ez az eredeti trapéz
teriiletének?
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21. abra: derékszogl érintdtrapéz

Ez a feladat szintén az els6 felmérésemben szerepelt, abbol valasztottam két eltérd
gondolkodasmodrol és fejlettségi szintr6l arulkodé megoldast. Az els6 megoldas a
21. dbran lathatd. A jo szovegértést és a helyes értelmezést mutatja a helyes
reprezentacio, a megoldashoz jol alkalmazhato abrazolas. Az abran a jeloléseket
célszerlien vezette be. A megoldas nincs tilsagosan részletezve, a tervszeriiség és
az analitikus gondolkodas mégis nyomon koOvethetd benne: csak a sziikséges
Iépéseket irja, a sziikséges szamitasokat végzi el. Jol valasztotta ki az
osszefiiggéseket, azokat gyakorlottan alkalmazta (pl. a Pithagorasz-tétel esetében
egybdl a feladat adataival szamolt). Deduktiv kovetkeztetéseket alkalmazott a
képletekbe valo behelyettesitések soran. A matematikai szimboélumokat értelmesen
hasznalta — a megoldasrdl latszik a fejlett szimbolikus gondolkodas. J6 a szamolasi
készsége ¢s az elektronikus szdmologépet is megfeleld helyen alkalmazta
(eszkozhasznalat). Ez egy ,szlikszavu”, célrator6, de teljes megoldas, jo a
feladattartasa, teljes megoldasra torekedett, és a feltett kérdésekre valaszt adott (az
a) és b) kérdésekre a szokasos kétszeres alahuzassal, a C) kérdésre pedig szoveges
véalasszal). Az utolsé szazalékszamitdas mar nincs részletezve, ezt nyilvan
szamologéppel szamolta ki a tanuld, ami szintén a gyakorlottsigot mutatja az
eszkozhasznalatban és szazalékszamitas Osszefiiggéseinek ismeretében.
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Ugyanennek a feladatnak egy masik tanulod altal adott megoldasat a 22. dabran
lathatjuk. Elmondhatjuk, hogy ez a tanuld is jél értelmezte a szoveget, ¢és a
reprezentacioja is helyes. Az abra és annak jelolései alkalmasok a feladat
megoldéaséara. Jol megtaldlja a sziikséges Osszefiiggéseket, de latszik, hogy az el6zd
megoldonal kevésbé gyakorlott az alkalmazisukban. Tobb Iépésben végzi el a
sziikséges szdmitasokat. J6 a szamolasi készsége, a szamolégépet is megfelelden
kezeli. Az a) rész megoldasa helyes, tervszerii és részletes (az alkalmazott
Osszefiiggéseket is lejegyezte, 2r=d) A feladat b) részében a szinuszos
Osszefiiggésbe rosszul helyettesit be, ezért a kapott szog hibas. A trigonometrikus
Osszefiiggésekben valdé bizonytalansagdt mutatja az is, hogy ugyanabbdl a
derékszogii haromszogbdl kiszamitva a masik hegyesszoget (ami egyébként helyes),
nem veszi észre, hogy a kapott két sz6g 6sszege nem 90°. Itt szembesiilhetiink azzal,
hogy a tervezés hianya milyen hibakat eredményezhet. Szintén mutatja ez a
feladatrész az onellenérzés hianyat. A c) feladatrész megoldasahoz is hozzakezd,
azonban ezt mar nem fejezi be. Erdekes a trapéz teriiletének kiszdmitasa, ami azt
mutatja, hogy teriilet fogalmat helyesen értelmezi: nem a szokasos képlettel szamol,
hanem a téglalap és a haromszdg teriiletének Osszeaddsdval hatirozza meg.
Feladatmegoldasa nem teljes, aminek oka lehet az id6hiany (ez volt a feladatlap
utolsé feladata), de a tervezés hianyossagai, vagy az, hogy nem tudta felidézni a
megfeleld Osszefliggéseket (kor teriilete, % szdmitas). Ebbdl a megoldasbol arra
lehet kovetkeztetni, hogy a tanuld birtokdban van az alapvetd készségeknek,
képességeknek, amelyekkel el tudja kezdeni a feladatot, de a fent leirt tudasbeli €s
képességbeli hianyok még fejlesztésre szorulnak.
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22. abra:derékszogl é;intiitfapéz, masodik megoldas o
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4.1.5. Megoldas elemzése: rendszerezé osszefoglalas, 12. évfolyam

A feladat: Oldd meg a kdvetkezé egyenleteket, egyenlétlenségeket a valos szamok
lehetd legbdvebb halmazan, melyen értelmezheté! Add meg az alaphalmazt!
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23. 4bra: logaritmikus egyenl6tlenség

Ez a feladat egy 12. évfolyamos dolgozat feladata volt, melyet a tanuldk a
rendszerezd Osszefoglalds soran, tehat mar az érettségire felkésziilés iddszakaban
irtak. Bar ez a megoldas sem teljes (23. dbra), mégis nagyon sok matematikai
képességrél tanuskodik: a szimbolikus gondolkodas fejlettségérél és az
algoritmikus gondolkodasrol, a tanult dsszefiiggések keresésérél, a szamolasi
készségrol, a matematikai eszkozhasznalat fejlettségérol. A fiiggvényszerii
gondolkodasmod még megjelenik a feladat els6 részében, de végén mar nem. Azt is
leolvashatjuk réla, hogy a feladattartdsa nem elég jo, nem viszi végig a feladatot.
Figyelmen kiviil hagyja, hogy nem egyenletet, hanem egyenldtlenséget kell
megoldania. Nem torekszik a teljes megoldasra, hianyzik az onreflexio a végén
(bar a feladat elején még jelen volt, ott még javitotta hibajat). Hianyzik a tervezés
és a tervszeriliség a megoldasbol, ezért elmarad a megoldasoknak az alaphalmazzal
valo Osszevetése, és a megoldashalmaz megadasa. A feladat ilyan iranya
elemzésével tanacsokat tudunk adni a tanulonak arra nézve, hogy mik azok a
keészségek, képességek, amelyben még fejlodnie kell.
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4.1.6. Megoldas elemzése: mértani sorozatok, 12. évfolyam

A feladat: Egy bankbetétbe minden évben 450 000 Ft-ot tesziink be, évi 6,5%-0S
kamatra.

a) Mennyi pénziink lesz 6 év mulva?
b) Hany évig kell igy tenniink, hogy osszegyiiljon 6 000 000 Ft?
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24. abra: kamatos kamatsiémités

Ez a megoldas (24. abra) egy 12. évfolyamos tanuld 6rai munkaja. Jol értelmezi a
feladat szovegét, és helyesen alkalmazza a sziikséges Osszefiiggéseket. A
feladatmegoldasban a gyakorlottsdgot mutatja, hogy a ,képlet” felirasa nélkiil,
egyb6l az adatokkal szamol (deduktiv gondolkodas). A megoldas soran mégis
kétszer is elkovet egy hibat: az 6sszegképletben 1,065-tel valo szorzast. A megoldas
azonban igy is fejlett szimbolikus gondolkodasrol arulkodik. Az egyenlet
megoldasanak menete mutatja az algoritmikus gondolkodast, és a jO szamolasi
készséget. Jol alkalmazza a szamologépet (eszkozhasznalat). Megoldasa tervszerii,
jo a feladattartasa, valaszt ad a feltett kérdésekre. JOl alkalmazza a mennyiségi
kovetkeztetést az évek szamanak megadasdban. Ez azt mutatja, hogy érti a
feladatban megadott szituaciot, tisztaban van a banki kamatszamitas gyakorlataval.
Mivel a feladat tanorai munka volt, a gyakorlds soran oldottdk meg, itt az
elemzésnek azért van jelentGsége, mert ramutatva az elkOvetett hibara idében
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korrigalni lehet, pontositani a mogdtte megbujo fogalom (mértani sorozat elsé n
tagjanak 0sszege) megértését, elsajatitasat.
4.1.7. Megoldas elemzése: rendszerezé dsszefoglalas, 12. évfolyam

A feladat: Van a sikon valahdany pont, amelyek koziil semelyik hdarom sincs egy
egyenesen. Kozottiik osszesen 28 egyenes huzhato. Hany pontot vettiink?
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25. abra: egyenesek és pontok feladat megoldasa

Ez szintén 12. évfolyamon, a rendszerez Osszefoglalas alkalmaval kiadott hazi
feladat egy feladata volt, melyet a tanuloknak be kellett adni. A feladat megoldasa
(25. dbra) jo szovegértést, értelmezést mutat. A feladat szovegének megfeleld
reprezentaciét keresett a tanuld, ami kicsit ugyan zavaros elsé ranézésre, de az
induktiv gondolkodas és kovetkeztetés leolvashato rola. A hibajavitoval eltiintetett
részek azt mutatjak, hogy elsére nem sikeriilt helyes irdnyban elindulnia, de az
induktiv gondolkodas segitségével sikeriilt a helyes utat megtalalnia. Az indukciot
nem vitte végig a teljes altalanositasig, hanem maradt a konkrét esetek vizsgalatanal,
de abbdl jol szamolt (szamolasi készség) és a logikai kovetkeztetése is helyes volt.
Megoldasa tervszeri, végigviszi a feladatot, és valaszt ad a feltett kérdésre. A
bemutatott megoldast készité tanuld matematikabol nem a legjobbak kozott volt, de
a feladat jo megoldasa szamara pozitiv élményt nyQjtott, motivaciot adott.
Gondolkodasa konkrét, a matematikai szimbolumokat gyengén kezeli, nem
hasznélja az ide ill6 algebrai Osszefiiggést, ami ennél a feladatnal még nem okozott
problémat. Ha azonban a feladat a probléma A4ltalanositasa, akkor ez a
gondolkoddsméd mar nem elegendd. Az, hogy 12. évfolyamon egy tanuld
szimbolikus gondolkodasa ennyire fejletlen, sajnos nem egyedi példa — gyakran
talalkozunk ezzel. Ez az Gsszetettebb problémak megoldésa esetén hatranyt jelent, és
a matematikai kompetencidk koziil a matematika nyelvezetével, Osszefiiggéseinek
alkalmazasaval valamint a modellalkotassal kapcsolatos képességek gyengeségét
mutatja.
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4.1.8. Megoldas elemzése:gondolkodasi médszerek, 11. évfolyam

A feladat: Ot jobardt észrevette, hogy telefonszamaik olyan hétjegyii szamok, melyek
elsé szamjegye 3, mindegyik szamjegyiik kiilonbozo, és az egymds utan lenyomott
gombok a sakkjaték lougrasanak szabalya szerint kévetik egymast.

a) Mi az ot telefonszdam,

b) Lehet-e otnél tobb ilyen telefonszam? Indokold a vilaszt!
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a 6 m széles mennyezet kizepére, ekkor 1-1 m széles sav vildgitds nélkil maradna. A masikat
26. abra: telefonszamok meghatarozasa feladat megoldasa

Ezt a feladatmegoldast szintén az els6 felmérés feladatlapjai koziil valasztottam, egy
11. évfolyamos fiu megoldasa. Bar a feladat megoldasa hibas és hianyos, mégis ugy
érzem, hogy ez a megoldasi mod sokat elarul a tanuldé gondolkodasarol. Jél
értelmezte a feladat szovegét, amit mutat a jobb oldalt felirt két jo telefonszam.
Ami miatt kivalasztottam ezt a megoldast, az a reprezentacié: a graf alkalmazésa a
feladat megoldasaban. A felmérés soran ezzel a modszerrel egyetlen mas tanuld
esetén sem talalkoztam. Ez azt mutatja, hogy képes a feladat szempontjabol relevans
matematikai modell kivalasztasara és alkalmazasara. A legtobb tanuld erre a
feladatra csak az 6t telefonszam felsorolasaval valaszolt, de nem tudta indokolni,
hogy miért nincs tobb lehet6ség. Ez a modell viszont alkalmas az indoklasra is. A
megoldas hidnyossagai arra vezethet6k vissza, hogy a bal oldali 4gon a 6-0s szam
utan tévesztett (7 vagy 0 kovetkezhet, nem 7 vagy 2) — ezért nem talalta meg az
Osszes lehetséges telefonszamot. A jo modellalkotasi képesség sajnos
figyelmetlenséggel parosult, ezért nem tudta végigvinni a feladatot, és nem vélaszolt
a feltett kérdésekre. Gondolkodasaban nyomon kdvethetd még a tervszertiség ¢s a
kombinativitas. Az alapveté gondolkodasi képességei jok, a figyelmet, a
koncentraciot, a feladattartast, a hibak felismerését (6nreflexiot) €s azok kezelésének
képességét kell nala fejleszteni.
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4.1.9. Megoldas elemzése: szamelmélet, 10. évfolyam

A feladat: Egy hajo hosszanak, az arboc magassiaganak, a kapitiny és a kisfia
életkoranak szorzata 303335, mind a négy szam pozitiv egész. Hany éves a
kapitany?
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217. abra A kapltany eletkora feladat megoldéasa

Ez a feladat szintén a kompetencia felmérés feladatai kozott szerepelt és az el6z6hoz
hasonloan egyedi a vizsgalt feladatlapok ko6zott (10. évfolyamos fit megoldasa).
Ebbdl a megoldasbol is leolvashato a jo szovegértés, értelmezés. Helyesen talalta
meg az alkalmazando dsszefiiggést (primtényezOkre bontas), és jol alkalmazta annak
algoritmusat (bar a primtényzdés felbontds végén a ,,0” nem helyénvald!). Jo a
szamolasi készsége, ¢és az eszkozhasznalata (szamologép). Ami egyedi ebben a
megoldasban, az az érvelés, amellyel kifejti, hogy a kapott tényezék koziil miért
éppen a 31 lehet a kapitany ¢€letkora. Az érvelésben megnyilvanul a kombinativitas
(6sszes lehetdség szdmba vétele), és a helyes itéletalkotas képessége. Jerome
Bruner: Az oktatas kulturaja cimii konyvében [14] ir a narrativumok szerepérdl a
tanulasi folyamatban — ami ennél a példanal nagyon szépen megmutatkozik: lam,
egy szamelméleti feladat megoldasa soran is lehet a torténetmesélés, a szituacid
irasbeli elemzése révén eljutni a helyes kovetkeztetésig! A kompetencia elemek
koziil jellemz6 még a megoldasra a tervszeriiség, és a feladattartas, hiszen
végiggondolva az Osszes lehetséges esetet valaszt ad a feltett kérdésre (sot, még
tobbre is). Ugy gondolom, ez a gondolkodasméd nagyon értékes, mutatja a tanuld
problémaérzékenységét. Egy jol kialakitott, rendszerezett ismeretrendszerrel
parosulva képessé teheti a tanuldt az Osszetett problémak kezelésére, valamint az
indoklasi, bizonyitasi feladatok megoldasanak képességére.
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4.1.10. Megoldas elemzése: szoveges feladatok egyenletekre, 9.
évfolyam

A feladat: Egy didk ot targybdl érettségizett, az datlageredménye 3,4 lett. Semmibdl

sem bukott meg, nem volt egynél tobb kettese, és nem kapott kettonél tobb azonos
osztalyzatot. Milyen osztdlyzatokat kapott?
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28. abra:A jegyek atlaga feladat megoldasa

Ez a feladat egy 9. évfolyamos tanuld hazi feladata volt. A megoldas modjabol
latszik a helyes szovegértelmezés: jol elemezte az explicit és implicit adatokat
(analizis képessége). Megtalalta a helyes osszefiiggést (szamtani kozép), jol irta fel
matematikai szimboélumokkal. Az algoritmikus gondolkodasa és a szamolasi
készsége a feladat alapjan jonak mondhat6. Megoldasa tervszeri, feladattartasa
jo, valaszt ad a feltett kérdésre. A 9. évfolyamon a matematika tantervnek fontos
eleme a szoveges feladatok megoldasanak gyakorlasa — annak elsajatitasa, hogyan
lehet a szoveggel megadott informaciot leforditani a matematika nyelvére. Ez sok
tanulonal nehézséget okoz a magasabb évfolyamokon is, ezért 1ényeges, hogy az
ilyen feladatmegoldasokat értékeljiik, mert ez a tovabbi fejlédés alapja lehet.
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4.1.11. Megoldas elemzése: szoveges feladatok egyenletekre, 9.
évfolyam

A feladat: Egy focicsapat jatékosainak adtlagos életkora 23 év. Egy jatékost
kiallitanak, igy a palyan maradt 10 jatékos atlagéletkora pontosan 22 évre csékken.
Hany éves a kidllitott jatékos?

' Egy focicsapat 4tlagos életkora 23 év. Egy jatékost kidllitanak, fgy a palyan mara
jatékos atlagéletkora pontosan 22 évre csokken. Hany éves a kidllitott jatékos?
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29. abra: A kiallitott jatékos életkora feladata megoldasa

Ez a feladat beadand6 hazi feladat volt 9. évfolyamon. Szoros rokonsagot mutat a
4.1.10. feladattal. Azonban ez a tanuld mas stratégidval oldotta meg a szintén
szamtani kozéprol szolod feladatot. Mindenekel6tt jo szovegértési, értelmezési
képességet mutat a feladat megoldasa. Helyesen talalta meg a tanuld a feladat
szovegében a megoldashoz sziikséges explicit és implicit informaciokat. Megteleld
osszefiiggéseket alkalmaz, ¢s megoldasi menetét 1épésenként meg is magyarazza
(indoklasi képesség). Megoldasanak egyetlen hibaja, hogy a feladat két részében
ugyanazt a betlit hasznalja kiilonb6z6 valtozok leirasara. Ez nem befolyasolja a
végsd eredményt, azonban jelezheti a matematikai szimbdélumok hasznalatanak
fejletlenségét. Megoldasa tervszerii: nagyon egyszerli, elemi szamolasi részekre
bontotta a megoldast (analizis képessége), és egyszer tévesztett is, de ezt a hibat
tudta korrigalni (6nreflexié képessége), ¢s igy teljes megoldast adott. Valaszolt a
feltett kérdésre, feladattartiasa j6. A megoldasbol az is latszik, hogy képes
logikusan gondolkodni, meglatja az 6sszefiiggéseket, de szimbolikus gondolkodasa
még fejletlen. Ebben a korosztalyban (a kozépiskola elsé évfolyama, 15 évesek) ez
még elég sok tanulora jellemz6. Ezen az évfolyamon a matematika tananyagban
igen fontos szerepet jatszik a matematikai szimbolumok kezelésének elsajatitasa, a
korabban szemléletes, konkrét példakon alapuld fogalomalkotasbol a szimbolikus
fogalmak felé tartd atmenet: algebrai kifejezések alkalmazasa, egyenlet megoldasi
modszerek kiszélesitése, stb. Ennek a korosztalynak a gondolkoddsara még
tapasztalataim szerint sok tanulonal a konkrét szakasz jellemzd, a Piaget-féle
fejlodési elmélet viszont mar a szimbolikus gondolkodast feltételezi (12-13 éves
kortol) [3].
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4.1.12. Megoldas elemzése: rendszerezé osszefoglalas, 12. évfolyam

A feladat: Hogyan oszthatunk szét ot ember kozott szaz cipot ugy, hogy a mdsodik
ember ugyanannyival kapjon tobbet az elsénél, mint a harmadik a mdsodikndl, a
negyedik a harmadiknal és az 6todik a negyediknél, ha még azt is megkivanjuk, hogy
a harom nagyobb rész Osszesen hétszer annyit tegyen ki, mint a két kisebb osszege?
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30. abra: cipok szétosztasa feladat megoldasa

Ez a feladat 12. évfolyamon beadandd hazi feladatként szerepelt a rendszerezd
Osszefoglalas soran. A bemutatott megoldas jo szovegértési, értelmezési képességet
mutat. JOl elemzi a szovegben megjelend informdaciokat (analizis képessége) és
helyesen reprezentalja. A matematikai szimboélumokat és a kivant osszefiiggéseket
megfeleléen alkalmazza. Megoldasa ,,sziikszavl”, nem részletezi, hogy a valtozok
mit jelentenek, a valaszadasbol azonban kideriil, hogy tisztaban van a jelentésiikkel.
Az egyenletrendszer megoldasabol latszik a jo algoritmikus gondolkodas, a jo
szamolasi készség (nem ir le minden szamolasi 1épést, de helyesek az eredmények).
A feladatot tervszeriien vitte végig, valaszt adott a feltett kérdésre. Megoldasabol
latszik a gyakorlottsag, nincsenek felesleges 1épések, nem zavarja meg, hogy nem
egész megoldasokat kapott. Ami hidnyzik a feladatbol, az az ellendrzés, ami azért
lett volna kivanatos, mert a kapott eredményekrdl nem deriil ki elsé ranézésre, hogy
helyesek. Erettségi el6tt erre mindenképpen fel kell hivni a tanulé figyelmét, hiszen
pontokat érhet. A gyakorlott problémamegoldokra sajnos gyakran jellemz6 a fenti
megoldasban is megmutatkoz6 ,,szlikszavisag”, a részletek elhanyagolasa (mit
jelolnek a valtozok, ellendérzés). Ennek korrigalasara azért van sziikség, mert a
feladatot javito, értékeld tanar ugyan tudja, hogy milyen valaszt var, de egy kiilso
szemlélo szamara nem biztos, hogy vilagos minden 1épés.
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4.1.13. Megoldas elemzése: mértani sorozatok, 12. évfolyam

A feladat: Mennyibe keriilne egy 16, ha csak a patkoszogekért kellene fizetni? Az elsé
patkoszogert 1 fillért, és minden kévetkezoeért kétszer annyit, mint a megelozoért.
Egy patkohoz 8 szog tartozik.

3. Mennyibe keriilne egy 16, ha csak a patkdszegekért kellene fizetni? Az els6 patkdszegért 1
fillért, és minden kévetkezGért kétszer annyit, mint a megel6z6ért. Egy patkohoz 8 szog
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31. abra: Patkoszoges feladat megoldasa

Ez a feladat is a kompetencia felmérésemben szerepelt a 12. évfolyam feladatai
kozott. A 31. dbrdn 1athatd megoldas jo szovegértési képességekrol tanuskodik. A
tanuld megtalalta a helyes 6sszefiiggést, hogy mértani sorozat elemeit kell
Osszeadnia. A matematikai szimbolumokat tudja kezelni, bar megoldasaban
keveredik az altalanos képlet a sorozat konkrét tagjaval. Nem elég kovetkezetes a
feladat megoldasa soran, a tervszeriiségben hianyossagok mutatkoznak. Nem jeloli
a 32. tagot (az, = 1-23271), de utana az dsszegre helyes Osszefiiggést ir le, majd
mégis rosszul szamol. Nem vilagos, hogy a (232 — 1) helyett végiil miért tér at
(231 — 1)-gyel valé szamoldsra — erre a tanarnak érdemes rakérdezni. Igy
végeredménye hibas, és nem is ad valaszt a feltett kérdésre. Ez a megoldas olyan
érzést kelt a javitdo tanarban, hogy lehetett volna akar jo is, de valahol mégis
Hfelrecsuszott”. Ezt a hidnyossagot a  problémamegoldé gondolkodas
fejletlenségében latom: a tervszer(iség, a feladattartas, a teljes megoldasra torekvés
és az Onreflexio hianyaban. Ez a példa arra mutat ra, hogy ha a megfeleld
Osszefiiggések ismerete, a szaktudas nem parosul jo6 problémamegoldo képességgel,
akkor a megoldas hianyos lesz — ez a megoldas a masik oldalat mutatja annak, hogy
a kompetencidkat a szaktudassal egyiitt, azzal parhuzamosan kell fejleszteni.

4.2. Miért tartom fontosnak ezt a latasmodot?

A bemutatott tanuléi megoldasok csak egy-egy kiragadott példat jelentenek.
Bizonyara sok hasonlot latott mar az olvasoé is, és még sok mas példat is lehetne
hozni. Célom az volt, hogy megmutassam, nem csak az eredmény ,helyessége”
szempontjabol lehet vizsgalni egy-egy megoldast, hanem a felhasznalt matematikai
készségek, képességek szempontjabol is. Szemléletvaltas sziikséges az értékelésben
is, nemcsak a tanitasi modszerekben. A kompetenciak fejlesztését akkor lehet jol
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végezni, ha a fejleszté munka eredményét is elemezni tudjuk, nem csak kvantitativ,
de kvalitativ modon is. Ez a latasmod lehetdséget ad arra, hogy a tovabbi fejlesztés
iranyat meghatarozzuk, felmérjiik az erdsségeket és a gyengeségeket mind a tanulok
munkaiban, mind a sajat tanitasi gyakorlatunkban. A ,szaktudas”, a tananyag
elsajatitasanak  mélységén tal igy bepillantast nyerhetink a tanulok
gondolkoddsmodjaba, abba, hogyan alkottdk meg a tanitott fogalmakat magukban.
Ahogyan Richard Skemp mondta: ,,Sajat fogalmi rendszert mindenkinek egyediil
kell kiépiteni. De a folyamat felgyorsithato, ha a hozza sziikséges anyagok ’kéznél
vannak’.”’[12] A tanulok irasbeli munkainak kompetencia alapu szemléletével és
elemzésével talan bepillantast nyerhetiink abba, milyen fejlettségen 4ll a fogalmi
rendszeriik, szkémaik mennyire kiépiiltek, mennyire alkalmasak a
problémamegoldasra.

Ezt a szemléletvaltast mar a tanarképzésben el kell kezdeni. Ehhez elsé 1épésként
képessé kell tenni a leend6 matematikatanarokat arra, hogy tudjak elemezni a
feladatokat abbdl a szempontbdl, hogy milyen képességeket, készségeket
fejlesztenek. [15] A kezdd tanar szamara talan még fontosabb ennek a
szemléletmodnak a tudatositasa, mint a mar gyakorlattal rendelkez6knek — hiszen a
gyakorlat el6bb-utobb kialakitja a jo tanarban ezt a latasmodot. A gyakorld tanarok
szamara a kompetencidk fejlesztéséhez hasznos modszerekrél, munkaformakrol,
feladattipusokrol vannak tovabbképzések, hozzaférhetd segédanyagok, de az
értékelés atformalasara eddig nem keriilt sor. A tanuldk altal megoldandd és
megoldott feladatok ilyen szemiéletii elemzése arra is lehetdséget nyujt, hogy a tanar
eldontse, az o6ran hogyan differencidljon, milyen csoportokat alakitson ki (annak
megfeleléen, hogy mely képességeket kell jobban fejleszteni egy-egy tanulonal).
Erdemes kiprobalni azt a modszert is, hogy egy adott kompetencia komponensbél
gyengébb tanulokat és az azon a téren fejlettebb képességekkel rendelkezoket egy
csoportba osztva egymast segitve dolgozzanak egyiitt. A tankOnyvek,
feladatgylijtemények feladatait is mas szemmel nézziik, ha néhany ilyen elemzést
végiggondolunk: jobban oda lehet figyelni arra, hogy olyan feladatokat valasszunk,
amelyek tobbféle matematikai készséget, képességet fejlesztenek. Erre a szlikos
idOkeret és a nagy mennyiségli tananyag is rakényszeriti a tanart.[29]

A kvantitativ értékelésben ezt a latasmodot és az ilyen elemzést valoban nehezebb
megjeleniteni, mint a matematikai teljesitményt. Hogy mégis hogyan lehet, arra
alkalmas modszer a matematikai teljesitmény és a kompetencia 0sszehasonlitasa a
korabban definialt P hanyados segitségével. Ugy gondolom, hogy egy tanév soran
néhany témazaré dolgozat, beadando feladatlap ilyen szemponta kettds értékelése
sokkal arnyaltabb képet fest a tanulok fejlodésérdl, mint a teljesitmény egyoldalu
szemlélete. A matematikai potencial fejlédésének kimutatasa egy tanév soran mind a
tanulonak, mind a sziilének pozitiv megerdsitést jelent. A tandr szamara pedig egy
ujfajta reflexiot a sajat munkéjanak hatékonysagarol.

Nem hanyagolhatjuk el a fenti elemzésekben rejlé motivacios lehetdséget sem —
hiszen a matematika tanitdsa soran ennek fokozott szerepe van. A feladatok és
munkamodszerek valtozatossaga, valds folyamatokhoz kapcsolodésa mellett az
értékelés is lehet motivald hatast — ha személyre szabott, pozitiv kicsengésii és a
valos fejlédési utat mutatja meg.
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5. Osszegzés, tanulsagok, fejlesztési lehetoségek

5.1. A vizsgalatok célja, mérési modszere

Dolgozatom vizsgalatainak egyik célja az volt, hogy kimutassam a kapcsolatot a
matematikai teljesitmény és a matematikai kompetencidk fejlettségének szintje
kozott. Ennek érdekében 278 kozépiskolai tanuld (9-12. évfolyam) altal megoldott
feladatlapot értékeltem a matematikai teljesitmény illetve a matematikai
kompetencia alapjan. Az értékeléshez a teljesitmény esetében az érettségi
dolgozatok pontozasi utmutatojanak megfeleldé modszert alkalmaztam, a
kompetencia értékelésben pedig dr. Czeglédy Istvan modszerét [2]. Korrelacid
szamitast végeztem a kapott értékekre, és ennek alapjan megallapithato, hogy a
matematikai teljesitmény és a kompetencia jol korrelal egymassal. A kétféle
értékelés Osszehasonlitasara bevezettem a P hanyadost, mely az elért teljesitmény
pontok (T) és kompetencia pontok (K) szazalékos eredményeinek hanyadosa. A P
értékének 1-t6l valo eltérésével azt vizsgaltam, hogy a tanuldok milyen mértékben
tudjak kompetencidjukat a feladatmegoldasok soran matematikai teljesitményre
atvaltani. A vizsgalat eredménye szerint a hanyados értéke mind a négy évfolyam
esetén enyhe emelkedd tendencidt mutat a jobb iskolai teljesitményt elért tanulok
felé. Elvileg a gyenge teljesitmény és gyenge kompetenciapontok hanyadosa is
kozelithetné az 1-et, ez azonban mégsem volt jellemz6 a vizsgalt tanulok esetében.
Ez az emelkedés azt jelenti, hogy a jobb teljesitményt nyujtd tanulok a matematikai
készségeiket, képességeiket jobban tudjdk  kamatoztatni, a  tényleges
feladatmegoldasokban jobb eredményt érnek el, mint a gyengébb iskolai
teljesitményt nyujtoé tanulok. A magasabb teljesitménypontok mogott természetesen
nem csak a készségek, képességek jelennek meg hanem a tényszerli, a tananyag
elsajatitasan alapulo tudas is. Ugy gondolom, a mérés eredményeibdl le lehet vonni
azt a koOvetkeztetést, hogy a kompetencia fejlesztését és annak iskolai
teljesitményben vald megjelenését az ismeretek korrekt elsajatitasaval, megértésen
alapulo tanulassal egyiitt lehet jol fejleszteni. A hidnyos tudas gatolja a jo
feladatmegoldast akkor is, ha az alapveté matematikai készségeknek, képességeknek
birtokaban van a tanul6. Masrészrol: az értelem nélkiili, csak reprodukciora torekvo
tanulasi modszerekkel a tanulok nem szerzik meg azokat a képességeket,
amelyeknek segitségével a matematikai modellt az adott szitudciora tudjak
alkalmazni. A PISA mérések masodelemzéseibdl Csullog Krisztina, D. Molnar Eva
¢és Lannert Judit vizsgaltdk, hogy a tanulasi stratégidk milyen hatdssal vannak a
matematikai teljesitményre [28]. Kutatasukban kimutattak, hogy a magyar tanulok
tobbsége memorizalassal, ismétléssel tanul matematikat, sokkal kisebb aranyban
hasznaljak az elaboracids (kidolgozo, megértésen, a korabbi ismeretekkel valod
kapcsolat keresésén alapuld) tanulasi stratégiat. A kontroll stratégiat, melynek soran
a tanulasi cél tudatositisa, a tanultak ellenérzése, az informaciok kozotti
Osszefliggések megtalalasa hangstlyos, azokban az esetekben alkalmazzdk nagyobb
aranyban, amikor a probléma felmérése, megértésre torekvés, illetve egy lényeges
fogalom megtalalasa a feladat. Vizsgalataik szerint még a PISA mérésekben jobb
teljesitményt elért tanulok is gyakran alkalmazzak a memorizalast a
matematikatanuldsban. Kimutattdk, hogy a memorizalds ¢és a matematikai
teljesitmény kozott negativ a kapcsolat. Ez azt jelenti, hogy a tanulasi stratégiakban
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az elaboracios és kontroll modszereket kell erdsiteni ahhoz, hogy a matematikai
teljesitmény novekedjen. Ugy gondolom, hogy felmérésem azon eredménye,
miszerint a P értéke novekszik a jobb teljesitményt nyujtdé tanuldk felé, hasonld
kovetkeztetést vonhat maga utan: a matematikai kompetencia akkor tud igazan jol
mikédni, ha a tudas megértésen alapul, a készségek, képességek akkor tudnak
megnyilvanulni, ha az ismereteket nem csak memorizalassal, hanem elaboracids és
kontroll stratégiakkal sajatitjak el a tanuldk.

A masodik mérés soran két osztaly (11. és 12. évfolyam) évkozi dolgozatainak
esetében végeztem el az el6z6hoz hasonld kompetencia értékelést, és vizsgaltam
meg a P értékének alakuldsat. A teljesitmény értékelést az osztdlyt tanitod
matematikatanarné végezte, melyen nem valtoztattam. Ebben az esetben is mind a
négy vizsgalt dolgozatnal azt az eredményt kaptam, hogy a jobb teljesitményt elért
tanulok esetében (itt iskolai dolgozatrdl 1évén sz6, a hagyomanyos 5 fokozath skalan
val6 értékelés is megtortént) hasonloképpen kimutathatd a P hanyados értékében az
emelkedé tendencia. Mivel ezek a dolgozatok egy-egy konkrét témakor zard
dolgozatai, ezért itt természetes modon a tananyag elsajatitasan volt a hangsuly, mig
az el6z6 mérés esetén a kompetencia volt az elsddleges. A felkésziilés is eltérd volt
az el6z0 méréshez képest: mig ott nem kaptak direkt felkészitést a tanulok a
felmérés feladataira, addig az utdbbi dolgozatok minden esetben kozvetleniil az
adott tananyag tantervben eldirt részén, gyakorld és Osszefoglald ora utan kertiltek
megirasra. A feladatok Osszetételében is jelentds kiilonbségek voltak a két mérés
kozott: mig az elsében foleg gyakorlati élethez kapcsolodo, vegyes témakorokhoz
tartozd feladatok szerepeltek, addig itt koncentraltan az adott tananyaghoz
kapcsolodd, jorészt hagyoméanyos matematika feladatok szerepeltek. fgy
természetesen az eredmények jelentds eltéréseket mutatnak mind a teljesitmény,
mind a kompetencia pontok tekintetében. Ezért nem meglepd, hogy az altalanosabb,
tobb szoveges feladatot tartalmazo, a matematika tébb kiilonbozé teriiletét atfogod
feladatok esetén a pontok atlaga alacsonyabb. A kiilonbségek ellenére ugy érzem,
sokat mondodak a kapott eredmények. A kovetkez6 tablazat a négy dolgozat atlagait
mutatja, Osszehasonlitva az els6 felmérés 11. és 12. évfolyamos osztalyainak
eredményével:

teljesitmény kompetencia P atlaga
pontok atlaga pontok atlaga
1 1,'é,Vf' kompetencia 31,11% 40,75% 0,76
mérés
11.oszt. exp-log egyenl. 56,48% 73,21% 0,77
11.0szt. trigonometria 59,60% 71,03% 0,72
12’.é’Vf. kompetencia 29,61% 48,85% 0,61
mérés
12.0szt. sorozatok 55,61% 70,89% 0,78
12.0szt. geometria 51,00% 71,21% 0,72

20. tablazat: dolgozatok értékelésének dsszehasonlitasa

A dolgozatok esetében a kompetencia pontok viszonylag magas atlaga azt mutatja,
hogy a kozépiskolai tanulmanyaik végére a feladatok megoldasahoz sziikséges
készségeknek, képességeknek, megoldasi technikaknak jorészt birtokaban vannak a
tanulok. A teljesitményekben megmutatkozd kiilonbségek és a P értékének
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emelkedése a jobb teljesitmény felé véleményem szerint itt is azt tdmasztja ala, hogy
az ¢értelmes tanulés, és a jol megvalasztott tanuldsi stratégia kulcsfontossagu. Az
adott tananyag fogalmainak, Osszefiiggéseinek, pusztan memorizacids technikaval
vald elsajatitasa nem segiti eld az Osszetettebb feladatok problémamegoldd
gondolkodast is igényld kidolgozasat. Ahhoz, hogy a kompetenciat jol tudjak
kamatoztatni a megoldés soran, sziikséges az ismeretek rendszerezése, integralasa,
Osszefiiggésekben latasa. Az is jellemzd, hogy a kompetencia pontok koziil a
legkevesebbszer a teljes megoldasra torekvés €s a tervszerliség jelent meg ezeknél a
dolgozatoknal. Ezen javitani a problémamegoldd gondolkodas fejlesztésével lehet.
Itt Gjra visszatérhetink a Polya-féle modell matematikatanitasban vald
alkalmazasahoz: nagyobb hangsulyt kell fektetni a problémamegoldasi stratégiak
gyakoroltatasara. A tanarnak el kell érnie — és ezt csak kitartd, kovetkezetes
munkéval lehet —, hogy a tanuldk tudatosan torekedjenek az Osszetettebb feladatok
megoldésa soran a tervezésre, a tervszerti gondolkodasra. Ez nem csak a matematika
feladatok megoldasa soran hasznosuld képesség, hanem az élet kiilonboz6 teriiletein
elofordulo problémak megoldasa soran is. Ahogy Polya Gydrgy mondta:
»Barmilyen probléma megolddsa valamilyen nehéz helyzetbdl kivezetd ut
megtalalasat, valamilyen akadaly megkeriilését jelenti, olyan cél elérését, amelyhez
egyébként kdzvetleniil nem tudtunk volna eljutni. A probléma megoldasa az értelem
jellegzetes teljesitménye, és az értelem az emberiség jellegzetes képessége:
tulajdonképpen a problémamegoldas a legjellemzobben emberi tevékenység.” [11]
A két felmérés eredményeinek (9-12. évfolyam altalanos feladatok és 11-12.
évfolyam témazarok) 6sszehasonlitdsabol tovabbi kovetkeztetéseket lehet levonni a
matematikai kompetencia fejlodésérdl a kozépiskolai tanulmanyok sordn. A 11-12.
évfolyamon tapasztalt magasabb kompetencia pontok azt mutatjak, hogy a magyar
kozoktatas szerkezetéhez jobban illeszkedne egy olyan készség, képességszint
felmérés, amely ebben a korosztdlyban méri a tanulok matematikai kompetenciajat.
A tananyag eloszlasa, az draszamok azt mutatjak, hogy pl. a PISA felmérés
korosztalya esetén (15 évesek) a magyar gyerekeknek atlagosan kevesebb
matematika o6rdjuk volt még, mint a hozzank hasonld oktatdsi rendszerii
orszagokban [28] (pl. Csehorszag, Szlovakia, Lengyelorszadg, Németorszag). Ez azt
erdsiti, hogy a matematikai kompetencia nalunk a 10-11-12. évfolyamon még
jelentésen novekszik — gondoljunk csak arra, melyek azok az 1j teriiletei a
matematikanak, amelyek csak ezeken az évfolyamokon keriilnek sorra: masodfoku
egyenletek, trigonometria, koordinata geometria, logaritmus, térgeometriai
szamitasok, stb. Ezek a teriiletek még sok 10 ismerettel, modszerrel, eljarassal,
fogalommmal, algoritmussal, alkalmazasi lehetdséggel jarulnak hozza tanuldink
matematikatudasahoz. Ugy gondolom, hosszii tivon az lenne az elérendd cél, hogy a
P értéke az évek soran novekedjen, mert ez azt jelentené, hogy a készségek,
képességek fejlesztése és a szaktudas novekedése az iskolai teljesitményben is
novekedést eredményez. Ennek igazoldsdhoz egy hosszabb tava kutatds lenne
sziikséges.

5.2. Evfolyamonkénti osszehasonlito elemzés

Az els6é felmérés teljesitmény és kompetencia pontjainak Osszehasonlitasat
évfolyamonként a kdvetkez0 tablazatban foglalhatjuk 6ssze:
79



évfolyam teljesitmény pontok kompetencia pontok P atlaga
atlaga atlaga
9. 35,03% 45,21% 0,77
10. 28,26% 44,51% 0,63
11. 31,11% 40,75% 0,76
12. 29,61% 48,85% 0,61

21. tablazat: felmérés eredményeinek sszehasonlitasa évfolyamonként

A 9. és 11. évfolyam P értékének atlaga kozel egyenld, és magasabb, mint a 10. és
12. évfolyam esetében (amelyek szintén hasonld értéket mutatnak). Mivel
definiciém szerint a P értéke gyakorlatilag a 0-1 skalan mozog (1-t61 magasabb
értékek elvétve fordultak eld), ezért a 0,14-0,15 eltérés elég jelentdsnek mondhato.
Mi lehet ennek az oka? Azt latjuk, hogy 10. és 12. évfolyamon legalacsonyabb a
teljesitmény pontok atlaga, amit tobb tényezo is okozhatott:

- nehezebb feladatok voltak

- atanuldk szamara idegen volt a feladatok szovegezése

- atanuldk Osszetétele volt eltérd a masik két évfolyamhoz képest
Ezen tényezo6k mindegyike erdményezhette azt, hogy itt a viszonylag jobb
kompetencia pontok gyengébb teljesitményt eredményeztek. Az adhaté kompetencia
itemek szdmaban a dolgozatok kozott nem volt 1ényeges kiilonbség (53 — 50 — 50 —
54), azonban a teljesitmény pontok mar nagyobb eltérést mutatnak: mig a 9. és 11.
évfolyamon 40 illetve 33 pontot lehetett elérni maximalisan, addig a 10. és 12.
évfolyamon a maximalis pontszam 52 illetve 46 volt. Tehat egyik ok lehet, hogy
nem sikeriilt azonos nehézségi szintli feladatlapokat Osszeéllitanom minden
évfolyam esetében. Ezt nagyon nehéz elére kisziirni, de a fenti kiilonbségek
adodhatnak ebbdl is. A 9. és 11. évfolyam magasabb P atlaganak egy lehetséges
magyarazata mogott meghtizodhat az is, hogy 6k a mérés megel6zo tanév végén (8.
és 10. évfolyam majusaban) részt vettek az orszdgos kompetencia mérésen,
amelynek feladattipusai az altalam készitett feladatlapok feladataihoz hasonld
szovegezésiiek — talan 6k még jobban emlékeztek ezekre a feladatokra, mint a masik
két évfolyam tanuloi. Tehat a feladatok szovegezésének ismerds vagy idegen volta is
kozrejatszhatott a kiilonbségben. Mivel mind a négy évfolyamon 3-3 osztallyal
végeztem el a felmérést, mely osztalyok minden évfolyamon ugyanolyan képzési
tipustak (egy altalanos ginmaziumi osztaly, egy emelt szintQi rajz és vizualis
kultarat, illetve emelt szintli ének-zenét tanul6 osztaly, és egy emelt szintli angolt,
illetve emelt szinti informatikat tanuld osztaly), ezért a tanuldok Osszetételében
lényeges kiilonbség nem mutathatdé ki. Azonban a korosztalyok kozotti eltérés is
lehet egyik oka a kiilonbségnek. Hosszu tadvon megfigyelhetd, hogy a gimnaziumban
a 10. évfolyam (a 16-17 évesek) a legnehezebben kezelhetd, a legtobb problémat
okozo idOszak. A kamaszkori ,kilengések” itt csicsosodnak ki. A 11-12. évfolyamra
a tanulok tobbsége tuljut a lazadas idészakan. Ekkor mar nagyobb a tét a tanulasban
is: a tovabbtanulas, az érettségi fontossa valik, a tanulmanyi eredmények szerepe
megnd. A felmérésben a 12. évfolyam gyenge teljesitménye mogott mar korabban is
felvazoltam néhany lehetséges okot: a sokféle tanult Osszefiiggés koziil nehéz
kivalasztani a megfelel6t. Az is az okok kozott lehet, hogy ebben az idoszakban mar
inkabb az érettségi feladataihoz hasonl6 feladatok gyakorlasa Keriil el6térbe. A két-
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két évfolyam kozotti kiilonbséghen véleményem szerint ezen okok mindegyike
szerepet jatszhatott.
A felmérés egy masik alapgondolata az volt, hogy megvizsgaljam, melyek azok a
kompetencia itemek, amelyek a leginkabb fejlesztésre szorulnak. A feladatok
nagyon kiilonbozok voltak, de a kdzos értéklési rendszer, az azonos kompetencia
itemek miatt alkalmasak arra, hogy kiemeljiik a gyengeségeket:

- indoklasi képesség (14%)

- terv készitése (15%)

- zart formaban valé megjelenités (15%)

- jelolések hasznalata (24%)

- tervszer(iség a megoldasban (26%)

- adatok rendszerezése, alkalmas reprezentacio (abra, grafikon) (33%)

- teljes megoldasra torekvés, valaszadas a feltett kérdésekre (38%).
Ezek mutatjak azokat a kompetencia komponenseket, melyekre nagyobb hangsulyt
kell fektetniink a tanitas soran. Az indoklasi képesség fejlesztéséhez a tanult
Osszefiiggéseknél nem szabad elhanyagolni a bizonyitasok, logikai érvelések,
megfontolasok szerepét, mert azok elfogadasa, beépitése a meglévé gondolati
struktiraba egyszerre kognitiv és szocialis tevékenység. A jol felépitett
ismeretrendszerre az ok-okozati kapcsolatok széles spektruma jellemz0, és ez teszi
lehetdvé a tudas alkalmazhatosagat is [1., 3.]. A tervezés, a tervszerliség, az adatok
rendszerezése, a teljes megoldasra térekvés mind a problémamegoldas elemei,
Iépései. Tehat ebbdl a felmérésbol is kimutathatd a problémamegoldd gondolkodas
gyengesége, hasonldéan a PISA mérésekbdl levont kovetkeztetésekhez [5., 6.]. A zart
formaban valé megjelenitésben ¢és a jeldlések hasznalatdban megmutatkozd
hianyossagok pedig a matematikai szimbolumok kezelésének gyengeségét mutatjak,
ami adodhat a szimbolumok tul korai bevezetésébdl, a reprezentaciés moédok nem
megfelel6 megvalasztasabol [3., 14.]. Jerome Bruner reprezentacids elmélete szerint
a fogalomalkotas és ismeretelsajatitas soran a gondolkodasunkban 3 szinten jelenik
meg egy fogalom: targyi, képi és szimbolikus sikon. Ha a targyi sikon a fogalom
lényeges karaktereit elsajatitotta a tanuld, akkor a képi sikon indul el a fogalom
altalanositasa, a modellalkotds, majd ezt koveti a szimbolikus sikon vald
megjelenés. A magyar matematikaoktatds hagyomanyaiban ez az it inkabb csak az
altalanos iskoldban jelenik meg. A kodzépiskolai oktatasban az 0j fogalmak gyakran
egybdl szimbolikus modon jelennek meg, ritkdn elézi meg a képi, még ritkdbban a
targyi sik. Ez azt eredményezheti, hogy a tanulo a hétkoéznapi szituacidban nehezen
ismeri fel a tanult matematikai szimbolumokat, mivel az elsajatitas soran nem tarsult
az adott fogalomhoz egy gyakorlati életbdl vett targy, tevékenység, szituacio, illetve
egy abra, grafikon. Sokszor értelem nélkiil, a mar korabban emlitett memorizacios
modszerrel tanuljak meg a gyerekek a matematikai szimbolumokat, ezért nem
ismerik fel a szovegkornyezetben a megfeleloségeket. Ez jelenti egyben a
kompetencia komponensek kozott a modellalkotds gyengeségét, amit a
szimbolumok fokozatos, megértésen, kiilonbozo reprezentacids szinteken keresztiili
bevezetésével lehet kikiiszobdlni.
Természetesen azt is megnézhetjiik, mely itemek jelentek meg leggyakrabban, tehat
melyek az erésségek:

- hozzakezd a feladathoz (86%)

- jol értelmezi a feladatot(72%)

- van értékelhet6 a munkajaban (66%)
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- ok-okozati kapcsolatokat, 6sszefiiggéseket keres (57%)
- motivalt a feladat megoldasara (54%)

Ezek az eredmények azt mutatjak, hogy a tanuldk biznak abban, hogy meg tudjak
oldani a feladatot, probalkoznak, keresik a megoldas lehetdségét akkor is, ha nem
tudjak azt végigvinni. Ez a megallapitds Osszecseng a PISA mérések
masodelemzésével, amelyre mar korabban is utaltam [28], mely szerint a magyar
tanuldk ,,matematikai 6nhatékonysaga” magas értékeket mutat a 2003-as és a 2012-
es mérések alapjan. Azaz biznak a sajat matematikai képességeikben, és abban, hogy
meg tudjak oldani az adott konkrét feladatot. Ez pozitiv viszonyban van a
teljesitménnyel, azonban 6nmagéaban nem elegendd a jo teljesitmény eléréséhez,
megfeleld tudas, kompetencia Is sziikséges hozza. Itt el is jutottunk a motivacid
kérdéséhez, melyet az i) itemmel jelenitettem meg az els6 mérésben. Ennek atlaga
54% volt, tehat a tanuldk tobb, mint felénél megfigyelhetd volt a feladatmegoldas
soran, hogy motivacioja a megoldasra pozitiv: érdekli a feladat, szeretné megoldani,
probalkozik, keresi a megfeleld Osszefliggéseket (57%), melyekkel eredményt érhet
el. Ehhez nyilvan hozzajarult a feladatok érdekes szovegezése, olyan szituaciok
megjelenése, melyek szamukra a hétkdznapi életbdl ismerdsek lehettek. Nem
mindig kdnnyii azonban olyan valds helyzetet talalni, amely egy adott matematikai
struktirat jol leirna. Gyakran talalkozhatunk gy nevezett ,algyakorlatias”
problémakkal [32], amelyekben egy ismert matematika feladatra probalnak
nrahuzni” egy hétkdznapi szituaciot, de a tanar és a tanulo is érzi, hogy a szituacio
erbltetett, a valo életben nehezen elképzelhetd. Ezt elkeriilendd, a tanarnak gondosan
mérlegelnie kell, hogy a kiadott feladat mennyire relevans két szempontbdl is:
hogyan illeszkedik a matematika megfelelo fogalomrendszeréhez (mennyire korrekt
matematikailag) és a vald élethez (mennyire érthetd, ismert az adott generaciod
szamara). A feladatok motivald hatdsa nem elhanyagolhatdé tényezé a modern
didaktikai kutatasok alapjan [33]. Az iskolai dolgozatok esetében a teljesitmény
motivacid a magyar oktatasi rendszer sajatossagainak koszonhet6en (folyamatos
értékelés) természetes. Ezért ezt a kérdést a masodik mérés soran nem is tudtam
vizsgalni. A dolgozatok érdemjeggyel torténo értékelése esetén a tanulok szamara
jellemz6en nem kérdés, hogy meg szeretnék-e oldani a kiadott feladatokat, szinte
minden esetben hozzakezdtek a feladatokhoz, keresték a megfeleld Osszefiiggéseket,
igyekeztek valamilyen értékelhet6t felmutatni. Hogy probalkozasaik milyen sikerrel
jartak, abban természetesen mar jelentds kiilonbségek adodtak, de a kiils
motivacios tényezo ezt a képességet minden bizonnyal kifejlesztette az évek soran a
magyar kozoktatasban szocializalodott tanulokban. A jo problémamegoldo
gondolkodés elsajatitaishoz azonban nem csak a tesztek, szamonkérések soran
megnyilvanulé motivaciora van sziikség, hanem a tanulési folyamatban is el kell ezt
érni: ez pedig nagyon Osszetett folyamat, amelynek a kdvetkezokben néhany elemét
szeretném kiemelni, melyek a kutatdsombol kdvetkeznek.

5.3. Szemléletvaltas a tanuloi munkak értékelésében

Dolgozatom masik célja az volt, hogy ravilagitsak, hogyan lehet egy 1j szemlélettel

meglatni a matematikai kompetenciat a tanulok munkaiban. A kvantitativ értékelés

mellett, amely a matematikatanitdsban a legelterjedtebb, fel szeretném hivni a

kvalitativ, kompetencia szemléletii, emellett objektiv értékelésben rejld motivacios
82



lehetGségre a figyelmet. Ehhez 13 feladat kozépiskolai tanuldk altal adott irasbeli
megoldasat elemeztem a matematikai kompetencia komponenseinek gondolkodasi
miuveletekre vald lebontidsaval. A felmérés kompetencia értékelésében hasznalt
itemek tényleges megmutatkozasat elemeztem az egyes feladatok megoldéasaiban.
Toébb feladatot is az els6 felmérés megoldasai koziil valasztottam, de volt orai
munka, hazi feladat és iskolai dolgozat feladata is az elemzettek kozott. Voltak
olyan feladatok is, amelynek két kiillonb6z6 megoldasat elemeztem, hogy
bemutassam a tanulok gondolkoddsmoddjanak, matematikai kompetenciajuk
fejlettségének kiilonbségeit.

Természetesen a felismeréssel nem ér véget a tanar munkaja: mindez azt a célt
szolgalja, hogy képesek legylink a tanulokat mind hatékonyabban fejleszteni,
képessé tenni Oket arra, hogy az iskolai oktatasban és a hétkdznapi életben felmertiild
matematikai problémakat jo eséllyel helyesen meg tudjak oldani. Mivel ma a
kozoktatasban a kiilonorak lehetdsége igen korlatozott, ezt a fejlesztést a tanorakon
kell megvalositani. Olyan moddszereket, stratégiakat kell tehat kialakitani,
amelyekkel heti 3 vagy 4, negyvenét perces oOraban, a Kkitizott tananyag
megtanitasaval egylitt meg tudjuk ezt valdsitani. Ehhez a tanarnak elszantsaggal,
kitartassal és sok kreativitassal kell rendelkeznie. A bemutatott tanuldéi munkak
elemzésével arra szerettem volna ramutatni, hogy a matematikai kompetencia
fogalmanak értelmezésével, elemeinek gondolkodasi képességekre, készségekre
bontasaval hogyan lehet a tanulé kompetencidjanak fejlettségi szintjét megallapitani.
Ezen kivill az elemzések arra is valaszt adhatnak a tanarnak, hogy melyek azok a
teriiletek, ahol az adott tanul6 fejlesztésre szorul, milyen tipust feladatokat érdemes
szamara kitlizni, hogy a leghatékonyabb legyen a munkédnk. Elméletben tudjuk,
hogy a tanulok gondolkodasanak fejlesztését legjobban adaptivan, az aktudlis
szinthez igazitva lehet elérni [30]. Azonban itt van egy ellentmondas a tantervekben,
tobbek kozott a Nemzeti Alaptantervben megfogalmazott k6zos célok és az oktatas
valds szinterén az egyéni képességek, készségek, tudasszintek eltérései kozott.
Differencialas és egységesség ellentmondasa ez, amit a tanarnak kell valahogyan
feloldani. Véleményem szerint a matematikatanitdsban az elérendé egységes
célokhoz az egyénre szabott fejlesztésen keresztiil vezethet az t. Ehhez pedig
sziikség van a tanulok munkdinak egyedi elemzésére, mert ezaltal lehetséges az
adaptiv fejlesztés megvalositdsa. Gyakran iratunk tanév elején felmérd dolgozatot a
gyerekekkel, hogy megallapitsuk, hol allnak az ismeretek elsajatitasaban, a korabbi
tanulmanyaikbdl mi az, ami tartés tudasként beépiilt, hogy vannak hianyossagok.
Azonban ezek a felmérdk szintén a tananyagra koncentralnak, és nem a készségek,
képességek vizsgalatara. Sokkal arnyaltabb képet kap a tanar arrdl, hogy az adott
osztaly, csoport milyen szinten all, miben allnak hidnyossagaik, ha a hagyomanyos
teljesitmény értékelés mellett a kompetencia pontok alapjan is értékeli a tanulok
munkait. Ennek a szemléletnek a kovetkezetes és tudatos alkalmazasaval talan
megvalosithatd a kozos célok elérése a differencialas altal. Természetesen ennek
bizonyitasahoz olyan hosszi tavh kutatasra lenne sziikség, mely a kdzépiskola négy
évfolyaman keresztiil végig kiséri egy osztdly matematika tananyagénak ilyen
moédon vald tanitasat €s értékelését, 0sszehasonlitva egy hagyomanyos értékelési
modszerekkel halado osztallyal. Ennek a kutatasnak ez a dolgozat csak az alapjait
teszi le, a lehetséges modszereket vazolja fel, hogy a matematika kompetencia alapt
oktatasat hogyan lehet egy kompetencia szemléletli értékelési rendszerrel
kiegészitve hatékonyabban megvalositani.
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5.4. Javaslatok, tovabbi fejlesztési iranyok

A kompetencia alapu oktatds bevezetéséhez sok hazai és kiilfoldi didaktikaval
foglalkoz6 szakember sokféle szempont alapjan, kiilonb6z6 megkdzelitésekkel jarult
hozza. Dolgozatomban én az értékelés szempontjabdl kozelitettem meg a kérdést:
hogyan lehet az iskolai matematikaoktatasban olyan értékelési modszert alkalmazni,
amely hatékony segitséget nyljt a matematikatandrnak ahhoz, hogy a tanulok
matematikai komptenciajat fejlessze, €s a napi gyakorlatban alkalmazhato legyen.
Ugy gondolom, a bemutatott mérési médszer alkalmas arra, hogy a matematikatanar
arnyaltabb képet kapjon a tanulok matematika tudasarodl és képességeirdl egyszerre.
A kompetencia fogalma nagyon 0sszetett. Dolgozatom elején részletesen targyaltam
a matematikai kompetencia értelmezését, dsszetevdit, kiilonbozé megkozelitéseit.
Osszegzésképpen megallapithatjuk, hogy a kompetencia készségek, képességek,
szakértelem, tudasbazis, alkalmazhatd ismeretek Osszessége egyiitt. A magyar
matematikaoktatas évszdzados hagyomanyain azonban nehezen lehet tullépni: ez a
matematikat a tudomany feldl kozelitve tanitja, és fokozatosan juttatja el a tanulokat
az alkalmazashoz. A matematika tanterviink felépitése gyakorlatilag koveti Jerome
Bruner tanulaselméletét: a tanitas elsdsorban a tudomany fundamentalis elveire épit,
az alapveté fogalmak, elvek, Osszefiiggések széles skalajat koran bevezeti — a
gyerekek gondolkodasi fejlettségének megfeleld reprezentacids mdédon — és a
tananyag felépitése spiralis [3]. Ezeken az alapokon az oktataspolitika az utobbi
évek NAT moddositasai sordn sem valtoztatott, tehat ilyen koriilmények kozott kell
megtalalnunk azokat a lehetdségeket, amelyekkel a feltart problémak kezelhetdk.
Ebben a megkézelitésben benne rejlik a kompetenciak fejlesztésének lehetsége: a
spiralis felépités, a kiilonbdzo reprezentacids szintek, a rendszerszeri latdsmod mind
alkalmas arra, hogy az egyre szélesebb szaktudassal egyiitt a készségeket és a
képességeket is fejlesszilk — magan a tananyag elsajatitasan keresztiil. Azonban a
sok elsajatitando tananyaghoz viszonylag kevés draszam tarsul (6sszehasonlitva mas
orszagok matematika oOraszamaival), ezért a gyakorlati  alkalmazasokra, a
problémamegoldas gyakoroltatasara sajnos kevés ido jut, illetve sokszor a tanmenet
idobeosztasanak nyomasa miatt elmarad az elmélyités, az Osszetett
problémamegoldas fazisa. A hazai fejleszté programok leggyakrabban azt célozzak
meg, hogy milyen modszerekkel, technikakkal, feladattipusokkal, munkaformakkal
lehet megvaldsitani a tanulok matematikai kompetenciajanak fejlesztését. Azonban
ezek a modszerek gyakran iddigényesek, ¢és a gyakorld tanar lassan feloldhatatlan
ellentmondasba keriil: hogyan lehet egyszerre elvégezni a tananyagot €s fejleszteni a
tanulok gondolkodasat, problémamegoldo képességét? Hogyan érhet6 el egyszerre,
hogy a kompetenciaméréseken (és esetleg a PISA-mérésen) is jol teljesitsen a
tanuld, kozben a tanulmanyi eredménye is megfeleld legyen és az érettségin is jo
eredményt érjen el? Ehhez a tanar hatékonysagat kell ndvelni, aminek egyik modja a
pontos tervezés, a megfeleld szintli feladatok kivalasztasa, a differencialas. Ehhez

nyujthat segitséget az értékelés altalam javasolt 10 szemlélete, amely az
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eredményesség, a matematikai teljesitmény (a szaktudas) mellett a készségek,
képességek fejlettségét is vizsgalja. Emellett j modszertani repertoart is ki kell
alakitani a matematikatanarnak, hogy orait minél valtozatosabban, ugyanakkor
szakszeriien, matematikailag korrekt modon tartsa meg.

5.4.1. Problémakozpontii matematikaoktatas

A modszertani repertoar szélesitésének egyik eszkoze lehet a problémamegoldo
gondolkodds tudatos fejlesztése: a Polya-féle modell szélesebb korti alkalmazésa a
matematikadrakon. Sok didaktikai kutatds foglalkozik ezzel a témaval, a Polya-
modell tovabbfejlesztésével [34]. Schoenfeld a Polya-modell kiegészitéseként
fontosnak tartja a problémamegoldasban a kovetkezé négy teriiletet: eredetek,
heurisztika, kontroll és hozzaallas. Eredetek alatt érti az elméleti alapokat, a tanulok
matematikai ismereteit, amelyek a problémamegoldas soran alkalmazasra keriilnek.
Ehhez nem Kkell sokat hozzatenniink, hiszen a tananyagunk felépitése is ilyen
szemléletii: el6szor megtanitjuk a fogalmakat, eljarasokat, algoritmusokat, rutinokat.
Természetesen ennek modja, reprezenticidja a korosztalytol fiigg. Alacsonyabb
évfolyamokon ebbe beleértjik a szemlélet alapjan elfogadott allitasokat,
Osszefiiggéseket is. Majd a gyakorlas soran ezek fokozatosan nehezedd
alkalmazasara keriil sor. A heurisztikus modszereket a problémamegoldas soran
sajatitjak el a tanulok, mint a problémamegoldas fazisait: abra, terv, készitése,
adatok kigylijtése, stratégiak a megoldasi tervhez, stb. Ennek erdsitését, szélesebb
korben valo alkalmazasat a kompetencia pontok elemzése is alatdmasztja: gyakran
okozott gondot a tervezés, a tervszeriség hianya, a jelolések hianya a megoldasban.
A kontroll teriiletén fejlesztésre szorul a zart formaban valé megjelenités, valamint a
gyakran elhanyagolt ellendrzés, diszkusszio, mas megoldas keresése, altalanositas.
Ezekhez temészetesen az kell, hogy a gyakorlo orakat ne hanyagoljuk el. Ha pedig
mar a fogalmak elsajatitisa soran érdekes, gyakorlatias problémak felvetésével
inditunk, még tobb id6t tudunk szakitani a problémamegoldé gondolkodas
fejlesztésére. Schoenfeldnél a negyedik teriilet a hozzallas, amely magaban foglalja
a tanulok sajat magukrol alkotott képét, a matematikarol, mint tudomanyrol alkotott
képet, a kornyezetiikrdl, a tananyagrol, a feladatrol alkotott véleményét. A motivacio
kérdése sokrétli, minden gyereket mas és mas motivumok mozgatnak meg: a
tudomany iranti érdekl6dés, a kivancsisag, a hasznossag, a szépség, a tanar
tisztelete, stb — ezeket lehetne még sorolni [1]. Mai vilagunkban a tanulokat olyan
sok és sokféle inger — fOleg vizualis inger — éri nap mint nap, hogy a
matematikatanarnak bizony ,,pdlyai” értelemben nagyon jo kereskeddnek kell lenni,
hogy el tudja adni a portékdjat. Ezért nem szabad lebecsiilni az elektronikus és
informaciés technoldgiak szerepét, egyre szélesebb korben torténd alkalmazasat a
matematikadrdkon. Ehhez sok alkalmas honlap, program, segédeszkoz all
rendelkezésre, melyek kozott értelmesen valogatva kell a matematikatanarnak
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megtalalni a helyes egyensulyt a tényleges manipulativ tevékenységek és a virtualis
vilag lehetdségei kozott.

Azonban mai napig a matematikatanitds egyik legalapvetébb segédeszkoze a
tankonyv — amely ma mar gyakran digitalis formaban is rendelkezésre all. Sok éves
fejlesztd munkéval kialakultak a hazai tankonyvpiacon olyan jol alkalmazhato,
kompetencia alapu tankonyvcsaladok, amelyek nagy hangstlyt fektetnek a
problémamegoldasra és a gyakorlatias megkozelitésre. J6 példak erre a Miiszaki
Kiad6 éaltal kiadott ,,Gondolkodni j6!” [34] és a Mozaik Kiado altal szerkesztett
»S0kszinli matematika” [35] tankonyvcsaladok, melyek évtizedes fejlesztés
eredményeképpen alakultak, formalodtak és értek jol hasznalhatod segédeszkozokke.
Ezek a tankonyvek igyekeztek megtartani a magyar matematikaoktatas
hagyomanyait, a tudomanyos, rendszerszeri, spiralis felépitést, ugyanakkor
alkalmasak a differencialt tanitdsra, és igyekeznek minden témakornél a gyakorlati
alkalmazasokat, a problémafelvetést, esetleg matematikatorténeti érdekességeket is
bevonni a feldolgozasba. Alkalmazhatosagukat jelzi, hogy sok matematikatanar
szivesen hasznalta ezeket a tankdnyveket — kiegészitve a digitalis tartalmakkal és
feladatgylijteményekkel. Kivancsian varjuk, hogy az 0j kozponti tankonyvek is
elérik-e majd azt célt, amelyet megvaldsitani kivannak: a tanulok matematikai
kompetenciajanak fejlesztését, a szaktudast és a képességeket, készségeket
parhuzamosan.

Dolgozatom befejezéseképpen két olyan megkozelitését szeretném bemutatni a
matematikai kompetencia fejlesztésének, amely élményt nyajt a tanuldknak,
mikdzben komoly matematikai tartalmakat kozvetit és a fejlesztést ugy probalja meg
elérni, hogy a gyerekek nem érzik kényszernek a matematikaval valo foglalkozast.

5.4.2. Egy interdiszciplinaris megkozelités: vizualis miivészeteken
keresztiil a matematikahoz

A vizualis miivészetek €s a matematika kapcsolata évezredekre visszanyulik, az
okori egyiptomi és gorog miivészetekig. Epitészetiikben, diszitd elemeikben
szamtalan helyen megjelennek a geometriai formak, az aranyok, a mintazatok, a
szimmetridk, szimmetriacsoportok, és még folytathatnam a felsorolast. A miivészet
torténetében késébb is sok olyan festot, képzomiivészt talalunk, akiknek munkaiban
matematikai rendezdelvek jelennek meg. De megjelenik az Osszefiiggés forditva is:
sok matematikus foglalkozik azzal, hogy a matematikat a képzOmiivészetek
eszkozeivel tegye latvanyossa, illetve megtalalja a kapcsolatot a vizualis szépség és
a matematika kozott. Egy 3 éves nemzetkdzi projekt soran alkalmam nyilt
betekinteni ebbe a vilagba, megismerni olyan matematikusokat, akik a
képzomiivészetet alkalmazzak matematikai munkassaguk soran, ¢€s olyan
képzémiivészeket, akiket megihlettek a matematikai struktirak. A projekt neve:
,» Visuality & Mathematics: Experimental Education of Mathematics through Visual
Arts, Sciences and Playful Activities”.[36] Célja a matematikaoktatdshoz olyan
modszerek, tananyagok, kifejlesztése, amelyek jol beillesztheték a tananyagba és
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élményszer(i, latvanyos megkozelitéssel probaljak kozelebb hozni a matematikat a
tanulokhoz. A kifejlesztett tananyagok kozott egyarant szerepel manipulativ
tevékenységre épitd, csoportos, paros illetve projekt munkaforméban elkészithetd és
informatikai eszk6zokon, programokon (pl. GeoGebran) alapuldo megkozelités. A
kifejlesztett tananyagokat, modszereket valos iskolai kornyezetben is kiprobaltak —
igaz, nem Magyarorszagon, hanem a projekt célkitlizésének megfeleléen Szerbidban
-, és errdl attitid vizsgalat is késziilt [37]. A visszajelzések mindenesetre azt
mutattak, hogy a mddszer a részt vevd szerb matematikatanarok korében népszerii
volt, és a tanuldk is kedvelték, szivesebben foglalkoztak ilyen modon
matematikaval, mint a hagyomanyos flizet — tdbla — tankonyv modszerrel. A
tananyagok, és a kiprobalasuk eredményei elérheték a projekt hivatalos honlapjan:
http://vismath.ektf.hu , és szabadon felhasznalhatok. A felhasznalas egy lehetséges
modjat szeretném végiil bemutatni egy foglakozas leirasaval.

5.4.3. Egy lehetséges feldolgozas: tangram tipusi jaték a
matematikaéran

Dienes Zoltan és Varga Tamas o6ta tudjuk, hogy a matematikat lehet élményszertien,
matematikai struktirakra alkotott specialis jatékok segitségével is tanitani. Ezt a
modszert azonban meg is fordithatjuk. Megvizsgalhatjuk, hogy egyes logikai
jatékok milyen modon alkalmazhatok a matematikadrakon, mely specidlis teriilet
tanitdsdba épithetok be. Ennek is vannak a magyar matematikaoktatasban
hagyomanyai, [38] melyek azonban jellemz6en az altalanos iskolai korosztalynak
szolnak. En egy régi kinai jaték, a tangram egy moédositott valtozatat valasztottam a
sokszogek teriilete és keriilete témakorének tanitdsdhoz [30]. Gyakran tapasztalhato
a tanuloknal, hogy a teriiletet, keriiletet a képletek mechanikus memorizalasaval
tanuljak, és nincs mogotte valodi megértés. Ez azt eredményezheti, hogy az
Osszetett, vagy a megszokottol eltérd szituacioban nem tudjak meghatarozni egy
adott sokszog teriiletét. Ennek kikiiszobolésére, illetve a mar meglévd hibas
fogalomalkotas javitasara lehet alkalmas a kovetkezé példa. A 9. évfolyamon,
,Haromszogek, négyszogek” témakdrbe beépithetd, ,,Sokszogek teriilete, keriilete”
cimmel gyakorlooraként. A foglalkozas soran papirbol készitett kivaghatod
alakzatokat hasznalunk, a bemutatashoz pedig a GeoGebra programot — igy
otvozodik a régi az Ujjal. Az oran a tanuldk csoportokban dolgoznak, az egyes
feladatokat k6zos megbeszélés, diszkusszio koveti. Az 6ra menete a kovetkezo:

1. Bevezetés (5 perc):

Tanari bemutatas: A régi kinai tangram jatékot sokan ismerik, egy négyzet
alakzatot hét részre vagunk, és a részekbdl kiilonbozd, csak sziluettel megadott
figurakat kell kirakni (32.abra). A szabaly: a részek nem fedhetik egymast, és
legalabb egy ponton érintkezniiik kell. Sokféle format ismeriink, amely kirakhato az
eredeti tangram jatékbol — csak a 19. szézadi leirdsokban tobb mint 6500 szerepel.
(www.tangram-channel.com )
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32. abra: Az eredeti kinai tangram

Ennek a jatéknak tobbféle valtozata ismert, én a Sam Loyd altal készitett egyik
valtozatot mutatom be, [38], amely a 33. dbrdn lathato.

33. &bra: Sam Loyd-féle tangram

A négyzetet 5 részre vagjuk az abranak megfeleléen, és a részek athelyezésével kell
kialakitani atfedések €s hézagok nélkiil egy derékszogli haromszoget, egy téglalapot,
egy paralelogrammat és egy keresztet.

Tanuloi tevékenység: A mai 6ran csoportokban fogtok dolgozni. Ezért alakitsatok 4
f6s csoportokat!

2. Elso feladat: a négyzet atdarabolasa(8 perc) - csoportmunka:

Tanari tevékenység: A kartonbol kivagott és 6t részre vagott négyzet darabjainak,
valamint a kialakitand6 sokszogek sziluettjeinek kiosztasa csoportonként. Kozben
frontalisan megbesz¢éljiik, hogy milyen sokszogekre vagtuk szét a négyzetet, mit
jelent a matematikaban egy alakzat ,,atdarabolasa” mas alakzatta.

Instrukcid: A négyzet darabjaibol alakitsatok ki a masik négy alakzatot !

Tanuloi tevékenység: a tanulok kartonbol kivagott alakzatokat hasznalnak, kdzosen
probaljak a megadott formakat kialakitani. Ha a csoportok mind elkésziiltek, akkor
egy-egy tanuld csoportonként bemutat a tablanal egy atrakast (ehhez magneses
tablara illeszthetd sokszogeket hasznalhatunk).

A kovetkez6 abrakon (34-37 abrak) 1athatok a megoldasok:
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34. abra: a derékszogi haromszog kialakitasa

35. abra: a téglalap kialakitasa

36. abra: a paralelogramma kialakitasa

37. abra: a kereszt kialakitasa
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Fejlesztend6 kompetencidk: a feladat megoldasa soran a kombinativitas, a térlatas,
térbeli viszonyok érzékelése képességek fejleszthetok. A csoportos tevékenység
soran a kooperativitds, az egymasra figyelés, a munkamegosztas fejleszthetd, a
bemutatas sordn a prezentacios képesség.

3. Masodik feladat: hogyan szerkeszthetjiik meg ezt a feladvanyt? (5 perc) -
frontalis és egyéni munka

Tanari tevékenység: Vizsgaljuk meg, hogy hogyan keletkeztek a részek: probaljuk
meg megszerkeszteni az eredeti felosztasat a négyzetnek. Milyen vonalak mentén
kellett szétvagni a négyzetet? Milyen nevezetes pontokat kotottiink Ossze? A
valaszok alapjan az oldalak felezépontjait kell a szemkozti oldal megfeleld
csucspontjaval Osszekdtni a 38. dbra alapjan (GeoGebra &bra bemutatasa).
Szerkesszétek meg a fiizetetekben az abrat!

~ . /

38. abra: a szétdarabolas szerkesztési abraja

Végiil:a folyamatos vonallal rajzolt szakaszok mentén vagtuk részekre a négyzetet.
Tanuléi tevékenység: frontalis munkaban, brain-storming médszerrrel valaszolnak
a kérdésekre. A szerkesztési feladatot minden tanuld egyénileg oldja meg a
fiizetében.

Fejlesztendé kompetencidk: a kérdésekre adott valaszokhoz sziikséges az
asszociaciés memoria, prezentdcios képesség, a szerkesztési feladatok soran a
pontos, preciz munkavégzés képessége fejlesztheto.

4. Harmadik feladat: a részek teriileteinek meghatarozasa (10 perc) —
csoportmunka

Tanari tevékenység: Az eredeti négyzet teriiletét tekintsiik egységnyinek!
Csoportonként allapitsatok meg, hogy az egyes részek teriilete hanyadrésze az
eredeti teriiletnek! Az eredeti és az atalakitott sokszogek is segitségiinkre lehetnek
abban, hogy megallapitsuk a részek teriileteit! (csoportonként végigmenve a tanar
kérdésekkel segit a meghatarozasban: gondoljatok a szerkesztési abrara; milyen
tovabbi, egybevagod részekre tudnatok bontani a sokszogeket; hany ilyen egybevagd
sokszoggel tudnank lefedni az eredeti négyzetet és az egyes részeket, stb.)

Tanuléi tevékenység: csoportokban dolgozva meghatarozzék, hogy a kozépso kis
négyzet teriilete egy Otdde az eredeti négyzet teriiletének, a nagy derékszogi
haromszdg egy negyede, a kis derékszogili haromszdg egy huszada, a trapéz teriilete

harom huszad, mig konkéav hatszog teriiletét tortek Osszeadasaval vagy kivonasaval

3 1 7
vagy 2'54‘5——

hatdrozhatjdk meg a tanulok: 1 — (§ + i + % + %) = 21 s

0!
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Ezutan minden csoportbol egy tanuld elmond egy-egy rész teriiletét, a tobbi csoport
ellendrzi, hogy nekik is ugyanaz az eredmény jott-e ki.

Fejlesztendé kompetencidk: az 6ra ezen részén a teriiletnek egy nagyon fontos
tulajdonsagara vilagithatunk ra, az additivitasra: a részek teriileteinek Osszege
egyenld az eredeti teriilettel. Ezzel egyiitt a rendszerez képességet, a szamolasi
készséget (tortmuveletek), az Osszefiiggések keresését, az asszociativ memoriat, a
rész-egész észlelés képességét fejlesztettiik.

5. Harmadik feladat: az atalakitott alakzatok keriiletének meghatarozasa
(12 perc) — csoportmunka

Tanari tevékenység: Forditsuk most figyelmiinket ismét az atalakitott sokszogekre!
Azt mar megallapitottuk, hogy a teriiletiik egyenld. Mi az a geometriai tulajdonsag,
amiben kiilonboznek? Itt a tanulok tobbféle tulajdonsagot is felsorolhatnak, az
alakon kiviil elkeriilhet a konvex-konkav fogalom is - addig varjunk a kiilonbségek
felsorolasaval, amig a keriilet el nem hangzik. Az o6ra utolsé részében a feladat az
egyes alakzatok Kkeriiletének meghatarozasa (csoportonként egy-egy alakzatot
sorsoljunk ki a négy alakzat koziil) — ha az eredeti négyzet oldalanak hossza
egységnyi. A tanarnak természetesen nyomon kell kdvetni a csoportok munkajat,
kérdésekkel segiteni, ravezetni a megoldas utjara: mit értiink altaldban egy sokszog
keriiletén; milyen tétel segitségével tudnatok meghatarozni az egyes szakaszok
hosszat; talaltok-e egyenld hosszisagtiakat az oldalak kozott; stb.?

Tanulo6i tevékenység: Ez a probléma sokkal Osszetettebb gondolkodast igényel,
mint a korabbi két feladat. Itt a csoportoknak a szerkesztett 4brabol kiindulva meg
kell az egyes szakaszok hosszat meghatarozni (Pitagorasz tételét és a hasonlosagot
felhasznalva).Minden csoport egy atalakitott sokszog keriiletét hatarozza meg (a
derékszogli haromszog, a téglalap, a paralelogramma és a kereszt).

Fejlesztend6 kompetenciak: ez a feladat mar tervezést, a részfeladatok egymas
kozti megosztasat igényli — jo alkalom a kooperativitas, a problémamegoldo
stratégiak gyakoroltatdsara. A megoldas kozben az altaldnos problémamegoldo
képességen feliil fejlodhet a szdmolasi készség (négyzetgyokos kifejezésekkel valo
szamolas), az asszociaciés memoria, a rész-egész észlelés, az orientacios készség, a
logikus gondolkodas képessége, a kovetkeztetés képessége, az analizis — szintézis
képessége, az algoritmikus gondolkodas, a prezentacid képessége.

6. Eredmények, az ora lezarasa (5 perc)- frontalis munka

Tanari tevékenység:Az oOra lezardsaként Osszegezzilk az eredményeket és
hasonlitsuk Gssze egymassal az egyes alakzatok keriileteit! Csoportonként valaki
mutassa be a csoport megoldasat! Ugyesen dolgoztatok, remélem, tetszett ez a jaték,
mutassatok meg barataitoknak, sziileiteknek is — jo kis gondolkodtato, szorakoztatd
elfoglaltsag lehet barati tarsasagban.

Tanuloi tevékenység: minden csoportbol 1-1 tanulé (lehetdleg olyan, aki eddig még
nem szerepelt) megmutatja, hogy a nekik kisorsolt sokszognek mennyi a keriilete: a

derékszogii harom keriilete 3 + /5 , a téglalapé %g , a paralelogrammaé 2 + /5 , a

kereszté pedig 125—\/5 , ha az eredeti négyzet oldala 1 egység.
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A felvazolt ora kiindulopontjaul egy egyszerti, gondolkodtaté logikai jatékot
valasztottam, mely alkalmas az érdeklddés felkeltésére, a motivacié megteremtésére.
Ennek segitségével néhany nagyon fontos fogalmat elmélyitettiink, mikdzben
valtozatos készségeket és képességeket fejlesztettiink. A feladatok megoldasa soran
felidézédtek korabbi ismeretek, melyeket 0j kontextusban alkalmaztunk, uj
kapcsolatrendszereket épitettiink ki, és a problémamegoldo technikékat, stratégidkat
is gyakoroltuk. Munkaformédkban a feladatmegolddsok sordan a csoportmunkat, a
bevezetés és a konkluzi6 levonasa, Osszegzés soran pedig frontalis munkat
alkalmaztunk. A tanul6i tevékenységek pedig a tényleges targyakkal végzett
manipulativ tevékenységtél a vizudlis abrazoldson keresztil a szimbolikus
miveletekig tartottak. Az o6ran a tanulok aktiv részesei a tanulasi folyamatnak,
amely mélyebb megértést eredményezhet. A felkésziilés soran az abrak
elkészitéséhez a GeoGebra programot hasznaltam, amely még tovabbi lehetdségeket
is rejt magaban a feldolgozott a témakdrrel kapcsolatban. A ma kdzépiskolasai
nagyon fogékonyak a szamitogépes alkalmazasokra, ezért ha valakit mélyebben
érdekel a GeoGebra, akkor otthoni munkara is adhatunk neki az ora anyagaval
kapcsolatos feladatokat.

5.4.4. Zar6 gondolatok

Az utolsé fejezet 5.4.2. és 5.4.3. alfejezetei talan kicsit tavol allnak a dolgozat 6
vonalatol, mégis ugy éreztem, hogy korabbi megallapitasaimat alatamasztando, egy
olyan ora tervezetét is bemutatom, melynek segitségével a mérések alapjan levont
kovetkeztetések — a fejlesztendd teriiletekrdl, a fejlesztési iranyokrol —
alatamaszthatok. A bemutatott moddszer a tananyagba beilleszthet, sokoldali
fejlesztést tesz lehet6vé, valtozatos tevékenységformakat valdsit meg, azt hivatott
megmutatni, hogyan lehet egy kreativ gondolatot oratervvé alakitani. Ugy
gondolom, a matematika kompetencia alapu oktatdsa nagyon Osszetett folyamat,
amely a tanari kompetencidknak is magas szintjét kivanja meg: a matematikanak,
mint tudomanynak magabiztos, alapos ismeretét, a matematikatanulas pedagogiai és
pszichologiai alapelveinek ismeretét, jO rendszerezd és szervezd képességet,
kreativitast. Széles modszertani repertoar sziikséges a mai gyerekek motivalasahoz
és fejlesztéséhez, mely versenyre tud kelni a televizio, az elektronikus jatékok, az
internet vildganak csillogasaval. A tanari palya folyamatos fejlodést jelent, soha nem
lezart, mindig 0j utakat keresd, kiprobald. Ez a folyamatos fejlédés, ha stabil
tudasbazison alapul, hozhatja el az oktatas kivant fejlodését.

Mottéul valasztottam egy régi, de sok esetben ma is érvényes nagy pedagdgus
szavait:

,Akarhonnan nézziik is, didaktikanknak az legyen a célja, hogy kifiirkésszik és
felkutassuk az oktatds gyakorlatat, mégpedig azért, hogy a tanaroknak minél
kevesebbet kelljen tanitaniuk, ugyanakkor a didkoknak minél tobbet kelljen
tanulniuk. E didaktika jegyében az iskolakban legyen egyre kisebb a ziirzavar, amde
legyen egyre nagyobb a szabadsag, az 6rom, és minderre a valodi fejlddés nyomja ra
a bélyegét.”(Comenius, 1657)[40]
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1.

Gyakorloiskolak V. Orszdgos Modszertani Konferencidja, 2009. Pécs:
Mestertanarképzés nemzetkozi projektben (Nagyné Foris Katalinnal
kdzosen)

I. Karpat-medencei Nemzetkdzi Modszertani Konferencia, 2010. Kaposvar:
Matematikai kompetenciak vizsgalata kozépiskolai korosztalynal

Varga Tamas Modszertani Napok, 2010. Budapest: Mathematical
Competencies Examined on Secondary School Students (English Section)
Varga Tamas Modszertani Napok, 2011. Budapest: Comments on an
Erasmus teacher exchange — what can we learn from the Finnish in teaching
mathematics and what can they learn from us? (English Section)
Matematika és Informatika Didaktikai Kutatasok konferencia, 2011.
Szatmarnémeti: Matematikai  képességek ¢és  iskolai teljesitmény
Osszehasonlitasa kdzépiskolai korosztalynal

Matematika és Informatika Didaktikai Kutatasok konferencia, 2012. Lécse,
Szlovékia:  Matematikai  kompetencidk  megjelenése a  tanulok
feladatmegoldasaiban

Matematika és Informatika Didaktikai Kutatasok konferencia, 2013.
Nagyvarad, Romadania: Céliranyos ¢és forditott irdanyt gondolkodéas a
problémamegoldasban ¢és bizonyitasokban
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8.

10.

11.

Competence-based education: experiences, problems, solutions (VE
Akadémiai Biz. és TEE kozos konf.), 2014, Veszprém: Visual Mathematics
in International Cooperation (English Section)

AgriaMédia 2014 konferencia, Eger: Vizualis matematika nemzetkozi
egyiittmikodésben

Matematika és Informatika Didaktikai Kutatasok konferencia, 2015. Novi
Sad, Szerbia: SoNetTE — Social Network in Teacher Education; Introducing
the book ,,Adventures on Paper”

4. Nemzetkézi Tudomanyos Moddszertani Konferencia, 2015. Szabadka,
Szerbia: Logikai jatékok szerepe a matematikaoktatasban
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Koszonetnyilvanitas

Ezaton szeretném kifejezni koszonetemet a dolgozat elkészitéséhez nyujtott
segitségiikért dr. Czeglédy Istvan témavezetdmnek, akinek hasznos tanacsai és
értékes kritikai megjegyzései nélkiil nem johetett volna 1étre.

Valamint nagy halaval tartozom az egri Eszterhazy Karoly Gyakorld Gimnazium
tanarainak, Pelbart Zoltannénak, Lénartné Pintér Katalinnak, Erd6és Gy6zonének a
felmérés kivitelezéséhez nyujtott segitségilikért — hogy raszantak egy-egy
matematikadrat, hogy osztalyaikkal megirassak a felmérés feladatlapjait. Kiilon
koszonettel  tartozom Lénartné Pintér Katalin - kollégandnek azért, hogy
rendelkezésemre bocsatotta két osztaly négy dolgozatat elemzésemhez.

Koszonom dr. Kovacs Zoltannak az észrevételeit és épitd kritikajat, melyeket az
elozetes vita soran fejtett ki, és melyek a dolgozat végsé formaba ontéséhez sok
segitséget adtak.

Végiil, de nem utols6 sorban kdszonetemet fejezem ki azoknak a tanuloknak (nevek
felsorolasa nélkiil), akik hozzajarultak, hogy munkaikat, feladatmegoldasaikat
felhasznalhassam dolgozatomhoz.

Debrecen, 2015. janius 12.

Téglasi Ilona
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