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1. Bevezetés

A szamelmélet két fejezete, a diofantikus egyenletek elmélete és az algeb-
rai szamelmélet szoros kapcsolatban allnak egyméssal, példaul diofantikus
egyenletek megoldasakor gyakran lehet algebrai szémelméleti eszkozoket
hasznalni. Az értekezés targya az algebrai szamelmélet egy klasszikus terii-
letének, az algebrai szamtestek monogenitasanak és ezzel rokon kérdéseknek
a vizsgalata, mely ekvivalens bizonyos szétess forma diofantikus egyenletek,
tgynevezett index forma egyenletek megoldasaval.

Legyen K egy n-edfoku algebrai szamtest és jelolje Zx a K-beli algebrai
egészek gytrdjét. Nyilvanvalo, hogy ha o € K primitiv eleme K-nak, azaz
K = Q(a), akkor (1,q,...,a" 1) bazisa K-nak Q felett. Ugyancsak jol
ismert, hogy minden algebrai szamtestben létezik egész bazis. Az algebrai
szamelmélet egy klasszikus kérdése annak vizsgalata, hogy létezik-e K-ban
a fenti két tulajdonsaggal egyszerre rendelkezs bazis, azaz létezik-e olyan
a € Zg elem, hogy (1,q,...,a" ') egész bazisa K-nak. Az ilyen alaku
egész bazist hatvany egész bazisnak, a-t pedig a hatvany egész béazis
generatoranak nevezziikk. K-t akkor hivjuk monogénnek, ha van hatvany
egész bézisa. Kgy algebrai szamtest monogenitdsdnak eldontése mellett
ugyancsak fontos probléma, hogy monogén testekben hogyan hatarozhatjuk
meg az Osszes hatvany egész béazist generald elemet.

Beldthato, hogy ha « € Zg primitiv eleme K-nak, akkor Z[a|™ véges
index{ részcsoportja a ZJ[{ additiv csoportnak és ebben az esetben I(a) =
(Z§ : Z[a]T)-t o indexének nevezziik. Lathato, hogy o pontosan akkor
general hatvany egész bazist K-ban, ha I(a) = 1.

A K algebrai szémtest myx minimalis indexe, illetve ix testindexe
rendre a K-beli primitiv algebrai egészek indexeinek minimuma, illetve
legnagyobb kozos osztoja. Viladgos, hogy ix | my, tovabba K-ban akkor
és csak akkor létezik hatvany egész bézis, ha myg = 1, és igy monogén K
esetén i = 1. (Az utolso allitas megforditdsa nem igaz.)

Legyen (w1 = 1, w9, ..., wy) egész bazisa K-nak, l(x) = z1+zows + ...+
Tpwy 6s 10 () =z + J,’ng) + ...+ xnwg), ahol wj(»i) jeloli wj-nek az i-edik
relativ konjugéltjat K-ban (7,5 = 1,...,n). Ekkor ehhez az egész bazishoz
tartoz6 diszkriminans forma

D)= I (V@ —1V@)*

1<i<j<n



Legyen Dg a K szamtest diszkriminansa. A diszkriminéns forma felirhato
D jo(l(z)) = (I(x2,..-,2n))* - Dk

alakban, ahol I(zo,...,z,) egy raciondlis egész egyiitthatos, n(n — 1)/2-
edfoktd homogén polinom (Isd. példaul [11], Lemma 1.1.2.). Ezt a polinomot
az (w1 = 1,wea, ... ,wy) egész bazishoz tartoz6 index formanak nevezziik.

Bebizonyithato (Isd. példaul [11], Lemma 1.1.3.), hogy ha a = =1 +
Tows + ...+ Tpwy € Zi (T1,22,...,Ty € Z) primitiv eleme K-nak, akkor
I(a) = |I(xa,...,z,)|. Kovetkezésképpen A indexii primitiv Zg-beli elemek
keresése (A adott természetes szam) ekvivalens az

I(zo,...,zp) =+A (x2,...,2, €Z)

index forma egyenlet, specidlisan a hatvany egész béazisok keresése
ekvivalens a +1 jobb oldala index forma egyenlet megoldasaval.

A fentiek alapjan a minimalis index és a testindex is megadhato6 az index
forma segitségével, mivel

myg =min{|I(z2,...,2,)| | v2,..., 2y € Z és I(xa,...,2z,) # 0}

és
ig = Ilnko{I(xa,...,2p) | 2,...,2n € Z}.

Az o,0 € Zgi elemek Z-ekvivalensek, ha o« — 8 € Z. Ebben az
esetben Z[a| = Z[f], ezért ha «, 8 € Zk Z-ekvivalens primitiv elemek, akkor
I(a) = I(B). Specidlisan ha «, 8 € Zi Z-ekvivalensek és a hatvany egész
béazist general, akkor [ is.

Legyenek pi,...,ps kiilonboz§ rogzitett primszamok. Ekkor az index
forma egyenlet p-adikus valtozata az

I(:rg,...,xn)::tptll-...-pif

egyenlet, ahol az ismeretlenek xg,...,z, € Z az Inko(za,...,z,) = 1
feltétellel és 0 < t1,...,ts € Z. Ennek megoldasa ekvivalens az olyan K-beli
primitiv algebrai egészek meghatarozasaval, melyek indexe csak a rogzitett
primekkel oszthato.

Megjegyezziik, hogy a fenti fogalmak és azok tulajdonsigai egyszertien
megfogalmazhatok Zy helyett tetszéleges O C Zg rend esetén is.



Gydry K. |26] bebizonyitotta, hogy az index forma egyenleteknek csak
véges sok megoldasuk van, a megoldasok abszolut értékére pedig effektiv
fels6 korlatot vezetett le. (A felsé korlat legjobb ismert javitasa [29]-ben
talalhato.) A bizonyitast az index forma egyenlet egységegyenletekre torténd
visszavezetésével és a Baker-modszert alkalmazva nyerte. Kovetkezményként
adodik, hogy Z-ekvivalenciatol eltekintve csak véges sok adott indexd
primitiv Zg-beli elem létezik, specidlisan Z-ekvivalenciatol eltekintve csak
véges sok hatvany egész bazis generator van.

Az eredmény effektiv volta algoritmuselméleti szempontbdl azt jelenti,
hogy az index forma egyenletek megoldasa, adott indexti primitiv algebrai
egész elemek keresése, hatvany egész bézis generdtorok keresése elvben
elvégezhetd, ha a korlatig végignézziik az ismeretlenek Osszes lehetséges
értékét. A felsd korlatok azonban még a kis fokszamu testek esetén is olyan
nagyok, hogy a gyakorlatban ez a mddszer énmagaban nem kivitelezhetd,
igy hatékony algoritmusok keresése tovabbra is fontos feladat maradt.

Az index forma egyenlet p-adikus valtozata esetén szintén Gydry K. [27]
adott a megoldésokra effektiv felsd korlatot, melyre ugyancsak elmondhatok
az elébb leirtak.

Az elmult évtizedekben tobben értek el jelentés eredményeket az index
forma egyenlet, illetve az ehhez kapcsoldédé algebrai szamelméleti problémak
megoldasara vonatkozé hatékony algoritmusok keresésében (Isd. [11]).
Igazan hatékony algoritmus csak harmadfoka (Gadl I., N. Schulte [23]),
negyedfoka (Gadl I., Pethé A., M. Pohst [19], [22]) és néhany specialis
magasabbfoki szamtest esetén ismert. Létezik tovabba altaldnos algoritmus
otodfoka (Gadl I., Gydry K. |12]) és hatodfoka (Y. Bilu, Gadl I., Gydry
K. [4]) szamtestekre, melyek kivitelezhet6k ugyan, de még nem tekinthetk
igazan hatékonynak.

A masik lehetséges irany szerint algebrai szémtestek egy csaladjaban
(példaul egy parametrikus csaladban) kell megoldani ezeket a problémékat.
Ez azt jelenti, hogy a megoldast a csalad Osszes teste esetén egyszerre
keressiik.



Az értekezés tovabbi fejezetei mind az eddig ismertetett problémék
valamelyikével foglalkoznak bizonyos algebrai szamtestek esetén. Most
roviden attekintjiik ezeket az eredményeket.

A 2. fejezetben egy gyors algoritmust adunk, ami adott valos
méasodfokil szamtest esetén megadja az Osszes olyan vegyes szignaturaja
diéder negyedfoki szamtestet, melyben van hatvany egész bézis és melynek
részteste az adott masodfoku test, egyuttal ezekben meghatarozza az Gsszes
hatvany egész bazis generétort.

A 3. fejezet célja, hogy a teljesen komplex eset vizsgalatéval teljessé
tegye a monogenitas vizsgalatat bikvadratikus szamtestekben. Egyszertien
ellendrizhet sziikséges és elégséges feltételt adunk hatviny egész bézis
létezésére és leirjuk az Osszes hatvany egész bazist general6 elemet.

A 4. fejezet olyan hatékony algoritmust ismertet, mely bikvadratikus
szamtestekben az index forma egyenlet p-adikus valtozatéat oldja meg.

Az értekezés 5. fejezetében multikvadratikus szamtestekben mutatjuk
meg kilonbozos feltételek mellett, hogy a testbeli algebrai egészek gytirtjé-
ben, illetve egy bizonyos rendben nincs hatvany egész bazis.

Az utolso6 fejezetben algebrai szamtestek két parametrikus csaladja, a
Kishi-féle harmadfokt testek és a legegyszertibb negyedfoku testek esetén
hatarozzuk meg a testindexet.



2. Diéder negyedfoku szimtestek monogenitasa

2.1. Negyedfoki szamtestek monogenitasa

Negyedfoki algebrai szamtestekben az index forma egyenlet megoldéasaval,
hatvany egész bazis keresésével Gadl 1., Pethd A. és M. Pohst [17], [18],
[19], [20], [21], [22]| egy cikksorozatban foglalkoztak részletesen. Ezek koziil
[19] és [22] tetszOleges negyedfoku szamtest esetén alkalmazhato hatékony
algoritmust ismertet.

Legyen K = Q(&) egy tetszbleges negyedfoku algebrai szamtest, ahol
€ € Zy definial6 polinomja f(t) = t* + a1t® + agt® + ast + aq € Z[t] és &
indexe m = I(£). Valamilyen a,z,y,z € Z szamokkal és d € Z rogzitett
koz6s nevezével barmely o € Zg elem felirhato az alabbi alakban:

atal+yet+ 28
B d
A 2.1.1. tétel (Gadl I., Pethd A., M. Pohst [19], Theorem 2.1.) szerint
« indexe pontosan akkor A, ha az

d®A
F(u,v) = u® —agu®v+ (a1a3 —4ag)uv? + (dagas — a3 —atas)v® = +—— (1)
m

egyenletnek van olyan (u,v) € Z x Z megoldasa, hogy az x,y, z egyiitthatok
teljesitik a kovetkezs egyenl@ségeket:

Qi(z,y,2) = z? — arry + (12.@2 + (a% —2az)xz + (a3 — a1a2)yz
+(—araz + a3 + as)z* = u,
Q2(7,y,2) = Yy —zz—aryz+a =v. (2)

Ha F'(u,v) reducibilis Q felett, akkor (1) egyszertien megoldhato, amugy
egy harmadfoku Thue-egyenlet. Ezutdn az (1) egyenlet Osszes (u,v)
megoldasara tekinteniink kell a (2) egyenletrendszert. Ennek megoldasa [19]
és [22]-t kovetve negyedfokt Thue-egyenletre vezethets vissza. Ha F(u,v)
irreducibilis, akkor az (1) Thue-egyenletet, illetve a felléps negyedfoka Thue-
egyenletet Y. Bilu és G. Hanrot [5] modszerével lehet gyorsan megoldani.

2.2. Diéder negyedfoku szamtestek

A K = Q(§) negyedfoku algebrai szamtestet diéder negyedfoku szam-
testnek nevezziik, ha £ definidlé polinomjanak Galois-csoportja nyolcad-



rendt diéder csoport. Ezeknek egyetlen M mésodfokt résztestiik van.

A. C. Kable [33] diéder negyedfoku szamtestekben adott sziikséges és
elégséges feltételt hatvany egész bazis létezésére. Szamunkra tételének két
kovetkezménye lesz fontos. A 2.2.1. lemma (A. C. Kable [33], Corollary
1.) azt allitja, hogy ha K monogén, akkor az elgjel megfelels valasztasaval
Dg + 4D§w négyzetszam.

Amennyiben K vegyes szignaturaji diéder negyedfokt szamtest, akkor
Dy < 0, M pedig valos masodfokn szamtest, ezért Dy > 0. Igy adodik a
2.2.2. lemma (A. C. Kable [33], Corollary 2.) &llitasa, mely szerint ha K
vegyes szignatraji és van benne hatvany egész bézis, akkor |Dg| < 4D3,.

2.3. Az algoritmus

A 2.2.2. lemma szerint adott M valos méasodfoki szamtest esetén csak véges
sok olyan monogén, vegyes szignaturaju diéder negyedfoku szamtest 1étezik,
melynek maéasodfoku részteste M. Ebben a részben ezek meghatirozasara
adunk gyors algoritmust.

A fentiek értelmében a K vegyes szignatiraju diéder negyedfoku
szamtestek koziil elég csak azokat vizsgélni, melyekre |[Dg| < 4D3,
teljesiil. Ha M részteste K-nak, akkor D3, | Dk ellenérzése tovabb
sziikiti a szoba johets testek korét. Az igy megmarado testek kozil a 2.1.
részben ismertetett eljarassal valasztjuk ki azokat, amelyekben valéban van
hatvany egész bazis, egyuttal meghatarozzuk a hatviny egész bazist generald
elemeket is. (Megjegyezziik, hogy diéder negyedfoku testek esetén az (1)
egyenlet bal oldala reducibilis, ezért egyszertien megoldhato.)

2.4. Numerikus példak

Az algoritmust példaként azokban az esetekben alkalmaztuk, amikor M =
Q(v2), Q(v3), Q(v/5). Peldaul M = Q(+/5) esetén az alabbi harom vegyes
szignatiraju diéder negyedfokil szamtest adodik:
Dyg = =275, f(t) =t* -3 +2t —1,d=1

(x,y,2) =(0,0,1),(1,0,0),(2,-2,1),(1,2,—4),(0,1,-1)
D = —400,f(t) =t* -2 - 1,d =1

(z,y,2) =(1,0,0),(0,1,1),(1,0,-1),(0,1,-1)
Dy = 475, f(t) =t* -3 -2t —2t — 1, d =1

(z,y,2) =(1,0,0),(0,2,—-1),(2,1,-1)



3. Bikvadratikus szaimtestek monogenitasa

3.1. Bikvadratikus szamtestek

Egy testet bikvadartikus szamtestnek neveziink, ha Q(y/m,/n) alakt
negyedfoku algebrai szamtest, ahol m,n € Z\ {0, 1} kiillonb6z6 négyzetmen-
tes racionéalis egész szamok. A tovabbiak soran legyen | = Inko(m,n) > 0 és
my, n1 az m = Ilmy és n = Iny egyenléségekkel definialva.

Bikvadratikus szémtestek monogenitésaval és ehhez kapcsol6d6 prob-
lemékkal tobben is foglalkoztak: T. Nakahara [43|, Gadl I., Pethé A. és
M. Pohst [16], [21|, T. Funakura [8], M.-N. Gras és F. Tanoé [25], Y.
Motoda [41]. Kiemeljiik ezek koziil, hogy Gadl I., Pethd A. és M. Pohst [21]
teljesen valos bikvadratikus szamtestek esetén szimultan Pell-egyenletekre
vezet§ hatékony algoritmust adtak az index forma egyenlet megoldésara.
Modszeriik illusztralasara az osszes 106-nal kisebb diszkriminanst, teljesen
valos bikvadratikus szamtest esetén kiszamitottdk a minimalis indexet és
meghataroztak az Osszes ilyen indext elemet.

3.2. Teljesen komplex bikvadratikus testek monogenitasa

A tovabbiakban az lesz a célunk, hogy a teljesen komplex eset vizsgalataval
teljessé tegylik a monogenitas témakdorét bikvadratikus szamtestekben. A
Q(y/m, y/n) bikvadratikus szamtest pontosan akkor teljesen komplex, ha m
és n kozil legalabb az egyik negativ szam.

K. S. Williams [53] megallapitotta, hogy minden bikvadratikus szdmtest
esetén meg lehet m, n, m1, ni-et ugy valasztani, hogy azok a 4-gyel val6
oszthatdsag szempontjabol 6t eset valamelyikébe tartozzanak. A teljesen
komplex esetben az elGjelekre is ligyelve az adodik, hogy m és n valaszthato
ugy, hogy a kovetkezs esetek valamelyike alljon fenn:

1. eset: m >0, n<0,m=1 (mod4),n=1 (mod4), my =1 (mod4),
ny =1 (mod 4)
2. eset: m>0,n<0,m=1 (mod4),n=1 (mod4), m; =3 (mod4),
ny =3 (mod 4)

3/A. eset: m>0,n<0,m=1 (mod4),n=2 (mod 4)
3/B. eset: m <0,n>0,m=1 (mod4),n=2 (mod 4)
4/A. eset: m>0,n<0,m=2 (mod4),n=3 (mod 4)
4/B. eset: m<0,n>0,m=2 (mod4),n=3 (mod 4)



5/A. eset: m>0,n<0,m=3 (mod4),n=3 (mod4)
5/B. eset: m<0,n<0,m=3 (mod4),n=3 (mod4)

K. S. Williams [53] (Theorem 2., 3.) mindegyik esetben parametrikus
formaban meghatarozott egy egész bazist és megadta a test diszkriminansat.
Ezeket az eredményeket felhasznalva Gadl 1., Pethé A. és M. Pohst [16]
esetenként kiszamitottak az egész bazishoz tartozé index formékat:

1. eset:
Tayo T 2 Ty 1 2 Taya T4y2
(l(m2—|— 5 ) 1 x4) (l(cc3+ 5 ) 1 a:4> (nl(m3—|— 5 )* —my(z + 5 ) )
2. eset
_ P4y o2 Taye M 2 Tay2 _ _ T4y
(l(@ B ) 1 $4) (l(x?) + 5 ) 1 $4> (nl(iﬂ?, + 5 )T —may (22 5 ) )
3. eset
x m
(123 — nya3) (l(xd + 34)2 - Tlxi) (n1(2z3 + 24)* — my23)
4. eset:

n x
(1(21‘2 + 23)% — nlxi) (lmg — mlxi) (leg —my(xy + ?3)2)

A kovetkez§ tételben olyan sziikséges és elégséges feltételt adunk a
teljesen komplex bikvadratikus szamtestek monogenitdsira, mely alapjin
konnyen ellenérizhets, hogy egy adott testben van-e hatvany egész bazis.
Tovabba amikor létezik hatvany egész bazis, akkor leirjuk az 6sszes hatvany
egész béazist generald elemet. Kideriil, hogy a generatoroknak az egész
bézisra vonatkoz6 egyiitthatéi minden esetben a paraméterektsl nem fiiggs,
konstans vektorok egy kis elemszamia halmazabdl kertilnek ki.

3.2.1. TETEL (Nyul G. [45])

Legyen K = Q(y/m,+/n) a felsorolt esetek valamelyikébe tartozé teljesen
komplex bikvadratikus szamtest.

Az 1., 2. és 3/A. esetben K nem monogén.

A tovabbi esetekben K-ban a hatvany egész bazis létezésének sziikséges és
elégséges feltétele:

3/B. eset: m; = —1, 1 —4ny = —1 (és a feltétel miatt ny > 0).



4/A. eset: my =2, n1 =—1,1=1, azazm =2 ésn = —1.

4/B. eset: m; = =2, —ny = +2 (es a feltétel miatt ny > 0).

5/A. eset: ng = —1, 4l —my =1 (és a feltétel miatt my > 0).

5/B. eset: | =1, ng —my = +4 (és a feltétel miatt mq,nq <0).
Ha K monogén, akkor a megfelel6 index forméaval vett I(xo, x3,x4) = £1

index forma egyenlet mego]désai :

3/B. eset: (x9,x3,24) = £(1,1,-2),£(1,-1,2)

4/A. eset: (2, x3,74) = £(0, O 1),£(1,0,-1)

4/B. eset: (x2,x3,24) = £(0,0,1),4(1,0,—1)

5/A. eset: my =3, n1 = —1,1=1, azazm = 3, n = —1 esetén

(29,23, 24) = £(1,-2,1), £(1, -2, —1), £(0, 1,0), =(1, -1, 0)

A t6bbi 5/A. esetbeli testre (z2,x3,x4) = £(1,-2,1), (1, -2, 1)

5/B. eset: (xq,rs,x4) = £(0,1,0),£(1,—1,0)

1
1

3.3. Teljesen komplex bikvadratikus szamtestek tablazata

A 3.2.1. tétel bizonyitasanak fontos eleme, hogy bikvadratikus szamtestek
esetén az index forma minden esetben harom egész egyiitthatos kvadratikus
forma szorzatara bomlik, a teljesen komplex esetben pedig ezen tényezsk
kozott mindig van definit kvadratikus forma. Ezen a modon teljesen
komplex bikvadratikus szdmtestekben tetszéleges jobb oldald index forma
egyenletet is meg lehet oldani. Ezt alkalmazva a teljesen valds esetnél
emlitetthez hasonlé tablazatot készitiink, melyben Osszefoglaljuk a 103-
nal (az értekezésben a 10%*-nél) kisebb diszkriminansi teljesen komplex
bikvadratikus szamtesteket, kiszamolva ¢x testindexiiket, myx minimalis
indexiiket és az I(x9,x3,x4) = £mg egyenlet Gsszes megoldasat.

DK mq ny l ’iK mg (3;‘2,!E3,$4)

144 3 -1 1 1 1 (1,-2,1),(1,-1,0),(0,1,0),(1,-2,-1)
225 -3 5 1 2 2 (0,1,-1),(0,0,1),(1,0,—1),(1,1,—1)
256 2 —1 1 1 1 (0,0,1),(1,0,—1)

400 -1 =5 1 1 1 (0,1,0),(1,—1,0)

441 -1 7 3 2 2 (0,1,-1),(1,0,1),(1,-1,1),(0,0,1)
56 -3 2 1 1 4 (0,1,-1),(0,0,1)

56 -1 2 3 1 3 (1,1,-1),(1,0,—1),(1,0,1),(1,—1,1)
84 7 -1 1 1 2 (1,-1,0),(0,1,0)



4. Az index forma egyenlet p-adikus valtozata
bikvadratikus szaAmtestekben

4.1. A moddszer rovid ismertetése

Ebben a fejezetben az index forma egyenlet p-adikus valtozatdnak meg-
oldasaval foglalkozunk bikvadratikus szamtestekben. Megjegyezziik, hogy
eltekintve egy N. P. Smart [49] altal megoldott példatol (egy teljesen
komplex ciklikus negyedfoki szdmtestben, a 2 és 3 primeket hasznélva) p-
adikus index forma egyenletet eddig még nem oldottak meg.

Legyenek p1, ..., ps kiilonbozd rogzitett primszamok és tekintsiik az
I(z9,x3,24) = £p ... ple (3)
p-adikus index forma egyenletet, ahol zo, 23,24 € Z, 0 < t1,...,ts € Z az

ismeretlenek az Inko(zg, x3,z4) = 1 feltétel mellett.

A tovabbiakhoz vezessiik be az alabbi 1j, egész érték( paramétereket és
ismeretleneket:

eset | u1 U2 us3 a b c d f g |t T y z
1 mi ni l ni | 4 mi 4 | n 4 |1 | x4 | 222+ 24 | 223 + 224
2 mi ni l ny | 4 mi 4 ni 4 11| x4 | 2220 — x4 | 223 + 24
3 m1 4n, l ni 1 m1 4 ni 1 1| x4 T2 2x3 + x4
4 m1 | ni l ni | 2| mi/2 | 1|20 | 1|2 za| 222+ 24 T3
5 mi ni 4 | ny | 1 mi 1 ni 4 11| x4 | 2220 + 23 T3

A megfelel§ index forma i-edik tényezdjének abszolut értékét jeloljiik
F; = Fi(xz2,x3,x4)-gyel (i = 1,2,3). Ekkor a 4.1.1. lemma (Gadl I., Pethd
A., M. Pohst [21], Lemma 1.) szerint

:tulFl + u2F2 = iU3F3. (4)

Az index forma tényezdire fennall a kdvetkezs egyenletrendszer is:

(azx)? —ny? = +abFy
(cx)? —mz? = +cdF,
(f2)? —mimy® = =£fgFy

Ennek bal oldalai lineéris formék szorzatara bomlanak a bikvadratikus
szamtest masodfoka résztesteiben, melyeket az alabbi azonossag kapcsol
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oOssze:

te(az — v/ny) — talex — Vimz) = vm(fz — v/mmny) (5)

A 4.4.2. lemméanak koszonhetSen a (3) p-adikus index forma egyenlet
megoldasahoz az esetek jelentSs részében elegends a (4)-bgsl szarmazo Z
feletti S-egység egyenletet megoldani, kivéve amikor az egyenlet jobb oldalén
allo6 primszamok valamelyike két kiilonb6z6 primideal szorzatéra bomlik fel
a bikvadratikus szamtest mindharom mésodfoka résztestében. Ekkor még
meg kell oldanunk egy (5)-bdl kovetkezd S-egység egyenletet a negyedfoka
test felett is.

Az S-egység egyenletek megoldasakor a felss korlatok meghatérozasihoz
K. Yu [54] p-adikus és A. Baker, G. Wiistholz |2] komplex logaritmusok
linearis forméira vonatkozé becslését hasznaljuk. A korlatok redukcidjat
egyrészt a B. M. M. de Weger [52] egy otletén alapuld 4.3.1. lemma (Gadl
L, Jardsi I., F. Luca [13], Lemma 4.1.), mésrészt a 4.7.1. lemma (ez [11]
Lemma 2.2.2. egy kis modositassal adodo vatozata) alapjan végezziik el.

4.2. Harom megoldott példa

Algoritmusunk illusztralasaként harom konkrét p-adikus index forma egyen-
letet is megoldunk.

Els6 példaként a Q(v/3,v/—1) teljesen komplex bikvadratikus szamtest
esetén a p; = 2, po = 3, p3 = 5, py = 7 primszamokkal végiil 276 darab
megoldas adodik.

Kovetkezs példaként a Q(v/5, v/2) teljesen valos bikvadratikus szamtest-
ben a p; = 2, po = 3, p3 = 5 primszamok mellett 280 darab megoldést
kapunk.

Utolsoként pedig ha a Q(v/19,v/7) teljesen valos bikvadratikus szamtes-
tet tekintjiik és a p-adikus index forma egyenlet jobb oldalan szerepld primek
p1 = 2, po = 3, akkor a megoldésok szama 104.

Az els6 két példiban a Z feletti S-egység egyenlet megoldasaval
lényegében méar célt ériink. A harmadik példa esetén azonban a 3 a
bikvadratikus szamtest mindharom maéasodfokt résztestében két kiilonbozs
primideél szorzatara esik szét, ezért ebben az esetben meg kell oldani még
egy S-egység egyenletet a negyedfoku test felett is.
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5. Multikvadratikus szamtestek monogenitasa

5.1. Multikvadratikus szamtestek

A bikvadratikus szamtestek természetes altalanositasai a multikvadratikus
szamtestek. Legyen n € N, tovabba ki,...,k, € Z \ {0,1} paronként
kiilonb6z6 négyzetmentes egész szamok. Ekkor a Q(vk1,...,Vk,) testet
multikvadratikus szamtestnek hivjuk.

Multikvadratikus szamtestekben n > 3 esetén index forma egyenletekkel
és a monogenitis problémajaval kapcsolatban a kozelmultig nem sziilettek
eredmények. Az alabb ismertetendd tételeken kiviil ajabban Y. Motoda és
T. Nakahara [42] értek el erre vonatkozo tovabbi eredményeket.

5.2. Harom masodfoki szamtest kompozitumanak monoge-
nitasa

Az ebben a részben vizsgalt multikvadratikus szamtestek harom masodfoku
résztestiik kompozitumaként allnak elg, ahol feltételeink biztositani fogjak,
hogy a masodfoku testek diszkriminansai paronként relativ primek. Ezért
egy egész bazisuk és diszkriminansuk az 5.2.1. lemma (|44] Theorem 4.26.)
alkalmazéséaval kaphato, majd vizsgalhato az ehhez tartozo index forma.

5.2.2. TETEL (Nyul G. [46], Theorem 3.)
Legyenek k,l,m € Z\ {0,1} paronként relativ primek, négyzetmentesek,

k<0él=m=1 (mod4). Ekkor az N = Q(Vk,1,/m) nyolcadfok
szamtestben nincs hatvany egész bazis.

5.3. Testindex multikvadratikus szamtestekben

Most paratlan diszkriminanst multikvadratikus szamtestek esetén igazoljuk,
hogy a testindex paros, amibdl kdvetkezik, hogy maximalis rendjiikben nincs
hatvany egész bazis. A bizonyitas R. Dedekind ([44] Theorem 4.34.) tételén
alapszik és felhasznéljuk, hogy 2 kiilénb6z6 primideédlok szorzatara esik szét
testiinkben.

5.3.1. TETEL (Nyul G. [46], Theorem 1.)

Legyenek n € N,n >3 és ky,...,k, € Z\ {0,1} pédronként kiilonb6z6 négy-
zetmentes szamok gy, hogy K = Q(v/k1,...,Vkyn) egy 2"-edfoki algebrai
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szamtest és Dy péaratlan. Ekkor K testindexe péaros, kévetkezésképpen K-
ban nincs hatvany egész bazis.

MEGJEGYZES Az 5.2.2. tétel allitasa k = 1 (mod 4) esetén az 5.3.1.
tételbdl is kovetkezik, ugyanis ekkor Dy paratlan.

5.4. Monogenitas multikvadratikus szimtestek egy rendjé-
ben

A most kovetkez6 eredmény tetszéleges multikvadratikus szamtest esetén
teljesiil, a monogenitast azonban a maximalis rend helyett a Z[v/k1, . . ., VK]
rendben vizsgéaljuk. Miel6tt igazolnank, hogy ebben a rendben minden elem
indexe oszthatd 2-nek egy nagy kitevés hatvanyaval, meghatarozzuk a rend
diszkriminénsat, hogy majd vizsgalni tudjuk az index format.

5.4.1. LEMMA (Nyul G. [46], Lemma 1.)
Han € N, ky,...,k, € Z\ {0,1} péronként kiilonbéz6 négyzetmentes
egész szamok és Q(vki,...,Vkyn) egy 2"-edfoku algebrai szamtest, akkor
az O = Z[\/k1, ..., \/kn) rend diszkriminansa Do = (ki - ... kp)? 272"
5.4.2. TETEL (Nyul G. [46], Theorem 2.)
Az 5.4.1. lemma jel6lései és feltételei mellett az O rendben minden elem
indexe oszthaté 22" (2" =n=1)_gye].

Mivel n > 2 esetén a tételbeli kitevs 1-nél nagyobb, igy adédik az alabbi
koévetkezmény.
5.4.3. KOVETKEZMENY Az 5.4.1. lemma jelblései és feltételei mellett,

n > 2 esetén az O rendben nincs hatvany egész béazis.
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6. Algebrai szamtestek testindexe

6.1. Testindex

Algebrai szamtestek testindexével kapcsolatban tobben értek el eredménye-
ket: M. Bauer [3], E. von Zyliriski [55], H. T. Engstrom [7]. Megmutathato,
hogy a tiszta harmadfokid szamtestek testindexe 1, tiszta negyedfokd szam-
testekben T. Funakura [8], bikvadratikus szamtestekben T. Nakahara [43]
illetve Gadl I., Pethé A. és M. Pohst [16], ciklikus negyedfoki szamtestek-
ben B. K. Spearman és K. S. Williams [51] vizsgaltédk a testindexet.

6.2. Kishi-féle harmadfokn testek

Legyen a gydke a t3 —a(a? +a+3)(a® +2)t? — (a® +2a® +3a+3)t — 1 € Z[t]
polinomnak, ahol @ € Z. A K = K, = Q(a) Kishi-féle harmadfoka
testek teljesen valos, ciklikus harmadfokd szamtestek.

Legyen

5 _{O ha2|a 5 _{0 haa=2 (mod 3)
711 ha2ta’ 7 11 haa#2 (mod3)’

tovabba
a? 4+ 3)(a* + a3 + 4a® + 3)

401 . 962 ’
Y. Kishi |36] négyzetmentes B esetén keresett alapegységrendszert K-
ban, valamint a 6.2.1. lemma ([36], Corollary 1.4.) szerint megadta K
diszkriminansat.

g

A tovabbiakhoz a Kishi-féle harmadfokit testeket az a paramétertdl
fligeen a kovetkezd hat esetbe soroljuk:
eset: a=0,2 (mod 6) vagy a =4,10 (mod 18)
eset: a =34,52 (mod 54)
eset: a=3,5 (mod 6) vagy a =1,13 (mod 18)
eset: a =7,25 (mod 54)
eset: a =16 (mod 54)
eset: a =43 (mod 54)
Az alabbiakban meghatarozzuk a Kishi-féle harmadfoku testek egy egész
béazisat, majd az ehhez tartozé index forma kiszamitasa utan belatjuk, hogy
ezen szamtestcsaldad minden elemének testindexe 1.

S Grds Lo~
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6.2.2. TETEL

Ha B négyzetmentes, akkor a K = Q(«) Kishi-féle harmadfokii test egy
egész bazisa

_ _ 2
1. eset: ( a—+( (;+1)a+a>
a®+1
— 1+ (2a2 —
2. eset: |1, ,a atl+ (20" —at3atao”
3(a?+1)
_ 2
3. eset: |1, +a at(atlata
2(a® +1)
1 4a® — 4 —
4 eset: (1, +a a’?—a+4+(2a%> —a+3)a+ a?
6(a2+1)
5. esot: 1’2—&—0[ 4a®> —a+4+ (2a* — a + 3)a + o>
9(a?+1)
4a® — 4+ (2a% — 2
6. esot: 15—&-04’ a*—a+4+ (20 —a+3)a+«
6 18(a2 + 1)

Ehhez az egész bazishoz tartozo index forma példaul a 3. esetben

9 3
I(xg,23) = <—2a — > s+ (—a5 —a* —5a® — 2a% — 30~ 2) 313

1 27 21 15
+ (—2a8 —a" —5a° — 6a° — ?a‘l —10a® — ?az — 2@) Tox3

1 1 7 13 9 3
+ (2a7+2a6+2a5+a4+2a3—a2+2a+2> xﬁ

6.2.3. TETEL
Ha B négyzetmentes, akkor a K Kishi-féle harmadfoki test testindexe 1.

6.3. Legegyszeriibb negyedfoku testek

Legyen a € Z \ {0} és tegyiik fel, hogy a? + 16 nem oszthaté 1-nél nagyobb
paratlan négyzetszammal. Az f,(t) = t* — at® — 6t + at + 1 € Z[t] polinom
felbontasi testeként elGallo K = K, testeket a legegyszeriibb negyedfok
testek csaladjanak nevezziikk. Ezek teljesen valés, ciklikus negyedfoku
szamtestek. M.-N. Gras [24] megmutatta, hogy a legegyszertibb negyedfoku
testek csaladja végtelen sok testbdl all. A 6.3.1. lemmaéban Osszefoglalt
modon A. J. Lazarus [37] (Table 4.1.) ezen testek diszkriminansat, H. K.
Kim és J. S. Kim [35] (Theorem 2.3.) pedig egy egész bazisat adtak meg.
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A hatvany egész bazisokat a legegyszertibb negyedfoki testek Z[a]
rendjében (o € Zgi az fu(t) egy gyoke) G. Lettl és Pethé A. |38], mig a
K-beli algebrai egészek gytrtjében Olajos P. |47] irta le.

A 2.1.1. tétel felhasznalaséval igazoljuk, hogy a legegyszertibb negyed-
foku testek testindexe a paritasatol fiiggéen 1 vagy 2. Eredményiinkkel
paratlan a esetén 1j bizonyitast nyeriink Olajos P. [47] tételére.

6.3.2. TETEL A K legegyszeriibb negyedfoki test testindexe

. (1 haa=0 (mod?2)
‘*K=\2 haa=1 (mod 2).
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1. Introduction

Two major branches of number theory, the theory of diophantine equations
and algebraic number theory are closely related. For example when solving
diophantine equations, we often use algebraic number theoretical tools. The
subject of our thesis is a classical field of algebraic number theory, namely we
investigate monogenity of algebraic number fields and related topics which
are equivalent to solving certain diophantine equations, called index form
equations.

Let K be an algebraic number field of degree n and denote the ring of
algebraic integers in K by Zg. Obviously if @ € K is a primitive element
of K that is K = Q(«), then (1,c,...,a" 1) is a basis of K over Q. It
is also well-known that each algebraic number field has integral bases. A
classical problem of algebraic number theory is to decide if KX admits bases
satisfying these two properties simultaneously, in other words whether there
exists @ € Zg with (1,a,...,a" 1) being an integral basis. Such integral
basis is called a power integral basis and « the generator of it. K is
called monogeneous if it has power integral bases. In addition to deciding
the existence of power integral bases, another important problem is to find
all generators of power integral bases in monogeneous number fields.

It can be proved that if a € Zg is a primitive element of K, then Z[a]*
is a subgroup with finite index of Z} and in this case the index of « is
defined by I(a) = (Z} : Z[a]T). This a generates a power integral basis in
K if and only if I(a) = 1.

We define the minimal index mg and the field index ix of K as the
minimum and the greatest common divisor of the indices of all primitive
algebraic integer elements in K, respectively. It is clear that ix | mg, K
admits power integral bases if and only if mx = 1, and so for monogeneous
fields K we have ig = 1. (The converse of the last statement is not true.)

Let (w3 = 1,we,...,wy,) be an integral basis of K, I(z) = x1 + zows +
oo+ xpwy, and @) () =x1 + x2w§i) + ...+ :Unwy(f), where wj(i) denotes the
i-th relative conjugate of w; in K (i,j = 1,...,n). The discriminant form
corresponding to this integral basis is

Djol@) = [ (V@) —1V@)*

1<i<j<n

If the discriminant of K is D, then the discriminant form can be written
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Drjo(l(2)) = (I(x2,...,24))* - Di

where I(xa,...,z,) is a homogeneous polynomial of degree n(n —1)/2 with
integer coeffiecients (see [11], Lemma 1.1.2.). This polynomial is called the
index form corresponding to the integral basis (w; = 1,wa,...,wp).

It can be shown (see [11|, Lemma 1.1.3.) that if o = z1 + xows +
oo+ xpwy € Zg (x1,9,...,%, € Z) is a primitive element of K, then
I(a) = |I(z2,...,2,)|. Hence determining primitive elements of Zx with
index A (where A is a given natural number) is equivalent to solving the
index form equation

I(l’g,...,{L‘n):ﬂ:A (J)Q,...,anZ>.

Especially determining all power integral bases is equivalent to solving the
index form equation with +1 on the right hand side.

The minimal index and the field index can also be given using the index
form since

myg =min{|l(z2,...,2n)| | v2,...,xn € Z és I(xa,...,z,) # 0}

and
iK:ng{I(:L'Q,...,l'n) | 1’2,...,1,‘”€Z}.

The elements «, 8 € Zg are called Z-equivalent, if &« — § € Z. Then
Zla] = Z[B], hence if a,f € Zk are Z-equivalent primitive elements, then
I(a) = I(B). Especially if a, 3 € Zg are Z-equivalent and « generates a
power integral basis, then so does (.

Let p1,...,ps be given distinct prime numbers. The p-adic version of
the index form equation is

I(zg,...,x,) = +pit ... ple
where the unknowns are zg,...,z, € Z with ged(za,...,2,) = 1 and
0 < t1,...,ts € Z. Solving this equation is equivalent to determining the

primitive algebraic integers in K of index divisible by the fixed primes only.

Remark that the above definitions and their properties can also be given
in any order O C Zg instead of Zg.

K. Gydry |26] proved that index form equations have only finitely many
solutions and effective upper bounds can be given for the absolute values of
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the solutions. (For the best known improved bounds see [29].) In the proof
he reduced the index form equation to unit equations and used Baker’s
method. This result imply that up to Z-equivalence there are only finitely
many elements in Zx with given index, especially up to Z-equivalence there
are only finitely many generators of power integral bases.

From a purely algorithmic point of view, the effectiveness of this result
means that index form equations can be solved and primitive algebraic
integer elements of given index, generators of power integral bases can be
found by checking all possible values of the variables less than the upper
bound. But these upper bounds are much too large for practical applications,
even in number fields of small degree, so searching for efficient algorithms
remained an important problem.

Also for the solutions of the p-adic analogue of index form equations K.
Gydry |27] gave an effective upper bound of the same nature.

In the last decades considerable effort was made to construct efficient
algorithms for solving index form equations and answering the related
questions (see [11]). Efficient algorithms are known for cubic (I. Gadl, N.
Schulte [23]), for quartic (I. Gadl, A. Pethd, M. Pohst [19], [22]) and for
some special higher degree number fields. There are general algorithms for
quintic (I. Gadl, K. Gydry [12]|) and for sextic (Y. Bilu, I. Gadl, K. Gydry
[4]) fields, but they are not really efficient.

The other possible direction is to solve these problems in a family of
algebraic number fields (for example in a parametric family). This means to
find the solutions in each field of the family.
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In the next chapters of our thesis we deal with some of the above problems
in certain types of algebraic number fields. Now we briefly summarize these
results.

In the second chapter we present a fast algorithm for finding all
monogeneous mixed dihedral quartic number fields containing a given real
quadratic field as a subfield. We also determine all generators of power
integral bases.

To complete the theory of monogenity in biquadratic number fields, our
purpose in the third chapter is to give a necessary and sufficient condition for
the existence of power integral bases in totally complex biquadratic number
fields which can be easily checked. We also describe all generators of power
integral bases in totally complex biquadratic number fields.

In Chapter 4 we give an efficient algorithm to solve the p-adic version of
index form equation in biquadratic number fields.

In Chapter 5 we prove for multiquadratic number fields that under
different assumptions there exist no power integral bases in the ring of
algebraic integers of the field or in a certain order.

In the last chapter we compute the field indices in two parametric families
of algebraic number fields, the cubic fields of Kishi and the simplest quartic
fields.
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2. Monogenity of dihedral quartic number fields

2.1. Monogenity of quartic number fields

There is a series of papers about solving index form equations and finding
power integral bases in quartic number fields by I. Gadl, A. Pethd and M.
Pohst |17, [18], [19], [20], [21], [22]. In [19] and [22] they gave an efficient
algorithm which can be used in any quartic field.

Let K = Q(§) be an arbitrary quartic number field where the minimal
polynomial of £ € Zk is f(t) = t* + a1t® + aot? + ast + a4 € Z[t] and the
index of & is m = I(£). We can represent any « € Zg in the form

a+ x€ + y€? 4 2&3
d
with a,z,y, z € Z numbers and d € Z fixed common denominator.

Theorem 2.1.1. (I. Gadl, A. Pethd, M. Pohst [19], Theorem 2.1.) states
that the index of a is A if and only if there exists a solution (u,v) € Z X Z
of the cubic equation

d°A
F(u,v) = u® — agu®v+ (a1az — dag)uv? + (4agas — a3 — alas)v® = +—— (6)
m
such that x,y, z satisfy the following equations:
Qi(z,y,2) = 2 — awy + agy® + (a% — 2a2)xz + (a3 — a1a2)yz
+(—ara3 + a5 + as)z* = u,
Qa(z,y,2) = Yy —wz—awyz+a’ =v. (7)

If F(u,v) is reducible over Q, then (6) is easy to solve, otherwise it is a
cubic Thue equation. Then for every solution (u,v) we have to determine
the solutions of the system (7). It can be reduced to quartic Thue equations
by [19] and [22]|. If F(u,v) is irreducible, then the Thue equation (6), and
the resulting other quartic Thue equations can be solved by the method of
Y. Bilu and G. Hanrot [5].

2.2. Dihedral quartic number fields

The quartic number field K = Q(§) is called a dihedral quartic number
field, if the Galois group of the minimal polynomial of £ is a dihedral group
of order eight. These fields have a unique quadratic subfield M.
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A. C. Kable [33] gave necessary and sufficient conditions for dihedral
quartic fields to have power integral bases. For us two consequences of his
theorem will be important. Lemma 2.2.1. (A. C. Kable [33], Corollary
1.) states that if K is monogeneous, then, with a suitable choice of sign,
Di + 4D?\4 is a square.

In the case of dihedral quartic fields K with mixed signature we have
Dy < 0, M is a real quadratic field, hence Dj; > 0. Thus we get Lemma
2.2.2. (A. C. Kable (33|, Corollary 2.) which asserts that if K is mixed and
has a power integral basis, then |Dg| < 4D3,.

2.3. The algorithm

By Lemma 2.2.2. for a given real quadratic number field M there exist only
finitely many monogeneous mixed dihedral quartic field containing M as a
subfield. Now we present a fast algorithm for determining all such quartic
fields.

We have seen that it is enough to study those mixed dihedral quartic
fields K for which |Dg| < 4D3, holds. If M is a subfield of K, then
checking D%, | Dk also decreases the number of the candidate fields. From
the remaining fields we choose those having indeed power integral bases by
the method discussed in Part 2.1. We also determine all generators of power
integral bases. (Remark that in the case of dihedral quartic fields the left
hand side of (6) is always reducible, hence it is easy to solve.)

2.4. Numerical examples

To illustrate our algorithm we performed computations for M = Q(v/2),
Q(v3), Q(+/5). For example when M = Q(+/5), we got three mixed dihe-
dral quartic fields:

Di = =275, f(t) =t* -3 +2t —1,d=1
(xvya Z) = (Oa Oa 1)7 (1a Oa 0)7 (27 _27 1)7 (L 2a _4)7 (Oa 17 _1)

D = —400,f(t) =t* —t> - 1,d =1

t

(z,v,2) = (1,0,0),(0,1,1),(1,0,-1),(0,1,-1)
D = —475, f(t) =t* -3 - 22 -2t — 1, d =1
(z,v,2) = (1,0,0),(0,2,-1),(2,1,-1)
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3. Monogenity of biquadratic number fields

3.1. Biquadratic number fields

Quartic fields of type Q(y/m,/n) are called biquadratic number fields
where m,n € Z\ {0,1} are distinct square-free integers. In the sequel let
[ = ged(m,n) > 0 and let my, ny be defined by m = lm; and n = In;.

The monogenity of biquadratic number fields and related topics in these
fields were considered by several authors cf. T. Nakahara [43], 1. Gadl, A.
Pethé and M. Pohst [16], [21], T. Funakura [8|, M.-N. Gras and F. Tanoé
[25], Y. Motoda |41]. We emphasize that I. Gadl, A. Pethé and M. Pohst
[21] gave an efficient algorithm for solving index form equations in totally
real biquadratic fields by solving simultanous Pellian equations. Using this
method they determined the minimal indices and all elements with minimal
index in totally real biquadratic fields having discriminant less than 106.

3.2. Monogenity of totally complex biquadratic fields

To complete the above theory of monogenity in biquadratic number fields,
our purpose is to characterize totally complex biquadratic fields having
power integral bases. The biquadratic field Q(y/m, v/n) is totally complex if
and only if at least one of m and n is negative.

K. S. Williams [53] established that m, n, mi, ny can be chosen such
that any biquadratic field belongs to one of five given cases. In the totally
complex case, with respect to the signs, m and n can be chosen such that
one of the following cases holds:

Case 1: m >0, n<0,m=1 (mod4),n=1 (mod4), m; =1 (mod4),
ny =1 (mod 4)
Case 2: m >0, n<0,m=1 (mod4),n=1 (mod4), m; =3 (mod4),
ny =3 (mod 4)

Case 83/A:m>0,n<0,m=1 (mod4),n=2 (mod 4)
Case 3/B: m<0,n>0,m=1 (mod4),n=2 (mod 4)
Case 4/A:m>0,n<0,m=2 (mod4),n=3 (mod 4)
Case 4/B:m<0,n>0,m=2 (mod4),n=3 (mod 4)
Case 5/A: m>0,n<0,m=3 (mod4),n=3 (mod 4)
Case 5/B: m<0,n<0,m=3 (mod4),n=3 (mod 4)
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In each case K. S. Williams [53] (Theorem 2., 3.) described an integral
basis and the discriminant of these fields. I. Gadl, A. Pethd and M. Pohst
[16] formulated the corresponding index forms:

Case 1:

Taya ™M 2 Zaya M o Taya Z4y2
(a2 + 577 = Fad) (taa + 30 = k) (moa+ 3 —malea + 3°)
Case 2:

_ T4 M oo Tayp M1 Taye _ _T4y2
(l(“ 5) x4) (l<x3+ 2 T x‘*) (”1(I3+ 5 )~ ez =) )
Case 3

(a3 — nya3) (l(arg + 3224)2 - %xi) (n1(2z3 + 24)* — myx3)

Case J

l n m m
(2(2x2 + m4)2 — 2133421> (2lx§ - —21 :z:i) (anzg - —21 (229 + x4)2)
Case 5:

(12 + )? — ) (1 — o) (" — o + 22)2)

In the next theorem we give necessary and sufficient conditions for the
monogenity of totally complex biquadratic number fields, which can be used
to check easily the existence of power integral bases in such fields. We
also describe all generators of power integral bases. It turns out that the
coordinates of the generators are contained in a finite set of constant vectors.

THEOREM 3.2.1. (G. Nyul [45])
Let K = Q(y/m,+/n) be a totally complex biquadratic number field
represented in one of the cases listed above.
In cases 1, 2 and 3/A the field K is not monogeneous.
In the other cases the necessary and sufficient condition of the existence of
power integral bases in K is:
Case 3/B: my = —1, 1 —4ny; = —1 (and by the assumption n; > 0).
Case 4/A:m1=2,n;=—-1,l=1,som=2and n=—1.
Case 4/B: m; = —2, 1 —ny; = £2 (and by the assumption n; > 0).
Case 5/A: ny = —1, 4l —my = 1 (and by the assumption m; > 0).
Case 5/B: 1 =1, ny — my = +4 (and by the assumption my,n; < 0).
If K is monogeneous, then the solutions of the index form equation
I(zg,x3,24) = £1 are:
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(29,23, 24) = £(1,—2,1), £(1, 2, —1), £(0,1,0), £(1, —1,0)
For the other fields of this case (xg,x3,x4) = £(1,—-2,1),+(1, -2, -1)
Case 5/B: (z2,x3,z4) = £(0,1,0),£(1, —-1,0)

3.3. Table of totally complex biquadratic number fields

It is important in the proof of Theorem 3.2.1. that the index form splits
into three quadratic factors having integer coefficients in biquadratic fields,
moreover in the totally complex case there is a definite quadratic form among
these factors. Using this we can solve index form equations with arbitrary
number on the right hand side. This way we can present a list of all totally
complex biquadratic fields up to discriminant 103 (in the thesis up to 10%)
computing the field indices ix, minimal indices mg and all solutions of the
equation I(xg,x3,24) = tmg.

Dk mi ny 1 ix mg (x2,z3,24)

44 3 -1 1 1 1 (1,-21),(1,-1,0),(0,1,0),(1,-2,—1)
225 -3 5 1 2 2 (0,1,—1),(0,0,1),(1,0,—1),(1,1, 1)
256 2 -1 1 1 1 (0,0,1),(1,0,—1)

400 -1 -5 1 1 1 (0,1,0),(1,—1,0)

441 -1 7 3 2 2 (0,1,-1),(1,0,1),(1,~1,1),(0,0,1)
576 -3 2 1 1 4 (0,1,-1),(0,0,1)

576 —1 2 3 1 3 (1,1,—1),(1,0,—1),(1,0,1),(1,—1,1)
784 7 -1 1 1 2 (1,-1,0),(0,1,0)
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4. The p-adic version of the index form equation in
biquadratic number fields

4.1. Brief description of the method

In this chapter we present an efficient algorithm for solving the p-adic
analogue of the index form equation in biquadratic number fields. Note that
except from an example solved by N. P. Smart [49] (in a totally complex
cyclic quartic field, using primes 2 and 3) no p-adic index form equations
have been solved so far.

Let pi1,...,ps be distinct fixed primes and consider the solutions
x9,x3, x4 € Z with ged(ze, 3, 24) = 1 and 0 < ty,...,ts € Z of the equation
I(wy, w3, w4) = £p7" ... - Pl (8)

In order to be able to deal with all cases in a unique way introduce new
integer parameters and variables:

eset | up uz |uz | a |b c d f gl|t]| z y z
1. mi ni l ni | 4 mi 4 | m 4 11| x4 | 222+ 24 | 223 + T4
2 mi ni l ny | 4 mi 4 ni 4 |1 | x4 | 202 — x4 | 223 + 224
3 m1 4n, l ni 1 m1 4 ni 1 1| x4 T2 2x3 + T4
4 m1 | ni l ni | 2| mi/2 | 1|20 | 1|2 z4a| 222+ 24 T3
5 mi ni 4 | ny | 1 mi 1 ni 4 |1 | x4 | 222 + 23 T3

Denote by F; = Fj(x2,x3,x4) the absolute value of the i-th factor of the
index form (i = 1,2,3). Lemma 4.1.1. (I. Gadl, A. Pethd, M. Pohst [21],

Lemma 1.) states that
:|:’U,1F1 + ’LL2F2 = :EU3F3. (9)

For the quadratic factors of the index form we have

(ax)? —ny®> = =+abFy
(cx)? —mz? = +cdF,
(f2)? —mimy® = =£fgFy

The left hand sides of these equations split into linear factors in the
quadratic subfields of the biquadratric field. The linear factors are connected
according to the identity

to(ax — v/my) — ta(cx — Vimz) = vm(fz — ). (10)
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By Lemma 4.4.2. in most of the cases it is enough to solve the S-unit
equation over Z coming from (9) to solve the p-adic index form equation (8)
completely. But if there is a prime on the right hand side of our equation
which splits into the product of two distinct prime ideals in all the three
quadratic subfields of the biquadratic field, then we have to proceed by
solving an S-unit equation based on (10) over the quartic field.

To compute upper bounds for the solutions of the S-unit equation, our
method involves estimates for the linear forms of p-adic (K. Yu [54]) and
complex (A. Baker, G. Wiistholz |2]) logarithms. The bounds are reduced
by the reduction procedures using Lemma 4.3.1. (I. Gadl, I. Jdrdsi, F. Luca
[13], Lemma 4.1. based on an idea of B. M. M. de Weger [52]) and Lemma
4.7.1. (which is a tiny modification of [11], Lemma 2.2.2).

4.2. Three examples

To illustrate our algorithm we solve three specific p-adic index form
equations.

In the first example for the totally complex biquadratic field Q(v/3, v/—1)
and primes p; = 2, po = 3, p3 = 5, pg = 7 we get 276 solutions.

In our next example there are 280 solutions, when considering the totally
real biquadratic field Q(v/5, v/2), the primes are p; = 2, py = 3, p3 = 5.

Finally if we consider the totally real biquadratic field Q(v/19,v/7) and
the primes p1 = 2, po = 3, then the p-adic index form equation has 104
solutions.

In the first two examples it was enough to solve an S-unit equation over
Z. But in the third example 3 is the product of two distinct prime ideals in
each quadratic subfield, hence we have to solve an S-unit equation over the
quartic field too.
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5. Monogenity of multiquadratic number fields

5.1. Multiquadratic number fields

As the generalization of biquadratic number fields we get multiquadratic
number fields. Let n € N and ki,...,k, € Z\ {0,1} be pairwise distinct
square-free integers. Then the field Q(v/k1, ..., vky) is a multiquadratic
number field.

For n > 3 in multiquadratic number fields index form equations and
the problem of monogenity were not yet investigated. Beside the following
theorems recently Y. Motoda and T. Nakahara |42] presented some other
results.

5.2. Monogenity of the composite of three quadratic number
fields

In this part we consider multiquadratic fields that are composites of three
quadratic subfields, where by the assumptions the discriminants of the
quadratic fields are pairwise coprime. An integral basis and the discriminant
can be given using Lemma 5.2.1. ([44] Theorem 4.26.), then we can consider
the corresponding index form.

THEOREM 5.2.2. (G. Nyul [46], Theorem 3.)

Let k,l,m € Z \ {0,1} be pairwise coprime, square-free, k < 0 and
Il =m =1 (mod4). Then the octic field N = Q(vk,V1,+/m) has no
power integral bases.

5.3. Field index of multiquadratic number fields

In our next result we show that the field index of multiquadratic number
fields with odd discriminant is even, from which it follows that there is no
power integral bases in their maximal order. The proof of the following
statement depends on a theorem of R. Dedekind ([44] Theorem 4.34.) and
we shall utilize that 2 does not ramify in the field.

THEOREM 5.3.1. (G. Nyul [46], Theorem 1.)

Let n € N, n > 3 and let ky,...,k, € Z\ {0,1} be pairwise distinct
square-free integers, such that K = Q(\/ki,...,ky) is of degree 2" with
odd discriminant. Then the field index of K is even, hence K is not
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monogeneous.

REMARK If £ = 1 (mod 4), then Theorem 5.2.2. also follows from
Theorem 5.3.1., because in that case Dy is odd.

5.4. Monogenity in an order of multiquadratic number fields

The following result deals with arbitrary multiquadratic fields, but we
consider monogenity in the order Z[v/ki,...,vky| of the field. In order
to prove that the indices of the elements of this order are divisible by a high
power of 2, we need to determine the discriminant of the order.

LEMMA 5.4.1. (G. Nyul [46], Lemma 1.)

Ifn € N, ki,...,k, € Z\ {0,1} are pairwise distinct square-free integers
and Q(vk1,...,vky) is of degree 2", then the discriminant of the order
O =Z[Vki,...,Vkn] is Do = (k... ky)¥" " - 272",

THEOREM 5.4.2. (G. Nyul [46], Theorem 2.)

Using the notation and assumptions of Lemma 5.4.1. the index of any

element of O is divisible by 92" (2" —n—1),

For n > 2 the power in this theorem is greater than 1, hence we have
the following consequence.

COROLLARY 5.4.3. Using the notation and assumptions of Lemma 5.4.1.,
for n > 2 the order O has no power integral bases.
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6. Field index of algebraic number fields

6.1. Field index

Several authors considered field indices of algebraic number fields cf. M.
Bauer (3], E. von Zyliniski [55], H. T. Engstrom [7]. It can be shown that
the field index of pure cubic fields is 1, in pure quartic fields T. Funakura
[8], in biquadratic number fields 7. Nakahara [43] and I. Gadl, A. Pethd, M.
Pohst [16], in cyclic quartic fields B. K. Spearman and K. S. Williams [51]
investigated the field indices.

6.2. Cubic fields of Kishi

Let a be a root of the polynomial 3 — a(a? + a + 3)(a® + 2)t? — (a3 + 2a® +
3a+3)t —1 € Z[t] where a € Z. We call the totally real cyclic cubic number
fields K = K, = Q(«) the cubic fields of Kishi.

Let
51— 0 if2|a 5 — 0 ifa=2 (mod 3)
701 if24a’ P \1 ifa#2 (mod 3)

and

(a® 4 3)(a* + a® + 4a® + 3)

401 . gé2 '
Y. Kishi [36] found a system of fundamental units in K and gave the
discriminant of K in Lemma 6.2.1. ([36], Corollary 1.4.) when B is square-
free.

B:

In the sequel we will have the following six cases for the cubic fields of
Kishi depending on the parameter a:
Case 1: a =0,2 (mod 6) or a =4,10 (mod 18)
Case 2: a = 34,52 (mod 54)
Case 3: a=3,5 (mod 6) or a =1,13 (mod 18)
Case 4: a=7,25 (mod 54)
Case 5: a =16 (mod 54)
Case 6: a =43 (mod 54)

We describe an integral basis of the cubic fields of Kishi, compute the
corresponding index form and using it we prove that the field index of these
fields is 1.
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THEOREM 6.2.2.
If B is square-free, then an integral basis of the cubic field K = Q(«) of
Kishi is

— — 1 2
Case 1: (l,a et (;+ )a+a>
a®+1
Case 2: a>—a+1+(2a*—a+3)a+a?
3(a? +1)
l+a —a+ (—a+1Da+a?
C 1
ase 3 ( 7 2(a2 + 1)
Ciase 4: 1’1+oz74a —a+4+ (2 —a+3)a+a?
2 6(a + 1)
Ciase 5: 1,2+a’4a —a+4+(2a* —a+3)a+a?
3 9(a?+1)
Ciase 6- 1,5+a74a27a+4+(2a27a+3)a+a
6 18(a2 + 1)
The corresponding index form for example in Case 3 is
1 1 9 3
I(xg,23) = (—2a2 - 2) s+ (—a5 —a* —5a® - 2a® — 20~ 2) raxs
1 s 27 21 15
+(—2a8—a7—5a6—6a"—2a4—10a3—2a2—2a> Tox2

1 1 7 13 9 3
+(2a7+2a6+2a5+a4+2a3a2+2a+2> x%

THEOREM 6.2.3.
If B is square-free, then the field index of the cubic field K of Kishi is 1.

6.3. Simplest quartic fields

Let a € Z\ {0} and suppose that a? + 16 is not divisible by any odd
squares other than 1. The splitting fields K = K, of the polynomials
fa(t) = t* —at3 — 6t2 + at + 1 € Z[t] are called the family of simplest
quartic fields. These are totally real cyclic quartic fields. M.-N. Gras |24]
proved that the family of simplest quartic fields is infinite. As summarized
in Lemma 6.3.1. we know the discriminant by A. J. Lazarus [37] (Table 4.1.)
and an integral basis by H. K. Kim and J. S. Kim [35] (Theorem 2.3.) of
these fields.
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In simplest quartic fields power integral bases were described in the order
Zla] (o € Zg is a root of fu(t)) by G. Lettl and A. Pethd [38] and in the
ring of integers of K by P. Olajos [47].

Using Theorem 2.1.1. we prove that the field index of a simplest quartic

field is 1 or 2 depending on the parity of a. Our result gives a new proof of
the theorem of P. Olajos [47| when a is odd.

THEOREM 6.3.2. The field index of the simplest quartic field K is

.1 ifa=0 (mod?2)
WT\2 ifa=1 (mod 2).
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