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1 Introduction

Quantum chromodynamics (QCD) is the quantum field theory of the
strong interaction. The theory has a local non-Abelian SU(N.) gauge
symmetry with N, = 3 colors. The quarks, the fermionic particles of the
theory interact with colored gauge bosons, named gluons. Due to the
non-Abelian nature of QCD gluons interact with themselves in contrast
with photons, the gauge bosons of electromagnetic interaction. As a
consequence the gluon self-interaction in the theory leads to asymptotic
freedom: as we go to higher and higher energies the coupling of the
theory ag becomes smaller and smaller.

Unfortunately in nature quarks and gluons (collectively called par-
tons) cannot be observed directly, they are bound in composite particles
named hadrons. Furthermore in particle collision detectors measure en-
ergetic collections of hadrons traveling nearly the same direction. This
collimated group of hadrons is what we call jets.

The production of hadronic jets is a common feature of collider
experiments, and they are important for various reasons: they can be
used to measure the fundamental parameters of the standard model
and test the model itself, they can signal new physics and therefore
their production rate predicted by the standard model serves as an
important background estimate for new physics.

In high energy physics measurable predictions are made in pertur-
bation theory. Based on the asymptotic freedom of QCD, cross sections
can be calculated as a series of ag. Due to the rather large value of
the strong coupling, for example ag(91.2GeV) = 0.118, higher order
corrections are necessary to quantitatively describe processes involving
jets. Nevertheless the computation of higher order radiative correction
is hampered by the presence of ultraviolet and infrared singularities.
Ultraviolet divergences can be removed by renormalization systemati-
cally in every order of perturbation theory renormalizing only a finite
set of parameters. According the Kinoshita-Lee-Nauenberg theorem,
QCD cross sections are finite for any infrared safe observables, which
are insensitive to the inclusion of soft and collinear radiation. However
separate pieces at intermediate steps of calculations still have infrared
divergences and there is no general systematic method of removing
them in every order of perturbation theory similarly to renormaliza-
tion. Presently the calculation of next-to-leading order corrections in
QCD is possible using automated computer programs which provide
high flexibility and wide range of processes.



The current state of the art in perturbation theory is the calculation
of next-to-next-to-leading order (NNLO) corrections, for which various
solutions have been proposed during the past 15 years, but there are
no automated tools yet similarly to the case of NLO calculations.

One possible solution is the so-called CoLoRFulNNLO subtraction
method. In CoLoRFulNNLO the infrared divergences of squared ma-
trix elements are regularized by local subtraction terms, that are based
on the universal infrared factorization properties of QCD matrix ele-
ments. The subtraction terms are constructed such that they match the
singularity structure of the squared matrix elements in d-dimensions in
the infrared limits. Presently the CoLoRFulNNLO subtraction scheme
is worked out completely for processes involving colored partons in the
final state only, and it was used to obtain Higgs decay into massless bb
pair and three-jet production in e™e™ annihilation at NNLO accuracy.

2 Motivation

The production of three jets in electron-positron collisions provides a
clean laboratory environment to test QCD, because colored particles
are present in the final state only, and at leading order of perturbation
theory the three-jet production rate is proportional to ag. Event shape
variables and jet rates in three-jet final states are still one of the most
precise tools to measure the fundamental coupling ag of QCD. Indeed
they have been used extensively in the analysis of LEP and LEP2 data
to extract the value of ag. The precision of the determination of ag de-
pends on the accuracy of both the experimental measurement and the
theoretical prediction. The enhanced analysis tools and precise data
of experiments require accurate theoretical input as well. Hence the
calculation of numerically precise higher order corrections in perturba-
tion theory is necessary. The CoLoRFulNNLO subtraction scheme is
capable to calculate differential cross sections at NNLO accuracy, as
mentioned above.

However in order to compute differential cross section at NNLO
accuracy with the CoLoRFulNNLO method, apart of many other im-
portant tasks, the subtracted counterterms has to be integrated over
the factorized unresolved phase spaces. The integration of the pole
parts of the subtraction terms was performed analytically, however the
finite part, due to its complexity, is hard to obtain in fully analytical
form. Hence the corresponding integrals has to be calculated numer-



ically. This job includes the evaluation of involved integrals in large
numbers with numerical methods, which requires the automation of
the whole process.

Besides event shape variables the measurement of ag is often based
on the analysis of three-jet rate. In perturbation theory in the first
approximation jets are modeled by partons, each final state jet is rep-
resented by a parton carrying the total momentum of its corresponding
jet. As we include higher-order corrections we address a couple of more
partons to the jets, but the number of partons is still at O(1). How-
ever there are kinematic regions where this approximation fails, because
dominant contributions come from soft-collinear emissions. These con-
tributions can be included with resummation of logarithmic terms in
all order of perturbation theory or parton shower. The matching of
parton shower with NNLO calculations has not yet been understood,
but the resummation of next-to-double logarithms is available for jet
rates since many years.

Although NNLO accurate predictions matched with next-to-double
logarithmic (NDL) accurate resummation for the k,; algorithm were
used at various energy scales in ag measurements, the \/@ = 91.2
GeV center-of-mass energy was not included, and no matched predic-
tions has been published yet for the three-jet rate at this scale. Besides
there are also three different variates for the three-jet rate resumma-
tion with the &, algorithm, which were not compared before, and it
would require clarification. Also the resummation for general inclusive
k., algorithm at NDL accuracy is available in the literature and can be
exploited to make matched predictions for this algorithm for the first
time.

Finally it is a natural step to extend the CoLoRFulNNLO subtraction
scheme for hadron initiated processes, since currently large amount of
data is produced in proton-proton collisions at the LHC collider.



3 Results

My results in calculation of NNLO cross sections in QCD using the
CoLoRFulNNLO subtraction scheme can be summarized in the follow-
ing points:

1. T developed and implemented a python and Mathematica frame-
work based on the program SecDec to manage calculations of in-
tegrated subtraction terms numerically in large numbers in a fully
automated way. I used my automated tools to compute master in-
tegrals numerically required for the I§0>, Ig?io), Igl) and Iéo) color
insertion operators appearing in the CoLoRFulNNLO method.
Using the results of the master integrals I computed these op-
erators for the three-jet kinematics and fit the results using log-
arithmic and polynomial functions. I implemented the resulting
functions into the MCCSM code. Finally we applied our subtraction
method to calculate event shape observables for three-jet produc-
tion in eTe™ annihilation [R1].

2. 1 calculated the three-jet rate in ete™ collision at NNLO accu-
racy using the k; jet clustering algorithm at \/@ = 91.2GeV
center-of-mass energy [R2, R3] and matched it with resumma-
tion. I matched my fixed order results with resummation at NDL
accuracy available in the literature using the R-matching scheme.
I compared three different resummations, all three formally NDL
accurate but different in subleading terms beyond NDL accuracy
therefore different numerically. I showed that even incomplete
subleading logarithms have an important effect in matched re-
sults. I also showed that although including the cusp anomalous
dimension (K-term) into the resummation improves the matched
physical prediction at NLO+NDL accuracy, this effect comes
from an unphysical numerical behavior. It is also confirmed by
matched predictions using NNLO fixed-order results. The predic-
tions at NNLO+NDL accuracy provides better description of the
data measured by the OPAL experiment compared to pure fixed-
order prediction, however inclusion of further resummed logarith-
mic terms would be still necessary, and using the log R-matching
scheme would probably also improve the results.

3. T also calculated the three-jet rate at NNLO accuracy using two
different, versions of the anti-k, algorithm adapted for ete™ col-
liders [R3| and also matched it with resummation. I calculated



the fully resummed prediction for the general inclusive k&, algo-
rithm using two different energy cuts and I made matched predic-
tions for three-jet rate for the first time using these algorithms. I
calculated and provided an approximate analytic formula for the
resummed prediction, which resums all NDL type logarithms but
do not include any further subleading logarithmic terms. Using
this resummed result in matching, I showed that subleading log-
arithms have an important effect in matched prediction similarly
to the k, algorithm.

. In the work of extension of the CoLoRFulNNLO method to hadron
colliders, I defined the single-unresolved one-loop subtraction term
for the real-virtual squared matrix element with m + 1 partons,
which regularizes both the initial and final state single-unresolved
singularities. The subtraction term is based on the factorization
properties of one-loop QCD squared amplitudes in the infrared
limits. The splitting kernels present in the initial-final collinear
subtraction terms are obtained from the final state splitting ker-
nels using the crossing relation. For this purpose I performed
analytic continuation for the final state splitting kernel in order
to use them in the initial state kinematics. The subtraction terms
are defined over the whole phase space using phase space map-
pings. For the soft limit I introduced a new phase space mapping
for the CoLoRFulNNLO method, which can be used in Drell-Yan
processes as well. I checked the defined counterterms numerically
in deeply inelastic scattering and I showed that they match the
squared matrix element in the possible infrared limits.



1. Bevezetés

A kvantum-szindinamika (QCD) az erds kolesénhatas kvantum-térelmélete.
Az elmélet lokalis nem-abeli SU(N.) mértékszimmetriaval rendelkezik,
ahol N. a szinek szamat jeloli. Az elmélet a szines fermionok, a kvarkok
kolcsonhatéasat irja le, melyet a szintén szintoltéssel rendelkezé mérték-
bozonok, a gluonok kozvetitenek. A kvantum-elektrodinamika mérték-
bozonjaival, a fotonokkal ellentétben a gluonok egymassal is kolcson-
hatnak, ami az elmélet aszimptotikus szabadsigédhoz vezet. Ez azt
jelenti, hogy ahogyan egyre magasabb és magasabb iitkozési energidkra
lépiink, az elmélet csatolasa egyre kisebbé valik.

A természetben azonban nem figyelhetGek meg szabad kvarkok és
gluonok (egyiittes neviikon partonok), csak kotott részecskedllapotban
talalhatoak meg, melyeket hadronoknak neveziink, tovibba az titkozé-
si kisérletekben a hadronok energikus, kidzel parhuzamos zaporat, az
ugynevezett jeteket figyelhetjiik meg.

A hadronikus jetek keletkezése az iitkozési kisérletek altalanos saja-
tossaga és vizsgalatuk fontos, mivel: a jetek felhasznalhatok a standard
modell paramétereinek a mérésére és a modell tesztelésére; a jetek ]
fizikara utal6 nyomot tartalmazhatnak, emiatt a standard modell tipu-
st folyamatokban vald keltésiik fontos hattérbecslésként szolgél az 1j
fizika kereséséhez.

Meérhets mennyiségekre a nagy energias fizikiban a perturbaciosza-
mitas elméletében tehetiink joslatokat. A QCD aszimptotikus szabad-
sdga miatt a hataskeresztmetszet kiszamolhaté az ag csatolas Taylor-
soraként. Azonban az erSs csatolas még nagy energidkon sem tual ki-
csi, peldaul ag(91.2GeV) = 0.118, ezért a magasabb rendd sugarzasi
korrekcidk ismerete elengedhetetlen hadronos folyamatok kvantitativ
leirdsahoz. Ellenben ezen sugarzasi korrekcidk szdmitasa bonyolult a
szamoléas soran megjelend ultraibolya és infravoros szingularitasok mi-
att. Az ultraibolya divergencidk renormalas segitségével szisztemati-
kusan eltavolithatéak a perturbéciészamitas minden rendjében véges
szamu paraméter jranormalasaval. A Kinoshita-Lee-Nauenberg tétel
kimondja, hogy a hataskeresztmetszet QCD-ben véges minden infravo-
rOs véges mennyiségre, azaz olyan mennyiségekre, amelyek érzéketlenek
lagy és kollinearis sugarzas jelenlétére. Ezzel szemben a tétel nem biz-
tositja a szamolas kdzbensé 1épéseiben megjelend egyes jarulékok véges-
ségét, és sajnos nincsen egy, a renormaldshoz hasonl6 altalanos mod-
szer, amellyel szisztematikusan eltavolithatoak lennének az infravoros
divergenciak a perturbaciészamitds minden rendjében. Az elsé (NLO)



sugarzasi korrekciok automatizalt szdmitasa mar tobb éve elérhetd kii-
16nbo6z6 szoftverek formajaban, melyek segitségével a részecskefizikai
folyamatok egy széles skalaja konnyen kiszamolhato.

A jelenlegi kutatasi frontvonal a QCD perturbacioszamitasban a
méasodik (NNLO) sugarzasi korrekciok meghatarozasa, melyre t6bb meg-
oldés is sziiletett az elmult 15 évben, azonban még egyik sem képes az
NLO korrekcidk szamitasahoz hasonlé fokt automatizaciora.

Az egyik lehetséges megoldas az tigynevezett CoLoRFulNNLO levonéasi
séma. A modszer alapja az infravoros divergens méatrixelemnégyzet le-
vonassal valé regularizaldsa. A levonéasi tagok a QCD maétrixelemek
univerzalis faktorizacios tulajdonsagain alapulnak, és az infravoros ha-
tarétékekben valo viselkedésiik d-dimenzioban megegyezik az eredeti
méatrixelemével. A CoLoRFulNNLO modszer jelenleg csak olyan ré-
szecskefizikai folyamatokra alkalmazhato, amelyek csak a végallapot-
ban tartalmaznak szintoltott részecskéket. A modszert felhasznaltuk
példaul Higgs-bozon tomegnélkiili b-kvarkparra valé bomlasanak, vagy
hérom jet elektron-pozitron szétsugarzasban valo keletkezésének NNLO
pontossagt meghatirozasara.

2. Motivacid

Az elektron-pozitron iitkoztetésekben keletkezd harom jetes események
tiszta laboratoriumi koriilményeket kinalnak a QCD elméletének kisér-
leti ellenérzésére, mivel csak a végallapotban talalhatéak szintoltéssel
rendelkezé részecskék. Emellett a harom jetes események gyakorisaga
mar a perturbacioszamitas vezets rendjében aranyos az ag csatolassal.
Az ebben a folyamatban mért alakvaltozo és jet hdnyad mennyiségek
még a mai napig az egyik legpontosabb eszk6zoknek szamitanak az
ers csatolas mérésére. A csatolas meghatarozasanak pontossaga fiigg
a kisérleti mérés és az elméleti joslat pontossagatol egyarant. Az elmult
években megndétt kisérleti precizitas megkéveteli a hasonléan pontos el-
méleti szamitasokat. A CoLoRFulNNLO modszerrel lehetségiink nyi-
lik differencialis hataskeresztmetszetek NNLO pontossagu kiszamitasa-
ra.

A CoLoRFuINNLO médszerben azonban, tobb méas fontos feladat
mellett, sziikség van az dgynevezett integralt levonasi tagok ismereté-
re. Ezen tagok poélusegyiitthatéi mar ismertek analitikusan, viszont a
véges rész teljesen analitikus modon torténd kiszamitasa nehéz a kife-
jezés bonyolultsaga miatt, igy az ehhez kapcsolodo integralokat nume-



rikusan kell elvégezni. Ez a feladat tobb szaz bonyolult integral, nagy
szamu pontban numerikus médszerekkel torténd meghatarozasat igény-
li, amely miatt az egész folyamat teljes foku automatizalasa sziikséges.

Az alakvaltoz6 mennyiségek mellett az ag csatolds mérése gyakran
az ugynevezett harom jet hanyad vizsgalatan alapszik. A perturbacio-
szamitas vezets rendjében a jeteket partonok segitségével modellezziik,
minden jethez egy-egy partont rendeliink. Magasabb rendd sugarza-
si korrekciok figyelembevételével tjabb partonokat rendeliink az egyes
jetekhez, azonban az egy jetben jelenlévs partonok szdma még min-
dig nagysagrendileg O(1). Bizonyos kinematikai tartoméanyokban ez
a kozelités nem megfelel§, mivel a dominans jarulék tjabb és tjabb
lagy-kollinearis partonok kibocsajtasabol szarmazik. Ez a viselkedés
figyelembe vehet§ az ezekhez a tartomanyokhoz kapcsolédéd logaritmi-
kus tagok minden rendben torténd felosszegzésével, vagy parton zapo-
rok alkalmazéasaval. A parton zapor NNLO pontossagu rogzitett rendt
szamolassal valo illesztése jelenleg még nem megoldott, azonban az agy-
nevezett dupla logaritmus melletti (NDL) tagok felosszegzése tobb éve
ismert jet hanyad esetén.

A szélesebb kinematikai tartoményon érvényes joslat a rogzitett ren-
di és a felosszegzett szamitas illesztésével kaphaté meg. Habéar fellelhe-
t6 az ag mérésére felhasznalt NNLO-+NDL pontossagu illesztett ered-
mény a k, jet algoritmusra a szakirodalomban, a \/@ = 91.2 GeV
itkoztetési energidra még nincs ilyen pontossagi k6zolt szamitas a ha-
rom jet hdnyadra. Emellett tobbféle tipusi, formalisan azonos pontos-
saggal rendelkez6 felosszegzett joslat is ismert, viszont ezek korabban
még nem keriiltek Gsszehasonlitasra. A k| jet algoritmus mellett az
agynevezett altalanos inkluziv k algoritmus esetén is adott NDL pon-
tossagu felosszegzett eredmény, amely felhasznélhato rogzitett rendt
szamolasokkal valé illesztésre elGszor a szakirodalomban.

A mai, Gj részecskefizikai eredmények donté része, az LHC proton-
proton iitkéztet6hoz kapcsolodik, ami sziikségessé teszi a CoLoRFulNN-
LO moédszer ilyen tipust folyamatokra vald kiterjesztését.



3. Eredmények

Az NNLO pontossagi QCD hataskeresztmetszetek teriiletén a CoLoR-
FulNNLO modszer alkalmazéasaval elért eredményeim a kovetkezs pon-
tokban foglalhatoak Gssze:

1. Az integralt levonéasi tagok numerikus modon, nagy szamban tor-
ténd szamitasara és a folyamat kezelésére létrehoztam egy python
és Mathematica nyelveneken irt automatizalt rendszert, amely a
SecDec programot hasznélja alapul. A kifejlesztett automatizalt

(0) (0,0
1

eszkoz segitségével numerikusan kiszamoltam az I, az I} 17, az
,

I(ll) és az Igo) szintéren hat6 operatorokhoz sziikséges mester in-
tegralokat. A mester integralok eredményeit felhasznélva, kisza-
mitottam a fent emlitett operatorokat harom jet végallapot ese-
tén, és a numerikus eredményeket logaritmikus és polinom fiigg-
vényekkel illesztettem meg. A kapott fiiggvényt implementaltam
az MCCSM Monte Carlo programba. Végiil a kész levonéasi mod-
szerrel alakvaltozé mennyiségekre NNLO pontosségi joslatokat
tettiink eTe™ {itkdzésben keletkez harom jet esetén [R1].

2. A k jet algoritmust hasznalva NNLO pontossagu joslatot tettem
a harom jet hanyadra \/@ = 91.2 GeV iitkoztetési energian. A
kapott eredményt illesztettem NDL pontossagu felosszegzett jos-
lattal az tgynevezett R-illesztési sémat felhasznalva [R2, R3].
Osszehasonlitottam harom, formalisan azonos felosszegzett sza-
mitast, amelyek NDL pontosségon tili logaritmikus tagokban tér-
nek el. Megmutattam, hogy ezek a logaritmikus tagok nem elha-
nyagolhato médon befolyasoljak a kapott illesztett eredményeket.
Emellett megmutattam, hogy habar az tgynevezett K-tag figye-
lembevétele a felosszegzésben javit az NLO+NDL tipust illesztett
eredményen, ez valojaban egy véletlen numerikus Gsszjaték ered-
ménye, amelyet az NNLO+NDL tipusi illesztett eredmények is
alatamasztanak. Az NNLO-+NDL illesztett eredmény jobban le-
irja a kisérleti adatokat, mint a rogzitett rendd NNLO széamolas,
azonban tovabbi logaritmikus tagok felGsszegzése még sziikséges
lenne, és az tgynevezett log R-illesztési séma hasznalata is javit-
hat az eredményeken.

3. Az anti-k, jet algoritmus eTe™ {itkdztetSkre adaptalt két kiilon-
b6z6 verzidjat hasznalva kiszamoltam a harom jet hanyadot ezen
algoritmusokra is és felosszegzett eredményekhez illesztettem Gket



[R3]. Kiszamitottam a teljes felosszegzett eredményt két kiilon-
boz6 energia vagast alkalmazva és ezeket illesztettem rogzitett
rendd szamolasokkal. Megadtam egy analitikus kozelits képletet
a felosszegzett joslatra, amely kizarolag csak az NDL tipusu loga-
ritmusokat tartalmazza. Ezt a felosszegzett alakot felhasznalva az
illesztésben megmutattam, hogy ebben az esetben is jelent&s elté-
rést okoznak az éppen jelen 1évs vagy hianyz6 NDL pontossagon
tali tagok, hasonléan a k, algoritmus esetéhez.

. A CoLoRFulNNLO moédszer hadron-hadron {itkézésekre torténd
kiterjesztésében is részt véve definiadltam az egyszeresen feloldat-
lan egyhurok levonéasi tagot, amely az m + 1 partonos egyhu-
rok métrixelemnégyzet kezdeti és végallapoti infravoros szingula-
ritasait egyarant regularizélja. A levonasi tag az egyhurok mét-
rixelemnégyzet infravoros faktorizacios tulajdonsagain alapszik,
amely impulzus leképezések segitségével kiterjeszthetSek az egész
fazistérre. A kezdeti-végallapoti kollineéris levonasi tagban je-
len 1év6 Altarelli-Parisi fliggvények megkaphatoak a végallapo-
ti Altarelli-Parisi fliggvényekbol a keresztezési Osszefiiggés segit-
ségével. Hogy ezt alkalmazhassam, analitikusan elfolytattam a
végallapoti Altarelli-Parisi fiiggvények kifejezéseit, igy azok hasz-
nalhatoak kezdeti allapoti kinematikaban is. A lagy levonasi tag
szamara bevezettem egy 1j impulzus leképezést a CoLoRFulNN-
LO modszerben, amely alkalmazhaté Drell-Yan folyamatok sza-
molésanal is. A definialt levonési tagokat mélyen rugalmatlan
szoras folyamatan teszteltem le numerikusan, és megmutattam,
hogy az egyes ellentagok infravoros viselkedése azonos az eredeti
matrixelemnégyzetével.
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