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1. A doktori értekezés elozményei és cél-
kittizései
1.1. ,,Skinning”

A geometriai adatok interpolacidja kozponti fontossagu a szamito-
gépes geometriai tervezésben. Amennyiben ezek az adatok pontok,
szamtalan, ma mar szinte standardnak szamité modszer koziil valaszt-
hatunk [21, 14, 43], és folyamatosan sziiletnek eredmények az ilyen
tipusu interpolald gorbék alakvaltoztatasi lehet6ségeinek feltarasat
illeten is [58, 59, 40, 19].

Napjainkban egyre inkabb igény mutatkozik arra, hogy az inter-
polacié fogalmat tehat valamilyen formaban kiterjessziik mas tipusu
geometriai objektumok esetére is, emlithetjiik itt a kort, vagy akar
a gombot is. Mivel egy viszonylag 1j teriiletrol van szo6, a szakmai
terminolégia kis kiegészitésre szorul. Angol szohasznalatban korok
esetén gyakran olvasni , 2D ball skinning”-r6l, melynek soran lénye-
gében olyan gorbepar megtaldldsa a cél, melyek a tekintett koroket
rendre érintik egy-egy pontban, tovabba a goérbéktol elvarjuk, hogy
kell6en simdk legyenek, vizualisan kielégité eredményt szolgaltassa-
nak. A probléma nyilvan matematikailag precizebb megfogalmazasért
kialt, azonban ez iranyu kutatasaink megkezdéséig ez még nemzetkozi
szinten sem allt rendelkezésre.

Ilyen interpolaciés médszereket alkotva lehetoségiink nyilhat cso-
szerl strukturak egyszeriibb tervezésére, lefedési problémak hatékony
megoldasara vagy molekulamodellezési feladatok megkonnyitésére,
természetesen ez utdbbi esetben mar harom dimenzidéban értelmezve
a problémat [13, 6]. Ez az igény egészen jnak szamité publikaciokban
is tetten érheto, orvosi képfeldolgozasban torténd felhasznalas, konk-
rétan érmodellezési problémak kapcsan [63, 54, 55]. A szamitégépes
animaciokészitésben is talalkozhatunk hasonlé eszkozzel, kiillonbo6zo
karakterek létrehozasakor egy vazszerkezet megadasa utan szarmaz-
tathatjuk az azt beburkolé feliiletet [52].

A probléma elsé latasra nagyon kozeli kapcsolatot mutat azzal,



amikor egy- vagy kétparaméteres gorbesereg esetében keressiik annak
klasszikus értelemben vett burkologorbéjét. A megoldas ilyen esetben
jol ismert [66, 5, 24], és a feladat térbe is kiterjeszthets, paramé-
teresen felirhaté gombsorozat burkolojaként kaphatjuk példaul az
angol terminologia szerint , canal surfaces”-ként emlitett csofeliilete-
ket, melyekkel Gaspard Monge foglalkozott [36] el6szor. Az altalunk
vizsgalt esetre tekinthetiink akar gy is, mint a klasszikus értelem-
ben vett burkolé tulajdonsag diszkrét értelemben vett megfelelGjére,
de esetiinkben a jol ismert megoldasok korantsem alkalmazhatéak
ugyanolyan hatasfokkal.

A szamitasok vonatkozasaban jelentOs elGrelépést jelentett a té-
maban Josef Hoschek doktori értekezése [20]. Azdta szamos, javarészt
kozelité modszereken alapuld, burkolok konstrukcidjaval foglalko-
z6 kozlemény jelent meg. EzekrSl bovebben Farin kényvében [15]
olvashatunk. Kor- illetve gombsorozat esetében Peternellnek és Pott-
mannak egzakt modon sikeriilt raciondlis burkolét eléallitaniuk [42],
késobb hasonlé eredmények sziilettek a ciklografia felhasznalasaval is
[41, 27]. Ezen médszerek kozos jellemzéje, hogy alkalmazédsuk mellett
erosen redukalédik a kezelhetoé adathalmazok szama.

Egy 1jnak mondhaté megkozelitése a problémanak a Slabugh és
munkatarsai altal kitaldlt modszer [54, 55]. A szerzok egy iterativ
technikaval oldjak meg a feladatot. Maga az iteraci6 elore definialt
energiafiiggvények minimalizdlasan alapul. A médszerrel O folytonos
gorbepar vagy feliilet allithaté el6, a folyamat egy kezdeti beallitast
kovetoen nem igényel felhasznaléi interakciét. De a mdodszerrel tobb
probléma is adodik. Az érintési pontok vagy érintési korok esetében
nem garantalt, hogy az érinteni kivant objektumok altal meghataro-
zott korlapok vagy gombtestek ne tartalmazzak azokat. Ez kiilondsen
igy van, amikor gorbepar megtalalasa a cél, és az egyes érintési pontok
egy-egy kort tekintve egymas kozéppont koriili 180° fokos elforga-
tottjabdol megkaphatok. Ugyanezek a problémak a szerzok harom
dimenziés esetben adott megoldasa esetében is fennallnak. Egy to-
vabbi gondot jelent, hogy az iteracié soran a konvergencia ténye nem
bizonyitott, a haszndlt lépésszam alkalmasint nagyon magas is lehet.
Tovabba fontos kiemelni, hogy a folyamat minden modositas ese-



tén ujraindul, igy megkérddjelezodik a valds idejli felhasznalhatosag.
Sziikséges még megemliteni, hogy a hasznalt energiafiiggvényeknek
a kialakitasa sokszor csak tobbszori kisérletezések utan, szubjektiv
dontések eredményeként adodik.

Kutatasunk megkezdésekor elsddleges célunk az volt, hogy pon-
tosan leirjuk azokat a bemeneti, illetve kimeneti adathalmazokat,
adatokat, melyeket megengedettnek tekintiink a probléma szempont-
jabol.

Ezutan szerettiink volna egy olyan moédszert kifejleszteni, amellyel
az eddigieknél altaldnosabb adathalmazok is j6l kezelhetSk, és G*
folytonos megoldast szolgaltat. Fontos terveink kozott szerepelt, hogy
a megtalalni kivant médszer valos idejli tervezhetoséget biztositson és
a kialakitott gorbe vagy feliilet az eddig ismert modszerek eredménye-
ihez képest sokkalta jobban legyen érzékeny a kiindulasi objektumok
sugarara, illetve azok egymashoz képest torténé elhelyezkedésére.

A fenti elgondolasokon alapulva e teriileten zajlo kutatasunkat
biarc gorbékre vonatkozé analizisre is ki szerettiik volna terjeszteni,
ennek oka, hogy ezen gorbetipus jol felhasznalhaté a CNC technologia
kapcsan.

1.2. Szabadformaja gorbék izooptikusai

A szamitogépes geometriai modellezés teriiletén folyd kutatasok jelen-
tos részét képezik azok, melyek a mar meglévo modellezési eszkozok
tulajdonsigait igyekeznek minél jobban feltarni.

Adott gorbe izooptikusdnak meghatarozasaval mar tobb évszaza-
da foglalkozik a tudomany, habar a sz6 els6 izben Taylor munkajaban
[60] jelenik meg. Ahogy mar tobbszor emlitettiik, jol ismert eredmé-
nyek allnak rendelkezésiinkre a klasszikus gorbéink esetében. Kiilono-
sen igaz ez a kupszeletekre, példaul a parabolara, melynek izooptikusa
altalaban hiperbolaiv, vagy az o = /2 specidlis esetben annak di-
rectrixe, ez utobbi esetben ortoptikus gorbérdl beszéliink [33, 32].
Ezen klasszikus eredmények Osszefoglalasat egészen 1j munkakban is
részletesen megtalalhatjuk [39, 17]. Napjainkban a hiperbolikus sik
izooptikusai is kutatds targyat képezik [10].



Egy sokkal elméletibb megkozelitést talalunk a problémara Cieslak
munkajaban [7], ahol konvex gorbék bizonyos csalddja esetében azok
tartofliggvényeit felhasznalva juthatunk megoldashoz. Ezen altaldnos
leirds tovabbi tulajdonsagai, valamint gorbék specialis osztalyaihoz
szamolt izooptikusok szintén fellelhetek a szakirodalomban [7, 35,
57].

Az izooptikus gorbéket széles korben hasznaljak a mechanikaban
(64, 65] és egyéb teriileteken is.

Azonban szamos olyan gorbetipust ismeriink, melyek nem tar-
toznak az elobb emlitettek kozé, és vilagszerte alkalmazzak Oket a
szamitogéppel segitett geometriai tervezésben. Ilyen gorbék példaul
a B-szplajn vagy NURBS gorbék, tovabba fontos megjegyezniink,
hogy a mindenki altal jol ismert Bézier-gorbék is még mindig szamos
tervezoszoftver eszkozkészletének részét képezik, egyszerii felépitésiik
és konnyli médosithatosaguknak koszonhetoen.

Munkank soran azt a f6 célt tiiztiikk ki, hogy képesek legyiink
leirni és meghatarozni egy megadott Bézier-gorbe izooptikus gorbéit
azon a sejtésiinkon alapulva, hogy a gorbe hirjai folott értelmezett
latokorivek hasznalata kozelebb vihet benniinket a megoldashoz és
leegyszertisitheti az ad6dé szamitasokat.



2. Az értekezés 1j tudomanyos eredményei

2.1. ,Skinning”

Ezt a témat érint6 munkainkban [28, 30, 29] sikeriilt megoldast
talalnunk a felvazolt problémakra.

2.1.1. A probléma precizebb leirasa

Mint azt emlitettiik, a probléma pontos megfogalmazasa korantsem
egyszeri feladat, a hasonldé témaban eddig masok altal publikalt
cikkekben nem talédlhat6 erre nézve semmilyen pontos definici6. To-
vabba fontos megjegyezni, hogy nem minden kor- vagy gémbsorozat
tekinthet6 alkalmas inputnak a feladat szempontjabol.

Azzal a céllal, hogy ezeket a hianyossagokat pétoljuk, Hoffmann
Mikléssal kozos cikkiinkben [30] definidltuk, milyen sorozatokat te-
kinthetlink a feladat szempontjabdl elfogadhatéonak, illetve milyen
feltételeket szabhatunk a keresett megoldasokra vonatkozodan:

2.1. Definicié. Korok egy C = {c1,c2,c3,...,¢n} (n € N) soroza-
tat feladatunk szempontjabol megengedett bemenetnek mondjuk, ha
teljesiti a kovetkezd feltételeket (d; jeloli a c; kor dltal meghatdrozott
korlapot).

edi¢ |J d;, ie{l,2,....n}

J=1,j#i
° diﬂdj:(b, i,jE{1,2,...,71},j¢{i—2,i—1,i,i—|—1,i—|—2}
e ha d;—1Nd;q1 =+ (Z), akkor d;—1 Nd;+1 C d;

2.2. Definicié. Adott C' = {c1,co,c3,...,cn} megengedett kérsoro-
zat esetén kettd darab, legaldbb Gl -folytonos gorbét keresiink (jeléljiik
ezeket s(t)-vel, illetve §(t)-vel, ahol t € [a,b]), melyek rendelkeznek a
kéovetkezo tulajdonsdagokkal. A feltételeknek megfelelé gorbepdrt skin-
nek nevezzik.



e Minden c¢; kor esetén (i = 1,...,n) létezik olyan p; € ¢; pont,
melyre eqyrészt igaz, hogy s-nek is pontja, tovabbd ebben a
pontban a tekintett gorbe, illetve kor érintoegyenese megeqyezik.
Analog maodon létezik p; € ¢; pont, mely pontja s-nek is.

e Azs gorbe p; pontbeli érintovektordt jeloljiik v;-vel. Ettél a vek-
tortol elvarjuk, hogy amennyiben oramutato jardsdval ellentétes
iranyu 90°-o0s elforgatottjat tekintjik, akkor a o; — p; vektorral
(ahol o; jeldli ¢; kozéppontjdat) ellentétes iranyi vektort kapjunk.
Analog modon s érintévektorai esetében ez a forgatdsi irdny
oramutato jarasdval megegyezo.

n n
°*p; ¢ U dj, é P;¢ U dj, i€{l,2,...,n}
J=1g#i J=1g#i
2.3. Definicié. Gombok egy S = {s1,s2,53,...,5,} (n € N) soro-
zatdt feladatunk szempontjabol megengedett bemenetnek mondjuk, ha
teljesiti a kovetkezd feltételeket. (g; jelolje az s; gomb dltal meghatd-
rozott gombtestet.)

n
e g, ¢ U 95 ie{l,2,...,n}

J=1,57#1
o giNg =0, i je{l,2,....n i ¢ {i—2i—1,i+1,i+2)
® ha gi—1 M giv1 # 0, akkor gi—1 N giv1 C gi

2.4. Definicié. Gombok eqy S = {s1,82,83,...,8,} (n € N), az
elozo 2.3-es definicio értelmében megengedett mondott sorozata ese-
tén olyan Gl-folytonos 8(¢,t) ¢ € [0,27],t € [a, b] burkoléfeliiletet
kerestiink, amely teljesiti a kovetkezo feltételeket:

o Viec{l,2,...,n} esetén létezik olyan's paramétervonalaként
elédallo ¢; érintékor, hogy az's burkoldfelilet és az s; gomb kozos
érintosikkal rendelkezik ¢; minden pontjaban.

ez |J gic{l2,...,n}

J=Lj#i



2.1.2. A skin konstrukciéja korok esetén

A beburkol6 gorbékig az aldbbiak szerint jutottunk el [28, 30]:

Megvizsgaltuk, hogy egy adott sorozat megengedett-e. Ez egy-
szerl szamolasok utan kénnyen adodik.

Az egyes ¢; korokon (i = 1,...,n) érintési pontokat lokalizdl-
tunk el6szor interpolaciés megoldasok segitségével [28], majd
az Apolléniusz-feladat ciklografikus megoldasara alapozva [30],
ez utébbi altal automatikusan az elvart tulajdonsagu érintési
pontokat kaphatjuk [25, 16].

Az érintési pontokat két csoportra osztottuk, p; és p; alappont-
jaira. Els6sorban azt hasznaltuk ki, hogy harom kor esetén a
hatvanypont és a kapott érintési pontok kollinearisak [25].

A hatvanyvonal tulajdonsagait kihasznalva egy korok elhelyez-
kedésére kellden érzékeny érintévektor-konstrukciot alkottunk
meg, igy hoztuk létre a v; és v; vektorokat.

Végiil Hermite-iveket definidltunk az egyes korok kozott, a
konstrukcié garantalta a G folytonossagot.

1. dbra. Az érintovektorok hosszanak, az egyes szegmenseknek a meg-
hatarozasa (balra), illetve az algoritmus néhany kimenete (jobbra).



2.1.3. Térbeli kiterjesztés gombokre

A megoldast add beburkol6 feliilet eléallitasahoz a kdvetkezo 1épése-
ken keresztiil jutottunk el [30]:

Megvizsgaltuk, hogy egy adott gombsorozat megengedett-e. Ez
egyszerll szamolasok utan szintén kénnyen adodik.

Az egyes s; gombokon (i = 1, ...,n) érintékoroket lokalizaltunk
az Apolléniusz-feladat ciklografikus megoldasara alapozva, ez-
altal automatikusan az elvart tulajdonsagu érintési koroket
pontokat kaphattuk.

Az érintési korokon megfeleltetést hajtottunk végre annak ér-
dekében, hogy megkapjuk az egyes feliiletet leiré gorbeivek
kezdo-, illetve végpontjat.

A hatvanysik tulajdonsagait kihasznalva egy gémbdok elhelyez-
kedésére kelloen érzékeny érintévektor-konstrukciot alkottunk
meg.

Végiil Hermite-ivek segitségével paramétereztiik a feliiletdara-
bokat, a konstrukcié garantdlta a G' folytonossigot.

2. dbra. A sajat moédszer egy nem koplanaris kézéppontokkal bird
gombsorozat esetén kapott kimenete.



A feliiletet tehat egymashoz G folytonosan kapcsolédé elemekbdl
allithatjuk el6 a kovetkezoképpen:
Legyenek

m: R— {-1,1} és p:{s;} = {-1,1}

az aldbbiak szerint definidlt fiiggvények, tovabba e |f (w; — 6;), i €
{1,2,...,n}, e € R3.

(z) —1, hax <0,
m(x) =
1, egyébként

|[wi;—o0ill? [[oi—0i—1]|

W;—0; 0;4+1—0; .
m << Twi—0;]’ Towsi—os] >) , hai+#n,

Wi—0; 2t 9i-1 >>, egyébként

Az egyes szegmensek:

Si(¢,t) = Hg (1) zi(¢) + Hy () zi41()+

B3 (1) pls) 2+ (0) - [

) plover) 24 mn(4) - [

te0,1],¢€[0,2n],i=1,...,n— 1.

A 2. dbradn az algoritmusunk altal nyert kimenetet lathatunk, a
gobmbok kozéppontjai nem illeszkednek egy sikra. Az A mellékletben
eredményeink 6sszehasonlitasra kertiltek Slabaugh és munkatarsai
modszerének kimenetével, ezt lathatjuk a 15. dbran.



2.1.4. Biarc gorbék hasznalatanak lehet6ségei

Munkédmban [29] részletes analizist végeztem arra vonatkozdan, ho-
gyan lehet a Meek és Walton cikkében [34] ismertetett osztdlyozas
alapjan megfelelo feltételeket szabni a biarc gérbével valé beburkolas
biztositasara egy konkrét (a cikkben ismertetett 1.3-as) esetben.

3. abra. Biarc interpolécios iv definialé adataival és felhasznalasa a
feladatunkhoz (jobbra).

2.1.4.1. 74 > Ry

2R A sin(%)

[P — os (
-«

4%
¥ o)
sin(% )
1. Ha K > 0, akkor 0 < 0 < 2arctg%.
2. Ha K <0, akkor0<0<2arctg%+27r.

3. Ha K =0, akkor 0 < 0 < 7.

2.1.4.2. rg > Rp

2R g sin W
Xp = B R Y
r

10



1. Ha a cos & > 0 feltételt szabjuk meg, azaz ha a [0, 7] interval-
lumbdl kivanunk valasztani, a kovetkezo lehetéségeink adodnak:

(i) Ha Xpcos ¥ —cosa > 0 és Xpsin & —sina > 0, akkor

XBsin% —sin «
0 <6 < 2arctg T3

XpBCos 5 — Ccos«

(ii) Ha Xpcos W —cosa < 0 és Xpsin & —sina < 0, akkor

XpB sin% — sin «
2 arctg T <0 <.

X B COS 5 — Cos

(iii) Ha XBsin% —sina > 0 és XBCOS% —cos a < 0, akkor

0<b<m.

2. Ha a cos < 0 feltételt szabjuk meg, azaz ha a [r,2n] in-

tervallumbdl kivanunk valasztani, a kovetkezo lehetoségeink
adodnak:

(i) Ha Xpcos % —cosa > 0 és Xpsin & —sina < 0, akkor

XBsin% — sin«
W + 27 < 0 < 2.

X B oS 5 — Ccos

2 arctg

(ii) Ha Xpcos %W —cosa < 0 és Xpsin W —sina > 0, akkor

XBsin% — sin «
T < 0 < 2arctg T + 2m.
Xp cos 5 — cosa

(iii) Ha Xpcos & —cosa < 0 és Xpsin - —sina < 0, akkor

T <0 <2m.

g

3. Ha cosa > RTB sin W, akkor a 6 = 5 vdlasztas megengedett.

4. Ha cos o < B2 sin W, akkor a 6 = 37 vélasztds megengedett.

T

11



2.2. Bézier-gorbék izooptikusaival kapcsolatos 1j
eredményeink

Papp Ildikéval és Hoffmann Mikldssal koézos cikkiinkben [31] t6bb
tételt és kovetkezményt is kozoltiink, tobbek kozott annak érdekében,
hogy Bézier-gorbék izooptikusait egy az eddigiekt6l meroben eltéro
modon szarmaztathassuk.

Tekintstink egy a szoget, tovabba legyen adott egy konvex, tet-
sz6leges fokszamu s(t) t € [0, 1] Bézier-gorbe, valamint annak egy
tetszoleges to paraméterhez tartozé s(tg) pontja.

2.1. Tétel. Az a szoghoz tartozd, s(to)s(t) gorbehirok folé irt lato-
koriveknek vagy nincs kozos pontja a Bézier-gorbe o szoghoz tartozo
1zooptikus gorbéjével, vagy pontosan eqy kozés pontja van azzal, mely
pontban a gorbe izooptikusanak és a ldtokorivnek az érintdegyenese
eqgymassal megeqyezik.

2.2. Tétel. Az « szdghoz tartozo, a Bézier-gorbe s(tg)s(t) hurjai
folé irt latokorivek burkologorbéjének pontosan eqy kézos pontja van
a Bézier-gorbe a-hoz tartozo izooptikus gorbéjével, mely pontban az
érintoegyenesik is megeqyezik.

2.3. Tétel. Bézier-gorbe eqy adott pontjabol kiindulo hirok o szoghoz
forgatassal és eqy kozéppontos hasonlosdagi transzformacioval eloallit-
haté Bézier-gorbére. A paraméterérték a hiurok elédallitisakor haszndlt
futdparaméter aktudlis értékével egyenld (lasd 4. dbra).

2.1. Kovetkezmény. Mivel a Bézier-gorbe minden s(to) pontja alap-
jan generdlhato eqy latokorivekbol allo eqyparaméteres gorbecsaldd,
illetve annak burkologorbéje, a Bézier-gorbe izooptikus gorbéje elodl-
lithato ezen emlitett burkoldgorbék burkoldjaként is (ldsd 5. dbra).

Cikkiinkben [31] kozoltiik az emlitett latokorivsereg burkoldjanak
kiszamitasi modjat is.
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4. dbra. A Bézier-gorbe és a latokorivek kozéppontjanak kapcsolata
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5. abra. Az izooptikus gorbe, mint burkolégérbék burkoléja.
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Legyen adott az s(t)(s,(t), sy (t)) Bézier-gorbe, t € [0, 1], legyen to
a paramétertartomany egy rogzitett eleme, és vezessiik be a kovetkezo
jeloléseket.

¢ (o) — 5y (D)2 + (s, (t0) — s.(1))?
(1) = D) 5(0) + 510 = 5o D) 50
Ai_élsin( )( sy, (t) cot(ar) + sy (1))
B — s (s ) cotl) + 5,(1)
05‘45%2(@)

B C
U; = —arcsin [ ———— | — arcsin | ———
' (VA2+BQ> (VA2+BQ)
B C
U, =arcsin | ————— ) —arcsin| ——— | —
: (m) (m) "

6. abra. Kubikus és 6todfokt Bézier-gorbe izooptikus gorbéi megadott
a szogre vonatkozoan. a = 60°,80°,100°, 120°.



Ekkor a gorbe adott £y paraméterértékhez tartozo pontjan atmend
hirjai folé irt latokorivek f(t)(fx(t), fy(t)) (¢t € [0, 1]) burkolégorbéje
az aldbbiak szerint szamithato ki.

Ha A > 0, akkor

Filt) = 5 (5y(0) = s t0)) cot() + 520) + s t0)) + %Z?EES |

fy(t) = %((Sx(to) — s5,(t)) cot(a) + s, (t) + 5, (t0)) + 22112((10{;)
mig A < 0 esetén

Fol0) = (50(0) = sy {10)) o) + 5o(0) + s20)) + DAL

fu(t) = %((sx(to) — 54(t)) cot(@) + 5, (t) + 5, (to)) + l;zllrrll((gj)

Kiilonbo6zo fokszam és o szog esetén is kozoltiik kimeneteinket a
probléméra vonatkozéan (lasd 6. abra).
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3 Previous research and the motivation
for the thesis

3.1 ,,Skinning”

Interpolation of geometric data sets is of central importance in
CAGD. If geometric data consists of points, then we have several, now
standard methods to interpolate them [14, 43, 21]. If, however, the
data set consists of other types of objects (e.g. circles), interpolation
is transferred to skinning, that is construction of a curve or surface
which touches each of the objects and somehow bounds the given
data.

It is important to note, that since this is a largely ill-posed
problem, constraints have to be defined for the data set as well as
for the desired solution.

This or similar problem — beside its theoretical interest — fre-
quently arises in applications like designing tubular structures, cov-
ering problems, molecule modeling [6, 13]. Medical image processing
applies these methods e.g. in blood vessel reconstruction [63, 55].
In computer animation, characters can also be constructed from a
skeletal structure and a corresponding geometric skin [52].

The first and most natural approach of the problem would be the
application of the deep theoretical knowledge of the computation of
envelope curves and surfaces, dated back to Monge [36], who first
dealt with canal surfaces. Skin is definitely not an envelope, since
this latter notion is defined for continuous data set, for a one- or
two-parameter family of curves or surfaces.

The problem can be considered as the discrete version of the
classical envelope property. An important contribution of this topic
with computational aspects is the PhD thesis of Josef Hoschek [20].
Since then a large number of papers have dealt with envelope design,
most of them with numerical computation (for the survey see e.g.
[15]). For circles and spheres, a recent exact solution is Peternell’s
method which is based on a cyclographic approach [41].
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Although the papers mentioned above do not deal with skinning,
one may try to transfer the discrete data set to a one-parameter
family of circles/spheres, having centers and radii as functions of a
parameter. These functions can be achieved from the set of discrete
data by classical interpolating methods in the space, but this way
the set of new circles do not necessarily allow to create a skin which
is touching all the given objects.

A recent approach to the skinning problem for circles and spheres
is the method of Slabaugh et al [54, 55]. It is an iterative way to
construct the desired curves or surfaces. The iteration itself is based
on the minimization of a predefined energy function. The method
provides energy-minimized, C! continuous skin without any user
interaction, which, in this sense, the optimal solution, if it exists. But
the method also suffers from problems. The touching points are not
guaranteed to be out of the circles, especially not for two-sided skin,
when the two touching points at each circle are constrained to be
separated by 180° degrees. There are simple configurations when it is
theoretically impossible to find two diametrically opposite points on
a circle being out of other given circles. The same problem arises in
3D-ball skinning, where Slabaugh’s method allows only great circles
as possible touching circles. A further problem is that the convergence
of iteration to a global minimum is not proved and the number of
iterations can be over 100 which is time consuming. Moreover, the
process has to be restarted after any modification of data, thus this
method is not suitable for real time modeling and adjustment.

Our first goal was to describe precisely what we call admissible
input and output for the problem.

Then we wanted to develop a method with which we can solve
the problem for a larger class of data sets than the above mentioned
techniques, and which provides an at least G' continuous curve or
surface which can be modified in real time, and the shape is sensitive
for the change of radii and positions of the data set as well.

Based on this idea in the next part of our research we wanted
to analyze the problem of using biarc curves for 2D skinning. The
reason why we thought this analysis useful is that biarc curves we
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can describe shapes which can be processed by CNC machines.

3.2 Isoptics of free-form curves

In CAGD it is also very important to know the geometric properties
of the existing modeling tools as much as possible.

The isoptic curve of a given curve has been studied since centuries,
the first appearance of the word can be found in [60]. There are well-
known results for classical curves, especially for conics, e.g. for the
parabola, the isoptic curve of which is a hyperbola in general and its
directrix in the special case of & = /2, when it is called orthoptic
curve [33, 32]. For a recent overview of these classical results see e.g.
[39, 17]. The isoptic curves in the hyperbolic plane are studied by
Csima and Szirmai [10]. A more theoretical approach can be found
in [7], where the isoptic curve of a certain class of convex curves is
described by the help of its support function. Further properties of
this general description and isoptic curves of special classes of curves
have been studied in [7, 35, 57]. Isoptic curves are widely used in
various problems of mechanisms (e.g. [64, 65]) and other fields. On
the other hand there are standard types of curves which have been
used in computer-aided geometric design world-wide. These curves
are typically spline curves, like B-spline or NURBS curves, but Bézier
curves are still in use in several softwares due to its simple form and
flexible modification possibilities.

The purpose of our research was to describe the isoptic curve
of Bézier curves based on our hypotheses, that the application of
circular arcs can simplify the calculations.
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4 The new scientific results of the thesis

4.1 ,,Skinning”

In [28, 30, 29] we solved the mentioned problems as follows.

4.1.1 The precise definition of the problem

Since the problem of skinning is not necessarily defined in a unique
way in the literature, we formally described in [30] what type of input
is admissible for us and what type of output we are searching for.

Definition 4.1 A sequence of circles C = {c1,¢a,¢3,...,¢,} (n €N)
is called admissible configuration if the following conditions are
fulfilled (d; denotes the closed disk defined by circle c¢;):

edi¢ |J d;, ie{l2....n}

J=1,j#1
o dind;=0,i,j€{1,2,....n}j¢ {i—2i—14i+1i+2}
o ifdi_1 Ndip1 # 0, then di_1 Ndiy1 C d;

Definition 4.2 Given an admissible configuration of circles C' =
{c1,¢9,¢3,...,cn}, we are looking for two, at least G continuous
curves s(t) and 8(t), called skins of the given circles satisfying the
following requirements:

e There is a point of contact p; € ¢; for all i =1,....,n such that
pi € s(t) and tangent lines of circle ¢; and s(t) are identical at
pi. Analogously exist points p; for s(t).

e Tangent vector v; of skin s(t) at p; can be rotated to the direc-
tion of the center of ¢; by 90° in clockwise direction. Analogously
this rotation is in counterclockwise direction for tangent vectors

of s(t).
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epi¢ |J djy and pi¢ |J d;. i€{l,2,...,n}

J=1,j#i J=Lj#i

Definition 4.3 A sequence of spheres S = {s1,82,83,...,8,} (n €
N) is called admissible configuration, if the following conditions are

fulfilled (g; denotes the closed ball defined by s;.)

n
co ¢ |J 9. ief{L2...n}

Jj=1,j#1i
o giNg =0,i,7€{1,2,....n},j ¢ {i—2i—14i+1i+2}
e if gi—1Ngiv1 #0, then gi—1 N git1 C g

Definition 4.4 Given an admissible configuration of spheres S =
{s1,52,83,...,5n}, we are looking for a G continuous surface $(¢, t)
of the given spheres, called skin, satisfying the following requirements:

e There is a circle of contact (touching circle) &; foralli =1,....,n
such that the skin S(¢,t) and sphere s; have common tangent
planes at each point of ¢;. Circle ¢; is an isoparametric curve

of (¢, 1).
n
e ¢ ¢ U g, 1€4{1,2,...,n}.
=1,
4.1.2 The construction of the skin in 2D
We constructed the skinning curves as follows [28, 30]:
e We checked if the given circles form an admissible configuration.

e We found appropriate points of contact for each circle ¢;,i =
1,...,n. First we used interpolation techniques [28] for the lo-
calization, then we found the best solution [30] which is based
on the cyclographical solution for the problem of Apollonius
25, 16].
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e We separated the touching points into two classes based on
the fact that the radical center and the touching points are
collinear for three considered circles [25]. We denoted the left
skin by p; and the right skin by p;.

e We defined tangent vectors v; and v; based on the properties
of the radical line of the circles.

e We computed the skins, the construction guaranteed the G*!
continuity.

Figure 7: We determined the lengths of the touching vectors and the
segments (left). Some outputs of our algorithm (right).

4.1.3 Generalization in 3D based on spheres

We constructed the skinning surface as follows [30]:

e We checked if the given spheres form an admissible configura-
tion.

e We localized a touching circle on each sphere based on the
solution for the Apollonian problem.
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e We defined a correspondence between the points of the adjacent
touching circles for getting the endpoints of the segments from
which we built the skinning surface.

e We defined the touching vectors based on the properties of
the radical plane of two spheres. With this idea we found a
technique which can provide a solution which was sensitive
enough for the location of the spheres.

e We parameterized the segments using Hermite-arcs, the con-
struction guaranteed the G continuity.

Figure 8: An output of our method, it is important to note that the
centers are not coplanar.

We can construct the surface from segments connected by G*
continuity:
Let
m: R— {-1,1} and p:{s;} = {-1,1}

be functions defined as follows, furthermore e || (w; —6;), i €
{1,2,...,n}, e € R3.

m(z) = {1, if z <0,

1, else
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A comparison between our results and the results of Slabaugh can
be found in Appendix A (Figure 15).

4.1.4 Using biarc curves for skinning

In [29] I carried out an analysis about the usage of biarcs for skinning
problems based on the classification published in [34] (Case 1.3). 1
gave conditions to avoid intersections between the biarc curve and
the circles.

4.1.4.1 r4 >Ry

1. If K >0, then0<9<2arctg%.
2. If K <0, then 0 < 0 < 2arctg % + 2.
3. f K=0,then 0 <0 <.
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Figure 9: A biarc interpolation curve with its definitional data and
its usage for the problem (right).

4.1.4.2 rp> Rp

2Rp sin &
Xp="2T0 2
.

1. If our condition is cosg > 0, so we would like to choose an
angle from interval [0, 7]:

(i) If Xpcos & —cosa >0 and Xpsin & — sina > 0, then

XBsin% —sin «

XBCOS% — cos

0 <6 < 2arctg

(ii) If XBCOS% —cosa < 0 and XBsin% —sina < 0, then

XBsin% — sin«

X B oS 5 — cosa

<0<m.

2 arctg

(iii) If Xpsin & —sina > 0 and Xp cos & — cosa < 0, then

0<b<m.

2. If our condition is Cosg < 0, so we would like to choose an
angle from interval [, 27]:
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(i) If Xpcos ¥ —cosa >0 and Xpsin ¥ —sina < 0, then

XBsin% — sin«

XBCOS% — cos

2arctg + 27 < 0 < 2.

(ii) If XBCOS% —cosa < 0 and XBsin% —sina > 0, then

XBsin% — sin «
T < 0 < 2arctg + 2.

XBCOS% — Ccos

(iif) If Xpcos & —cosa <0 and Xpsin & — sina < 0, then

<0 <2T.
3. If cosa > 11—3 sin W, then 6 = 7 is an admissible choice.
4. If cosa < RT sin W, then # = 37 is an admissible choice.

4.2 Our new approaches to determine isoptics of
Bézier curves

In a joint work [31] with Ildik6 Papp and Miklés Hoffmann we proved
some theorems with which we are able to contruct isoptics of Bézier
curves in a new way.

Consider an angle «, a convex Bézier-curve s(t) (¢t € [0,1]) of any
degree and one of its points s(ty).

Theorem 4.1 The a-isoptic circular arcs associated to the chords
s(to)s(t) of the curve have either no common point to the a-isoptic
curve of the Bézier-curve, or have exactly one common point where
the tangents are also of the same direction.

Theorem 4.2 The envelope of the family of a-circular arcs asso-
ciated to the chords s(tg)s(t) of the Bézier curve has exactly one
common point to the a-isoptic curve of the Bézier curve, in which
the tangent lines are also common.
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Figure 10: The isoptic curve as the envelope of envelopes.

Theorem 4.3 The locus of centers of the a-isoptic circular arcs
associated to the chords s(tg)s(t) of the Bézier curve is also a Bézier

curve obtained by a rotation and a homothety from the original one
(see Figure 11).

Corollary 4.1 Since each point s(ty) of the Bézier curve generates
a family of circular arcs and their envelope, the isoptic curve of the
Bézier curve can be obtained as the envelope of these envelopes (see
Figure 10).

In [31] we determined the equation of the envelope of the family
of a-circular arcs for a given tg € [0, 1].

Let us consider the s(t)(sz(t), sy (t)) Bézier curve, t € [0,1] and
introduce the following notations:
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Figure 11: The locus of centers of the a-isoptic circular arcs is also a
Bézier curve.

U1 = —arcsin (\/%) — arcsin <\/%> 5

B C
Uy =arcsin| ——— | —arcsin | —— | — .
? < VA2 + B2 ) ( VA2 + B2 >
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Then the envelope f(¢)(fx(¢), fy(t)) (t € [0,1]) of the family of
a-circular arcs associated to the chords through s(tg) can be calcu-
lated as follows.

If A >0, then
Folt) = 5 ((50(0) = sy (t0)) cot(e0) + 52(6) + sat0)) + %Z?EES |
fu(t) = %((sx(to) — 52(t)) cot(a) + s, (t) + s, (t0)) + l;zllrrll((log)

Else if A < 0, then
Fol0) = H(s4(0) = sylta)) cot(a) + (6 + saft0) + S
fu(t) = %((sx(to) — 52(t)) cot(a) + s, (t) + s, (t0)) + 1; lerrll((gj)

For different a angles we constructed some outputs for the original
problem (see Figure 12).

Figure 12: a-isoptic curves of a cubic and a fifth order Bézier curve
for a = 60°,80°,100°, 120°.
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A. Kimeneti skin-ek/Our skinning results

R Y &
. g

20%

13. abra. A sajat fejlesztésli, gombok burkolasat megvalosité mod-
szeriink néhany kimenete. A masodik és harmadik esetben érdemes
megfigyelni, milyen alakvaltozasokat valésithatunk meg kis sugarta
goémbok kozbeékelésével./

With our method [30] we can enforce very small changes on the model
by using spheres close to its neighbours (middle and bottom).
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14. abra. A sajat fejlesztésli, gombok burkolasat megvaldosité mod-
szeriink tovabbi kimenetei. A moédszerrel animéciés karakterek is
eloallithatok, illetve orvosi felhasznalhatésagara latunk példat az also
abrakon. /

With our method we can create animation characters, but we can
use the method for medical 3D applications as well.
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15. abra. Slabaugh kimenetei (balra) és a sajat kimeneteink (jobbra)
sikbeli és térbeli esetben. Lathato, hogy a mi moédszeriinkkel elke-
rillhet6ek az indokolatlan kilengések (kozépen), illetve szimmetrikus
kimenet biztosithat6 (lent)./

Slabaugh’s results (left) have unnecessary torsions (middle) and they
are often not symmetrical (bottom). Our results can be seen on the
right.
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