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Bevezetés

Jelen doktori értekezés öt fejezetből áll. Az első négy fejezet a
függvényegyenletek és csoporthatások témakört dolgozza fel, az u-
tolsó fejezet szubkvadratikus függvényekkel foglalkozik.

A függvényegyenletek kulcsfontosságú szerepet töltenek be a ma-
tematika különböző ágaiban, mint például a matematikai analízisben,
a geometriában, az információelméletben. Ezen túlmenően a mate-
matikán kívül más tudományterületeken (a fizikában, biológiában,
közgazdaságtanban, pszichológiában, szociológiában) is számos prob-
léma megoldásánál találkozhatunk függvényegyenletekkel.

A függvényegyenletek elméletének első rendszerezése, összefog-
lalása Aczél János [13] könyvében található. Ez a könyv a 60-as
évekig elért legfontosabb eredményeknek egy átfogó ismertetését ad-
ja. Különböző függvényegyenletek megoldási módszereivel azóta is
sokan foglalkoztak és foglalkoznak. A függvényegyenletek alkalma-
zásait tárgyaló könyvek közül kiemelkedő fontosságúak a [28] és a
[31] alkotások. Előbbi a műszaki, utóbbi a közgazdaságtani alkalma-
zásokra helyezi a hangsúlyt. A függvényegyenletek iránt érdeklődők
számos, az adott témában megjelent könyvet tanulmányozhatnak. A
teljesség igény nélkül utalunk a [39], [40], [41] művekre.

A függvényegyenletek az utóbbi időben helyet kaptak a közép-,
sőt általános iskolai versenyeken is, amint ezt a Középiskolai Mate-
matikai Lapok (KÖMAL), a Nemzetközi Matematikai Diákolimpia,
a PUTNAM amerikai matematika verseny, az Országos Középiskolai
Tanulmányiverseny (OKTV) feladatai mutatják. Sőt, szakköri feldol-
gozásra szánt kiadványok részben vagy teljes egészében e területek-
hez kapcsolódó módszerek bemutatását tűzik ki célul. Ilyen például
Small híres könyve [51], Brodskii és Slipenko népszerű kiadványa
[27], vagy Lajkó egyetemi jegyzete [42].

A versenyfeladatok szintjén megjelenő egyenletek egyik jellegze-
tes típusa egyetlen ismeretlen függvényt tartalmaz, amely többféle
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argumentummal szerepel. A megoldás alapgondolata az argumen-
tumok újrahelyettesítése, amivel az egyenletből olyan egyenletrend-
szer kapható, amely elemi eszközökkel megoldható. Érdemes meg-
említeni, hogy hasonló típusú egyenletekkel – bár más összefüggés-
ben – Babbage úttörő dolgozatai [15], [16], [17], [18], [19] szintén
foglalkoznak.

Jelen értekezés első részének motivációját pontosan az említett ver-
senyfeladatok, valamint Babbage idevágó munkássága adja. Vizs-
gálatunk középpontjában az

F ◦
(
f ◦ g1, . . . , f ◦ gr, id

)
= 0 (1)

egyenlet áll, ahol F : Rr+1 → R, valamint g1, . . . , gr : H → H adott
függvények és H ⊂ R nem üres halmaz. Természetesen ilyen ál-
talánosságban nincs remény az ismeretlen f függvény meghatáro-
zására, vagy akár csak létezésének/egyértelműségének igazolására.
Ezért minden esetben feltesszük, hogy g1, . . . , gr csoportot alkot a
kompozíció műveletére nézve. Ekkor az (1) egyenletet a gk elemek-
kel komponálva, r darab (nemlineáris) egyenlet nyerhető, melyben
r darab ismeretlen, nevezetesen az f ◦ gk függvények szerepelnek.
Ilyen feltételek mellett az első vizsgálatok Presić nevéhez kötődnek
[45], [46]. Az értekezés első fejezetében az így kapott egyenletrend-
szer megoldhatóságát vizsgáljuk, (lokális) egzisztencia és unicitási
tételeket adva ezen keresztül az (1) egyenlet megoldására is.

A helyettesítő függvényekre szabott feltétel sejteti, hogy a vizs-
gálatokban szerepet kap a csoportelmélet. Kiderül az is, hogy sokkal
mélyebb szinten, mint ahogyan azt az imént ismertetett elemi mód-
szer alapján várnánk. Mivel ezek a gondolatok minden, az (1) egyen-
let vizsgálatához kötődő alfejezetben megjelennek, ezért az értekezés
rövid csoportelméleti összefoglalással indul. Ebben a fejezetben függ-
vénycsoportokkal kapcsolatos, későbbiekben felhasznált eredmények
szintén helyet kaptak.

A disszertáció második fejezetében feltesszük, hogy az (1) egyen-
letben szereplő F függvény lineáris az első r változójában és az is-
mertnek feltételezett együtthatók adott függvények. Ebben az eset-
ben a helyettesítések után lineáris egyenletrendszer adódik, amely
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a Cramer-szabály segítségével megoldható. Az ismeretlen f függ-
vényre a – nem-elfajuló esetben – globális egzisztencia és unicitási
tételt, sőt reprezentációt kapunk. Felmerül azonban a „kompatibili-
tás” kérdése. Valójában ugyanis az fk = f ◦ gk függvényekre kapunk
megoldást, amelyekre a csoport elemeinek hatása további kényszert
jelent. Ha például g1 a csoport neutrális eleme az (1) egyenletben, f1

pedig az f ◦ g1-re kapott megoldás, akkor fk = f1 ◦ gk kell, hogy
teljesüljön. Emiatt a lineáris algebra módszerei mellett az absztrakt
csoportelmélet elemi módszerei is szükségesek. A kompatibilitást
a megoldásra kapott reprezentáció és a determinánsok permutáció-
tulajdonságai biztosítják. A fejezetben közölt eredmények a [26] dol-
gozatban jelentek meg, stabilitási résszel kiegészítve Bessenyei [23]
vizsgálatait.

A harmadik fejezetben az (1) egyenlet F = G − h alakban adott,
ahol G : Rn → R és h : R → R ismert függvények. Ekkor a meg-
oldási módszert az inverzfüggvény-tétel jelenti. Azonban ezen tétel
alkalmazásához szükséges megadni egy pontot és annak képét, ami
esetünkben azt jelenti, hogy elő kell írni alkalmas f ◦ gk(ξ) = ηk
feltételeket. Ezen feltételek megadása viszont nem történhet akárho-
gyan: előfordulhat ugyanis, hogy a gk(ξ) értékek bizonyos k indexek
esetén megegyeznek, így az ezekhez tartozó ηk értékek sem külön-
bözhetnek. Szükséges tehát a {g1 . . . , gr} függvénycsoport „finom
struktúráját” felderíteni, amihez a kulcsot az absztrakt algebra egyik
közismert eredménye, az orbit-stabilizátor tétel jelenti. A kompa-
tibilitási feltétel teljesülése szintén ezen tétel, és egyszerű algebrai
módszerek következménye. A fejezet teljes egészében a [26] cikkre
támaszkodik.

A negyedik fejezet általános alakjában vizsgálja az (1) egyenletet.
A legfontosabb eszközt most az implicitfüggvény-tétel jelenti. A
korábban említett módszerek közül helyettesítést és a kezdetiérték
feltételek kijelölését ugyanúgy és ugyanolyan célból továbbra is meg-
tartjuk. Az újdonságot és egyben a nehézséget a kompatibilitás el-
lenőrzése jelenti a megoldás reprezentációjának teljes hiánya miatt.
Az áthidaló megoldást a differenciálegyenletek elméletéből ismert
globális egzisztencia és unicitási tétel jelenti. Kiderül ugyanis, hogy
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a helyettesítésekkel kapott és a kompatibilitásra felírt egyenletrend-
szerből ugyanaz a Cauchy-feladat származtatható. A fejezet fő tétele
és annak alkalmazásai a [25] dolgozatban kaptak helyet.

A harmadik és negyedik fejezet fő eredményei, az alkalmazott tech-
nikák sajátosságait tükrözve, csupán lokális egzisztencia és unicitási
eredmények. A harmadik fejezetben vizsgált egyenlet speciálisabb
ugyan a következő fejezetben vizsgáltnál, azonban kevesebb regula-
ritást elegendő megkövetelni.

A disszertáció ötödik fejezetének fő eredménye a szakirodalom-
ban vizsgált kétféle szubkvadratikus függvényfogalom összehason-
lítása. Az egyik definíció a konkáv függvények azon geometriai je-
lentésének egy módosítása, miszerint minden differenciálható konkáv
függvény érintője a függvénygörbe fölött halad. Pontosabban, azt
mondjuk, hogy az f : [0,∞[→ R függvény erősen szubkvadratikus,
ha minden x ≥ 0 esetén létezik olyan cx ∈ R, hogy

f(y)− f(x) ≤ cx(y − x) + f(|y − x|) (y ≥ 0). (2)

A másik fogalom a normanégyzet egyenlet „egyenlőtlenség” válto-
zata. Ennek megfelelően azt mondjuk, hogy az f : R→ R függvény
gyengén szubkvadratikus, ha teljesül az

f(x+ y) + f(x− y) ≤ 2f(x) + 2f(y) (x, y ∈ R) (3)

egyenlőtlenség. A fejezetben áttekintjük a szubkvadratikus függvé-
nyek ismert, főbb tulajdonságait, majd a [35] cikkünkre támaszkodva
az említett két fogalom közötti kapcsolatot tisztázzuk. Bár látszólag
igen távolálló definíciókról van szó, mégis megmutatható, hogy van
közöttük összefüggés, mely indokolni fogja az általunk bevezetett
„erős”, illetve „gyenge” elnevezéseket is. Látható azonban, hogy a
vizsgált függvények értelmezési tartománya nem egyezik meg, így
természetes módon adódik, hogy tekintsük az erősen szubkvadrati-
kus függvények kiterjesztését, és vizsgáljuk az így adódó függvények
gyengén szubkvadratikus függvényekkel való kapcsolatát is. Ebben a
szakaszban bevezetünk és megvizsgálunk egy harmadik egyenlőtlen-
séget, mely az előzőekhez szorosan kapcsolódik. Az ismertetett ered-
ményeket a [35] cikkben publikáltuk. Velünk párhuzamosan S. Ab-
ramovich és K. Troczka-Pawelec is végzett hasonló vizsgálatokat.
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Mindketten megmutatták, hogy ha egy függvény erősen szubkvad-
ratikus, akkor gyengén szubkvadratikus is, azonban az állítás meg-
fordítás nem igaz. Ezen eredményeket a [3] és a [52] cikkekben
közölték. A [3] dolgozatban megjelenik ugyan az erősen szubkvadra-
tikus függvények páros kiterjesztése, azonban az állítások igazolása
más eszközökkel történik, mint a [35] cikkünkben. A gyengén szub-
kvadratikus függvényekhez kapcsolódó, jelen disszertáció ötödik fe-
jezetében vizsgált „további” egyenlőtlenségek a [3], [52] publikációk
egyikében sem szerepelnek.





1. Csoportelméleti háttér

Ebben a szakaszban egyrészt bevezetünk néhány olyan jelölést,
amit a következő fejezetekben használni fogunk, másrészt összefog-
laljuk azokat a csoportelméleti eszközöket, amelyekre szükségünk
lesz a főtételeink bizonyításához. Többek között megvizsgáljuk azon
függvényeket, melyek csoportot alkotnak a függvénykompozíció mű-
veletével, illetve leírjuk ezen függvények legfontosabb tulajdonsá-
gait. Az ebben a szakaszban szereplő lemmák elsősorban a [25] cikk
eredményein alapulnak.

Legyen H a valós számok halmazának egy nem üres részhalmaza
és tegyük föl, hogy a g1, . . . , gr : H → H függvények csoportot
alkotnak a kompozíció műveletére nézve. Ezt a csoportot a továb-
biakban jelölje G(H).

Ha g ∈ G(H), akkor g-nek az önmagával vett k-szoros kompozí-
ciószorzatát gk módon jelöljük. Nyilván gk ∈ G(H).

A következő lemmából kiderül, hogy a szigorúan monoton függ-
vényekből álló csoport nagyon ”szegényes” struktúrát alkot.

1.1. Lemma. Legyen H ⊆ R nem üres halmaz, G(H) szigorúan
monoton függvényekből álló csoport. Ha G(H) véges, akkor legfel-
jebb kételemű.

Bizonyítás: Legyen g a csoport identikus elemétől különböző tet-
szőleges elem, amennyiben ilyen létezik. Jelölje r a g elem rendjét
és tegyük fel, hogy t ∈ H olyan, melyre g(t) 6= t teljesül. Indirekt
módon bebizonyítjuk, hogy g nem szigorúan monoton növekvő.
• Ha t < g (t) teljesül, akkor ezt az egyenlőtlenséget iterálva kapjuk,

hogy
t < g(t) < g2(t) < · · · < gr(t) = t,

ami ellentmondás.
• Ha t > g(t), akkor az előbbihez hasonlóan

t > g(t) > g2(t) > · · · < gr(t) = t

szintén ellentmondásra jutunk.
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Tehát minden, az identitástól különböző G(H)-beli elem szigorúan
monoton csökkenő, következésképpen ha g és h olyan elemei aG(H)
csoportnak, hogy közülük egyik sem az identitás, akkor g és h−1

szigorúan monoton csökkenőek. Ekkor azonban g ◦ h−1 szigorúan
monoton növekvő, vagyis g ◦ h−1 = id, így g = h.

A következő lemmában igazoljuk, hogy minden véges csoport rep-
rezentálható (folytonos vagy differenciálható) függvények csoport-
jaként. Ez az észrevétel teszi indokolttá tételeink algebrai feltételei-
nek nagyfokú általánosságát.

1.2. Lemma. Ha G egy véges csoport, akkor létezik olyan H ⊂ R
nyílt halmaz és C∞-osztályú függvények csoportja úgy, hogy G '
G (H).

Bizonyítás: Elegendő megmutatni, hogyG(H) izomorf az r-edrendű
Sr szimmetrikus csoporttal, ugyanis a Cayley-tétel szerint minden
csoport beágyazható egy szimmetrikus csoportba, pontosabban min-
den csoport izomorf egy szimmetrikus csoport részcsoportjával. Le-
gyenek

I1, . . . , Ir ⊆ R

diszjunkt, nyílt intervallumok és legyen

H =
r⋃
i=1

Ii.

Legyenek továbbá hi,j : Ii → Ij monoton növekvő lineáris izomor-
fizmusok Ii és Ij között. Minden π : {1, . . . , r} → {1, . . . , r} per-
mutáció esetén definiáljuk a

gπ : H → H, gπ(t) = hi,π(i) (t) (t ∈ Ii)

függvényeket. Ekkor

gπ ∈ C∞ (H)

és

G (H) = ({gπ | π ∈ Sr} , ◦)

csoportot alkot, mely izomorf az Sr szimmetrikus csoporttal.
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1.3. Definíció. Legyen H a valós számok halmazának egy nem üres
részhalmaza. AH halmaz egy ξ elemének orbitja, más néven pályája
a

{g(ξ) | g ∈ G(H)}
halmaz. A ξ ∈ H elem stabilizátorán azokat a G(H)-beli elemeket
értjük, melyek a ξ elemet fixen hagyják, azaz ξ stabilizátora

Gξ(H) := {g ∈ G(H) | g(ξ) = ξ} .

A következő lemmánk az úgynevezett orbit-stabilizátor tétel, amely
számunkra kulcsfontosságú szerepet fog játszani a későbbikben.

1.4. Lemma. Legyen H ⊆ R nem üres halmaz, G(H) függvény-
csoport, ξ ∈ H tetszőleges. Ekkor Gξ(H) részcsoportja G(H)-nak.
Tekintsük a G(H) csoport Gξ(H) szerinti baloldali mellékosztályait.
Ekkor a G(H)-beli g és h elemek pontosan akkor tartoznak ugyan-
abba a mellékosztályba, ha g(ξ) = h(ξ), azaz ξ orbitjának elemszá-
ma egyenlő ξ stabilizátorának G(H)-beli indexével.

Bizonyítás: Legyen g, h ∈ Gξ(H) tetszőleges. Ekkor g(ξ) = ξ és
h(ξ) = ξ, így

g ◦ h(ξ) = ξ és g−1(ξ) = ξ.

TehátGξ(H) zárt a csoportműveletre nézve, így részcsoportjaG(H)-
nak. A tétel második állításának bizonyításához legyen h1, h2 ∈
hGξ(H). Ekkor léteznek olyan g1, g2 ∈ G(H) elemek, melyre tel-
jesül, hogy

h1 = h ◦ g1 és h2 = h ◦ g2,

így
h1(ξ) = h ◦ g1(ξ) = h(ξ) = h ◦ g2(ξ) = h2(ξ).

A megfordításhoz tegyük fel, hogy

h1(ξ) = h2(ξ)

és legyen g := h−1
1 ◦ h2. Ekkor g ∈ Gξ(H), amiből következik, hogy

h2 ∈ h1Gξ(H).

Ezzel a bizonyítás teljes.
Legyen G = {g1, . . . , gr} egy tetszőleges csoport, s definiáljuk a
∗ műveletet az L = {1, . . . , r} indexhalmazon a következő módon:
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i ∗ j = k pontosan akkor, ha gigj = gk. Azonnal adódik az alábbi
állítás:

1.5. Lemma. A fenti feltételek és jelölések mellett (L, ∗) csoport és
a ϕ(gi) = i módon értelmezett ϕ : G → L leképezés izomorfizmus.
Továbbá, rögzített j ∈ L esetén a ψ(i) = j ∗ i leképezés automorfiz-
mus L-en.

Legyen ξ ∈ H és tegyük fel, hogy ξ-nek a G(H)-beli stabilizátora
m elemű, mégpedig

Gξ(H) = {gkn+1 | k = 0, . . . ,m− 1}.

Ekkor az (1.4) lemma miatt aGξ(H) stabilizátor részcsoportja aG(H)
csoportnak. Tegyük föl, hogy ez a részcsoport n tagú osztályozást
származtat, melynek reprezentációja legyen {g1, . . . , gn}. A Lag-
range-tétel miatt ekkor |G(H)| = mn. Az általánosság sérelme
nélkül a továbbiakban az alábbi táblázat szerint indexelünk:

◦ g1 gn+1 . . . gkn+1 . . . g(m−1)n+1

g1 g1 gn+1 . . . gkn+1 . . . g(m−1)n+1

g2 g2 gn+2 . . . gkn+2 . . . g(m−1)n+2
...

...
... . . . ... . . . ...

gl gl gn+l . . . gkn+l . . . g(m−1)n+l
...

...
... . . . ... . . . ...

gn gn g2n . . . g(k+1)n . . . gmn

. (4)

Ha minden elemet kiértékelünk a ξ helyen, akkor soronként az értékek
megegyeznek, ugyanis ezek az elemek a G(H) csoport Gξ(H)-beli
bal oldali mellékosztályának reprezentánsai; az oszloponként kapott
ξ-beli értékek pedig páronként különbözők. A ∗ művelet definíciója
szerint

l ∗ (kn+ 1) = kn+ l (l = 1, . . . , n; k = 0, . . . ,m− 1).



11

Ezt felhasználva gi(ξ) = gj(ξ) pontosan akkor, ha i ≡ j (mod n). A
(4) táblázat az indexhalmazon adott műveletre átírva tehát az alábbi:

∗ 1 n+ 1 . . . kn+ 1 . . . (m− 1)n+ 1

1 1 n+ 1 . . . kn+ 1 . . . (m− 1)n+ 1
2 2 n+ 2 . . . kn+ 2 . . . (m− 1)n+ 2
...

...
... . . . ... . . . ...

l l n+ l . . . kn+ l . . . (m− 1)n+ l
...

...
... . . . ... . . . ...

n n 2n . . . (k + 1)n . . . mn

.

Mind a főtételek megfogalmazását, mind pedig azok bizonyítását
nagyban megkönnyíti és áttekinthetővé teszi a következő jelölés. Le-
gyen x ∈ R|L| az x = (x1, . . . , xr) koordinátákkal adott, s legyen i ∈
{1, . . . , r} rögzített index. Jelölje ekkor x∗i azt a vektort, melynek
j-edik komponense xj∗i, azaz

x∗i := (x1∗i, . . . , xn∗i).

Az (1.5) lemma szerint a ∗i leképezés automorfizmus az indexhal-
mazon, így speciálisan bijektív. Vagyis, ∗i a vektorok koordinátáit
permutálja.
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2. Lineáris függvényegyenletek és csoporthatások

Az utóbbi időben a különböző matematikaversenyek feladatai kö-
zött gyakran találkozhatunk függvényegyenletekkel. Például a Kö-
zépiskolai Matematikai Lapok (KÖMAL), a Nemzetközi Matemati-
kai Diákolimpia, a PUTNAM amerikai matematika verseny, az Or-
szágos Középiskolai Tanulmányi Verseny (OKTV) feladatai között
előfordulnak ilyen típusfeladatok. Ezen példák jelentős része az (1)
egyenlet speciális esete, amikor F az első r változójában lineáris,
azaz

r∑
k=1

αk(t)f ◦ gk(t) = h(t). (5)

Ebben a szakaszban (5) általános megoldását adjuk meg abban az
esetben, amikor az egyenlet nem-elfajuló rendszert származtat. Az
(5) egyenletet ilyen feltételek mellett Bessenyei vizsgálta [23]; vizs-
gálatait jelen szakasz fő tételével tettük teljessé, s publikáltuk a [26]
cikkben.

A soron következő feladat 2004-ben az Országos Középiskolai Ta-
nulmányi Versenyen szerepelt. Legyen k olyan valós szám, amelyre
teljesül, hogy 0 < k2 6= 1. Határozzuk meg az összes olyan függ-
vényt (f : R \ {0, 1} → R), amely eleget tesz az alábbi függvénye-
gyenletnek:

f(t) + kt2f
(1

t

)
=

t

t+ 1
.

A feladatban szereplő egyenlet és az abból t → 1/t helyettesítéssel
kapott új egyenlet f értékeire az alábbi kétismeretlenes, inhomogén
lineáris egyenletrendszert származtatja:

f(t) + kt2f
(

1
t

)
= t

t+1

k
t2
f(t) + f

(
1
t

)
= 1

t+1
.

Jelölje D az alapmátrix determinánsát:

D =

∣∣∣∣∣ 1 kt2

k
t2

1

∣∣∣∣∣ = 1− k2.
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Legyenek D1, illetve D2 azok a determinánsok, melyeket a D-ből
úgy kapunk meg, hogy annak első illetve második oszlopát az egyen-
letrendszer jobb oldalán szereplő értékekből képzett oszlopvektorral
helyettesítünk. Ekkor

D1 =

∣∣∣∣∣ t
t+1

kt2

1
t+1

1

∣∣∣∣∣ =
t− kt2

t+ 1
; D2 =

∣∣∣∣∣ 1 t
t+1

k
t2

1
t+1

∣∣∣∣∣ =
t− k
t(t+ 1)

.

Mivel k2 6= 1, ezért az alapmátrix nem szinguláris. A Cramer-szabály
alapján tehát az ismeretlenek a D1 és D, illetve a D2 és D deter-
minánsok hányadosaként állnak elő az alábbi módon:

f(t) =
t− kt2

(1− k2)(t+ 1)
;

f
(1

t

)
=

t− k
(1− k2)t(t+ 1)

.

Visszahelyettesítéssel ellenőrizhető, hogy a kapott f valóban megol-
dás.

A vázolt módszerrel kapcsolatban sajnos fölmerül egy olyan prob-
léma, amelyet általános esetben is tudnunk kell kezelni, ugyanis az
ismertetett eljárás csak annyit mond, hogy ha létezik megoldás, akkor
az hogyan áll elő; arról külön meg kell bizonyosodni, hogy a kapott
reprezentációk valóban megoldások. Ez a konkrét esetekben egysze-
rű visszahelyettesítéssel ellenőrizhető. Teljesen általános körülmé-
nyek között azonban a visszahelyettesítés az úgynevezett kompati-
bilitási problémával egyenértékű. Jelölje fk a helyettesítéssel kapott
f ◦ gk ismeretlent; ekkor azt kell eldönteni, hogy teljesülnek-e az
fk = f1 ◦ gk kompatibilitási egyenletek vagy sem. Itt feltesszük,
hogy g1 = id. Ez az előző példában egyszerűen ellenőrizhető: azt
kell csupán megmutatni, hogy a kapott megoldáscsalád kompatibilis a
következő értelemben: ha az f(t) jobb oldalán szereplő kifejezésben
t helyére 1/t-et írunk, akkor éppen a második egyenlet jobb oldalát
kapjuk. Valóban, mint azt a következő egyszerű számolás mutatja,

1
t
− k

t2

(1− k2)
(

1
t

+ 1
) =

t−k
t2

(1− k2) t+1
t

=
t− k

(1− k2)t(t+ 1)
.
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Ezen részben, mivel az egyenletünk lineáris, ezért a kompatibilitási
probléma teljesen általánosan is egyszerűen kezelhető a determinán-
sok permutáció-tulajdonságait felhasználva.

2.1. Példa. Legyen H ⊆ R egy nem üres, origóra szimmetrikus hal-
maz, és legyenek α, β, h : H → R olyan függvények, melyekre

α(t)α(−t) 6= β(t)β(−t) (t ∈ H)

teljesül. Ekkor létezik pontosan egy f : H → R függvény, mely
teljesíti az

α(t)f(t) + β(t)f(−t) = h(t)

függvényegyenletet.
Legyen u(t) := f(t) és v(t) := f(−t). Helyettesítsünk t helyére −t-
t. Ez megengedett a H halmaz szimmetria tulajdonsága miatt. Ekkor
az alábbi inhomogén, lineáris egyenletrendszerhez jutunk:

α(t)u(t) + β(t)v(t) = h(t);

β(−t)u(t) + α(−t)v(t) = h(−t).
Az egyenletrendszer alapmátrixának determinánsa

D(t) = α(t)α(−t)− β(t)β(−t),
amely feltételeink miatt nem szinguláris. Így a Cramer-szabály alkal-
mazásával azt kapjuk, hogy

u(t) =
1

D(t)

∣∣∣∣ h(t) β(t)
h(−t) α(−t)

∣∣∣∣ =
h(t)α(−t)− h(−t)β(t)

α(t)α(−t)− β(t)β(−t)
,

valamint

v(t) =
1

D(t)

∣∣∣∣ α(t) h(t)
β(−t) h(−t)

∣∣∣∣ =
h(−t)α(t)− h(t)β(−t)
α(t)α(−t)− β(t)β(−t)

Tehát, ha létezik f megoldás, akkor szükségképpen f = u. Vissza-
helyettesítéssel azonnal ellenőrizhető, hogy az f -re íly módon kapott
előállítás valóban megoldást ad.

Az (5) egyenlet megoldása során helyettesítésekkel az egyenletből
újabb egyenleteket kapunk. Mivel az eredeti függvényegyenlet li-
neáris volt, ezért ilyenkor egy lineáris egyenletrendszer adódik. Ha
ennek alapmátrixa reguláris, akkor a Cramer-szabállyal megkapjuk
az eredeti függvényegyenlet megoldását.
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A következőkben ismertetjük jelen szakasz fő eredményét. Em-
lékeztetünk arra, hogy a használt jelöléseket a csoportelméleti részben
rögzítettük.

2.2. Tétel. Legyen H ⊂ R nem üres halmaz, legyenek továbbá

g1, . . . , gr : H → H

olyan függvények, melyek a kompozíció műveletére nézve csoportot
alkotnak, valamint legyenek

α1, . . . , αr;h : H → R

adottak. Tegyük fel, hogy az

A := [αj∗i−1 ◦ gi] (6)

mátrix determinánsa nem nulla a H halmazon. Jelölje Ah azt a mát-
rixot, melyet A-ból kapunk oly módon, hogy annak első oszlopát a
(h ◦ g1, . . . , h ◦ gr) vektorral helyettesítjük. Ekkor az

f =
detAh
detA

módon definiált függvény egyértelmű megoldása az (5) egyenletnek
H-n.
Tegyük fel továbbá, hogy ϕ : H → R eleget tesz az

∣∣∣ r∑
k=1

αk(t)ϕ ◦ gk(t)− h(t)
∣∣∣ ≤ ε

egyenlőtlenségnek. Ekkor teljesül az

|f(t)− ϕ(t)| ≤ ε‖A−1(t)‖∞

összefüggés.
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Bizonyítás: Az általánosság sérelme nélkül feltehetjük, hogy g1 a
csoport neutrális eleme. Az (5) egyenlet mindkét oldalát komponál-
juk rendre a g1, . . . , gr helyettesítő függvényekkel. Ekkor az

(α1◦g1)f ◦g1∗1 + (α2◦g1)f ◦g2∗1+ · · ·+ (αr◦g1)f ◦gr∗1 = h◦g1

(α1◦g2)f ◦g1∗2 + (α2◦g2)f ◦g2∗2+ · · ·+ (αr◦g2)f ◦gr∗2 = h◦g2

...
... . . . ...

...

(α1◦gr)f ◦g1∗r + (α2◦gr)f ◦g2∗r+ · · ·+ (αr◦gr)f ◦gr∗r = h◦gr

egyenletrendszerhez jutunk. A ∗művelet definíciója szerint az előbbi
egyenletrendszer ekvivalens az

(α1∗1−1◦g1)f ◦g1+(α2∗1−1◦g1)f ◦g2+· · ·+(αr∗1−1◦g1)f ◦gr=h◦g1

(α1∗2−1◦g2)f ◦g1+(α2∗2−1◦g2)f ◦g2+· · ·+(αr∗2−1◦g2)f ◦gr=h◦g2

...
... . . . ...

...

(α1∗r−1◦gr)f ◦g1+(α2∗r−1◦gr)f ◦g2+· · ·+(αr∗r−1◦gr)f ◦gr=h◦gr

egyenletrendszerrel, melynek együtthatómátrixa pontosan a (6) for-
mula szerint adott. Ennek determinánsa a tétel feltételei miatt nem
nulla a H halmazon. Vezessük be az fk : H → R függvényeket az

fk :=
detAk
detA

(k = 1, . . . , r)

definíció szerint, ahol Ak azt a mátrixot jelöli, melyet az A mátrixból
úgy kapunk meg, hogy annak k-adik oszlopát rendre a

h ◦ g1, . . . , h ◦ gr

elemekkel helyettesítjük. Megmutatjuk, hogy f := f1 egyértelmű
megoldása az (5) egyenletnek. Ehhez ellenőriznünk kell, hogy H-n
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teljesülnek az f1 ◦ gk = fk kompatibilitási egyenletek. Meghatároz-
zuk f1 ◦ gk-t:

detA1◦gk =

∣∣∣∣∣∣∣∣
h◦g1◦gk α2∗1−1◦g1◦gk . . . αr∗1−1◦g1◦gk
h◦g2◦gk α2∗2−1◦g2◦gk . . . αr∗2−1◦g2◦gk

...
... . . . ...

h◦gr◦gk α2∗r−1◦gr◦gk . . . αr∗r−1◦gr◦gk

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
h◦g1∗k α2∗1−1◦g1∗k . . . αr∗1−1◦g1∗k
h◦g2∗k α2∗2−1◦g2∗k . . . αr∗2−1◦g2∗k

...
... . . . ...

h◦gr∗k α2∗r−1◦gr∗k . . . αr∗r−1◦gr∗k

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Rendezzük át a sorokat úgy, hogy az első oszlopban a természetes
sorrendet kapjuk. Ehhez keressük azt a j indexet, melyre j ∗ k = l
teljesül. Ebből j = l ∗ k−1 adódik. Ezután felhasználva azt a tényt,
miszerint

l−1 ∗ k−1 = (k ∗ l)−1

azt kapjuk, hogy∣∣∣∣∣∣∣∣
h ◦ g1 α2∗1−1∗k−1 ◦ g1 . . . αr∗1−1∗k−1 ◦ g1

h ◦ g2 α2∗2−1∗k−1 ◦ g2 . . . αr∗2−1∗k−1 ◦ g2
...

... . . . ...
h ◦ gr α2∗r−1∗k−1 ◦ gr . . . αr∗r−1∗k−1 ◦ gr

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
h ◦ g1 α2∗(k∗1)−1 ◦ g1 . . . αr∗(k∗1)−1 ◦ g1

h ◦ g2 α2∗(k∗2)−1 ◦ g2 . . . αr∗(k∗2)−1 ◦ g2
...

... . . . ...
h ◦ gr α2∗(k∗r)−1 ◦ gr . . . αr∗(k∗r)−1 ◦ gr

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Tehát a detA1◦gk determinánsnak és a detAk determinánsak ugyana-
zok az oszlopai, azaz ezen determinánsok abszolútértékei megegyez-
nek. Ugyanígy megmutatható, hogy a detA és detA◦gk determinán-
sok abszolútértéke megegyezik, így detA ◦ gk nem-szinguláris a H
halmazon. Világos továbbá az is, hogy az Ak mátrixból az A1 ◦ gk
mátrixot ugyanazok a sor illetve oszlop permutációk származtatják,
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mint amelyek az A mátrixból az A◦gk mátrixot. Ezzel a kívánt kom-
patibilitási egyenlőséget kaptuk:

f1 ◦ gk :=
detA1 ◦ gk
detA ◦ gk

=
detAk
detA

= fk.

Azonnal látható az is, hogy f1 megoldása az (5) egyenletnek.
A második állítás bizonyításához vezessük be az alábbi módon

értelmezett ε : H → R függvényt:

ε(t) :=
n∑
k=1

αk(t)ϕ ◦ gk(t)− h(t).

Ekkor ϕ teljesíti az (5) egyenletet h helyett (h + ε)-al és a ϕ-re sza-
bott stabilitási egyenlőtlenség miatt minden t ∈ H esetén |ε(t)| ≤ ε.
A tétel első állítása értelmében tehát

f(t) =
detAh(t)

detA(t)
, ϕ(t) =

detAh+ε(t)

detA(t)
,

ahol Ag azt a mátrixot jelöli, melyet A-ból úgy kapunk meg, hogy
annak első oszlopát a (g ◦ g1, . . . , g ◦ gr) vektorral helyettesítjük. Al-
kalmazva a g → detAg leképezés linearitását, a mátrixok inverzének
előállítására vonatkozó ismert formulát, végül a ‖ · ‖∞ mátrixnorma
definícióját azt kapjuk, hogy

|f(t)− ϕ(t)| = | detAh(t)− detAh+ε(t)|
| detA(t)|

=
| detAε(t)|
| detA(t)|

=
1

| detA(t)|

∣∣∣ r∑
k=1

(−1)k+1 detA1,k(t)ε ◦ gk(t)
∣∣∣

≤ 1

| detA(t)|

r∑
k=1

∣∣ε ◦ gk(t)| · |(−1)k+1 detA1,k(t)
∣∣

≤ ε

r∑
k=1

∣∣∣∣(−1)k+1 detA1,k(t)

detA(t)

∣∣∣∣
= ε‖A−1(t)‖∞,

amivel éppen a bizonyítandó egyenlőtlenséghez jutunk.
A következőkben néhány példával illusztráljuk az előző tétel ál-

lítását.
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2.3. Példa. Igazoljuk, hogy ha az f : R \ {3} → R függvény teljesíti
az

f
(3t+ 1

t− 3

)
= 2f(t) + 3

függvényegyenletet, akkor f szükségképpen konstans függvény!
Azonnal látható, hogy az ismeretlen f függvény argumentumában
szereplő kifejezések kételemű ciklikus csoportot alkotnak a kompozí-
ció műveletével. Így t helyére a (3t + 1)/(t − 3) kifejezést írva, az
alábbi kétismeretlenes, inhomogén lineáris egyenletrendszert kapjuk:

2f(t) − f
(

3t+1
t−3

)
= −3

f(t) − 2f
(

3t+1
t−3

)
= 3.

Jelölje D a lineáris egyenletrendszer alapmátrixának determinánsát:

D =

∣∣∣∣∣ 2 −1

1 −2

∣∣∣∣∣ = −3.

Jelölje D1, illetve D2 azokat a determinánsokat, melyeket D-ből úgy
kapunk meg, hogy annak első, illetve második oszlopát az egyenlet-
rendszer jobb oldalán szereplő vektorral helyettesítjük. Ekkor

D1 =

∣∣∣∣∣ −3 −1

3 −2

∣∣∣∣∣ = 9, D2 =

∣∣∣∣∣ 2 −3

1 3

∣∣∣∣∣ = 9.

A Cramer-szabályt alkalmazva, figyelembe véve a fentieket, azon-
nal adódik, hogy a fenti egyenletrendszer megoldáscsaládját csakis
az azonosan−3 függvény alkothatja. A kompatibilitás nyilvánvalóan
teljesül, vagyis az eredeti egyenlet megoldása az f(t) = −3 függ-
vény.

2.4. Példa. Keressük meg az f : R \ {0, 1} → R

t2f(t) + f
(t− 1

t

)
= t2 (7)

függvényegyenlet összes megoldását!
Tekintsük a

g1(t) = t, g2(t) = (t− 1)/t, g3(t) = 1/(1− t)
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csoportelemeket és komponáljuk az egyenlet mindkét oldalát rendre
a g1, g2, g3 függvényekkel. Ekkor a

g2
1(t)f

(
g1(t)

)
+ f

(
g2(t)

)
= g2

1(t)

g2
2(t)f

(
g2(t)

)
+ f

(
g3(t)

)
= g2

2(t)

f
(
g1(t)

)
+ g2

3(t)f
(
g3(t)

)
= g2

3(t)

egyenletrendszerhez jutunk, ahol

f
(
gk(t)

)
(k = 1, 2, 3)

az ismeretlenek. Az előbbi lineáris egyenletrendszer alapmátrixá-
nak determinánsát jelölje D, továbbá legyen D1 annak a mátrixnak
a determinánsa, melyet a D-ből úgy kapunk meg, hogy annak első
oszlopát az egyenletrendszer jobb oldalából képzett oszlopvektorra
cseréljük ki. Ekkor a g1, g2, g3 elemek definícióját felhasználva:

D =

∣∣∣∣∣∣
t2 1 0

0
(
t−1
t

)2
1

1 0
(

1
1−t

)2

∣∣∣∣∣∣ = 2,

valamint

D1 =

∣∣∣∣∣∣
t2 1 0(
t−1
t

)2 (
t−1
t

)2
1(

1
1−t

)2
0

(
1

1−t

)2

∣∣∣∣∣∣ =
t4 − 2t3 + t2 + 2t− 1

t2(t− 1)2
.

A Cramer szabályt alkalmazva, a D1 és D determinánsok hányadosa
adja az egyenletrendszer f megoldását:

f(t) =
D1

D
=
t4 − 2t3 + t2 + 2t− 1

2t2(t− 1)2
,

amit visszahelyettesítve az eredeti (7) egyenletbe azt kapjuk, hogy f
valóban megoldás.

2.5. Példa. Keressük meg az f : R \ {0, 1} → R,

f(t) + f

(
t− 1

t

)
= 1 + t. (8)

függvényegyenlet összes megoldását!
Tekintsük a

g1(t) = t, g2(t) = (t− 1)/t, g3(t) = 1/(1− t)
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csoportelemeket és komponáljuk a (8) egyenlet mindkét oldalát a
g1, g2, g3 függvényekkel. Mivel ezek az elemek ciklikus csoportot
alkotnak, ezért az

f
(
g1(t)

)
+ f

(
g2(t)

)
= 1 + t

f
(
g2(t)

)
+ f

(
g3(t)

)
= (2t− 1)/t

f
(
g1(t)

)
+ f

(
g3(t)

)
= (2− t)/t

egyenletrendszerhez jutunk, ahol az ismeretlenek f
(
gk(t)

)
. Egy-

szerű számolással megkapható, hogy ezen lineáris egyenletrendszer
alapmátrixának determinánsa 2, így a Cramer-szabály alkalmazásá-
val kapjuk, hogy

f(t) =
1

2

∣∣∣∣∣∣
1 + t 1 0

(2t− 1)/t 1 1
(2− t)/t 0 1

∣∣∣∣∣∣ =
t2 − 2t+ 3

2t
.

Behelyettesítve az eredeti (8) egyenletbe látható, hogy a kapott függ-
vény valóban megoldás.
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3. Nemlineáris explicit függvényegyenletek

Ebben a fejezetben, melynek eredményeit a [24] és a [25] cikkek-
ben közöltük, vizsgálatunk középpontjában az (1) egyenlet explicit
változata áll, vagyis, amikor az utolsó, ismeretlen függvényt tartal-
mazó tag kifejezhető:

F
(
f ◦ g1(t), . . . , f ◦ gr(t)

)
= h(t). (9)

A következőkben egy példán keresztül bemutatjuk a fő tételünkben
alkalmazott kulcsgondolatokat.

3.1. Példa. Igazoljuk, hogy létezik olyan I ⊂ R nyílt intervallum és
olyan f : I → R függvény, amely teljesíti az alábbi függvényegyen-
letet:

3f(t) + f 2(1− t) = 4t2 − 2t− 2.

Legyen g1(t) := t és g2(t) = 1− t. Ekkor {g1, g2} kételemű ciklikus
csoport, és a csoportelemeknek t0 = 1/2 közös fixpontja. A fenti
függvényegyenletbe az a := f(t0) értéket helyettesítve azt kapjuk,
hogy 3a+ a2 = −2. Innen egyszerű számolással adódik, hogy f(t0)
lehetséges értéke vagy −1, vagy pedig −2.

Vizsgáljuk elsőként az f(t0) = −1 esetet. Ekkor a t → (1 − t)
helyettesítéssel és az u := f(t), illetve v = f(1 − t) választásokkal
élve, tekintsük az alábbi függvényeket:

Ψ(u, v) :=

(
3u+ v2

3v + u2

)
, h(t) :=

(
4t2 − 2t− 2

4t2 − 6t

)
.

Ekkor nyilván

Ψ(−1,−1) :=

(
−2

−2

)
, h(t0) :=

(
−2

−2

)
.

Világos, ekkor az eredeti egyenlet és az abból helyettesítéssel kapott
új egyenlet a Ψ

(
f(t), f(1 − t)

)
= h(t) nemlineáris egyenletrend-

szerrel és az ehhez kapcsolódó Ψ(−1,−1) = h(t0) feltétellel ek-
vivalens. Megmutatjuk, hogy ennek az egyenletrendszernek létezik
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kompatibilis megoldáscsaládja. Nyilván Ψ folytonosan differenciál-
ható. Egyszerű számolással ellenőrizhető, hogy

Ψ′(u, v) =

[
3 2v

2u 3

]
.

Azaz det Ψ′(−1,−1) = 5 6= 0. Így, az inverzfüggvény-tétel sze-
rint, létezik a (−1,−1) pontnak U és a h(t0) = (−2,−2) pontnak
V környezete úgy, hogy Ψ: U → V diffeomorfizmus, speciálisan,
bijekció. Másrészt, h folytonossága miatt, van olyan J környezete
t0-nak, hogy h(J) ⊂ V . Legyen most I := g1(J) ∩ g2(J). Ekkor I
olyan nyílt környezete t0-nak, amely invariáns a g1 és g2 csoportele-
mek hatására nézve, és h(I) ⊂ V . Legyen t ∈ I esetén

f1(t) := pr1 ◦Ψ−1 ◦ h(t)

f2(t) := pr2 ◦Ψ−1 ◦ h(t),

ahol prk jelöli R2 k-adik projekcióját R-re; azaz, pr1(u, v) := u il-
letve pr2(u, v) := v. Megmutatjuk, hogy az f := f1 választással
az eredeti függvényegyenlet megoldását kapjuk. Figyelembe véve a
fönti definíciókat, Ψ(f1(t), f2(t)) = h(t) fönnáll, ha t ∈ I . Elegendő
tehát azt igazolni, hogy az f2(t) = f1 ◦ g2(t) kompatibilitási egyenlet
teljesül, ha t ∈ I . Alkalmazva Ψ konstrukcióját:

Ψ(f2(t), f1(t)) =

[
3f2(t) + f 2

1 (t)

f 2
2 (t) + 3f1(t)

]

=

[
4t2 − 6t

4t2 − 2t− 2

]
= h ◦ g2(t).

A fenti egyenlet t0 választással a Ψ(−1,−1) = h(t0) összefüggést
adja, így (f2, f1) folytonossága miatt van olyan környezete t0-nak,
hogy e környezetre szorítkozva (f2, f1) benne van azU környezetben.
Az általánosság csorbítása nélkül föltehető, hogy ez a környezet ép-
pen az I intervallum. (Egyébként helyettesítsük I-t a szóbanforgó
környezet és I metszetével.) Másrészt, közvetlen helyettesítéssel kap-
juk, hogy Ψ(f1◦g2(t), f2◦g2(t)) = h◦g2(t). (Ez a helyettesítés most
is megtehető, I invarianciája miatt.) Vagyis,

Ψ(f2(t), f1(t)) = Ψ(f1 ◦ g2(t), f2 ◦ g2(t))
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teljesül, ha t ∈ I . Azonban t ilyen választása mellett Ψ bijektív,
vagyis az argumentumok szükségképpen megegyeznek. Innen az
első komponensek összehasonlításával kapjuk a kívánt kompatibili-
tási feltételt.

Mivel az f(t0) := −2 eset teljesen hasonlóan tárgyalható, ezért a
következőképp foglalhatjuk össze vizsgálataink eredményét: létezik
olyan I ⊂ R nyílt intervallum, amely tartalmazza a t0 = 1/2 pontot,
és amelyen megadható pontosan két folytonos függvény, amely eleget
tesz a feladatban szereplő egyenletnek. Az egyik függvény t0-ban
−1-et, a másik pedig −2-t vesz föl értékül.

A következőkben a (9) függvényegyenlet egy általános megoldását
fogjuk megadni. Amint azt a bevezető példa mutatja, az analízis
eszköztárából az inverzfüggvény-tétel kulcsszerephez jut. Azonban
ebben egy pontot a képével együtt ismertnek tételezünk fel. Esetünk-
ben ez azt jelenti, hogy (9) mellé kezdetiérték feltételek szüksége-
sek. E feltételeket azonban nem írhatjuk elő tetszőlegesen, hiszen
előfordulhat, hogy a ξ pontot a gi és gj csoportelemek ugyanoda
képezik, ám ekkor az f

(
gi(ξ)

)
és f

(
gj(ξ)

)
értékek meg kell, hogy

egyezzenek. Szükséges tehát a helyettesítések csoportjának finomabb
struktúráját ismerni. E struktúra feltérképezését az algebra eszköztára
teszi lehetővé úgy, amint ezt az (1.4) lemma leírja.

A továbbiakban feltesszük tehát, hogy r = m · n, ahol m jelöli
a csoport ξ-beli stabilizátorának elemszámát, n pedig a stabilizátor
indexét. Feltesszük továbbá azt is, hogy G(H) műveleti táblázata (4)
szerint adott. Ekkor (9) helyett az alábbi problémát tekintjük:

F (f ◦ g1(t), . . . , f ◦ gmn(t)) = h(t), (10)

f ◦ gkn+l(ξ) = ηl. (11)

Ismét emlékeztetünk arra, hogy minden további segédfogalmat és
jelölést az első szakaszban rögzítettünk. A szokásos módon, ha A
egy adott mátrix, akkor aij jelöli az i-edik sorának j-edik elemét. Az
Mr fogja jelölni az r × r-es négyzetes mátrixok halmazát. Ha A egy
kvadratikus mátrix, akkor A∗i jelöli azt a mátrixot, melynek sorait és
oszlopait a ∗i permutáció szerint rendezzük át.
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3.2. Tétel. Legyen H ⊂ R nem üres, nyílt halmaz, ξ ∈ H és

G(H) = {g1, . . . , gmn}
folytonos függvények csoportja a (4) táblázat szerint. Legyen η ∈ Rn,
továbbá

p = (η, . . . , η) ∈ Rmn

és h : H → R folytonos függvény. Legyen F : Rmn → R olyan
folytonosan differenciálható függvény, melyre

F (p∗i) = h ◦ gi(ξ) (i = 1, . . . ,mn)

Definiáljuk az A : Rmn →M leképezést az alábbi módon:

A(x) := [∂j∗i−1F (x∗i)].

Ha A reguláris a p pontban és Gξ(H) részhalmaza a Z
(
G(H)

)
cen-

trumnak, akkor létezik egy ξ-t tartalmazó,G(H)-invariáns nyíltH0 ⊂
H halmaz és egy egyértelműen meghatározott f : H0 → R differen-
ciálható függvény, amely teljesíti a (10) egyenletet.

Bizonyítás: Az (1.4) lemma szerint, ha a (4) táblázat adott, akkor

Gξ(H) = {gkn+1 | k = 0, . . . ,m− 1},
ami ekvivalens a (10) egyenletben szabott kezdetiérték feltételek tel-
jesülésével. Ekkor a Gξ(H) szerinti baloldali mellékosztályok repre-
zentánsai {g1, . . . , gn}.

Jelölje hg azt a függvényt, melynek komponensei rendre

h ◦ g1, . . . , h ◦ gmn
és definiáljuk a Ψ: Rmn → Rmn leképezést a

Ψ(x) := [F (x∗i)]

formula szerint. Ekkor

F (p∗i) = h ◦ gi(ξ)
miatt Ψ(p) = hg(ξ) is teljesül. Mivel Ψ függvény folytonosan diffe-
renciálható, a ∗ művelet definíciója és a láncszabály miatt

Ψ′(p) = [∂j∗i−1F (p∗i)] = A(p).

A tétel feltételeiből adódóan, ezen utóbbi kifejezés nem szinguláris
H-n, így az inverzfüggvény-tétel értelmében van olyan U környezete
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p-nek és V környezete hg(ξ)-nek, hogy Ψ: U → V diffeomorfiz-
mus. Mivel h és gk folytonos függvények, ezért létezik olyan ξ-t
tartalmazó I nyílt intervallum, hogy hg(t) ∈ V minden t ∈ I esetén.
A gi(I) = g−1

j (I) előállítás miatt (ahol j = i−1), figyelembe véve
a G(H) halmaz elemeinek folytonosságát, a gi(I) halmazok nyíltak.
Definiáljuk a

H0 :=
n⋃
l=1

m−1⋂
k=0

gkn+l(I)

halmazt. Ekkor H0 nem üres, nyílt részhalmaza I-nek, mely tartal-
mazza ξ-t és a konstrukciónak köszönhetően invariáns a G(H) ele-
meinek hatására nézve. Az egyszerűség kedvéért feltehetjük, hogy
H0 pontosan n komponensből áll, azaz a

m−1⋂
k=0

gkn+1(I), . . . ,
m−1⋂
k=0

gkn+n(I)

halmazok páronként diszjunktak. Tekintsük az f : H0 → R,

f |gi(I) := fi ◦ g−1
i

módon értelmezett függvényt, ahol

fi(t) := pri ◦Ψ−1 ◦ hg(t) (t ∈ gi(I))

és pri jelöli az i-edik projekciót Rmn-ről R-re. Megmutatjuk, hogy
az

{fi | i = 1, . . . ,mn}

halmaz kompatibilis. Ehhez elegendő ellenőrizni, hogy

fkn+l = fl ◦ gkn+1

teljesül. Tekintsük I-n a

hg = Ψ(f1, . . . , fmn)
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szerinti átrendezését fi-nek. Mivel Gξ(H) része G(H) centrumának,
ezért azt kapjuk, hogy

h ◦ gl ◦ gkn+1 = h ◦ gl∗(kn+1)

= Ψl∗(kn+1)(f1, . . . , fmn)

= F (f1∗l∗(kn+1), . . . , fmn∗l∗(kn+1))

= F (f1∗(kn+1)∗l, . . . , fmn∗(kn+1)∗l),

azaz
hg ◦ gkn+1 = Ψ(f1∗(kn+1), . . . , fmn∗(kn+1))

teljesül I-n. A jobb oldalon szereplő belső függvény folytonos, így
létezik ξ-nek olyan környezete, hogy minden olyan t-re, amely az
említett környezetből való

(f1∗l(t), . . . , fmn∗l(t)) ∈ U.
Az egyszerűség kedvéért feltehetjük, hogy ez a környezet éppen I .
(Ellenkező esetben ugyanis, vegyük a környezet I-vel való nem üres
metszetét.) Ekkor azt kapjuk, hogy

Ψ−1 ◦ hg ◦ gkn+1 = (f1∗(kn+1), . . . , fn∗(kn+1)).

A bal oldal l-edik projekciója definíció szerint

fl ◦ gkn+1,

míg a jobb oldal l-edik projekciója éppen

fl∗(kn+1) = fkn+l,

amivel ellenőriztük az említett kompatibilitást. A konstrukcióból a-
dódóan nyilvánvaló, hogy a

Ψ(f1, . . . , fmn) = hg

egyenletrendszer első tagja éppen (9), amivel a bizonyítás teljes.
Most két egyszerű példával illusztráljuk a (3.2) tétel állítását.

3.3. Példa. Mutassuk meg, hogy létezik egy 1/2-et tartalmazó J in-
tervallum és egy f : J → R függvény, melyre f(1/2) = 0 fönnáll, s
amely teljesíti az alábbi egyenletet:

f(t) + tf(1− t) = 2t− 1.
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A (3.2) tétel jelöléseit alkalmazva

F (u, v) = u+ tv, h(t) = 2t− 1.

Ekkor
F (v, u) = v + (1− t)u,

így

A =

(
∂1∗1−1F (x1∗1,2∗1) ∂2∗1−1F (x1∗1,2∗1)
∂1∗2−1F (x1∗2,2∗2) ∂2∗2−2F (x1∗2,2∗2)

)
=

(
1 t

1− t 1

)
.

A mátrix determinánsa t2 − t + 1, ami nem szinguláris R-en, így
teljesülnek a (3.2) tétel feltételei, tehát a függvényegyenlet lokális
egyértelműen megoldható.
Vegyük észre, hogy az egyenletünk lineáris, így alkalmazható az e-
lőző fejezet fő tétele is. Sőt, az előző lokális megoldáshoz képest
mindenütt értelmezett, globálisan egyértelmű megoldás létezését ál-
líthatjuk. Legyen g1(t) = t, g2(t) = 1 − t. Komponáljuk az előbbi
egyenlet mindkét oldalát g1-el, majd g2-vel. Ekkor az

f
(
g1(t)

)
+ g1(t)f

(
g2(t)

)
= 2g1(t)− 1

g2(t)f
(
g1(t)

)
+ f
(
g2(t)

)
= 2g2(t)− 1

egyenletrendszerhez jutunk, ami ekvivalens az

f
(
t
)

+ tf
(
1− t

)
= 2t− 1

(1− t)f
(
t
)

+ f
(
1− t

)
= 2(1− t)− 1

egyenletrendszerrel. Az ismeretlenek az

f1 := f ◦ g1 és f2 := f ◦ g2

függvények. Ekkor az alapmátrix determinánsa

D =

∣∣∣∣ 1 t
1− t 1

∣∣∣∣ = t2 − t+ 1,

ami nem szinguláris R-en. Kiszámolva a

D1 =

∣∣∣∣2t− 1 t
1− t 1

∣∣∣∣ = 2t2 + t− 1
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és

D2 =

∣∣∣∣ 1 2t− 1
1− t 1− 2t

∣∣∣∣ = 2t2 − 5t+ 2

determinánsokat, a Cramer-szabály alkalmazásával azt kapjuk, hogy

f1(t) =
D1

D
=

2t2 + t− 1

t2 − t+ 1

és

f2(t) =
D2

D
=

2t2 − 5t+ 2

t2 − t+ 1
.

Teljesül továbbá, hogy

f1 ◦ g2 = f1(1− t) =
2(1− t)2 + (1− t)− 1

(1− t)2 − (1− t) + 1

=
2t2 − 5t+ 2

t2 − t+ 1
= f2(t),

amivel ellenőriztük a kompatibilitást.

3.4. Példa. Mutassuk meg, hogy létezik egy, az 1/2-et tartalmazó J
intervallum és egy f : J → R függvény, melyre f(1/2) = 0 fennáll,
és teljesíti az alábbi függvényegyenletet:

(f 2(t) + 2) exp(f(1− t)) = 2 sin(tπ).

Egyszerű számolással adódik, hogy f(1/2) = 0 választással a fönti
egyenlet valóban teljesül. Legyen g1(t) = t, g2(t) = 1−t. Definiáljuk
továbbá az F : R2 → R és a h : R → R függvényeket az alábbi mó-
don:

F (u, v) := (u2 + 2) exp(v), h(t) := 2 sin(tπ).

Ekkor
F (v, u) = (v2 + 2) exp(u).

A (3.2) tétel jelöléseit megtartva

A(u, v) =

(
∂1∗1−1F (x1∗1,2∗1) ∂2∗1−1F (x1∗1,2∗1)
∂1∗2−1F (x1∗2,2∗2) ∂2∗2−2F (x1∗2,2∗2)

)
=

(
2u exp(v) (u2 + 2) exp(v)

(v2 + 2) exp(u) 2v exp(u)

)
,
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így detA(0, 0) = −4 6= 0. A (3.2) tételben szereplő stabilizátor jelen
esetben {g1, g2}, ami a teljes csoport. Másrészt a csoport kommu-
tatív, így a centruma is a teljes csoport, tehát a szóbanforgó tételben
szereplő

Gξ(H) ⊂ Z
(
G(H)

)
feltétel biztosított, így a függvényegyenlet lokálisan egyértelműen
megoldható.
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4. Nemlineáris implicit függvényegyenletek

Ebben a fejezetben, melynek eredményeit a [25] és a [26] cikkek-
ben közöltük, vizsgálatunk középpontjában az (1) függvényegyen-
let áll. A címben szereplő „implicit” jelző részben a megoldáshoz
használt módszerre utal, részben pedig kifejezi azt, hogy az előző fe-
jezettel ellentétben az utolsó változó explicit leválaszthatóságát most
nem követeljük meg.

A következőkben egy példán keresztül bemutatjuk a fő tételünkben
alkalmazott kulcsgondolatokat.

4.1. Példa. Legyen I olyan nyílt intervallum, hogy 0 ∈ I , továbbá
legyen F : R2× I → R olyan folytonosan differenciálható függvény,
amelyre F (0, 0, 0) = 0 teljesül. Definiáljuk az A : R2 × I →M,

A(u, v, t) :=

[
∂1F (u, v, t) ∂2F (u, v, t)
∂2F (v, u,−t) ∂1F (v, u,−t)

]
,

illetve a B : R2 × I → R2

B(u, v, t) :=

[
∂3F (u, v, t)
−∂3F (v, u,−t)

]
leképezéseket. HaA reguláris (0, 0, 0)-ban és (u, v)→ A−1B(u, v, t)
Lipschitz a (0, 0, 0) pont valamely környezetében, akkor van olyan
J ⊂ I intervallum, hogy 0 ∈ J , és létezik pontosan egy olyan
f : J → R differenciálható függvény, hogy f(0) = 0, és minden
t ∈ J esetén

F (f(t), f(−t), t) = 0.

Az állítás igazolásához definiáljuk a Ψ: R2 × I → R2 leképezést az
alábbi formulával:

Ψ(u, v, t) :=

[
F (u, v, t)
F (v, u,−t)

]
.

Azonnal látható, hogy Ψ(0, 0, 0) = (0, 0), továbbá, Ψ differenciálha-
tó, és az első változó szerinti parciális deriváltjára

D1Ψ(u, v, t) = A(u, v, t)
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teljesül. Mivel A(0, 0, 0) reguláris és A folytonos, ezért van olyan
környezete a (0, 0, 0) pontnak, hogy ezen környezeten A−1B létezik
és folytonos. Így, az implicitfüggvény-tétel szerint, van olyan U kör-
nyezete a (0, 0, 0)-nak, W környezete a 0-nak, és van olyan

Ψ = (ϕ1, ϕ2) : W → R2

folytonosan differenciálható függvény, hogy ϕ(0) = (0, 0) továbbá
minden t ∈ W esetén (ϕ(t), t) ∈ U és

Ψ(ϕ1(t), ϕ2(t), t) = (0, 0).

Legyen J := W ∩ (−W ). Ekkor J nem üres, nyílt intervallum,
hiszen olyan nyílt intervallumok metszete, amelyek tartalmazzák a
nullát. Az is világos, hogy ha t ∈ J akkor −t ∈ J . A fönti egyenlet
első sora éppen az F (ϕ1(t), ϕ2(t), t) = 0 összefüggést adja. Meg-
mutatjuk, hogy ekkor szükségképpen ϕ2(t) = ϕ1(−t) teljesül min-
den t ∈ J esetén. Differenciálva az F (ϕ1(t), ϕ2(t), t) = 0, illetve az
F (ϕ2(t), ϕ1(t),−t) = 0 egyenleteket azt kapjuk, hogy

∂1F (ϕ1(t), ϕ2(t), t)ϕ′1(t) + ∂2F (ϕ1(t), ϕ2(t), t)ϕ′2(t)

+ ∂3F (ϕ1(t), ϕ2(t), t) = 0,

illetve

∂1F (ϕ2(t), ϕ1(t),−t)ϕ′2(t) + ∂2F (ϕ2(t), ϕ1(t),−t)ϕ′1(t)

+ ∂3F (ϕ2(t), ϕ1(t),−t) = 0.

Figyelembe véve A és B definícióját ezek az egyenletek az alábbi
ekvivalens mátrixos alakba írhatók át:

A(ϕ(t), t)ϕ′(t) = B(ϕ(t), t).

Megmutatjuk, hogy ψ(t) := (ϕ2(−t), ϕ1(−t)) eleget tesz ugyanen-
nek a differenciálegyenletnek. A t helyére−t-t írva (ami J választása
miatt megengedett), továbbá (−1)-el szorozva,

−A(ϕ(−t),−t)ϕ′(−t) = −B(ϕ(−t),−t).
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A bal oldal első egyenlete, a láncszabályt és ψ értelmezését felhasz-
nálva, az alábbi alakot ölti:

∂1F (ϕ1(−t), ϕ2(−t),−t)(−ϕ′1(−t))
+∂2F (ϕ1(−t), ϕ2(−t),−t)(−ϕ′2(−t))
=∂1F (ψ2(t), ψ1(t),−t)ψ′2(t) + ∂2F (ψ2(t), ψ1(t),−t)ψ′1(t).

Hasonlóan kapjuk a bal oldal második egyenletére, hogy

∂2F (ϕ2(−t), ϕ1(−t), t)(−ϕ′1(−t))
+∂1F (ϕ2(−t), ϕ1(−t), t)(−ϕ′2(−t))
=∂2F (ψ1(t), ψ2(t), t)ψ′2(t) + ∂1F (ψ1(t), ψ2(t), t)ψ′1(t).

A jobb oldali tagok ugyanígy alakíthatók:

−∂3F (ϕ1(−t), ϕ2(−t),−t) = −∂3F (ψ2(t), ψ1(t),−t);
∂3F (ϕ2(−t), ϕ1(−t), t) = ∂3F (ψ1(t), ψ2(t), t).

Megcserélve az egyenletek és a baloldali tagok sorrendjét, éppen a
kívánt összefüggést kapjuk:

A(ψ(t), t)ψ′(t) = B(ψ(t), t).

Nyilvánvalóan ϕ(0) = ψ(0), vagyis, mind ϕ, mind ψ eleget tesz az

y′(t) = A−1B(t, y(t))

differenciálegyenletre vonatkozó y(0) = (0, 0) kezdetiérték prob-
lémának a J intervallumon. Azonban itt a jobb oldal folytonos, má-
sodik változójában Lipschitz, tehát létezik pontosan egy megoldása.
Vagyis, ϕ = ψ; az első komponensek összehasonlításából épp a bi-
zonyítandó összefüggést kapjuk.

Végezetül, definiáljuk az f : J → R függvényt az f := ϕ1 for-
mulával. Ekkor az előzőek miatt egyrészt

f(−t) = ϕ2(t),

másrészt a (ϕ(t), t) = (0, 0) implicit egyenletrendszer első sora mu-
tatja, hogy F (f(t), f(−t), t) = 0 teljesül a J intervallumon.
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A következőkben megadjuk az (1) egyenlet általános megoldását.
Az előző fejezetben részletesen kifejtett okok miatt (melynek megis-
métlésétől itt most eltekintünk), az implicit egyenlethez kezdetiérté-
keket csatolunk az alábbiak szerint:

F (f ◦ g1(t), . . . , f ◦ gmn(t), t) = 0, (12)

f ◦ gkn+l(ξ) = ηl. (13)

Feltesszük ismét, hogy a műveletek a (4) szerint adottak, és emlékez-
tetünk az első, valamint az előző fejezetek jelöléseire.

A főtétel bizonyítása alapvetően két esetre bontható aszerint, hogy
milyen a Gξ(H) stabilizátor szerkezete. Ha a stabilizátor triviális
(azaz csak a csoport egységelemét tartalmazza), akkor az implicit-
függvény-tétel garantálja a megoldás létezését. Abból, hogy a cso-
portelemek ξ-beli értékei páronként különböznek, következik a kom-
patibilitás teljesülése. Ha a Gξ(H) stabilizátor nem triviális, akkor az
előző esettel ellentétben a kompatibilitást nem garantálja a konstruk-
ció. Ekkor a kompatibilitás ellenőrzésében a differenciálegyenletek
elméletéből ismert globális egzisztencia és unicitás tétel játssza a fő-
szerepet, amint azt a bevezető példában is láthattuk.

4.2. Tétel. Legyen H ⊂ R nem üres, nyílt halmaz, ξ ∈ H és

G(H) = {g1, . . . , gmn}
folytonos függvények csoportja a (4) szerinti táblázattal. Legyen η ∈
Rn, továbbá

p = (η, . . . , η) ∈ Rmn

és F : Rmn × R → R olyan folytonosan differenciálható függvény,
melyre minden i = 1, . . . ,mn esetén teljesül, hogy

F (p∗i, gi(ξ)) = 0.

Definiáljuk az A : Rmn →M és B : Rmn → Rmn leképezéseket az

A(x, t) :=
[
∂j∗i−1F (x∗i, gi(t))

]
,

B(x, t) :=
[
∂mn+1F (x∗i, gi(t))g

′
i(t)
]

formula szerint. Tegyük fel, hogy A reguláris a (p, ξ) pontban. Ha
vagy m = 1 vagy m ≥ 2 és az x → A−1B(x, t) leképezés Lipschitz
a (p, ξ) egy környezetében, akkor létezik egy G(H)-invariáns, nyílt,
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ξ-t tartalmazó H0 ⊆ H halmaz és egy egyértelműen meghatározott
differenciálható f : H0 → R függvény, mely eleget tesz a (12) egyen-
letnek.

Bizonyítás: Az (1.4) lemma szerint, ha a (4) táblázat adott, akkor

Gξ(H) = {gkn+1 | k = 0, . . . ,m− 1},
ami ekvivalens a (12) egyenletben szabott kezdetiérték feltételek tel-
jesülésével. Ekkor a Gξ(H) szerinti baloldali mellékosztályok repre-
zentánsai g1, . . . , gn. Legyen

Ψ(x, t) :=
[
F (x∗i, gi(t))

]
.

Ekkor Ψ: Rmn×R→ Rmn folytonosan differenciálható, továbbá az

F (p∗i, ξ) = 0

feltétel miatt Ψ(p, ξ) = 0. A ∗ művelet definíciója és a láncszabály
szerint

D1Ψ(p, ξ) =
[
∂j∗i−1F (p∗i, gi(ξ))

]
= A(p, ξ).

A tétel feltételeiből adódóan A(p, ξ) nem szinguláris, így az impli-
citfüggvény- tétel szerint létezik (p, ξ)-nek U , ξ-nek V környezete,
valamint létezik egy és csak egy Φ: V → Rmn függvény, melyre
teljesülnek az alábbi tulajdonságok

• (Φ(t), t) ∈ U minden t ∈ V esetén
• Ψ(Φ(t), t) = 0 minden t ∈ V esetén
• Φ(ξ) = p
• Φ folytonosan differenciálható.

Legyen

H0 :=
n⋃
l=1

m−1⋂
k=0

gkn+l(V ).

Mivel gi(V ) = g−1
j (V ) minden j = i−1 esetén és G(H) elemei foly-

tonosak, ezért a gi(V ) halmazok nyíltak. Ha

l ∈ {1, . . . , n}
rögzített, akkor a

gl(ξ) ∈ gkn+l(V )
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tulajdonságból adódóan H0 nem üres. Továbbá a konstrukció miatt
H0 invariáns a G(H) elemeinek hatására. Az egyszerűség kedvéért
feltehetjük, hogy H0-nak n eleme van, azaz a ∩m−1

k=0 gkn+l(V ) halma-
zok páronként diszjunktak minden j = 1, . . . , n esetén.

Tegyük fel először, hogym = 1, azaz aGξ(H) stabilizátor triviális
részcsoportja G(H)-nak. Az általánosság sérelme nélkül feltehetjük,
hogy U és az a környezet, ahol A−1 létezik megegyeznek (ellenkező
esetben ugyanis tekintsük a nem üres metszetüket).

Definiáljuk az f : H0 → R függvényt az

f |gi(V ) := Φi ◦ g−1
i

előírás szerint. A H0 halmaz struktúrája biztosítja, hogy f a kere-
sett függvény. Másrészt, szintén a konstrukcióból adódóan nem lép
fel kompatibilitási probléma, továbbá f valóban megoldása a (12)
egyenletnek H0-on.

Tegyük fel, hogy m ≥ 2 és válasszuk meg az U környezetet úgy,
hogyA−1B létezzen és folytonos legyenU -n. A következőkben meg-
mutatjuk, hogy a

Φkn+l = Φl ◦ gkn+1

kompatibilitási egyenletek teljesülnek. Ehhez először felírunk egy
olyan differenciálegyenletet, melynek megoldása a Φ függvény a V
halmazon. A

Ψ
(
Φ(t), t

)
= 0

implicit egyenletben szereplő függvények folytonosan differenciál-
hatóak V -n, így differenciálva, majd alkalmazva a láncszabályt azt
kapjuk, hogy

0 =
mn∑
j=1

∂jF (Φ∗i, gi)Φ
′
j∗i + ∂mn+1F (Φ∗i, gi)g

′
i

=
mn∑
j=1

∂j∗i−1F (Φ∗i, gi)Φ
′
j + ∂mn+1F (Φ∗i, gi)g

′
i.

Az A mátrix és a B vektor definíciója szerint, az előbbi egyenletek
az alábbi elsőrendű implicit differenciálegyenletként írhatók fel

A
(
Φ(t), t

)
Φ′(t) +B

(
Φ(t), t

)
= 0. (14)
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Igazolni fogjuk, hogy a

Φ∗(kn+1)−1 ◦ gkn+1

függvények eleget tesznek ugyanannak a differenciálegyenletnek.
Komponáljuk a (14) egyenletet gkn+1-el. Megjegyezzük, hogy H0

konstrukciója miatt ez a helyettesítés megengedett. Ezután szorozzuk
mindkét oldalt g′kn+1-el. Ekkor

A
(
Φ◦gkn+1, gkn+1

)
(Φ′◦gkn+1)g′kn+1+B

(
Φ◦gkn+1, gkn+1

)
g′kn+1 = 0.

(15)
adódik. A láncszabály miatt

(Φ′ ◦ gkn+1)g′kn+1 = (Φ ◦ gkn+1)′ =
(
(Φ∗(kn+1)−1) ◦ gkn+1

)′
∗(kn+1)

.

Hasonlóan kapjuk a

B∗(kn+1)

(
Φ∗(kn+1)−1 ◦ gkn+1, id

)
vektor i-edik komponensét:

∂mn+1F (Φ∗i∗(kn+1)−1∗(kn+1) ◦ gkn+1, gi∗(kn+1))g
′
i∗(kn+1)

= ∂mn+1F (Φ∗i ◦ gkn+1, gi ◦ g)(gi ◦ gkn+1)′

= ∂mn+1F (Φ∗i ◦ gkn+1, gi ◦ g)(g′i ◦ gkn+1)g′kn+1.

Így

B
(
Φ ◦ gkn+1, gkn+1

)
g′kn+1 = B∗(kn+1)

(
Φ∗(kn+1)−1 ◦ gkn+1, id

)
. (16)

Végül kiszámoljuk az

A∗(kn+1)

(
Φ∗(kn+1)−1 ◦ gkn+1, id

)
mátrix (i, j) indexű elemét. A ∗ művelet asszociativitása miatt azt
kapjuk, hogy

∂(j∗(kn+1))∗(i∗(kn+1))−1F (Φ∗i∗(kn+1)−1∗(kn+1) ◦ gkn+1, gi∗(kn+1))

= ∂j∗i−1F (Φ∗i ◦ gkn+1, gi ◦ gkn+1);

vagy ezzel ekvivalens módon

A
(
Φ ◦ gkn+1, gkn+1

)
= A∗(kn+1)

(
Φ∗(kn+1)−1 ◦ gkn+1, id

)
(17)
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adódik. A (15) egyenletbe a (16) és (17) formulák szerint visszahe-
lyettesítve azt kapjuk, hogy

Φ∗(kn+1)−1 ◦ gkn+1

eleget tesz az alábbi differenciálegyenletnek:

0 = A∗(kn+1)

(
Φ∗(kn+1)−1 ◦ gkn+1, id

)
(Φ∗(kn+1)−1 ◦ gkn+1)′∗(kn+1)

+B∗(kn+1)

(
Φ∗(kn+1)−1 ◦ gkn+1, id

)
.

Azonban ez az egyenlet (14)-ből is megkapható a ∗(kn+1) permutá-
ció alkalmazásával, így

Φ∗(kn+1)−1 ◦ gkn+1

megoldása a (14) egyenletnek.
Másrészt mivel Gξ(H) részcsoportja a G(H) csoportnak, ezért min-
den k ∈ {0, . . . ,m− 1} esetén létezik olyan r ∈ {0, . . . ,m− 1}
úgy, hogy (kn + 1)−1 = rn + 1. A p definíciójának figyelem-
bevételével, és az (4) táblázat alapján

Φ∗(kn+1)−1 ◦ gkn+1(ξ) = Φ∗(kn+1)−1(ξ) = p∗(rn+1) = p.

A (14) egyenlet a

Φ′(t) = −A−1B(Φ(t), t)

alakba írható át, a Φ(ξ) = p kezdetiérték feltétel mellett. A globális
egzisztencia és unicitás tétel miatt adódik, hogy teljesül a

Φ = Φ∗(kn+1)−1 ◦ gkn+1

egyenlet az U halmazon. Összehasonlítva a (kn + l)-edik kompo-
nenseket, éppen a bizonyítandó kompatibilitási feltételekhez jutunk:

Φkn+l =
(
Φ∗(kn+1)−1 ◦ gkn+1

)
kn+l

= Φ(kn+l)∗(kn+1)−1 ◦ gkn+1

= Φl ◦ gkn+1.

Végezetül, definiáljuk az

f : H0 → R, f(t) := Φl ◦ g−1
kn+l(t),

(
t ∈ ∩m−1

k=0 gkn+l(V )
)

függvényt! Ekkor, figyelembe véve az előbbi kompatibilitási egyen-
leteket, f : H0 → R jól definiált. Másrészt a

Ψ
(
Φ(t), t

)
= 0 és Ψ

(
Φ(ξ), ξ

)
= 0
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implicit egyenletek első sorai mutatják, hogy (12) teljesül a H0 hal-
mazon.

Az alábbiakban az előbb ismertetett tétel két következményét is-
mertetjük. Az elsőben F lineáris függvény. A (3.2) tétel jelöléseit
megtartva, az A(x, t) mátrix csak a második változótól függ, így az
x → A(x, t) leképezés Lipschitz tulajdonsága azonnal adódik. Ez a
következmény hasonló állítást fogalmaz meg, mint a második fejezet
fő tétele, azonban ez egy „gyengébb” állítás, mivel itt a regularitási
feltételek erősebbek.

Ez azt jelenti, hogy a függvényegyenlet explicit. Érdemes meg-
jegyezni, hogy az erre az esetre vonatkozó, korábban tárgyalt (3.2)
tétel regularitási feltételei gyengébbek ugyan, az algebraiak azon-
ban erősebbek: a stabilizátor és a centrum kapcsolatáról semmit sem
követelünk meg.

4.3. Következmény. Legyen H ⊆ R nem üres, nyílt halmaz, ξ ∈ H ,
és

G(H) = {g1, . . . , gmn}
folytonos függvények csoportja a (4) szerinti táblázattal. Legyenek

α1, . . . , αmn : H → R

folytonos függvények, továbbá legyen h : H → R folytonosan diffe-
renciálható. Definiáljuk az alábbi mátrixot:

D(t) :=
[
αj∗i−1 ◦ gi(t)

]
.

Ha D reguláris a ξ pontban, akkor létezik egy ξ-t tartalmazó G(H)-
invariáns, nyílt H0 ⊆ H halmaz és egy egyértelműen meghatározott
f : H0 → R függvény, mely eleget tesz az

α1f ◦ g1 + · · ·+ αmnf ◦ gmn = h

egyenletnek.

Bizonyítás: Az előbbi tétel jelöléseit megtartva, legyen

F (x1, . . . , xmn, t) :=
mn∑
k=1

αk(t)xk − h(t).
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Mivel A(x, t) =
α1∗1−1◦g1(t) α2∗1−1◦g1(t) . . . αmn∗1−1◦g1(t)
α1∗2−1◦g2(t) α2∗2−2◦g2(t) . . . αmn∗2−1◦g2(t)

...
... . . . ...

α1∗(mn)−1◦gmn(t) α2∗(mn)−1◦gmn(t) . . . αmn∗(mn)−1◦gmn

 ,

ezért A(x, t) = D(t) és így az A(x, t) mátrix (p, ξ) pontbeli regulari-
tása miatt D(t) reguláris ξ-ben. Mivel B(x, t) nem függ x-től, ezért
az x→ A−1B(x, t) leképezés konstans, így Lipschitz. Legyen

p := D−1(ξ)hg(ξ),

ahol hg azt a vektort jelöli, melynek komponensei h◦g1, . . . , h◦gmn.
A p pont megválasztása miatt

F (p∗i, gi(ξ)) =
mn∑
j=1

αj∗i−1 ◦ gi(t)− h ◦ gi(ξ),

ami a D(ξ)p = hg(ξ) egyenletrendszer i-edik egyenlete. Megmu-
tatjuk, hogy a p pont koordinátái n-hosszúságú blokkonként ismétlőd-
nek.
Legyen k ∈ {0, . . . ,m− 1} rögzített. Ekkor(

D∗(kn+1)(ξ)
)
i,j

= α(j∗(kn+1))∗(i∗(kn+1))−1 ◦ gi∗(kn+1)(ξ)

= αj∗i−1 ◦ gi(ξ) = (D(ξ))i,j .

A középső egyenlet azért teljesül, mert i és i ∗ (kn+ 1) ugyanabba a
Gξ(H)-szerinti mellékosztályba tartoznak, azaz

D∗(kn+1)(ξ) = D(ξ).

Hasonlóan, teljesül az is, hogy

(hg)∗(kn+1)(ξ) = hg(ξ).

Másrészt, a
D(ξ)p = hg(ξ)

egyenletrendszer ekvivalens a

D∗(kn+1)(ξ)p∗(kn+1) = (hg)∗(kn+1)(ξ)

egyenletrendszerrel (ugyanis, ha egy lineáris egyenletrendszer oszlo-
pait felcseréljük, akkor a sorok ugyanezen permutáció szerint fognak
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változni), így p és p∗(kn+1) megoldása ugyanannak az egyenletrend-
szernek. Tehát p = p∗(kn+1). Így teljesülnek az előbbi tétel feltételei,
amivel az állítást igazoltuk.

A második következményben a vizsgált egyenlet nem lineáris, de
az A(x, t) mátrix csak az első változótól függ.

4.4. Következmény. Legyen H ⊆ R nem üres, nyílt halmaz, ξ ∈ H ,
és

G(H) = {g1, . . . , gmn}
folytonos függvények csoportja a (4) szerinti táblázattal. Legyen η ∈
Rn, továbbá

p = (η, . . . , η) ∈ Rmn

és legyen F : Rmn × R → R folytonosan differenciálható függvény
úgy, hogy

F (p∗i) = h ◦ gi(ξ)) (i = 1, . . . ,mn)

teljesül. Tegyük föl, hogy a D : Rmn →M,

D(x) :=
[
∂j∗i−1F (x∗i)

]
leképezés reguláris a p pontban. Ha vagy m = 1 vagy m ≥ 2 és
az x → D−1(x) leképzés Lipschitz a p környezetében, akkor létezik
egy G(H)-invariáns, ξ-t tartalmazó, H0 ⊆ H nyílt halmaz és egy
egyértelműen meghatározott, differenciálható f : H0 → R függvény,
mely eleget tesz az

f ◦ gkn+l(ξ) = ηl
feltételnek és teljesíti az

F
(
f ◦ g1(t), . . . , f ◦ gmn(t)

)
= h(t)

függvényegyenletet.

Bizonyítás: Legyen G(x, t) := F (x)− h(t). Ekkor A(x, t) = D(x).
Továbbá a

G(p∗k, ξ) = 0

egyenlet pontosan akkor áll fenn, ha

F (p∗k) = h(gk(ξ)) (k = 1, . . . ,mn)

teljesül. Az x → A−1B(x, t) leképzés Lipschitz tulajdonsága miatt
teljesülnek az előbbi tétel feltételei, amivel az állítást igazoltuk.
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Végezetül egy példával illusztráljuk a (4.2) tétel állítását.

4.5. Példa. Mutassuk meg, hogy létezik az 1/2-et tartalmazó J inter-
vallum és egy f : J → R függvény, melyre f(1/2) = 0 fönnáll, és
teljesül az alábbi függvényegyenlet:

sinh(f(t)) + cosh(f(1− t))− exp(2t− 1) = 0.

Közvetlen számolással kapjuk, hogy f(1/2) = 0 választás kielégíti
az egyenletet. Definiáljuk továbbá az F : R2 × R→ R függvényt az
alábbi módon:

F (u, v, t) := sinh(u) + cosh(v)− exp(2t− 1).

Ekkor

F (v, u, 1− t) = sinh(v) + cosh(u)− exp(1− 2t).

A (4.2) tétel jelöléseit megtartva, az ott szereplő A mátrix jelen eset-
ben:

A(u, v) =

(
cosh(u) sinh(v)
sinh(u) cosh(v)

)
.

Ez a mátrix nem szinguláris a (0, 0) pontban, ugyanis

detA(0, 0) =

∣∣∣∣ cosh(0) sinh(0)
sinh(0) cosh(0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1.

A (4.2) tételben szereplő stabilizátor jelen esetben {g1, g2}, ami a
teljes csoport. Másrészt

detA(u, v) = cosh(u) cosh(v)− sinh(u) sinh(v) = cosh(u+ v),

ami sehol sem nulla, így az A mátrix nem szinguláris; inverze

A−1 =
1

cosh(u+ v)

(
cosh(v) − sinh(v)
− sinh(u) cosh(u)

)
.

A B vektor:

B =

(
−2 exp(1− t)

2 exp(1− t)

)
.
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Ezt felhasználva A−1B =

=
1

cosh(u+ v)

(
−2 cosh(v) exp(1− t)− 2 sinh(v) exp(1− t)

2 sinh(u) exp(1− t) + 2 cosh(u) exp(1− t)

)
=

exp(1− t)
cosh(u+ v)

(
−2 cosh(v)− 2 sinh(v)

2 sinh(u) + 2 cosh(u)

)
,

így azA−1B leképzés Lipschitz, következésképpen teljesülnek a (4.2)
tétel feltételei. Létezik tehát az egyenletnek lokálisan egyértelmű
megoldása.





5. Szubkvadratikus függvények

Az utóbbi években számos matematikus foglalkozott szubkvadra-
tikus függvényekkel. Kétféle értelemben vett szubkvadratikus függ-
vényt is tekintettek: erősen szubkvadratikus és gyengén szubkvadra-
tikus függvényeket. Az értekezés ezen fejezetének fő célja a két foga-
lom közötti kapcsolat tisztázása, valamint egy harmadik, az előző fo-
galmakhoz kapcsolódó egyenlőtlenség vizsgálata. Annak érdekében,
hogy egy átfogó képet kapjunk az említett fogalmakról, a fejezet ele-
jén ismertetjük az egyes definíciókat, példával illusztráljuk azokat,
valamint leírjuk a szubkvadratikus függvények legfontosabb tulaj-
donságait.

Az erősen szubkvadratikus függvények definíciója a konkáv függ-
vények geometriai interpretációjának egy módosítása. Közismert tény,
hogy ha egy f : R→ R függvény konkáv, akkor minden x, y ∈ R e-
setén létezik olyan cx valós szám, hogy f(y)−f(x) ≤ cx(y−x). Ha a
függvény differenciálható is, akkor cx = f ′(x), ami azt jelenti, hogy
minden differenciálható konkáv függvény érintője a „függvénygörbe
fölött halad”. Ehhez kapcsolódóan Shosana Abramovich, Graham
Jameson és Gord Sinnamon a [8] és a [9] cikkekben vezette be az
alábbi fogalmat:

5.1. Definíció. Azt mondjuk, hogy az f : [0,∞[→ R függvény erő-
sen szubkvadratikus, ha minden x ≥ 0 esetén van olyan cx ∈ R úgy,
hogy

f(y)− f(x) ≤ cx(y − x) + f(|y − x|) (y ≥ 0). (18)

Az f : [0,∞[→ R függvényt erősen szuperkvadratikusnak nevezzük,
ha minden x ≥ 0 esetén van olyan cx ∈ R, melyre

f(y)− f(x) ≥ cx(y − x) + f(|y − x|) (y ≥ 0).

A fenti egyenlőtlenségek vizsgálatával foglalkozott többek között
S. Abramovich, S. Banić, J. Barić, G. Jameson, M. Matić, J. A. Ogun-
tuase, L. E. Persson, J. Pečarić, G. Sinnamon, S. Varošanec az [1], [5],
[10], [11], [12], [20], [22], [44] cikkekben.
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Azonnal látható, hogy f pontosan akkor erősen szuperkvadratikus,
ha −f erősen szubkvadratikus, ezért a továbbiakban csak az erősen
szubkvadratikus függvényekkel foglalkozunk.

A következőkben néhány egyszerű példát adunk erősen szubkvad-
ratikus függvényekre, majd az erősen szubkvadratikus függvények
fontosabb elemi tulajdonságát ismertetjük. Ezek megtalálhatóak pél-
dául S. Abramovich, G. Jameson és G. Sinnamon [8] cikkében.

5.2. Példák.
(1) Egyszerű számolás mutatja, hogy c ∈ R, b ≥ 0 esetén az

f(x) = cx2 + b függvény erősen szubkvadratikus.
(2) Az f(x) = xp függvény erősen szubkvadratikus, ha 0 ≤ p ≤

2.
(3) Az f(x) = −shx függvény erősen szubkvadratikus.

5.3. Megjegyzések.
(1) A gyengén szubkvadratikus függvények definíciója alapján

látható, hogy gyengén szubkvadratikus függvények nemne-
gatív skalárokkal vett lineáris kombinációja szintén gyengén
szubkvadratikus. Ezen tulajdonság felhasználásával a fenti
példákból újabb példákat konstruálhatunk.

(2) Az (5.1) definícióból azonnal adódik, hogy ha az f függvény
erősen szubkvadratikus és minden x ≥ 0 esetén f(x) ≤ 0,
akkor f(y) − f(x) ≤ cx(y − x), ami azzal ekvivalens, hogy
f konkáv.

(3) A (18) egyenlőtlenségből x = y = 0 választással kapjuk,
hogy ha az f : [0,∞[→ R függvény erősen szubkvadratikus,
akkor

f(0) ≥ 0.

Könnyen igazolható, hogy ha az f : [0,∞[→ R függvény
erősen szubkvadratikus, akkor

f(kx) ≤ k2f(x) (x ∈ [0,∞[, k ∈ N).

(4) Egyszerű számolással adódik, hogy ha f : [0,∞[→ R diffe-
renciálható erősen szubkvadratikus függvény és teljesül, hogy
f(0) = f ′(0) = 0, akkor minden x > 0 valós szám esetén
cx = f ′(x).
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Azokat az f : R→ R függvényeket, amelyek eleget tesznek

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y) (x, y ∈ R)

egyenletnek, kvadratikus függvényeknek nevezzük. Az előbbi egyen-
let a szakirodalomban normanégyzet egyenlet, illetve Jordan-von Neu-
mann egyenlet, illetve paralelogramma azonosságként is ismert. A-
mennyiben az „egyenlőség-jel” helyett „≤” vagy „≥” jelet írunk, úgy
(az addtitív függvényekből nyert szubadditív, illetve szuperadditív
terminusok mintájára) a gyengén szubkvadratikus, illetve gyengén
szuperkvadratikus függvények fogalmához jutunk.

5.4. Definíció. Azt mondjuk, hogy az f : R → R függvény gyengén
szubkvadratikus, ha

f(x+ y) + f(x− y) ≤ 2f(x) + 2f(y) (x, y ∈ R). (19)

Az f : R → R függvényt gyengén szuperkvadratikusnak nevezzük,
ha

f(x+ y) + f(x− y) ≥ 2f(x) + 2f(y) (x, y ∈ R).

Azonnal látható, hogy egy f függvény pontosan akkor gyengén szub-
kvadratikus, ha −f gyengén szuperkvadratikus.

A fenti egyenlőtlenségek vizsgálatával foglalkozott többek között
Z. Kominek, K. Troczka–Pawelec, W. Smajdor és A. Gilányi a [34],
[38], [50], [52] dolgozatokban.

Az alábbiakban néhány egyszerű példával illusztráljuk a gyengén
szubkvadratikus függvények fogalmát, majd leírjuk az előbb definiált
egyenlőtlenségek néhány egyszerű tulajdonságát. Ezek megtalálható-
ak, többek között, A. Gilányi és K. Troczka-Pawelec [34] cikkében,
valamint Z. Kominek és K. Troczka [38] dolgozatában.

5.5. Példák.
(1) Legyen c ∈ R tetszőleges, valamint b ≥ 0. Ekkor az

f : R→ R, f(x) = cx2 + b

függvény gyengén szubkvadratikus.
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(2) Legyen c ∈ R tetszőleges, valamint b ≥ 0. Ekkor az

f : R→ R, f(x) = c|x|+ b

függvény gyengén szubkvadratikus.
(3) Legyenek b és d nem negatív konstansok úgy, hogy d ≤ 3b.

Az f : R→ R

f(x) =

{
b, ha x 6= 0

d, ha x = 0,
,

függvény, gyengén szubkvadratikus.

5.6. Megjegyzések.
(1) A gyengén szubkvadratikus függvények definíciója alapján

látható, hogy gyengén szubkvadratikus függvények nemne-
gatív skalárokkal vett lineáris kombinációja szintén gyengén
szubkvadratikus. Ezen tulajdonság felhasználásával a fenti
példákból újabb példákat konstruálhatunk.

(2) Minden nem-pozitív, gyengén szubkvadratikus függvény Jen-
sen-konkáv, továbbá ha f korlátos is R egy nem üres, nyílt
részhalmazán, akkor folytonos és így konkáv.

(3) Ha az f : R → R függvény gyengén szubkvadratikus, akkor
a (19) egyenlőtlenségből x = y = 0 választással azt kapjuk,
hogy

f(0) ≥ 0.

Teljes indukcióval igazolható, hogy ha az f : R → R függ-
vény gyengén szubkvadratikus, akkor minden k természetes
szám esetén

f(kx) ≤ k2f(x) (x ∈ R).

A következőkben a fentiekben bevezetett erősen szubkvadratikus
és gyengén szubkvadratikus függvények közötti kapcsolatot vizsgál-
juk. A kétféle szubkvadratika fogalom közötti kapcsolat vizsgálatá-
nak kérdése a 2007-ben Noszvajon rendezett „Conference on Inequal-
ities and Applications ’07” konferencián merült fel [32]. Az alábbi-
akban ismertetett eredményeket a [35] cikkben publikáltuk. Velünk
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párhuzamosan S. Abramovich és K. Troczka-Pawelec is végzett ha-
sonló vizsgálatokat. Mindketten megmutatták, hogy ha egy függvény
erősen szubkvadratikus, akkor gyengén szubkvadratikus is, azonban
az állítás megfordítás nem igaz. Ezen eredményeket a [3] és az [52]
cikkekben közölték.

5.7. Lemma. Ha f : [0,∞[→ R erősen szubkvadratikus függvény,
akkor teljesül az

f(x+ y) + f(x− y) ≤ 2f(x) + 2f(y) (x ≥ y ≥ 0). (20)

egyenlőtlenség.

Bizonyítás: Legyen f : [0,∞[→ R erősen szubkvadratikus függ-
vény, továbbá x̄ és ȳ olyan valós számok, melyekre x̄ ≥ ȳ ≥ 0
teljesül. Mivel f erősen szubkvadratikus, ezért definíció szerint min-
den x ≥ 0 esetén van olyan cx ∈ R valós szám, hogy

f(y)− f(x) ≤ cx(y − x) + f(|y − x|) (y ≥ 0).

Ebben az egyenlőtlenségben az y helyére x̄ − ȳ-t, majd x̄ + ȳ-t írva
az

f(x̄− ȳ)− f(x̄) ≤ cx̄(−ȳ) + f(ȳ)

és az

f(x̄+ ȳ)− f(x̄) ≤ cx̄ȳ + f(ȳ)

egyenlőtlenségeket kapjuk. Ezeket összeadva, majd a kapott formulát
rendezve

f(x̄+ ȳ) + f(x̄− ȳ) ≤ 2f(x̄) + 2f(ȳ),

adódik, ami a bizonyítandó állítás.
Mivel az erősen szubkvadratikus függvények értelmezési tartomá-

nya a nemnegatív valós számok halmaza, a gyengén szubkvadratikus
függvények értelmezési tartománya pedig a teljes valós számok hal-
maza, ezért a további vizsgálathoz célszerű az erősen szubkvadrati-
kus függvények értelmezési tartományát kiterjeszteni a valós számok
halmazára.
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5.8. Tétel. Ha f : [0,∞[→ R erősen szubkvadratikus függvény, akkor
az f̄ : R→ R

f̄(x) =

{
f(x), ha x ≥ 0

f(−x), ha x < 0
(21)

definiált páros kiterjesztése gyengén szubkvadratikus.

Bizonyítás: Először megmutatjuk, hogy ha az f : [0,∞[→ R függ-
vény eleget tesz a (20) egyenlőtlenségnek, akkor az f̄ : R→ R páros
kiterjesztése gyengén szubkvadratikus. Tegyük föl, hogy f : [0,∞[→
R teljesíti a (20) egyenlőtlenséget és legyen x̄ ∈ R, valamint ȳ ∈ R
adottak.
• Ha x̄ ≥ ȳ ≥ 0, akkor a (20) egyenlőtlenségből azonnal adódik az

állítás.
• Ha ȳ ≥ x̄ ≥ 0, akkor a (20) egyenlőtlenségben az x = ȳ és az
y = x̄ helyettesítést végrehajtva azt kapjuk, hogy

f(x̄+ ȳ) + f(ȳ − x̄) ≤ 2f(x̄) + 2f(ȳ).

Felhasználva az f̄ függvény definícióját

f̄(x+ y) + f̄(x− y) ≤ 2f̄(x) + 2f̄(y) (x, y ≥ 0) (22)

adódik.
• Ha x̄ < 0 és ȳ < 0, akkor a (22) egyenlőtlenségben az x = −x̄ és
y = −ȳ helyettesítéssel azt kapjuk, hogy

f̄(−x̄− ȳ) + f̄(−x̄+ ȳ) ≤ 2f̄(−x̄) + 2f̄(−ȳ),

azaz

f̄
(
− (x̄+ ȳ)

)
+ f̄
(
− (x̄− ȳ)

)
≤ 2f̄(−x̄) + 2f̄(−ȳ),

ami figyelembe véve az f̄ párosságát, azt jelenti, hogy

f̄(x̄+ ȳ) + f̄(x̄− ȳ) ≤ 2f̄(x̄) + 2f̄(ȳ), (23)

azaz (19) teljesül minden x̄ < 0 és ȳ < 0 esetén.
• Ha x̄ < 0 és ȳ ≥ 0, akkor a (23) egyenlőtlenségben az x = −x̄ és
y = ȳ helyettesítéseket végrehajtva

f̄(−x̄+ ȳ) + f̄(−x̄− ȳ) ≤ 2f̄(−x̄) + 2f̄(ȳ),
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azaz

f̄
(
− (x̄− ȳ)

)
+ f̄
(
− (x̄+ ȳ)

)
≤ 2f̄(−x̄) + 2f̄(ȳ)

adódik, ami az f̄ párossága miatt azt jelenti, hogy teljesül a (19)
egyenlőtlenség.
• Végül, ha x̄ ≥ 0 és ȳ < 0, akkor a (22) egyenlőtlenségben az x = x̄

és y = −ȳ helyettesítéssel az előbbi esethez hasonlóan azt kapjuk,
hogy teljesül (19).

Ezzel megmutattuk, hogy ha az f : [0,∞[→ R függvény eleget tesz
a (20) egyenlőtlenségnek, akkor az f̄ : R→ R,

f̄(x) =

{
f(x), ha x ≥ 0

f(−x), ha x < 0

kiterjesztése gyengén szubkvadratikus. Ekkor az (5.7) lemmát alkal-
mazva adódik a tétel állítása.

5.9. Megjegyzés. Az előbbi tétel megfordítása nem igaz, azaz van
olyan f : R → R gyengén szubkvadratikus függvény, melynek a
[0,∞[ intervallumra való leszűkítése nem erősen szubkvadratikus.
Tekintsük az f : R→ R,

f(x) =

{
3, ha x = 0

1, ha x 6= 0
(24)

függvényt. Ekkor f gyengén szubkvadratikus. Másrészt, ha x = 1 és
y = 3 a (18) egyenlőtlenségben, akkor

f(3)− f(1) ≤ c1 · 2 + f(2),

ami az f definícióját figyelembe véve azt jelenti, hogy

1− 1 ≤ 2c1 + 1,

így c1 ≥ −1/2. Ugyanakkor, ha x = 1 és y = 0 a (18) egyenlőtlen-
ségben, akkor

f(0)− f(1) ≤ c1 · (−1) + f(1),

ami az f definícióját figyelembe véve azt jelenti, hogy

3− 1 ≤ −c1 + 1,
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így c1 ≤ −1, ami ellentmond annak, hogy c1 ≥ −1/2, tehát f nem
erősen szubkvadratikus.

A következőkben az erősen szubkvadratikus és gyengén szubkvad-
ratikus függvényekhez kapcsolódóan újabb egyenlőtlenségeket veze-
tünk be, melyeknek megvizsgáljuk a kapcsolatát az erősen szubkvad-
ratikus és gyengén szubkvadratikus függvényekkel.

5.10. Tétel. Ha f : [0,∞[→ R erősen szubkvadratikus függvény, ak-
kor eleget tesz az

f(x+ y) + f(|x− y|) ≤ 2f(x) + 2f(y) (x, y ≥ 0) (25)

egyenlőtlenségnek.

Bizonyítás: Legyen f : [0,∞[→ R. Az f függvény pontosan akkor
tesz eleget a (20) egyenlőtlenségnek, ha eleget tesz a (25) egyen-
lőtlenségnek, ugyanis ha f : [0,∞[→ R eleget tesz a (25)-nek, akkor
(20) teljesül.
Másrészt, ha x ≥ y, akkor a (20) egyenlőtlenségből következik (25).
Végül, ha x < y, akkor a (20) egyenlőtlenségben megcserélve x és
y szerepét a (25) egyenlőtlenség adódik. Az 5.7 tétel alkalmazásával
kapjuk a tétel állítását.

5.11. Megjegyzés. Az 5.10 tétel megfordítása nem igaz. A (24) pont-
ban definiált függvény teljesíti a (25) egyenlőtlenséget, de nem erősen
szubkvadratikus.

5.12. Tétel. Ha f : [0,∞[→ R erősen szubkvadratikus függvény,
akkor az f̄ : R → R (21) módon definiált páros kiterjesztése teljesíti
az

f̄(x+ y) + f̄(|x− y|) ≤ 2f̄(x) + 2f̄(y) (x, y ∈ R) (26)

egyenlőtlenséget.

Bizonyítás: Legyen f : [0,∞[→ R erősen szubkvadratikus. Az 5.10
tétel szerint f eleget tesz a (25) egyenlőtlenségnek. Legyen f páros
kiterjesztése f̄ , továbbá x̄ ∈ R és ȳ ∈ R rögzített.
• Ha x̄ ≥ 0 és ȳ ≥ 0, akkor nyilvánvalóan teljesül a (26) egyen-

lőtlenség.
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• Ha x̄ < 0 és ȳ < 0, akkor (25)-ben az x = −x̄ és y = −ȳ
helyettesítéssel azt kapjuk, hogy

f(−x̄− ȳ) + f(| − x̄+ ȳ|) ≤ 2f(−x̄) + 2f(−ȳ),

így

f
(
− (x̄+ ȳ)

)
+ f(|x̄− ȳ|) ≤ 2f(−x̄) + 2f(−ȳ),

ami f̄ párossága miatt azt jelenti, hogy teljesül (26).
• Ha x̄ < 0 és ȳ ≥ 0, akkor (25)-ben x = −x̄ és y = ȳ helyettesítés-

sel
f(−x̄+ ȳ) + f(| − x̄− ȳ|) ≤ 2f(−x̄) + 2f(ȳ) (27)

adódik. Ha |x̄| ≤ |ȳ|, akkor−x̄+ ȳ = |x̄− ȳ| és |− x̄− ȳ| = x̄+ ȳ,
másrészt f̄ párossága miatt f(−x̄) = f(x̄), így a (27) egyenlőtlen-
ségből az kapjuk, hogy

f(|x̄− ȳ|) + f(x̄+ ȳ) ≤ 2f(x̄) + 2f(ȳ), (28)

azaz teljesül a (26) egyenlőtlenség. Ha |x̄| > |ȳ|, akkor −x̄ + ȳ =
|x̄ − ȳ| és | − x̄ − ȳ| = −(x̄ + ȳ), így f̄ párosságát felhasználva
(28) adódik, tehát (26) teljesül.
• Végezetül, ha x̄ ≥ 0 és ȳ < 0, akkor (25)-ben x = x̄ és y = −ȳ

helyettesítést végrehajtva adódik az állítás.
Ezzel az állítást igazoltuk.

5.13. Tétel. Ha f : R→ R gyengén szubkvadratikus függvény, akkor
telesíti az

f(x+ y) + f(|x− y|) ≤ 2f(x) + 2f(y) (x, y ∈ R) (29)

egyenlőtlenséget.

Bizonyítás: Legyen f : R → R gyengén szubkvadratikus függvény
és x̄ és ȳ rögzített valós számok. Ha x̄ ≥ ȳ, akkor teljesül a (19)
egyenlőtlenség, így (29) is fennáll. Ha x̄ < ȳ, akkor (19)-ben x̄ = y
és ȳ = x helyettesítéssel (29) adódik.

5.14. Megjegyzés. Az 5.13 tétel megfordítása nem igaz.
Az f : R→ R,

f(x) =

{
1, ha x ≥ 0

4, ha x < 0
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teljesíti a (29) egyenlőtlenséget. Azonban, ha a (19) egyenlőtlenségbe
az x = 1 és y = 2 helyettesítéssel élünk, akkor

f(3) + f(−1) ≤ 2f(1) + 2f(2)

adódik, amiből f definíciója miatt azt kapjuk, hogy

4 + 1 ≤ 2 + 2,

azaz 5 ≤ 4, így f nem gyengén szubkvadratikus.
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Összefoglalás

A doktori disszertáció öt fejezetből áll. Az első négy fejezet li-
neáris és nem lineáris függvényegyenletekkel foglalkozik. Az utolsó
fejezetben leírjuk a szubkvadratikus függvények főbb tulajdonságait,
és tisztázzuk a két fogalom kapcsolatát.

Az első fejezet egy csoportelméleti összefoglalója azoknak a té-
teleknek, amelyekre a következő három fejezetben szükségünk van.
Ugyanitt történik a későbbiekben használt jelölésrendszer rögzítése.
Ebben a szakaszban az egyik legfontosabb állítás az orbit-stabilizátor
tétel, amely kulcsfontosságú szerepet játszik a következő fejezetek fő
tételeiben.

A második fejezetben a
r∑

k=1

αkf ◦ gk = h

alakú lineáris függvényegyenlet általános megoldását határozzuk meg.
Itt g1, . . . , gr a valós számok halmazának egy részhalmazán értel-
mezett olyan függvények, melyek a függvénykompozíció műveletére
nézve csoportot alkotnak, valamint α1, . . . , αr és h az előbb említett
halmazon értelmezett adott, valós értékű függvények. Ezen egyen-
letek megoldása során az f ◦ gk helyettesítésekkel az egyenletből
újabb egyenleteket kapunk. Mivel az eredeti függvényegyenlet line-
áris volt, ezért ilyenkor egy lineáris egyenletrendszerhez jutunk, így
alkalmas regularitási feltétel mellett, például a Cramer-szabály alkal-
mazásával az egyenletrendszer megoldható lesz. A fenti függvénye-
gyenletre egy stabilitási állítást is megfogalmazunk. Fő tételünk az
alábbi módon hangzik:

Tétel. Legyen H ⊂ R nem üres halmaz, legyenek továbbá

g1, . . . , gr : H → H

olyan függvények, melyek a kompozíció műveletére nézve csoportot
alkotnak, valamint legyenek

α1, . . . , αr;h : H → R
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adottak. Tegyük fel, hogy az

A := [αj∗i−1 ◦ gi]

mátrix determinánsa nem nulla a H halmazon. Jelölje Ah azt a mát-
rixot, melyet A-ból kapunk oly módon, hogy annak első oszlopát a
(h ◦ g1, . . . , h ◦ gr) vektorral helyettesítjük. Ekkor az

f =
detAh
detA

módon definiált függvény egyértelmű megoldása a
r∑

k=1

αkf ◦ gk = h

egyenletnek H-n. Tegyük fel továbbá, hogy ϕ : H → R eleget tesz az∣∣∣ r∑
k=1

αkϕ ◦ gk − h
∣∣∣ ≤ ε.

egyenlőtlenségnek. Ekkor teljesül az

|f − ϕ| ≤ ε‖A−1‖∞

összefüggés.

Állításinkat a fejezet végén több példával illusztráljuk.
A harmadik fejezetben Charles Babbage angol matematikus vizs-

gálatai által motiválva vizsgálatunk középpontjában az

F
(
f ◦ g1, . . . , f ◦ gr

)
= h

alakú függvényegyenletek állnak, ahol g1, . . . , gr, valamint F és h
adott függvények, továbbá {g1, . . . , gr} csoportot alkot a függvény-
kompozíció műveletével. Meghatározandó az f ismeretlen függvény.
Ki fog derülni, hogy ezek az egyenletek csak bizonyos számú kezde-
tiérték feltétel megadása mellett oldhatók meg. Ezek számát az algeb-
rai struktúra stabilizátora határozza meg. Fő tételünk igazolásában az
inverzfüggvény-tétel játssza a fő szerepet. Tételünk a következőkép-
pen hangzik:
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Tétel. Legyen H ⊂ R nem üres, nyílt halmaz, ξ ∈ H és

G(H) = {g1, . . . , gmn}
folytonos függvények csoportja a (4) táblázat szerint. Legyen η ∈ Rn,
továbbá

p = (η, . . . , η) ∈ Rmn

és h : H → R folytonos függvény. Legyen F : Rmn → R olyan
folytonosan differenciálható függvény, melyre

F (p∗i) = h ◦ gi(ξ) (i = 1, . . . ,mn)

Definiáljuk az A : Rmn →M leképezést az alábbi módon:

A(x) := [∂j∗i−1F (x∗i)].

Ha A reguláris a p pontban és

Gξ(H) ⊂ Z
(
G(H)

)
,

akkor létezik egy ξ-t tartalmazó, G(H)-invariáns nyílt H0 ⊂ H hal-
maz és egy egyértelműen meghatározott f : H0 → R differenciálható
függvény, amely teljesíti az

F (f ◦ g1(t), . . . , f ◦ gmn(t)) = h(t),

f ◦ gkn+l(ξ) = ηl.

egyenletet.

Az értekezés negyedik fejezetében az

F
(
f ◦ g1, . . . , f ◦ gr, id

)
= 0

alakú függvényegyenletet vizsgáljuk, ahol {g1, . . . , gr}, valamint F
adott függvények, továbbá {g1, . . . , gr} csoportot alkot a kompozí-
ció műveletére nézve. Vizsgálatainkban az implicitfüggvény-tétel,
valamint a közönséges differenciálegyenletekre vonatkozó globális
egzisztencia- és unicitási tétel kap kulcsszerepet. Fő tételünk:

Tétel. Legyen H ⊂ R nem üres, nyílt halmaz, ξ ∈ H és

G(H) = {g1, . . . , gmn}
folytonos függvények csoportja a (4) szerinti táblázattal. Legyen η ∈
Rn, továbbá

p = (η, . . . , η) ∈ Rmn
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és F : Rmn × R → R olyan folytonosan differenciálható függvény,
melyre minden i = 1, . . . ,mn esetén teljesül, hogy

F (p∗i, gi(ξ)) = 0.

Definiáljuk az A : Rmn →M és B : Rmn → Rmn leképezéseket az

A(x, t) :=
[
∂j∗i−1F (x∗i, gi(t))

]
,

B(x, t) :=
[
∂mn+1F (x∗i, gi(t))g

′
i(t)
]

formula szerint. Tegyük fel, hogy A reguláris a (p, ξ) pontban. Ha
vagy m = 1 vagy m ≥ 2 és az x → A−1B(x, t) leképezés Lipschitz
a (p, ξ) egy környezetében, akkor létezik egy G(H)-invariáns, nyílt,
ξ-t tartalmazó H0 ⊆ H halmaz és egy egyértelműen meghatározott
differenciálható f : H0 → R függvény, mely eleget tesz az

F (f ◦ g1(t), . . . , f ◦ gmn(t), t) = 0,

f ◦ gkn+l(ξ) = ηl.

egyenletnek.

Ezt követően az előbb ismertetett tétel két következményét is is-
mertetjük. Az első következményben F lineáris függvény. A tétel
jelöléseit megtartva azA(x, t) mátrix csak a második változótól függ,
így az x→ A(x, t) leképezés Lipschitz tulajdonsága azonnal adódik.
Ez a következmény hasonló állítást fogalmaz meg, mint az előző fe-
jezet főtétele, azonban ez egy „gyengébb” állítást, mivel itt a regu-
laritási feltételek erősebbek. A második következményben a vizsgált
egyenlet nem lineáris, de az A(x, t) mátrix csak az első változótól
függ.

Következmény. Legyen H ⊆ R nem üres, nyílt halmaz, ξ ∈ H , és

G(H) = {g1, . . . , gmn}
folytonos függvények csoportja a (4) szerinti táblázattal. Legyenek

α1, . . . , αmn : H → R

folytonos függvények, továbbá legyen h : H → R folytonosan diffe-
renciálható. Definiáljuk az alábbi mátrixot:

D(t) :=
[
αj∗i−1 ◦ gi(t)

]
.
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Ha D reguláris a ξ pontban, akkor létezik egy ξ-t tartalmazó G(H)-
invariáns, nyílt H0 ⊆ H halmaz és egy egyértelműen meghatározott
f : H0 → R függvény, mely eleget tesz az

α1f ◦ g1 + · · ·+ αmnf ◦ gmn = h

egyenletnek.

Következmény. Legyen H ⊆ R nem üres, nyílt halmaz, ξ ∈ H , és

G(H) = {g1, . . . , gmn}

folytonos függvények csoportja a (4) szerinti táblázattal. Legyen η ∈
Rn, továbbá

p = (η, . . . , η) ∈ Rmn

és legyen F : Rmn × R → R folytonosan differenciálható függvény
úgy, hogy

F (p∗i) = h ◦ gi(ξ)) (i = 1, . . . ,mn)

teljesül. Tegyük föl, hogy a D : Rmn →M,

D(x) :=
[
∂j∗i−1F (x∗i)

]
leképezés reguláris a p pontban. Ha vagy m = 1 vagy m ≥ 2 és
az x → D−1(x) leképzés Lipschitz a p környezetében, akkor létezik
egy G(H)-invariáns, ξ-t tartalmazó, H0 ⊆ H nyílt halmaz és egy
egyértelműen meghatározott, differenciálható f : H0 → R függvény,
mely eleget tesz az

f ◦ gkn+l(ξ) = ηl

feltételnek és teljesíti az

F
(
f ◦ g1(t), . . . , f ◦ gmn(t)

)
= h(t)

függvényegyenletet.

Állításinkat a fejezet végén több példával illusztráljuk.
A bemutatott eredményeket a [24], [25], [26] dolgozatokban kö-

zöltük, jelentősen kiegészítve megjavítva Bessenyei [23] tételeit.
Az ötödik fejezetben ismertetjük az erősen szubkvadratikus függ-

vények fogalmát: az f : [0,∞] → R függvényt erősen szubkvadrati-
kusnak mondjuk, ha minden x ≥ 0 esetén létezik olyan cx ∈ R valós
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szám, hogy

f(y)− f(x) ≤ cx(y − x) + f(|y − x|) (y ∈ R),

majd néhány elemi példát mutatunk azon függvényekre, melyek e-
leget tesznek az említett egyenlőtlenségnek. Ezt követően leírjuk
az erősen szubkvadratikus függvények legfontosabb tulajdonságait.
Ezután megadjuk a gyengén szubkvadratikus függvények definícióját.
Azt mondjuk, hogy az f : R → R függvény kvadratikus, ha teljesíti
a normanégyzet egyenletet (vagy paralelogramma azonosságot, vagy
Jordan–von Neumann azonosságot):

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y) (x, y ∈ R).

Ehhez kapcsolódóan, mint ahogyan az additív függvényekből defi-
niáljuk a szubadditív függvényeket, ugyanúgy a kvadratikus függvé-
nyekből definiálhatjuk a gyengén szubkvadratikus függvényeket: azt
mondjuk, hogy az f : R→ R függvény gyengén szubkvadratikus, ha
minden x, y ∈ R esetén teljesíti az

f(x+ y) + f(x− y) ≤ 2f(x) + 2f(y) (x, y ∈ R)

egyenlőtlenséget. Ebben a szakaszban ismertetjük ezen függvények
fontosabb tulajdonságait példákkal illusztrálva. A fentiekben definiált
kétféle szubkvadratika fogalom közötti kapcsolat vizsgálatának kér-
dése elsőként a 2007-ben, Noszvajon rendezett „Conference on In-
equalities and Applications ’07” konferencián merült. Ebben a fe-
jezetben precízen leírjuk a kétféle definíció közötti kapcsolatot. Ki
fog derülni, hogy ha f : [0,∞[→ R erősen szubkvadratikus függ-
vény, akkor teljesül az

f(x+ y) + f(x− y) ≤ 2f(x) + 2f(y) (x ≥ y ≥ 0).

egyenlőtlenség. A vizsgált függvények értelmezési tartománya nem
egyezik meg, így természetes módon adódik, hogy tekintsük az erősen
szubkvadratikus függvények páros kiterjesztését, és az így kapott függ-
vénynek vizsgáljuk a gyengén szubkvadratikus függvényekkel való
kapcsolatát. Belátható, hogy ha f : [0,∞[→ R erősen szubkvadrati-
kus függvény, akkor az f̄ : R→ R,

f̄(x) =

{
f(x), ha x ≥ 0

f(−x), ha x < 0
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módon definiált páros kiterjesztése gyengén szubkvadratikus. Az
előbbi tétel megfordítása nem igaz: azaz megadható olyan f : R→ R
gyengén szubkvadratikus függvény, melynek a [0,∞[ intervallumra
való leszűkítése nem erősen szubkvadratikus. Ebben a szakaszban
bevezetünk és megvizsgálunk egy harmadik egyenlőtlenséget, mely
az előzőekhez szorosan kapcsolódik:

f̄(x+ y) + f̄(|x− y|) ≤ 2f̄(x) + 2f̄(y) (x, y ∈ R).

Megmutatjuk, hogy ha f : [0,∞[→ R erősen szubkvadratikus függ-
vény, akkor az f̄ : R→ R páros kiterjesztése teljesíti az

f̄(x+ y) + f̄(|x− y|) ≤ 2f̄(x) + 2f̄(y) (x, y ∈ R)

egyenlőtlenséget. A szakaszban szereplő eredményeket a [35] cikk-
ben publikáltuk.
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Summary

This PhD dissertation consists of five chapters. In the first four
chapters linear and nonlinear functional equations are investigated
in the fifth chapters functional inequalities are investigated, namely
subquadratic funtions, describing the elementary properties of these
functions and we give the connections between two different sub-
quadratic notions.

In the first chapter we summarize some results of group theory,
which we will use in the next chapters and we introduce the notations
which will be used in the dissertation. In this chapter the most impor-
tant statemant the Orbit-Stabilizer Theorem, which plays the key role
in the proofs of the theorems of the next chapters.

In the second chapter we shall consider the functional equation
r∑

k=1

αkf ◦ gk = h,

where g1, . . . , gr; α1, . . . , αr and h are given functions with appropri-
ate domains and ranges. Furthermore we assume that the functions
g1, . . . , gr generate a group under the operation of composition. Ap-
plying the composition fk the equation can be reduced to systems of
equations with unknowns fk = f ◦ gk after composition with gk. The
system is linear and hence if we assume some reularity properties the
solution can be expressed by Cramer’s rule. In this section we prove
a stability theorem for the investigated equation. The main theorem
of this chapter is:

Theorem. Let H ⊂ R a nonempty set and

g1, . . . , gr : H → H

be functions forming a group under the operation of composition.
Also let

α1, . . . , αr;h : H → R
be given functions, and assume that the determinant the matrix

A := [αj∗i−1 ◦ gi]
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is nonsingular on H . If Ah stands for the matrix which is obtained
from A replacing the first column by, in turn, h ◦ g1, . . . , h ◦ gr, then
f : H → R given by

f = detAh/ detA

is the unique solution of
r∑

k=1

αkf ◦ gk = h

on H . Moreover, if ϕ : H → R satisfies the inequality∣∣∣ r∑
k=1

αkϕ ◦ gk − h
∣∣∣ ≤ ε,

then the next inequality holds:

|f − ϕ| ≤ ε‖A−1‖∞.

At the end of the chapter we give some examples to illustrate the
main theorem.

In the third chapter motivated by some investigations of Charles
Babbage, we study a class of single variable functional equations:

F
(
f ◦ g1, . . . , f ◦ gr

)
= h,

where g1, . . . , gr, F and h are given functions and {g1, . . . , gr} form
a group under the operation of composition. It turns out that the alge-
braic structure of a stabilizer determines the number of initial value
conditions for the functional equation. In the proof of the main result,
the Implicit Function Theorem plays the key role. The main theorem
is:

Theorem. Let H ⊂ R be a nonempty open set, ξ ∈ H , and

G(H) = {g1, . . . , gmn}
be a group of continuous functions by the tabular (4). Let η ∈ Rn,

p = (η, . . . , η) ∈ Rmn

and let h : H → R be a continuous function, F : Rmn → R be a
continuously differentiable function such that

F (p∗i) = h ◦ gi(ξ) (i = 1, . . . ,mn).
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Define the mapping A : Rmn →M by

A(x) := [∂j∗i−1F (x∗i)].

If A is regular at p and

Gξ(H) ⊂ Z(G(H)),

then there exist a G(H)-invariant open set H0 ⊂ H containing ξ and
a unique differentiable function f : H0 → R satisfying the equation

F (f ◦ g1(t), . . . , f ◦ gmn(t)) = h(t),

f ◦ gkn+l(ξ) = ηl.

In the fourth chapter of the dissertation we investigate the equa-
tions,

F
(
f ◦ g1, . . . , f ◦ gr

)
= h,

where {g1, . . . , gr} and F are given functions and {g1, . . . , gr} form
a group under the operation of composition. In the investigations we
utilise the Implicit Function Theorem and the Global Existence and
Uniqueness Theorem.

Theorem. Let H ⊆ R be a nonempty open subset, ξ ∈ H , and

G(H) = {g1, . . . , gmn}

be a group of continuously differentiable functions. Let η ∈ Rn,

p = (η, . . . , η) ∈ Rmn

and let F : Rmn × R → R be a continuously differentiable function
such that

F (p∗i, gi(ξ)) = 0

hold for all i = 1, . . . ,mn. Define the mappings A : Rmn → M and
B : Rmn → Rmn by

A(x, t) :=
[
∂j∗i−1F (x∗i, gi(t))

]
,

B(x, t) :=
[
∂mn+1F (x∗i, gi(t))g

′
i(t)
]

and assume that A is regular at (p, ξ). If either m = 1 or m ≥ 2 and
the mapping x→ A−1B(x, t) is Lipschitz in a neighborhood of (p, ξ)
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then there exist a G(H)-invariant open set H0 ⊆ H containing ξ and
a unique differentiable function f : H0 → R satisfying

F (f ◦ g1(t), . . . , f ◦ gmn(t), t) = 0,

f ◦ gkn+l(ξ) = ηl.

The chapter contains two Corollaries. In the first one, we consider
the case when F is linear in its arguments except for the last one. In
this setting, keeping the notations of the Main Theorem, the matrix
A(x, t) depends only on its second variable. In particular, the Lips-
chitz property of the mapping x → A(x, t) is straightforward. In the
second Corollary F is nonlinear, but does not depend on the free vari-
able. This phenomenon is reflected in the fact that the matrix A(x, t)
depends only on the first variable.

Corollary. Let H ⊆ R be a nonempty open set, ξ ∈ H , and

G(H) = {g1, . . . , gmn}

be a group of continuously differentiable functions by (4). Let

α1, . . . , αmn : H → R

be continuous, h : H → R be continuously differentiable functions
and

D(t) :=
[
αj∗i−1 ◦ gi(t)

]
.

If D is regular at ξ, then there exist a G(H)-invariant open set H0 ⊆
H containing ξ and a unique differentiable function f : H0 → R sat-
isfying the functional equation

α1f ◦ g1 + · · ·+ αmnf ◦ gmn = h.

Corollary. Let H ⊆ R be a nonempty open set, ξ ∈ H , and

G(H) = {g1, . . . , gmn}

be a group of continuously differentiable functions by (4). Let η ∈
Rn, p = (η, . . . , η) ∈ Rmn and let F : Rmn × R → R be a continu-
ously differentiable function such that

F (p∗i) = h ◦ gi(ξ))
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hold for all i = 1, . . . ,mn. Assume that the mapping D : Rmn →M

defined by
D(x) :=

[
∂j∗i−1F (x∗i)

]
is regular at p. If either m = 1 or m ≥ 2 and the mapping x→ D(x)
is Lipschitz in a neighborhood of p, then there exist a G(H)-invariant
open set H0 ⊆ H containing ξ and a unique differentiable function
f : H0 → R satisfying the conditions

f ◦ gkn+l(ξ) = ηl

and functional equation

F
(
f ◦ g1(t), . . . , f ◦ gmn(t)

)
= h(t).

At the end of the chater we give some examples to illustrate the
application of the main theorem.

These results were presented in the [24], [25], [26] papers, which
generalize the Theorems of Bessenyei [23].

In the fifth chapter we give the definition of strongly subquadratic
functions. A function f : [0,∞] → R is said to be strongly sub-
quadratic if for any x ≥ 0 there exists a constant cx ∈ R such that

f(y)− f(x) ≤ cx(y − x) + f(|y − x|) (y ∈ R),

thereafter. We show some basic examples for this functions. In
this chapter we describe the main properties of strongly subquadratic
functions. Then we define weakly subquadratic functions. The other
concept of subquadraticity is related to quadratic functions. A func-
tion f : R → R is called quadratic if it satisfies the square-norm
(in other terminologies the parallelogram or Jordan–von Neumann)
equation

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y) (x, y ∈ R).

Based on this notion and analogously to the concepts of additive and
subadditive functions f : R→ R is called subquadratic if it fulfils the
inequality

f(x+ y) + f(x− y) ≤ 2f(x) + 2f(y) (x, y ∈ R).

We show the main properties and give some examples of these func-
tions. The main part of this chapter is the problem of investigating the
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connections between the different concepts of subquadraticity. This
problem arose during the Conference on Inequalities and Applica-
tions ’07 held in Noszvaj, Hungary in 2007. In this section summa-
rizing and extending these results, we completely describe the rela-
tion between the two concepts of subquadraticity. It turns out that if
f : [0,∞[→ R is strongly subquadratic, then it satisfies the inequality

f(x+ y) + f(x− y) ≤ 2f(x) + 2f(y) (x ≥ y ≥ 0).

The domains of the investigated functions are not equal, thus we
introduce the even extension of strongly subquadratic function and
examine the connection between these functions and weakly sub-
quadratic functions. It can be proved that, if f : [0,∞[→ R is a
strongly subquadratic function then its even extension f̄ : R → R
defined by,

f̄(x) =

{
f(x), ha x ≥ 0

f(−x), ha x < 0

is weakly subquadratic. The converse of the previous theorem is
not true: more precisely, there exists a weakly subquadratic func-
tion f : R→ R such that its restriction f : [0,∞[→ R is not strongly
subquadratic. On the other hand we introduce and investigate a third
inequality related to both concepts of subquadraticity, namely

f̄(x+ y) + f̄(|x− y|) ≤ 2f̄(x) + 2f̄(y) (x, y ∈ R).

We prove that if f : [0,∞[→ R is a strongly subquadratic function
then its even extension f̄ : R→ R satisfies the inequality

f̄(x+ y) + f̄(|x− y|) ≤ 2f̄(x) + 2f̄(y) (x, y ∈ R).

The results of this chapter were published in paper [35].
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[21] S. Banić, S. Varošanec, Functional inequalities for superquadratic functions,

J. International Journal of Pure and Appl. Math. 43 (2008), 717–729.
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