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Bevezetés

Jelen doktori értekezés ot fejezetbdl all. Az els6 négy fejezet a
fiiggvényegyenletek és csoporthatdsok témakort dolgozza fel, az u-
tolso fejezet szubkvadratikus fiiggvényekkel foglalkozik.

A fliggvényegyenletek kulcsfontossiagu szerepet toltenek be a ma-
tematika kiilonboz6 dgaiban, mint példdul a matematikai analizisben,
a geometridban, az informdciéelméletben. Ezen tilmenden a mate-
matikdn kiviil mas tudomanyteriileteken (a fizikdban, bioldgidban,
kozgazdasdgtanban, pszicholdgidban, szocioldgidban) is szamos prob-
léma megolddsandl taldlkozhatunk fiiggvényegyenletekkel.

A fiiggvényegyenletek elméletének elsd rendszerezése, Osszefog-
laldsa Aczél Janos [13] konyvében taldlhat6. Ez a konyv a 60-as
évekig elért legfontosabb eredményeknek egy atfogo ismertetését ad-
ja. Kiilonboz6 fliggvényegyenletek megoldasi médszereivel azéta is
sokan foglalkoztak és foglalkoznak. A fiiggvényegyenletek alkalma-
zdsait targyal6é konyvek koziil kiemelkedd fontossdguiak a [28] és a
[31] alkotdsok. E16bbi a miiszaki, utébbi a kozgazdasigtani alkalma-
zasokra helyezi a hangstlyt. A fliiggvényegyenletek irant érdekl6d6k
szamos, az adott témaban megjelent konyvet tanulmanyozhatnak. A
teljesség igény nélkiil utalunk a [39], [40], [41] mivekre.

A fiiggvényegyenletek az utébbi idében helyet kaptak a kozép-,
s6t altalanos iskolai versenyeken is, amint ezt a Kozépiskolai Mate-
matikai Lapok (KOMAL), a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia,
a PUTNAM amerikai matematika verseny, az Orszdgos Kozépiskolai
Tanulmanyiverseny (OKTV) feladatai mutatjdk. So6t, szakkori feldol-
gozésra szant kiadvanyok részben vagy teljes egészében e teriiletek-
hez kapcsolddé mdodszerek bemutatasét tlizik ki célul. Ilyen példaul
Small hires konyve [51], Brodskii és Slipenko népszer(i kiadvanya
[27], vagy Lajké egyetemi jegyzete [42].

A versenyfeladatok szintjén megjelend egyenletek egyik jellegze-
tes tipusa egyetlen ismeretlen fiiggvényt tartalmaz, amely tobbféle
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argumentummal szerepel. A megoldds alapgondolata az argumen-
tumok djrahelyettesitése, amivel az egyenletbdl olyan egyenletrend-
szer kaphat6, amely elemi eszkozokkel megoldhaté. Erdemes meg-
emliteni, hogy hasonlé tipusu egyenletekkel — bar més Osszefliggés-
ben — Babbage uttord dolgozatai [15], [16], [17], [18], [19] szintén
foglalkoznak.

Jelen értekezés elsd részének motivacidjit pontosan az emlitett ver-
senyfeladatok, valamint Babbage idevdgé munkdssdga adja. Vizs-
galatunk k6zéppontjaban az

Fo(fogl,...,fogr,id)z() (1

egyenlet all, ahol F': R™*! — R, valamint gq, ..., ¢g,: H — H adott
fiiggvények és H C R nem iires halmaz. Természetesen ilyen 4l-
taldnossdgban nincs remény az ismeretlen f fliggvény meghatdro-
zédsdra, vagy akdr csak létezésének/egyértelmiiségének igazoldsara.
Ezért minden esetben feltessziik, hogy g1, ..., g, csoportot alkot a
kompozicié miiveletére nézve. Ekkor az (1) egyenletet a g5, elemek-
kel kompondlva, r darab (nemlinedris) egyenlet nyerhetd, melyben
r darab ismeretlen, nevezetesen az f o g, fliggvények szerepelnek.
Ilyen feltételek mellett az elsé vizsgdlatok Presi¢ nevéhez kotédnek
[45], [46]. Az értekezés elsO fejezetében az igy kapott egyenletrend-
szer megoldhatdsagét vizsgaljuk, (lokalis) egzisztencia €s unicitdsi
tételeket adva ezen keresztiil az (1) egyenlet megoldasara is.

A helyettesitd fiiggvényekre szabott feltétel sejteti, hogy a vizs-
gdlatokban szerepet kap a csoportelmélet. Kideriil az is, hogy sokkal
mélyebb szinten, mint ahogyan azt az imént ismertetett elemi mod-
szer alapjan varnank. Mivel ezek a gondolatok minden, az (1) egyen-
let vizsgalatahoz kot6d6 alfejezetben megjelennek, ezért az értekezés
rovid csoportelméleti dsszefoglaldssal indul. Ebben a fejezetben fiigg-
vénycsoportokkal kapcsolatos, késdbbiekben felhasznalt eredmények
szintén helyet kaptak.

A disszertacié mésodik fejezetében feltessziik, hogy az (1) egyen-
letben szerepld [’ fiiggvény linedris az elsd r valtozdjaban és az is-
mertnek feltételezett egyiitthatok adott fiiggvények. Ebben az eset-
ben a helyettesitések utdn linedris egyenletrendszer adddik, amely
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a Cramer-szabdly segitségével megoldhatd. Az ismeretlen f filigg-
vényre a — nem-elfajulé esetben — globdlis egzisztencia €s unicitasi
tételt, st reprezentaciot kapunk. Felmeriil azonban a ,.kompatibili-
tas” kérdése. Valdjaban ugyanis az f, = f o g fliggvényekre kapunk
megoldast, amelyekre a csoport elemeinek hatdsa tovabbi kényszert
jelent. Ha példaul g; a csoport neutralis eleme az (1) egyenletben, f;
pedig az f o g;-re kapott megoldas, akkor fr, = f; o gx kell, hogy
teljesiiljon. Emiatt a linedris algebra mddszerei mellett az absztrakt
csoportelmélet elemi mddszerei is sziikségesek. A kompatibilitast
a megoldasra kapott reprezenticié és a determindnsok permuticio-
tulajdonsdgai biztositjdk. A fejezetben kozolt eredmények a [26] dol-
gozatban jelentek meg, stabilitdsi résszel kiegészitve Bessenyei [23]
vizsgélatait.

A harmadik fejezetben az (1) egyenlet F' = GG — h alakban adott,
ahol G: R" — R és h: R — R ismert fiiggvények. Ekkor a meg-
oldasi modszert az inverzfiiggvény-tétel jelenti. Azonban ezen tétel
alkalmazasdhoz sziikkséges megadni egy pontot és annak képét, ami
esetiinkben azt jelenti, hogy el6 kell {rni alkalmas f o gx(§) =
feltételeket. Ezen feltételek megadésa viszont nem torténhet akdrho-
gyan: el6fordulhat ugyanis, hogy a g () értékek bizonyos k indexek
esetén megegyeznek, igy az ezekhez tartozoé 7 értékek sem kiilon-
bozhetnek. Sziikséges tehdt a {¢; ..., g.} fiiggvénycsoport ,.finom
struktirdjat” felderiteni, amihez a kulcsot az absztrakt algebra egyik
kozismert eredménye, az orbit-stabilizdtor tétel jelenti. A kompa-
tibilitasi feltétel teljesiilése szintén ezen tétel, és egyszerl algebrai
modszerek kovetkezménye. A fejezet teljes egészében a [26] cikkre
tdmaszkodik.

A negyedik fejezet dltalanos alakjdban vizsgdlja az (1) egyenletet.
A legfontosabb eszkozt most az implicitfiiggvény-tétel jelenti. A
kordbban emlitett mddszerek koziil helyettesitést €s a kezdetiérték
feltételek kijelolését ugyanigy és ugyanolyan célbdl tovabbra is meg-
tartjuk. Az Gjdonsdgot és egyben a nehézséget a kompatibilitas el-
lendrzése jelenti a megoldds reprezentacidjanak teljes hidnya miatt.
Az éthidalé megoldast a differencidlegyenletek elméletébdl ismert
globdlis egzisztencia €s unicitasi tétel jelenti. Kideriil ugyanis, hogy
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a helyettesitésekkel kapott és a kompatibilitasra felirt egyenletrend-
szerbdl ugyanaz a Cauchy-feladat szarmaztathatd. A fejezet o tétele
és annak alkalmazdsai a [25] dolgozatban kaptak helyet.

A harmadik és negyedik fejezet f6 eredményei, az alkalmazott tech-
nikdk sajatossdgait tiikrozve, csupdn lokdlis egzisztencia és unicitési
eredmények. A harmadik fejezetben vizsgalt egyenlet specidlisabb
ugyan a kovetkez6 fejezetben vizsgaltnal, azonban kevesebb regula-
ritast elegendé megkovetelni.

A disszertaci6 6todik fejezetének f6 eredménye a szakirodalom-
ban vizsgdlt kétféle szubkvadratikus fiiggvényfogalom Osszehason-
litdsa. Az egyik definici6 a konkdv fiiggvények azon geometriai je-
lentésének egy modositdsa, miszerint minden differencidlhaté konkav
figgvény érint§je a fliggvénygorbe folott halad. Pontosabban, azt
mondjuk, hogy az f: [0, c0[— R fiiggvény erdsen szubkvadratikus,
ha minden = > 0 esetén létezik olyan ¢, € R, hogy

fly)—f@) <cly—2)+f(ly—=2)) (¥=0). (2

A madsik fogalom a normanégyzet egyenlet ,,egyenlGtlenség” valto-
zata. Ennek megfelel6en azt mondjuk, hogy az f: R — R fiiggvény
gyengén szubkvadratikus, ha teljesiil az

fle+y)+ fle—y) <2f(x)+2f(y) (z,yeR) (O)

egyenldtlenség. A fejezetben attekintjiik a szubkvadratikus fiiggvé-
nyek ismert, f6bb tulajdonsdgait, majd a [35] cikkiinkre timaszkodva
az emlitett két fogalom kozotti kapcesolatot tisztdzzuk. Bar latszolag
igen tavolallé definicidkrdl van sz, mégis megmutathatd, hogy van
kozottiik osszefliggés, mely indokolni fogja az altalunk bevezetett
,erés”, illetve ,,gyenge” elnevezéseket is. Lathat6 azonban, hogy a
vizsgélt fliggvények értelmezési tartomdnya nem egyezik meg, igy
természetes médon adddik, hogy tekintsiik az erésen szubkvadrati-
kus fiiggvények kiterjesztését, €s vizsgdljuk az igy ad6dé fliggvények
gyengén szubkvadratikus fiiggvényekkel val6 kapcsolatat is. Ebben a
szakaszban bevezetiink és megvizsgalunk egy harmadik egyenl6tlen-
séget, mely az el6z6ekhez szorosan kapcsolddik. Az ismertetett ered-
ményeket a [35] cikkben publikaltuk. Veliink parhuzamosan S. Ab-
ramovich és K. Troczka-Pawelec is végzett hasonld vizsgalatokat.
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Mindketten megmutattik, hogy ha egy fiiggvény erdsen szubkvad-
ratikus, akkor gyengén szubkvadratikus is, azonban az allitds meg-
forditds nem igaz. Ezen eredményeket a [3] és a [52] cikkekben
kozolték. A [3] dolgozatban megjelenik ugyan az erésen szubkvadra-
tikus fiiggvények paros kiterjesztése, azonban az éllitdsok igazoldsa
mads eszkozokkel torténik, mint a [35] cikkiinkben. A gyengén szub-
kvadratikus fiiggvényekhez kapcsolddo, jelen disszertacié 6todik fe-
jezetében vizsgdlt ,,tovabbi” egyenldtlenségek a [3], [52] publikdcidk
egyikében sem szerepelnek.






1. Csoportelméleti hattér

Ebben a szakaszban egyrészt bevezetiink néhdny olyan jelolést,
amit a kovetkez0 fejezetekben haszndlni fogunk, masrészt osszefog-
laljuk azokat a csoportelméleti eszkozoket, amelyekre sziikségiink
lesz a fotételeink bizonyitdsdhoz. Tobbek kozott megvizsgaljuk azon
fiiggvényeket, melyek csoportot alkotnak a fliggvénykompozicié m-
veletével, illetve leirjuk ezen fiiggvények legfontosabb tulajdonsé-
gait. Az ebben a szakaszban szerepld lemmak elsGsorban a [25] cikk
eredményein alapulnak.

Legyen H a val6s szdmok halmazédnak egy nem iires részhalmaza
és tegyiik fol, hogy a ¢1,...,¢9,: H — H fiiggvények csoportot
alkotnak a kompozicié miveletére nézve. Ezt a csoportot a tovab-
biakban jelolje G(H).

Ha g € G(H), akkor g-nek az onmagdval vett k-szoros kompozi-
ciészorzatdt g* médon jeldljik. Nyilvan gF € G(H).

A kovetkez6 lemmdabdl kideriil, hogy a szigorian monoton fiigg-
vényekbdl all6 csoport nagyon “szegényes’ struktuirat alkot.

1.1. Lemma. Legyen H C R nem iires halmaz, G(H) szigoriian
monoton fiiggvényekbdl dllé csoport. Ha G(H) véges, akkor legfel-
jebb kételemii.

Bizonyitas: Legyen g a csoport identikus elemétdl kiilonbozo tet-
sz0leges elem, amennyiben ilyen 1étezik. Jelolje r a g elem rendjét
és tegyiik fel, hogy ¢t € H olyan, melyre g(t) # t teljesiil. Indirekt
moédon bebizonyitjuk, hogy g nem szigordan monoton novekvd.
e Hat < g (t) teljesiil, akkor ezt az egyenlGtlenséget iterdlva kapjuk,

hogy

t<gt)<g’(t)<---<g(t)=t,

ami ellentmondis.

e Hat > g(t), akkor az elbbihez hasonl6an

t>g(t) > g*(t) > < g'(t) =t

szintén ellentmonddsra jutunk.
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Tehat minden, az identitdstdl kiillonbozd G(H )-beli elem szigorian
monoton csokkend, kovetkezésképpen ha g és h olyan elemei a G(H )
csoportnak, hogy koziiliik egyik sem az identitds, akkor g és h~!
szigortian monoton csokkendek. Ekkor azonban g o h~! szigorian
monoton névekvs, vagyis go h™ =id, igy g = h. m

A kovetkez6 lemmaban igazoljuk, hogy minden véges csoport rep-
rezentdlhaté (folytonos vagy differencidlhatd) fiiggvények csoport-
jaként. Ez az észrevétel teszi indokoltta tételeink algebrai feltételei-
nek nagyfoku dltalanossagat.

1.2. Lemma. Ha G egy véges csoport, akkor létezik olyan H C R
nyilt halmaz és C*°-osztdlyi fiiggvények csoportja ugy, hogy G ~
G (H).

Bizonyitds: Elegend6 megmutatni, hogy G (H ) izomorf az r-edrendd
S, szimmetrikus csoporttal, ugyanis a Cayley-tétel szerint minden
csoport bedgyazhatd egy szimmetrikus csoportba, pontosabban min-
den csoport izomorf egy szimmetrikus csoport részcsoportjaval. Le-
gyenek

L,....,I,CR

diszjunkt, nyilt intervallumok és legyen

i=1

Legyenek tovabba h; ;: I; — I; monoton ndvekvd linedris izomor-
fizmusok I; és [; kozott. Minden 7: {1,...,7} — {1,... 7} per-
mutdcio esetén definidljuk a

gr: H— Ho gﬂ(t) = hi,w(i) (t) (t € ]Z)

fiiggvényeket. Ekkor
g € C™ (H)

G (H) = ({gx | m€ S}, 0)

csoportot alkot, mely izomorf az S, szimmetrikus csoporttal. m
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1.3. Definicié. Legyen H a val6s szamok halmazanak egy nem iires
részhalmaza. A H halmaz egy £ elemének orbitja, mds néven pdlydja
a

{9(&) g € G(H)}
halmaz. A £ € H elem stabilizdtoran azokat a G(H )-beli elemeket
értjiik, melyek a & elemet fixen hagyjék, azaz ¢ stabilizatora

Ge(H) :={g € G(H) |g(&) =¢}.

A kovetkez6 lemmank az tigynevezett orbit-stabilizator tétel, amely
szamunkra kulcsfontossagu szerepet fog jatszani a késdbbikben.

1.4. Lemma. Legyen H C R nem iires halmaz, G(H) fiiggvény-
csoport, & € H tetszdleges. Ekkor G¢(H) részcsoportja G(H)-nak.
Tekintsiik a G(H) csoport G¢(H) szerinti baloldali mellékosztdlyait.
Ekkor a G(H)-beli g és h elemek pontosan akkor tartoznak ugyan-
abba a mellékosztdlyba, ha g(&) = h(§), azaz £ orbitjdnak elemszd-
ma egyenld £ stabilizdtordnak G(H )-beli indexével.

Bizonyitds: Legyen g,h € G¢(H) tetsz8leges. Ekkor g(&) = & és
h(§) = ¢, igy

goh(§) =&és g '(§) =¢
Tehdt G¢(H) zért a csoportmiiveletre nézve, igy részcsoportja G(H )-
nak. A tétel masodik allitdsdnak bizonyitdsdhoz legyen hq, hy €
hG¢(H). Ekkor 1éteznek olyan g1, g, € G(H) elemek, melyre tel-
jesiil, hogy

hl :hogléShQIhOQQ,
igy

hi(§) = ho gi(§) = h(§) = h o ga(§) = ha(§).

A megforditdshoz tegyiik fel, hogy

hi(§) = ha(§)
és legyen g := hy ' o hy. Ekkor g € G¢(H), amib6l kovetkezik, hogy
hy € hng(H>

Ezzel a bizonyitas teljes. m
Legyen G = {g1,..., 9.} egy tetsz8leges csoport, s definidljuk a
« miveletet az L = {1,...,r} indexhalmazon a kovetkezd médon:
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i * j = k pontosan akkor, ha g;g; = g,. Azonnal adédik az alabbi
allitas:

1.5. Lemma. A fenti feltételek és jelolések mellett (L, *) csoport és
a ©(g;) = i médon értelmezett p: G — L leképezés izomorfizmus.
Tovdbbad, rogzitett j € L esetén a (i) = j * i leképezés automorfiz-
mus L-en.

Legyen £ € H és tegyiik fel, hogy {-nek a G(H )-beli stabilizitora
m eleml, mégpedig

GE(H) :{gkn+1|k:07am_1}

Ekkor az (1.4) lemma miatt a G¢(H ) stabilizator részcsoportjaa G(H )
csoportnak. Tegyiik fol, hogy ez a részcsoport n tagd osztalyozast
szdrmaztat, melynek reprezenticiéja legyen {g1,...,9,}. A Lag-
range-tétel miatt ekkor |G(H)| = mn. Az dltaldnossdg sérelme
nélkiil a tovabbiakban az aldbbi tablizat szerint indexeliink:

’ © H g1 Gn+1 --- Gkntl -+ G(m—D)n+1 ‘
g1 191 Gn+1 -+ Gkntl -+ Gm—1)n+l
92 (|92 Yn+2 -+ Gknt2 -+ G(m—1)nt2
. . . )
gl 9 Yn+i -+ Gkn+l <o Gim—1)n+l
n || Gn  G2n -+ Gk+)n .- 9mn

Ha minden elemet kiértékeliink a & helyen, akkor soronként az értékek
megegyeznek, ugyanis ezek az elemek a G(H) csoport G¢(H )-beli
bal oldali mellékosztalyanak reprezentdnsai; az oszloponként kapott
&-beli értékek pedig paronként kiillonbozék. A * mivelet definicidja
szerint

I+ (kn+1)=kn+1 (l=1,...,n;k=0,...,m—1).
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Ezt felhasznélva g;(£) = g;(£) pontosan akkor, hai = j (mod n). A
(4) tablazat az indexhalmazon adott miiveletre atirva tehat az alabbi:

’*Hl n+1l ... kn+1 ... (m—l)n+1‘
11 n+1 ... kn+1 ... (m—1)n+1
212 n+2 ... kn+2 ... (m—1n+2
Ll n+l ... Ekn+l ... (m—1)n+I
nin 2n ... (k+1)n ... mn

Mind a f6tételek megfogalmazasat, mind pedig azok bizonyit4sat
nagyban megkonnyiti és dttekinthetdvé teszi a kdvetkezd jelolés. Le-
gyenz € RI* az 2 = (z1,. .., 2,) koordindtakkal adott, s legyen i €
{1,...,r} rogzitett index. Jeldlje ekkor z,; azt a vektort, melynek

Jj-edik komponense z;,;, azaz
Ty = (xl*ia <o >$n*i)'

Az (1.5) lemma szerint a *i leképezés automorfizmus az indexhal-
mazon, igy specidlisan bijektiv. Vagyis, *: a vektorok koordinatit
permutélja.






2. Linearis fiiggvényegyenletek és csoporthatasok

Az ut6bbi id6ben a kiillonbdzé matematikaversenyek feladatai ko-
zott gyakran taldlkozhatunk fiiggvényegyenletekkel. Példaul a Ko-
zépiskolai Matematikai Lapok (KOMAL), a Nemzetkodzi Matemati-
kai Didkolimpia, a PUTNAM amerikai matematika verseny, az Or-
szagos Kozépiskolai Tanulmédnyi Verseny (OKTV) feladatai kozott
el6fordulnak ilyen tipusfeladatok. Ezen példdk jelentSs része az (1)
egyenlet specidlis esete, amikor F' az els6 r valtozdjdban linedris,
azaz

> an(t)f o gilt) = h(t). (5)
k=1

Ebben a szakaszban (5) altaldnos megoldasat adjuk meg abban az
esetben, amikor az egyenlet nem-elfajul6 rendszert szirmaztat. Az
(5) egyenletet ilyen feltételek mellett Bessenyei vizsgélta [23]; vizs-
gélatait jelen szakasz {0 tételével tettiik teljessé, s publikaltuk a [26]
cikkben.

A soron kovetkezd feladat 2004-ben az Orszdgos Kozépiskolai Ta-
nulményi Versenyen szerepelt. Legyen £ olyan valds szdm, amelyre
teljesiil, hogy 0 < k? # 1. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan fiigg-
vényt (f: R\ {0,1} — R), amely eleget tesz az aldbbi fiiggvénye-
gyenletnek:

e t
&) +ketf(5) = T
A feladatban szerepl$ egyenlet és az abbdl ¢ — 1/t helyettesitéssel
kapott 4j egyenlet f értékeire az aldbbi kétismeretlenes, inhomogén
linedris egyenletrendszert szarmaztatja:

ey + ker(Y) = ok

k 1 1

=ft) + f(z) = o
Jeldlje D az alapmadtrix determindnsat:

1 kt?

_ 2
k =1—-k".
¢
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Legyenek D, illetve D, azok a determindnsok, melyeket a D-bdl
ugy kapunk meg, hogy annak elsd illetve masodik oszlopét az egyen-
letrendszer jobb oldalan szerepld értékekbdl képzett oszlopvektorral
helyettesitiink. Ekkor

ar K|tk 1 5 t—k
t+1 2 t+1

Mivel k% # 1, ezért az alapmadtrix nem szingularis. A Cramer-szabdly
alapjan tehat az ismeretlenek a D; és D, illetve a Dy és D deter-
minansok hanyadosaként dllnak el az aldbbi médon:

t — kt?

1) = 1 k)t +1)

1 t—k
f<t> (1= k)t + 1)
Visszahelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy a kapott f valéban megol-
dés.

A vazolt médszerrel kapcsolatban sajnos folmeriil egy olyan prob-
léma, amelyet éltaldnos esetben is tudnunk kell kezelni, ugyanis az
ismertetett eljards csak annyit mond, hogy ha 1étezik megoldas, akkor
az hogyan 4ll eld; arrdl kiilon meg kell bizonyosodni, hogy a kapott
reprezentdciok valoban megolddsok. Ez a konkrét esetekben egysze-
r visszahelyettesitéssel ellendrizhetd. Teljesen altaldnos koriilmé-
nyek kozott azonban a visszahelyettesités az tgynevezett kompati-
bilitdsi problémdval egyenértéki. Jelolje fi a helyettesitéssel kapott
f o gi ismeretlent; ekkor azt kell eldonteni, hogy teljesiilnek-e az
fr = fi o g, kompatibilitasi egyenletek vagy sem. Itt feltessziik,
hogy g1 = id. Ez az el6z6 példaban egyszerden ellendrizhetd: azt
kell csupan megmutatni, hogy a kapott megoldascsalad kompatibilis a
kovetkezs értelemben: ha az f(t) jobb oldaldn szerepl§ kifejezésben
t helyére 1/t-et irunk, akkor éppen a masodik egyenlet jobb oldalat
kapjuk. Valéban, mint azt a kdvetkezd egyszerii szamolds mutatja,

(1= #2)(

=

bk t—k

+1)  (1—k)EL T (-t +1)

= e
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Ezen részben, mivel az egyenletiink linedris, ezért a kompatibilitasi
probléma teljesen dltaldnosan is egyszertien kezelhet6 a determindn-
sok permutécidé-tulajdonségait felhasznélva.

2.1. Példa. Legyen H C R egy nem iires, origbra szimmetrikus hal-
maz, és legyenek o, 3, h: H — R olyan fiiggvények, melyekre

a(t)a(=t) # B)B(-t)  (t€ H)
teljesiil. Ekkor létezik pontosan egy f: H — R fiiggvény, mely
teljesiti az

a(t)f(t) + B(t)f(=t) = h(t)

fiiggvényegyenletet.
Legyen u(t) := f(t) és v(t) := f(—t). Helyettesitsiink ¢ helyére —t-
t. Ez megengedett a H halmaz szimmetria tulajdonsaga miatt. Ekkor
az alabbi inhomogén, linedris egyenletrendszerhez jutunk:

a(t)u(t) + B(t)v(t) = h(t);
Bl=t)u(t) + a(=t)v(t) = h(-1).
Az egyenletrendszer alapmadtrixdanak determindnsa
D(t) = a(t)a(=t) = 5(t) (1),

amely feltételeink miatt nem szinguldris. Igy a Cramer-szably alkal-
mazdasaval azt kapjuk, hogy

uu):L‘ h(t) A1) ‘:ha)a(—t)—h(—twt)
D(t) | h(=t) a(=t) | a(t)a(—t) — B(t)B(~t)’

valamint

. ' a(t)  h(t) | _ h(=D)at) = ht)5(-t)
v(t) = — =
D(t) | B(=t) h(=t) [ a(t)a(-t) = B(t)B(-1)
Tehat, ha 1étezik f megoldas, akkor sziikségképpen f = wu. Vissza-
helyettesitéssel azonnal ellendrizhets, hogy az f-re ily médon kapott

el6allitas valoban megoldast ad.

Az (5) egyenlet megolddsa soran helyettesitésekkel az egyenletbdl
tjabb egyenleteket kapunk. Mivel az eredeti fiiggvényegyenlet li-
nedris volt, ezért ilyenkor egy linedris egyenletrendszer adédik. Ha
ennek alapmatrixa reguldris, akkor a Cramer-szabdllyal megkapjuk
az eredeti fliggvényegyenlet megoldésat.
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A kovetkezokben ismertetjiik jelen szakasz f6 eredményét. Em-
lékeztetiink arra, hogy a hasznélt jeloléseket a csoportelméleti részben
rogzitettiik.

2.2. Tétel. Legyen H C R nem iires halmaz, legyenek tovdabbd
Jiy---s9r H—H

olyan fiiggvények, melyek a kompozicio miiveletére nézve csoportot
alkotnak, valamint legyenek

at, ..., h: H—>R
adottak. Tegyiik fel, hogy az
A = [ajui-1 0 g (6)

mdtrix determindnsa nem nulla a H halmazon. Jeldlje Ay, azt a mdt-
rixot, melyet A-bol kapunk oly médon, hogy annak elsd oszlopdt a
(hogi,...,hog,) vektorral helyettesitjiik. Ekkor az

o det Ah

f= det A

modon definidlt fiiggvény egyértelmii megolddsa az (5) egyenletnek
H-n.
Tegyiik fel tovabbd, hogy p: H — R eleget tesz az

>ty git) — ()| <=

egyenlotlenségnek. Ekkor teljesiil az

[f() — M) < el A7 ()]l

osszefiiggés.
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Bizonyitas: Az altaldnossdg sérelme nélkiil feltehetjiik, hogy ¢, a
csoport neutrdlis eleme. Az (5) egyenlet mindkét oldaldt komponal-
juk rendre a g4, . . ., g, helyettesit6 fiiggvényekkel. Ekkor az

(a10g1) fogra + (a2091) fogau+ -+ (og1) fogmr = hog
(OélOgQ)fogl*Q + (042092)f092*2—|— SRR (Oérog2)fogr*2 = hOgQ

(alogr)fogl*r + (a2og7“)f092*7“+ et (arogr)fogr*r = hogr

egyenletrendszerhez jutunk. A *x miivelet definicidja szerint az el6bbi
egyenletrendszer ekvivalens az

(ara-10g1)fogi+(aga-10g1)f ogat- - -+ (api-1091) fogr=hog
((142-10G2)f 0 g1+ (osa-10G2)f 0 got+ - -+ (psa-10g2) fogr=hogs

(Ofl*T*1 Ogr)fogl"f_(OZZ*r*l ogr)f092+' : '+(ar*'r*1 Ogr)fogr :hogr

egyenletrendszerrel, melynek egyiitthatématrixa pontosan a (6) for-
mula szerint adott. Ennek determindnsa a tétel feltételei miatt nem
nulla a H halmazon. Vezessiik be az f;.: H — R fiiggvényeket az

det A
fk = b

= =1,...
eta  k=1l...7)

definici6 szerint, ahol Ay, azt a matrixot jeloli, melyet az A matrixbol
ugy kapunk meg, hogy annak k-adik oszlopat rendre a

hogla'”ahogr

elemekkel helyettesitjiik. Megmutatjuk, hogy f := f; egyértelm
megoldasa az (5) egyenletnek. Ehhez ellendrizniink kell, hogy H-n
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teljesiilnek az f; o g, = fi kompatibilitdsi egyenletek. Meghataroz-
zuk fl o gi-t:

hogiogr (2:1-10910Gk .. Q4e1-10g10Gy
hogaogr (oy-10G20Gr ... Quyo—10G200s
det Al ogr = . . )
hog,ogr Q24-10G,0GK ... Quup—10G,0Gk
hogl*k Qoy1-1 Ogl*k- v Oyt Ogl*k‘
hOQQ*k Oloyo—1 OgQ*k e Opyo—1 OQQ*k
h’ogT*k 042*7‘_1 Ogr*k P Oér*’r_l Ogr*k

Rendezziik at a sorokat ugy, hogy az els6 oszlopban a természetes
sorrendet kapjuk. Ehhez keressiik azt a j indexet, melyre j * k = [
teljesiil. Ebbdl j = [ x k! adddik. Ezutdn felhasznalva azt a tényt,
miszerint

Tl ™ = (k)

azt kapjuk, hogy
ho g1 Q241-14k—1 O g1 ... Qpy1-14—1 0 g1
ho g2 Q249-14k—1 0 G2 ... pyo—1yp—1 0 (g2
ho Gr  Qup—14xj=1 O Gr ... Olpyp—ly—10(Gr
hogi Qouse1)10G1 - - Quu(ie1)—1 © G
hogy Qoure2)-10Ga -+ Quu(ks2)-1 © G2
ho Gr  Q2u(ksr)=1 O Gr .-+ Qpy(ksr)=1 O Gr

Tehat a det A;og;, determinansnak €s a det A, determinansak ugyana-
zok az oszlopai, azaz ezen determindnsok abszolutértékei megegyez-
nek. Ugyanigy megmutathatd, hogy a det A és det Ao g, determinan-
sok abszolutértéke megegyezik, igy det A o g, nem-szingularis a H
halmazon. Vildgos tovabba az is, hogy az A, matrixbdl az A; o g
matrixot ugyanazok a sor illetve oszlop permutdcidk szarmaztatjak,
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mint amelyek az A matrixb6l az A o g, matrixot. Ezzel a kivant kom-
patibilitdsi egyenldséget kaptuk:
det Ay ogr  det Ay

Jrogn = det A o g, T det A =i

Azonnal lathat6 az is, hogy f; megoldésa az (5) egyenletnek.
A mdsodik allitds bizonyitdsdhoz vezessiik be az aldbbi mdédon
értelmezett ¢: H — R fiiggvényt:

e(t) ==Y ax(t)p o gi(t) — h(t).

Ekkor ¢ teljesiti az (5) egyenletet h helyett (h + €)-al és a p-re sza-
bott stabilitdsi egyenlGtlenség miatt minden ¢ € H esetén |e(t)| < e.

7 oz

A tétel elsd allitdsa értelmében tehat
det Ah( ) det Ah E(t)
flt)=——22 elt) = ———r
det A(t) det A(t)
ahol A, azt a mdtrixot jeloli, melyet A-bdl dgy kapunk meg, hogy
annak elsG oszlopdta (go gy, ..., g o g,) vektorral helyettesitjiik. Al-
kalmazva a g — det A, leképezés linearitdsat, a matrixok inverzének
elGéllitasdra vonatkoz6 ismert formulat, végiil a || - ||, mdtrixnorma
definiciojat azt kapjuk, hogy
| det Ap(t) — det Apo(t)| | det Ac(2)]
f(£) — o(t)] = =
| det A(t)] | det A(t)]

- | S det A o0t

1 r
< mz e 0 gi(t)] - [(=1)F"" det Ay (t)]

k+1 det Al k( )
det A(t)

=€HA (0l

amivel éppen a bizonyitand6 egyenlStlenséghez jutunk. m
A kovetkezdkben néhany példaval illusztrdljuk az el6z6 tétel al-
litdsat.
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2.3. Példa. Igazoljuk, hogy haaz f: R\ {3} — R fiiggvény teljesiti
az
3t+1
(5= ) =2/t +3

figgvényegyenletet, akkor f sziikségképpen konstans fiiggvény!
Azonnal lathaté, hogy az ismeretlen f fiiggvény argumentumaban
szerepld kifejezések kételemi ciklikus csoportot alkotnak a kompozi-
ci6 miiveletével. Igy ¢ helyére a (3t + 1)/(t — 3) kifejezést frva, az
alabbi kétismeretlenes, inhomogén linedris egyenletrendszert kapjuk:

3t+41)  _
20) — () = -3
341\ _
e - 2f() = s
Jelolje D a linedris egyenletrendszer alapmatrixdnak determindnsat:
2 -1
1 -2

Jeldlje Dy, illetve Dy azokat a determindnsokat, melyeket D-bdl tgy

kapunk meg, hogy annak elsd, illetve mdsodik oszlopét az egyenlet-

rendszer jobb oldaldn szerepl$ vektorral helyettesitjiik. Ekkor

-3 -1
3 =2

-3

D, —
! 1 3

:97 D2:

A Cramer-szabalyt alkalmazva, figyelembe véve a fentieket, azon-
nal adédik, hogy a fenti egyenletrendszer megolddscsaladjat csakis
az azonosan —3J fliggvény alkothatja. A kompatibilitas nyilvanvaléan

teljesiil, vagyis az eredeti egyenlet megoldasa az f(t) = —3 fiigg-
vény.
2.4. Példa. Keressik megaz f: R\ {0,1} = R
t—1
1)+ f(——) = )

figgvényegyenlet Osszes megoldasat!
Tekintsiik a

a(t) =t g@)= -1/t gt)=1/(1-1)
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csoportelemeket és komponaljuk az egyenlet mindkét oldalat rendre
a g1, g2, gs figgvényekkel. Ekkor a

g f(nt) + f(g2(t)) = gi(t)
B f(g2(t) + flos(®) = g5(2)
f(a(t) + g3 () f(gs(t) = g3(t)

egyenletrendszerhez jutunk, ahol

f(gk(t)) (k =1, 2’3>
az ismeretlenek. Az el6bbi linedris egyenletrendszer alapmatrixa-
nak determindnsat jelolje D, tovabba legyen D, annak a matrixnak
a determindnsa, melyet a D-bdl gy kapunk meg, hogy annak elsé
oszlopdt az egyenletrendszer jobb oldaldbol képzett oszlopvektorra
cseréljiik ki. Ekkor a g1, g2, g3 elemek definicidjat felhasznélva:

t2 1 0
D=|0 (5" 1 |=2
2
Lo (i)
valamint
t? 1 0 . 5

142 122 t2(t —1)?

(=) 0 (=)
A Cramer szabalyt alkalmazva, a D, és D determindnsok hdnyadosa
adja az egyenletrendszer f megolddsat:

Dy " =241 +20—1

ft) = - = 2 2 ’

D 22(t — 1)
amit visszahelyettesitve az eredeti (7) egyenletbe azt kapjuk, hogy f
valéban megoldas.

2.5. Példa. Keressik megaz f: R\ {0,1} — R,
t—1
f@)+f (T) =1+t (8)
fliggvényegyenlet 6sszes megoldasat!
Tekintsiik a

at) =1, g@)= -1/t gt)=1/(1-1)
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csoportelemeket és kompondljuk a (8) egyenlet mindkét oldalat a
g1, g2, g3 figgvényekkel. Mivel ezek az elemek ciklikus csoportot
alkotnak, ezért az

fla@®) + f(g(1) = 1+t
fle®) + flgs(®) = (—1)/¢
flor(t) + flgs(t) = @2-t)/t

egyenletrendszerhez jutunk, ahol az ismeretlenek f (gk(t)) Egy-
szerll szamolédssal megkaphatd, hogy ezen linearis egyenletrendszer
alapmatrixdnak determinansa 2, igy a Cramer-szabaly alkalmazasé-
val kapjuk, hogy

1+ 10
21/t 1 1]|=
2-1)/t 0 1

Behelyettesitve az eredeti (8) egyenletbe lathato, hogy a kapott fiigg-
vény valéban megoldis.

2 —2t4+3

£(6) = .

N | —
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3. Nemlinearis explicit fiiggvényegyenletek

Ebben a fejezetben, melynek eredményeit a [24] €s a [25] cikkek-
ben kozoltiik, vizsgalatunk kozéppontjdban az (1) egyenlet explicit
véltozata 4ll, vagyis, amikor az utolsd, ismeretlen fiiggvényt tartal-
maz0 tag kifejezheto:

F(foq(t),....fog(t) =h(t). 9)

A kovetkezdkben egy példan keresztiil bemutatjuk a f6 tételiinkben
alkalmazott kulcsgondolatokat.

3.1. Példa. Igazoljuk, hogy létezik olyan I C R nyilt intervallum és
olyan f: I — R fliggvény, amely teljesiti az alabbi fiiggvényegyen-
letet:
3f(t)+ fA(1—t) =4t — 2t — 2.

Legyen ¢ (t) :=t és go(t) = 1 — t. Ekkor {g, g2} kételemd ciklikus
csoport, és a csoportelemeknek ¢ty = 1/2 kozos fixpontja. A fenti
fiiggvényegyenletbe az a := f(t() értéket helyettesitve azt kapjuk,
hogy 3a + a*> = —2. Innen egyszerd szdmoldssal adédik, hogy f(to)
lehetséges értéke vagy —1, vagy pedig —2.

Vizsgaljuk elsdként az f(ty) = —1 esetet. Ekkor at — (1 — t)
helyettesitéssel és az u := f(t), illetve v = f(1 — t) vélasztasokkal
élve, tekintsiik az al4bbi fiiggvényeket:

W) 3u + v? " 42 — 2t — 2
u, ) = , = .
v+ u? 4t? — 6t

Ekkor nyilvan

9 9
U(-1,-1):= ( » > : h(to) == ( L ) .

Vildgos, ekkor az eredeti egyenlet €s az abbdl helyettesitéssel kapott
j egyenlet a W(f(t),f(1 —¢)) = h(t) nemlinedris egyenletrend-
szerrel és az ehhez kapcsolodd W(—1,—1) = h(ty) feltétellel ek-
vivalens. Megmutatjuk, hogy ennek az egyenletrendszernek létezik
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kompatibilis megolddscsalddja. Nyilvan ¥ folytonosan differencidl-
hat6. Egyszer(i szamolassal ellendrizhetd, hogy

W (u,v) = {2‘1 o ] .

Azaz det W'(—1,—1) = 5 # 0. Igy, az inverzfiiggvény-tétel sze-
rint, 1étezik a (—1,—1) pontnak U és a h(ty) = (—2, —2) pontnak
V' kornyezete tgy, hogy ¥: U — V diffeomorfizmus, specidlisan,
bijekcié. Madsrészt, h folytonossdga miatt, van olyan J kornyezete
to-nak, hogy h(J) C V. Legyen most I := g;(J) N go(J). Ekkor I
olyan nyilt kdrnyezete ty-nak, amely invaridns a g; és g, csoportele-
mek hatdsdra nézve, és h(I) C V. Legyent € I esetén

fi(t) := pr, oWt oh(t)

fo(t) := pryo W toh(t),
ahol pr,, jeloli R? k-adik projekcidjat R-re; azaz, pry(u,v) = u il-
letve pry(u,v) := v. Megmutatjuk, hogy az f := f; valasztassal
az eredeti fliggvényegyenlet megoldasat kapjuk. Figyelembe véve a
fonti definiciokat, W ( f1(t), fo(t)) = h(t) fonndll, hat € I. Elegendd
tehat azt igazolni, hogy az fo(t) = fi o go(t) kompatibilitdsi egyenlet
teljesiil, ha ¢ € 1. Alkalmazva W konstrukci6jét:

o 12
PR ff(i?::a; 8 ]

4t? — 6t
= = hog(t).

42 — 2t — 2

A fenti egyenlet t, vdlasztdssal a W(—1,—1) = h(ty) Osszefiiggést
adja, igy (f2, f1) folytonossdga miatt van olyan kornyezete ty-nak,
hogy e kornyezetre szoritkozva ( f5, f1) benne van az U kornyezetben.
Az altaldnossdg csorbitdsa nélkiil foltehetd, hogy ez a kornyezet ép-
pen az [ intervallum. (Egyébként helyettesitsiik /-t a szobanforgd
kornyezet és [ metszetével.) Masrészt, kozvetlen helyettesitéssel kap-
juk, hogy W (fi0gs(t), fooge(t)) = hogs(t). (Ez a helyettesités most
is megtehetd, [ invariancidja miatt.) Vagyis,

U (fo(t), f1(t)) = W(f10ga(t), f2092(t))
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teljesiil, ha ¢t € . Azonban ¢ ilyen vdlasztasa mellett W bijektiv,
vagyis az argumentumok sziikségképpen megegyeznek. Innen az
els6 komponensek dsszehasonlitdsdval kapjuk a kivant kompatibili-
tasi feltételt.

Mivel az f(tg) := —2 eset teljesen hasonléan targyalhatd, ezért a
kovetkez6képp foglalhatjuk 6ssze vizsgalataink eredményét: 1étezik
olyan I C R nyilt intervallum, amely tartalmazza a ¢, = 1/2 pontot,
€s amelyen megadhat6 pontosan két folytonos fiiggvény, amely eleget
tesz a feladatban szerepl6 egyenletnek. Az egyik fiiggvény ¢y-ban
—1-et, a masik pedig —2-t vesz ol értékiil.

A kovetkezdkben a (9) fiiggvényegyenlet egy dltalanos megolddsat
fogjuk megadni. Amint azt a bevezetd példa mutatja, az analizis
eszkoztarabol az inverzfiiggvény-tétel kulcsszerephez jut. Azonban
ebben egy pontot a képével egyiitt ismertnek tételeziink fel. Esetiink-
ben ez azt jelenti, hogy (9) mellé kezdetiérték feltételek sziiksége-
sek. E feltételeket azonban nem irhatjuk eld tetszdlegesen, hiszen
eléfordulhat, hogy a £ pontot a g; és g; csoportelemek ugyanoda
képezik, am ekkor az f (gi(f’ )) és f (gj(§ )) értékek meg kell, hogy
egyezzenek. Sziikséges tehdt a helyettesitések csoportjdnak finomabb
struktdrajat ismerni. E struktura feltérképezését az algebra eszkoztara
teszi lehetévé ugy, amint ezt az (1.4) lemma leirja.

A tovabbiakban feltessziik tehat, hogy »r = m - n, ahol m jeloli
a csoport &-beli stabilizatoranak elemszamat, n pedig a stabilizator
indexét. Feltessziik tovabba azt is, hogy G(H) mitiveleti tabldzata (4)
szerint adott. Ekkor (9) helyett az alabbi problémat tekintjiik:

F(fogi(t),...,[ogm(t) = h(t), (10)
J 0 Grnwi(§) = m. (11)

Ismét emlékeztetiink arra, hogy minden tovédbbi segédfogalmat és
jelolést az els6 szakaszban rogzitettiink. A szokdsos médon, ha A
egy adott matrix, akkor a;; jeloli az i-edik sordnak j-edik elemét. Az
M, fogja jelolni az r x r-es négyzetes matrixok halmazat. Ha A egy
kvadratikus matrix, akkor A,; jeloli azt a matrixot, melynek sorait €s
oszlopait a *i permuticio szerint rendezziik at.
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3.2. Tétel. Legyen H C R nem iires, nyilt halmaz, £ € H és

G(H) = {glu s 7gmn}
folytonos fiiggvények csoportja a (4) tdbldzat szerint. Legyenn € R",
tovdbbd

p=,...,n) eR™
és h: H — R folytonos fiiggvény. Legyen F: R™ — R olyan
folytonosan differencidlhato fiiggvény, melyre

F(pu) =hogi(§)  (i=1,...,mn)

Definidljuk az A: R™ — M leképezést az aldbbi modon:

Ax) := [0j4i-1 F (24)].

J

Ha A reguldris a p pontban és G¢(H) részhalmaza a Z (G(H)) cen-
trumnak, akkor létezik egy &-t tartalmazd, G(H )-invaridns nyilt Hy C
H halmaz és egy egyértelmiien meghatdrozott f: Hy — R differen-
cidlhato fiiggvény, amely teljesiti a (10) egyenletet.

Bizonyitds: Az (1.4) lemma szerint, ha a (4) tablazat adott, akkor
Gf(H) = {g;m“ ’ k= O, e, M — 1},
ami ekvivalens a (10) egyenletben szabott kezdetiérték feltételek tel-
jesuilésével. Ekkor a G¢(H ) szerinti baloldali mellékosztalyok repre-
zentansai {gi, ..., gn}-
Jelolje h, azt a fiiggvényt, melynek komponensei rendre
hogi,...,hogmn
és definidljuk a W: R™" — R™" leképezést a
W(z) = [F(2)]
formula szerint. Ekkor

F(pyi) = hogi(§)
miatt U(p) = h,(§) is teljesiil. Mivel W fiiggvény folytonosan diffe-
rencidlhat6, a * milivelet definicidja és a lancszabdly miatt

V' (p) = [0ji—1 F(p)] = Ap)-
A tétel feltételeibdl adéddan, ezen utdbbi kifejezés nem szinguldris
H-n, igy az inverzfiiggvény-tétel értelmében van olyan U kornyezete
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p-nek és V' kornyezete h,(£)-nek, hogy ¥: U — V diffeomorfiz-
mus. Mivel h és g, folytonos fiiggvények, ezért 1étezik olyan &-t
tartalmazo6 [ nyilt intervallum, hogy h,(t) € V minden ¢ € I esetén.
Ag(l) = gj_l(I ) eldallitas miatt (ahol j = i~ 1), figyelembe véve
a G(H) halmaz elemeinek folytonossagdt, a g;(/) halmazok nyiltak.
Definidljuk a

n m-—
=U ﬂ
=1 k=0

halmazt. Ekkor Hy nem iires, nyilt részhalmaza /-nek, mely tartal-
mazza ¢-t és a konstrukcionak koszonhetSen invarians a G(H) ele-
meinek hatdsdra nézve. Az egyszerliség kedvéért feltehetjiik, hogy
H, pontosan n komponensbdl 4ll, azaz a

m gkn—l-l ﬂ gkn+n

halmazok paronként diszjunktak. Tekintsiik az f: Hy — R,
flgicn)
modon értelmezett fliggvényt, ahol

fi(t) :==pr; 0 U o hy(t) (t € gi(1))

és pr, jeloli az i-edik projekciot R”"-r6l R-re. Megmutatjuk, hogy
az

= f;0g;"

{fili=1,...,mn}

halmaz kompatibilis. Ehhez elegend6 ellenérizni, hogy

Jrn+t = J1 0 Grnta

teljesiil. Tekintsiik /-n a

== \I](fl, .. ;fmn)
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szerinti dtrendezését f;-nek. Mivel G¢(H ) része G(H) centruménak,
ezért azt kapjuk, hogy
ho g1 o geni1 = h o Gaknt1)

= Uiaknt1) (f1s -+ -5 frnm)

= F(frastent1)s - - - » frnsts(knt1))

= F(fl*(knJrl)*la S 7fmn*(kn+1)*l)7
azaz

hg 0 Grnt1 = V(fretknt1), - - -5 frans(hnr1))

teljesiil /-n. A jobb oldalon szerepl6 belsd fiiggvény folytonos, igy

l1étezik £-nek olyan kornyezete, hogy minden olyan ¢-re, amely az
emlitett kornyezetbdl valé

(fl*l(t)v ceey fmn*l(t» c U.

Az egyszerliség kedvéért feltehetjiik, hogy ez a kornyezet éppen 1.
(Ellenkezd esetben ugyanis, vegyiik a kornyezet /-vel val6 nem iires
metszetét.) Ekkor azt kapjuk, hogy

Ulo hg O Gkn+1 = (fl*(kn—l—l)a SO fn*(kn—i—l))

A bal oldal [-edik projekcidja definici6 szerint

fl O Jkn+1,

mig a jobb oldal /-edik projekciéja éppen

fl*(kn—i—l) = fkn+l7
amivel ellendriztiik az emlitett kompatibilitdst. A konstrukciébdl a-
déddéan nyilvanvald, hogy a

qj(flw-wfmn) = hg

egyenletrendszer elsd tagja éppen (9), amivel a bizonyitas teljes. m
Most két egyszert példaval illusztraljuk a (3.2) tétel allitasat.

3.3. Példa. Mutassuk meg, hogy létezik egy 1/2-et tartalmazé J in-
tervallum és egy f: J — R fiiggvény, melyre f(1/2) = 0 fonndll, s
amely teljesiti az alabbi egyenletet:

ft)+tf(1—t)=2t—1.
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A (3.2) tétel jeloléseit alkalmazva
F(u,v) =u+tv, h(t)=2t—1.
Ekkor
F(v,u) =v+ (1 —t)u,
igy
A — a1*1*1 F($1*1,2*1) 32*171 F($1*1,2*1)
31*271 F(!E1*2,2*2) 52*272F($1*2,2*2)

(LY

A matrix determinansa ¢t — ¢ + 1, ami nem szinguldris R-en, gy
teljesiilnek a (3.2) tétel feltételei, tehat a fiiggvényegyenlet lokalis
egyértelmiien megoldhato.
Vegyiik észre, hogy az egyenletiink linedris, igy alkalmazhaté az e-
1626 fejezet f6 tétele is. S6t, az el6z6 lokdlis megoldashoz képest
mindeniitt értelmezett, globalisan egyértelmi megoldas 1étezését al-
lithatjuk. Legyen ¢;(t) = t, go(t) = 1 — ¢t. Komponéljuk az el&bbi
egyenlet mindkét oldalét g;-el, majd g,-vel. Ekkor az

F(91() 4+ g1(8) f(92(2)) = 2g1(t) — 1

g2()f(91(1)) + f(ga(t)) = 292(t) — 1

egyenletrendszerhez jutunk, ami ekvivalens az
f)+tf(1—t)=2t—1
Q-t)ft)+f1-t)=21-1t)—1
egyenletrendszerrel. Az ismeretlenek az
Jii=fogq & fa:=fog

fliggvények. Ekkor az alapmatrix determindnsa

I I S A P
D = 1+ 1'—75 —t+1,
ami nem szinguléris R-en. Kiszdmolva a
2t —=1 t| 0
Di=|7_, {|=2"+t-1
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és

1 2t-1
1—t 1—-2t
determindnsokat, a Cramer-szabdly alkalmazasdval azt kapjuk, hogy

D 22+t —1
fl(t)zfl

Dy = =22 —5t+2

2 —t+1
és

Dy 2> — 5t +2

D #2—t+1"
Teljesiil tovabb4, hogy
21 —t)*+(1—-t) —1
fioga= fi(1—1t) = (<1—t))2 :L((l_t))+1

2t2 — 5t + 2

e sl fa(t),

amivel ellendriztiik a kompatibilitast.

3.4. Példa. Mutassuk meg, hogy 1étezik egy, az 1/2-et tartalmaz6 J
intervallum és egy f: J — R fliggvény, melyre f(1/2) = 0 fenndll,
és teljesiti az aldbbi fiiggvényegyenletet:

(f2(t) +2) exp(f(1 —t)) = 2sin(tr).

Egyszert szamolassal adodik, hogy f(1/2) = 0 vélasztdssal a fonti
egyenlet valdban teljesiil. Legyen g; (t) = ¢, g2(t) = 1—t. Definidljuk
tovdbbd az F': R? — Résa h: R — R fiiggvényeket az aldbbi mo-
don:

F(u,v) := (u® + 2) exp(v), h(t) := 2sin(tr).
Ekkor

F(v,u) = (v? + 2) exp(u).

A (3.2) tétel jeloléseit megtartva

61*171F(x1*1 2*1) 82*171F(3U1*1 2*1)
A = ! ,
(u, U) ( 31*271]7(1?1*2,2*2) 32*272F(ZU1*2,2*2)

_ ( ( 2uexp(v)  (u? +2)exp(v) ) 7

v? + 2) exp(u) 2vexp(u)
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igy det A(0,0) = —4 # 0. A (3.2) tételben szerepl§ stabilizator jelen
esetben {g1, g2}, ami a teljes csoport. Masrészt a csoport kommu-
tativ, igy a centruma is a teljes csoport, tehat a szo6banforgé tételben
szerepld

Ge(H) < 2(G(H)
feltétel biztositott, igy a fiiggvényegyenlet lokdlisan egyértelmiien
megoldhato.






34

4. Nemlinearis implicit fiiggvényegyenletek

Ebben a fejezetben, melynek eredményeit a [25] és a [26] cikkek-
ben kozoltiik, vizsgdlatunk kozéppontjaban az (1) fliggvényegyen-
let 4ll. A cimben szerepld ,,implicit” jelzd részben a megolddshoz
hasznalt médszerre utal, részben pedig kifejezi azt, hogy az el6z6 fe-
jezettel ellentétben az utols6 valtozo explicit levalaszthatosagat most
nem koveteljiilk meg.

A kovetkezdkben egy példan keresztiil bemutatjuk a f6 tételiinkben
alkalmazott kulcsgondolatokat.

4.1. Példa. Legyen [ olyan nyilt intervallum, hogy 0 € I, tovabba
legyen F': R? x I — R olyan folytonosan differencilhaté fiiggvény,
amelyre F'(0,0,0) = 0 teljesiil. Definidljuk az A: R* x [ — M,

| OiF(u,v,t)  0oF(u,v,t)

illetve a B: R?2 x [ — R?

B(u,v,t) := {_gﬂg’zi?w}

leképezéseket. Ha A reguléris (0,0, 0)-ban és (u,v) — A7 B(u, v, t)
Lipschitz a (0,0,0) pont valamely kornyezetében, akkor van olyan
J C I itervallum, hogy 0 € J, és létezik pontosan egy olyan
f:J — R differencidlhat6 fiiggvény, hogy f(0) = 0, és minden
t € J esetén
Az 4llitds igazoldsahoz definidljuk a ¥: R? x I — R? leképezést az
alabbi formulaval:
| F(u,v,t)

U(u,v,t) = [F(v,u, —t)] .
Azonnal lathatd, hogy ¥ (0,0,0) = (0,0), tovabba, ¥ differencialha-
td, és az elsd valtozo szerinti parcidlis derivaltjara

DV (u,v,t) = A(u,v,t)
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teljesiil. Mivel A(0,0,0) reguldris és A folytonos, ezért van olyan
kornyezete a (0, 0,0) pontnak, hogy ezen kornyezeten A~' B létezik
és folytonos. fgy, az implicitfiiggvény-tétel szerint, van olyan U kor-
nyezete a (0, 0, 0)-nak, W kodrnyezete a 0-nak, és van olyan

U = (p1,92): W — R?

folytonosan differencidlhaté fiiggvény, hogy ©(0) = (0,0) tovdbba
minden t € W esetén (¢(t),t) € U és

\Ij(@l(t% 902(75)7 t) = (07 O)

Legyen J := W N (—=W). Ekkor J nem iires, nyilt intervallum,
hiszen olyan nyilt intervallumok metszete, amelyek tartalmazzdk a
nullat. Az is vilagos, hogy hat € J akkor —t € J. A fonti egyenlet
els6 sora éppen az F'(py(t), pa(t),t) = 0 Osszefiiggést adja. Meg-
mutatjuk, hogy ekkor sziikségképpen po(t) = 1(—t) teljesiil min-
den t € J esetén. Differencidlva az F'(¢1(t), p2(t),t) = 0, illetve az
F(pa(t), p1(t), —t) = 0 egyenleteket azt kapjuk, hogy

alF((pl <t>7 P2 (t>7 t)9011 (t) + a2F(§01 (t)v P2 (t)v t)90/2 (t)
+ 63F(<P1 (t)’ 902(t)’ t) =0,
illetve
alF(QDQ(t)v (,01(75), _t)QD/Q(t) + 82F(902(t)7 ¥1 (t)’ _t>§0,1(t)
+ 05 F(2(1), 1 (t), —t) = 0.

Figyelembe véve A és B definici6jat ezek az egyenletek az aldbbi
ekvivalens méatrixos alakba irhatdk at:

Ap(t), )¢ (t) = Blp(t), 1).

Megmutatjuk, hogy ©(t) := (pa(—t), p1(—t)) eleget tesz ugyanen-
nek a differencidlegyenletnek. A ¢ helyére —¢-t irva (ami J valasztdsa
miatt megengedett), tovdbba (—1)-el szorozva,

—Alp(=t), =t)¢'(=t) = =B(p(=t), —t).
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A bal oldal elsé egyenlete, a lancszabalyt és v értelmezését felhasz-
nalva, az alabbi alakot olti:

hF (p1(=1), p2(—t), —t) (= (1))
+82F(§01(_t>7 @2<_t)7 _t>(_90,2(_t))
:alF(¢2 (t)v ’4/}1 (t)’ _t)¢é (t> + 82F(¢2 (t)’ 'QZ)1 (t)v _t)qvbll (t)

Hasonl6an kapjuk a bal oldal mésodik egyenletére, hogy

OrF (pa(—1), p1(=1), ) (=i (1))
+OLF (p2(=t), p1(—1), ) (—p5(—1))
:aQF(wl (t)v 1#2 (t)a t>¢§ (t) + 31F(1P1 (t)v w2 (t>> t>d/1 (t>

A jobb oldali tagok ugyanigy alakithatok:

—03F(p1(=1), (1), =t) = —0F(1a(t), (1), —1);
E(p2(—t), o1(—t),t) = OsF(¥1(t),va(t), ).

Megcserélve az egyenletek €s a baloldali tagok sorrendjét, éppen a
kivant 0sszefiiggést kapjuk:

A (), )¢’ (t) = B(¥(t), 1).
Nyilvanval6an ¢(0) = 1/(0), vagyis, mind ¢, mind v eleget tesz az

y(t) = A7 B(ty(1))

differencidlegyenletre vonatkozé y(0) = (0,0) kezdetiérték prob-
lémanak a J intervallumon. Azonban itt a jobb oldal folytonos, mé-
sodik véltozgjaban Lipschitz, tehat létezik pontosan egy megoldasa.
Vagyis, ¢ = 1; az els6 komponensek 0sszehasonlitdsdbol épp a bi-
zonyitand6 Osszefiiggést kapjuk.

Végezetiil, definidljuk az f: J — R fiiggvényt az f := ¢, for-
muldval. Ekkor az el6z6ek miatt egyrészt

f(_t) = 902(t)7

©1
¥1

maésrészt a (p(t),t) = (0,0) implicit egyenletrendszer els6 sora mu-
tatja, hogy F'(f(t), f(—t),t) = 0 teljesiil a J intervallumon.
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A kovetkezdkben megadjuk az (1) egyenlet dltaldnos megoldasat.
Az el6z6 fejezetben részletesen kifejtett okok miatt (melynek megis-
métlésétdl itt most eltekintiink), az implicit egyenlethez kezdetiérté-

keket csatolunk az aldbbiak szerint:
F(fogl<t)77fogmn<t)7t):07 (12)
f o grna(§) = m- (13)
Feltessziik ismét, hogy a miiveletek a (4) szerint adottak, és emlékez-

tetiink az els6, valamint az el6z0 fejezetek jeloléseire.

A fotétel bizonyitdsa alapvetden két esetre bonthaté aszerint, hogy
milyen a G¢(H) stabilizdtor szerkezete. Ha a stabilizator trividlis
(azaz csak a csoport egységelemét tartalmazza), akkor az implicit-
fliggvény-tétel garantdlja a megoldas létezését. Abbol, hogy a cso-
portelemek &-beli értékei paronként kiillonboznek, kovetkezik a kom-
patibilités teljesiilése. Ha a G¢(H ) stabilizator nem trividlis, akkor az
el6zo esettel ellentétben a kompatibilitdst nem garantdlja a konstruk-
ci6. Ekkor a kompatibilitds ellendrzésében a differencidlegyenletek
elméletébdl ismert globdlis egzisztencia és unicités tétel jatssza a f6-

szerepet, amint azt a bevezetd példaban is lathattuk.
4.2. Tétel. Legyen H C R nem iires, nyilt halmaz, £ € H és

G(H)=A{g91,- - Gmn}

folytonos fiiggvények csoportja a (4) szerinti tdbldzattal. Legyen n €
R"™, tovdabbad
p=,...,n) €R™

és F': R™ x R — R olyan folytonosan differencidlhaté fiiggvény,
melyre minden 1 = 1, ..., mn esetén teljesiil, hogy

Definidljuk az A: R™ — M és B: R™ — R™ [eképezéseket az
A(.T, t) = [8j*i—lF(I*ia gz<t>)] )
B(x,t) ::[8mn+1F($*i,gi(t))9§(t)}

formula szerint. Tegyiik fel, hogy A reguldris a (p,§) pontban. Ha
vagy m = 1vagym > 2 és az v — A1 B(z,t) leképezés Lipschitz
a (p, &) egy kirnyezetében, akkor létezik egy G(H )-invaridns, nyilt,
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&-t tartalmazo Hy C H halmaz és egy egyértelmiien meghatdrozott
differencidlhato f: Hy — R fiiggvény, mely eleget tesz a (12) egyen-
letnek.

Bizonyitdas: Az (1.4) lemma szerint, ha a (4) tablazat adott, akkor
Ge(H) ={gkn+1 | k=0,...,m — 1},

ami ekvivalens a (12) egyenletben szabott kezdetiérték feltételek tel-
jestilésével. Ekkor a G¢(H ) szerinti baloldali mellékosztalyok repre-
zentansai g1, . . ., g,. Legyen

U(z,t) = [F(z., g:(t))].
Ekkor U: R™" x R — R™" folytonosan differencidlhatd, tovibba az

feltétel miatt ¥(p,&) = 0. A x miivelet definiciéja és a lancszabély
szerint

A tétel feltételeibsdl adéddan A(p, £) nem szingularis, igy az impli-
citfiggvény- tétel szerint 1étezik (p,&)-nek U, £-nek V' kornyezete,
valamint 1étezik egy és csak egy ®: V. — R™" fiiggvény, melyre
teljesiilnek az aldbbi tulajdonsagok

o (O(t),t) € U mindent € V esetén

o U(P(t),t) = 0 mindent € V esetén

° O(&)=p

e @ folytonosan differencidlhato.
Legyen

n m—1

Hy = U m Grn1 (V).

I=1 k=0
Mivel g;(V) = g;'(V) minden j = i~ esetén és G(H ) elemei foly-
tonosak, ezért a ¢g;(1') halmazok nyiltak. Ha

le{l,....n}

rogzitett, akkor a
91(&) € Genr(V)
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tulajdonsdgbol adédéan Hy nem iires. Tovabba a konstrukcié miatt
Hy invarians a G(H) elemeinek hatdsira. Az egyszeriiség kedvéért
feltehetjiik, hogy Hy-nak n eleme van, azaz a M}"";' gr,+1(V) halma-
zok paronként diszjunktak minden 5 = 1, ..., n esetén.

Tegyiik fel el6szor, hogy m = 1, azaz a G¢(H ) stabilizator trividlis
részcsoportja G(H )-nak. Az altalanossdg sérelme nélkiil feltehetjiik,
hogy U és az a kornyezet, ahol A~ Iétezik megegyeznek (ellenkezd
esetben ugyanis tekintsiik a nem iires metszetiiket).

Definidljuk az f: Hy — R fiiggvényt az

s

el6irds szerint. A H, halmaz strukturdja biztositja, hogy f a kere-
sett fliggvény. Madsrészt, szintén a konstrukciébol adédéan nem 1ép
fel kompatibilitdsi probléma, tovabba f valéban megoldasa a (12)
egyenletnek Hy-on.

Tegyiik fel, hogy m > 2 és vélasszuk meg az U kornyezetet ugy,
hogy A~!B létezzen és folytonos legyen U-n. A kovetkez6kben meg-
mutatjuk, hogy a

g:(V) = P; 0 9;1

Dppt1 = P 0 Grnta

kompatibilitasi egyenletek teljesiilnek. Ehhez el6szor felirunk egy
olyan differencialegyenletet, melynek megoldasa a ® fliggvény a V'
halmazon. A

U(®(t),t) =0
implicit egyenletben szerepld fiiggvények folytonosan differenciél-

hatéak V-n, igy differencidlva, majd alkalmazva a ldncszabdlyt azt
kapjuk, hogy

j=1

= 051 F (s, g:) ) + O F (i, 9:) 9
j=1

Az A matrix és a B vektor definiciéja szerint, az el6bbi egyenletek
az alabbi els6rendd implicit differencidlegyenletként irhatok fel

A(D(t),t)®'(t) + B(®(t),t) = 0. (14)
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Igazolni fogjuk, hogy a

(I)*(k:nJrl)*l © Gkn+1

figgvények eleget tesznek ugyanannak a differencidlegyenletnek.
Kompondljuk a (14) egyenletet gy, 1-el. Megjegyezziik, hogy H
konstrukcidja miatt ez a helyettesités megengedett. Ezutan szorozzuk
mindkét oldalt g;, . ,-el. Ekkor

A (q)oglmﬂ, 9kn+1) ((I)/ngn+1)g]/<;n+1 +B ((bogkn+1a 91m+1) Q;m+1 = 0.
(15)
adodik. A lancszabdly miatt

!/

(D' 0 grn+1)Tkns1 = (P 0 Grns1) = ((Pugrnsny-1) © 9kn+1)*(kn+1)~
Hasonléan kapjuk a
B*(kn+1) ((I)*(kn—s—l)*l © Jkn+1, ld)
vektor i-edik komponensét:
amn+1F(q)*i*(kn+1)_1*(k:nJrl) O Gkn+1, gi*(kn+1))g;*(kn+1)

- mn—l—lF(q)*i O Gkn+1,9i © 9)(9z o gkzn—i—l)/
= Opnt1F(Pui © Gnt1, gi © 9)(9; © gkn+1)9;m+1-

-

Igy

B (q> O Gkn+1, gkn+1)g;gn+1 = B*(kn+1) (cb*(kn—s—l)*l O Jkn+1, ld) . (16)
Végiil kiszamoljuk az

A1) (Pagknt1)-1 © Grnt1,1d)

matrix (7, ) indexd elemét. A * mivelet asszociativitidsa miatt azt
kapjuk, hogy

O (kn+1))x(i(kn+1)) 1 F (P (on41) -1 x(kn+1) © Gkt 15 Jin(kn+1))

= 3]‘*1‘*117(@*1‘ O Gkn+1,9i © 9kn+1);

vagy ezzel ekvivalens médon

A(® © Gint1: Grnt1) = Astons1) (Pagkntn)—1 © Genr1,id) (A7)
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adodik. A (15) egyenletbe a (16) és (17) formuldk szerint visszahe-
lyettesitve azt kapjuk, hogy
(I)*(knJrl)—l © Gkn+1

eleget tesz az aldbbi differencidlegyenletnek:

0= A*(kn—i—l) ((I)*(knJrl)*l O Gkn+1, ld) (q)*(knJrl)*l o gkn+1);(kn+1)

+ B*(kn—l—l) ((I)*(kn—i—l)—l O Gkn+1, ld) :
Azonban ez az egyenlet (14)-bél is megkaphat6 a x(kn + 1) permuta-
ci6 alkalmazdsaval, igy
(I)*(knJrl)—l O Jkn+1
megolddsa a (14) egyenletnek.
Masrészt mivel G¢(H ) részcsoportja a G(H ) csoportnak, ezért min-
den k € {0,...,m — 1} esetén létezik olyan r € {0,...,m — 1}
tgy, hogy (kn + 1)™' = rn + 1. A p definiciéjdnak figyelem-
bevételével, és az (4) tabldzat alapjan
(I)*(kn—‘rl)*1 o gkn+1(€> = q)*(kn-‘rl)*l (5) = DP«(rn+1) = P-
A (14) egyenlet a
P'(t) = —AT'B(®(t),t)
alakba frhaté at, a ®(£) = p kezdetiérték feltétel mellett. A globdlis
egzisztencia €s unicitds tétel miatt adodik, hogy teljesiil a
¢ = (I)*(kn-i-l)—l © Gkn+1
egyenlet az U halmazon. Osszehasonlitva a (kn + [)-edik kompo-
nenseket, éppen a bizonyitandé kompatibilitasi feltételekhez jutunk:
(I)kn—i—l - ((I)*(kn—i-l)—l © gkn+1)kn+l - (I)(kn—i-l)*(kn—i-l)—l © Gkn+1
= Dy 0 grnt1-
Végezetiil, definidljuk az
f: HO — R? f(t) = (I)l © g];711+l(t>7 (t € mzlz?)lgkn+l(v))
fiiggvényt! Ekkor, figyelembe véve az el6bbi kompatibilitasi egyen-
leteket, f: Hy — R jol definidlt. Masrészt a

U(D(t),t) =0 é U(P(£),E) =0
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implicit egyenletek elsd sorai mutatjdk, hogy (12) teljesiil a H, hal-
mazon. m

Az aldbbiakban az el6bb ismertetett tétel két kovetkezményét is-
mertetjiik. Az els6ben F' linedris fiiggvény. A (3.2) tétel jeloléseit
megtartva, az A(z,t) matrix csak a méasodik véltoz6tdl fiigg, igy az
x — A(z,t) leképezés Lipschitz tulajdonsdga azonnal adédik. Ez a
kovetkezmény hasonlé allitast fogalmaz meg, mint a masodik fejezet
f6 tétele, azonban ez egy ,,gyengébb” dllitds, mivel itt a regularitdsi
feltételek erésebbek.

Ez azt jelenti, hogy a fiiggvényegyenlet explicit. Erdemes meg-
jegyezni, hogy az erre az esetre vonatkozd, kordbban targyalt (3.2)
tétel regularitdsi feltételei gyengébbek ugyan, az algebraiak azon-
ban er6sebbek: a stabilizitor és a centrum kapcsolatarél semmit sem
koveteliink meg.

4.3. Kovetkezmény. Legyen H C R nem iires, nyilt halmaz, £ € H,
és
G(H) = {gla s >gmn}
folytonos fiiggvények csoportja a (4) szerinti tdbldzattal. Legyenek
Q... Qmp: H—R

folytonos fiiggvények, tovdbbd legyen h: H — R folytonosan diffe-
rencidlhato. Definidljuk az aldbbi mdtrixot:

D(t) == [oju—1 0 gi(t)].

Ha D reguldris a & pontban, akkor létezik egy &-t tartalmazo G(H)-
invaridns, nyilt Hy C H halmaz és egy egyértelmiien meghatdrozott
f: Hy — R fiiggvény, mely eleget tesz az

arfogi+-+ amnf o Gmn=nh
egyenletnek.

Bizonyitds: Az elébbi tétel jeloléseit megtartva, legyen

F(xy,. . T t) = ag(t)zy — h(t).
k=1
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Mivel A(x,t) =

Q141-1001(1) Q411001 (1) oo Ompea-10g1(t)
(149-10Go(t) (242-20Go(t) ceo Qupsa-10Ga(t)
A1x(mn)~1 ©Gmn (t> Q2% (mn)—1 Ogmn(t) <+« Qs (mn)—1°9mn

ezért A(z,t) = D(t) ésigy az A(x,t) matrix (p, £) pontbeli regulari-
tdsa miatt D(¢) reguldris £-ben. Mivel B(x,t) nem fiigg x-t6l, ezért
az v — A1 B(z,t) leképezés konstans, igy Lipschitz. Legyen

b= D_l(g)h9<§>7
ahol h, azt a vektort jeloli, melynek komponensei ho gy, ..., 0 gpp.
A p pont megvélasztdsa miatt

F(pai, 9i(§)) = Z%‘*i—l 0 gi(t) — hogi(§),

ami a D(&)p = hy(£) egyenletrendszer i-edik egyenlete. Megmu-
tatjuk, hogy a p pont koordinétai n-hosszisigu blokkonként ismétl6d-
nek.

Legyen k € {0, ..., m — 1} rogzitett. Ekkor

(D*(kn+1) (5))1 = Q(x(kn+1))x(ix(kn+1)) =1 © Gix(kn+1) (6)

= (jy;—1 O gz(g) = (D(g))i,j .

A k6zEpsd egyenlet azért teljesiil, mert i és i x (kn + 1) ugyanabba a
G'¢(H)-szerinti mellékosztdlyba tartoznak, azaz

Hasonléan, teljesiil az is, hogy

(hg>*(kn+1) (5) = hg(f)-

7j

Masrészt, a

D(&)p = hg(g)

egyenletrendszer ekvivalens a

D, k1) (§)Pshen+1) = (hg)sen+1) (&)

egyenletrendszerrel (ugyanis, ha egy linedris egyenletrendszer oszlo-
pait felcseréljiik, akkor a sorok ugyanezen permutacié szerint fognak
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valtozni), igy p €s p.(kn+1) megolddsa ugyanannak az egyenletrend-
szernek. Tehédt p = py(kn+1)- Igy teljesiilnek az el6bbi tétel feltételei,
amivel az allitast igazoltuk. m

A mésodik kdvetkezményben a vizsgélt egyenlet nem linedris, de
az A(x,t) matrix csak az elsd valtoz6tol fugg.

4.4. Kovetkezmény. Legyen H C R nem iires, nyilt halmaz, £ € H,
és

G(H) = {gla s 7.gmn}
Jfolytonos fiiggvények csoportja a (4) szerinti tdbldzattal. Legyen n €
R™, tovdabbd

p= (. m) ER™
és legyen F': R™ x R — R folytonosan differencidlhato fiiggvény
gy, hogy

F(p«) = hogi(§)) (i=1,...,mn)

teljesiil. Tegyiik fol, hogy a D: R™ — M,
leképezés reguldris a p pontban. Ha vagy m = 1 vagy m > 2 és
az v — D7(x) leképzés Lipschitz a p kirnyezetében, akkor létezik
egy G(H)-invaridns, &-t tartalmazé, Hy C H nyilt halmaz és egy

egyértelmiien meghatdrozott, differencidlhato f: Hy — R fiiggvény,
mely eleget tesz az

f o grni(§) =m
feltételnek és teljesiti az
F(f ogi(t),..., fo gmn(t)) = h(t)
fiiggvényegyenletet.
Bizonyitds: Legyen G(z,t) := F(x) — h(t). Ekkor A(z,t) = D(z).
Tovéabba a
egyenlet pontosan akkor all fenn, ha
Fpa) = hge(§))  (k=1,...,mn)

teljesiil. Az x — A~'B(z,t) leképzés Lipschitz tulajdonsdga miatt
teljesiilnek az el6bbi tétel feltételei, amivel az allitast igazoltuk. m
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Végezetiil egy példaval illusztraljuk a (4.2) tétel allitasat.

4.5. Példa. Mutassuk meg, hogy 1étezik az 1/2-et tartalmazé J inter-
vallum és egy f: J — R fiiggvény, melyre f(1/2) = 0 fonndll, és
teljesiil az alabbi fiiggvényegyenlet:

sinh(f(¢)) + cosh(f(1 —t)) —exp(2t — 1) = 0.

Kozvetlen szamolassal kapjuk, hogy f(1/2) = 0 valasztas kielégiti
az egyenletet. Definidljuk tovdbb4 az F': R? x R — R fiiggvényt az
alabbi médon:

F(u,v,t) := sinh(u) + cosh(v) — exp(2t — 1).

Ekkor
F(v,u,1—t) = sinh(v) + cosh(u) — exp(1l — 2t).

A (4.2) tétel jeloléseit megtartva, az ott szereplé A matrix jelen eset-

ben’ Alu,v) = ( Z?SE((ZS 2;2}}11(8 ) |

Ez a matrix nem szinguldris a (0, 0) pontban, ugyanis

cosh(0) sinh(0) _‘ 10

det A(0,0) = sinh(0) cosh(0) 0 1

-1

A (4.2) tételben szerepl§ stabilizdtor jelen esetben {gi, g»}, ami a
teljes csoport. Mdésrészt

det A(u,v) = cosh(u) cosh(v) — sinh(u) sinh(v) = cosh(u + v),

ami sehol sem nulla, igy az A matrix nem szingularis; inverze

. 1 ( cosh(v) —sinh(v) )

cosh(u +wv) \ —sinh(u)  cosh(u)

A B vektor:

s (oninh)
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Ezt felhaszndlva A~'B =
B 1 —2cosh(v) exp(l — t) — 2sinh(v) exp(1l — t)
~ cosh(u +v) 2sinh(u) exp(1 — t) 4+ 2 cosh(u) exp(1 —t)
_exp(l —t) [ —2cosh(v) — 2sinh(v)
~ cosh(u +v) 2sinh(u) + 2 cosh(u)
igy az A~! B leképzés Lipschitz, kovetkezésképpen teljesiilnek a (4.2)
tétel feltételei. Létezik tehat az egyenletnek lokalisan egyértelmi
megoldasa.






5. Szubkvadratikus fiiggvények

Az utébbi években szamos matematikus foglalkozott szubkvadra-
tikus fiiggvényekkel. Kétféle értelemben vett szubkvadratikus fiigg-
vényt is tekintettek: erdsen szubkvadratikus €s gyengén szubkvadra-
tikus fiiggvényeket. Az értekezés ezen fejezetének f6 célja a két foga-
lom kozétti kapesolat tisztdzdsa, valamint egy harmadik, az el6z6 fo-
galmakhoz kapcsolddé egyenldtlenség vizsgalata. Annak érdekében,
hogy egy atfogé képet kapjunk az emlitett fogalmakrdl, a fejezet ele-
jén ismertetjiik az egyes definicidkat, példaval illusztraljuk azokat,
valamint leirjuk a szubkvadratikus fiiggvények legfontosabb tulaj-
donségait.

Az erOsen szubkvadratikus fiiggvények definicidja a konkav fiigg-
vények geometriai interpreticidjdnak egy modositdsa. Kozismert tény,
hogy haegy f: R — R fiiggvény konkdv, akkor minden z,y € R e-
setén létezik olyan c, valds szam, hogy f(y)— f(z) < ¢,(y—x). Haa
fiiggvény differencidlhaté is, akkor ¢, = f'(x), ami azt jelenti, hogy
minden differencidlhaté konkdv fiiggvény érintdje a ,.fliggvénygorbe
folott halad”. Ehhez kapcsolddéan Shosana Abramovich, Graham
Jameson és Gord Sinnamon a [8] és a [9] cikkekben vezette be az
alabbi fogalmat:

5.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f: [0, co[— R fliggvény erd-
sen szubkvadratikus, ha minden x > 0 esetén van olyan ¢, € R ugy,
hogy

fly)—flx) <cly—z)+ f(ly—=z[)  (y=>0). (18)

Az f: [0, 00[— R fiiggvényt erdsen szuperkvadratikusnak nevezziik,
ha minden z > 0 esetén van olyan ¢, € R, melyre

fly) = f@) > cly—2)+ f(ly—=)  (y=0).

A fenti egyenl6tlenségek vizsgélatdval foglalkozott tobbek kozott
S. Abramovich, S. Banié, J. Barié, G. Jameson, M. Matié, J. A. Ogun-
tuase, L. E. Persson, J. Pecari¢, G. Sinnamon, S. VaroSanec az [1], [5],
[10], [11], [12], [20], [22], [44] cikkekben.
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Azonnal lathat6, hogy f pontosan akkor erésen szuperkvadratikus,
ha — f erGsen szubkvadratikus, ezért a tovabbiakban csak az erésen
szubkvadratikus fliggvényekkel foglalkozunk.

A kovetkez6kben néhdny egyszeri példat adunk erésen szubkvad-
ratikus fliggvényekre, majd az erdsen szubkvadratikus fliggvények
fontosabb elemi tulajdonsagét ismertetjiik. Ezek megtaldlhatéak pél-
daul S. Abramovich, G. Jameson és G. Sinnamon [8] cikkében.

5.2. Példak.
(1) Egyszerli szdmolds mutatja, hogy ¢ € R, b > 0 esetén az
f(z) = cx® + b fiiggvény erésen szubkvadratikus.
(2) Az f(x) = «P fuggvény erbsen szubkvadratikus, ha 0 < p <
2

(3) Az f(z) = —shx fuggvény erbsen szubkvadratikus.

5.3. Megjegyzések.

(1) A gyengén szubkvadratikus fiiggvények definicija alapjin
lathat6, hogy gyengén szubkvadratikus fiiggvények nemne-
gativ skaldrokkal vett linedris kombindcidja szintén gyengén
szubkvadratikus. Ezen tulajdonsdg felhaszndldsdval a fenti
példakbdl djabb példakat konstrudlhatunk.

(2) Az (5.1) definiciébol azonnal adédik, hogy ha az f fliggvény
erGsen szubkvadratikus és minden x > 0 esetén f(z) < 0,
akkor f(y) — f(z) < c.(y — x), ami azzal ekvivalens, hogy
f konkav.

(3) A (18) egyenl6tlenségb6l + = y = 0 vdlasztdssal kapjuk,
hogy ha az f: [0, co|— R fiiggvény erSsen szubkvadratikus,
akkor

f(0) > 0.
Konnyen igazolhatd, hogy ha az f: [0,00[— R fiiggvény
erOsen szubkvadratikus, akkor

fkz) < K f(z) (x € [0,00[, k € N).

(4) Egyszerti szamoldssal adodik, hogy ha f: [0, co[— R diffe-
rencidlhat6 er6sen szubkvadratikus fliggvény és teljesiil, hogy
f(0) = f’(0) = 0, akkor minden = > 0 valds szam esetén

e = f'(z).
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Azokataz f: R — R fiiggvényeket, amelyek eleget tesznek

fla+y)+ flz—y)=2f(x)+2f(y) (r,y €R)

egyenletnek, kvadratikus fiiggvényeknek nevezziik. Az el6bbi egyen-
let a szakirodalomban normanégyzet egyenlet, illetve Jordan-von Neu-
mann egyenlet, illetve paralelogramma azonossagként is ismert. A-
mennyiben az ,,egyenléség-jel” helyett ,,< vagy ,,>” jelet irunk, ugy
(az addtitiv fiiggvényekbdl nyert szubadditiv, illetve szuperadditiv
terminusok mintdjara) a gyengén szubkvadratikus, illetve gyengén
szuperkvadratikus fliggvények fogalméahoz jutunk.

5.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: R — R fiiggvény gyengén
szubkvadratikus, ha

flaty)+ fle—y) <2f(x)+2f(y) (v,yeR). (19

Az f: R — R fiiggvényt gyengén szuperkvadratikusnak nevezzik,
ha

fla+y) + flr—y) >2f(x) +2f(y)  (z,y €R).

Azonnal lathatd, hogy egy f fiiggvény pontosan akkor gyengén szub-
kvadratikus, ha — f gyengén szuperkvadratikus.

A fenti egyenlGtlenségek vizsgalataval foglalkozott tobbek kozott
Z.. Kominek, K. Troczka—Pawelec, W. Smajdor és A. Gildnyi a [34],
[38], [50], [52] dolgozatokban.

Az alabbiakban néhany egyszeri példaval illusztrdljuk a gyengén
szubkvadratikus fiiggvények fogalmat, majd leirjuk az el6bb definialt
egyenldtlenségek néhany egyszert tulajdonsiagat. Ezek megtaldlhato-
ak, tobbek kozott, A. Gilanyi és K. Troczka-Pawelec [34] cikkében,
valamint Z. Kominek és K. Troczka [38] dolgozatdban.

5.5. Példak.
(1) Legyen c € R tetsz6leges, valamint b > 0. Ekkor az

fiR=R, f(z)=ca®+b

fliggvény gyengén szubkvadratikus.
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(2) Legyen c € R tetsz6leges, valamint b > 0. Ekkor az
fTR—=R, f(zx)=clz]+0b
fliggvény gyengén szubkvadratikus.

(3) Legyenek b és d nem negativ konstansok ugy, hogy d < 3b.
Azf:R—R

_Jb, haz#0
f<x>_{d, haz =0,

fliggvény, gyengén szubkvadratikus.

5.6. Megjegyzések.

(1) A gyengén szubkvadratikus fiiggvények definicija alapjin
lathat6, hogy gyengén szubkvadratikus fiiggvények nemne-
gativ skalarokkal vett linearis kombindcidja szintén gyengén
szubkvadratikus. Ezen tulajdonsdg felhaszndldsdval a fenti
példakbdl djabb példakat konstrudlhatunk.

(2) Minden nem-pozitiv, gyengén szubkvadratikus fiiggvény Jen-
sen-konkdv, tovabba ha f korlatos is R egy nem iires, nyilt
részhalmazan, akkor folytonos és igy konkdv.

(3) Haaz f: R — R fiiggvény gyengén szubkvadratikus, akkor
a (19) egyenldtlenségbdl x = y = 0 vélasztassal azt kapjuk,

hogy

f£(0) > 0.
Teljes indukcidval igazolhatd, hogy ha az f: R — R fiigg-
vény gyengén szubkvadratikus, akkor minden £ természetes
szam esetén

fkz) <K*f(z) (v €R).

A kovetkezOkben a fentiekben bevezetett erdsen szubkvadratikus
és gyengén szubkvadratikus fiiggvények kozotti kapcsolatot vizsgél-
juk. A kétféle szubkvadratika fogalom kozotti kapcsolat vizsgalata-
nak kérdése a 2007-ben Noszvajon rendezett ,,Conference on Inequal-
ities and Applications 07" konferencidn meriilt fel [32]. Az aldbbi-
akban ismertetett eredményeket a [35] cikkben publikéltuk. Veliink
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parhuzamosan S. Abramovich és K. Troczka-Pawelec is végzett ha-
sonlé vizsgdlatokat. Mindketten megmutattik, hogy ha egy fiiggvény
erdsen szubkvadratikus, akkor gyengén szubkvadratikus is, azonban
az allitds megforditds nem igaz. Ezen eredményeket a [3] és az [52]
cikkekben kozolték.

5.7. Lemma. Ha f: [0,00]— R erdsen szubkvadratikus fiiggvény,
akkor teljesiil az

faty)+fle—y) <2f(x)+2f(y) (x=2y=0). (20
egyenlotlenség.

Bizonyitds: Legyen f: [0,00[— R er8sen szubkvadratikus fiigg-
vény, tovabbd  és y olyan valds szamok, melyekre z > y > 0
teljesiil. Mivel f ersen szubkvadratikus, ezért definicié szerint min-
den x > 0 esetén van olyan ¢, € R valds szdm, hogy

f) = @) <cly—2) + f(ly==))  (y=0).

Ebben az egyenlétlenségben az y helyére © — y-t, majd © + -t irva
az

[(@—9) = [(&) < (=) + [(9)
és az

f@+9y) = f(2) <y + f()

egyenltlenségeket kapjuk. Ezeket 6sszeadva, majd a kapott formulat
rendezve

FZ+9)+ f(Z—p) <2f(2) + 2/ (),

adddik, ami a bizonyitando allitas. m

Mivel az er6sen szubkvadratikus fiiggvények értelmezési tartoma-
nya a nemnegativ valés szdmok halmaza, a gyengén szubkvadratikus
fliggvények értelmezési tartomédnya pedig a teljes valds szdmok hal-
maza, ezért a tovabbi vizsgdlathoz célszerli az erdsen szubkvadrati-
kus fliggvények értelmezési tartomdanyét kiterjeszteni a valds szdmok
halmazara.
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5.8.Tétel. Ha f: [0, co[— R erdsen szubkvadratikus fiiggvény, akkor
azf: R—R

_ {f(x), haz >0 21

€Tr) =
/(@) f(=z), hax <0
definidlt pdros kiterjesztése gyengén szubkvadratikus.
Bizonyitds: El6sz6r megmutatjuk, hogy ha az f: [0, co[ — R fiigg-
vény eleget tesz a (20) egyenlStlenségnek, akkor az f: R — R péros
kiterjesztése gyengén szubkvadratikus. Tegyiik fol, hogy f: [0, co[ —

R teljesiti a (20) egyenldtlenséget €s legyen © € R, valamint §y € R
adottak.

e Hax > y > 0, akkor a (20) egyenl6tlenségbdl azonnal adédik az
allitas.

e Hay > x > 0, akkor a (20) egyenldtlenségben az x = ¥ és az
y = 7 helyettesitést végrehajtva azt kapjuk, hogy

f@E+y)+ f(g—1) <2f(7) + 2/ (©).

Felhaszndlva az f fiiggvény definici6jat

flat+y) + fle—y) <2f(zx)+2f(y) (z,y>0) (22)

adodik.
e Haz < 0ésy < 0, akkor a (22) egyenlStlenségben az x = —7 és
y = — helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

f(=2 = g) + f(=7 +7) < 2f(-7) + 2f(-9),
azaz
F(=@+9)+ (- @-9) <2f(=2) +2f (),
ami figyelembe véve az f parossigat, azt jelenti, hogy
f@+9)+ (-9 <2f(@)+2f(®), (23)
azaz (19) teljesiil minden z < 0 és y < 0 esetén.

e Haz < 0ésy > 0, akkor a (23) egyenlStlenségben az x = —7 és
y =y helyettesitéseket végrehajtva

f(—z+y)+ f(—z — ) < 2f(—z) +2f(1),
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azaz
F(=@=9)+f(=@+9) <2f(-2) +2f(®)
adédik, ami az f pdrossdga miatt azt jelenti, hogy teljesiil a (19)
egyenlGtlenség.
e Végiil,haz > 0ésy < 0, akkor a (22) egyenlStlenségbenaz x = 7

€s y = —y helyettesitéssel az elobbi esethez hasonldan azt kapjuk,
hogy teljesiil (19).

Ezzel megmutattuk, hogy ha az f: [0, 00[ — R fiiggvény eleget tesz
a (20) egyenl6tlenségnek, akkor az f: R — R,

= Jf(®), hazx>0
f(x)_{f(—x), haz <0

kiterjesztése gyengén szubkvadratikus. Ekkor az (5.7) lemmat alkal-
mazva adédik a tétel 4llitdsa. m

5.9. Megjegyzés. Az elGbbi tétel megforditdsa nem igaz, azaz van
olyan f: R — R gyengén szubkvadratikus fiiggvény, melynek a
[0, oo intervallumra val6 leszlikitése nem erGsen szubkvadratikus.
Tekintsik az f: R — R,

3, haz=0
ﬂ@:{L ha z # 0 29

figgvényt. Ekkor f gyengén szubkvadratikus. Masrészt, ha z = 1 és
y = 3 a (18) egyenlé6tlenségben, akkor

f3) = f(1) Ser-2+4 £(2),
ami az f definicigjat figyelembe véve azt jelenti, hogy
1—1<2¢ +1,

igy ¢c; > —1/2. Ugyanakkor, ha z = 1 és y = 0 a (18) egyenl&tlen-
ségben, akkor

F0) = f(1) e (1) + f(1),
ami az [ definici6jat figyelembe véve azt jelenti, hogy

3_1§_Cl+17
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igy ¢; < —1, ami ellentmond annak, hogy ¢; > —1/2, tehat f nem
er6sen szubkvadratikus.

A kovetkez6kben az er6sen szubkvadratikus és gyengén szubkvad-
ratikus fiiggvényekhez kapcsoléddan tjabb egyenlStlenségeket veze-
tiink be, melyeknek megvizsgaljuk a kapcsolatat az er6sen szubkvad-
ratikus és gyengén szubkvadratikus fiiggvényekkel.

5.10. Tétel. Ha f: [0, 00[ — R erdsen szubkvadratikus fiiggvény, ak-
kor eleget tesz az

flx+y)+ flz—yl) <2f(x) +2f(y)  (v,y>0) (25

egyenlotlenségnek.

Bizonyitds: Legyen f: [0,00[— R. Az f fiiggvény pontosan akkor
tesz eleget a (20) egyenl6tlenségnek, ha eleget tesz a (25) egyen-
16tlenségnek, ugyanis ha f: [0, oo — R eleget tesz a (25)-nek, akkor
(20) teljesiil.

Masrészt, ha z > y, akkor a (20) egyenl6tlenségbdl kovetkezik (25).
Végiil, ha z < y, akkor a (20) egyenl6tlenségben megcserélve = és
y szerepét a (25) egyenlStlenség adédik. Az 5.7 tétel alkalmazdsaval
kapjuk a tétel allitdsat. m

5.11. Megjegyzés. Az 5.10 tétel megforditdsa nem igaz. A (24) pont-
ban definidlt fiiggvény teljesiti a (25) egyenl6tlenséget, de nem erésen
szubkvadratikus.

5.12. Tétel. Ha f: [0,00[— R erdsen szubkvadratikus fiiggvény,
akkor az f: R — R (21) modon definidlt pdros kiterjesztése teljesiti
az

fla+y)+ flz—yl) <2f(x)+2f(y)  (zr,yeR) (26)

egyenlotlenséget.

Bizonyitds: Legyen f: [0,00[ — R erGsen szubkvadratikus. Az 5.10
tétel szerint [ eleget tesz a (25) egyenlStlenségnek. Legyen f péros
kiterjesztése f, tovabbd z € R és y € R rogzitett.

e Haz > 0¢és y > 0, akkor nyilvanvaldan teljesiil a (26) egyen-
16tlenség.
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eHaz < 0és y < 0, akkor (25)-ben az v = -z ésy = —y
helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

f(=2 =)+ f(| =2 +y]) <2f(=7) +2f(-Y),

12y
f(=@+y) +fz —gl) <2f(=2) +2f (=),

ami f parossiga miatt azt jelenti, hogy teljesiil (26).

e Haz < 0ésy > 0, akkor (25)-ben x = —x és y = y helyettesités-
sel

f(=z+y)+ f(l—z—g) <2f(=2) +2f(y) (27)

adddik. Ha |z| < |y|, akkor —2+y = |z —y[és | - —y| = T+,
masrészt f parossdga miatt f(—xz) = f(x), igy a (27) egyenlGtlen-
ségbdl az kapjuk, hogy

flz—g)+ f@+79) <2f(@) +2f(©), (28)
azaz teljesiil a (26) egyenlGtlenség. Ha |z| > |y|, akkor —% + § =
|z —glés | —T —y| = —(T+y), igy f parossdgit felhaszndlva

(28) adddik, tehat (26) teljesiil.

e Végezetill, haz > 0és y < 0, akkor (25)-ben x = 2 ésy = —y
helyettesitést végrehajtva adodik az éllitas.

Ezzel az allitast igazoltuk. m

5.13. Tétel. Ha f: R — R gyengén szubkvadratikus fiiggvény, akkor
telesiti az

fle+y) + fllz —yl) <2f(x) +2f(y) (r,yeR) (29)

egyenlotlenséget.

Bizonyitds: Legyen f: R — R gyengén szubkvadratikus fiiggvény
és T és y rogzitett valés szdmok. Ha = > ¢, akkor teljesiil a (19)
egyenldtlenség, igy (29) is fenndll. Ha < ¢, akkor (19)-ben z = y
és y = x helyettesitéssel (29) adédik. m

5.14. Megjegyzés. Az 5.13 tétel megforditdsa nem igaz.
Az f: R =R,
1, haz>0

f<x):{4, haz < 0
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teljesiti a (29) egyenlotlenséget. Azonban, ha a (19) egyenl6tlenségbe
az x = 1 és y = 2 helyettesitéssel éliink, akkor

FB)+ f(=1) <2f(1) +2/(2)
adddik, amibdl f definicidja miatt azt kapjuk, hogy
4+1<2+2
azaz 5 < 4, igy f nem gyengén szubkvadratikus.






59

Osszefoglalas

A doktori disszertacié ot fejezetbdl all. Az elsd négy fejezet li-
nedris és nem lineéaris fiiggvényegyenletekkel foglalkozik. Az utolsé
fejezetben leirjuk a szubkvadratikus fiiggvények f6bb tulajdonsigait,
és tisztdzzuk a két fogalom kapcsolatit.

Az elsd fejezet egy csoportelméleti 0sszefoglaldja azoknak a té-
teleknek, amelyekre a kovetkez6 harom fejezetben sziikségiink van.
Ugyanitt torténik a késdbbiekben haszndlt jelolésrendszer rogzitése.
Ebben a szakaszban az egyik legfontosabb éllitds az orbit-stabilizator
tétel, amely kulcsfontossagu szerepet jatszik a kovetkezd fejezetek 6
tételeiben.

A mdsodik fejezetben a

Zakf ogr=h
1

alaku linedris fiiggvényegyenlet dltaldinos megoldédsat hatarozzuk meg.
Itt g1,...,9,. a valés szdmok halmazanak egy részhalmazan értel-
mezett olyan fiiggvények, melyek a fliggvénykompozicié miiveletére
nézve csoportot alkotnak, valamint oy, . .., «, és h az el6bb emlitett
halmazon értelmezett adott, valds értéki fiiggvények. Ezen egyen-
letek megolddsa sordn az f o g; helyettesitésekkel az egyenletbdl
tjabb egyenleteket kapunk. Mivel az eredeti fiiggvényegyenlet line-
aris volt, ezért ilyenkor egy linedris egyenletrendszerhez jutunk, igy
alkalmas regularitasi feltétel mellett, példaul a Cramer-szabdly alkal-
mazdsaval az egyenletrendszer megoldhat6 lesz. A fenti fiiggvénye-
gyenletre egy stabilitdsi allitast is megfogalmazunk. F6 tételiink az
alabbi médon hangzik:

Tétel. Legyen H C R nem iires halmaz, legyenek tovabbd
g1y Grs H— H

olyan fiiggvények, melyek a kompozicio miiveletére nézve csoportot
alkotnak, valamint legyenek

at, ..., h: H—R
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adottak. Tegyiik fel, hogy az
A = [Oéj*i—l o gl]

madtrix determindnsa nem nulla a H halmazon. Jelolje A;, azt a mdt-
rixot, melyet A-bol kapunk oly médon, hogy annak elsd oszlopdt a
(hogi,...,hog,) vektorral helyettesitjiik. Ekkor az

det Ah
F= det A

modon definidlt fiiggvény egyértelmii megolddsa a

Zakf ogr=h
=1

egyenletnek H-n. Tegyiik fel tovdbbd, hogy p: H — R eleget tesz az

‘Zakgoogk—h’ <e.
k=1

egyenlotlenségnek. Ekkor teljesiil az
If — ¢l <ell A
osszefiiggeés.

Allitdsinkat a fejezet végén tobb példaval illusztraljuk.
A harmadik fejezetben Charles Babbage angol matematikus vizs-
gdlatai éltal motivdlva vizsgalatunk kdzéppontjdban az

F(fogi,....fog)=h

alakd fiiggvényegyenletek allnak, ahol g, ..., g,, valamint F' és h
adott fiiggvények, tovabba {gi, ..., g,} csoportot alkot a fiiggvény-
kompozicié miiveletével. Meghatdrozandé az f ismeretlen fiiggvény.
Ki fog deriilni, hogy ezek az egyenletek csak bizonyos szamu kezde-
tiérték feltétel megaddsa mellett oldhatok meg. Ezek szamét az algeb-
rai struktira stabilizatora hatdrozza meg. F0 tételiink igazoldsaban az
inverzfiiggvény-tétel jatssza a f6 szerepet. Tételiink a kovetkez8kép-
pen hangzik:
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Tétel. Legyen H C R nem iires, nyilt halmaz, £ € H és

G(H) = {gla s 7gmn}
folytonos fiiggvények csoportja a (4) tabldzat szerint. Legyenn € R",
tovdabbad
p=(n,...,n) ER™
és h: H — R folytonos fiiggvény. Legyen F': R™ — R olyan
folytonosan differencidlhato fiiggvény, melyre
F(ps«) = hogi(§) (t=1,...,mn)
Definidljuk az A : R™ — M leképezést az aldbbi modon:
A(z) = [Opi—1 F(24)].
Ha A reguldris a p pontban és
Ge(H) C Z(G(H)),
akkor létezik egy &-t tartalmazo, G(H )-invaridns nyilt Hy C H hal-
maz és egy egyértelmiien meghatdrozott f: Hy — R differencidlhato
fiiggvény, amely teljesiti az
F(fog(t), ..., fogmn(t)) = h(t),
f o grna(§) = m-
egyenletet.

Az értekezés negyedik fejezetében az

F(fogl7"'afog7"7id) =0
alaku fuggvényegyenletet vizsgéljuk, ahol {gi,...,¢.}, valamint F’
adott fiiggvények, tovabba {gi, ..., g.} csoportot alkot a kompozi-
ci6 miveletére nézve. Vizsgdlatainkban az implicitfiiggvény-tétel,
valamint a kozonséges differencidlegyenletekre vonatkozd globélis

v

egzisztencia- és unicitasi tétel kap kulcsszerepet. F6 tételiink:

Tétel. Legyen H C R nem iires, nyilt halmaz, £ € H és

GH)={g91,- - Gon}

folytonos fiiggvények csoportja a (4) szerinti tdbldzattal. Legyen n €
R™, tovdbbd
p=(n,...,n) €R™
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és F': R™ x R — R olyan folytonosan differencidlhaté fiiggvény,
melyre minden 1 = 1, ..., mn esetén teljesiil, hogy
F(ps, 9i(€)) = 0.

Definidljuk az A: R™ — M és B: R™" — R™" leképezéseket az

A(l', t) = [@*Z_lF(x*“ gz(t>):| 3

B(,t) :=[Onnr1 F (2., 9:(t)) i ()]
formula szerint. Tegyiik fel, hogy A reguldris a (p,§) pontban. Ha
vagy m = 1vagy m > 2 és azx — A1 B(x,t) leképezés Lipschitz
a (p,&) egy kirnyezetében, akkor létezik egy G(H )-invaridns, nyilt,
&-t tartalmazo Hy C H halmaz és egy egyértelmiien meghatdrozott
differencidlhato f: Hy — R fiiggvény, mely eleget tesz az

F(f © gl<t>7 sy f © gmn(t)7t) = 07

f o Grn1(§) = mi.

egyenletnek.

Ezt kovetden az el6bb ismertetett tétel két kovetkezményét is is-
mertetjiik. Az elsé kovetkezményben F' linedris fliggvény. A tétel
jeloléseit megtartva az A(x, t) matrix csak a masodik véltoz6tdl fiigg,
igy az x — A(x,t) leképezés Lipschitz tulajdonsdga azonnal adddik.
Ez a kovetkezmény hasonl6 allitdst fogalmaz meg, mint az el6z6 fe-
jezet fotétele, azonban ez egy ,.,gyengébb” allitast, mivel itt a regu-

laritéasi feltételek er6sebbek. A méasodik kovetkezményben a vizsgalt
egyenlet nem linedris, de az A(z,t) matrix csak az els6 viltozo6tol

fligg.

Kovetkezmény. Legyen H C R nem iires, nyilt halmaz, £ € H, és
G(H) ={g1,- - gmn}

folytonos fiiggvények csoportja a (4) szerinti tdabldazattal. Legyenek
Qt, ..., Qmn: H—R

folytonos fiiggvények, tovdabbd legyen h: H — R folytonosan diffe-
rencidlhato. Definidljuk az aldbbi mdtrixot:

D(t) = [Oéj*rl ° gi(t”‘



63

Ha D reguldris a & pontban, akkor létezik egy &-t tartalmazo G(H)-

invaridns, nyilt Hy C H halmaz és egy egyértelmiien meghatdrozott

f: Hy — R fiiggvény, mely eleget tesz az
arfogr+ -+ Qunf © gmn = h

egyenletnek.

Kovetkezmény. Legyen H C R nem iires, nyilt halmaz, £ € H, és

G(H) = {gla s 7gmn}
folytonos fiiggvények csoportja a (4) szerinti tdbldzattal. Legyen n €
R™, tovdbbd

p=m,...,n) € R™
és legyen F': R™ x R — R folytonosan differencidlhato fiiggvény
tigy, hogy

F(ps«i) = hogi(§)) (i=1,...,mn)

teljesiil. Tegyiik fol, hogy a D: R™ — M,

D(z) := [0j-1 F(24))
leképezés reguldris a p pontban. Ha vagy m = 1 vagy m > 2 és
az x — D™ (x) leképzés Lipschitz a p kérnyezetében, akkor létezik
egy G(H)-invaridns, &-t tartalmazd, Hy C H nyilt halmaz és egy
egyértelmiien meghatdrozott, differencidlhato f: Hy — R fiiggvény,
mely eleget tesz az

f o grna(§) =m

Jeltételnek és teljesiti az

F(f ogi(t),..., fo gmn(t)) = h(t)
fiiggvényegyenletet.

Allitasinkat a fejezet végén tobb példaval illusztraljuk.

A bemutatott eredményeket a [24], [25], [26] dolgozatokban ko-
zoltiik, jelentdsen kiegészitve megjavitva Bessenyei [23] tételeit.

Az otodik fejezetben ismertetjiik az erdsen szubkvadratikus fiigg-
vények fogalmat: az f: [0, 00] — R fliggvényt erGsen szubkvadrati-
kusnak mondjuk, ha minden x > 0 esetén 1étezik olyan c, € R valds
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szam, hogy

fy) = f) <cly—2)+ flly—2z)  (yeR),

majd néhdny elemi példat mutatunk azon fiiggvényekre, melyek e-
leget tesznek az emlitett egyenldtlenségnek. Ezt kovetden leirjuk
az erdsen szubkvadratikus fiiggvények legfontosabb tulajdonsigait.
Ezutdn megadjuk a gyengén szubkvadratikus fiiggvények definicidjat.
Azt mondjuk, hogy az f: R — R fiiggvény kvadratikus, ha teljesiti
a normanégyzet egyenletet (vagy paralelogramma azonossagot, vagy
Jordan—von Neumann azonossagot):

fle+y)+ fle—y)=2f(x) +2f(y)  (z,y €R).
Ehhez kapcsolédéan, mint ahogyan az additiv fiiggvényekbdl defi-
nidljuk a szubadditiv fiiggvényeket, ugyanigy a kvadratikus fiiggvé-
nyekbdl definidlhatjuk a gyengén szubkvadratikus fiiggvényeket: azt
mondjuk, hogy az f: R — R fliggvény gyengén szubkvadratikus, ha
minden z,y € R esetén teljesiti az

fla+y)+ fle—y) <2f(x)+2f(y) (v,y €R)

egyenldtlenséget. Ebben a szakaszban ismertetjiik ezen fiiggvények
fontosabb tulajdonsagait példdkkal illusztrdlva. A fentiekben definidlt
kétféle szubkvadratika fogalom kozotti kapcsolat vizsgélatdnak kér-
dése elsdként a 2007-ben, Noszvajon rendezett ,,Conference on In-
equalities and Applications 07 konferencidn meriilt. Ebben a fe-
jezetben precizen leirjuk a kétféle definici6é kozotti kapesolatot. Ki
fog deriilni, hogy ha f: [0,00[— R er8sen szubkvadratikus fiigg-
vény, akkor teljesiil az

flet+y)+ fle—y) <2f(x) +2f(y)  (=2y=0)
egyenlStlenség. A vizsgalt fiiggvények értelmezési tartomanya nem
egyezik meg, igy természetes médon adédik, hogy tekintsiik az erGsen
szubkvadratikus fiiggvények paros kiterjesztését, és az igy kapott fiigg-
vénynek vizsgaljuk a gyengén szubkvadratikus fiiggvényekkel val6
kapcsolatat. Beldthatd, hogy ha f: [0, co[— R erSsen szubkvadrati-
kus fiiggvény, akkor az f: R — R,

=+ Jf(x), haz>0
f(x)_{f(—x), haz <0
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modon definidlt paros kiterjesztése gyengén szubkvadratikus. Az
elébbi tétel megforditdsa nem igaz: azaz megadhatd olyan f: R — R
gyengén szubkvadratikus fiiggvény, melynek a [0, oo[ intervallumra
val6 lesztikitése nem er8sen szubkvadratikus. Ebben a szakaszban
bevezetiink és megvizsgalunk egy harmadik egyenltlenséget, mely
az el6zbekhez szorosan kapcsolddik:

flat+y) + fle —y)) <2f(2x) +2f(y)  (z,y €R).
Megmutatjuk, hogy ha f: [0, c0[ — R er6sen szubkvadratikus fiigg-
vény, akkor az f: R — R pdros kiterjesztése teljesiti az

fle+y)+ [z —yl) <2f(x) +2f(y)  (z,y €R)

egyenlotlenséget. A szakaszban szerepld eredményeket a [35] cikk-
ben publikéltuk.
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Summary

This PhD dissertation consists of five chapters. In the first four
chapters linear and nonlinear functional equations are investigated
in the fifth chapters functional inequalities are investigated, namely
subquadratic funtions, describing the elementary properties of these
functions and we give the connections between two different sub-
quadratic notions.

In the first chapter we summarize some results of group theory,
which we will use in the next chapters and we introduce the notations
which will be used in the dissertation. In this chapter the most impor-
tant statemant the Orbit-Stabilizer Theorem, which plays the key role
in the proofs of the theorems of the next chapters.

In the second chapter we shall consider the functional equation

Z akf O gk = h7
k=1

where g1, ..., g,; a1,..., . and h are given functions with appropri-
ate domains and ranges. Furthermore we assume that the functions
J1, - - -, g generate a group under the operation of composition. Ap-
plying the composition f} the equation can be reduced to systems of
equations with unknowns f; = f o g;, after composition with g;. The
system is linear and hence if we assume some reularity properties the
solution can be expressed by Cramer’s rule. In this section we prove
a stability theorem for the investigated equation. The main theorem
of this chapter is:

Theorem. Let H C R a nonempty set and
9i,---,9-- H—>H

be functions forming a group under the operation of composition.
Also let

at, ..., h: H—>R
be given functions, and assume that the determinant the matrix

A= a1 0 gi
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is nonsingular on H. If A, stands for the matrix which is obtained
from A replacing the first column by, in turn, h o gy, ..., h o g,, then
f: H— R given by

f=detA,/det A

is the unique solution of

Z@kf ogr=h
k=1

on H. Moreover, if p: H — R satisfies the inequality

‘Zawogk —h) <e,
k=1
then the next inequality holds:

If = ¢l < el Ao

At the end of the chapter we give some examples to illustrate the
main theorem.

In the third chapter motivated by some investigations of Charles
Babbage, we study a class of single variable functional equations:

F(fogl>"'7fogr) :ha
where g1, ..., g,, F and h are given functions and {g, ..., g,} form
a group under the operation of composition. It turns out that the alge-
braic structure of a stabilizer determines the number of initial value
conditions for the functional equation. In the proof of the main result,
the Implicit Function Theorem plays the key role. The main theorem
is:

Theorem. Let H C R be a nonempty open set, & € H, and
G(H) = {gla s 7gmn}
be a group of continuous functions by the tabular (4). Let n € R",

p=(n,...,n) €R™

and let h: H — R be a continuous function, F': R™ — R be a
continuously differentiable function such that

F(p.) =hog(§) (i=1,...,mn).



69
Define the mapping A : R™ — M by
A(z) = [Oui1 F ()]
If A is regular at p and
Ge(H) C Z(G(H)),

then there exist a G(H )-invariant open set Hy C H containing £ and
a unique differentiable function f: Hy — R satisfying the equation

F(fogi(t),...,fogm(t)) = h(?),
[ o Grnta(§) = m-

In the fourth chapter of the dissertation we investigate the equa-
tions,

F(foglw'wfogr) :ha
where {¢1,...,g,} and F are given functions and {g, ..., g,} form
a group under the operation of composition. In the investigations we

utilise the Implicit Function Theorem and the Global Existence and
Uniqueness Theorem.

Theorem. Let H C R be a nonempty open subset, £ € H, and

G(H> = {gla s 7gmn}
be a group of continuously differentiable functions. Let n € R",

p=(1.m) ER™

and let F': R™ x R — R be a continuously differentiable function
such that

hold for all i = 1, ..., mn. Define the mappings A: R™ — M and
B: R™ — R™ by

A(x, t) = [8j*i—1F($*i, gl<t>)] )

B(x, t) = [&,mHF(fm gz(t))g;(t)}

and assume that A is regular at (p, §). If either m = 1 or m > 2 and
the mapping v — A~'B(x,t) is Lipschitz in a neighborhood of (p, €)
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then there exist a G(H )-invariant open set Hy C H containing & and
a unique differentiable function f: Hy — R satisfying
F(fog(t),....fogml(t),t) =0,
f o grnyi(§) = mi-

The chapter contains two Corollaries. In the first one, we consider
the case when F'is linear in its arguments except for the last one. In
this setting, keeping the notations of the Main Theorem, the matrix
A(z,t) depends only on its second variable. In particular, the Lips-
chitz property of the mapping x — A(z,t) is straightforward. In the
second Corollary F is nonlinear, but does not depend on the free vari-
able. This phenomenon is reflected in the fact that the matrix A(z,t)
depends only on the first variable.

Corollary. Let H C R be a nonempty open set, £ € H, and
G(H) = {gla s 7gmn}

be a group of continuously differentiable functions by (4). Let
Q..o Qpn: H—R

be continuous, h: H — R be continuously differentiable functions
and

D(t) = [au1 0 i(8)].
If D is regular at £, then there exist a G(H )-invariant open set Hy C
H containing ¢ and a unique differentiable function f: Hy — R sat-
isfying the functional equation
arfogi+ -+ amnf © Gmn = h.

Corollary. Let H C R be a nonempty open set, £ € H, and

GH)=A{g91,- - gon}

be a group of continuously differentiable functions by (4). Let n €
R p=(n,...,n) € R™ and let F': R™ x R — R be a continu-
ously differentiable function such that

F(psi) = hogi(§))
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hold for all = 1, ..., mn. Assume that the mapping D: R"™" — M
defined by

D(z) == [0jui-1 F(2.)]
is regular at p. If either m = 1 or m > 2 and the mapping = — D(x)
is Lipschitz in a neighborhood of p, then there exist a G(H )-invariant
open set Hy C H containing £ and a unique differentiable function
f: Hyp — R satisfying the conditions

fogenu(§) =m

and functional equation
F(f oq(t),..., fo gmn(t)) = h(t).

At the end of the chater we give some examples to illustrate the
application of the main theorem.

These results were presented in the [24], [25], [26] papers, which
generalize the Theorems of Bessenyei [23].

In the fifth chapter we give the definition of strongly subquadratic
functions. A function f: [0,00] — R is said to be strongly sub-
quadratic if for any > 0 there exists a constant ¢, € R such that

fly) = f(@) <cly—2)+ f(ly—=])  (y€R),

thereafter. We show some basic examples for this functions. In
this chapter we describe the main properties of strongly subquadratic
functions. Then we define weakly subquadratic functions. The other
concept of subquadraticity is related to quadratic functions. A func-
tion f: R — R is called quadratic if it satisfies the square-norm
(in other terminologies the parallelogram or Jordan—von Neumann)
equation

flx+y) + flr—y) =2f(r) +2f(y)  (v,y €R).

Based on this notion and analogously to the concepts of additive and
subadditive functions f: R — R is called subquadratic if it fulfils the
inequality

fle+y)+fle—y) <2f(x)+2f(y) (z,y €R).

We show the main properties and give some examples of these func-
tions. The main part of this chapter is the problem of investigating the
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connections between the different concepts of subquadraticity. This
problem arose during the Conference on Inequalities and Applica-
tions *07 held in Noszvaj, Hungary in 2007. In this section summa-
rizing and extending these results, we completely describe the rela-
tion between the two concepts of subquadraticity. It turns out that if
f: [0, 00[— R is strongly subquadratic, then it satisfies the inequality

fety)+ fle—y) <2f(@)+2f@y) (r=2y=0).
The domains of the investigated functions are not equal, thus we
introduce the even extension of strongly subquadratic function and
examine the connection between these functions and weakly sub-
quadratic functions. It can be proved that, if f: [0,00[— R is a

strongly subquadratic function then its even extension f: R — R

defined by,

- f(x), haz >0

fl) = 417

f(=z), hax <0

is weakly subquadratic. The converse of the previous theorem is
not true: more precisely, there exists a weakly subquadratic func-
tion f: R — R such that its restriction f: [0, co[— R is not strongly
subquadratic. On the other hand we introduce and investigate a third
inequality related to both concepts of subquadraticity, namely

flet+y)+ flz—yl) <2f(@) +2f(y)  (z,y €R).
We prove that if f: [0,00[— R is a strongly subquadratic function
then its even extension f: R — R satisfies the inequality

fla+y) + flz—yl) <2f(2) +2f(y)  (z,y€R).
The results of this chapter were published in paper [35].
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